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Bu calismada, cogul-degerli fonksiyonlar icin iistten ve alttan strong @ -pre
siireklilik kavraminmi, T. Noiri’nin [18] tamimladig1 strong &-pre siirekliligin bir
geniglemesi olarak tanmitttk. Bu amaca yonelik olarak calisma {i¢ boliimden
olusmustur. Birinci bdliimde, konunun uygulamalariyla ilgili genel bilgilere
deginilmistir. Ikinci béliimde, strongly @-pre siirekli fonksiyon tanimi ve bu
fonksiyonlarin temel 6zellikleri verilmistir. Son boliimde, iistten ve alttan strongly
@ -pre siirekli ¢ogul-degerli fonksiyon kavrami tanimlanmistir. Ayrica, listten ve
alttan strongly @ -pre siirekli cogul-degerli fonksiyonlarin temel karakterizasyonlari
ve Ozellikleri elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: pre- @-acik kiime, pre acgik kiime, pre kapanis, strongly 8-

pre siireklilik, cogul-degerli fonksiyon.
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In this study, we introduced the concept of upper and lower strong & -pre
continuity for multifunctions as an extension of the notion of strong &-pre continuity
due to Noiri [18]. For this purpose; the study includes three sections. In the first
section, general knowledge about the subject is touched. In the second section;
definition and basic properties of strongly @-pre continuous functions are given. In
the last section, the concept of upper and lower strongly @-pre continuous
multifunction is defined. Also, their basic characterizations and properties are
obtained.

Keywords: pre-@-open set, pre open set, pre closure, strongly &-pre

continuity, multifunction.
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SIMGELER

Tez metni icinde gecen kiime isimleri (pre agik, semi agik, vb.) literatiirdeki
isimleri ile aynen kullanilmistir.
Bu calismada kullanilmis, fakat tez metni icinde agiklanmamis simgeler,

aciklamalariyla birlikte asagida verilmistir.

Simgeler Aciklamalari
int(A) A kiimesinin igi

cl(A) A kiimesinin kapanisi
€ Elemanidir

3 Eleman1 degildir

= Esittir

* Esit degildir

= Gerek sart

A Her

flu, Kisitlanmis fonksiyon
FlU, Kisitlanmis cogul-degerli fonksiyon
T Topoloji

= Yeter sart

vii



1. GIRiS

Sureklilik kavrami, matematikte en 6nemli konulardan biridir. Yakin zamanda,
bircok matematik¢i ve fizik¢i [8], [9], [10], [11] topolojik uzaylarda fonksiyonlarin
siirekliligi hakkinda arastirmalar yapmustir. Ayrica, siireklilik kavrami dijital
topolojiye de uygulanip, dijital siirekli fonksiyonlarin cesitli 6zellikleri incelenmistir
[27].

Bu calismanin amaci ise; T. Noiri’nin [18] tanimladigi ve S. H. Cho’nun [5]
cesitli ozelliklerini ortaya koydugu, strongly @&-pre siireklilik kavramini cogul-
degerli fonksiyonlara genisletip, {istten ve alttan strongly @-pre siirekli

fonksiyonlarin temel 6zelliklerini incelemektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Pre Acik (Kapal), € -Acik (Kapal), Semi Acik, « -Acik Kiimeler

2.1. 1. Tammm

(X, 7) topolojik uzay ve A < X olsun. A c int(c/(A)) ise, A kiimesine pre ag¢ik kiime

denir [13]. Bir pre agik kiimenin tiimleyenine pre kapalidir denir. A kiimesini
kapsayan tiim pre kapali kiimelerin kesisimine, A kiimesinin pre kapams kiimesi
denir ve pcl(A) ile gosterilir [7]. A kiimesinin kapsadigi tiim pre acik kiimelerin

birlesimine, A kiimesinin pre i¢i denir ve pint(A) ile gosterilir.

Pre agik (kapali) kiimeler ile ilgili literatiirde iyi bilinen bazi temel ozellikleri ele

alalim.

2.1. 2. Onerme

(X, 7) topolojik uzay olmak iizere;

a) pre agik kiimelerin herhangi sayida birlesimi, yine bir pre agik kiimedir.

b) pre kapali kiimelerin herhangi sayida kesisimi, yine bir pre kapali kiimedir.

2. 1. 3. Onerme

(X,7) topolojik uzay ve A < X olsun. xe pcl(A) olmasi i¢in gerek ve yeter sart, x

noktasini iceren her U pre acik kiimesi icin, U N A #< olmasidir.

2. 1. 4. Uyan

(X, 7) topolojik uzayindaki biitiin pre acik kiimelerin ailesini PO(X), bir xe X

noktasini igeren tiim pre acik kiimelerin ailesini PO(X, x) ile gosterecegiz.



2.1. 5. Teorem

n pozitif bir tam say1 ve A= HA% X H X, olsun. O halde asagidaki ozellikler

j=1 ata;
saglanir:

a) Ae PO(X) < her j=12,...,n icin, A,,/ € PO(X,Z/)

B) pel([T A <[] pelA) 7).

acA acA
2.1. 6. Tanim

(X, 7) topolojik uzay ve A — X olsun. Eger,
a) A c cl(int(A))ise; A kiimesine semi acik kiime [12],

b) A cint(cl(int(A)))ise; A kiimesine a-agik kiime denir [17].
2.1.7. Teorem

(X,7) topolojik uzay1 ve A, B — X alt kiimeleri verilsin. Eger,
a) A € PO(X) ve B alt kiimesi X uzayinda semi acik ise, AN Be PO(B);
b) A e PO(B) ve Be PO(X)ise, A € PO(X) olur [14].

2. 1. 8. Teorem

(X,7) topolojik uzay1 ve Ac X, ¢ X alt kiimeleri verilsin. pcl, (A) ifadesi, A
kiimesinin X, alt uzayindaki pre kapanisim gostersin. Eger,
a) X, c X kiimesi semi acik ise, pcly (A) c pcl(A);

b) Ae PO(X,) ve X,€ PO(X) ise, pcl(A) c pch0 (A) saglanir [6].



2.1.9. Tanim

(X,7) topolojik uzay, A < X ve x € X olsun. x noktasini igeren her U acik kiimesi
icin cl(U)n A= ise; bu takdirde, x noktasina, A kiimesinin #-kapanis noktasi
denir [28]. A kiimesinin tim 6@-kapanig noktalarmin kiimesine, A kiimesinin 6-
kapanis1 denir ve cl,(A) ile gosterilir. Eger A=cl,(A) ise, A kiimesine 6-kapali

kiime denir. Bir § -kapali kiilmenin tiimleyenine, #-ac¢ik kiime denir [28].

2.1.10. Uyan

Yukarida tanimlanan pre agik ve f-acik kiimelerin ozelliklerinden faydalanarak

literatiirde, genellestirilmis iki siireklilik cesidi asagidaki gibi verilmistir.

2.1.11. Tammm

(X,7,) ve (Y,7,) topolojik uzaylar olmak iizere; f:(X,7,) = (Y,7,) fonksiyonu
verilsin. Eger V Ve 7, i¢in, f'(V) (X,7,) uzayinda pre acik (6-agik) kiime

oluyorsa; bu takdirde f fonksiyonuna pre siirekli [13] (strongly @ -siirekli [19]) denir.

2.2. Baz1 Ozel Topolojik Uzay Tiirleri

Bu kisimda; pre acik kiimeler yardimiyla tanimlanabilen ya da karakterize edilebilen

ve ¢alismamiz icin gerekli bazi uzay tanimlarini inceledik.

2.2.1. Tammm

(X,7) topolojik uzay1 verilsin. Eger X uzayinin her yogun alt kiimesi agik ise; X

uzayina, submaximal uzay denir [26].



2. 2. 2. Teorem

Bir (X, 7 ) topolojik uzay1 i¢in, asagidaki ifadeler birbirine denktirler:
a) X uzay1, submaximal uzaydir;

b) Her pre acik kiime, agiktir [26].

2. 2. 3. Tanim

(X, 7) topolojik uzay1 verilsin.

a) X kiimesinin her pre agik ortiisiiniin pre kapaniglart X kiimesini ortecek bigimde
bir sonlu alt ortiisii varsa, X uzayina p-kapalr uzay denir [6].

b) X kiimesinin her pre agik ortiisiiniin pre kapaniglart X kiimesini ortecek bigimde
bir sayilabilir alt ortiisii varsa, X uzayina p-Lindeldf uzay denir [6].

¢) X kiimesinin her sayilabilir pre acik ortiisiiniin pre kapanislar1 X kiimesini 6rtecek

bicimde bir sonlu alt ortiisii varsa, X uzayina sayilabilir p-kapali uzay denir [18].

2.2.4. Tanim

(X,7) topolojik uzayr verilsin. Eger her pre kapali (kapali)) F kiimesi ve her
x€ (X — F) noktasi icin, x eU, F cV ve UNV = olacak sekilde U,Ve PO(X)

kiimeleri varsa; bu takdirde X uzayina pre-regiiler [22] (p-regiiler|[7]) uzay denir.

2.2.5. Tanim

(X, 7) topolojik uzayi verilsin. Eger her x,ye X (x # y) i¢in, xe U, ye V ve UNV=LJ

olacak sekilde U,Ve PO(X) kiimeleri varsa; bu takdirde X uzayina pre-T, uzay1 [21]

denir.



2.2.6. Tanim

(X,7) topolojik uzayr verilsin. Eger her x,ye X (x#y) i¢in, xeU, yeV ve
pcl(U) N pel(V) = D olacak sekilde U,Ve PO(X) kiimeleri varsa; bu takdirde X

uzayma pre-Urysohn uzayi [21] denir.

2. 3. Cogul-Degerli Fonksiyonlar ile ilgili Bazi Temel Kavramlar

2.3. 1. Tamim

F: X —Y bir cogul-degerli fonksiyon ve B < Y olsun.
F (B)={x:F(x)NnB#J}, F"(B)={x:F(x)c B} kimelerine sirasiyla B
kiimesinin F altindaki biiyiik ters goriintiisii ve B kiimesinin F altindaki kiigiik ters

goriintiisii denir.

2. 3. 2. Uyan

F: X —Y cogul-degerli bir fonksiyon olmak iizere;
a) Vxe Xigin; F(x)# < dir.
b) VA c Xicin; F(A)=U{F(x):xe A} seklindedir.

2. 3. 3. Tanim

(X,7,) ve (Y, 7,) topolojik uzaylar olmak iizere; F :(X,7,) = (Y,7,) cogul-degerli
fonksiyonu verilsin. Eger VV € 7, i¢in,

a) F'(V); (X,7,) uzaymnda agik kiime oluyorsa; bu takdirde F ¢ogul degerli
fonksiyonuna iistten semi siirekli,

b) F (V); (X,7,) uzayinda agik kiime oluyorsa; bu takdirde F ¢ogul degerli

fonksiyonuna alttan semi siirekli denir.



2. 3. 4. Uyan

Pre agik ve @-acik kiimelerin 6zelliklerinden faydalanarak literatiirde tanimlanmig

olan siireklilik cesitleri cogul degerli fonksiyonlara asagidaki gibi genisletilmistir.

2. 3. 5. Tanim

(X,7,) ve (Y, 7,) topolojik uzaylar olmak lizere; F :(X,7,) = (Y,7,) ¢ogul-degerli
fonksiyonu verilsin. Eger,

a) Vxe X ve F(x)cV(F(x)NnV # &) olan Y uzaymin her V agik altkiimesi igin,

Uc F'(V)(Uc F~(V)) olacak bicimde x noktasini i¢eren X uzayinin pre agik bir

U alt kiimesi varsa; bu takdirde F' ¢ogul-degerli fonksiyonuna X iizerinde {iistten
(alttan) pre siirekli denir[24].
b) Vxe X ve F(x)cV (F(x)NnV #O) olan Y uzaymin her V acik altkiimesi igin,

cl(U)c F*(V) (cl(U) c F~(V))olacak bicimde x noktasini iceren X uzayinin agik

bir U altkiimesi varsa; bu takdirde F cogul-degerli fonksiyonuna X {izerinde iistten

(alttan) 0"_siirekli denir[16].



3. PRE-9-ACIK KUMELER VE STRONGLY 6-PRE SUREKLILiK

3. 1. Pre-@-acik Kiimeler ve Strongly & -Pre Siirekli Fonksiyonlar

3.1. 1. Tanim

(X, 7) topolojik uzay, Ac X ve xe X olsun. x noktasini i¢eren her pre acik U kiimesi

icin pcl(U) N A # O oluyorsa; bu takdirde x noktasina, A kiimesinin pre- 8 -kapanis
noktast denir. A kiimesinin tiim pre- @-kapanis noktalarinin kiimesine, A kiimesinin
pre- @ -kapanis1 denir ve pcl,(A) ile gosterilir. Eger A = pcl, (A) ise, A kiimesine
pre- € -kapal1 kiime denir. Bir pre- 8-kapali kiimenin tiimleyenine, pre- 8-agik kiime

denir[18].

3. 1. 2. Uyan

(X, 7)) topolojik uzayindaki biitiin pre- € -agik kiimelerin ailesini P,O(X), bir xe X

noktasini i¢eren tiim pre- @ -agik kiimelerin ailesini P,O(X, x) ile gosterecegiz.

3. 1. 3. Onerme

(X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger Ue PO(X) ise; bu takdirde, pcl(U) = pcl, (U)

gecerlidir [5].

Asagidaki teorem, pre- @ -acik kiime kavraminin bir karakterizasyonudur.

3.1.4. Teorem

(X, 7) topolojik uzayindaki bir U alt kiimesinin pre- 8 -acik kiime olmasi i¢in, gerek

ve yeter sart her xe U noktas1 i¢in, xe W ve pcl(W) c U olacak sekilde bir W pre

acik kiimesinin varligidir [5].



3.1.5. Tanim

(X,7,) ve (Y,7,) topolojik uzaylar olmak iizere; f:(X,7,) — (Y,7,) fonksiyonu
verilsin. Eger Vxe X ve f(x)eV sartimt saglayan VV cY acik kiimesi i¢in,
f(pcl(U)) <V olacak bicimde x noktasini igeren bir U € PO(X) varsa; bu takdirde

f fonksiyonuna strongly 8- pre siireklidir denir[18].

Asagidaki  ilk  ii¢  teorem, strongly  @-pre  siirekli  fonksiyonlarin

karakterizasyonlaridir.

3. 1. 6. Teorem

f:(X,7,)—= (Y,7,) fonksiyonu i¢in, asagidaki ozellikler denktir:

a) f fonksiyonu strongly @ -pre siireklidir.

b) VV e, icin f(V), X uzaymda pre- 8 -acik kiimedir.

¢) Y kiimesinin her kapali W kiimesi icin f~'(W), X uzayinda pre-@-kapal
kiimedir.

d) VA c X icin, f(pcl,(A)) < cl(f(A)) olur.

e) VB c Y igin, pcl,(f'(B)) < f'(cl(B)) saglanr [18].

3.1.7. Teorem

f:(X,7)) = (¥,7,) fonksiyonunun strongly &-pre siirekli olmas: icin gerek ve
yeter sart her xe X noktast ve f(x) noktasini iceren her V acik kiimesi igin,
f(pcl,(U))cV olacak sekilde x noktasim1 iceren bir U pre acgik kiimesinin

olmasidir. [5].
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3.1. 8. Teorem

f:(X,7,) = (¥,7,) fonksiyonunun strongly &-pre siirekli olmasi i¢in gerek ve
yeter sart her xe X noktast ve f(x) noktasini iceren her V acik kiimesi i¢in,
f(U) cV olacak sekilde x noktasini igeren bir pre-d-a¢ik U kiimesinin olmasidir

[5].

3.1.9. Teorem

f:X,7,)—>(,7,) fonksiyonu ile bu fonksiyonun g: X— X xY grafik fonksiyonu
verilsin. Bu takdirde, asagidaki 6zellikler saglanir:

a) g fonksiyonu strongly - pre siirekli ise, f strongly - pre siirekli ve X, p-regiiler
uzaydir.

b) f fonksiyonu strongly 6- pre siirekli ve X uzayi pre-regiiler ise, g fonksiyonu

strongly @- pre siireklidir [18].

3. 1. 10. Sonu¢

X, bir p-regiiler uzay olsun. O halde, bir f: X — Y fonksiyonunun strongly 8- pre
siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart g: X — X XY grafik fonksiyonunun strongly

@ - pre siirekli olmasidir [18].

3.1.11. Teorem

f:X =Y strongly @-pre siirekli fonksiyon ve X, c X semi agik kiime olsun.

f1X,:X,—>Y fonksiyonu da, strongly &-pre siireklidir [18].
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3.1.12. Teorem

f:(X,7r,) = (Y,r,) fonksiyonu verilsin. Her xe X i¢in, f1X,: X, — Y kisitlama
fonksiyonu strongly @-pre siirekli olacak sekilde bir X, e PO(X,x)varsa, f

fonksiyonu strongly @ -pre siireklidir [18].

3.1.13. Tammm

f:(X,7,) = (Y,7,) fonksiyonu verilsin. Eger,

a) Her xe X ve Ve PO(Y, f(x))i¢in, f(U)cV olacak sekilde bir U € PO(X, x)
varsa; f fonksiyonuna pre-irresolute fonksiyon [25],

b) Her Ue PO(X)icin, f(U)e PO(Y)oluyorsa, f fonksiyonuna M-preopen

fonksiyon denir [15].

3. 1. 14. Onerme

f:(X,7)) > (Y,7,) pre-irresolute bir fonksiyon ve V, (Y,7,) topolojik uzayinda

pre- 8 -agik bir kiime ise; £~ (V), (X,7,) uzayinda pre- @ -agik bir kiimedir [18].

Asagidaki teorem, bileske fonksiyonun strongly @ -pre siirekli olmasi ile ilgilidir.

3.1.15. Teorem

f:X,r))—=>X,7,) ve g:(Y,7,) = (Z,7,)fonksiyonlar1 verilsin. Bu takdirde
asagidaki ozellikler saglanir:

a) Eger f fonksiyonu strongly & -pre siirekli ve g fonksiyonu siirekli ise; bu takdirde,
gof:(X,7)) = (Z,1,) bileske fonksiyonu, strongly &-pre siireklidir.

b) Eger f fonksiyonu pre-irresolute bir fonksiyon ve g fonksiyonu strongly &-pre
stirekli bir fonksiyon ise; bu takdirde, go f :(X,7,) = (Z,7,) bileske fonksiyonu,

strongly @ -pre siireklidir.
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c¢) Eger f:(X,7,)—>(Y,7,) birebir Orten ve M-preopen bir fonksiyon ve
gof:(X,7)—>(Z,1y) strongly  @-pre  siirekli  bir  fonksiyon @ ise;

g:(Y,7,) = (Z,7,) fonksiyonu, strongly @-pre siireklidir [18].

3.1.16. Teorem

(X,7)), (X,,7,) ve (X,,7,) topolojik uzaylar1 verilsin. Eger h: X — X, xX,
(h(x)z(xl,xz)) fonksiyonu strongly @-pre siirekli ise; bu takdirde i=1,2 igin,

fi: X =X, ( fi(x)= xl.) fonksiyonu strongly @ -pre siireklidir [5].

3.1.17. Teorem

Her ae€ Aicin, f,:X, =Y, fonksiyonu strongly &-pre siirekli ise; bu takdirde,
her x={x,}i¢in, f({x,})={f,(x,)}biciminde tammh f:IIX 6 — IIY, carpim

fonksiyonu, strongly @ -pre siireklidir [18].
3. 1. 18. Teorem

Eger f:(X,7,) = (Y,7,)strongly @-pre siirekli birebir bir fonksiyon ve Y bir T,

(T,) uzayi ise, X uzayi pre-T, (pre-Urysohn) uzayidir [18].

3.1.19. Teorem

Eger f:(X,7,)—> (Y,7,) strongly @-pre siirekli bir fonksiyon ve Y, Hausdorff
uzayi ise; bu takdirde, £ ={(x,y): f(x) = f(y)}alt kiimesi X X X uzayinda
pre- 6 -kapalidir [18].
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3. 1. 20. Tanim

fX,r)—>,7,) fonksiyonu ile bu fonksiyonun
G(f)={(x,f(x)):xe X} X XY grafigi verilsin. Eger her
(x,y)e (X xXY)-G(f)) icin, (pclUYXVING(f)=D olacak  sekilde
Ue PO(X,x) ve y noktasin1 iceren bir V agik kiimesi varsa; bu takdirde

f fonksiyonunun G(f) grafigi, strongly pre kapalidir denir [18].

[18]°de bir f fonksiyonunun grafiginin strongly &-pre kapali olmas: ile ilgili

karakterizasyon asagidaki gibi verilmistir.

3. 1. 21. Onerme

f:(X,7)) = (Y,7,) fonksiyonunun G(f) grafiginin strongly pre kapali olmasi i¢in
gerek ve yeter sart; her (x,y)e (X xXY)—-G(f)) igin, f(pcl(U))NV =D olacak
sekilde x noktasim1 kapsayan bir U c X pre acik kiimesi ve y noktasim1 kapsayan

bir V < Y acik kiimesinin var olmasidir [18].

G(f) grafiginin strongly pre kapali olmasi ile f fonksiyonunun strongly &-pre

siirekli olmasi1 kavramlari, [18]’de asagidaki gibi karsilagtirilmistir.

3. 1. 22. Teorem

f:(X,7,)—> (Y,7,) fonksiyonu, strongly @-pre siirekli ve (Y,7,), Hausdorff uzay:
ise; bu takdirde G(f) grafigi, strongly pre kapalidir [18].

3. 1. 23. Tanim

(X,7,) topolojik uzay1 ve bir K < X alt kiimesi verilsin. Eger K kiimesinin (X,7,)

topolojik uzaymin pre acik kiimelerinden olusan her {V,:ae V} ortiisii icin,
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K cU{pcl(V,): e V,}olacak sekilde V kiimesinin bir V., alt kiimesi varsa; K alt

kiimesine, X uzayinda p-kapali denir [6].

Asagidaki teorem, p-kapali kiimenin strongly &-pre siirekli fonksiyon altindaki

gorlintiisiiniin kompakt kiime oldugunu gosterir.

3. 1. 24. Teorem

f:(X,7)) = (Y,7,) strongly &-pre siirekli bir fonksiyon ve K kiimesi X uzayinda
p-kapali ise; bu takdirde f(K), Y uzayinin kompakt bir kiimesidir [18].

3. 1. 25. Sonu¢

f:(X,7,) = (Y,7,) fonksiyonu strongly @-pre siirekli ve Orten ise; bu takdirde
asagidaki ozellikler saglanir:

a) X uzay, p-kapali ise, Y uzay1 kompakttir.

b) X uzayi, p-Lindeldf ise, Y Lindelofuzayidir.

¢) X uzay1 sayuabilir p-kapali ise, Y sayilabilir kompakttir [18].

3. 1. 26. Teorem

Egerbir f:(X,7,) = (Y,7,) fonksiyonunun G(f) grafigi, strongly pre kapali ise; X
uzayinda p-kapali olan her K alt kiimesine karsilik gelen f(K)cY, kapali bir
kiimedir [18].

3.1.27. Teorem

(X,7,) topolojik uzayi, submaximal olsun. Eger bir f:(X,7,) = (¥,7,) topolojik
uzaymin grafigi strongly pre kapali ise, ¥ uzaymin her kompakt K kiimesi i¢in,

£ (K) kiimesi, X uzayinda &-kapalidir [18].
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3. 1. 28. Teorem

(X,dy) ve (Y,d,) metrik wuzaylan verilsin. Eger n=123,..., icin,
f, : X = Ystrongly @-pre sirekli ve f,:X =Y, {f,} fonksiyonlar dizisinin

diizgiin yakinsadigi fonksiyon ise; bu takdirde, f, fonksiyonu strongly &-pre

suireklidir [5].

3.1.29. Tanim

(X,7) topolojik uzayinda bir (x;)ag1 ve bir x noktas1 verilsin. Eger x noktasini
iceren her U acik kiimesine karsilik, her i > i¢in x; € c/(U) olacak sekilde bir i,

varsa; bu takdirde (x;) ag1 x noktasina @-yakinsar denir [28].

3. 1. 30. Tammm

(X,7) topolojik uzayinda bir (x;)ag1 ve bir x noktas:1 verilsin. Eger x noktasini
iceren her U pre-@-acik (pre acgik) kiimesine karsihk, her i2>i;, i¢in,
x; € U (x; € pcl(U)) olacak sekilde bir i, varsa; bu takdirde, (x;) ag1 x noktasina

p@-yakinsar ( p@" -yakinsar) denir [5].

3. 1. 31. Sonug¢

(X,7) topolojik uzayinda bir (x;) agt ve bir x noktas: verilsin. Eger (x;), x

noktasina yakinsiyorsa, (x;) ag1 x noktasina €-yakinsar [5].

Asagidaki iki sonug, aglarda yakinsama ile @-yakinsama ve p@ -yakinsamaile pé-

yakinsama kavramlar1 arasindaki iligkiyi belirtir.
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3. 1. 32. Sonug¢

(X,7) topolojik uzayinda bir (x;)ag1 ve bir x noktas: verilsin. Eger (x;), x

noktasina p@ -yakinsiyorsa, (x;) ag1 x noktasina p@-yakinsar [5].

3. 1. 33. Onerme

(X,7) topolojik uzayr verilsin. X uzaymnda bir (x,) ag x noktasma p@" -
yakinsiyorsa, (x;) ag1 x noktasina @-yakinsar; tersi ancak X uzay1 submaximal ise

dogrudur [5].

3. 1. 34. Uyan

3. 1. 34. Onerme ile verilen ifadenin tersinin X uzay1 submaximal iken dogru oldigu

[5]°de verilmistir.

3. 1. 35. Teorem

f:(X,7,) = (Y,7,) fonksiyonu i¢in, asagidaki ifadeleri goz Oniine alalim:

a) f fonksiyonu strongly @ -pre siireklidir.

b) her xe X ve X uzayinda x noktasina p@-yakinsayan her (x;) agiicin, (f(x;))
ag1 f(x) noktasina yakinsar.

¢) her xe X ve X uzaymnda x noktasmna p@ -yakinsayan her (x,) ag igin,
(f(x;)) ag1 f(x) noktasina yakinsar.

Bu durumda, (a)= (b) = (c) elde edilir. Ustelik, X uzay1r submaximal ise, (c)

ifadesi (a) ifadesini gerektirir. Dolayisiyla, yukaridaki ifadeler denk olur [5].
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3. 1. 36. Uyan

3. 1. 35. Teorem’deki c) ifadesinin a) ifadesini gerektirmesi, submaximal olmayan
herhangi bir X uzayr i¢in genellikle dogru olmadigi, [5]’de asagidaki Ornek ile

verilmistir.

3. 1. 37. Ornek

¢, R reel sayilar kiimesi lizerindeki alisilmis topoloji olmak iizere; (R, @) topolojik
uzay1 verilsin. Q rasyonel sayilar kiimesi olsun. Ayrica, X ={a,b} kiimesi ile bu
kiime iizerinde ayrik topoloji verilsin. O halde, R uzayr submaximal degildir.
f :R— X fonksiyonu, x=0 i¢in f(x)=a ve x#0 icin f(x)=>b biciminde
tanimlansm. x€ R ve (x,), R uzayr icinde x noktasina p@° -yakinsayan bir ag
olsun. Bu takdirde, Qu {x} ve Q “U{x}, R uzayinda x noktasini iceren hem pre agik
hem pre kapali kiimelerdir. O halde, her i =i, i¢in, x; =x olacak sekilde bir i,
vardir. Dolayisiyla (f(x;)), f(x) noktasina yakinsar. Diger taraftan, V = {a} olsun.
Bu durumda V, X wuzayinda f(0)=a noktasimt iceren acik bir kiimedir. 0
noktasini igeren tiim U pre agik kiimeleri i¢in, U —{0}# < olur. Dolayisiyla,
f(pcl(U))=X ¢V elde edilir ki, buradan f fonksiyonu strongly &-pre siirekli
degildir.

3. 1. 38. Sonu¢

(X,7,) ve (Y,7,) topolojik uzaylar verilsin. Eger f :(X,7,) = (Y.7,)
strongly @ -pre siirekli bir fonksiyon ise; her xe X ve X uzaymda x noktasina p@-

yakinsayan her (x;) agiicin, (f(x;)) agt f(x) noktasma @-yakinsar [5].

3. 1. 39. Uyan

f:(X,7,) = (Y,7,) fonksiyonu i¢in, asagidaki gerektirmeler saglanir.
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Strongly @ -siirekli = strongly 8 -pre siirekli= pre siirekli

3. 2. Strongly 0-Pre Siirekli Cogul-Degerli Fonksiyonlar

3. 1. 5. Tanim ile ele aldigimiz strongly & -pre siireklilik kavramini ¢cogul-degerli

fonksiyonlara asagidaki gibi genisletebiliriz.

3.2.1. Tamim

F:(X,7)—>{,7,) cogul-degerli fonksiyonu verilsin. Eger, Vxe X ve
F(x)cV(F(x)NnV # J)olan Y uzaymin her V acgik alt kiimesi igin; her
ue pclU)icin, F(u) cV(Fu)NnV #) olacak sekilde bir U € PO(X,x) varsa
F ¢ogul-degerli fonksiyonuna iistten strongly @-pre siireklidir (alttan strongly &-pre

siireklidir) denir. F' cogul-degerli fonksiyonu hem iistten hem de alttan strongly 8-

pre siirekli ise; bu takdirde F strongly @ -pre siireklidir denir.

Simdi, sirasiyla iistten ve alttan strongly @-pre siirekli ¢ogul-degerli fonksiyonun

karakterizasyonlarini verelim.

3.2.2. Teorem

F:(X,7)) = (Y,7,) cogul-degerli fonksiyonu i¢in asagidakiler denktirler:
a) F ¢ogul-degerli fonksiyonu iistten strongly & -pre siireklidir.

b) Her xe X ve F(x)cV olacak bicimde Y uzayindaki her V acik kiimesi igin,
F(U) cV olacak sekilde bir U € P,O(X, x) kiimesi vardir.

¢) Her V Y acik kiimesi i¢in, F* (V) c X bir pre-8-agik kiimedir.

d) Her B c Y kapali kiimesi i¢in, F~ (B) c X bir pre- @-kapal kiimedir.

e) Her A Y kiimesiicin, pcl,(F~(A)) € F~(cl(A)) saglanir.

Ispat:
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(@)= (c) V Y agik bir kiime ve xe€ F* (V) olsun. Her u € pcl(U) igin, F(u) cV
olacak sekilde U € PO(X,x) vardir. Dolayisiyla, xe pcl(U) c F* (V) olur. Bu ise,
F* (V) c X kiimesinin pre- 6 -agik oldugunu gosterir.

(¢)=>() Her BcY kimesi i¢in, F*'(Y —B)=X —F (B) olmasi gerceginden

aciktir.
(d) = (e) Herhangi bir A c Y kiimesi verilsin. O halde, c/(A) kiimesi Y

uzayinda kapali olup, F~(cl(A)) kiimesi X uzayimnda pre- @-kapalidir. Dolayisiyla,
pcl,(F~(A)) € F(cl(A)) elde edilir.

(e)= (a) Herhangi bir xe X noktasi ile F(x)cV olacak sekilde herhangi bir
Vcy acik kiimesi verilsin. (Y =V)cY kapali oldugundan,
pcly,(F-(Y=V)cF (Y-V) elde edilir. O halde, F (Y-V)c X pre-0-
kapahdir. F~ (Y -V)=X — F" (V) esitligi saglandigindan, F* (V) c X kiimesi pre-
6 -agik olur. Buradan, pcl(U) c F* (V) olacak sekilde U € PO(X,x) vardir. Bu ise,

F cogul-degerli fonksiyonunun iistten strongly @-pre siirekli olmasi tanimdir.

(b)=(c) Herhangi bir V cY acik kiimesi ile herhangi bir xe F* (V) noktasi
verilsin. O halde xe U c F* (V) olacak sekilde bir U € P,O(X,x) kiimesi vardir.
U, X uzaymda pre-@-acik oldugundan, xe pcl(G) cU < F* (V) olacak bi¢cimde
bir Ge PO(X,x) kiimesi vardir. Buradan F*(V), X uzayinda pre-6-agik bir

kiimedir.

(¢)=(b) Herhangi bir xe X noktasi ile F(x)cV olacak bi¢cimde herhangi bir
V Y acik kiimesi verilsin. F*(V)c X, pre-8-acik kiime olup, xe F* (V) duir.

U=F"(V) alirsak; F(U) cV elde edilir.

3. 2. 3. Teorem

F:(X,7)) = (Y,7,) cogul-degerli fonksiyonu i¢in asagidakiler denktirler:

a) F ¢ogul-degerli fonksiyonu alttan strongly & -pre siireklidir.
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b) Her xe X ve xe F~ (V) olacak bicimde Y uzayindaki her V agik kiimesi igin,
U c F~ (V) olacak sekilde bir U € P,O(X,x) kiimesi vardir.

¢) Her V c Y acik kiimesi i¢in, F~ (V) c X bir pre- 8 -a¢ik kiimedir.

d) Her B c Y kapali kiimesi i¢in, F*(B) X bir pre- € -kapali kiimedir.

e) Her A C Y kiimesi igin, pcl,(F*(A)) c F*(cl(A)) saglanir.

3. 2. 4. Uyan

F:(X,7)) = (Y,7,) cogul-degerli fonksiyonu i¢in, asagidaki gerektirmeler saglanir:

Ustten @ -siireklilik = iistten strongly &-pre siireklilik = iistten pre siireklilik
Ancak, bu gerektirmelerin tersleri asagida verdigimiz iki drnekte oldugu gibi genelde

dogru degildir.

3. 2. 5. Ornek

7., R reel sayilar kiimesi iizerindeki sonlu tiimleyen topolojisi ve
o ={{1,2},{3},{1,2,3},Y,2}, Y ={1,2,3,4} kiimesi iizerinde bir topoloji olsun.
F:(X,7,) > (Y,0) cogul-degerli fonksiyonu, xe€ Q ise F(x) ={1,2,3}, xe R-Q ise
F(x)=1{4} biciminde tammlansin. F*({1,2})=9, F*({3}))=9, F'({1,2,3})=Q
olur. Q rasyonel sayilar kiimesi (R,7,) topolojik uzaymda pre-@-agik kiimedir.

Ancak, @-acgik degildir. Dolayisiyla, F' ¢cogul-degerli fonksiyonu iistten strongly

@ -pre siireklidir. Ancak, iistten 8 -siirekli degildir.

3. 2. 6. Ornek

X ={a,b,c} kiumesi iizerinde 7={X,3,{a},{a,b},{a,c}} topolojisi verilsin.
Ayrica; Y ={1,2,3} kiimesi ile = bu  kiime  iizerinde tanimlanan
o ={{1},{2},{1,2}, X, D} topolojisi  verilsin. F:(X,7)—> (Y,0) c¢ogul-degerli
fonksiyonu, x=a ise F(x)={1,2}, x=>b ise F(x)={3}, x=c ise F(x)={2,3}
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seklinde tamimlansin. F*({1}) =@, F"({2}) =D, F*({1,2}) ={a} olur. {a}e PO(X)
olmasina ragmen; {a}¢ P,0(X)olur. Dolayisiyla, F iistten pre siireklidir. Ancak,

tistten strongly @-pre siirekli degildir.

3.2.7. Teorem

(X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylari verilsin. {U, : A€ A}, X uzaymin & -agik bir
ortiisii olsun. O halde, F : X — Y cogul-degerli fonksiyonun {iistten (alttan) strongly

@-pre siirekli olmasi igin, gerek ve yeter sart her Ae A i¢in, FIU,:U, -»Y

kisitlamisinin iistten (alttan) strongly € -pre siirekli olmasidir.

Ispat:

Ispat sadece F ’nin iistten strongly @ -pre siirekli olmas1 durumu icin yapilacaktir.

=: Ae Avexe U, olsun. Ayrica; V c Y, (FIU,)(x) cV olacak sekilde agik bir
kiime olsun. F, iistten strongly @-pre siirekli ve F(x)=(F |U,)(x) oldugundan,
pcl(G) c F* (V) olacak sekilde bir Ge PO(X,x) vardir. U=U, NG olsun.
Buradan; U e PO(U ,,x) olup pcl, (U)c pcl(U) bagntist saglanir. Dolayisiyla,
(FI1U ) pcl, (U))=F(pcl, (U)) < F(pclU)) <V olur. Boylece; her Ae A igin,
FIU,:U, =-Y c¢ogul-degerli kisitlama fonksiyonu, {istten strongly &-pre

siireklidir.
«: Herhangi bir xe X noktasiile F(x) cV olacak sekilde bir V c Y acik kiimesi

verilsin. Buradan, xe U, olacak sekilde bir A€ A vardir. F|U,, istten strongly
@-pre siirekli ve (FIU,)=F(x)oldugundan, pcl, (U)c (F| U,)" (V) olacak
sekilde bir Ue PO(U,,x) vardir. 2.1.8. Teorem kullamilarak, F(pcl(U))cV
olacak sekilde U e PO(X) ve pcl(U) c pcluﬁ (U) elde edilir. Sonug olarak; F

cogul-degerli fonksiyonu, iistten strongly @ -pre siireklidir.
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3. 2. 8. Teorem

(X,7), (Y,r,) ve (Z,ry) topolojik uzaylar1 olmak iizere; F,:X =Y ve
F,:Y = Z cogul-degerli fonksiyonlar1 verilsin. Eger F):(X.,7,) = (Y,7,), lstten
(alttan) strongly &-pre siirekli ve F, :(Y,7,) = (Z,7,) iistten (alttan) semi siirekli
ise; bu takdirde, F=F,oF :X — Z bileske cogul-degerli fonksiyonu iistten
(alttan) strongly @ -pre siireklidir.

Ispat:

Ispat sadece F ¢ogul-degerli fonksiyonunun iistten strongly &-pre siirekli olmasi
icin yapilacaktir.

Herhangi bir G cZ acgik kiimesi verilsin. F,oF, bileske cogul-degerli
fonksiyonunun tanimindan; F*(G)=(F, o F,)"(G)=F,"(F," (G)) olur. F, ¢ogul-
degerli fonksiyonu iistten semi-siirekli oldugundan, F,"(G)cY agik kiimedir. F,
cogul-degerli  fonksiyonu distten strongly  @-pre siirekli  oldugundan,
F"(F,”(G)) c X pre-6@-agik kiimedir. O halde, F =F, o F, ¢ogul-degerli bileske

fonksiyonu iistten strongly & -pre siireklidir.

Literatiirde iyi bilinen asagidaki tanimi ele alalim.

3.2.9. Tammim

F:X, =Y ve F,: X, =Y, seklindeki iki cogul-degerli fonksiyonun ¢ogul degerli
carpim fonksiyonu F, X F,:X,xX, =Y, xY,, her x, € X, ve x,e X, icin,

(F, X F,)(x,,x,) = F,(x,) X F,(x,) olarak tanimlidur.

3. 2. 10. Onerme

F:X, =Y ve F,:X, =Y, cogul-degerli fonksiyonlar1 ve herhangi Ac X,,
B c X, alt kiimeleri icin agagidaki ozellikler saglanir:

a) (F,xF,)"(AxB)=F,(A)xF," (B)
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b) (F,xF,) (AXB)=F, (A)XF >(B)

3.2.11. Teorem

F :(X,,7)) > ({,,0,) ve F, :(X,,7,) = (¥,,0,) cogul-degerli fonksiyonlar: iistten
(alttan) strongly @-pre siirekli ise; bu takdirde, F, XF, : X, XX, =Y, XY, c¢ogul
degerli ¢arpim fonksiyonu, iistten (alttan) strongly € -pre siireklidir.
Ispat:
Ispat sadece F,, F, ¢ogul-degerli fonksiyonlarmn iistten strongly @-pre siirekli
olmasi durumu i¢in yapilacaktir.
Herhangi bir (x,,x,)e X, xX, noktas1 ile F (x,)XF,(x,) kiimesini kapsayan
herhangi bir V cY, XY, acik kiimesi verilsin. O halde
F (x)XF,(x,)cU,xU, cV olacak sekilde U, cY, ve U, c¥, acik kiimeleri
vardir. F, ve F, cogul-degerli fonksiyonlar: iistten strongly @-pre siirekli
oldugundan; F,(A)cU, ve F,(B)cU, olacak sekilde Ae P,O(X,,x;) ve
Be P,0(X,,x,) kiimeleri vardir. Ayrica;

AXBC FH(U)XF,"(U,)=(F,xF,)"(U,xU,) c (F,XF,)" (V)
ifadesi saglanir. Dolayisiyla, AXBe P,O(X,XX,,(x;,x,))ve (F,xXF,)(AXB)cV
saglanir ki, bu ise F; X F, cogul-degerli fonksiyonunun iistten strongly & -pre siirekli

olmasi1 tanimidir.

3.2.12. Tammm

F:X =Y c¢ogul-degerli fonksiyonunun c¢ogul-degerli G, :X — X XY grafik
fonksiyonu, her xe X icin G.(x)={x}xF(x) bi¢ciminde tanimldir.
{{x}xF(x):xe X} c XxY kimesine, F cogul-degerli fonksiyonunun grafigi

denir ve G(F') ile gosterilir.
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3. 2.13. Onerme

F:X —Y cogul-degerli fonksiyonu ve herhangi A c X, B cY alt kiimeleri icin,
asagidaki ozellikler saglanir:
a) G,"(AXB)=ANF"(B)

b) G, (AXB)=ANF (B) [20]

Asagidaki teorem, F cogul-degerli fonksiyonu ile G(F) grafik fonksiyonunun alttan

strongly @ -pre siirekli olusu ile ilgili bir karakterizasyonudur.

3.2.14. Teorem

(X,7) topolojik uzayi, regiiler olsun. O halde, F:(X,7,) = (¥Y,7,) cogul-degerli
fonksiyonunun alttan strongly @-pre siirekli olmasi igin,gerek ve yeter sart
G, : X = X XY c¢ogul-degerli grafik fonksiyonunun alttan strongly &-pre siirekli
olmasidir.

Ispat:

=: F c¢ogul-degerli fonksiyonu, alttan strongly &-pre siirekli olsun. Herhangi bir
xe X noktas1 ile xe G, (W) olacak sekilde W c XxY acik kiimesi
verilsin. ({x}X F(x)) "W # & oldugundan, (x,y)e W olacak sekilde ye F(x)
vardir. Buradan, (x,y)e U XV € W olacak sekilde U,V c X acik kiimeleri vardir.
X uzayimin regiiler olmasindan dolay1, xe A c pcl(A) < cl(A) c U olacak sekilde
A c X acik kiimesi vardir. F(x) NV # O oldugundan; G c pcl(G) c F~ (V) olacak
sekilde Ge PO(X,x) vardir. 2. 1. 7. Teorem geregi, xe ANGe PO(X,x) ve
dolayistyla pcl(A)Npc(G)cUnNF (V)=G, UxV)cG, W) ifadesi
saglanir. Sonu¢ olarak; G, c¢ogul-degerli fonksiyonu alttan strongly &-pre
stireklidir.

&: G, c¢ogul-degerli grafik fonksiyonu alttan strongly &-pre siirekli olsun.

Herhangi bir V c Y acik kiimesi verilsin. X XV < X XY acik kiime oldugundan;
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G, (XxV)=XnNnF (V)=F (V)c X pre-0-acik bir kiime olur. Buradan, F

cogul-degerli fonksiyonunun alttan strongly & -pre siirekli oldugu elde edilir.
3. 2. 15. Teorem

(X,7) topolojik uzay: regiiler ve her xe X icin, F(x) kiimesi kompakt olacak
sekilde F:(X.7,) = (Y,7,) cogul-degerli fonksiyonu verilsin. O halde, F' ¢ogul-
degerli fonksiyonunun iistten strongly & -pre siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart
G, : X = X XY cogul degerli grafik fonksiyonunun iistten strongly &-pre siirekli
olmasidir.

Ispat:

=: F c¢ogul-degerli fonksiyonu iistten strongly @ -pre siirekli olsun. xe X noktasi
ve G, (x) kiimesini kapsayan W < X XY acik kiimesi verilsin. Her ye F(x) i¢in,
(x,y)e U(y)xV(y)cW olacak bicimde U(y)c X ve V(y)cY acik kiimeleri
vardir. {V(y):ye F(x)} ailesi, F(x)’in acik bir ortiisidiir. F'(x) kiimesi kompakt
oldugundan, F(x) CU{V(yl.):i:LZ,...,n} ifadesi saglanacak sekilde sonlu tane
Vs Yasees Y, € F(x) noktasi vardir.

U= ﬂ{U(y,.) i=12,..,n} ve V= U{V(yi) :i=12,...,n} olsun. O halde, U c X
ve V cY acik kiimeler olup, {x}xF(x)cUXV cW elde edilir. X uzaymin
regiiler olmasindan dolayl, xe U, < pcl(U,) ccl(U,)cU olacak sekilde bir
U, c X acik kiimesi vardir. Buradan, {x}x F(x) € pcl(U,)xV cU XV cW olur.
Ayrica; F cogul-degerli fonksiyonu iistten strongly &-pre siirekli oldugundan;
pcl(H) c F* (V) olacak sekildle He PO(X,x) vardir. U,NHe PO(X,x) ve
pclU,"H) < pcl(U,) N pcl(H) < pcl(U,)NF* (V) =G} (pclU,)xV)c G} (W)
ifadeleri elde edilir. Bu ise; G, cogul-degerli grafik fonksiyonunun iistten strongly
@ -pre siirekli oldugunu gosterir.

=: G, : X = X XY cogul-degerli grafik fonksiyonu iistten strongly &-pre siirekli
olsun. xe X ve F(x) kiimesini kapsayan herhangi bir V c Y acik kiimesi verilsin.

XXV cXxY actk  bir  kiime ve Gp(x)c X xV oldugundan;
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UcCG,(XxV)=F"(V) olacak sekilde U € P,0(X,x) vardir. Buradan, F ¢ogul

degerli fonksiyonunun iistten strongly & -pre siirekli oldugu elde edilir.
Strongly pre kapali grafik tanimini asagidaki gibi verdik.

3.2.16. Tanim

F:(X,7) > (Y,0) cogul-degerli fonksiyonu verilsin. Eger her (x,y)¢ G(F) icin,
(pcl(U)xV)YNG(F) =D olacak sekilde x noktasini iceren pre agik bir U kiimesi
ve y noktasin igeren bir V' acik kiimesi varsa; bu takdirde G(F) c X XY grafigi,

strongly pre kapalidir.
3.2.17. Teorem

Eger F:(X,7,) > (Y,7,) cogul-degerli fonksiyonu iistten strongly &-pre siirekli,
her xe X icin F(x) kompakt ve (Y,7,) topolojik uzayr Hausdorff ise; bu takdirde
G(F) c X xY grafigi, strongly pre kapalidir.

Ispat:

(x,y)e (X XY)—G(F) olsun. Buradan, ye F(x) elde edilir. Y topolojik uzayz,
Hausdorff oldugundan, her ze F(x) i¢in, ze U(z) ve yeV_ (y) olacak sekilde
ayrik V (y), U(z)cY acik kiimeleri vardir. {U(z):ze F(x)} ailesi, F(x)
kiimesinin acik bir ortiisuidiir. F(x) kompakt oldugundan;
F(x)c U{U(z,-) (i=12,...,n} olacak sekilde sonlu tane
25 255.-,2, € F(x) noktalar vardir.

U=JW):i=12..n}ve V=|{V,(»):i=12...,n} olsun. Bu takdirde,
F(x)cU, yeV olacak sekilde hem ayrik , hem de ac¢ik U,V c Y kiimeleri vardir.
F, istten strongly @-pre siirekli bir ¢ogul degerli fonksiyon oldugundan,
pcl(W)c F*(U) olacak sekilde x noktasini igceren pre acik W kiimesi vardir. O
halde, (x,y)€ pcl(W)xV c (X xY)-G(F) olur. Dolayisiyla,



=27 -

(pclW)Y)xXV)NG(F) = elde edilir. Bu ise, G(F) grafiginin strongly pre kapal

oldugunu gosterir.

3.2.18. Teorem

Eger F:(X,7,) = (Y,7,) cogul-degerli fonksiyonu iistten strongly &-pre siirekli,
her xe X i¢in F(x) kompakt ve (Y,7,) topolojik uzayr Hausdorff ise; bu takdirde
A={(x,y)e XXX :F(x)NnF(y)#0}c X x X kiimesi pre-#-kapalidir.

Ispat:

(x,y)e (X xX)—A olsun. O halde, F(x)N F(y)=9 elde edilir. F(x) ile F(y)
kompakt ve Y wuzayr Hausdorff oldugundan, F(x)cV, ve F(y)cV, ifadeleri
saglanacak sekilde aynk V,V, cY acik kiimeleri vardir. F c¢ogul degerli
fonksiyonu iistten strongly @-pre siirekli oldugundan, xe pcl(U,)c F*(V,) ve
ye pcl(U,) c F*(V,) olacak sekilde U, € PO(X,x) ve U, € PO(X,y) kiimeleri
vardir.Ayrica;

pclU, xU,)N A c (pcl(U,)x pcl(U,)) N Ave(pcl(U,)X pcl(U,))NA=2
oldugundan; pcl(U, xU,)N A= elde edilir. U, xU, c X XX kiimesi pre agik ve

(x,y)e pcl(U,xU,) c X — A oldugundan; A € X X X pre-@-kapali bir kiimedir.

Cogul-degerli fonksiyonlarda geriye donisim kavrami, [29]’da asagidaki gibi

verilmistir.

3.2.19. Tanim

(X,7) topolojik uzayr, Ac X ve F:(X,7)—>(A,7,) cogul-degerli fonksiyonu
verilsin. Eger her xe A icin, xe F(x) oluyorsa; bu takdirde F cogul degerli

fonksiyonuna (X,7) uzaymndan (A,7,) alt uzayina bir geriye doniisiim denir [29].
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3. 2. 20. Teorem

F:(X,7) > (X,7) ¢ogul-degerli fonksiyonu iistten strongly &-pre siirekli ve (X,7)
Hausdorff uzay1 olsun. Eger her xe X nokats1 i¢in, F(x) kompakt ise; bu takdirde
A={x:xe F(x)}, pre-8-kapal1 bir kiimedir.

Ispat:

Herhangi bir x, € pcl,(A) noktas1 verilsin. Varsayalim ki x, ¢ A olsun. O halde,
X, & F(x,) elde edilir. (X,7) uzayr Hausdorff ve F(x) kompakt bir kiime
oldugundan; x,e U ve F(x,)cV olacak sekilde ayrik U ve V acik kiimeleri
vardir. U ile V kiimeleri agik olduklarindan, pcl(U)NV =Q elde edilir.
pcl(W)c F*(V) olacak sekilde We PO(X,x,) kiimesi verilsin. Ayrica;
pcl(UNnW)Nn A+ oldugunu biliyoruz. ze€ pcl(UNW)NnA olsun. ze€ A
oldugundan, ze€ F(z) elde edilir ve dolayisiyla z€ pcl(W) ile ze€ pcl(U) bulunur.
Buradan, pcl(W)z F* (V) elde edilir ki, bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla, x, € A olur

ve A, pre- @ -kapali bir kiimedir.

3.2.21. Sonug

(X,7) topolojik uzayr ve bir A < X kiimesi verilsin. Her xe€ A i¢in, F(x) kompakt
bir kiime olacak sekilde, listten strongly @-pre siirekli F :(X,7) = (A,7,) cogul-
degerli geriye doniisiim fonksiyonu verilsin. Eger (X,7) Hausdorff ise; bu takdirde,

A c X pre-6-kapali bir kiimedir.

3. 2. 22. Teorem

(X,7) Hausdorff uzay1 ve A,Bc X kompakt alt kiimeleri verilsin. Bu takdirde,
AcU, BcV ve UNV = olacak sekilde U,V — X acik kiimeleri vardir [31].
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3. 2. 23. Teorem

F:(X,7)) = (Y,7,) Uustten strongly @-pre siirekli cogul-degerli bir fonksiyon ve her
xe X i¢in, F(x) kompakt bir kiime olsun. Ayrica, her x,ye X(x # y) nokta ¢ifti
icin, F(x) N F(y) = olsun. Eger Y, Hausdorf{f uzayi ise, bu takdirde (X,7,), pre-
Urysohn uzayidir.

Ispat:

Kabul geregi, x,ye X(x#y) noktalar1 icin F(x)NF(y)=% olsun. Y uzayi
Hausdorff, F(x) ve F(y) kompakt kiimeler oldugundan, 3. 2. 22. Teorem geregi
F(x)cV,, F(y)cV,, V,nV, =0 olacak sekilde V,,V, c Y acik kiimeleri vardir.
F, istten strongly &-pre siirekli fonksiyon oldugundan; xe pcl(U,)c F*(V,),
ye pcl(U,) c F*(V,) olacak sekilde U, € PO(X,x)ve U, e PO(X,y) kiimeleri
vardir. O halde, pcl(U,)N pcl(U,)= olur. Boylece, X uzaymin pre-Urysohn
oldugu elde edilir.

3.2.24. Teorem

Ustten strongly @-pre siirekli ve orten F:(X,7,)— (Y,7,) cogul-degerli
fonksiyonu, her xe X i¢in F(x) kompakt olacak sekilde verilsin. Eger X, p-kapali
bir uzay ise; bu takdirde (Y,7,) uzayi, kompakttir.

Ispat:

{V,:Ae A} ailesi, Y kiimesinin bir agik Ortiisii olsun. Her xe X icin, F(x)
kompakt bir kiime oldugundan, F(x)c U{V,1 :Ae A} ifadesi saglanacak bicimde
sonlu bir A(x)c A vardir. V(x)= U{V/1 :Ae A(x)} olsun. F ¢ogul-degerli
fonksiyonu, iistten strongly @&-pre siirekli oldugundan; pcl(U(x)) < F*(V(x))
olacak sekilde x noktasimi iceren bir U(x) € X pre acik kiimesi vardir. O halde,
{U(x):xe X}ailesi X kiimesinin pre acgik Ortiisidir. X uzayi, p-kapali
oldugundan; X = U{ pcl(U(x;)):i=L2,..,n} olacak sekilde sonlu tane

X;,X,,....,X, € X vardir.Buradan,
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n

F(X)=Y= F(O pel(U(x,))) = OF( pel(U(x))) < OV(xl.) =J v, elde edilir.

i=1 AeA(x;)

Dolayisiyla, ¥ uzay1 kompakttir.
3.2.25. Uyan

(D,>); bir yonlendirilmis kiime, (F,) ise; her Ae D igin, F,:X —Y c¢ogul-
degerli fonksiyonlarinin bir agidir. Asagida oncelikle ¢cogul-degerli fonksiyonlarin ag

kavramu ile ilgili iki tanim ele alinmistir. Ardindan, listten strongly & -pre siirekli

cogul-degerli fonksiyon ile karsilagtirilmistir.
3. 2.26. Tanim

(X,z,) ve (Y,7,) topolojik uzaylar olmak iizere; her Ae D igin, F,: X -V
olacak sekilde (F,),., cogul-degerli fonksiyonlar agi verilsin. Her xe X igin,
F"(x)={yeY:y noktasinin her V acik komsulugu ve her ge D icin, 1> u ve
V N F,(x)#QD olacak sekilde bir Ae D vardir} bigiminde tanomh F":X —Y

cogul-degerli fonksiyonuna (F,),_,, aginin list topolojik limiti denir [2].
3.2.27. Tamm

Her Ae D i¢in, F,:X —Y olmak iizere; (F,),, agl ve bir x,e X noktas
verilsin. Her A€ D igin, F,(x,) kiimesini kapsayan her V, agik kiimesine karsilik,
F,(U)cV, olacak sekilde bir U € P,O(X,x,) varsa; bu takdirde, (F,), , agmna

X, € X noktasinda iistten es strongly @-pre siirekli denir.
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3. 2. 28. Teorem

(Y,7,) uzayr kompakt olmak iizere; Her Ae D igin, F,:(X,7,)— (¥,7,)
bi¢minde tanimli ¢cogul-degerli fonksiyonlarin (F,),_,, ag1 verilsin. Eger asagidakiler

saglaniyorsa:

a) Her xe X ve her A€ D igin, U{Fﬂ (x): 4> A} C Y kiimesi kapalidir.

b) (F,),.p,,» X uzay iizerinde iistten es strongly &-pre siirekli ise, F~ ¢ogul-degerli
fonksiyonu X iizerinde iistten strongly & -pre siireklidir.

Ispat:

3. 2. 26. Tamim ve (a) geregince F*(x)zﬂ{(U{Fﬂ(x):,u > A}):Ae D} olur.
(U{F (X)) u>A}),., ag, kapalh kiimelerin sonlu kesisim 6zelligini saglayan bir
ailesi oldugundan ve Y kiimesinin kompaktligindan, her xe X igin, F(x) #J elde
edilir. x, € X noktasi ve Y kiimesinin F *(xo) c V olacak sekilde 6zalt kiimesi olan
V agik kiimesi verilsin. O halde, F™(x,)N(Y =V) =0, F (x,)# D ve (Y -V) =D
ifadeleri saglanir. Buradan, n{( U{Fﬂ (x):u>A}): Ae D}N(Y -V) =D olup;
dolayisiyla,  (W(J(F,(x)n(¥ =V):u>A}): Ae D}=Delde edili.  Son
esitlikten ve Y kiimesinin kompakthigindan, x#>A olan her ge D igin,
F,(x,)N(Y =V) =0 olacak sekilde bir Ae D vardwr. (F,),, ag, X izerinde
iistten es strongly @-pre siirekli oldugundan, her 4> A igin, F,(U)cV olacak
sekilde x, noktasini igeren bir U pre-6-agik kiimesi vardir. O halde, her xe U
igin, F,(x)n (Y -V)=2 olur. Dolayisiyla, U{Fﬂ (xX)N Y =V): u>A}=D olup;
buradan, [{(J{F,(x):u>A}):Ae DY (¥ =V)=Delde edilir. Bu takdirde,
F'(U)cV olur. Eger V =Y ise, x, noktasi igeren her U pre-@-agik kiimesi
i¢in, F (U)cV olur. Buradan F~ ¢ogul-degerli fonksiyonu, x, noktasinda iistten
strongly @-pre siireklidir. x, noktasi keyfi oldugundan; F~ ¢ogul-degerli

fonksiyonu, X {izerinde iistten strongly @ -pre siireklidir.
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3.2.29. Tanim

(X,7) topolojik uzay1r ve X uzayinda bos olmayan kiimelerin bos olmayan bir Q
ailesi verilsin. Eger Q ailesi “VM ,M,e Q icin IM, e Q sM,cM, "M,”

ozelligini saglarsa, Q ailesine yonlendirilmis aile denir [30].

3. 2. 30. Tammm

(X,7)topolojik uzayi,  yonlendirilmis ailesi ve bir pe X noktas: verilsin. Eger
p noktasini iceren her U acik kiimesi ile € ailesine ait her kiimenin kesigimi

bostan farkli ise; bu takdirde, p noktasina Q ailesinin kapanig noktasi denir [30].

3. 2.31. Tanim

(X,7) topolojik uzayi,  yonlendirilmis ailesi ve bir pe X noktas: verilsin. Eger
p noktasini iceren her U agik kiimesi, Q ailesine ait bir kiimeyi kapsiyorsa,

ailesi p noktasina yakinsar denir [30].

3.2.32. Tammm

(X,7) topolojik uzayi, Q yoOnlendirilmis ailesi, W ailesi ve bir £ c X kiimesi
verilsin. Eger,

a)Q ailesine ait her M kiimesi, W ailesine ait bir K kiimesini kapsiyorsa; bu
takdirde, W ailesine, Q ailesinin yonlendirilmis alt ailesi denir [30].

b) Q ailesinin her yonlendirilmis alt ailesinin, E kiimesinde bir kapanis noktasi

varsa; bu takdirde, Q ailesi, £ kiimesi yoniinde yonlendirilmistir denir [30].

3. 2. 33. Uyan

F:(X,7)) = (Y,7,) ¢cogul-degerli fonksiyonu i¢in, asagidaki dzellikler saglanir:
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a) X uzayindaki her Q yonlendirilmis ailesi i¢in, X = F(Q)={F(M)},M e Q, Y
uzaymda yonlendirilmis bir ailedir.Aymisi, F~:F(X)—> X alunda, F(X)
uzayindaki ¥ icin de gecerlidir [30].

b) Q ailesi, X uzayinda yonlendirilmis aile ve W ailesi, F(Q)=2X ailesinin
yonlendirilmis alt ailesi ise, Q ve F ()=’ ailelerinin
Q' =[MNM},Mec QM eQ seklinde ortak bir yonlendirilmis alt ailesi vardir
[30].

3.2.34. Tammm

(X,7) topolojik uzay1 ve Q yonlendirilmis ailesi verilsin. Eger bir pe X noktasini
icren her pre-@-acik U kiimesi, Q ailesine ait bir kiimeyi kapsiyorsa; bu takdirde,

Q ailesi p noktasina pre- @ -yakinsar denir.

3. 2. 35. Teorem

F:(X,7,) > (Y,7r,) istten strongly &-pre siirekli ¢cogul-degerli fonksiyonu, her
xe X i¢in, F(x) kompakt olacak sekilde verilsin. O halde, her xe X noktasi ve x
noktasina pre-@-yakinsayan her Q yonlendirilmis ailesi icin, {F(Q)} =X ailesi
F(x) ailesi yoniinde yonlendirilmistir.

Ispat:

Y, ailesi, X ailesinin yonlendirilmis alt ailesi olsun. O halde, Q ve
Q' ={F (N,)},N,€ X, ailelerinin Q" ortak yonlendirilmis alt ailesi vardir. Q"
ailesi, x nokatsina pre-@-yakinsar. Varsayalim ki, F(x)’e ait hicbir nokta, X,

ailesinin kapanis noktasi olmasin. Buradan, her ye F(x) i¢in, N, NU =9 olacak

sekilde y noktasini igeren bir U, agik kiimesi ve N € X, vardir. F(x) kompakt

oldugundan, U, kiimelerinin sonlu U = UU S, birlesimi tarafindan ortiiliir. Karsilik
i=1

gelen N, Nn..NN  kesisimi, X, ailesinin bir N, elemanim kapsar. Ayrica,
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N,NU =3 olur. F c¢ogul-degerli fonksiyonu, iistten strongly &-pre siirekli
oldugundan, F~ (Y —U) kiimesi kapalidir. Dolayisiyla, X — F~ (Y —U) kiimesi pre-
@-acgiktir ve x noktasini icerir; ancak, Q” ailesinin F~(N,) elemaniyla kesisimi bos
kiimedir. Buradan, Q’ ailesinin alt ailesi Q”, x noktasina pre-#-yakinsamaz. Bu
ise; bir geliskidir. Dolayisiyla, X, ailesinin F(x) kiimesinde bir kapanis noktas:

vardir. ¥ ailesi, F(x) yoniinde yonlendirilmistir.

3. 2. 36. Teorem

(X,7,) submaximal uzay1 ve F:(X,7,)— (Y,7,) c¢ogul-degerli fonksiyonu
verilsin. Eger her xe X ve x noktasina pre-#-yakinsayan her yonlendirilmis €
ailesi icin, {F(Q)} =X ailesi F(x) yOniinde yonlendirilmisse; bu takdirde, F' ¢ogul-
degerli fonksiyonu, iistten strongly @ -pre siireklidir.

Ispat:

B cY kapali kiimesi verilsin. F~(B)=A ve xe pcl,(A)— A olsun. X uzayinda,
x noktasin1 iceren tim U pre-@-agik kiimeleri icin, U A kiimelerinin
olusturdugu, Q yonlendirilmis ailesi verilsin. X submaximal uzay oldugundan, pre-
@-acik iki kiimenin kesisimi bu uzayda yine pre-@-aciktir. Dolayisiyla,
U,U,e P,OX,x) ve U NAU,NAeQ olmak iizere, (U NA)NU,NA)
kesisimi Q ailesine ait bir K kiimesini kapsar. Ayrica, @¢ Q olur. Sonug olarak,
Q ailesi bir yonlendirilmis ailedir. O halde, €, x noktasina pre-@-yakinsar;
boylece, X={F(M)},M € Q ailesi F(x) yOniinde yonlendirilmistir. Ancak, her
MeQ igin, F(x)cY-B ve (FM)nB)Nn(Y-B)=9 olur. Bu
ise, {F(M)NB},M € Q, ¥ ailesinin yonlendirilmis alt ailesi oldugundan, F(x)

kiimesinde bir kapanis noktasi olmas1 zorunlulugundan dolay1 imkansizdir.

3.2.37. Uyan

Son iki teoremi kullanarak asagidaki sonucu verebiliriz.
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3. 2. 38. Sonu¢

(X,7,) submaximal wuzay olmak iizere; F:(X,7))—(¥,7,) c¢ogul-degerli
fonksiyonu verilsin. Ayrica; her xe X i¢in F(x) kiimesi kompakt olsun. F' cogul-
degerli fonksiyonunun iistten strongly @-pre siirekli olmasi icin, gerek ve yeter sart
her xe X ve x noktasina pre-6-yakinsayan her yonlendirilmis € ailesi igin,
{F(Q)} =X ailesinin F(x) kiimesi yoniinde yonlendirilmis olmasidir.

Ispat:

3.2.35. Teorem ile 3. 2. 36. Teorem geregi aciktir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, {istten ve alttan strongly @-pre siirekli ¢ogul-degerli
fonksiyonlar tanitilip, sagladigi 6zellikler incelenmistir.
Bundan sonraki c¢alismalarda; elde ettig§imiz tanim ve Ozelliklerin ideal

topolojik uzaylara uygulamalari incelenebilir.



-37-

5. KAYNAKLAR

[1]. Banzaru, T., 1972 Multifunctions and M-product Spaces. (Romanian). Bull.
Stiin. Teh. Inst. Politeh Timisoara Ser. Mat. Fiz. Mer. Teor. Apl.
Studies 17: 17-23.

[2]. Banzaru, T., 1983 On the Upper Semicontinuity of the Upper Topological Limit
for Multifunction Nets. Semin. Math. Fiz. Mer. Teor. Apl.
Studies: 59-64.

[3]. Berge, C., 1959 Espaces Topologiques Fonctions Multivoques. Paris: Dunod.

[4]. Caldas, M., Jafari, S., Noiri, T. and Simoes, M., 2007 A New Generalization of
Contra-Continuity via Levine’s g-closed Sets. Chaos, Solitons & Fractals
Studies 32: 1597-1603.

[5]. Cho, S.H., 2003 A Note on Strongly &-precontinuous Functions. Acta Math.
Hungar
Studies 101: 173-178.

[6]. Dontchev, J., Ganster, M. and Noiri, T., 2000 On p-closed Spaces. Internat. J.
Math. Sci
Studies 24: 203-212.

[7]. El-Deeb, S. N., Hasanein, I. A. and Mashaour, A. S., 1983 On p-regular Spaces.
Bull. Math. Soc. Sci. Math. R. S. Roumanie
Studies 27: 311-315.

[8]. El- Naschie, M. S., 1998 On the Uncertainty of Cantorian Geometry and Two-
Slit Experiment. Chaos, Solitons & Fractals
Studies 9: 517-29.

[9]. El- Naschie, M. S., 2004 The Symplictic Vacuum, Exotic Quasi-Particles and
Gravitational Instantion. Chaos, Solitons & Fractals
Studies 22: 1-11.

[10]. El- Naschie, M. S., 2004 Quantum Gravity from Descriptive Set Theory.
Chaos, Solitons & Fractals
Studies 19: 1339-44.

[11]. El- Naschie, M. S., 2006 Topics in the Mathematical Physics of E-infinity
Theory. Chaos, Solitons & Fractals
Studies 30: 656-63.

[12]. Levine, N., 1963 Semi-Open Sets and Semi-Continuity in Topological Spaces.
Amer. Math. Monthly



-38 -

Studies 70: 36-41.

[13]. Mashour, A. S., Abd El-Monsef, M. E. and El-Deeb, S. N., 1982 On
Precontinuous and Weak Precontinuous Mappings. Proc. Math. Phsy. Soc. Egypt
Studies 53: 47-53.

[14]. Mashour, A. S., Hasanein, I. A. and El-Deeb, S. N., 1982 A Note on Semi-
Continuity and Precontinuity. Indian J. Pure Appl. Math.
Studies 13: 1119-1123.

[15]. Mashour, A. S., Abd El-Monsef, M. E. and Hasanein, I. A., 1984 On
Pretopological Spaces. Bull. Math. Soc. Sci. Math. R. S. Roumanie
Studies 28: 39-45.

[16]. Mukherjee, M. N., Raychaudhuri, S. and Sinha, P., 2002 On Upper and Lower

6" -Continuous Multifunctions. Southeast Asian Bulletin of Mathematics
Studies 26: 841-855.

[17]. Njastad, O., 1965 On Some Classes of Nearly Open Sets. Pasific J. Math.
Studies 15: 961-70.

[18]. Noiri, T., 2001 Strongly € -Pre Continuous Functions. Acta Math. Hungar
Studies 90: 307-316.

[19]. Noiri, T., 1980 On 6 -Continuous Functions. J. Korean Math. Soc.
Studies 16: 161-166.

[20]. Noiri, T. and Popa, V., 1993 Almost Weakly Continuous Multifunctions.
Demonstrat. Math.
Studies 26: 363-80.

[21]. Nour, T. M. J., 1989 Contributions to the Theory of Bitopological Spaces. Ph.
D. Thesis, Univ. of Delhi

[22]. Pal, M. C. and Bhattacharyya, P., 1996 Feeble and Strong Forms of
Preirresolute Functions. Bull. Malaysian Math. Soc.
Studies 19: 63-75.

[23]. Ponomarev, V. 1., 1964 Properties of Topological Spaces Preserved Under
Multivalued Continuous Mappings. Amer. Math. Soc. Transl. II
Studies 38: 119-140.

[24]. Popa, V., 1988 Some Properties of H-almost Continuous Multifunctions.
Problem Math.
Studies 10: 9-26.

[25]. Reilly, I. L. and Vamanamurthy, M. K., 1985 On ¢ -Continuity in Topological
Spaces. Acta Math. Hungar



-39

Studies 45: 27-32.

[26]. Reilly, I. L. and Vamanamurthy, M. K., 1990 On Some Questions Concerning
Preopen Sets. Kyungpook Math. J.
Studies 30: 87-93.

[27]. Rosenfeld, A., 1986 ‘Continuous’ Functions on Digital Pictures. Pattern
Recognition Letters
Studies 4: 177-184.

[28]. Velicko, N. V., 1968 H-Closed Topological Spaces. Amer. Math. Soc. Transl.
Studies 78: 103-18.

[29]. Whyburn, G. T., 1968 Retracting Multifunctions. Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A.
Studies 59: 343-348.

[30]. Whyburn, G. T., 1965 Directed Families of Sets and Closedness of Functions.
Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A.
Studies 54: 688-692.

[31]. Willard, S., 1970 General Topology, Addison-Wesley Publishing Company
Reading.



