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Bu tezin temel amaci, halka kuraminin onemli kavramlarindan biri olan asal ideal
kavraminin modiil kurami igin bir genellemesi olarak diigtintilmiis asal altmodiil kavrami
ve bunun yardimiyla tanimlanan bazi kavramlarin, modiillerin simiflandirilmasinda

nasil kullanilabilecegini ve bilinen modiil simiflari ile olan iligkilerini aragtirmaktir.

Tez dort boliimden olugmaktadir. Tez calismamiz boyunca kullandigimiz, halka ve
modiil kuraminin bazi temel kavram ve sonuglarinin bulundugu birinci béliimden sonra

yer alan diger ii¢ boliim, tamamen 6zgiin olacak sekilde diizenlenmistir.

Ikinci boliime, asal modiillerin dik toplami seklinde yazilan modiillerin incelenmesi
ve radikal altmodiillerin karakterizasyonu ile baglanmaktadir. Daha sonra bir yari-asal
altmodiiliin ne zaman radikal olabilecegi ile ilgili sonuclar elde edilmis ve her yari-asal
altmodiilii radikal olan modiiller ile iizerindeki her modiil bu gekilde olan halkalarin

siniflar1 aragtirilmigtir.

Uciincii boliimde, radikal formiilii iizerinde durularak, radikal formiiliinii saglayan
modillerin siifi, Artin modiillerin sinifindan, representable modiillerin sinifina genisle-
tilmigtir. Ayrica bu béliimde representable modiillerin altmodiillerinin radikalleri be-

lirlenmigtir.

Dordiincti boliimde, daha o6nce ele alinan kavramlardan farkli olarak, Dedekind
modiil kavrami ele alinmig ve Dedekind modiillerin karakterizasyonlarina yer verilmistir.
Bu béliimde, ayrica, Dedekind modiillerin radikal formiiliinii saglayan modiillerin sinifi

icinde yer aldig1 gosterilmigtir.
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radikal formiilii, s.p.a.r. ozelligi, sekonder ve representable modiiller, Dedekind halka,

tersinir altmodiil, Dedekind modil.
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A STUDY OF RADICAL SUBMODULES AND DEDEKIND MODULES

Biilent Sarag

ABSTRACT

The objective of this thesis is to investigate how the notion of prime submodules
which is considered as a generalization of one of the significant notions in the ring theory
called prime ideals and some other notions defined with the help of prime submodules
are used to classify modules, and to figure out how these notions effect on some known

module classes.

Our thesis consists of four chapters. It is organized in a way that after the first
chapter which contains only preliminary notions and necessary results through the

thesis, the three chapters are totally original.

In the second chapter, we give some results on modules which can be written as
a direct sum of prime modules and a characterization of radical submodules. Then
we investigate when a semiprime submodule is a radical submodule. We also study
modules in which every semiprime submodule is radical and the rings over which every

module has this property.

In the third chapter, we study the radical formula, and extend the class of modules
which satisfy the radical formula from the class of Artinian modules to the class of

representable modules.

In the fourth chapter, we deal with Dedekind modules and give some characte-
rizations for a module to be Dedekind. In this section, we also prove that Dedekind

modules belong to the class of modules which satisfy the radical formula.

Keywords: Prime module, prime submodule, radical submodule, semiprime submo-
dule, radical formula, s.p.a.r. property, secondary and representable modules, Dedekind

domain, invertible submodule, Dedekind module.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

C veya C kesin olarak kapsama

Homg(M,N)  M’denN’ye R—modiil homomorfizmalarinin kiimesi

Endg(M) M iizerindeki R—endomorfizmalarinin kiimesi

rM M bir sol R—modil

< altmodiil

<. biiyiik altmodiil

&) dik toplam

(M) M’ninuzunlugu

Jac(R) R’nin Jacobson radikali

E(M) M’nin injektif zarfi

VI I idealinin radikali

S=tMm M’nin S garpimsal kapali altkiimesine gore yerellestirmesi
Mp M’nin P asal idealindeki yerellegtirmesi

N°¢ N altmodiiliiniin yerellestirme i¢indeki geniglemesi

Q° 2 altmodiiliiniin burulmasi

Eu(N) {rmeM:reR, meMvedteN, r'm e N} kiimesi
RE(N) Ey(N) tarafindan iiretilen altmodiil

rady(N) N'nin M igindeki (asal) radikali

Assg(M) M’nin R igindeki ilgili asal ideallerinin kiimesi
soc(M) M’nin socle1

Attp(M) M representable modiiltiniin R igindeki eklentileri
R[X] R iizerindeki X degiskenine bagh polinomlarin halkas:
R R’nin integral kapanisi

I I idealinin tersi

N1 N altmodiiliiniin tersi

O(X) X torsion-free modiiliiniin mertebesi

Try(N) N’nin M igindeki izi

N negatif olmayan tamsayilarin kiimesi

7 tamsayilar kiimesi

Q rasyonel sayilar kiimesi

PAT Prime Avoidance Theorem



1 ON BILGILER

Bu boliimii, ¢aligmamizda yer alan bazi kavram ve gosterimlerin genel hatlariyla
tanitilmasina ayiriyoruz. Halka ve modiil kuramimin bu boliimde deginilmeyen temel
tanim ve sonugclar i¢in lisans diizeyinde yazilmig herhangi bir cebir kitabindan fay-
dalanilabilir.

Tez ¢aligmamiz boyunca ele aldigimiz tiim halkalar birimli ve birlesmeli halkalar,
modiiller ise iiniter (unitary) sol modiiller olarak kabul edilecektir. Herhangi bir yap
koruyan doéntigiim (homomorfizma) 1-1 ise bu doniigiime bir monomorfizma (bazen de
gomme doniigiimii), Orten ise epimorfizma ve hem 1-1 hem de Orten ise izomorfizma
diyecegiz. Bir R halkasi icin M ve N iki R—modiil ise M’den N’ye tanmimlanan tiim
R-modiil homomorfizmalarimm (kisaca R-homomorfizmalarmm) toplamsal grubunu
Hompgr(M,N) ile; M fiizerindeki R-endomorfizmalarimin halkasini da Endg(M) ile
gosterecegiz.

R bir halka, M bir R—modil, N M’nin bir altmodiili (kisaca N < M) ve X
M’nin bogtan farkl bir altkiimesi olsun. (/N :g X)) ile R'nin 7X C N olacak sekildeki
r elemanlarinin kiimesini gosterecegiz. Buna gore (N :x X), R’nin bir sol idealidir.
Eger, ek olarak, X M’nin bir altmodiilii alimirsa o zaman (N :g X), R'nin bir ideali
olur. Eger N = 0 ise o zaman (N :g X) kiimesine X "in R i¢indeki sufirlayans denir
ve bu kiime anng(X) ile gosterilir. Dikkat edilirse (N :g M) = anng(M/N) dir. Eger
X = {z} tek elemanl bir kiime ise o zaman (N :p X) kiimesini kisaca (IV :g ) seklinde
gosterecegiz. Simdi Y, R'nin bogtan farkli bir altkiimesi olsun. (N :j; Y) ile M’nin
Y'm C N olacak gekildeki m elemanlarinin kiimesini gosterecegiz. Eger Y, R'nin bir sag
ideali ise (N :p7 Y'), M’nin bir altmodiiliidiir. Eger Y = {y} tek elemanh ise (N :3; V)
kiimesini (N :p; y) seklinde gosterecegiz. Eger N = 0 alimirsa (N :p; Y) kiimesine
Y 'nin M igindeki sifirlayans denir ve bu kiime anny(Y') seklinde gosterilir. I, R'nin
bir ideali ise sifirlayanlar1 I'y1 iceren R—modiiller ayn1 zamanda (R/1)-modiil yapisina
sahiptirler ve bu modiillerin R-altmodiilleri ile (R/I)-altmodiilleri aymdir. Ozel olarak
M’nin R-altmodiilleri ile R/anng(M )-altmodiilleri aynm olur. Eger anng(M) = 0 ise
bu durumda M’ye bir faithful R—modiil denir. Dikkat edilirse M # 0 ise M bir faithful
R/anng(M)—modiildiir.

R bir halka ve M bir R—modil olsun. M nin altmodiillerinin bogtan farkl bir

A ailesini alalim. Eger A ailesinin bogtan farkli her altailesinin kapsama bagintisina
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gore en az bir maksimal elemani varsa (veya denk olarak A'min kapsama bagintisina
gore iyi sirali sayilabilir her artan zinciri sonlu ise) o zaman M, A dzerinde artan
zincir kosulunu saglar diyecegiz. Yukaridaki ifadede kapsama bagintisinin yerine ters
kapsama bagintis1 yazilirsa, bu sefer de, M A tzerinde azalan zincir kosulunu saglyor
diyecegiz. Eger bir M modiilii ttim altmodiilleri iizerinde artan (azalan) zincir kogulunu
saghyor ise M’ye bir Noether (Artin) modiil denir. Bir modiiliin Noether olmasi ile
her altmodiiliiniin sonlu iiretecli olmas1 denktir. Eger R halkasi kendisi tizerinde sol
modiil olarak (kisaca grR) Noether (Artin) ise R’ye bir sol Noether (Artin) halka denir.
Benzer sekilde sag Noether (Artin) halka tanimi verilebilir. Bir sol Noether halka
tizerindeki her sonlu tiretegli sol modiil Noetherdir. Ayrica her sol (sag) Artin halka
sol (sag) Noetherdir. Bir halka hem sol hem de sag Noether ise bu halkaya kisaca
Noether halka diyecegiz. Dikkat edilirse bir degismeli halka i¢in sag ve sol Noether (ya
da Artin) kavramlar gakisir. Ayrica R bir degigmeli halka ve M bir Noether R—modiil
ise R/anng(M) halkas1 Noetherdir.

Eger M # 0 ve M'nin sifir ve kendisinden bagka bir altmodiilii yoksa M’ye basit
modil denir. M bir basit R-modiil ise sifirdan farkli her eleman1 M’yi iiretir. Bu
durumda her 0 # m € M igin M = R/anng(m) yazlabilir.

Eger M hem Noether hem de Artin modiil ise M i¢in sonlu uzunluga sahiptir denir.
M’nin sonlu uzunluga sahip olmasi ile M iginde her 0 < i < n—1 i¢in M;,/M; bolim
modiilii basit olacak gekilde bir 0 = My < M; < ... < M,y < M, = M dizisinin
bulunmasi denktir. Bu sekildeki bir diziye kompozisyon dizisi adi verilir ve buradaki n
sayisina da bu dizinin uzunlugu denir. Bir modiiliin herhangi iki kompozisyon dizisinin
uzunlugu aynidir. Buna gore M modiilii sonlu uzunluga sahip ise M i¢indeki herhangi
bir kompozisyon dizisinin uzunluguna M’nin uzunlugu diyecegiz ve bu sayiy1 [(M)
ile gosterecegiz. (M), M igindeki altmodiil dizilerinin uzunluklarmin en kiigiik iist
smiridir. Yani M igindeki higbir altmodiil dizisinin uzunlugu {(M)’yi gegemez ve M 'nin
altmodiillerinin her dizisi bir kompozisyon dizisine tamamlanabilir.

Eger M basit R-modiillerin toplami seklinde yazilabiliyor ise o zaman M’ye yari—
basit modul ad1 verilir. M ’nin yari-basit olugu basit modiillerin dik toplami seklinde
yazilabilmesi veya her altmodiiliiniin dik toplanani (direct summand) olmast ile karak-
terize edilebilir. Buna gore yari—basit modiillerin sifirdan farkl her altmodiili ile sifir-

dan farkl her boliimi yine yari-basittir. Ayrica bir yari—basit modiiliin sonlu tiretecli



olmasi, sonlu uzunluga sahip olmasi, Noether olmasi ve Artin olmasi birbirlerine denk-
tir. Eger gR bir yari-basit modiil ise o zaman R’ye (sol) yari—basit halka denir. R'nin
sol veya sag yari—basit olmasi denk oldugundan, bir halka i¢in yalnizca ”yari—basit”
ifadesini kullanacagiz. R bir yari—basit halka ise o zaman {izerindeki tiim sol (ve sag)
modiiller yari-basittir. Burada dikkat edilmesi gereken onemli bir konu da basit hal-
kalarin, yari—basit halkalarin tanimlandigindan farkh sekilde tanimlaniyor olmalaridir.
Basit halka ile, sifir ve kendisinden bagka iki—yonlii ideali olmayan halka kastedilmek-
tedir. Yani her basit halka yari-basit olmak zorunda degildir.

M, herhangi bir R halkasi tizerinde bir modiil ise M nin tiim basit altmodiillerinin
(dik) toplamima M’nin socle’t denir. M’nin socle’mi soc(M) ile gosterecegiz. Eger M
hig basit modiil icermez ise bu durumda soc(M) = 0 olarak kabul edilecektir.

Eger bir N < M igin M/N bir basit R-modiil ise N'ye M nin bir maksimal altmo-
duli denir. Zorn Lemma kullanilarak sonlu iiretecli her R—modiiliin en az bir maksimal
altmodiile sahip olacag gosterilebilir. Buna gore R halkasi birimli oldugundan maksi-
mal sol (sag ve iki yonlii) ideallerinin varligi garantidir. R’nin maksimal sol ideallerinin
arakesitine R'nin Jacobson radikali adi verilir ve Jac(R) ile gosterilir. Jac(R) aym za-
manda R'nin maksimal sag ideallerinin arakesitidir ve dolayisiyla R'nin bir idealidir.
R’nin bir sol ideali [ igin I C Jac(R) olmasi ile sifirdan farkl her sonlu tiretegli sol
R-modil M igin IM # M olmasi denktir. Bu sonug literatiirde Nakayama Lemma
olarak anilir.

P, R'nin bir ideali olsun. Eger P = anng(B) olacak sekilde bir B basit sol (sag) R—
modiilii varsa o zaman P’ye bir sol (sag) ilkel ideal denir. Eger R'nin sifir ideali bir sol
(sag) ilkel ideal ise 0 zaman R’ye bir sol (sag) ilkel halka diyecegiz. Maksimal idealler
hem sag hem de sol ilkel ideallerdir ve degismeli halkalarda ilkel idealler maksimal
idealler ile cakigir. Fakat degismeli olmayan halkalarda durum her zaman boyle degildir
(bkz. [9, Aligtirma 2P]). Diger taraftan bir halkamn tiim sol (veya sag) ilkel ideallerinin
arakesiti halkanin Jacobson radikaline esittir.

N < M olsun. Eger sifirdan farkh her L < M i¢cin N N L # 0 ise N'ye M’nin
bir biyik (essential) altmodiilii (veya M’ye N'nin bir bityiik geniglemesi) denir. Eger
N, M’nin bir biiylik altmodiilii ise bu durumu kisaca N <, M seklinde gosterecegiz.
Sifirdan farkli bir R-modiil U icin, eger U'nun sifirdan farkl her altmodiili U iginde

biiyiik ise o zaman U’ya bir dizgin R—modiil denir. Eger M = 0 ise veya M 'nin sonlu



adet diizgiin R—modiiliin dik toplami seklinde yazilabilen bir biiylik altmodiilii var ise
o zaman M’ye sonlu duzgin boyuta sahiptir denir. Bir modiiliin sonlu diizgiin boyuta
sahip olmasi ile sifirdan farkli altmodiillerinin bir sonsuz dik toplamini icermemesi
denktir. Buna gore Noether ve Artin modiiller sonlu diizgiin boyuta sahiptirler. Ayrica
sonlu diizgiin boyuta sahip bir modiiliin her altmodiilii de sonlu diizgiin boyuta sahip
olur. Dolayisiyla M, sonlu diizgiin boyuta sahip ise M’nin sifirdan farkli her altmodiili
en az bir diizgiin R-modil igerir. M sonlu diizgiin boyuta sahip bir R-modiil ve
Uy,...,U,,Vi,..., Vi, < M diizgiin R—modiiller olmak tizere U; & --- d U, <, M ve
Vi@V, <. M ise n = m dir (Steinitz Replacement Theorem). Bu durumda n
sayisina M 'nin dizgun boyutu denir. M sonlu diizglin boyuta sahip bir R-modiil ve
N < M ise N ile M'nin diizgiin boyutlarinin esit olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul
N <. M olmasidir.

S < M olsun. Zorn Lemma'nin siradan uygulamalarindan biri de {N : N < M
ve SN N = 0} kiimesinin bir maksimal elemana sahip oldugunun gésterilmesidir. Bu
kiimenin maksimal elemanlarinin her birine S altmodiiliiniin M igindeki komplementi
diyecegiz. Ayrica N < M, M’nin bir altmodiiliiniin bir komplementi ise N’ye M nin bir
komplement altmodili diyecegiz. C, S'nin M icindeki bir komplementi ise bu durumda
SeC <. Mve(SaC)/C <, M/C olur. Ayrica, eger bir L < M i¢in SN L =0 ise
bu durumda S’nin L’yi igeren (M iginde) bir komplementi vardir.

E bir R—modiil olsun. Eger her g : A — B, R—monomorfizmasi ve her h: A — FE,
R-homomorfizmasi i¢cin h = f o g olacak sekilde bir f : B — E, R-homomorfizmasi

bulunabiliyor ise E’ye bir injektif R—modil denir.

E v,
. <
A—9 B

Injektif modiiller ile ilgili gelistirilen oldukea genig bir kuram mevcuttur (daha faz-
la ayrint1 igin bkz. [36]). Fakat biz bu kuramin yalmzca ¢alismamizda kullandigimiz
kisimlarina deginecegiz. Modiil kuraminin onemli sonuclarindan birisi de her modiiliin
bir injektif modiil tarafindan igerilebilmesidir. Kabul edelim ki M < E ve E bir injektif

R-modiil olsun. Zorn Lemma sayesinde M 'nin E igindeki biiyiik genislemelerinin bir
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maksimali bulunabilir. Bu altmodiil; (i) bir injektif R—modiildiir, (74) M nin (izomor-
fizma farkiyla) en genig biiyiik geniglemesidir ve (#i7) M’yi igeren (izomorfizma farkiyla)
en kii¢iik injektif modiildiir. Bu modiile M nin injektif zarfi denir ve E (M) ile goste-
rilir. Bir modiiliin injektif zarfi izomorfizma farkiyla tektir. Ayrica bir injektif modiiliin
injektif zarfi yine kendisidir.

Eger bir modiil sifir ve kendisinden farkl iki altmodiiliiniin dik toplami seklinde
yazilamiyor ise bu modiile indecomposable modil denir. Bir injektif modiiliin indecom-
posable olmasi ile diizgiin olmasi ayni anlama gelir. Aslinda daha genel olarak; ” M ’nin
diizgiin olmasi ile E(M)nin indecomposable olmasi denktir” denilebilir.

Sonlu adet injektif modilin dik toplaminin yine injektif olacagini gérmek zor
degildir. Fakat sonsuz adet injektif modiiliin dik toplami i¢in bu durumdan bahset-
mek her zaman mimkiin degildir. Aslinda R'nin sol Noether olmasi ile injektif R
modiillerin herhangi bir dik toplaminin yine injektif olmasi denktir. R’nin sol Noether
olmasina denk olan bir diger kosul da her injektif R—modiiliin indecomposable (injektif)
R-modiillerin bir dik toplami seklinde yazilabilmesidir.

Bir r € R igin rs = 0 (sr = 0) olacak sekilde sifirdan farkh bir s € R varsa r’ye
bir sol (sag) sifir boleni denir. Eger R'nin sag sifir boleni olmayan her r elemani ve
M’nin her m elemam icin m = rm’ olacak sekilde bir m’ € M bulunabiliyor ise M’ye
bir bolinebilir (divisible) R—modiil denir. Her injektif modiil bir boliinebilir modiildiir.
Fakat bunun tersi her zaman dogru degildir (bdliinebilir modiillerin béliim modiilleri
de boliinebilirdir fakat injektif modiiller igin aym seyi sOyleyemeyiz).

Halka yapilarinin belirlenmesi ve siniflandirilmasinda kullanilan araglar arasinda
asal ideal kavrami ve bu kavram vasitasiyla tanimlanan baz kavramlar (asal radikal,
yari—asal ideal ve yari—asal halka, Krull boyutu, yerellegtirme vs...) 6nemli yer tutar.
P, R'nin bir ideali olsun. Eger R'nin [ ve J gibi iki ideali i¢cin IJ C P iken I veya
J’den en az biri P icinde kaliyor ise o zaman P’ye R’nin bir asal ideali denir. Eger
R'nin sifir ideali asal ise o zaman R’ye bir asal halka denir. Sag veya sol ilkel idealler
(ve dolayisiyla maksimal idealler) asal ideallerdir. Ayrica bir sol (veya sag) Artin
halkanin her asal ideali maksimaldir. R’nin bir P asal ideali i¢in eger P, kendisinden
bagka R'nin bir asal idealini icermez ise o zaman P’ye R’nin bir minimal asal ideali
diyecegiz. I, R'nin bir 6z ideali ise o zaman R/I halkasmm bir P/ minimal asal ideali

icin P’ye I'nin R i¢indeki bir minimal asal ideali denir. Her asal ideal bir minimal asal



ideal igerir. Bir sol (veya) sag Noether halkada yalnizca sonlu adet minimal asal ideal
bulunur ve minimal asal ideallerin bir sonlu ¢arpimi sifirdir. P, R’nin bir asal ideali ve
L, ..., I,, R'nin idealleri olsun. Bu durumda (i) P> L1N...N1L, (veya P2 I;...1,)
iseenaz biri=1,...,ni¢cin P 2D L;ve (i1) P=LN...N1I, (veya P=1,...1,) ise
en az bir ¢ = 1,...,n icin P = [; olur. Bunlara ek olarak degismeli halkalarda elde
edilen kullanigh bir sonucu daha ifade edelim: R bir degigmeli halka, S C R toplamsal
ve carpimsal olarak kapali bir kiime ve Pi,..., P,, R'nin en fazla ikisi asal olmayan
idealleri olmak tizere, eger S C P, U...U P, ise bu durumda S C P; olacak sekilde
i =1,...,n vardir. Bu sonuc bazi kaynaklarda ” Prime Avoidance Theorem” (PAT)
olarak anilmaktadir.

R bir degigmeli halka ise R'nin asal ideallerinin biitiin Py C P, C ... C P, dizileri
icin n sayilarimin varsa en kiiglik st simirina R'min Krull boyutu (classical Krull di-
mension) denir. Buna gore her asal ideali maksimal olan bir degismeli halkanin Krull
boyutu sifirdir.

R bir degismeli halka ve P, R’nin bir asal ideali olsun. R’'nin asal ideallerinin her
ytiksekligi (height) denir. Buna gére bir minimal asal idealin yiiksekligi sifir olur.

Asal ideallerin arakesiti seklinde yazilabilen ideallere yari—asal ideal, sifir ideali yari—
asal olan halkalara ise yari—asal halka denir. Jacobson radikali sifir olan halkalarin
yari-asal oldugu aciktir. Buna gore her yari-basit halka yari-asaldir. Ote yandan her
sol (veya sag) Artin yari—asal halka yari—basit olur (Boliim II’de bu sonucun modiiller
icin bir genellemesini verecegiz). Dolayisiyla sol Artin ilkel halkalar hem basit hem de
yari—basittir.

I, R'nin bir ideali olsun. I'nin yari—asal ideal olmasi ile (i) "her r € R i¢gin rRr C I
ise r € I dir”, (i) "her J ideali i¢in J? C I ise J C I dir” ve (ii1) "her J sol (veya sag)
ideali icin J? C I ise J C I duir” 6nermelerinin herbiri denktir.

R’nin bir [ ideali icin /’y1 igeren tiim asal ideallerin arakesitine I idealinin R i¢indeki
(asal) radikali denir ve v/T seklinde gosterilir. Sifir idealinin radikaline ise 6zel olarak
halkanin asal radikali diyecegiz. Bir sol (veya sag) Artin halkanin asal radikali Jacob-
son radikaline egittir. Bir idealin radikali ayn1 zamanda onu igeren tiim minimal asal
ideallerin arakesitidir. Ayrica R halkas: degismeli oldugunda /I = {r e R:3nc¢€

N, r™ € I} yazabiliriz. Dolayisiyla bir degismeli halkanin sifir radikali, yani tiim (mini-



mal) asal ideallerinin arakesiti, halkanin nilpotent (bir kuvveti sifir olan) elemanlarinin
kiimesidir.

R’nin bir [ ideali icin I™ = 0 olacak gekilde bir n pozitif tamsayisi varsa [’ya R’'nin
bir nilpotent ideali denir. Bir sol (veya sag) Noether halkanin asal radikali nilpotenttir.
Dolayisiyla bir sol Artin halkanin Jacobson radikali nilpotent olur. Eger Jac(R) bir
nilpotent ideal ve R/Jac(R) bir yari-basit halka ise R’ye yari—asil (semiprimary) halka
denir. Buna gore her sol Artin halka yari—asildir.

R bir degismeli halka olsun. Eger R'nin bir tek maksimal ideali varsa o zaman R’ye
bir quasi—yerel (quasi-local) halka diyecegiz. Eger R bir Noether quasi—yerel halka ise
bu durumda R’ye bir yerel (local) halka diyecegiz. R, tek maksimal ideali 90t olan bir
quasi—yerel (ya da yerel) halka ise bu durumda ” (R, 9%) bir quasi-yerel (ya da yerel)
halkadir” ifadesini kullanacagiz.

R bir degigmeli halka olsun. Bir S C R igin eger (i) 1 € S ve (i) her a,b € S
icin ab € S kosullan saglaniyor ise S’ye R'nin bir ¢arpimsal kapal altkiimesi denir.
Ornegin, R'nin asal ideallerinin bir {Pa}aca ailesi igin R\ (U4 Pa) kiimesi R'nin bir
carpimsal kapali altkiimesidir.

R bir degismeli halka, S C R\{0} bir ¢arpimsal kapali kiime ve M bir R—modil
olsun. M x S tizerinde ”(m,s) ~ (m/,s") <= 3Js" € 5, s"(s'm — sm') = 0" geklinde
tanimh ~ bagintis1 bir denklik bagintisidir. Bir (m,s) € M x S elemanimin denklik
siifin1 m/s ile gosterirsek, {m/s: (m, s) € M x S} kiimesi, her (m, s), (m',s") € M xS
icin m/s+m'/s' = (s'm + sm')/ss’ seklinde tanimlanan toplama iglemi ile birlikte bir
abelyan grup olur. Bu grubu S~ M ile gosterecegiz. Burada 6zel olarak M modiiliiniin
yerine R'nin kendisini alirsak S™!'R kiimesi, her r/s,7’/s € ST'R i¢in (r/s)(r'/s') =
(rr')/(ss') seklinde tammlanan ¢arpma iglemiyle birlikte bir halka olur. Ayrica S™!'M
toplamsal grubu, her r/s € ST'Rve m/t € S~ M icin (r/s)(m/t) = (rm)/(st) seklinde
tanimlanan skalerle carpma islemi ile bir S~!R-modiil yapisina sahip olur. Buna gore,
R — S7™'R, her r € R igin r — r/1 ile tammli déniigiim bir halka homomorfizmasi
olacagindan, S™'M aym zamanda R-modiil yapisina da sahiptir. S~'M modiiliine
(ya da ST'R halkasma) M nin (ya da R’'nin) S’deki yerellegtirmesi diyecegiz. Eger R,
degismeli bir tamlik bolgesi alimir ve S = R\{0} olarak segilirse S~! R halkas: bir cisim
olur. Bu cisme R'nin kesirler cismi adi verilir. Eger R'nin bir P asal ideali icin S =

R\P ise S™'M igin kisaca M’'nin P’deki yerellestirmesi diyecegiz ve S~ M yerine Mp



gosterimini kullanacagiz. Gergekte yerellestirme kelimesi Rp nin bir quasi—yerel halka
olmasindan gelir. Fakat herhangi bir carpimsal kapali S kiimesi icin S~!'R halkasinin
tek maksimal ideale sahip olmasi gerektigini soyleyemeyiz. Ornegin; R'nin herhangi
ikisi karsilagtirilamaz olan Py, ..., P, asal idealleri i¢in S = R\(P, U ... U P,) alimirsa
S~ R halkasinin n tane maksimal ideali olur (bu idealler, biraz sonra tanimlayacagimiz,
P; ideallerinin S™'R i¢indeki geniglemeleridir).

S, R ve M’yi yukaridaki gibi kabul edelim. x : M — S~'M, her m € M icin m ——
m/1 ile tammlanan doniigiim bir R~homomorfizmasidir. Bir N < M i¢in S~'M nin
X(N) tarafindan tiretilen S~'R-altmodiiliine N’nin S™'M igindeki geniglemesi (ez-
tension) denir ve N°¢ ile gosterilir. Ayrica S~'M’nin bir Q S~!R-altmodiilii igin
M'nin x~1(Q) altmodiiline Q'min M igindeki burulmas: (contraction) denir ve Q°
seklinde gosterilir. Buna gore N® = {\ € S™'M : 9n € N ve s € S, A\ = n/s}
ve Q¢ ={m € M : m/1 € Q} olur. Burada Q # S™'M ise (2°: M)N S = & olur.
Ayrica Q° = Q yazilabilir. Ote yandan genel olarak (N :z M)® C (N€ :g-15 M¢) dir
ve M sonlu iiretegli R—modiil oldugunda da esgitlik vardir. Dolayisiyla M sonlu iiretegli
oldugunda S~'M’nin tiim S~!R-altmodiillerinin kiimesi {N¢: N < M ve (N : M)N
S = @} kiimesidir. Boylece M bir Noether R—modiil ise S™*M de bir Noether S~ R
modil olur. Yerellegtirme ile ilgili baz1 kullanigh 6zellikleri su sekilde siralayabiliriz: 1,
R’nin bir ideali ve N, N; ve Ny M’nin altmodiilleri olmak tizere; (i) (IN)® = I°N°®,
(i7) (N1 + N2)¢ = Nf + N5 ve (ii1) (N1 N No)¢ = Ny N N§. Dikkat edilirse bu sonuglar
R halkasinin idealleri icin yeniden yazilabilir.

R herhangi bir halka ve M bir R—modiil olsun. Eger M # 0 ve M’nin sifirdan
farkli her N altmodiilii i¢in ann(M) = ann(N) ise o zaman M’ye bir asal R—modiil
denir. M bir asal R—modiil ise ann(M), R'nin bir asal idealidir. Bir N < M igin
M /N boliim modiilii bir asal R—modiil ise bu durumda N’ye M nin bir asal altmodiilii
denir. Eger N, M’nin bir asal altmodiilii ve P = ann(M/N) = (N : M) ise N’ye 6zel
olarak P-asal altmodiil diyecegiz. Burada dikkat edilmesi gereken onemli bir nokta da
bir modiiliin asal altmodiilii ile i¢inde yer alan asal modiil arasinda fark oldugudur.
Yani ” N, M’nin bir asal altmodiiliidiir” denildiginde ([15]’de oldugu gibi) ” N bir asal
modiildiir ve M nin i¢inde yer alir” ifadesi kastedilmeyecektir. Bu iki durum arasindaki
ayrim konusunda okuyucunun dikkatine giivenmekten fazla bir is yapmayacagiz.

R bir degismeli tamlik bolgesi ve M bir R—modiil olsun. Eger M bir faithful asal



R-modiil ise M’ye torsion—free R—modiil diyecegiz. Kolayca goriilebilir ki {m € M :
30 # r € R, rm = 0} kiimesi M nin bir altmodiilidiir. Bu altmodiile M nin torsion
altmodulu denir. T, M’nin torsion altmodiilii olsun. Eger T'= M ise M’ye bir torsion
R-modil denir. Dikkat edilirse 7" # M oldugunda M /T bir torsion—free R—modiil olur.
Buna gore T' # 0 ise T', M’nin bir O—asal altmodiiltidiir.

Asal altmodiil ve tek—yonlii asal ideal kavramlar: bir¢ok yazar tarafindan ¢aligilmigtir
(6rnegin bkz. [4], [7], [10], [11], [13], [17], [23], [25], [28] ve [41]). Bir modiiliin belli
ozellikteki altmodiillerinin bir ailesinin Zorn Lemma ya da bagka maksimallik kogullar
yardimiyla bir maksimal elemani bulunabildigi zaman, bu elemanin bir asal altmodiil
olmasi alisgilmig bir durumdur. Bu durumda, ¢ogu zaman, altmodiillerin bir kogulu
saglamasi, yalnizca asal altmodiillerin o kosulu saglamas: ile karakterize edilebilir.
Ornegin Michler [28] ve Koh [13], bir halkanm sol Noether olmasi ile asal sol ideal-
lerinin sonlu {iretecli olmasimim denk oldugunu; Smith [40], R bir sol Noether halka ve
M bir R-modiil alindiginda, M’nin injektif olmasi ile R'nin her biiyiik asal sol ideali
L ve her ¢ : L — M, R-homomorfizmasi i¢in 6|, = ¢ olacak sekilde bir 6 : R — M,
R-homomorfizmasinin bulunabilmesinin denk oldugunu ve Alkan, Sarag ve Tirag [1],
sonlu tiretecli bir modiiliin Dedekind olmasi ile her asal altmodiiliiniin tersinir olmasinin
denk oldugunu gostermislerdir. Asal altmodiillerin kullanildig1 bunlara benzer pek ¢ok
sonu¢ bulunmaktadir.

R bir halka, M bir R—modiil ve N, M’nin bir 06z altmodiilii olsun. N’nin bir asal
altmodiil olmasini, (7) her r € R ve m € M i¢in rRm C N ise rM C N veya m € N,
(72) R'nin her I (sol) ideali ve her L < M igin IL C N ise IM C N veya L C N,
(73i) her r € R ve her L < M i¢in rL. C N ise rM C N veya L C N ve (iv) R'nin
her [ ideali ve her m € M i¢in Im C N ise IM C N veya m € N denk kosullarindan
herhangi biri ile belirleyebiliriz. Ayrica P, R'nin bir asal ideali ise o zaman N, M nin
bir P-asal altmodiilidiir ancak ve ancak PM C N ve her r € R\P ve m € M\N igin
rRm ¢ N. Eger P asal ideali bir maksimal ideal ise M'nin PM C N olacak sekildeki
her N 6z altmodiilii P—-asal altmodiil olur.

Kolayca goriilebilir ki bir asal modiiliin sifirdan farkli her altmodiilii de asal mo-
diildir. Dolayisiyla N, M nin bir P—asal altmodiilii ise N’yi kesin olarak iceren M nin
her L altmodiili i¢in N, L'nin de bir P-asal altmodilidir. K < M olsun. O zaman

M’nin K’y1igeren asal altmodiilleri ile M /K ’nin asal altmodiilleri birebir esglegir. Daha



acik bir ifadeyle her K < N < M igin N, M’nin bir P-asal altmodiiliidiir ancak ve
ancak N/K, M/K’'nm bir P-asal altmodiliidiir. Ayrica M'nin (R/ann(M))-modiil
yapisina gore asal altmodiilleri ile R—modiil yapisina gore asal altmodiilleri aynidir.

R bir degismeli halka, S C R\{0} bir ¢arpimsal kapali kiime ve M bir R—modiil
olsun. B, S~'R'nin bir asal ideali ve K, S~'M’nin bir P-asal altmodiilii ise o zaman
K¢, M’nin bir Pc-asal altmodiiliidiir. Ote yandan eger P, R’'nin P NS = @ olacak
sekilde bir asal ideali ve N, M nin bir P-asal altmodiilii ise N¢, S~'M nin bir P asal
altmodiiliidiir. Ayrica N, M'nin (N : M) NS = @ olacak gekilde bir asal altmo-
diilit ise N¢ = N dir. Dolaysiyla M'nin (N : M) NS = & olacak gekildeki N asal
altmodiilleri ile S~*M’nin asal altmodiilleri arasinda birebir bir esleme vardir. Ozel
olarak P, R’nin bir asal ideali ise Rp’'nin tiim asal idealleri, R'nin P i¢inde kalan asal
ideallerinin geniglemeleridir. Dolayisiyla (Rp, P¢) bir quasi-yerel halkadir. Buna gére
P¢Mp # Mp ise P°Mp, Mp'nin bir P°-asal altmodiiliidiir. Yukarida séylenenlerden
dolay1 (P¢Mp)¢ # M ise o zaman (P°Mp)¢, M’nin bir P—asal altmodiilidir. Burada
(P°Mp)¢={m e M :3c € R\P, cm € PM} kiimesidir.

R herhangi bir halka, M bir R—modil ve N < M olsun. M'nin N’yi iceren tiim
asal altmodiillerinin arakesitine N'nin M i¢indeki (asal) radikali denir ve rady(N) ile
gosterilir. Eger M'nin N’yi igeren bir asal altmodiilii yok ise o zaman rady(N) = M
olarak kabul edilecektir. Degismeli bir halkada bir idealin radikalinin nasil eleman-
lardan olustugunu daha once soylemistik. Bu durumu modiiller i¢in genellemek iizere
R’yi bir degismeli halka alarak, N altmodiiliiniin M igindeki zarfin1 tanimlayacagiz:
Eu(N)={rm € M :r € R, m € M ve 3k € N, r*m € N} kiimesine N’nin
M igindeki zarfi denir. Ej(N) genellikle M'nin bir altmodiilii degildir. Bu ne-
denle M'nin Ej(N) tarafindan iretilen RE)(N) altmodiilii ile ¢aligacagiz. Burada
N C REy(N) C rady(N) oldugunu gérmek zor degildir. Eger REy(N) = rady (N)
ise bu durumda N i¢in radikal formdilini saghyor diyecegiz. Eger M’nin her altmo-
diilii radikal formiiliinii saglar ise o zaman M i¢in radikal formiiliinii sagliyor diyecegiz.
Ayrica, eger R tzerindeki her modiil radikal formiiliinii saglar ise bu durumda da
R igin (halka olarak) radikal formiiliinii saghyor diyecegiz. Buna gore her degismeli
halka kendisi tizerinde modiil olarak disiiniildiiginde radikal formiiliinii saglar. Fakat
her degigsmeli halka (halka olarak) radikal formiiliinii saglamak zorunda degildir. Le-

ung ve Man [16]’da radikal formiiliinii saglayan Noether degismeli halkalar1 karakterize
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etmiglerdir. Bu karakterizasyondan, o6zel olarak, bir degismeli Artin halkanin radikal
formiiliinii sagladigi ve bir degigmeli Noether tamlik bolgesinin radikal formiiliinii sagla-
masi ile Dedekind halka olmasinin denk oldugu goriilmektedir. [32]’de bir degismeli
halka tizerindeki Artin modiillerin ve Krull boyutu sifir olan bir degismeli halka -
zerindeki her modiiliin radikal formiiliint sagladigi gosterilmigtir. Daha sonra [41]’de
yari—Artin modiillerin de radikal formiiliinii sagladigi gosterilmis ve dolayisiyla radikal
formiiliinii saglayan modiillerin sinifi, Artin modiillerin sinifindan daha biiyiik bir sinifa
genigletilmigtir. Biz de Bolim III'te, radikal formiiliinii saglayan modiillerin simifim
Artin modiillerin sinifindan daha genis bir sinifa farkl bir modiil sinifi ile genisletecegiz.
[41]’de ayrica cisim olmayan bir Noether tamlik bdlgesinin Krull boyutunun 1 olmas
ile bu halka tizerindeki tiim torsion modiillerin radikal formiiliinii saglamasimin denk
oldugu gosterilmigtir (bu sonucu Béliim IV’te Dedekind modiillerin radikal formiiliinii
sagladiklarim gosterirken kullanacagiz). Son olarak [2]’de Noether olmayan degismeli
halkalar tizerinde radikal formiilii caligilmig ve Krull boyutu 1 olan Aritmetik halkalarin
(tiim ideallerinin kiimesinde toplamanin arakesit {izerine dagilma ozelligi saglanan hal-
kalar) radikal formiiliinii sagladig1 gosterilmigtir.

R herhangi bir halka, M bir R—modil ve N < M olsun. Eger N, M’nin asal
altmodiillerinin arakesiti seklinde yazilabiliyor ise N’ye M’nin bir radikal altmodili
denir. Eger R'nin bir (sol) ideali R-altmodiil olarak radikal ise bu durumda bu ideale
radikal (sol) ideal diyecegiz. Yani N, M’nin bir radikal altmodiiliidiir ancak ve ancak
N = rady(N). N, M’nin bir radikal altmodiilii olsun. » € Rvem € M igin rRrm C N
ise kolayca goriilebilir ki rm € N dir. Bu gozlem bize yari-asal altmodiil kavramini
tanimlamakta ilham verici rol oynamaktadir. Buna gore L < M olmak ftizere eger
L # M ve her r € Rvem € M i¢gin rRrm C L iken rm € L oluyorsa L’ye M’nin
bir yari—asal altmodili denir. Eger M # 0 ve M’nin sifir altmodilii M iginde yari—
asal ise o zaman M ’ye bir yari—asal modul diyecegiz. Dikkat edilirse, R degismeli halka
oldugunda, N < M bir yari—asal altmodiildiir ancak ve ancak her r € R ve m € M igin
r™m € N olacak gekilde bir n € N bulunmasi rm € N olmasini gerektirir (bu denkligi
n = 2 alarak ta verebiliriz). R’nin bir sol (sag) ideali R'nin sol (sag) altmodiilii olarak
yari—asal altmodiil ise bu durumda bu ideale bir yari-asal sol (sag) ideal diyecegiz. I,
R’nin bir sol ideali ise I'nin yari—asal sol ideal olmasi ile (i) her r € R igin rRr C I

ise r € I dir, ve (i¢) R'nin her J sol ideali i¢in J? C I ise J C I 6nermeleri denktir.
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Yari-asal modiil ve yari—asal altmodiil kavramlar [5], [7] ve [20]'de ¢ahsilmugtir. [7]’de
R/ann(M) bir sol Artin halka olacak sekildeki M yari—asal sol R—modiilleri ele alinmig
ve yarr—asal modiil kavrami bu Artin olma kosulu ile birlikte incelenmistir.

Bir yari—asal modiiliin sifirdan farkh her altmodiilii de yari—asal modiildiir. Dolay:-
styla N, M’nin bir yari-asal altmodiilii ise N’yi kesin olarak iceren M 'nin her L altmo-
dilii icin N, L'nin de bir yari—asal altmodiilidiir. K < M olsun. O zaman her
K < N < M igin N, M’nin bir yari—asal altmodiiliidiir ancak ve ancak N/K, M /K’nin
bir yari—asal altmodiiliidiir. Ayrica M 'nin (R/ann(M))-modiil yapisina gore yari—asal
altmodiilleri ile R-modiil yapisina gore yari-asal altmodiilleri aynidir.

Daha once her radikal altmodiiliin bir yari—asal altmodiil oldugunu soylemistik.
Fakat bunun tersi her zaman dogru degildir. Aslinda bunun tersinin dogru oldugu
modiillere s.p.a.r. (semiprimes are radical) 6zelligine sahip modiiller diyecegiz. Yani
M’nin her yari—asal altmodiilii radikal ise o zaman M s.p.a.r. 6zelligine sahiptir. Ayrica
bir halka iizerindeki her modiil s.p.a.r. 6zelligine sahip ise bu halkaya (halka olarak)
s.p.a.r. ozelligine sahiptir diyecegiz. Dikkat edilirse R bir degismeli halka ise N’'nin
M iginde yari-asal altmodiil olmasi ile N = RE)/(N) olmasi denktir. Dolayisiyla
degismeli halkalar tizerinde s.p.a.r. 0Ozelligi radikal formiiliintin 6zel bir halidir, yani
radikal formiiliinii saglayan her modiil s.p.a.r. oOzelligine sahiptir. Buna gore bir
degismeli halka, kendisi tizerinde modiil olarak diigiiniildiigiinde, s.p.a.r. o0Ozelligine
sahiptir. Ayrica degismeli olmayan bir halkanin yari—asal iki yonli idealleri s.p.a.r.
ozelligine sahip olur. Fakat bir halkanin halka olarak s.p.a.r. ozelligine sahip olmasi her
zaman s6z konusu degildir. [20]'de s.p.a.r. Ozelligine sahip degismeli Noether halkalar
karakterize edilmigtir. Ayrica [2]’de verilen Sonug¢ 2.7'den sonraki agiklamalardan bir-
incisine gore, Noether olmasa bile sonlu Krull boyuta sahip bir Aritmetik halka, s.p.a.r.
ozelligine sahiptir. Aymi agiklama i¢inde radikal formiiliiniin bugiine kadar ele alinan
tanmimina alternatif olabilecegi belirtilen bir tanim oSnerilmistir. Fakat bu tanima gore
bir modiiliin radikal formiiliinii saglamasi ile s.p.a.r. 6zelligine sahip olmasi denktir.

Bugiine kadar asal ve yari—asal altmodiil kavramlar1 ve bunlar ile ilgili sonuclar
cogunlukla degismeli halkalar tizerinde ¢aligilarak verilmis ([2], [11], [16], [17], [19], [20],
[21], [23], [24], [32], [39], [41], [42]) ve daha genel halka yapilar tizerindeki aragtirmalar
([4], [10], [13], [25], [28]) bunlarla karsilagtirildiginda daha az yapilmistir. Ustelik yari-

asal altmodiil kavramu ile ilgili cahsmalar oldukca smirhdir. Ornegin; bir modiiliin veya
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halkanin s.p.a.r. ozelligine sahip olmasi problemi ilk defa [20]'de ortaya atilmig fakat
bu problemin ele alinmasi, bu caligma ile sinirh kalmigtir. Tezimizde, bu kavramlarin

degismeli ve degismeli olmayan halkalar tizerindeki incelemelerine yer verilmektedir.
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2 YARI-ASAL VE RADIKAL ALTMODULLER

Yari—asal altmodiil ve yari-asal modiil kavramlari, halka kuraminda 6énemli yer tutan
yari—asal ideal ve yari—asal halka kavramlarinin modiil kurami iginde bir genellemesi
olarak diigintilmiistir (bkz. [7], [19], [20] ve [42]). Halka kuraminda, bir yari—asal
idealin, kendisini iceren asal ideallerin arakesiti olarak yazilabildigi iyi bilinmekte-
dir. Fakat yari-asal altmodiiller i¢cin bu durum her zaman gegerli degildir. Yani
asal altmodiillerin arakesiti seklinde yazilamayan yari—asal altmodiiller vardir (Ornek
2.30). Bu boliimde, genel olarak, yari—asal altmodiillerin ne zaman radikal olabildikleri
aragtirilmaktadir. Ayrica, bir modiiliin her yari—asal altmodiiliiniin radikal olmasi ile
bir halka tizerindeki her modiiliin her yari-asal altmodiiliintin radikal olmasi problem-
leri de ele alinmaktadir.

Bu boliim beg alt bagliktan olugmaktadir. Birinci kisimda asal modiiller, asal
modiillerin dik toplamlar1 ve radikal altmodiiller ele alinarak bunlar tizerinde bazi
sonuclar verilmistir. Bu sonuclardan en 6nemlileri arasinda, farkli sifirlayanlara sahip
asal modiillerin dik toplami igin verilen teklik teoremi (Teorem 2.4) ile radikal alt-
modiillerin karakterizasyonu (Teorem 2.9) soylenebilir. Ikinci kisimda yari-asal alt-
modiiller tizerinde durulmus ve yari—asal altmodiillerin ne zaman radikal olabildikleri
aragtirilmigtir. Bu boliimde, ayrica, halka kuraminda iyi bilinen, bir halkanin yari—asal
ve Artin olmasi ile yari—basit olmasinin denk olusu modiil kuramina genigletilmistir
(Teorem 2.17). Ugiincii kisimda yari-asallik, degismeli halkalar iizerindeki Noether
modiiller i¢inde ele alinmig ve asil ayrigim kavrami yardimiyla, bir yari—asal altmodiiliin
radikal olmasi i¢in bazi1 denk kosullar verilmistir. Ayrica bu boliimde giiclii yari—asal
altmodiil kavrami ortaya atilarak bu altmodiillerin ne zaman radikal olduklar: ince-
lenmigtir. Dordiincii kisimda s.p.a.r. ozelligi tizerinde durularak bu ozelligi saglayan
halka ve modiiller aragtirilmigtir. Son kisimda ise s.p.a.r. ozelligine sahip modiillerin
dik toplamlarinin da s.p.a.r. ozelligine sahip oldugu bazi durumlar incelenmistir.

Oniimiizdeki iki alt boliimde ele alinan halkalar aksi belirtilmedikce degismeli olmak

zorunda olmayan birimli halkalar ve modiiller ise iiniter modiillerdir.
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2.1 Asal Moduller

Bu kisma bir dizi lemma vererek bagliyoruz. Asagidaki lemma [9, Exercise 2J]'de
yer almasina ragmen bu lemmanin kanitini biitiinliigii korumak amaciyla burada dahil

edecegiz.

Lemma 2.1 R bir halka ve M bir R—modil olsun. {La}aca, birbirinden farkl sifur-
layanlara sahip M icindeki asal R—modiillerin bir ailesi olsun. Bu durumda ), La

toplama diktir.

Kanit. M igindeki farkh sifirlayanlara sahip asal modiillerin sonlu bir {L4,...,L,}
ailesi i¢in Ly + - - - 4+ L,, toplaminin dik olacagini gostermek yeterlidir. Bunu gostermek
igin n lizerine timevarim uygulayacagiz. n = 2 olsun. L; N Ly # 0 ise tanimdan
dolayr ann(L;) = ann(L; N Ly) = ann(Ly) olacagindan bu durum kabuliimiiz ile
geligir. Dolayisiyla Ly N Ly = 0 olur. Simdi n > 2 ve iddiamiz n’den kiigiik biitiin
pozitif tamsayilar i¢in dogru olsun. L = Ly N (Ly ® - -+ & L,,) = 0 oldugunu gostererek
kanit1 tamamlayacagiz. Kabul edelim ki L # 0 olsun. Ttimevarim hipotezinden dolay1
LiNn(Ly®---® L,) = 0 olur. Buna gore Ly @ --- & L,’den Ly iizerine tanimlanan
dogal izdiisim doniigimiiniin L’ye kisitlanmasi ile bir gomme dontigiimii elde ederiz.
Yani L’nin L, i¢inde bir izomorf kopyasi vardir. Dolayisiyla L bir asal modiildiir ve
ann(L) = ann(Ly) dir. Ote yandan 0 # L < L; oldugundan ann(L) = ann(L,) elde

edilir. Bu durum ise bir geligkidir. m

Lemma 2.2 R bir halka, M bir R—modil ve P, R nin bir asal ideali olsun. {La}aca,
her a € A igin ann(L,) = P olacak bigimde M i¢indeki asal R-modiillerin bir ailesi

olsun. Eger L = > _, Ly toplamu dik ise o zaman L, sifirlayany P olan bir asal

a€cA

moddldur.

Kamt. ann(L) = P oldugu agiktir. Kabul edelim ki rRl = 0 olacak sekilde r € R\ P
ve 0 # | € L bulunsun. Buna gore | € L,, ® --- & L,, olacak sekilde a; € A
(1 <i < k)vardir. r € R\P ve r(L,, N Rl) =0 (1 < ¢ < k) oldugundan L,, N
Rl =0 (1 < i < k) olur. Buna gére RlI'yi L,, @ -+ @ L,, i¢ine gomebiliriz. Rl
Rl'nin L,, ® --- @& L,, igindeki izomorf kopyasi olsun. O halde rRI’ = 0 oldugunu
soyleyebiliriz. Dolayisiyla yukaridakine benzer iglemler yapilirsa her ¢ = 2,...  k i¢in

RlI'N L,, = 0 oldugu goriiliir. Bu sekilde devam ederek tiimevarim yoluyla Rl'nin L,,
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icine gomiilebilecegini gorebiliriz. Fakat buradan ann(Rl) = P elde edilir ki bu bir

celigkidir. m

Lemma 2.3 R bir halka ve {L, : o € A} asal R—modillerin bir ailesi olsun. Eger
N < @D,c4 Lo, bir asal R-modiil ise ann(N) = ann(Lg) olacak sekilde bir 3 € A

vardar.

Kamit. L = @, L, olsun. Lemma 2.2'den dolay1 L dik toplami, sifirlayanlar
birbirinden farkli olan asal modiillerin bir dik toplamina indirgenebilir. N N L =
N # 0 oldugundan, Lemma 2.1 geregince, bir 5 € A i¢in ann(N) = ann(Lg) olmak

zorundadir. =

Teorem 2.4 R bir halka ve {L, : o € A}, sifirlayanlary birbirinden farkl olan asal
R-modullerin bir ailesi olsun. Eger sifirlayanlary birbirinden farkl asal R—modillerin

baska bir {Lj : 3 € B} ailesi igin

@aeA La = @BGB Llﬁ

1se 0 zaman bu iki aile arasinda karsilikly terimlerin izomorf olduklar: birebir bir esleme

vardar.

Kanmit. oy € A alahm. Bir 6nceki lemmadan dolay1 ann(L,,) = ann(Lg,) olacak

sekilde By € B vardir. ¢ ve ¢, dogal izdiigiimlerin kisitlamalar1 olmak tizere
L w / ®
ag T Lﬁo - LO‘O

bilegkesini diigiinelim. 0 # = € L,, olsun. Buna gore z = y + ' olacak sekilde (tek
tiirlii belirli) y € L, ve y' € D44, Lj elemanlart vardir. Eger y' = 0 ise pi(z) =
dir. y" # 0 olsun. Bu taktirde y' € L}y @ --- @ Lj, olacak sekilde 3y,...,5; € B\{5}
elemanlar1 vardir. ¢ sayisin1 bu sekildeki en kiigiik pozitif tamsay1 olarak secelim. Her
1 <i < ticin Py = ann(Ljy,) ve Po, = ann(Lg,) olsun. y" = y; + -+ + y; olacak
sekilde y; € Lj; (1 <@ <t) elemanlari vardir. ¢'nin se¢iminden dolay1 her i = 1,...,n
icin y; # 0 olur. a € P,, olsun. Buna gére aRx = 0 olacagindan aRy’ = 0 ve
boylece her ¢ = 1,...,¢ igin aRy; = 0 bulunur. Buradan da a € P; N...N P elde
edilir. Dolaysiyla P,y € P N ...N P} olur. 7 € (Py N...N P} ) \P,, alahm. Buna

—=

gore Ry’ = 0 C D,.,, La elde edilir. B

atan L., M’nin bir P, ~asal altmodiilu
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oldugundan, y" € €, ,, Lo olmak zorundadir. Dolaywsiyla pip(z) = o(¢(y +y')) =
p(y) = ¢(r —y') = = elde edilir. Boylece @i = idy, olur. Simetrik argiimanlar
kullanilarak 1y = id%o oldugu da kolayca gosterilebilir. Dolayisiyla L, = Lj olur.

Yukaridaki teoremde A (veya B) kiimesi sonlu alindiginda, yani teklik teoremi
farkli sifirlayanlara sahip sonlu adet asal modiiliin dik toplami i¢in diigiiniildiigiinde,
toplamda yer alan bazi terimlerin birebir eglemesindeki izomorfizmanin yerini egitligin
aldigin1 gorebiliriz. Bunu gostermeden once normal asal ayrisim kavramina deginecegiz:

M bir modil ve N < M olsun. n > 1 bir tamsay1 olmak tizere, eger N, M’nin

sonlu tane K1, ..., K, asal altmodiiliiniin arakesiti olarak yazilabiliyor ise o zaman
N=Kn.. Nk, (%)

yaziligima N'nin (M igindeki) bir asal ayrigzma diyecegiz. Ek olarak, eger her 1 <i <n
icin N # Kin...NK,_1NK;N...NK, veher 1 <i# j <nicin (K, : M) # (K; : M)
ise 0 zaman (x) ayrigimina N'nin bir normal asal ayriggmi adin verecegiz. Simdi
N=Kn..NnNK,ve N =K Nn...Nn K/ gibi N'nin iki normal asal ayrigimini
alahm. Her 1 < < nicin P, = (K; : M) ve her 1 < j < m i¢in Q; = (K} : M)
olsun. Buna gére n = m ve {Py,...,P,} ={Q1,...,Qn} olur. Ayrica {Kj,..., K] }
kiimesini her 1 < ¢ < n i¢in P; = Q; olacak sekilde yeniden siralarsak, {P;,..., P,}
kiimesinin (kapsama bagintisina gore) her minimal eleman1 P; i¢in K, = K olur (bkz.
[38, Teorem 3 ve Teorem 5]).

R bir halka ve {Li,...,L,} ile {L},..., L) } farkh sifirlayanlara sahip asal R-
modiillerin iki ailesi olsun. Kabul edelimki M = L1 &---® L, = L &---& L/, olsun.
Her 1 <i < nigin P; = ann(L;) ve her 1 < j < m igin P] = ann(L}) denirse, Teorem
2.4den dolayi, n =mve {Py,...,P,} ={P,..., P, }olur. {Ly,...,L,} kiimesini her
1 <i < nigin P, = P/ olacak gekilde (gerekirse yeniden) siralayalim. Her 1 < j <n
icin Kj = @, ,; Li ve Kj = @, ; Lj olsun. L; C (,; K; ve L; ¢ K; oldugundan
N 2 Ki ¢ K; elde edilir. Ayrica, kolayca goriilebilir ki her 1 < j < n igin K; ve
K J’ sirastyla M’nin bir P~ ve P]f—asal altmodiilleridir. Buna gore 0 = Ky N ... N K,
ve 0 = K N...N K], iki normal asal ayrigimdir. Kabul edelim ki P, {Py,..., P,}
kiimesinin bir maksimal elemani olsun. n = 1 ise gosterecek bir sey yoktur. n > 1

olsun. O zaman {P,..., P,}\{Ps} kiimesiden, bir minimal eleman segebiliriz. Bu
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eleman P; olsun. Buna gore K; = K] olur. Ayrica P € {Py,..., P,}\{F;} olacagindan
n izerine tlimevarim uygulayarak Ls = L’ sonucuna ulagabiliriz. Boylece agagidaki

teoremi kanitlamig oluruz:

Teorem 2.5 R bir halka ve {Ly,..., Ly} ile {L},..., L.} farkl ssfirlayanlara sahip

asal R—modtllerin iki ailesi olmak tzere
Ll@...@Ln:L’l@...@L;n

olsun. Buna gire n = m ve {ann(L;) : i = 1,...,n} = {ann(L}) : j = 1,...,m}.
Eger her 1 < i < n i¢in P, = ann(L;) = ann(L}) denirse {Py, ..., P,} kiimesinin her

maksimal Ps elemans i¢in Ly = L, dir.

Yukaridaki teoremde maksimal olmayan asal ideallere karsilik gelen asal modiiller
icin esitligin varhgim soylemek her zaman miimkiin degildir. Ornegin M = Z, & Z
almirsa kolayca goriilebilir ki N =< (1,1) >, ann(N) = 0 olacak sekilde bir asal
Z—modildir ve ayni zamanda L = Z, ¢ 0 icin M = L & N yazlabilir.

R bir halka ve M bir R—modiil olsun. Eger {ann(N) : 0 # N < M} kiimesinin
ann(Ny) gibi bir maksimal elemani varsa o zaman Ny bir asal R-modil olacag
bilinmektedir (bkz. [9, Proposition 2.12]). Ornegin R, idealleri iizerinde artan zincir
kosulunu saglayan bir halka ise bu durumda R tizerindeki sifirdan farkli her M modiilii
bir asal R—modil icerir. Benzer sekilde R bir degismeli halka ve M sifirdan farkl bir
Noether R—modiil ise M nin sifirdan farkli her altmodiilii en az bir asal R—modiil igerir
(ileride gorecegiz ki bu durum, herhangi bir halka tizerindeki sonlu diizgiin boyuta sahip
bir yari—asal modiil i¢in de gergeklegir). Bu durumda ise M igindeki asal modiillerin
her maksimal bagimsiz ailesi, M i¢inde biiyiik toplama sahiptir.

R bir halka, M bir R—modiil ve P, R'nin bir ideali olsun. Eger ann(N) = P
olacak sekilde M iginde bir N asal R—modiilii varsa o zaman P’ye M 'nin R i¢indeki bir
ilgili asal ideali (associated prime) denir. M’nin R i¢indeki tiim ilgili asal ideallerinin

kiimesini Assgr(M) veya Ass(M) ile gosterecegiz.

Onerme 2.6 R, idealleri izerinde artan zincir kosulunu saglayan bir halka ve M bir
R-modiil olsun. Buna gore, M nin sonlu dizgin boyuta sahip olmasit icin gerek ve
yeter kosul |Ass(M)| < oo ve M ig¢indeki her asal R—modilin sonlu dizgin boyuta

sahip olmasuidar.
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Kanit. M sonlu diizgiin boyuta sahip ise Lemma 2.1 geregince |Ass(M)| < oo olur.
Diger taraftan |Ass(M)| < oo ve M igindeki her asal modiil sonlu diizgiin boyuta sahip
olsun. M icindeki asal modiillerin bir maksimal bagimsiz ailesini alalim. Lemma 2.2
ile |[Ass(M)| < oo olusu birlikte kullanilirsa bu ailenin dik toplami, terimleri farkh
sifirlayanlara sahip asal modiillerin bir sonlu dik toplami geklinde yeniden yazilabilir.
Onermeden 6nceki agiklamalarda da belirtildigi gibi bu toplam M icinde biiyiiktiir.

Boylece kanit tamamlanmig olur. m

Lemma 2.7 R bir halka, M bir R-modul ve L < M bir asal R-modul olsun. Eger
ann(L) = P ve LN PM =0 ise o zaman L’nin M i¢indeki PM i i¢eren her komple-

menti M ‘nin bir P—asal altmodiludir.

Kamit. K, L’'nin M i¢indeki PM’i iceren bir komplementi olsun. K # M oldugu
aciktir. Kabul edelim ki R'nin bir [ ideali ile M'nin K C N olacak sekildeki bir N
altmodiilii igin /N C K olsun. Buna gére LN N #£ 0 ve I(LNN) C LN K =0 olur.
L bir asal modiil oldugundan I C P olmalidir. Boylece IM C PM C K elde edilir. =

Lemma 2.8 R bir halka ve M bir R—modul olsun. Eqger M 'nin sifir altmodili bir
radikal altmodul ise o zaman M i¢indeki her asal modul L i¢in L N K = 0 olacak

sekilde M 'min (L’ye bagl) bir K asal altmodili, bulunabilir.

Kanit. [ bir indis kiimesi olmak tizere her ¢ € I i¢in K;, M nin bir asal altmodiilii ve
0 = (;; K olsun. L, M icinde sifirlayan1 P olan bir asal R-modiil olsun. PL = 0 C K;
(1 € I) oldugundan PM C K; veya L C K; (i € I) olur. Buna gore her i € I igin
LNPM C K;, yani LN PM = 0 olur. Boylece bir 6nceki lemmay1 kullanarak kaniti

tamamlayabiliriz. =

Asagidaki teorem yardimiyla Lemma 2.8in tersinin uygun bir kogul altinda dogru
oldugunu soyleyerek, radikal altmodiiller ile asal modiiller arasinda bir iligki oldugunu

gorebiliriz.

Teorem 2.9 R bir halka ve M bir R—modil olsun. Kabul edelim ki M, asal R—
modullerin dik toplama seklinde yazilabilen bir buyik altmodiile sahip olsun. Buna gore

asagqidaki ifadeler denktir:

(1) M 'nin sifur altmodiilii radikaldir.
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(17) M igindeki her asal modil L i¢in LN K = 0 olacak sekilde M ‘nin (L’ye bagl) bir

K asal altmodiili bulunabilir.
(1ii) M i¢indeki her asal modil L i¢in, ann(L) = P ise LN PM = 0.
(iv) M igindeki her asal modil L igin, ann(L) = P ise L € PM.

Kamt. (i) = (#i) : Lemma 2.8.

(17) = (vii) : M iginde sifirlayan1 P olan bir L asal modiilii ve L N K = 0 olacak
sekilde M'nin bir K asal altmodiilini alallm. PL =0 C K ve L g K oldugundan
PM C K olur. Boylece LN PM = 0 elde edilir.

(17i) = (i1) : Lemma 2.7.

(1i1) = (iv) : Agktir.

(1v) = (i17) : M i¢inde sifirlayan1 P olan bir L asal R—modiilii alalhm. LN PM # 0
olsun. Bu durumda L N PM de sifirlayan1 P olan bir asal modiil olur. Fakat bu ise
kabuliimiiz ile gelisir.

(1) = (i) : M icindeki asal modiillerin bir bagimsiz {L, : o € A} ailesi i¢in
@ae a1 La <e¢ M olsun. Kabul edelim ki M'nin sifir altmodiili radikal olmasmn. A
kiimesinin iyi siralandigini varsayalim. Sonlu—0tesi tiimevarim (transfinite induction)
ile agagidaki Ozellikleri saglayan M nin altmodiillerinin bir { Kz} ailesi ile A iginde bir

{a®} dizisi insa edecegiz:

ger Ir limit ordinal degilse , nin bir asal altmodulu, y ] N

1) Eger 3 bir limi dinal degilse Kg, M nin bi 1 altmodiilii <5 Kp
(o L) £ 0 ve (M K ) N (oo L) =0,

(2) Eger § bir limit ordinal ise Kz = (1,5 K, Kz N (Bocaw La) # 0 ve KzgN
(Boca La) =0,

(3) B < Bise a®) < al® ve
(4) Uga® = A

Ly bir asal R—modiil oldugundan, kabuliimiiz geregi, Ly N Ky = 0 olacak sekilde
M’nin bir Ky asal altmodiilii vardir. Ky # 0 olacagindan Ky N (@aeA La) = 0 olur.
Buna gore, A kiimesi iyi sirali oldugundan, Ky N (@aga@ La) = 0 olacak sekildeki en
kiiciik a” € A elemam secilebilir. Bu durumda Ko N (B, La) = 0 olur. Simdi
kabul edelim ki 0 < 3 € A ve yukanidaki (1)—(3) ozelliklerini saglayan {a() : v < g}
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dizisi ile { K, : 7 < B} ailesi bulunsun. 8 bir limit ordinal ise o zaman Kz = ﬂ,y s K
olarak tanimlansin. Sifir altmodiilii radikal olmadigindan Kz # 0 dir. Dolayisiyla

KsN (BpeaLa) # 0olur. o € A, Kzgn (@agaw) L) # 0 olacak sekildeki en

N

kiiciik eleman olsun. A < § alalm. a® < a® oldugunu gosterecegiz. A < X <

3 olacak sekilde bir X ordinali bulunabilir. a® < o) olacagindan <ﬂn9’ Kn) N
(@aga(%) L) = 0 olur. Bu durumda KN (@agaw L) = 0 olur. a/® nin se¢iminden
dolay1 o™ < a?) elde edilir. Simdi bir 7 ordinali icin 3 = v+ 1 olsun. (Eger o) = A

ise bu iglem 7’da sonlandirilir). Buna gére

<m5’§7 Kﬁ/) i (@agam LO‘) 70
ve
(ﬂﬂ'g KB') M <@a<am La> =0

olacak sekilde o) € A vardir. Dolayisiyla <ﬂ5, ~ K 5/> N (@ ) La) , L icine

a<a

gomiilebilir. Boylece, kabuliimiizden dolay1

(ﬂﬁ/gﬂ Kﬁ/) " <€Bagam LO‘) =0

olacak gekilde M’nin bir Kj asal altmodiilii bulunabilir. g<p K # 0 oldugundan
(Myr<s Ko ) 1 (s L) # 0 olur. Kabul edelim ki o) € 4,

<ﬂﬁ’§ﬁ KB’) a <@a3a<ﬁ> L“) 70

olacak sekildeki en kiiciik eleman olsun. Aciktir ki o/ < a(® ve béylece tiimevarim
tamamlanmig olur. Dolayisiyla yukaridaki (1)—(4) kosullarini saglayan M nin altmo-

diillerinin bir { K3} ailesi ile A iginde bir {a(?} dizisi bulunabilir. Fakat bu durumda

(7, ) 0 (B, 1) =0

olur ki bu durum bir geligkidir. m

Sonug 2.10 R bir halka ve M bir R—modil olsun. Kabul edelim ki asagidakilerden

birt dogru olsun:

(A) R, idealleri tizerinde artan zincir kosulunu saglar.
(B) R degismeli bir halka ve M Noether R—-modildiir.
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Bu durumda, asagqidakiler denktir:

(1) M ’nin sifur altmodiili radikaldir.

(17) M igindeki her asal modil L i¢in LN K = 0 olacak sekilde M ‘nin (L’ye bagl) bir

K asal altmodiili bulunabilir.
(1ii) M igindeki her asal modil L i¢in, ann(L) = P ise LN PM = 0.
(iv) M igindeki her asal modil L igin, ann(L) = P ise L € PM.

Teorem 2.14 ile yari—asal Noether modiiller i¢in yukaridaki sonucun soéylediginden
daha fazlasini soyleyecegiz. Teorem 2.14’e gore sifir altmodiiliiniin radikal oldugunu
gormek i¢in yalnizca diizgiin altmodiilleri kontrol etmek yeterlidir. Bu, ayni zamanda,
bir Noether modiiliin ne zaman s.p.a.r. Ozelligine sahip olacagi hakkinda bir fikir
vermektedir. Ayrica Teorem 2.21, degismeli Noether halkalar tizerinde yari—asal alt-

modiillerin radikal olmalari ile ilgili benzer fakat daha 6zel bir yontem vermektedir.

2.2 Yarir—asal Altmodiuller

Onerme 2.11 R bir halka, M bir R-modil ve N < M olsun. Buna gore asagidaki
ifadeler denktir:

(1) N, M nin bir yari—asal altmodilidir.

(17) R’nin her I sol ideali ve her m € M i¢in I?’m C N olmasi Im C N olmasin
gerektirir.

(i17) Her m € M\N i¢in (N : m) ={r € R:rm € N} kimesi R’nin bir yari—asal

sol idealidir.

Kanit. (i) = (iz) : R'min bir I sol ideali ve bir m € M i¢in I?m C N olsun. a € T
olsun. Buna gore aRa C I? ve boylece aRam C N olur. N yari-asal oldugundan
am € N elde edilir. Dolayisiyla Im C N dir.

(17) = (di1) : Agqktir.

(i13) = (i) : r € Rvem € M\N i¢in rRrm C N olsun. Buna gore (Rr)? C (N : m)

olur. (N :m) yari-asal oldugundan Rr C (N : m) yani rm € N elde edilir. m

Lemma 2.12 R bir halka, I, R’nin bir ideali ve M bir R—modul olsun. N, M 'nin
bir yari—asal altmodiilii ise o zaman ya IM C N ya da (N : I) M 'nin bir yari—asal

altmoduliadir.
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Kamit. N, M’nin bir yari-asal altmodiilii ve IM ¢ N olsun. Bu taktirde (N : I),
M’nin bir 6z altmodiiliidiir. » € R ve m € M i¢in rRrm C (N : I) olsun. Buna gore

IrRrm C N ve boylece (Ir)?>m C N olur. Bir énceki lemmadan dolay1 Irm C N, yani
rm € (N : I) elde edilir. m

R bir halka ve M, R {izerinde bir diizglin modiil olsun. R'min P = {r € R : bir
0# N < M igin rN = 0} altkiimesini ele alalm. Buna gére P, R’nin bir idealidir. Bu
ideale M 'nin R i¢indeki assassinator’1 denir. Kolayca gortilebilir ki eger M 'nin sifirdan

farkl bir L altmodiilii icin PL = 0 ise o zaman P, R’nin bir asal idealidir.

Lemma 2.13 U, bir R halkas: uzerinde bir duzgun modul olsun. O zaman U 'nun R-
modil olarak asal olmasi ile yari—asal olmasy denktir. Ayrica U asal R—modil ve U 'nun

assassinator’s P ise ann(U) = P olur.

Kanit. U asal ise yari-asal olacagindan tersini gostermekle kaniti tamamlayacagiz.
Buna gore U bir yari-asal R—modiil olsun. r € R ve u € U icin rRu = 0 olsun.
Kabul edelim ki 7U # 0 ve u # 0 olsun. Bu durumda RrU N Ru # 0 olur. Boylece
0 # sru’ = r'u olacak gekilde s, € R ve v’ € U elemanlari bulunabilir. Buradan
Rsru’ = Rr'u C Ru elde edilir. Dolayisiyla srRsru’ C srRu = 0 olur. U yari—asal
oldugundan sru’ = 0 elde edilir ki bu durum bir geligkidir.

Simdi U bir asal R—modil olsun. P 2O ann(U) oldugu agiktir. p € P olsun.
pV = 0 olacak sekilde 0 # V < U vardir. Fakat U asal oldugundan p € ann(U) olmak
zorundadir. Dolayisiyla P = ann(U) elde edilir. =

Teorem 2.14 R bir halka ve M bir R-modil olsun. L, M 'nin bir yari—asal altmodili

ve M /L sonlu diizgiin boyuta sahip olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(1) L, M’ nin bir radikal altmodilidiir.

(1) M/L’nin her dizgin U/L altmodili i¢in U N K = L olacak bi¢imde M 'nin bir

K asal altmodilu bulunabilir.

(i4i) M/ L’nin her dizgin U/L altmodili i¢in eger U/ L nin assassinator™ P ise U N
PM C L.

(iv) M/L’nin her dizgin U/L altmodiilii i¢in eger U/L nin assassinator’s P ise U €
L+ PM.
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Kanit. Genelligi bozmadan L = 0 alabiliriz. Yani M’yi sonlu diizgiin boyuta sahip
yari-asal R—modil olarak kabul edebiliriz. M nin her diizgiin altmodiilii asal olacagin-
dan (Lemma 2.13) (i) = (i1) < (iii) < (iv) gerektirmeleri Teorem 2.9’daki yapilan
islemlerin aynilar1 yapilarak kolayca elde edilebilir.

(1ii) = (i) : M sonlu diizgiin boyuta sahip oldugundan, Lemma 2.13’den dolay1
M’nin, asal modiillerin dik toplami olarak yazilabilen bir biliylik altmodiilii vardir.
Simdi P, R'nin bir asal ideali ve L, M nin icinde sifirlayan1 P olan bir asal R-modiil
olsun. Kabul edelim ki L N PM # 0 olsun. M sonlu diizgiin boyuta sahip oldugundan
L N PM iginde bir U diizgiin modiilii bulunabilir. Dikkat edilirse U < L oldugundan
P, ayni zamanda U’'nun assassinator’idir. Kabuliimiizden dolayr U N PM = 0 olmak
zorundadir. Fakat U C PM oldugundan bu durum bir geligkidir. Simdi Teorem 2.9'u

kullanarak kanit1 tamamlayabiliriz. m

R bir sol Noether halka ve E bir injektif yari—asal R—modiil olsun. £ = @,_, E; ola-

iel
cak gekilde E; indecomposable injektif R-modiilleri vardir. E;’ler diizgiin olacagindan
Lemma 2.13’den dolay1 asal olurlar. Bu ise E’nin sifir altmodiiliiniin £ iginde radikal
olacag1 anlamma gelir. Ileride bu sonucu sol Noether yari-asal bir halka tizerindeki
injektif modiillerin yari—asal boliimleri i¢in genigletecegiz. Ayni zamanda bu yari—asal

boltimlerin, sifirlayanlar1 farkli asal modiillerin dik toplami geklindeki (izomorfizma

farkiyla) tek tiirlii olan yazihminda, asal modiillerin neler olacagim da gorecegiz.

Teorem 2.15 R bir sol Noether halka ve M bir devirli (cyclic) R—modiil olsun. M

yari—asal ise M 'nin sifir altmodiili radikaldir.

Kamit. I, R'nin bir sol ideali olmak lizere M = R/I segebiliriz. R bir sol Noether
halka oldugundan M nin, asal R—modiillerin dik toplam1 geklinde yazilabilen bir biiyiik
altmodiilii vardir. J, R'nin I’y1 igeren bir sol ideali ve J/I bir asal R—modiil olsun.
ann(J/I) = P alalim. r € JN P olsun. Buna gére rRr CrJ C PJ C I ve I, R'nin bir
yari-asal sol ideali oldugundan r € [ elde edilir. Buna gore JN P C I olur. Dolayisiyla
(J/I)n P(R/I) =0 bulunur. Teorem 2.9’u kullanarak kaniti1 tamamlayabiliriz. =

Lemma 2.16 R, tum sol ilkel faktorleri Artin olan bir halka olsun. O zaman her sonlu

uzunluga sahip yari-asal R-modil yari—basittir.

Kanmit. M, uzunlugu n olan bir yari-asal R-modiil olsun. n tizerine tiimevarim uygu-

layacagiz. n = 1 ise durum acik oldugundan n > 1 alalim. Kabul edelim ki iddia,
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uzunlugu n’den kiiclik olan tiim yari—asal R—modiiller i¢in dogru olsun. Eger M nin
N; ve N, gibi iki maksimal altmodilii varsa o zaman Ny + Ny = M ve Nj ile Ny
her ikisi de uzunlugu n’den kiigiik olan yari-asal R-modiiller olacagindan tiimevarim
hipotezimiz geregince M yari-basit olur. Dolayisiyla kabul edelim ki M’nin yalniz bir
tane maksimal altmodiilii olsun. Bu altmodiile N diyelim. S, M i¢inde bir basit modiil
ve ann(S) = P olsun. Once PM # M oldugunu kanitlayacagiz. Bunu kamtlamak icin
agsagidaki iddiay1 kanmitlamak yeterlidir. Ciinkii bu durumda, eger PM = M olsaydi o
zaman S C PM ve boylece IS = 0 olacagindan I C P, yani bir geligki elde edilirdi.
Iddia : IPM = 0 olacak sekilde R'nin P tarafindan icerilmeyen bir I ideali vardr.

Kabul edelim ki iddiamiz yanlig olsun. M nin bir
O=MyCM,C...CM,=M
kompozisyon serisini alalim. Kabul edelim ki & < n,
I¢P = IPM;,#0

kosulunu saglayan en kiigiikk pozitif tamsayi olsun. %&£ > 0 oldugu agiktir. J =
ann(My/My_1) yazahm. Eger J C P ise kabuliimiiz geregi J = P olur ki bu du-
rumda PM;, C M, _; elde edilir. Ote yandan eger J Q P ise o zaman JPM;, C M;_,
olacagindan her durumda Iy PMj C M, olacak sekilde R'nin P tarafindan icerilmeyen
bir I; idealini bulmak miimkiindiir. £'nin se¢iminden dolay1 I, PM;_; = 0 ve I, g P
olacak sekilde R’'nin bir I, ideali vardir. Boylece I, PI; PM; = 0 elde edilir. Buna
gore (I I,P)?M;, = 0 olur. M yari-asal oldugundan I, I, PM,; = 0 olmak zorundadir.
Fakat P asal ideal ve I1,I, ¢ P oldugundan 11, ¢ P olur ki bu durum k’nin segimi
ile celisir. Boylece yukaridaki iddiamiz kanitlanmig olur.

PM # M oldugundan PM C N olur. Kabul edelim ki anny(P) # M ol-
sun. Bu durumda S C anny(P) € N olur. Ote yandan, Lemma 2.12’den dolay1
M /anny (P), uzunlugu n’den kiiciik olan bir yari-asal R-modiildiir. Tiimevarim
hipotezimiz geregince M /anny (P), tek maksimal altmodiilli N/anny(P) olan bir
yari-basit R—modiil olur. Bu durum ise ancak N = anny(P) olmasi ile miimkiindiir.
PM C N oldugundan P?M = 0 ve boylece PM = 0 elde edilir. Fakat bu durum bir
geligkidir. Dolaywsiyla anny (P) = M olur. Buna gére M, R/P iizerinde modiildiir.
R/P Artin oldugundan yari-basittir ve dolayisiyla M bir yari-basit R/P-modiil ve

nihayet bir yari-basit R-modil olur. =
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Teorem 2.17 R, tim sol ilkel faktorleri Artin olan bir halka ve M bir R—modiil olsun.

Buna gore asagqidaki iki ifade birbirine denktir:
(i) M yar—asal Artin R—modildiir.
(i) M sonlu dretecli yari-basit R—modildir.

Kanit. Bir yari—basit modiiliin sifir altmodiilii maksimal altmodiillerinin arakesiti
seklinde yazilabileceginden (ii) = (i) gerektirmesi agiktir. M yari-asal Artin R—modiil

olsun. M’nin altmodiillerinin bir
O=LyCcLiyC...CL,CLy1C... (*)

dizisi, her n > 0 i¢in L, y1/L, faktorleri basit olacak sekilde alinsin. (Boyle bir dizi
Artin modiillerde her zaman inga edilebilir). Her n > 0 i¢in, L,, sonlu uzunluga sahip
bir yari-asal R—modiil olacagindan, Lemma 2.16’dan dolay1, L, yari-basit R-modiil
olur. Her n > 0 i¢in L,41 = L, & K, yazalm. Eger (x) dizisi sonlu bir adimda M ile
sonlanmaz ise bu durumda M, K; & Ky & --- gibi bir sonsuz dik toplam icerir. Bu
durum ise M’'nin Artin olmasi ile geligir. Dolayisiyla uygun bir ¢ > 0 tamsayisi igin

M = L; olmahdir. Boylece M bir sonlu iiretecli yari-basit R—modiil olur. =

Yari—asal sol (veya sag) Artin olan bir halka aldigimizda, bu halkanin tiim ilkel
faktorleri Artin olacagindan, yukaridaki teoremi uygulayarak halka kuraminin iyi bi-
linen sonuglarimdan, ”bir halkanin yari-asal sol (veya sag) Artin olmasi ile yari-basit
olmasi denktir” sonucunu elde edebiliriz (bkz. [9, Sonug 3.17]).

R bir basit halka ise, agiktir ki, sifirdan farkli her R—modiil asal (dolayisiyla yari—
asal) olur. k, karakteristigi sifir olan bir cisim olmak tizere k {izerindeki birinci Weyl
cebiri A;(k), Artin olmayan bir basit halkadir (bkz. [14, Sonug 3.17]). Fakat [27,
Teorem 6.2] ile gosterilmistir ki A;(k), uzunlugu 3 olan bir indecomposable modiile
sahiptir. Bu ise hem Lemma 2.16'nin hem de Teorem 2.17’deki denkligin verilmesinde
R halkast tizerine konulan kosulun kaldirilamaz oldugunu gosterir. Ek olarak, tiim
sol ilkel faktorleri Artin olan halkalarin simifi degigsmeli halkalarin sinifindan ¢ok daha
bityitktiir. Ornegin FBN halkalar: ile PI halkalar1 bu smiftadirlar (bkz. [9, Onerme
8.4] ve [26, 13.3.8]).

Bir onceki paragrafta bir basit halka iizerindeki sifirdan farkli her modiiliin asal

oldugunu sdylemigtik. R bir basit halka ve 0 #£ [ <z Rise (I?: ) ={r € R:rI C I?}
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kiimesi R'nin I’y1 igeren bir ideali olacagindan (12 : I) = R, yani I = I? olmak zorun-
dadir. Bir halkada karesi kendisine esit olan sol (veya sag) ideallere egkare (idempotent)
sol (veya sag) ideal denir. Fisher, [8]’de, biitiin sol idealleri eskare olan halkalara FLI
(fully left idempotent) halka adini vermis ve daha sonra Hansen tarafindan bu hal-
kalarin, her sol 0z ideali asal sol ideallerin arakesiti seklinde yazilabilen halkalar oldugu
gosterilmistir (bkz. [10, Lemma 1]). McCasland ve Smith bu karakterizasyonu bir adim
daha ileri gotiirerek bir halka tizerindeki sifirdan farkli tiim sol modiillerin her 6z alt-
modiiliiniin radikal olmasi ile halkanin FLI olmasinin denk oldugunu kanitlamiglardir
(bkz. [24, Sonug 2.7]). Asagidaki teorem ile FLI halkalarin karakterizasyonunu biraz

daha genisletecegiz:
Teorem 2.18 Bir R halkas: i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(1) R bir FLI halkadur.

(13) Sifirdan farkl her sol R—modil M i¢in, M 'nin her 6z altmodili bir radikal alt-

modultidir.
(131) Sifirdan farkly her sol R—modiil yari—asaldar.
(7v) Her asal R—modiiliin her biiyik genislemesi yine bir asal R—modiildir.

(v) Her basit R—modiiliin her biyik genislemesi bir asal R—modiildiir.

Kamt. (ii) = (ii7) ve (iv) = (v) gerektirmeleri agiktir. Ayrica (i) < (ii) denkligi [24,
Sonug 2.7)’de verilmigtir.

(14i) = (ii) : M sifirdan farkh bir sol R-modiil olsun. Sifir altmodiiliintin M iginde
radikal oldugunu gostermek yeterlidir. Her 0 # m € M igin M’ nin m’yi igermeyen
altmodiillerinin ailesinden bir maksimal eleman segelim ve bu elemana K, diyelim.
(Zorn Lemma sayesinde béyle Ky, ’ler bulmak miimkiindiir). Buna gére (o_,,c s Km =
0 oldugu agiktir. (Rm + K,,,)/K,,, M/K,;,’'nin bir biiytik basit altmodilii olacagindan
M/ K, bir dizgiin R—modiil olur ve boylece Lemma 2.13’den dolay1 K,,, M nin bir
asal altmodilidiir.

(17) = (iv) : L bir asal R—modiil ve E, L’'nin bir biiyiik geniglemesi olsun. E # L
alalim. ann(L) = P olsun. [24, Teorem 2.6]’dan dolay1 L N PE = PL = 0 olur.
Dolayisiyla PE = 0 dir. Lemma 2.7’den dolay1 E bir asal R—modiil olur.
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(v) = (i7) : Yukanida (iii) = (i7) gerektirmesinin kamitinda, M/K,,, Rm+ K,/ K,,
basit modiiliiniin bir biiylik geniglemesi oldugundan K,,, M nin bir asal altmodiilii olur.

2.3 Degismeli Halkalar Uzerinde Yari—asal Altmodiiller

Bu kisim boyunca R, bir degigmeli halkay1 gosterecektir. M bir R—modiil ve Q) < M
olsun. Eger herr € Rvem € M icinrm € Q vem ¢ Q iken r* M C @ olacak sekilde bir
k pozitif tamsayis1 bulunabiliyor ise o zaman (’ya M nin bir asil (primary) altmodiilii
denir. Q < M bir asil altmodiil ise kolayca goriilebilir ki (@ : M) idealinin R i¢indeki
radikali P = \/m bir asal idealdir. Bu durumda @ i¢in P—asil altmodiil ifadesi
kullanilir. Kolayca goriilebilir ki ¢, M’nin bir asil altmodiilii ve (Q : M), R'nin bir
asal ideali ise o zaman (), M nin bir asal altmodiilii olur.

Eger M’nin bir N altmodiilii, M nin asil altmodiillerinin bir kesigimi olarak yazila-
bilir ise bu yaziliglarin herbirine N'nin M i¢indeki bir asil ayrisime denir. Her altmodiil
asil ayrigima sahip olmak zorunda degildir. Asil ayrisima sahip olan altmodiillere
ayrisabilir altmodiiller diyecegiz. Degismeli halka kuraminda bir Noether modiiliin

her 6z altmodiiliiniin ayrisabilir oldugu iyi bilinmektedir.
N < M bir ayrigabilir altmodiil olmak tizere N'nin bir
N=Q1Nn...NQ, (heri=1,... ,nigin Q;, P—asil altmodiil)

as1l ayrigitmim alalim. Eger
(i) her 1 <i,7 < nicin i # j iken P, # P; ve
(i) her 1 <i<mnigih NZQ1N...NQ;i-1NQix1 N...NQ,
kogullar1 saglaniyorsa bu ayrigima N’nin bir normal asil ayrisim: denir. Kolayca

gortilebilir ki bir ayrigabilir altmodiiliin her ayrigimi bir normal ayrigima indirgenebilir.

Lemma 2.19 M bir R-modil ve N, M 'nin bir ayrisabilir yari—asal altmodiliu olsun.
Heri=1,...,ni¢in \/m = P; olmak tizere N = Q1N...NQ,, N nin M i¢indeki
bir normal asil ayrisima olsun. Heri=1,... ,ni¢cin N; = Q1N...NQ;_1NQ;1N...NE,
yazalim. Buna gore asaqidakiler saglanir:

(1) Heri=1,...,n i¢in P,N; C N.

(13) {P1,..., P} kiimesinin bir maksimal elemani P; ise (N : P;) = N;.
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(1ii) Heri=1,...,n i¢in N, N; nin bir P,~-asal altmodilidiir.
() {P,..., P} kimesinin bir minimal elemani P; ise Q;, M 'nin bir P;i—asal alt-

moddludir.

Kamt. (i) r € P, ve m € N; olsun. Buna gore r'M C Q; olacak sekilde bir ¢ pozitif
tamsayis1 vardir. Dolayisiyla rm € N;NQ; = N olur. N yari-asal oldugundan rm € N
elde edilir.

(17) Kabul edelim ki P;, Py, ..., P, idealleri arasinda maksimal olsun. (7) den dolay1
N; C (N : B, dir. Tersine, bir m € M igin P,m C N olsun. PAT’yi kullanarak bir
re P\PLU...UP,_1UP;U...UP, eleman: se¢elim. Bu durumda rm € N; olur.
Her j # ¢ i¢in @;’ler Pj—asil altmodiil olduklarindan m € N; elde edilir. Dolayisiyla
istenen esitlik kanitlanmig olur.

(771) Lemmada verilen asil ayrigimin normalliginden dolayr N # N; dir. (i) den
dolay1 P; C (N : N;) olur. Simdi r € R\P, ve z € N; i¢in rz € N olsun. Bu durumda
re € Q; ve dolayisiyla z € @); olur. Boylece x € N; N Q; = N elde edilir.

(17v) Kabul edelim ki P;, Py,..., P, idealleri arasinda minimal olsun. (Q; : M) = P;
oldugunu gostermek yeterlidir. r» € P; alahm. Buna gore r*M C Q; olacak sekilde bir
t pozitif tamsayisi bulunabilir. Bir s € (PLN...NP_1 N Py N...N P,)\P; elemam
secelim. Bu durumda uygun bir k pozitif tamsayisi icin s*M C N; yazlabilir. Boylece
skrtM C Q; N N; = N ve buradan da N yarr-asal oldugundan srM C N elde edilir.
Ozel olarak srM C Q; olur. Fakar s € R\P; ve );, M’nin bir P—asil altmodiilii
oldugundan rM C @Q;, yani r € (Q; : M) olmak zorundadir. m

Lemma 2.20 /34, Lemma 8.21] I R’nin bir ideali olsun. Eger VI sonlu diretecli ise
(\/T)n C I olacak sekilde bir n pozitif tamsayisy bulunabilir.

M bir Noether R—modiil ve N < M ise R/ann(M) bir Noether halka ve ann(M) C
(N : M) olacagindan, yukaridaki lemmadan dolayn, ( (N:M )>n C (N : M) olacak
sekilde bir n pozitif tamsayis1 bulunabilir.

Asagidaki teorem ile bir degigsmeli halka iizerinde tanimlanan bir Noether modii-
liin yari—asal altmodiillerinin ne zaman radikal olduklari, normal asil ayrigim kavrami

kullanilarak belirlenmektedir:
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Teorem 2.21 M bir Noether R—modiul olsun. Yukaridaki lemmada yapilan kabuller
altinda asagqidaki ifadeler denktir:

(1) N, M ’nin bir radikal altmodiilidir.

(1) Heri=1,...,n i¢in N = N; N K; olacak sekilde M 'nin bir P,—asal altmodiilii
K; vardar.

(1ii) Heri=1,...,n i¢in N;N P,M C N.

Kamt. (i) = (#i) : Lemma 2.8 ve Lemma 2.19’dan dolay1 agiktir.

(17) = (iii) : K, N = N; N K olacak sekilde M'nin bir P,—asal altmodiilii olsun.
Bu durumda P;,M C K olacagindan N; N P,M C N elde edilir.

(t4i) = (13) : Biri = 1,...,ni¢in N;NPM C N olsun. K = {m € M : Jc €
R\P;,, em € N + P,M} kiimesini tanimlayahm. [25, Onerme 1.7]’den K, M'nin bir
P,—asal altmodiiliidir. Agktir ki N C N;NK. Simdi m € N;NK olsun. em € N+ P,M
olacak gekilde ¢ € R\P; vardir. Buna gére uygun bir z € N i¢in cm + z € P,M dir.
Buradan em +x € N; N PM C N C Q; elde edilir. z € N C ); oldugundan cm € Q);
olur. Q;, P—asil altmodiil ve ¢ € R\P; oldugundan m € Q; N N; = N elde edilir.
Dolaywsiyla N = N; N K olur.

(i7) = (i) : n tzerine tiimevarim uygulayacagiz. n = 1 olsun. Lemma 2.19 (iv)’den
dolay1 N, M’nin bir asal altmodiilii ve dolayisiyla radikal altmodiiliidiir. n > 1 ve
iddiamiz n — 1 igin dogru olsun. Genelligi bozmadan P,’i {Pi, ..., P,} kiimesinin bir
maksimal eleman1 olarak kabul edebiliriz. Eger n = 2 ise (i7) kabuliimiiz ile Lemma
2.191 birlikte dustinerek N'nin iki asal altmodiiliin arakesiti olarak yazilabilecegini
gorebiliriz. Dolayisiyla n > 2 segebiliriz. Lemma 2.19 (éi)’den dolayr (N : P,) =
N, =Q1N...NQ,_1 olur. Ayrica Lemma 2.12’den dolay1 N,,, M nin bir yari—asal
altmodiilii olur. (i¢) kogulunun N, = Q1 N ... N @Q,_1 normal asil ayrigim i¢in de
sagladigim gostererek tiimevarim hipotezimizi N, i¢in uygulayacagiz. Buna gore her
j=1,...,n—=1ligcin N, =Q1N...NQ;-1NQj+1N...NQ,_1 N K; olacak sekilde M nin
K; gibi bir Pj-asal altmodiilii bulunabilecegini gosterecegiz. j = n — 1 segebiliriz.
Kabuliimiizden dolay1 N = N,,_; N K olacak sekilde M nin bir P,_;—asal altmodiilii K
vardir. m € N, olsun. Bu durumda P,m C N olur. P,’nin maksimalliginden dolay1
P, g P,U...UP, ; dir. Dolayisiylam € Q1N ...NQ,_o N K yazilabilir. Buna gore
N, CQiN...NQp_2NK olur. Tersine, m € Q1 N...NQ,—»N K alalim. M Noether

R-modiil oldugundan uygun bir k pozitif tamsayisi i¢cin P*M C @, dir (Lemma 2.20).
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Buna gore P,’fm C N,.1N K = N olur. N yari—asal oldugundan P,m C N, yani
m € (N : P,) = N, dir. Dolaysiyla N,, = Q1N ...NQ,_2 N K elde edilir. Tiimevarim
hipotezimizden dolay1 N,,, M’nin bir radikal altmodiilii olur. Ote yandan (i) kabulii
geregince N = N, N K’ olacak gekilde M’'nin K’ gibi bir P,—asal altmodiilii vardir.

Dolayisiyla N, M’nin bir radikal altmodiilii olur. m

Lemma 2.22 [31, §2, Lemma 10] M bir Noether R—-modiil ve N < M olsun. Eger

M/N bir dizgin R—modiil ise o zaman N, M ’nin bir asil altmodilidiir.

Lemma 2.23 [37, Lemma 1.5] M sonlu dizgin boyuta sahip bir R-modil olsun.
M ‘"nin diizgiin altmodiillerinin bir bagimsiz {Uy, ..., U,} kimesi icin Uy®- - -@U, <. M
olsun. Heriv=1,...,niwcin K;, UninUy, & ---®U;_1 ®U;j11 & --- B U, toplamin

iceren. M i¢indeki bir komplementi ise asagidakiler saglanar:
(1) Heri=1,...,ni¢in M/K; bir diizgiin R—modiildiir,
(7)) 0=KynN...NK, ve

(i) 0 A K1N..NK, 1NK;y1N...NK,.

Hatirlarsak, degismeli bir halka iizerindeki bir Noether modiiliin, farkl sifirlayan-
lara sahip sonlu adet asal modiiliin dik toplami seklinde yazilabilen bir biiyiik altmo-
diiliinii bulmak mimkiindii. Agagidaki teorem, Teorem 2.9’dan farkl olarak, degismeli
bir halka iizerindeki bir Noether modiilde, sifir altmodiiliiniin radikal olup olmadigin
anlamak i¢in yalnizca sonlu adet asal modiilii kontrol etmenin yeterli olacagini goster-

mektedir.

Teorem 2.24 M bir Noether R—modil ve M i¢indeki farkl sifirlayanlara sahip bagimsiz
asal modiillerin bir {Ly, ..., L,} ailesi i¢in Ly ® -+ & L, <, M olsun. Her 1 <i<mn
icin ann(L;) = P; yazalim. Buna gore asagidakiler denktir:

(1) Sufur altmodiilic M ‘nin bir radikal altmodilidir.

(16) Her i = 1,...,n i¢in L; N K; = 0 olacak sekilde M 'nin bir Pi—asal altmodili
K; vardar.

(1ii) Heri=1,...,n i¢in L; N P,M = 0.
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Kanit. (i) = (i1) = (iii) gerektirmeleri Teorem 2.9’'un kanitinda oldugu gibi ve-
rilebilir.

(i1i) = (i) : Oncelikle M'nin bir yari-asal R-modiil olacagm gorelim. Kabul
edelim ki r € R ve m € M i¢in r?m = 0 fakat rm # 0 olsun. Buna gore 0 # srm €
Ly ®--- @ L, olacak sekilde bir s € R vardir. srm = [;, + --- + [;, olacak sekilde
1 ve n arasinda birbirinden farkl 4y, ...,4; tamsayilarn ve 0 # [;, € L;; (1 < j < k)

elemanlar1 bulunabilir. 0 = sr?

m = rl;, +---+rl; olacagindan, her 1 < 57 < k i¢in
rl;; = 0 ve boylece r € F;; N...NF;, elde edilir. Dikkat edilirse L = (L;, © -+ @ Ly, ) N
(PyN...NP,)M = 0 dir. Bunu gostermek igin & lizerine tiimevarim uygulayalim.
k = 1 icin kabuliimiizden dolay1 gosterecek birsey yoktur. & > 1 ve iddia £ — 1 icin

dogru olsun. Bu durumda

1k

) M

olur. Bu durumda L’yi hem L; 'in hem de L; min icine gomebiliriz. Fakat L # 0

oldugunda P;, = P, elde edilir. Bu ise kabuliimiizle celisir. Dolayisiyla L = 0 dur.
Fakat srm € L = 0 olacagindan bir celigki daha elde ederiz. Boylece M bir yari-asal
R-modiil olur. Her 1 < i < n i¢in L;, bir Noether R—modiil oldugundan sonlu diizgiin
boyuta sahiptir ve dolaywsiyla Uy @ -+ @ Uy, <. L; (1 < i < n) olacak sekilde U;;
diizglin altmodiilleri vardir. Buna gore

@ Uj <e M

1<i<n
1<j<s;

olur. Ayrica dikkat edilirse her 1 <i <nvel < j <s; i¢in ann(U;;) = P; dir. K,g,

Uqap'nin

D vy

1<i#a<n
1<j#8<s;

toplamini igeren M igindeki bir komplementi olsun. Lemma 2.22 ve Lemma 2.23 (7)’den
dolay1 K;;’ler M nin asil altmodiilleridir. r € P; ve 0 # m € U;; alalm. rm = 0 € K,
ve m ¢ K;; oldugundan r € \/(K;; : M) olur. Tersine, r € \/(K; : M) almirsa uygun
bir ¢ pozitif tamsayisi i¢in M C K;; ve boylece r'Uy;; C Uy N K;; = 0 olacagindan
r € P; elde edilir. Dolayisiyla K;;'ler M'nin P;-asil altmodilleridir. Her 1 <7 < n
icin Q; = K3 N ... N Ky, olsun. Bu durumda @);’ler M'nin P;—asil altmodiilleridir ve

Lemma 2.23 (i7) ve (i4i)’den dolay1 0 = Q1 N ... N @, sifir altmodiilii igin bir normal
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asil ayrisgim olur. Simdi

x e @ Uij

1<i<n
1<5<s;

olsun. Buna gére z =} _,., D <<, i olacak sekilde u;; € Uj; elemanlar vardur.
Eger bir 1 <t < nigin z € @ ise 0 zaman wu + - -+ + us, = 0 olur. Dolayisiyla her
1 <7< nigin
QiN...NQi1NQix1N...NQLN( @ Uj) CUn @ -~ @ Uy,

1<i<n

155<s:
yazilabilir. Ayrica

Un®---@Us)NPBM=0

oldugundan @1 N ... N Q1 N PM NQ;x1 N...NQ, = 0 elde edilir. Boylece, Teo-
rem 2.21’den dolay1 ((iii) = (i) gerektirmesinden), sifir altmodiilii M nin bir radikal

altmoduli olur. m

Onerme 2.25 M bir R-modil ve N < M olsun. Pi,...,P,, R'nin ikiser ikiser (kap-
sama bagintisina gore) karsilagtirlamaz asal idealleri olmak tizere PyN...N P, C (N :

M) ise o zaman
L={meM:3ce R\(PLU...UP,), ecme N}

kiimesi ya M ’dir ya da M 'nin N "yi iceren bir radikal altmodulidir. Eger, ek olarak,
M sonlu trete¢li ve (N : M) =P,N...N P, ise L# M ve (L:M)=PN...0P°,

olur.

Kamt. S = R\ (P U...UP,) olsun. Buna gore S, R’nin bir ¢arpimsal kapali alt-
kiimesidir. PfN...NP¢ C (N : M)¢ C (N¢ :g-1x S'M) oldugundan N¢ £ S~1M ise
STIM/N¢ bir yari-basit S~'R-modiil olur ki bu da S™*N’nin S~'M’nin bir radikal
altmodiilii olacag1 anlamina gelir. Asal altmodiillerin burulmalarinin yine asal olmasi
ve burulma igleminin kesigimi korumasindan dolayi, bu durumda, L = N, M nin bir
radikal altmodiili olur.

Simdi M bir sonlu iirete¢li R—modiil ve (N : M) = P N...N P, olsun. M C L
olsun. Buna gore crM C N olacak sekilde bir ¢ € R\ (P,U...UP,) vardir. Bu
durumda c¢r € P, N ...N P, ve dolayisiyla r € P, N ... N P, elde edilir. Boylece
(L: M) C P N...N P, bulunur. Ters kapsam agik oldugundan kamt tamamlanmig

olur. m
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Lemma 2.26 /17, Onerme 8] M bir sonlu idiretecli R—modil ve I, R’nin bir radikal

ideali olsun. Buna gére (IM : M) = I ancak ve ancak anng(M) C I.

Sonug 2.27 M bir R—modul ve N < M olsun. R’nin ikiser ikiser karsilastirilamaz
Py, ..., P, asal idealleri i¢in (N : M) C PN ...N P, ise 0 zaman

L={meM:3ce R\(PLU...UP,), eme N+ (PLN...NP,) M}

kumesi ya M ’dir ya da M ‘nin bir radikal altmodilidur. FEger, ek olarak, M sonlu

tretegli ise L # M ve (L: M) =P, N...N P, olur.

Kanit. Birinci kisim i¢in Onerme 2.25'i N yerine N + (P, N...N P,) M altmodiilii
icin uygularsak istenileni elde edebiliriz. Ek olarak M sonlu iiretecli ise Lemma 2.26’y1
M yerine M/N igin uygularsak (N+ (P N...NP,) M : M) = P N...N P, elde edilir.
Buna gore Onerme 2.25'i tekrar N + (PLN...NP,) M altmodiilii i¢in uygulayarak

kanit1 tamamlayabiliriz. m

{P,}, R'nin asal ideallerinin bir ailesi ve I =[P, olsun. Dikkat edilirse I, R'nin
bir radikal idealidir. a,b € R igin eger ab € [ ise ya a € I ya da b € |J P, olacag

aciktir. Simdi bu gozlemi temel alarak bir tanim verecegiz:

Tamim 2.28 M bir R—modil ve N, M 'nin bir yari—asal altmodiili olsun. {P,}, (N :
M) idealinin R i¢indeki biitin minimal asal ideallerinin ailesi olsun. Eger her r € R
vem € M i¢in rm € N olmasir € |J P, ya da m € N olmasin gerektiriyor ise N 'ye

M 'nin bir gucli yari—asal altmodiili denir.

Ornek 2.29 Byq,...,B,, M’nin asal altmodulleri olsun. Kabul edelim ki her i1 =
L,...,nid¢in (B; : M) = P, ve Py,..., P, ikiser ikiser karsilastirilamaz asal idealler

olsun. Bu durumda By N ... N B,, M nin bir gicli yari—asal altmoduludir.

Ornek 2.30 Genel olarak her yari-asal altmodil giclii olmak zorunda degildir. Ornegin,
M bir R—modil ve N, M ’nin (N : M) ideali asal olacak sekilde asal olmayan bir yari—
asal altmoduli ise o zaman N, M nin gicli yari—asal altmodili olamaz. Daha somut
bir drnek i¢in (R, 9N) bir yerel tamlik bélgesi ve a,b € M\{0} olmak tizere M = R® R
ve N ={(z,y) € M : b =ya} alalim. N < M 'nin bir 0—asal altmodiil oldugu kolayca
gosterilebilir. n € Z*, r € R\{0} ve (z,y) € M igin r"(xz,y) € MN olsun. Eger
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r € R\M ise o zaman (z,y) € MN olur. r € M olsun. MN C N ve N bir 0-asal
altmodiil oldugundan, (z,y) € N elde edilir. Dolayswyla r(x,y) € MN olur. Buna
gore IMN, M ’nin bir yari—asal altmodiilidir. 0 # (a,b) € N oldugundan, Nakayama
Lemma geregince MN # N dir. Bu taktirde (x,y) € N\IMN elemans bulunabilir.
Boylece M(z,y) € MN fakat MM ¢ IMMN olur. Yani MN asal degildir. Fakat
(OMN : M) =0 bir asal idealdir.

Ayrica a € IM\IM? ve b € M\ Ra segilirse (R bir D.V.R. (discrete valuation ring)
degilse bu sekilde elemanlar segilebilir) o zaman 9NN, M 'nin radikal olmayan bir yari—
asal altmodili olur. Bunu gormek igin IMN “yi M ‘nin bir radikal altmodili kabul ede-
lim. Bu durumda M /9NN ‘nin sifir altmodiili radikaldir. 9 = (OMMN : N) olacagindan
IMN, N’nin bir asal altmodili olur. Dolayisiyla N/IMN, M/IMN tarafindan igerilen
bir asal R-modildir. Lemma 2.8 geregince (K/MMN) N (N/MN) = Opyomn olacak
sekilde M /9N ‘nin K/IMN gibi bir asal altmodili vardir. Kolayca gorilebilir ki K,
M 'nin bir M-asal altmodilidir. Buna gore MN CIMM NN C KN N =IMN, yam
MM NN = IMN olur. Fokat (a,b) € (MM N N)\MN olacagindan bu durum bir
celiskidir.

Teorem 2.31 M bir R—modiil ve N, M 'nin bir gucli yari—asal altmodiili olsun. Eger
(N : M) idealinin R i¢inde yalnizca sonlu adet minimal asal ideali varsa o zaman N,

M i¢inde radikaldir.

Kanit. P,...,P,, (N : M)nin R i¢indeki minimal asal idealleri olsun. O zaman
(N : M) = Ppn...N P, yazlabilir. Tammdan dolaygt N = {m € M : 3¢ €
R\ (P U...UP,), em € N} yazabiliriz. Onerme 2.25’den dolay1 N, M nin bir radikal
altmodiilii olur. m

R halkas: yari—asal idealleri lizerinde artan zincir kogulunu saglar ise o zaman R’nin
her 6z ideali sonlu adet minimal asal ideale sahiptir (bkz. [12, Teorem 88]). Ote yandan
kolayca goriilebilir ki, R yari—asal idealleri lizerinde azalan zincir kogulunu saglarsa yine

her 6z ideali sonlu adet minimal asal ideale sahip olur.

Lemma 2.32 M bir R—modil, N, M 'nin bir yari—asal altmodiili ve P, (N : M) nin R
wcindeki bir minimal asal ideali olsun. Eger ya M Noether ya da R yari—asal idealler:

tuzerinde azalan zincir kosulunu saglar ise o zaman

K={meM:3ce R\P, cnme N}
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kumesi M nin N ’yi iceren bir P—asal altmodilidir.

Kanit. Bu kabuller altinda (N : M)’nin sonlu adet minimal asal ideali vardir. Py, ..., P,,
(N : M)'nin tiim minimal asal idealleri olmak tizere (N : M) = P, N...N P, yazalhm.
P, = P alabiliriz. PM C K oldugunu gosterelim. Eger n = 1 ise bu durumda
gosterecek birgey yoktur. nm > 1 olsun. Bir ¢ € (P, N ... N P,)\P elemani segelim.
cP C (N : M) olacagimndan ¢cPM C N elde edilir. K’'min tanimindan dolayr PM C K
olur. M Noether ise M /N sonlu iireteclidir. Ayrica her m € M\N igin (N : m), R'nin
bir yari—asal ideali olur. Dolayisiyla M Noether veya R yari—asal idealleri iizerinde aza-
lan zincir kogulunu saglar ise, her iki durumda da, (N : M) = (N : Rmy + - -- + Rmy,)
olacak gekilde my,...,my € M elemanlar1 bulunabilir. Kabul edelim ki K = M olsun.
Buna gore her i = 1,...,k i¢in em; € N olacak sekilde bir ¢ € R\ P bulunabilir. Fakat
bu durumda ¢ € (N : M) C P elde edilir ki bu da bir ¢eligkidir. Dolaysiyla K # M

dir. Bundan sonra K'nin asal oldugunu gérmek ¢ok kolaydir. m

Sonug 2.33 M bir R—modul olsun. Kabul edelim ki asagidakilerden biri saglansin:

(1) R bir Noether halkadar.

(1) M bir Noether R—moduldiir.

(i7i) R, yari—asal idealleri tizerinde azalan zincir kosulunu saglar.

Buna gore M 'nin her glicli yari—asal altmodili bir radikal altmodilidir. Ayrica
M Noether ve N, M 'nin bir gigli yari—asal altmodili ise Py, ..., Py, (N : M) nin tim
minimal asal idealleri ve her i = 1,... . n i¢in K; = {m € M : 3c € R\P;, cm € N}
olmak tzere N = K;N...NK, dir.

Kanit. (i), (i7) ya da (ii) kogullarindan herhangi biri saglandigi taktirde R'nin her
yari—asal ideali sonlu adet asal idealin arakesiti seklinde yazilabilir. Buna gore Teorem
2.31’den dolay1 yukaridaki sonucun ilk kismi elde edilir.

Simdi M Noether olsun. Lemma 2.32’den dolay1 her ¢+ = 1,...,n i¢in K;, M nin
N’yi igeren bir P;—asal altmodiliidir. Boylece N C K; N ...N K, olur. M Noether
oldugundan, [25, Sonug 4.3] geregince, N = BiN...N By, N'nin bir normal asal ayrigim
olacak sekilde M'nin By,..., B, asal altmodiilleri vardir. PoN...N P, = (N : M) =
(By: M)N...Nn(B;: M) oldugundan n <[ ve uygun bir yeniden indisleme sayesinde
heri=1,...,nigin (B; : M) = P; elde edilir. Bu durumda K; C B; (1 < i < n) olacag
aciktir. Kabul edelim ki n <[ olsun. Buna gore, N =K, N...NK,NB, .1 N...NB;
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ve, normal asal ayrigimlardaki terimlerin sayisiin degismezliginden, K3 N ... N K, ¢
Bhi1N...N By elde edilir. Ayrica (B : M)N...N (B, : M) ¢ PLU...UP,
oldugu agiktir (PAT). Simdi r € (B : M)N...N (B : M)\ (PLU...UP,) vem €
(Kin...NK,)\(Bri1N...NBy) elemanlarmi segelim. Buna gére rm € N olur. Fakat N
gliclii yari—asal oldugundan bu durum miimkiin degildir. Dolayisiyla n = [ ve boylece

N=K/ n...NK, elde edilir. =

Lemma 2.34 [3, I1.2.6. Onerme 12] I, R’nin bir ideali ve P, I’'mn R icindeki bir
minimal asal ideali olsun. p € P ise cp™ € I olacak sekilde bir pozitif n tamsayisi ile

bir ¢ € R\ P vardor.

Lemma 2.35 M bir R—modil ve N < M olsun. P, R'nin (N : M) € P olacak sekilde
bir asal ideali olsun. Eger K, N ’nin bir P—asal altmodili ise o zaman K' NN = K

olacak sekilde M 'nin bir P—asal altmodilii K' bulunabilir.

Kanit. Once N N PM C K oldugunu gosterecegiz. © € N N PM olsun. Kabul
geregince r € (N : M)\ P secebiliriz. Buna gore rz € PrM C PN C K olur. Fakat
r ¢ P,z € N ve K, N'nin bir P-asal altmodiilii oldugundan = € K olmak zorundadir.
Dolaysiyla N/K N P(M/K) = Op/k elde edilir. N/K sifirlayan P olan bir asal R-
modiil oldugundan Lemma 2.7'den dolay1 N/K N K'/K = 0 olacak sekilde M /K’ 'nn
bir P—asal altmodiilii K’/K vardir. Dolayisiyla N N K’ = K ve K’, M’nin bir P—asal

altmodiilidir. m

M bir R-—modiil ve N < M olsun. rady(N) = M veya rady (N), M nin bir yari—
asal altmodiilii olacagindan \/WM C rady(N) yazlabilir. Eger, ek olarak, M
sonlu tiretegli olursa P O (N : M) olacak sekildeki R'nin her P asal ideali i¢in {m €
M :3c € R\P, em € N + PM} kiimesi M’nin N’yi igeren bir P-asal altmodiiliidiir

(125, Lemma 1.6 ve Onerme 1.7]). Buna gére agagidaki lemma kolayca elde edilebilir.

Lemma 2.36 M bir sonlu trete¢li R—modiil ve N < M olsun. Bu durumda /(N : M)
= (rady/(N) : M) dir.

M bir sonlu tiretecli R—modiil ve N, M’'nin bir yari-asal altmodiilii olmak tizere
m € rady(N) ise yukaridaki lemmanin da yardimiyla (N : M) C (N + Rm : M) C
(rady(N) : M) = /(N : M) = (N : M) oldugunu yani her m € rady(N) igin
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(N + Rm: M) = (N: M) oldugunu goriiriiz. Asagidaki teorem aynm durumun sonlu

tiretecli olmayan modiiller i¢in de gegerli olacagini soylemektedir:

Teorem 2.37 M bir R-modil ve N, M 'nin bir yari—asal altmodiili olsun. Buna gore

her m € rady (N) i¢in (N + Rm : M) = (N : M) dir.

Kanit. m € rady(N) olsun. m € N ise durum agiktir. Dolayisiyla m ¢ N olsun.
Buna gore (N : m), R'nin bir yari-asal idealidir. Kabul edelim ki (N : m) idealinin
R i¢indeki bir P minimal asal ideali i¢gin (N + Rm : M) ¢ P olsun. K = {z €
N+ Rm : 3¢ € R\P, cx € N + Pm} kiimesini diigiinelim. Bu kiimenin M nin bir
altmodiili oldugunu gormek zor degildir. m € K oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim
ki m ¢ K olsun. Bu durumda K # N + Rm ve buradan da kolayca goriilebilir ki K,
N + Rm/nin bir P-asal altmodiilii olur. (N + Rm : M) ¢ P oldugundan Lemma 2.35
geregince K'N (N + Rm) = K olacak gekilde M 'nin bir K asal altmodiilii vardir. Fakat
m € rady(N) C K’ olacagindan bu durum bir ¢eligkidir. Dolayisiyla m € K, yani
cm = n+pm olacak sekilde ¢ € R\ P ve p € P elemanlar1 bulunabilir. P, (N : m)’nin bir
minimal asal ideali oldugundan, Lemma 2.34 geregince uygun bir d € R\ P ve k pozitif
tamsayisi icin dp¥m € N olur. N yari-asal oldugundan dpm € N elde edilir. Buna gore
(dc)m = dn+dpm € N ve boylece dc € (N : m) C P olur. Bu durum ise bir geligkidir.
Dolayisiyla (N+ Rm : M), (N : m)’nin biitiin minimal asal idealleri tarafindan igerilir.
(N :m), R'nin bir yari-asal ideali oldugundan (N + Rm : M) C (N : m) yazlabilir.
Simdi kabul edelim ki r € (N + Rm : M), yani rM C N + Rm olsun. Yukarida
gosterilenden dolayr rm € N olur. Buna gore r2M C rN + Rrm C N. N yari-asal
oldugundan rM C N dir. Boylece (N + Rm : M) = (N : M) elde edilir. =

Sonug 2.38 M bir R-modil ve N, M nin bir yari—asal altmodilii olsun. FEger her
N <L<Migin (N:M)Z (L:M)ise o zaman N, M 'nin bir radikal altmodiilidir.

2.4 S.p.a.r. Ozelligi

Bu kisimda ele alinan halkalar aksi belirtilmedikce degismeli olmak zorunda olmayan
birimli halkalardir. Asagidaki kullanigh teorem sayesinde denilebilir ki bir sol Noether
halkanin s.p.a.r. ozelligine sahip oldugunu gorebilmek i¢in yalnizca tizerindeki sonlu

iiretecli yari—asal modiillerin sifir radikale sahip oldugunu gérmek yeterlidir.
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Teorem 2.39 R bir halka ve M, bir R—modul olsun. Kabul edelim ki M, asal mo-
dullerin dik toplama seklinde yazilabilen bir buyuk altmodile sahip olsun. Bu taktirde
sifur altmodilinin M icinde radikal olmasi ile M ‘nin sifirdan farkly tim sonlu tretecgls

altmodulleri i¢inde radikal olmasi denktir.

Kamit. Sifir altmodiiliit M iginde radikal ise o zaman M nin tiim sifirdan farkl altmo-
diilleri icinde de radikal olacagi agiktir. Kabul edelim ki sifir altmodilii M nin tim
sonlu tretecli altmodiilleri i¢inde radikal olsun. L, M icinde bir asal R-modiil ve
ann(L) = P olsun. L C PM olsun. L # 0 oldugundan 0 # [ € L segebiliriz.
Buna gore Rl de sifirlayan1 P olan bir asal R—modiil olur. Ayirca Rl C PN olacak
sekilde M'nin bir sonlu iiretecli N altmodiili bulunabilir. Fakat sifir altmodiilii NV
icinde radikal olacagindan, Lemma 2.8’den dolay1 RIN PN = 0 olmak zorundadir. Bu
durum ise bir celigkidir. Dolayisiyla L gz PM olur ve Teorem 2.9’u kullanarak kaniti

tamamlayabiliriz. m

Asgagidaki teorem, [20, Teorem 4.5]'de verilen (i) < (iv) denkliginin degismeli ol-

mayan halkalar i¢in bir genellemesidir.

Sonug 2.40 R, yari—asal (sol) idealleri tizerinde artan zincir kosulunu saglayan bir
halka olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(i) R s.p.a.r. dzelligine sahiptir.

(77) R dzerindeki her sonlu tretegli modil s.p.a.r. ozelligine sahiptir.

(1ii) Her sonlu retecli serbest (free) R—modil s.p.a.r. ézelligine sahiptir.

Kamt. (i) = (di7) : Agktir.

(73i) = (4i) : Her sonlu iiretecli R—modiil bir sonlu iiretecli serbest modiiliin homo-
morf gortintiisii oldugundan agiktir.

(i4) = (i) : M bir yari-asal R—modiil olsun. M nin sifirdan farkh her N altmodiilii
i¢cin ann(N), R'nin bir yari—asal ideali oldugundan {ann(N) : 0 # N < M} kiimesinin
bir maksimal eleman vardir. Bu elemana ann(Ny) diyelim. Buna gore Ny bir asal
R-modiildiir. Dolayisiyla M nin sifirdan farkli her altmodiilii en az bir asal R—modiil
igerir. Boylece M nin asal modiillerin dik toplami geklinde yazilan bir biiyiik altmodiilii

vardir. Buna gore istenilen, Teorem 2.39’dan kolayca elde edilir. =
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R bir halka ve M bir R-modil olsun. Eger M’'nin her komplement altmodiili
M’nin bir dik toplanani ise (veya denk olarak M’nin her altmodiilii, M nin bir dik

toplanani tarafindan biiyiik olarak igeriliyor ise) M’ye bir CS modiil denir.

Sonucg 2.41 R, uzerindeki her sonlu uretecli modulin CS oldugu bir halka olsun. Buna

gore R s.p.a.r. ozelligine sahiptir.

Kanit. M bir yari—asal R—modiil olsun. [15, Sonug 6.45]’den dolay1 her sonlu tiretecli
R-modiil diizgiin modiillerin bir sonlu dik toplami geklinde yazilabilir. Buna gore
sifirdan farkli her modiil bir diizgiin modiil igerir. Dolayisiyla M diizgiin (ve Lemma
2.13’den dolay1 da asal) modiillerin dik toplami geklinde yazilan bir biiytik altmodiile
sahiptir. N, M’nin sifirdan farkli sonlu iiretecli bir altmodiilii olsun. [15, Sonug 6.45]
ve Lemma 2.13’den, N = Ly & --- & L, olacak sekilde M iginde L4,..., L, asal R—
modiilleri vardir. Agiktir ki heri =1,...,n i¢gin @ ki L;, N'nin bir asal altmodiilidiir.

ﬁ (EBL]) =0

i=1 \ j#i
oldugundan, sifir altmodiili /V i¢inde radikaldir. Teorem 2.39’dan dolay1 sifir altmodiili

M iginde de radikal olur. Boylece istenilen elde edilir. m

Bir R halkasi igin, eger R'nin tiim sol (veya sag) idealleri bir tek eleman tarafindan
tiretilebiliyor ise — yani R'nin her sol (veya sag) ideali temel ideal ise — 0 zaman R’ye

bir temel sol (veya sag) ideal halkas1 ad1 verilir.

Teorem 2.42 R bir temel sag ideal halkast olsun. Buna gore R s.p.a.r. ozelligine

sahiptir.

Kanit. M bir yari-asal R—modiil olsun. Kabuliimiizden dolay1 R, idealleri tizerinde
artan zincir kogulunu saglayacagindan, M, asal modiillerin dik toplami seklinde yazila-
bilen bir biiytlik altmodiile sahiptir. Simdi L, M tarafindan igerilen bir asal R—modiil
olsun. Kabul edelim ki ann(L) = P ve L C PM olsun. Buna gore P = pR olacak
sekilde bir p € P vardir. 0 # [ € L alalhm. Bu durumda uygun bir m € M i¢in [ = pm
yazabiliriz. Fakat pRpm = pRIl = 0 olacagindan pm = 0 olur. Bu celigskiden dolay1
L ¢ PM elde edilir. Boylece Teorem 2.9’dan dolay1 sifir altmodiilit M iginde radikal

olur. m
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Teorem 2.43 R bir yari—asil halka ve M bir R—modul olsun. Eger M yari—asal ise

yari—basittir. Dolayisiyla her yari—asil halka s.p.a.r. ozelligine sahiptir.

Kamt. J = Jac(R) olsun. M yari-asal olsun. J" = 0 olacak sekilde bir n pozitif
tamsayisi bulunabileceginden J"M = 0 ve buradan da JM = 0 elde edilir. Buna gore
M bir yari-basit R/J-modildiir. Dolayisiyla M bir yari-basit R—modiil olur. Béylece
sifir altmodiilii M icinde radikaldir. Dolayisiyla her yari-asil halka s.p.a.r. ozelligine

sahiptir. m

Daha once Teorem 2.17 ile, tiim sol ilkel faktorleri Artin olan bir halka tizerindeki
tiim Artin yari—asal modiillerin yari—basit olacagini sdylemistik. Buna gore, tiim sol
ilkel faktorleri Artin olan halkalar tizerindeki Artin modiiller s.p.a.r. Ozelligine sahip
modiillerdir. Fakat herhangi bir halka iizerindeki Artin modiillerin s.p.a.r. ozelligine
sahip modiiller olup olmadiklar:1 heniiz bilinmemektedir. Yukarida belirtilen tiirdeki
halkalar tizerindeki s.p.a.r. 6zelligini saglayan modiillerin sinifin1 Artin modiillerin her-
hangi ¢okluktaki dik toplamlarin1 da icine alacak sekilde genigletmek miimkiindiir.
Bu modiillerin smifi yerel Artin modiillerin siifidir. Eger bir modiiliin her sonlu
tiretecli altmodiilii Artin ise o zaman bu modiile yerel Artin modil denir. Yerel Artin

modiillerin dik toplamlari, altmodiilleri ve homomorf gortintiileri yine yerel Artindir.

Teorem 2.44 R, tim sol ilkel faktorleri Artin olan bir halka olsun. Bu durumda her

yerel Artin R—modiil s.p.a.r. ozelligine sahiptir.

Kanit. M bir yerel Artin R—modiil olsun. Genelligi bozmadan M’yi yari—asal kabul
edebiliriz. soc(M) <. M oldugu agiktir. Dolayisiyla M, asal modiillerin dik toplam
seklinde yazilan bir biiytik altmodiile sahiptir. M’nin sonlu tiretecli altmodiilleri Artin
oldugundan bu altmodiiller s.p.a.r. o6zelligine sahiptirler. Dolayisiyla sifir altmo-
diilii, M’nin tiim sonlu iiretecli altmodiilleri i¢cinde radikaldir. Buna gore Teorem 2.39

geregince sifir altmodiilii M ic¢inde de radikal olur. m

M bir modiil olsun. Eger M 'nin her sifirdan farkli homomorf goriintiisii sifirdan
farkl socle’a sahip ise, yani M nin her N 6z altmodiilii igin N C L ve L/N basit olacak
sekilde bir L < M bulunabiliyor ise, o zaman M’ye bir yari—Artin modil adi verilir.
Yari—Artin modiillerin dik toplamlari, alt modiilleri ve homomorfik gortintiileri yine

yari—Artindir.
41



Bir R halkasi tizerindeki bir M modiilii i¢in eger her » € R ve m € M i¢in RrRm,
M’nin bir sonlu tretecli altmodili ise M’ye bir zayif Noether R-modil diyecegiz
(bkz. [25]). Degismeli halkalar ile sol Noether halkalar iizerindeki her sol modiil zay:f
Noetherdir. Ayrica zayif Noether modiillerin altmodiilleri ile homomorfik goriintiileri
yine zayif Noether olur.

Asgagidaki teorem bazi kosullar altinda yari—Artin modiillerin s.p.a.r. 0Ozelligine
sahip olduklarini soylemektedir. Dikkat edilirse bu kogullardan halka ile ilgili olan1 FBN

halkalar1 ile PI halkalar: ve daha da 0zel olarak tiim degismeli halkalar i¢in saglanir.

Teorem 2.45 R, birbirinden farkly herhangi iki sol ilkel ideali karsilastirilamaz olan
bir halka ve M bir zayif Noether R—modiil olsun. Buna gore M yari—Artin ise s.p.a.r.

ozelligine sahiptir.

Kanit. M’yi yari-asal kabul edebiliriz. M yari-Artin oldugundan soc(M) <. M
olur. Dolayisiyla M, asal modiillerin dik toplami geklinde yazilan bir biiyiik altmodiile
sahiptir. Buna gore sifir altmodiiliintin M’de radikal oldugunu gérmek icin, Teorem 2.9
geregince, verilen bir N < M asal R—modiilii icin N € ann(N)M oldugunu géstermek
yeterlidir. Fakat incelememizi asal modiillerden basit modiillere indirgeyebiliriz. Yani
verilen bir S < M basit R-modiilii i¢in S ¢ ann(S)M oldugunu gostermek yeterli
olacaktir. Clinkii M icindeki her asal R—modiil sifirlayani ayni olan bir basit R—modiil
igerir.

Simdi S < M bir basit R—modiil ve ann(S) = P olsun. Kabul edelim ki S C PM
olsun. Oncelikle her p € P ve her sonlu tiretecli U < M icin IpU = 0 olacak sekilde
P tarafindan igerilmeyen (p ve U’nun se¢imine baglh) bir I < R ideali bulunabilecegini
gosterecegiz. Aksini kabul edelim. M yari-Artin oldugundan asgagidaki iki ozelligi

saglayacak gekilde M 'nin altmodiilllerinin bir
OZM()CMlc...CMaCMaJrlC...CM)\:M

dizisi bulunabilir:
(1) Her a < A igin M,41/M,, bir basit R—modiildiir.
(2) Eger 8 < A bir limit ordinal ise Mg = Jy_3 M-
A iyi sirali oldugundan asagidaki ozelligi saglayan en kiigiik « ordinalini segebiliriz:
” P tarafindan icerilmeyen her [ ideali i¢in IpU # 0 olacak sekilde bir p € P ve

sonlu tretecli bir U < M, bulunabilir.”
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Dikkat edilirse en koti ihtimalle v = A dir. U sonlu iiretecli oldugundan v bir
limit ordinal olamaz. Bu yiizden v = 4/ + 1 yazabiliriz. Lemma 2.16'nin kanitinda
oldugu gibi P tarafindan icerilmeyen uygun bir /; ideali i¢in I1pU C M., elde edilir.
U = Ruj + -+ + Ru, olsun. ¢ € R\P olmak tizere Iy = RcR almakta sakinca yoktur.
M zayif Noether oldugundan her ¢ = 1,...,¢ icin RpRu; sonlu iireteclidir. RpRu; =
2?;1 Ruyj, vi; € M (1 <i<t, 1<j<t) yazalim. Bu taktirde

t t;

t
LipU €Y ReRpRu; €Y > ReRvy =V C M,
=1

i=1 j=1
elde edilir. Dikkat edilirse RcRv;; altmodiilleri sonlu tiretegli olduklarindan V' de sonlu
tireteclidir. 4'nin minimalliginden dolay1 I,pV = 0 olacak gekilde P tarafindan igeril-
meyen bir I ideali bulunabilir. Béylece IoplipU = 0 elde edilir. Fakat bu durumda
Lemma 2.16'nin kamitinda da oldugu gibi I1IopU = 0 bulunur ki bu da, I;1 I, ¢ P
olacagindan dolay1, bir ¢eligkidir.

S C PM ve S basit oldugundan S C Rpym; + --- + Rppmy ve her ¢ = 1,... k
icin p;m; # 0 olacak sekilde p; € P ve m; € M (1 < i < k) elemanlar1 vardir. £’y
bu gekildeki en kiigiik pozitif tamsay1 olarak segelim. Yukarida gosterilenlerden dolay1
Ipym; = 0 olacak gekilde P tarafindan icerilmeyen R’nin bir [ ideali bulunabilir. Buna

gore 1S # 0 ve dolayisiyla
S=1S - Iplml +Ip2m2 +---+ ]pkmk - szmg +--+ Rpkmk
elde edilir. Fakat bu durum &'nin se¢imi ile geligir. Dolayisiyla S ¢ PM olur. m

Lemma 2.46 [36, Onerme 2.27] R bir halka, I R’nin bir ideali ve E bir injektif R—
modiil olsun. Buna gore anng(I) bir injektif (R/I)-modildir.

Agagidaki lemma [35, Lemma 2.2]’de degismeli bir halka igin verilmistir. Fakat
bu lemma degismeli olmayan bir halka icin de kanit1 degistirilmeksizin asagidaki gibi

verilebilir:

Lemma 2.47 R bir halka ve Iy, ..., I, R’nin idealleri olsun. E bir injektif R—moduil

ise Yo anng(l;) = anng(i_, I;) olur.
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Kamt. >  anng(l;) C anng(;_, Li) oldugu agiktir. = € anng((,_, I;) olsun.
f:R/(N, L) — @ R/L;, her r € Ricin f(r+ L) = (r+1,...,r+ 1)
seklinde tanmiml déntigiim bir R-monomorfizmasidir. 1 : R/((_, ;) — E, her r € R
i¢gin n(r + (;—, I;) = rz olarak tammlansin. Buna gére n bir R-homomorfizmasidur.
E bir injektif R—modiil oldugundan g o f = n olacak sekilde bir g : @), R/I; — E,
R-homomorfizmasi bulunabilir. Buradan, z =n(1+ (", L) =9(1+ L,...,1+1,) =
g(1+11,0,...,0) 4+ ---+g(0,...,0,1 + I,) € Y"1, anng(l;) elde edilir. m

R bir halka olsun. R’nin kendisi tizerindeki sol modiil yapisina gore bir X alt-
kiimesinin R igindeki sifirlayanini l.anng(X) ile gosterecegiz. Yani l.anng(X) = {r €
R : rX = 0} dir. Eger gR, {l.anng(X) : X C R} kiimesi iizerinde artan zincir
kosulunu saglayan sonlu diizgiin boyuta sahip bir R-modiil ise R’ye bir sol Goldie
halkas1 ad1 verilir. R halkasinin bir I ideali i¢in Cg(I) = {r € R : r+ 1, R/I halkasiin

sifir boleni degildir} olarak alacagiz.

Teorem 2.48 R bir yari—asal sol Goldie halkasi ise her injektif R—modil s.p.a.r.

ozelligine sahiptir.

Kamt. E bir injektif R—modiil olsun. Kabul edelim ki R’nin tiim minimal asal ide-
allerinin kiimesi {Py,..., P,} olsun. Buna gore Lemma 2.47'den, E = anng(0) =
anng(PrN...NP,) = anng(Py) + -+ + anng(P,) yazlabilir. N, E'nin bir yari—asal
altmodiilii olsun. Once her i = 1,...,n icin A; = (anng(P;) + N)/N olmak iizere
A; # 0 ise A;’nin, sifirlayan1 P; olan bir asal R—modiil olacagim gosterelim: P;A; = 0
oldugu acgiktir. Dolayisiyla her r € R\P; ve x € anng(P;)\N i¢in rRx € N oldugunu
gostermek yeterlidir. Kabul edelim ki bu sekildeki r ve x elemanlar igin rRx C N
olsun. [26, Onerme 3.2.4] geregince R/ P, bir asal sol Goldie halkasidir. Buna gore [26,
Lemma 2.3.4 ve Onerme 2.3.5]’den dolay1 RrRNCg(P,) # @ dir. ¢ € RrRNCx(P,) ol-
sun. ¢ = arb olacak sekilde a,b € R vardir. Buradan, cRx = arbRx C arRx C N elde
edilir. Lemma 2.46’dan, anng(P;) bir injektif (R/P;)-modiil olacagindan boéliinebilir
(R/P;)-modiildiir. Dolayisiyla = = ca’ olacak sekilde 2’ € anng(P;) vardir. Buna gore
cRcx’ = cRx C N ve N, E’nin bir yari—asal altmodiilii oldugundan z = cx’ € N elde
edilir. Bu durum ise z’in seg¢imi ile geligir. Dolayisiyla her ¢ = 1,... n i¢in A; # 0 ise
A;, sifirlayam P; olan bir asal R—moditldir. Kabul edelim ki sifirdan farkl tiim A, ’lerin

kiimesi {A;,, ..., A; } olsun. Bu durumda E/N = A; +---+ A, olur. {A;,..., A},
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farkli sifirlayanlara sahip asal R-modiillerin bir kiimesi oldugundan, Lemma 2.1’den
dolay1 E/N = A;, & --- @& A;, yazilabilir. Béylece N, E’nin bir radikal altmodiilii olur.

Sonug 2.49 R bir yari—asal sol Noether halka ise her injektif R—modil s.p.a.r. ozelligine
sahiptir.

S.p.a.r. ozelligine sahip bazi halka ve modiiller tizerinde durduktan sonra gimdi de
s.p.a.r. 0zelliginin, altmodiillerin radikallerinin belirlenmesinde nasil kullanilabilecegini
gorecegiz. Gergekte bir altmodiiliin radikalinin belirlenmesi ya da formule edilmesi,
serbest modiiller i¢inde dahi oldukca zor bir problemdir. Biz de burada 6zel bir du-
rumu ele alarak degigsmeli bir halka iizerindeki s.p.a.r. ozelligini saglayan bir Noether
modiiliin radikali asal olan altmodiillerinin radikallerini bulmaya calisacagiz. Bu ne-
denle, su andan itibaren, bu kismin sonuna kadar, R degismelt ve birimle bir halkay

gosterecektir. Sonuclarimizi vermeden 6nce [19]’da yer alan bir sonucu ifade edelim:

Onerme 2.50 /19, Onerme 2.1] R bir Noether halka ve M bir sonlu diretecli R-modiil
olsun. Kabul edelim ki M s.p.a.r. ozelligine sahip olsun. O zaman M 'nin her N
altmodilu i¢in asagidake ifadelerden biri saglanar:

(1) N =rady(N), yani N, M 'nin bir radikal altmodilidiir.

(1) N C L C rady(N) ve rady (N) = REyN (L) olacak sekilde bir L < M wvardar.

M Dbir Noether R—modiil olsun. Kabul edelim ki yukarida verilen énermedeki (i)
kosunu saglayacak sekilde N, L < M bulunsun. L < L’ < rady(N) olacak sekilde bir
L' < M alalim. Bu taktirde

olacagindan rady (N) = REy(L') elde edilir. M’nin Noether olusunu da kullanirsak
yukaridaki 6nermede verilen (i) kosulundaki L altmodiliinii rady (N)/L bir basit
R-modiil olacak sekilde segebiliriz. Bu gozlemi agagidaki lemmanin kanitlanmasinda

kullanacagiz.

Lemma 2.51 (R,9N) bir yerel halka, P, R’nin bir asal ideali ve M s.p.a.r. ozelligini
saglayan bir Noether R—modul olsun. Buna gore bir N < M i¢in N, M 'nin bir P-asal

altmodilidiir ancak ve ancak PM C N wve rady (N), M 'nin bir P-asal altmodulidiir.
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Kanit. N, P-asal altmodiil ise PM C N ve rady(N) = N olur. Tersine, kabul
edelim ki PM C N ve rady(N), M'nin bir P-asal altmodiilii olsun. N C rady(N)
oldugundan N # M dir. N # rady(N) olsun. Onerme 2.50'den N < L < rady (N)
ve rady (N) = REy (L) olacak gekilde bir L < M vardir. Lemmadan énce yaptigimiz
gozlemden dolayr L’yi rady(N)/L bir basit R-modiil olacak gekilde segebiliriz. Bu
durumda ann(rady (N)/L) = 9, yani Mrady (N) € L olur. Birr € Rve m € M
icin rm € Ej(L) olsun. Buna gore r'm € L olacak sekilde bir ¢ pozitif tamsayist
bulunabilir. Eger r € R\ ise o zaman rm € L olur. Dolaysiyla r € 9t kabul
edelim. r € 9M\P ise rady (N) bir P-asal altmodiil oldugundan m € rady (N) ve
boylece rm € IMrady (N) C L elde edilir. Son olarak r € P ise PM C N C L
olacagindan tekrar rm € L elde edilir. Dolayisiyla her durumda rm € L olur. Buna
gore L = REp(N) bulunur ki bu bir geligkidir. Dolayisiyla N = rady/(IN) olmak

zorundadir. Yani N, M’nin bir P—asal altmodiilidiir. m

Sonug 2.52 (R, M) bir yerel halka, P, R’nin bir asal ideali ve M s.p.a.r. dzelligine
sahip bir Noether R—modil olsun. Buna gore bir N < M icin N + PM, M 'nin bir
P-asal altmodiiliidir ancak ve ancak rady (N + PM), M 'nin bir P-asal altmodiilidir.
Eger, ek olarak, R bir tambhk bolgesi ise o zaman N bir O—asal altmodildiir ancak ve

ancak rady(N) bir 0-asal altmodiildiir.
Kanit. Bir onceki lemmadan dolay1 agiktir. m

Lemma 2.53 [31, §3. Onerme 13] S, R’nin bir ¢arpimsal kapaly altkiimesi, M bir
sonlu dretecli R—modiil ve N < M olsun. Buna gore N¢ = S™'M ancak ve ancak

SN(N:M)+wo.

Lemma 2.54 /20, Onerme 3.2] M bir Noether R—modiil olsun. Buna gére asagidakiler
denktir:

(1) M s.p.a.r. ozelligine sahiptir.

(11) R’nin her maksimal I ideali i¢in Moy, s.p.a.r. o6zelligine sahip bir Ron—

modildur.

Lemma 2.55 [21, Sonu¢ 2.3] S, R nin bir ¢carpimsal kapaly altkiimesi, M bir Noether
R-modiil ve N < M olsun. Buna gore (rady (N))¢ = radg-1,,(N€) dir.

46



Teorem 2.56 M, s.p.a.r. ozelligini saglayan bir Noether R—modul ve N < M olsun.
Eger rady (N), M 'nin bir P—asal altmodiili ise o zaman rady (N) = N + PM dir.

Kanit. Kabul edelim ki rady(N), M’nin bir P-asal altmodiilii olsun. K, M’nin
N’yi igeren bir asal altmodiilii olsun. Bu durumda P = (rady(N) : M) C (K :
M) olacagmmdan N + PM C K olur. Dolayisiyla N + PM C rady(N) ve boylece
rady (N + PM) = rady(N) elde edilir. Simdi 9%, R'nin bir maksimal ideali olsun.
P ¢ M ise Lemma 2.26 ve Lemma 2.53'den, (rady(N))¢ = Moy = (N + PM)® olacag:
agiktir (buradaki genigleme gosterimini R'min ve M’nin 9V'deki yerellegtirmeleri igin
kullaniyoruz). Dolayisiyla P C 90t olsun. rady;(N+PM), M’nin bir P—asal altmodiilii
oldugundan (rady(N + PM))¢ de Mgy'in bir P—asal altmodilii olur. Lemma 2.54
ve Lemma 2.55’den dolayr My, s.p.a.r. ozelligine sahiptir ve (rady (N + PM))¢ =
radpg, (N© + P°Myy) elde edilir. Boylece Sonug 2.52’den N°¢ + P¢Moy = rad,, (N +
P¢Msy) bulunur. Yani (N + PM)¢ = (rady (N + PM))¢ olur. 9t maksimal ideali keyfi
secildiginden, N + PM = rady;(N + PM) elde edilir. =

Lemma 2.57 [39, Lemma 1.3] P, R’nin bir asal ideali, M bir R-modil ve N M 'nin
bir P—asil altmodiilii olsun. Buna gére REy(N) = N + PM dir.

Sonug 2.58 M s.p.a.r. ozelligine sahip bir Noether R—modul olsun. Eger M 'nin her
asil altmodili M iginde asal radikale sahipse o zaman M asil altmodiiller i¢in radikal

formiilini saglar.

Kanmit. N, M’nin bir P-asil altmodiilii olsun. Kabuliimiizden dolay1 rady (N) bir
asal altmodildiir. Lemma 2.36’dan (rady(N) : M) = /(N : M) = P olacagindan

rady (N), M’nin bir P-asal altmodiiliidiir. Buna gore Teorem 2.56 ve Lemma 2.57’den

dolay1 rady (N) = N + PM = REy(N) elde edilir. =

Biliyoruz ki bir degigsmeli halka tizerindeki bir modiiliin radikal formiiliinii saglamas,
s.p.a.r. ozelligine sahip olmasimi gerektirir. Fakat bunun tersinin dogru oldugunu her
zaman sOyleyemeyiz (bkz. [16] ve [20]). Yukardaki sonug ile belli kogullar altinda
s.p.a.r. Ozelliginin, sinirli da olsa radikal formiiliini gerektirdigi bir durumu goérmiis
olduk. Yine de, s.p.a.r. 6zelliginin ne zaman radikal formiiltinti gerektirecegi sorusuna

heniiz bir cevap verilememistir.
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2.5 S.p.a.r. ézelligine Sahip Modiillerin Dik Toplamlari

Bu boliim boyunca R degismeli ve birimli bir halkay1 gosterecektir. Biliyoruz ki R,
kendisi iizerindeki modiil yapisi diigintildiigiinde bir R—modiil olarak s.p.a.r. 6zeligine
sahiptir. Fakat [20, Teorem 4.1]'de de soylendigi gibi R & R genelde R-modiil olarak
s.p.a.r. Ozelligine sahip olmak zorunda degildir. Yani s.p.a.r. ozelligi dik toplamlarda
korunan bir 6zellik degildir. Bu béliimde s.p.a.r. ozelligine sahip M’ ve M” gibi iki
R-modiil i¢cin M’ & M"” dik toplaminin s.p.a.r. ozelligine sahip oldugu durumlardan

bazilarini inceleyecegiz.

Teorem 2.59 R bir tamhik bolgesi ve M’ ile M" birer R—modiil olsun. Eger M’ s.p.a.r.
ozelligine sahip bir R—modiil ve M" de R—modiil olarak bélinebilir ise o zaman M' & M”

s.p.a.r. ozelligine sahiptir.

Kamit. M = M' @& M"” ve N, M’nin bir yari—asal altmodiilii olsun. 7 : M — M’ dogal
izdiigim doniigiimii olmak tizere N’ = 7(NN) olsun. Buna gére N’, M’ 'niin bir yari—
asal altmodiiliidiir. Bunu gormek i¢in bir r € R ve m € M igin r"m € N’ (n € Z*)
oldugunu kabul edelim. Bu taktirde r"m + d € N olacak sekilde bir d € M"” vardir.
r = 0 ise igimiz tamam. Bu yiizden r # 0 alalim. M” béliinebilir R—modiil oldugundan
d = r"w olacak gekilde bir w € M"” elemani bulunabilir. Boylece r"(m + w) € N ve
buradan da rm 4+ rw € N elde edilir. Dolayisiyla rm € N’ olur.

Simdi m" € M' ve m"” € M" olmak iizere m’ + m” € rady(N) olsun. Agiktir
ki N < N' @ M". Ayirca M"niin her asal ¥ altmodiilii i¢in P & M” de M’nin bir
asal altmodiiliidiir. Dolayisiyla m’ € rad,;(N') olur. M’ s.p.a.r. Ozelligine sahip
oldugundan m’ € N’ elde edilir. Boylece m' + y € N olacak gekilde bir y € M”
bulunabilir. (m'+y)+(m" —y) =m'+m” € rady (N) oldugundan m” —y € rady(N)
elde edilir. Kabul edelim ki 7/N, M/N’nin torsion R-altmodiilii olsun. Buna gore
T = M ya da T, M’nin N’yi iceren bir asal altmodiliidiir. Her durumda m” —y € T
olur. Dolayisiyla ¢(m” — y) € N olacak sekilde bir 0 # ¢ € R vardir. Ote yandan,
M" bolinebilir oldugundan, cz = m” — y olacak sekilde bir z € M” vardir. Buna
gore 2z = ¢(m” —y) € N ve buradan da m” —y = ¢z € N elde edilir. Boylece

m' +m” = (m' +y)+ (m” —y) € N olur. Yani N = rady/(N) dir. =

Pusat-Yilmaz ve Smith [41]’de genellestirilmig béliinebilir modiilleri tanimlamig ve

bu modiillerin dik toplamlarinin radikal formiiliinii saglamasi iizerine ¢aligmiglardir.
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Tanim 2.60 M bir R-modiil olsun. Eger M =, ., M; 6yle ki her i € I igin PiM; =
0 ve M; bir (torsion) bélinebilir R/P;—modil olacak sekilde R’nin bir P; asal ideali

bulunabiliyor ise o zaman M ’ye bir genellestirilmis (torsion) bolinebilir R—modil denir.

[41]’de, M’ radikal formiiliinii saglayan bir R—modiil ve M"” bir genellegtirilmis tor-
sion boliinebilir R—modiil olmak tizere M’'@ M"” modiiliiniin radikal formiiliinii sagladigi
gosterilmistir. Bu teoremi s.p.a.r. ozelligi i¢in de vermek miimkiindiir. Yani M’ s.p.a.r.
ozelligine sahip bir R—modiil ve M” bir genellegtirilmis torsion boliinebilir R—modiil ise
M = M' & M"” toplam da s.p.a.r. ozelligine sahiptir. Bunu gorebilmek i¢in M nin
bir yari-asal N altmodiilini alalim. L < M, R’nin bir P asal ideali i¢in, torsion
boliinebilir (R/P)-modiil ise L < N olur. Clinki, bir 0 # | € L alirsak, kabuliimiizden
dolay, rl = 0 ve [ = rl’ olacak sekilde r € R\ P ve I’ € L bulunabilir ve bu durumda da
r?l" € N olacagindan [ = rl’ € N elde edilir. Buna gore M” < N olur. M/M" = M’
s.p.a.r. Ozelligine sahip oldugundan N/M" = radyny(N/M") = rady(N)/M" ve
boylece N = rady;(N) elde edilir. Dolayisiyla M s.p.a.r. o6zelligine sahiptir. Bu ne-
denle M" iizerindeki torsion kabullinii kaldirarak incelememize devam edecegiz. Fakat

bundan once agagidaki iki lemmay1 verelim.

Lemma 2.61 M bir R—modil olsun. I bir indis kumesi ve her i € I i¢in P; R’nin bir
asal ideali ve L; < M bir bolinebilir (R/P;)-modiil olmak tizere M = 3 .,
Eger N, M 'nin bir asal altmodili ise (N : M) = P; olacak sekilde j € I vardar.

L; olsun.

Kamt. (N : M) = P alahm. N # M oldugundan L; ¢ N olacak sekilde j € I
vardir. Bu durumda P;L; = 0 € N oldugundan P; C P bulunur. Eger P; # P ise bir
r € P\P; eleman vardir. Fakat bu durumda L; = rL; C N elde edilir ki bu da bir
celigkidir. m

Lemma 2.62 M bir R—modil ve N, L < M olsun. L bir genellestirilmis bolunebilir
R-modul ve N, M 'nin bir yari—asal altmodili ise o zaman N + L = M veya N + L,

M ‘nin bir yari—asal altmodilidir.

Kanit. [ bir indis kiimesi, her ¢ € I icin P;, R'nin bir asal ideali ve L; < M oyle ki

P,L; = 0 ve L; bir boliinebilir R/ P;,—modiil olmak tizere L =Y., L; olsun. Bir r € R

i€l

ve m € M i¢in r"m € N + L olsun. Buna gore r"m € N + L;, +-- -+ L;, olacak sekilde
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I'nm bir sonlu {iy, ..., 4} altkiimesi vardir. Uygun zo € N ve x; € L;; (1 < j < k)
elemanlar igin

r'm=xo+ 21+ -+ 2K

yazabiliriz. k iizerine timevarim uygulayalim. k& = 0 ise gosterilecek bir gey yoktur.

k > 1 olsun. Eger r € P, ise rzy = 0 olacagindan

" = razg 4+ rey 4+ b roe

olur. Timevarim hipotezimizden dolayr rm € N + L elde edilir. Kabul edelim ki
r € R\P,, olsun. Buna gore " € R\ P, ve dolayisiyla L; = r"L;,_elde edilir. x = r"y

olacak sekilde y € L;, vardir. Bu durumda
r'(m—y) =x0+ T+ + Tp

olur. Tiimevarim hipotezimizden dolay1 r(m—y) € N+ L dir. Fakat y € L olacagindan
rm € N + L elde edilir. m

Teorem 2.63 Bir R—modil M icin, M' < M s.p.a.r. ézelligine sahip bir R—modiil, 1
bir indis kiumesi ve her v € I i¢in P;, R’'nin bir asal ideali ve L; < M bir bolunebilir
(R/P,)-modiil olmak tizere M = M'® (3°,.; L;) olsun. Eger heri € I i¢in ann(M') ¢

P; ise M s.p.a.r. ozelligine sahiptir.

Kanit. R’nin bir P asal ideali i¢in, herhangi ¢okluktaki boliinebilir (R/P)-modiillerin
toplami da yine boliinebilir (R/P)-modiil olacagindan P; asal ideallerini birbirinden
farkli secebiliriz.

M" =%, L; diyelim. N, M’nin bir yari-asal altmodiilii ve m € rady(N) olsun.
m € N oldugunu gostererek kamiti tamamlayacagiz. Once m € N + M” oldugunu
gosterelim. N + M” = M ise durum acgiktir. Kabul edelim ki N + M"” ## M olsun.
Yukaridaki lemmadan dolay1r N + M"” M’nin bir yari—asal altmodiilidir. M/M" = M’

s.p.a.r. ozelligine sahip oldugundan
TTL+ M/l c TadM/M”((N + M”)/M”) — (N + MH>/MH

ve buradan da m € N + M” elde edilir. Dolayisiyla uygun n € N ve x € M" igin
m = n + x yazabiliriz. Buna gére x = m —n € rady(N) N M” olur. Kolayca
gortilebilir ki her ¢ € [ i¢in (N + L;)/N bir boliinebilir (R/P;)-modiildiir. Buna gore
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her i € I i¢in L; € N ise (N + L;)/N, sifirlayam P; olan bir asal R-modiil olur.
Eger her ¢ € I i¢cin L; € N ise M” C N olur. Bu durumda x € N ve buradan
da m € N elde ederiz. Kabul edelim ki L; ¢ N olacak sekildeki j’lerin kiimesi
bostan farkl olsun. Bu kiimeyi J ile gosterelim. Buna gore, Lemma 2.1 den dolayn,
(N+ M")/N = @,c;(N + L;)/N yazlabilir. Dolaywsiyla M”/(N N M") de asal R~
modiillerin dik toplami seklinde yazilabilir. Ayrica bu toplamdaki terimler boltinebilir
(R/P;)—modillerdir. K, M"niin NN M" altmodiiliinii igeren bir asal altmodiilii olsun.
Lemma 2.61’den dolay1 (K : M") = P; olacak sekilde j € J vardir. Ote yandan M'@® K,
M’nin bir Pj-asal altmodilidir. ann(M')N = (M" : M)N C M"NN C M' @ K ve
ann(M') ¢ P; oldugundan N < M’ & K olmak zorundadir. Dolayisiyla z € M’ @ K
elde edilir. Boylece z € K olur. K, NN M" altmodiiliinii igeren keyfi bir asal altmodiil
olarak secildiginden = € radym(N N M") elde edilir. Fakat M"”/(N N M"), asal R-
modiillerin dik toplami olarak yazilabildiginden, sifir altmodili M” /(N N M") i¢inde
radikaldir. Yani rady(N N M") = N N M” olur. Dolayisiyla x € N N M" ve boylece

m € N elde edilir. =

Sonug 2.64 Her genellestirilmis bolinebilir modil s.p.a.r. ozelligine sahiptir.

M bir R—modil olsun. 91, R'nin bir maksimal ideali olmak iizere eger her m € M
ve a € M i¢in ca™m = 0 olacak sekilde a ve m’ye bagh bir ¢ € R\ ve n € N
bulunabiliyorsa M’ye bir 91—dzel modiil (special module) denir. Eger M, R'nin her 9t

maksimal ideali i¢in 9Mt-6zel ise o zaman M’ye 6zel R-modiil denir (bkz. [41]).

Lemma 2.65 [41, Lemma 4.4] M’ ve M" iki R—modil ve M = M' @ M" olsun. Eger
M" bir yari-basit R-modiil ise her N < M' i¢in rady (N) = rady(N) dir.

Lemma 2.66 [41, Lemma 4.7/ 9, R 'nin bir maksimal ideali, M bir R-modil, N < M
ve L < M bir 9M—ozel modil olsun. Birr € R ve m € M i¢in r"m € N + 9L olacak
sekilde n pozitif tamsayist varsa o zaman crm € REyN(N) olacak sekilde bir ¢ € R\

vardar.

Lemma 2.67 M’ ve M" birer R—modil ve M = M' & M" olsun. Eger M’ s.p.a.r.
ozelligine sahip bir R—modil ve M" bir yari—basit R—modil ise o zaman M s.p.a.r.

ozelligine sahiptir.
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Kamit. N, M’nin bir yari-asal altmodiilii olsun. 7 : M — M"” dogal izdiigiim ho-
momorfizmasi olsun. Buna goére M"” = 7(N) & N” olacak sekilde N < M" vardir.
Buradan M = N + (M’ & N") yazabiliriz. T = M'® N” ve L= NNT olsun. [ € L
alahm. | = z + y olacak sekilde x € M’ ve y € N” vardir. Fakat y € 7(N) N N" =0
olacagindan [ = x € M’ elde edilir. Yani L C M’ olur. L, T’nin bir yari—asal altmo-
dili oldugundan aymi zamanda M’ 'niin de bir yari-—asal altmodiili olur. M’ s.p.a.r.

ozelligine sahip oldugundan L, M’ iginde radikaldir. Buna gore Lemma 2.65’den
radr(L) = radyp (L) = L

elde edilir.Yani L, T i¢inde de radikaldir. M/N = T'/L oldugundan N de M i¢inde

radikal olur. m

Teorem 2.68 M’ ve M" birer R—modiil ve M = M’ & M" olsun. Eger M' s.p.a.r.
ozelligine sahip bir R—modiil ve M" bir ézel R—modiil ise o zaman M s.p.a.r. ozelligine

sahiptir.

Kanmit. N, M’nin bir yari—asal altmodiili ve m € rady(N) olsun. Kabul edelim ki
m ¢ N olsun. O zaman (/N : m), R'nin bir 6z idealidir ve dolayisiyla bir 9t maksimal
ideali tarafindan igerilir. Dikkat edilirse M/9MM" = M’ & (M"/9MM") oldugundan
bir énceki lemmadan dolayr M/9M"” s.p.a.r. Ozelligine sahiptir. K = {x € M
de € R\M, cx € N + MM"} olsun. Buna gore K < M dir. Eger K = M ise
rady o (N +9MM”) /IMM") € K/IMM” olacagr agiktir. Dolayisiyla K # M olsun.
Bu durumda K, M ’nin bir yari-asal altmodiiliidiir. Bunu gormek icinr € Rver € M
olmak iizere r"x € K (n € Z*) oldugunu kabul edelim. Buna gére crz € N + 9M”
olacak gekilde ¢ € R\9 vardir. Lemma 2.66’dan, derez € N olacak gekilde d € R\IN
bulunabilir. Dolayisiyla rz € K olur. Yani K, M nin bir yari-asal altmodiiliidiir. Bu

durumda
m 4 MM € radysjaur (N + M) JIM")  radygjomse (K/IM") = K /IRM"

elde edilir. Boylece uygun bir ¢ € R\IM icin ¢m € N + OMM"” yazilabilir. Tekrar
Lemma 2.66’dan d'¢'m € N olacak gekilde d’ € R\ bulunabilir. Fakat bu durumda
d'd € (N :m) C 9 elde edilir ki bu da bir geligkidir. m

[41, Sonug 3.4]’e gore bir degismeli halka iizerindeki her yari-Artin modiil bir 6zel
modiildiir. Dolayisiyla yukaridaki teorem sayesinde M’ s.p.a.r. ozelligini saglayan bir

R—modiil ve M"” bir yari—Artin R—modiil ise M’ & M" de s.p.a.r. dzelligine sahip olur.

52



3 RADIKAL FORMULU VE REPRESENTABLE
MODULLER

Degismeli halkalar tizerindeki modiillerin radikal formiiliinii saglamasi problemi bugiine
kadar bir ¢ok yazar tarafindan ¢aligilmig bir problemdir (6rn. bkz. [11], [16], [21], [23],
[32] ve [41]). Birinci bélimde her sol ilkel faktorii Artin olan halkalar tizerindeki Artin
modiillerin s.p.a.r. ozelligine sahip oldugunu soylemistik. Dolayisiyla degismeli hal-
kalar tizerindeki Artin modiiller s.p.a.r. ozelligine sahiptir. Fakat daha genel olarak
degismeli halkalar tizerindeki Artin modiillerin radikal formiiliinii de sagladigi [32]'de
gosterilmigtir. Ayrica [32)’de bu sonug biraz daha genellestirilerek, her asal ideali maksi-
mal olan bir degigmeli halkanin (halka olarak) radikal formiiliinii sagladig sdylenmistir.
Yilmaz ve Smith [41]’de bu sonucu biraz daha ileri gétiirerek Krull boyutu 1 olan hal-
kalarin iizerindeki her torsion modiiliin radikal formiiliinii sagladigini gostermisglerdir.
Ayrica [41]’de 6zel modiil kavrami ortaya atilarak bu modiillerin radikal formiiliinii
saglayan modiiller olduklar1 gosterilmis ve boylece de radikal formiiliinii saglayan mo-
dillerin smifi, Artin modiilleri de igine alan 6zel modiillerin simifi ile genigletilmistir.
Biz de bu boliimde, radikal formilini saglayan modiillerin sinifini, Artin modilleri
de igine alan (fakat 6zel modiilleri icermeyen) ve Artin modiillerin simfindan gok daha
biiyiik olan bir modiil smifi ile genigletmeye devam edecegiz. Bu modiil sinifi repre-
sentable modiillerin sinifidir.

Bu boliim boyunca R degismeli ve birimli bir halkay1 gosterecektir. Sonuclarimizi
vermeden once representable modiil kavramina kabaca deginelim:

S sifirdan farkli bir R—modiil olsun. Eger her r € R i¢in S = S veya bir n pozitif
tamsayisi igin ™S = 0 ise S’ye bir sekonder (secondary) R-modiil denir. Kolayca
gortilebilir ki S bir sekonder modil ise P = \/WR(S) , R'nin bir asal idealidir. Bu
durumda S’ye bir P-sekonder R-modiil denir. Kolayca goriilebilir ki, R'nin bir P asal
ideali i¢in, herhangi iki P—sekonder modiiliin toplami yine P—sekonderdir.

M bir R—modil olsun. S, ...,.5, birer sekonder modiil olmak iizere eger
M=S+--+5,

ise M'nin bu sekildeki yaziligina M 'nin bir sekonder gosterimi denir. M’'nin bu se-

kildeki bir gosterimi igin P; = y/anng(S;) (1 < i < n) olmak {izere eger
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(1) Py, ..., P, idealleri birbirinden farkl ve

(i) heri=1,...,nigin S; € i S;

ise o zaman M = S;+-- -+Sn];falﬁ§;1der gosterimine bir minimal sekonder gosterim
denir. Dikkat edilirse her sekonder gosterim bir minimal gosterime indirgenebilir.
Sekonder gosterime sahip olan modiillere literatiirde representable modiiller adi ve-

rilmektedir.

M bir representable R—modiil olsun. M’nin bir
M=S+---+5, (awn(S;)=PF, i=1,...,n)

minimal sekonder gosterimini alalim. Buna gére n pozitif tamsayisi ile {Py,..., P,}
kiimesi M 'nin minimal sekonder gosterimlerinin se¢iminden bagimsizdir. Bu kiimeyi
Attp(M) ile gosterecegiz. Kolayca goriilebilir ki eger bir M representable R—modiilii
icin G < M ise o zaman M/G de bir representable modildiir ve Attz(M/G) C
Attr(M) dir.

Sekonder gosterimler, I. G. Macdonald tarafindan, asil ayrigim kavramimin duali
olarak geligtirilmistir (bkz. [18]). Degigmeli halkalar tizerindeki her Noether modiiliin
her 6z altmodiiliiniin bir asil ayrigima sahip oldugunu daha once soylemistik. Bunun
duali olarak, degigsmeli halkalar tizerindeki her Artin modiiliin representable oldugunu
soyleyebiliriz (bkz. [22, Teorem 6.11]). Fakat daha sonra gorecegiz ki representable

modiillerin siift Artin modiillerin simifindan daha genistir.

Lemma 3.1 P, R’nin bir asal ideali olmak tizere M bir P—sekonder R—modil olsun.
Buna gore asagidakiler saglanar:

(1) Her N < M igin (N : M) C P dir.

(i) PM C REy(0).

(1ii) Her N < M igin REN(N) # M ise (REy(N) : M) = P dir.

Kanit. (i) Bir r € R igin rM C N olsun. N # M oldugundan rM # M dir.
Dolayisiyla 7™*M = 0 olacak sekilde bir k pozitif tamsayist vardir. Boylece r €

Vvann(M) = P olur.

(11) p € P ve m € M olsun. M, P-sekonder oldugundan p"m = 0 olacak sekilde
bir n pozitif tamsayisi vardir. Dolayisiyla pm € RE)(0) olur. Yani PM C RE)(0)
dir.
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(7ii) Bir N < M i¢in REy(N) # M olsun. (i)’den dolayr (REy(N) : M) C P
olur. Ote yandan (ii)’den dolay1 da P C (REx(0) : M) C (REy(N) : M) elde edilir.
Yani (REy(N): M) =P dir. =

Lemma 3.2 P, R’'nin bir asal ideali olmak tizere M bir P—sekonder R—modil olsun.

Buna gore M 'nin her yari—asal altmoduli P-asaldur.

Kanmit. N, M’nin bir yari-asal altmodiilii olsun. REy(N) = N olacagindan, Lemma
3.1 (¢i7)’den, (N : M) = P bulunur. Bir r € R\P ve m € M igin rm € N olsun.
Buna gore rM = M dir. Dolayisiyla m = rm/ olacak sekilde bir m’ € M bulunabilir.
Boylece r?2m’ = rm € N olur. N yari-asal oldugundan m = rm/ € N elde edilir.

Dolayisiyla N, M’'nin bir P—asal altmodiiliidiir. m

Lemma 3.3 P, R’'nin bir asal ideali olmak tizere M bir P—sekonder R—modil olsun.

Buna gére M ’nin her N altmodili i¢in ya rady(N) = M ya da
rady(N) ={m e M :3c € R\P, ecm € N + PM}.

Kanit. N < M ve rady (N) # M olsun. rady (N), M’nin bir radikal (ve dolayisiyla
da bir yari—asal) altmodiilii oldugundan Lemma 3.2 geregince rady(N), M’ nin bir
P-asal altmodiilii olur. [25, Lemma 1.6 ve Onerme 1.7]’den dolay1 {m € M : 3¢ €
R\P, ecm € N+ PM} kiimesi M’nin N’yi iceren en kiigiik P—asal altmodiiliidiir. Buna

gore istenilen esitlik elde edilir. m
Lemma 3.4 Her sekonder R—modul radikal formilund saglar.

Kanit. P, R'nin bir asal ideali olmak tizere M bir P-sekonder R—modil ve N < M
olsun. REy(N) C rady(N) oldugundan eger REy(N) = M ise o zaman REy(N) =
rady (N) olur. Dolayisiyla kabul edelim ki REy (N) # M olsun. Buna gére Lemma
3.1 (idi)’den (REyN(N) : M) = P olur. REy/(N)'nin M'nin bir asal altmodiili oldugu
gosterecegiz. Bu taktirde N C RE)(N) oldugundan rady (N) C REy(N) elde edilir
ki bu da REy(N) = rady(N) olmast anlamma gelir. r» € R\P ve m € M igin
rm € REy(N) olsun. Buna gore rm = rymy + -+ + rgmyg ve ri'm; € N (1 < i < k)
olacak gekilde n,k € N, r, € Rvem; € M (1 < i < k) elemanlar1 bulunabilir.
r € R\P oldugundan rM = M dir. Dolayisiyla her ¢ = 1,..., k i¢in rm] = m; olacak

sekilde m},...,mj € M elemanlar1 vardir. x = m —rym} — - -+ — rpym), diyelim. Buna
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gore rx = 0 olur. Ayrica uygun bir 2’ € M ic¢in x = ra’ yazabiliriz. Bu taktirde
r?z’ = rz = 0 olacagmmdan z = rz’ € REy(0) C REy(N) elde edilir. Diger taraftan
her i = 1,...,k igin m, = rm! olacak sekilde m/, ..., m}] € M elemanlar1 bulunabilir.

*m! = r'rm} = rm; € N ve buradan da r;m] = r;rm! € REy(N) elde

Boylece r}'r
edilir. Dolayisiyla m = rym) + -+ + rymj, + 2 € REy(N) bulunur. Yani RE(N),

M’nin bir P-asal altmodiiliidiir. Bu ise daha once belirtildigi gibi kanit1 tamamlar. =

Ornek 3.5 R, maksimal olmayan bir P asal idealine sahip bir halka ve E, R/P nin
injektif zarfi olsun. Bu durumda M = anng(P), R dzerinde bir sekonder modil olur
([35, Lemma 2.1]). Fakat M ézel R—modil degildir. (Dolayiswyla M, Artin R—modiil
de degildir). Bunu gorebilmek i¢in P’yi iceren R’nin bir maksimal 9 idealini alalim.
r € M\P olsun. R/P C M oldugundan 1+ P € M dir. Eger cr™(1+ P) = 0 olacak
sekilde ¢ € R\IM ve n € N wvarsa bu durumda cr™ € P olur. Bu ise imkansizdur.

Dolayisiyla M bir 6zel R—-modil degildir, fakat bir sekonder R—modildir.

Onerme 3.6 M bir R-modil, M, < M, radikal formiilini saglayan bir R—modil ve
My, < M, R’min bir P asal ideali i¢in bir P—sekonder R—modul olmak tizere M =

M, + My olsun. Eger anng(M;) gZ P ise o zaman M radikal formilini saglar.

Kanit. M/M,, M;’in bir boliimiine izomorf olacagindan, kabuliimiiz geregi, M /M,

radikal formiliint saglar. N < M ve m € rady(N) olsun. Buna gore

N + M. N+ M
m + M € radyw, ( ]_\2 2) = REw/m, (Q)
2

M;

elde edilir. Dolayisiyla m + My = r1(my + M) + - - - + rp(my + My) ve ri(m; + Ms) €
(N + Ms)/M, (1 < i < k) olacak sekilde t,k € N, ry,...,7, € Rve mqy,...,mpy € M
elemanlar1 bulunabilir. Uygun wuq,...,uxy € My ve ny,...,n; € N elemanlar igin
rm; = n; + u; yazalim. Bir 1 < j < k i¢in kabul edelim ki r; € P olsun. M, bir
P-sekonder modiil oldugundan rjM; = 0 olacak sekilde bir s pozitif tamsayis1 vardir.

Bu durumda r;"*m; = rin; € N, yani r;m; € REy(N) elde edilir. Ote yandan,
eger r; € R\P ise o zaman r;M,; = M, olur. Buna gore rju; = wu; olacak sekilde

bir «; € M, bulunabilir. Buradan ise r%(m; — u}) = n; € N, yani rj(m; —uj}) €
REy(N) elde ediliv. J ={j:1<j<kver; € P} vel ={l,...,k}\J alalm.
Bu taktirde uygun bir z € My icin m = Y., rym; + >, ri(m; — uj) + @ yazabiliriz.
e = icsTimy + D i ri(mi — uj) olsun. e € REy(N) oldugundan x € REy(N)
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oldugunu goterirsek m € RE ) (N) elde edilir. Bu ise kaniti tamamlar. Dikkat edilirse
r=m—e € rady(N) N My dir. * € REy,(N N M) oldugunu gosterecegiz. Eger
RE), (N N My) = M, ise igimiz tamam. Bu nedenle RE)y,(N N My) # M, olsun.
Lemma 3.4iin kanmitindan RE), (N N Ms), My'nin bir P-asal altmodiiliidiir. Ayrica
anng(M;) € P oldugundan (M, : M) ¢ P olur. Buna gére Lemma 2.35'den dolay:
K N My = REy, (N N Ms) olacak sekilde M’nin bir P-asal altmodiilii & bulunabilir.
K D NNM, D (M, : M)N ve (My : M) ¢ P oldugundan K 2 N elde edilir.
Dolayisiyla « € rady (N) C K olacagindan z € K N My = RE, (N N M) bulunur.
Fakat REy, (N N M) C REy(N N M) € REyN(N) oldugundan x € REy(N) elde

edilir. m

Teorem 3.7 M bir R—modul, My < M, radikal formilini saglayan bir R—modiil
ve My < M, bir representable R—modul olmak tzere M = My, + My olsun. FEger
anng(My), Attgr(Ms) kiimesinin hicbir elemana tarafindan icerilmez ise o zaman M

radikal formiilini saglar. Ozel olarak her representable modiil radikal formilini saglar.
Kanit. Kabul edelim ki
My=Ly+ -+ Ly (her i =1,...,k i¢in L;, Pi—sekonder)

My ’nin bir minimal sekonder gosterimi olsun. £ tizerine tiimevarim uygulayacagiz. k =
1 ise yukaridaki onermeden dolayi igimiz tamam. Buna gore k > 1 ve iddia, k’dan kii¢iik
tim pozitif tamsayilar igin dogru olsun. Genelligi bozmadan, P, idealini Attr(Ms)
kiimesinin kapsama bagintisina goére bir minimal elemani olarak secebiliriz. Kabul
edelim ki anng(M;+Ly+- -+ Li_1) C Py olsun. Bu durumda anng(M;)Nanng(Li)N
...Nanng(Lk_1) C Py olur. Buradan da \/W(]\/Il)ﬂpl N...NP,_; C P, elde edilir.
Her 1 < j <k —1i¢in P; € Py olacagindan anng(M;) C y/anng(M;) C Py buluruz.
Fakat durum kabuliimiiz ile geligir. Dolayisiyla anng(M; + Ly + -+ + Ly_1) € Py elde
edilir. Diger taraftan, tiimevarim hipotezimizden dolayr My + Ly + - -+ + Ly, radikal
formiiliinii saglar. Dolayisiyla bir onceki énerme geregince M de radikal formiiliinii
saglar. Teoremin son kismi i¢in M; = 0 almak yeterlidir. Boylece kanit tamamlanmig

olur. m

Yukaridaki teorem ile representable modiillerin radikal formiiliinii sagladigini goster-

mis olduk. Bu sayede Artin modiillerin radikal formiiliinii saglamasini genellemis ol-
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manin yanisira, bagka bilinen representable modiiller i¢in de bir sonu¢ vermis olduk.
Bunlardan bazilarina gimdi deginelim.

R bir Noether halka ve E bir injektif R-modiil olsun. Buna gore;

(1) @, sifir altmodiilii P—asil altmodiil olan bir R—modiil ise o zaman Hompg(Q, E)
bir P—sekonder R-modiil olur.

(2) M bir sonlu iiretecli R—modiil ise Hompg(M, E), bir representable R—modiildiir.
(bkz. [33, Aligtirma 7.2.10])

(“)rnegin, E’yi sonsuz tane injektif R—modiiliin dik ¢arpimi olarak alirsak her sonlu
tiretegli R—modiil M i¢in Homg(M, E), Artin olmayan bir representable R—modiil olur
ve radikal formiiliini saglar.

Yukaridaki (2) sonucunda 6zel olarak M = R alirsak degismeli Noether halkalar
tizerindeki her injektif modiiliin representable oldugunu gortirtiz. Daha genel olarak sifir
ideali asil ayrigima sahip olan halkalar tizerindeki injektif modiiller ile herhangi bir halka
tizerindeki sifir altmodiili asil ayrisgima sahip olan injektif modiiller de representable
olur. Burada kullanilan iki 6nemli sonu¢ vardir. Birincisi eger ), R’'nin bir P-asil
ideali ise 0 zaman anng(Q) bir P-sekonder R-modiildiir. Tkincisi ise, Eger 0 = Q; N
... N Q, olacak gekilde @, ...,Q, idealleri varda o zaman F = anng(Qi) + - +
anng(Q,) yazilabilir. Aslinda bu yaklagimi, kontravaryant funktorleri ele alarak daha
genel bir gekilde vermek miimkiindiir. Dikkat edilirse F bir injektif modiil oldugunda
Hompg( , E), bir kontravaryant toplamsal tam funktoér olur. Ayrica @ bir ideal ise
anng(Q), R — R/Q dogal epimorfizmas: tarafindan dogurulan Hompg(R/Q,E) —
Hompg(R, E) = E homomorfizmasimin goriintiisiine kargihik gelir. Buna gore T, R-
modiillerin sinifi tizerinde tamiml bir kontravaryant toplamsal tam funktor ve M, sifir
altmodiilii asil ayrigima sahip bir R—modiil ise o zaman T'(M) bir representable R—
modiil olur ve Att(T'(M)) C Ass(M) dir (bkz. [35]).

Simdi representable modiillerin altmodiillerinin radikallerini inceleyecegiz. Bunun

icin Once agagidaki kisitlanmig bir durum icin verilen teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.8 M bir R-modill ve N < M olsun. Kabul edelim ki M/N bir representable
R-modiil ve Attgr(M/N) nin her elemani kapsama bagintisina gére minimal olsun. Bu

taktirde

rady(N) = {m € M : 3c € R\| JAttp(M/N), cm € N + /(N : M)M}
olur.
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Kanit. radyn(0) = rady(N)/N olacagindan N = 0 almakta sakinca yoktur. M =
S1+ -+ + Sk, M'nin bir minimal sekonder gosterimi olsun. Her ¢ = 1,... k i¢in
P, = y/anng(S;) olsun. Kabul edelim ki {Py, ..., P,} kiimesinin her elemani minimal
olsun. +/anng(M) = O, P, oldugu agiktir. L = {m € M : 3c € R\U_, B, em €
(ﬂle B-) M} olarak tamimlayalim. m € L olsun. Bu durumda cm € <ﬂf:1 R-) M =
Vanng(M)M olacak sekilde ¢ € R\ |JY_, P, vardir. Ote yandan, ¢ ¢ (J*_, P; oldugun-
dan her ¢+ = 1,...,k i¢in ¢S; = 5; dir. Dolaysiyla ¢M = M olur. Buna gore uygun
bir m’ € M i¢in m = em’ yazilabilir. Buradan c¢?m’ = cm € \/anng(M)M C rady;(0)
elde edilir. rady;(0), M’nin bir yari—asal altmodiilii oldugundan m = em’ € rady(0)
elde edilir. Boylece L C rady(0) olur. L = M ise igimiz tamam. Kabul edelim ki
L # M olsun. Bu durumda Onerme 2.25°den L, M’nin bir radikal altmodiilii olur.
rady (0) C rady (L) = L olacagindan L = rady(0) elde edilir. m

Lemma 3.9 M bir representable R—modil ve M = Sy + -+ S, (heri =1,...,n
icin P; = \/anng(S;)), M nin bir minimal sekonder gdsterimi olsun. Kabul ede-
lim ki {Py,...,P,} kiimesinin k tane minimal elemany olsun. Genelligi bozmadan

bu elemanlary Py, ..., Py olarak secelim. Eger G = Sy + --- + Sy denirse o zaman

radg(0) = rady (0) NG olur.

Kamt. Attgr(G) = {Py,..., P} oldugu agiktir. Eger G = M ise o zaman durum
agiktir. Kabul edelim ki G # M olsun. Buna gore k < n olur. rads(0) C rady (0) NG
oldugu bilindiginden ters kapsami gostermek yeterlidir. Bunun i¢in = € rady(0) N G
ve G'nin bir asal altmodiilii H alahm. (H : G) = P olsun. Oncelikle (G : M) ¢ P
oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki (G : M) C P olsun.

ﬂ Pj:annR(Sk+1+...+Sn)g(Sl—l—---—l—SkZSk+1+"'+Sn):(G:M)gP
k41

oldugundan bir k +1 < j < nicin P; C P olur. r € P olsun. Buna gore rG C H
olur. Eger r € R\ Ule P; ise o zaman her i = 1,...,k icin rS; = S; olacagindan
G = rG C H elde edilir. Bu ise H'nin G’nin bir asal altmodiilii olmas: ile celigir.
Dolayisiyla r € Ule P; olur. r € P keyfi secildiginden P C Ule P; elde edilir. Buna
gore PAT den dolay1 P C P; olacak sekilde bir 1 < ¢ < k vardir. Fakat bu durumda
P; C P C P, olur ki bu da P,'nin Attg(M) kiimesinin bir minimal elemani olmasi ile

celigir. Dolayisiyla (G : M) ¢ P dir. Lemma 2.35’den H = KNG olacak sekilde M nin
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bir K asal altmodiilii bulunabilir. = € rady(0) C K olacagindan x € KNG = H elde
edilir. H, G'nin keyfi bir asal altmodiilii alindigindan = € radg(0) olur. Dolayisiyla
radg(0) = rady (0) NG elde edilir. m

Teorem 3.10 Yukaridaki lemmada kullanilan gosterimler ile

rady (0) = rady (G)N{m e M : 3c € R\UR, cm € (ﬂ P)M}

=1 =1

dir.

Kanmit. G = M ise Teorem 3.8’den dolay1 isimiz tamam. Dolayisiyla G # M alalim.
m € rady(0) olsun. m = s; + -+ + s, olacak gekilde s; € S; (1 < i < n) elemanlar
vardir. Eger (;_,,, P; C Ule P, ise o zaman PAT’den dolay1 (;_; , P; C P, olacak
sekilde bir 1 < ¢ < k vardir ve boylece uygun bir j = k+1,...,n icin P; C P; olur.
Fakat P;, Attp(M) kiimesinin bir minimal eleman1 ve P; # P; oldugundan bu durum
bir geligkidir. Dolaywsiyla (V7_,,, P; & Ule P; olur. Bir r € (ﬂ? k1 ) \ (UZ . P)
secelim. Bu durumda her j = k + 1,...,n i¢in r%S; = 0 olacak sekilde ¢; pozitif
tamsayilar bulunabilir. ¢ = maxz{tg,1,...,t,} olsun. Buna gore bir énceki lemmadan,
r'm € G Nrady(0) = radg(0) dir. Teorem 3.8’den dolay: crim € (ﬂle P¢> G olacak
sekilde bir ¢ € R\ (Ule Pi> vardir. Boylece cr! € R\ (Ule PZ-> olacagindan,
k k
rady (0) C rady (G)N{m e M : 3c € R\U P;, em € (m P)M}
i=1 i=1

elde edilir. Simdi m € rady(G) ve bir ¢ € R\ (Ule H) icin cm € (ﬂle R-) M
olsun. K, M’nin bir asal altmodiilii ve (K : M) = P olsun. Eger G C K ise m €
rady(G) C K olur. Kabul edelim ki G ¢ K olsun. +/anng(M) = ﬂz , P oldugu
agiktir. Boylece P = (K : M) 2 y/anng(M) = (\_, P; elde edilir. Buradan c¢m €
(N P)M € PM C K bulumur. Kabul edelim ki ¢ € P olsun. Bu durumda
¢G C K ve G ¢ K oldugundan ¢G # G elde edilir. Dolayisiyla ¢ € Ule P; olur. Bu
ise kabuliimiizle ¢elisir. Buna gore ¢ € R\P dir. Fakat ecm € K oldugundan m € K
olacaktir. K asal altmodiilii keyfi olarak segildiginden m € rady;(0) elde edilir. Béylece

kanit tamamlanmig olur. m

Yukaridaki teoremde rady,(0)’1 tiimevarimla elde etmek miimkiindiir:
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Dikkat edilirse
%_G+Sk+1+ +G+Sn
G G G
M /G’nin bir minimal sekonder gosterimidir. Buna gore Attg(M/G) = {Pis1,-.., P}

olur. rady (G)/G = radyc(0ayq) olacagindan yukaridaki teorem bu defa da radas/(0nc)-
'yi bulmak i¢in kullanilirsa rady,(G) elde edilmig olur. Fakat, eger Attg(M/G)nin her
eleman1 minimal degilse ayni iglem M yerine M /G igin de tekrarlanir. Sonlu bir adim
sonunda Oyle bir boliim modiiliine ulagilabilir ki bu boliim modiiliiniin eklentilerinin
her biri minimal olur. Buradan sonra ise Teorem 3.8 kullanilarak iglem tamamlanir.
C)rnegin, ¢ok basit olarak, yukaridaki teoremde P, C ... C P, alimirsa bu taktirde

So = 0 olmak tizere

n—1 J
rady (0) = ﬂ{m € M :3ce R\Pj;1, cm € ZSi + P M}
j=0 =0

esitligi elde edilir. Gergekten de yukaridaki teoreme gore rady (0) = rady (S1) N {m €
M : Je € R\Pl, cm € PlM} olur. M/Sl = (Sl —I—SQ)/Sl + -+ (Sl —I—Sn)/Sl

olacagindan yine ayni teoreme gore
radys, (0) = radar/s, (S1+ S2/S1) N {m € M/S, : 3c € R\P,, cm € P,(M/S,)}

yazilabilir. Buradan ise rady(S1) = rady(S1 + So) N{m € M : 3¢ € R\ P, cm €
S1+ P,M} elde edilir. Benzer sekilde rady (S1 + S2) = rady(S1 + So + S3) N {m €
M :3dc € R\Ps, ecm € Sy + Sy + PsM} bulunur. Bu sekilde devam edilirse yukaridaki

sonug elde edilir.
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4 DEDEKIND MODULLER

Bu boliimde Dedekind halkalarin bir genellemesi olarak diigtiniilen Dedekind modiil
kavrami tizerine bazi sonuglar verecegiz. Dedekind modiil kavrami ilk defa [30]'da
Naoum ve Al-Alwan tarafindan ortaya atilmis ve daha ¢ok carpimsal modiiller tizerinde
aragtirilmigtir. 2005 yilinda Alkan, Sarac ve Tirag tarafindan bu kavram, daha genel
modiiller icin ele alinarak halka kuraminda verilenlere benzer sonuglarin Dedekind mo-
diiller i¢in de verebilecegini gostermiglerdir. Biz de bu boliimde, Dedekind modiillerin
ve Dedekind modiillere sahip halkalarin karakterizasyonlarini mertebe kavramini da
kullanarak verecegiz. Fakat Dedekind modiil kavramina girig yapmadan 6nce degismeli
halka kuramindan iyi bilinen integral kapalilik ve Dedekind halka kavramlarina kisaca
deginelim.

Integral eleman ve integral kapalilk kavramlari, genelde, degismeli halkalar tize-
rindeki degismeli olmak zorunda olmayan cebirler (algebra) igin verilebilmesine kargin,
bu boliimdeki ilgiyi dagitmamak amaciyla biz bu kavrami, 6zel bir durum i¢in yani
degismeli bir tamlik bolgesinin kesirler cismi i¢inde kalan halkalar i¢in tanimlayacagiz.
R bir degismeli tamlik bolgesi ve K, R'nin kesirler cismi olsun. 7', K'nin R’yi iceren bir
althalkas1 olsun. Eger bir v € T igin p(u) = 0 olacak sekilde bir monik p(X) € R[X]
polinomu varsa, yani uygun as, ..., a, € R icin u™ +au™ ' +-- -+ a, = 0 yazilabiliyor
ise o zaman "u, R tuzerinde integraldir” denir. Eger T'nin her elemam1 R iizerinde
integral ise o zaman "1, R tuzerinde integraldir” denir. T"nin R iizerinde integral olan
tiim elemanlar1 7"nin R’yi iceren bir althalkasini olugturur. 7" = K alinirsa, bu alt-
halkaya R'nin integral kapanisy adi verilir ve genellikle R seklinde gosterilir. Eger bir
R tamlik bolgesi icin R = R ise R icin "integral olarak kapahdir” ifadesi kullanilir.
Kolayca goriilebilir ki R integral olarak kapalidir. Aslinda R, K'nin R’yi iceren in-
tegral olarak kapali en kiiciik althalkasidir. Dedekind halkalarin karakterizasyonunda
integral kapalilik onemli yer tutar. Aslinda her Dedekind halka integral olarak ka-
palidir. Ayrica her tek tiirlii carpanlara ayirma boélgesi (unique factorization domain)
de integral olarak kapalidir. Fakat her Dedekind halka tek tiirlii carpanlara ayirma
bolgesi degildir. (Yalmzca temel ideal bolgeleri hem Dedekind halka hem de tek tiirli
carpanlara ayirma bolgesidir). Literatiirde Dedekind halka kavrami genellikle tersinir
ideal kavrami yardimiyla tanimlanmaktadir. I, R’nin sifirdan farkli bir ideali olsun.

{q € K: qI C R} kiimesi K'nin R’yi iceren bir R-altmodiiliidiir. Bu kiimeyi 17! ile
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gosterecegiz. Buna gore [I-! = I7'] C R dir. Eger II~! = R ise o zaman I idealine
R'nin bir tersinir ideali denir. Sifirdan farkl her ideali tersinir olan tamlik bolgelerine
Dedekind halka adi verilir. Dedekind halkalar bugiine kadar pek cok farkli sekilde
karakterize edilmigtir. (Hereditary olma, asal ideallerindeki yerellegtirmelerinin temel
ideal bolgesi olmasi, tizerindeki béliinebilir modiillerin injektif olmasi vs...). Fakat biz
bu boliimde yalnizca agagidaki karakterizasyon iizerinde duracagiz:

"Cisim olmayan bir R tambhk bolgesinin Dedekind olmasi ile R'nin, sifirdan farkl
her asal ideali maksimal ideal olan Noether ve integral kapalr bir halka olmasi denktir.”

Bu boliimde Dedekind halkalar icin verilen bu karakterizasyonun modiiller i¢in nasil
genellegtirilebilecegini gorecegiz (Teorem 4.17 ve Sonug 4.18).

Simdi R herhangi bir degismeli halka ve M sifirdan farkli bir R-modiil olsun.
Cgr ile R’nin tiim sifir boleni olmayan elemanlarinin kiimesini gosterelim. Buna gore
S={{se€Cgr:VYme€ M, sm =0 = m = 0} kilmesi R'nin bir ¢arpimsal kapali
altkiimesidir. R’'nin S’ye gore yerellegtirmesini Rg, M nin S’ye gore yerellestirmesini
ise My ile gosterelim. Dikkat edilirse R — Rg, her r € R igin r +— r/1 ve M — Mg,
her m € M i¢in m — m/1 geklinde tamimh doniigtimler sirasiyla birer halka ve R—
modil monomorfizmalaridir. Dolayisiyla R C Rg ve M C Mg kabul edebiliriz. Simdi
0 # N < M alalim. Bir r/s € Rgile n € N i¢in (r/s)n ¢arpimi Mg i¢indedir. Fakat
bu ¢arpim her zaman M i¢inde kalmak zorunda degildir. {¢ € Rs : her n € N igin
qgn € M} = {q € Rs : ¢N C M} kiimesi Rg'nin R’yi igeren bir R-altmodiiliidiir.
Bu kiimeyi N1 ile gosterecegiz. Dikkat edilirse N™'N C M dir. Eger N™!N = M
ise N’ye M’nin bir tersinir altmodili denir. Ayrica M’nin sifirdan farkli her altmo-
diilii tersinir ise o zaman M’ye bir Dedekind R-modil adi verilir. M bir Dedekind
R-modil olsun. f € Endgr(M) alalm. Kabul edelim ki bir 0 # m € M igin f(m) =0
olsun. Keyfi bir x € M alalim. M Dedekind oldugundan Rm altmodiilii tersinirdir.
Dolayisiyla = (r/s)m olacak sekilde bir r/s € Rg vardir. Buna gore sz = rm ve
boylece sf(x) = f(sx) = f(rm) = rf(m) = 0 elde edilir. Fakat s € S oldugundan
f(x) = 0 olmak zorundadir. Dolayisiyla f = 0 olur. Buna gore bir Dedekind mo-
diiliin endomorfizma halkasindaki sifirdan farkli her eleman bir monomorfizmadir. Yani
Dedekind modiillerin endomorfizma halkalar1 birer tamlik bolgesidir. M bir R-modiil
ise, R degismeli oldugundan, her r € R i¢in ¢, : M — M, her m € M igin m — rm

ile tanimh déniigiim bir R~homomorfizmasidir. Buna gore R/anng(M) — Endgr(M),
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7 +— @, ile tamimli doniigiim bir halka monomorfizmasidir. Dolayisiyla eger M bir
Dedekind R—modiil ise o zaman anng(M), R'nin bir asal ideali ve M bir torsion—free

R/anngr(M)-modil olur. Buna gore anng(M) NS = @& ve anng(M)U S = R olur.

r+anng (M)
s+anng(M)
r+anng (M)
s+anng(M)

Béylece R/anng(M)'nin kesirler cismi, r € Rve s € S igin tipindeki eleman-

r+anng (M)

stannm (00T € M ise

lardan ibarettir. Ayrica her m € M icin m = Zm olur.
Dolayisiyla M ayni zamanda bir Dedekind R/anng(M)-modiil olur. Bu nedenle bu
boliimde tamlik bolgeleri iizerindeki torsion—free modiiller ile ¢alisacagiz. Elde edilen
sonuglarin genel durumlara aktarilmasi ise okuyucuya birakilacaktir.

Bu boliim boyunca R cisim olmayan bir degigsmeli tamlik bolgesini, K, R'nin kesirler
cismini ve M de bir torsion—free R—modiilii gosterecektir. Ayrica KM ile M’nin R\{0}
carpimsal kapali kiimesine gore yerellestirmesini gosterecegiz. Herhangi bir torsion—
free R-modiil X i¢gin O(X) = {qg € K : ¢X C X} kiimesini tamimlayalm. Dikkat
edilirse X, toplamsal kapal oldugundan O(X) de toplamsal kapalidir. Ayrica O(X)’in
carpimsal kapal oldugunu gérmek zor degildir. Dolayisiyla O(X), K'nin R’yi igeren bir
althalkasidir. Ote yandan her ¢ € O(X) i¢in ¢X C X oldugundan X ayni zamanda bir
O(X)-modiildiir. Aslinda O(X), X’in, iizerinde modiil yapisina sahip oldugu K'nin en
genig althalkasidir. O(X) halkasina X’in K igindeki mertebesi diyecegiz. Bu boltimde,
bir R—modil X aldigimiz zaman, bu modilin R— ya da O(X)-modiil yapilarindan
hangisinin kastedildigini kisaca rX ve o(x)X gosterimlerini kullanarak belirtecegiz.
Dikkat edilirse O(X) halkasimn kesirler cismi yine K’dir. Bu durum X’in O(X)-
altmodiillerini incelerken, tipki R-altmodiillerinde oldugu gibi, bu altmodiillerin de
O(X)—modiil yapisina gore terslerini K iginde bulma gans1 vermektedir.

M ve M’ iki torsion—free R—modiil ve f : M — M’ bir R—homomorfizmasi olsun.
Bir r/s € K ve m € M i¢in (r/s)m € M olsun. Buna gore KM’ iginde s(r/s)f(m) =
rf(m) = frm) = f(s(r/s)ym) = sf((r/s)m) olacagmdan (r/s)f(m) = f((r/s)m)
esitligi elde edilir. Kabul edelim ki f bir izomorfizma olsun. r/s € O(M) alalm. Buna
gore m’ € M’ ise bir m € M igin f(m) = m’ ve boylece (r/s)m' = f((r/s)m) € M’
elde edilir. Yani r/s € O(M’) olur. Ayni iglemler f~! : M’ — M doniigiimii igin de
tekrar edilirse O(M) = O(M') bulunur. Dolayisiyla izomorf torsion—free R—modiillerin

K icindeki mertebeleri aynidir.

Lemma 4.1 Eger M, R-modil olarak sonlu tiretecli ise o zaman O(M)-modiil olarak

ta sonlu treteclidir.
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Kamit. R C O(M) oldugundan, M’yi R-modiil olarak iireten elemanlar ayni zamanda
O(M)-modiil olarak ta tiretir. m

Lemma 4.2 [34, Onerme 13.15] R C S iki halka ve M bir S—modiil olsun. M (skaler-
lerin kusitlanmase ile elde edilen) R—modiil olarak sonlu iretecli olsun. Eger bir s € S

ve R’nin bir I ideali i¢in sM C IM ise o zaman
§" 4+ a8 A ap_15 +a, € anng(M)

olacak sekilde n € N ve a; € I' (i =1,...,n) elemanlar, vardar.

0 # N < M olsun. Biliyoruz ki N’nin tersinir altmodiil olmas1 icin N™'N = M
olmasi gerekir. Aslinda N’nin tersinir olabilmesi i¢in K’'nin en az bir R—altmodiilii A
icin AN = M olmas yeterlidir. Ciinkii bu durumda kolayca goriilebilir ki 4 C N1
ve boylece M = AN C N7'N C M, yani NN = M olur. Ayrica eger N'N = M
ise bu durumda O(M) € N~ ve N7!, K'nin bir O(M)-altmodiilii olur. Simdi 0 #
N <omy M alahm. Buna gore N <g M olur. Eger N—'N = M ise bu durumda
yukarida séylediklerimizden dolayr N, M nin O(M)-altmodiilii olarak ta bir tersinir

altmodiilii olur. Buraya kadar asagidaki lemmanin ilk kismini kanitlamig olduk.

Lemma 4.3 Kabul edelim ki gpM Dedekind modil olsun. Bu taktirde oanM de bir
Dedekind modildiir. Eger, ek olarak, rM sonlu tretegli ise O(M) halkasi bir Dedekind
halkadwr ve O(M), R’nin K igindeki integral kapanisidar.

Kanit. g M sonlu iiretegli olsun. O(M )’nin sifirdan farkl bir A idealini alahm. Buna
gore AM <p M dir. Ayrica (AM)™' = {¢ € K: gAM C M} = {g € K: ¢A C
O(M)} = A™! elde edilir. (Buradaki A™', A'min O(M) halkas tizerindeki tersidir).
Dolaysiyla O(M)-modiil olarak A™*AM = M elde edilir. Lemma 4.2 kullanilirsa,
AtA = O(M) bulunur. Dolayisiyla O(M) halkasinin sifirdan farkli her ideali tersinir
idealdir. Yani O(M) bir Dedekind halkadir.

Simdi bir ¢ € K i¢in ¢M C M olsun. Bu durumda, Lemma 4.2 tekrar kullanilirsa,
¢nun R tzerinde integral oldugu goriiliir. Ote yandan O(M) bir Dedekind halka
oldugundan integral olarak kapalidir. Dolayisiyla R'nin integral kapamsi O(M)’in

icinde kalir. Boylece kanit tamamlanmig olur. m
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Dikkat edilirse, yukaridaki lemmanin kamtinda O(M) halkasinin R iizerinde integ-
ral oldugunu gosterirken g M nin Dedekind modiil olugunu kullanmaya gerek kalmamaigtir.
Buna gore her sonlu iiretecli torsion—free R—modiil M i¢in O(M), R iizerinde integ-

raldir. Bu gozlemi ileride kullanacagiz.

Lemma 4.4 R C S C K wve S bir Dedekind halka olsun. Kabul edelim ki A, S’ nin
sifirdan farkly bir ideali olsun. Bu taktirde A, bir torsion—free Dedekind R—modiildiir.

Kanit. 0 # B <g A olsun. SB, S’nin sifirdan farkli bir ideali olacagindan (SB)™'B =
S olur. Boylece [(SB)™'A]B = A elde edilir. (SB)™'A, K'nin bir R-altmodiilii

oldugundan kanit tamamlanmig olur. m

Lemma 4.5 [12, Teorem 48] R C T iki degismeli ve birimli halka olsun. Eger T, R

tzerinde integral ise o zaman R ile T 'nin Krull boyutlar:y esittir.

Lemma 4.6 [1, Sonu¢ 3.7 Her sonlu iretecli torsion—free Dedekind R-modil R ’nin

bir idealine izomorftur.

Lemma 4.7 [22, Teorem 3.7 (i)] A C B iki degismeli ve birimli halka olsun. Eger
B, hem bir Noether halka, hem de A-modiil olarak sonlu tretecli ise o zaman A da bir

Noether halkadar.

Sonug 4.8 R uzerinde en az bir sonlu tretegli torsion—free Dedekind modil vardur
ancak ve ancak R, Krull boyutu 1 olan bir Noether tamlik bolgesidir ve R 'nin K i¢indek:

integral kapanist R—modul olarak sonlu ureteclidur.

Kamt. R, R'nin K icindeki integral kapams: olsun. Once bir sonlu iiretecli torsion—
free Dedekind R-modiil M alalim. Lemma 4.3’den dolay1 R, bir Dedekind halkadir.
Lemma 4.5’den dolay1 R, Krull boyutu 1 olan bir halkadir. Ayrica Lemma 4.6’dan
M, R'nin bir idealine izomorftur. Kabul edelim ki bu ideal I olsun ve I, R-modiil
olarak x1, ..., x; elemanlar1 tarafindan iiretilsin. I, R icinde tersinir ideal oldugundan
1 = quo1 + -+ - + gy, olacak sekilde g1, ..., g, € I7! elemanlan vardir. = € R olsun.
Buna gére x = qi(xx1) + - -+ + qu(z2) yazilabilir. I, Rnin bir ideali oldugundan her
i=1,...,kicin zx; € I olur. Dolayisiyla zx; = ri;x1+- - -+ 12 olacak sekilde r;; € R
(1 <4,j < k) elemanlar1 bulunabilir. Buradan, uygun rq,...,r, € R elemanlar1 igin

v = ri(qr) + - + ri(qrar) yazabiliriz. Béylece R, R-modiil olarak q1,. .., quTs
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elemanlar1 tarafindan tretilir. Lemma 4.7’den dolay1 R bir Noether halka olur. Tersine
R bir Noether halka, R'nin Krull boyutu 1 ve R, R iizerinde sonlu iiretecli olsun.
Dikkat edilirse R'nin her ideali bir R-altmodiildiir. Dolayisiyla R, bir Noether R
modiil olacagindan, ayni zamanda bir Noether halka olur. Ayrica Lemma 4.5’den
Rmin Krull boyutu 1°dir. Boylece R bir Dedekind halka olur. Dolayisiyla Lemma

4.4’den R bir sonlu iiretecli torsion—free Dedekind R-modiildiir. m

Yukaridaki sonuca gore pek ¢ok degismeli tamlik bolgesi, sifirdan farkl sonlu tiretecli
(torsion—free) Dedekind modiile sahip degildir. Ornegin, Noether olmayan tamlk
bolgeleri veya 1-boyutlu olmayan tamlik bolgeleri sonlu tiretecli Dedekind modiillere
sahip olmayan halkalar arasinda sayilabilir. Buna ragmen, agsagidaki érnekte de goriilmek-
tedir ki pek ¢ok Noether tamlik bolgesi de yeterince iyi miktarda Dedekind modiile
sahiptir. Ornegimizi vermeden once degismeli halka kuraminda Krull-Akizuki Teo-

remi olarak bilinen sonucu ifade edelim:

Teorem 4.9 [6, Teorem 11.13] R bir 1-boyutlu (Krull boyutu) Noether tamlik bélgesi
ve K, Rnin kesirler cismi olsun. L, K’nin bir sonlu cisim genislemesi olmak tzere

eger S, L’nin R’yi iceren bir althalkasi ise o zaman S, Krull boyutu en fazla 1 olan bir

Noether halkadar.

Ornek 4.10 R, cisim ya da 1-boyutlu yerel halka olmayan bir Noether tamlik bolgest
olsun. Buna gére R C M C K (M # K) olacak sekilde sonlu tretecli olmayan bir
Dedekind R—modul M vardar.

Kanmit. P, yiiksekligi 1 olan R’nin herhangi bir asal ideali olsun. Degismeli Noether
halkalarda boyle bir asal ideal her zaman bulunabilir. Ciinkii [12, sayfa 65, Aligtirma
25]'de de belirtildigi gibi, eger bir degismeli halka asal idealleri tizerinde artan zin-
cir kogulunu sagliyor ve her yari—asal ideali sonlu adet asal idealin arakesiti seklinde
yazilabiliyor ise (6zel olarak halka Noether ise) o zaman bu halka yari—asal idealleri
lizerinde azalan zincir kogulunu saglar. Dolayisiyla R'nin azalan her asal ideal zinciri
durmak zorunda olacagindan yiiksekligi 1 olan bir asal ideali bulunabilir. S, R'nin
P’deki yerellestirmesi olsun. Buna gore R C S C K olur. Ayrica S Krull boyutu 1
olan bir Noether halkadir. Kabul edelim ki 7', S'nin K igindeki integral kapanigi ol-
sun. Buna gore Teorem 4.9’dan dolay1 T" bir Noether halkadir. Ayrica Lemma 4.5’den
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T’nin de Krull boyutu 1 olur. Dolayisiyla T bir Dedekind halkadir. Simdi A, T nin
sifirdan farkli bir R—altmodiilii olsun. A’ ile ¢A C T kosulunu saglayan g € K eleman-
larinin kiimesini ifade edelim. Buna gore A’, ¢ (T'A) C T kogulunu saglayan ¢ € K
elemanlarmin kiimesi olur. Boylece A’ = (T'A)™" ve T bir Dedekind halka oldugundan
A'A = A'TA = T elde edilir. Dolayisiyla T' bir Dedekind R—modiildiir. Ayrica T,
1-boyutlu halka oldugundan 7" # K olur. T bir sonlu iiretecli R—modil ise S de bir
sonlu tretecli R-modiil olur. Fakat S'nin R-altmodiillerinin kesin olarak artan bir
R(1/c) C R(1/c*) C ... C R(1/c*) C ... zinciri bulunabilir. Aksi halde her ¢ € R\ P
i¢in ¢, R'nin bir tersinir eleman1 olurdu ki bu durum da R’nin 1-boyutlu yerel halka

olmasi demektir. Dolayisiyla 7', R—modil olarak sonlu iiretecli degildir. m

Yukaridaki 6rnegin kanitindan faydalanarak daha somut 6rnekler de elde edebiliriz:
A, asal sayilarin bostan farkli herhangi bir altkiimesi olsun. m € Z ve n, her asal
boleni A iginde olan bir pozitif tamsay1 olmak {izere rasyonel sayilari m/n tipindeki
elemanlarimin kiimesine 7' diyelim. A’, A disinda kalan asal sayilarin kiimesi olmak
tizere S = Z\(U,cn PZ) kiimesi Z'nin bir carpimsal kapali altkiimesidir ve 7' = S~'Z,
Z'nin S’deki yerellegtirmesidir. (Eger A biitiin asal sayilart kapsar ise S = Z\{0}
alinsin). Buna gore Teorem 4.9’dan dolay1 T' = Q veya T" bir 1-boyutlu Noether tamlik
bolgesi olur. Ayrica [3, V.1.5, Sonug 1] geregince T, Q iginde integral olarak kapahdir.
Dolayisiyla T'= Q veya T bir Dedekind halkadir. Buna gore T' sonlu iiretecli olmayan
bir Dedekind Z-modiil olur. Ayrica A biitiin asal ideallerin kiimesi degilse o zaman T
quasi—injektif degildir. Aslinda bir tamlik bolgesi tizerinde quasi—injektif, torsion—free

ve diizgiin olan bir tek modiil vardir: o da tamlik bolgesinin kesirler cismidir.
Sonug 4.11 Her sonlu turetecli torsion—free Dedekind R—modul Noetherdir.
Kanit. Sonug 4.8’den dolay1 agiktir. m

Lemma 4.12 [1, Lemma 3.9] g M bir sonlu tiretecli Dedekind modil olsun. Buna gére

M ‘nin ssfirdan farkly her N altmodiili igin (N : M) # 0 dar.
Sonug 4.13 Her sonlu tretecli torsion—free Dedekind modiil radikal formaiilini saglar.

Kanit. M bir sonlu iiretegli torsion—free Dedekind modiil olsun. M torsion—free

oldugundan bir asal modiildiir. Dolayisiyla radikal formiiliinii M nin sifirdan farkh
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altmodiilleri i¢in inceleyebiliriz. Buna gore 0 # N < M olsun. Sonug 4.8’den dolay1
R, Krull boyutu 1 olan bir Noether tamlik bolgesidir. Ayrica Lemma 4.12’den (N :
M) # 0 olacagindan M /N bir torsion R-modiil olur. Dolayisiyla [41, Teorem 4.12]
geregince M /N radikal formiiliinii saglar. Buna gore rady (N)/N = radyn(0r/n) =
REwM/N(Op/n) = RENM(N)/N olacagindan rady(N) = REy(N) elde edilir. N < M

keyfi secildiginden M radikal formilini saglar. m

Lemma 4.14 g M sonlu uretecli Dedekind modil ve N, M ‘nin bir R—altmoduli olsun.

Eger M/N bir tosion—free R-modiil ise o zaman ya N =0 ya da N = M dir.
Kanit. Lemma 4.12’den dolay1 agiktir. m

Lemma 4.15 rM bir sonlu tretegli Dedekind modil olsun. Buna gore oM nin

sifirdan farkl, her asal altmodili maksimaldir.

Kanmit. N, M'nin sifirdan farkh bir asal O(M)-altmodiilii olsun. P = (N o) M)
olsun. Buna gore P, O(M) halkasinin bir asal idealidir. Eger P = 0 ise bu taktirde
M/N torsion—free O(M )-modiil (ve dolayisiyla da torsion—free R—modiil) olacagindan
Lemma 4.14 geregince N = 0 olmak zorundadir. Fakat bu durum bir celigkidir.
Dolayisiyla P # 0 dir. Lemma 4.3’den P, O(M) halkasinin bir maksimal ideali olur.
PM C N oldugunu biliyoruz. Buradan (N7'P)M = N-Y(PM) C N7!N = M ve
boylece P C N7'P C O(M) elde edilir. N~'P, O(M)’nin bir ideali ve P maksi-
mal oldugundan ya N™'P = P ya da N7'P = O(M) olmahdir. Kabul edelim ki
N~'P = P olsun. O(M) bir Noether halka oldugundan P bir sonlu iiretecli O(M)-
modiildiir. Lemma 4.2'yi uygularsak N=' C O(M) oldugunu goriiriiz. Dolayisiyla
N-' = O(M) dir. Fakat bu durumda M = N'N = O(M)N = N olacagindan
bir geliski elde edilir. Buna gore N™'P = O(M) olur. Buradan N = O(M)N =
(PN"')N = P(N7'N) = PM elde edilir. Buraya kadar, aym zamanda, yalmzca
bir tek P-asal altmodiil olacagimi da gormiis olduk. Bu asal altmodiil ise PM dir.
N C L € M olacak sekilde M’nin bir L altmodiiliini alalim. P, O(M)’nin maksimal
ideali ve P C (L : M) oldugundan P = (L : M) dir. Buna gore L, M’ nin bir P—asal
altmodiilidiir ve dolayisiyla L = PM = N olur. m

Lemma 4.16 [1, Teorem 3.3] gRM sonlu tiretecli olsun. Eger pM 'nin her asal altmo-

dilt tersinir ise o zaman rM bir Dedekind modildiir.
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Teorem 4.17 rM sonlu turetecli olsun. Buna gore M Dedekind R—moduldir ancak ve
ancak

(i) M 'nin ssfirdan farkl her asal O(M)—altmodili maksimaldir ve

(1) O(M) bir Dedekind halkadur.

Kanit. (=) : Lemma 4.3 ve Lemma 4.15’den dolay1 agiktir.

(<) : N, oouyM'nin sifirdan farkhi bir asal altmodiilii olsun. (i)’den dolay1 N,
M’nin bir maksimal altmodiiludir. Dolayisiyla (N : M) = P, O(M)’nin bir maksimal
idealidir. Fakat PM de M’nin bir asal O(M )-altmodiilii olacagindan PM maksimal
olur. PM C N oldugundan PM = N elde edilir. P7!' = {qg € K: ¢P C O(M)}
oldugundan P7'N = P7'PM C O(M)M = M ve buradan da P~' C N~! elde
edilir. (i7)’den dolay1 M = O(M)M = (P7'P)M C N-'N C M olur. Buna
gére N, M’nin bir tersinir O(M)-altmodiiliidiir. N sifirdan farklh asal altmodiilii
keyfi olarak segildiginden Lemma 4.16 geregince M bir Dedekind O(M )-modiil olur.
Simdi 0 # L <z M olsun. Buna gore L™' = {¢g € K : ¢L C M} = {q €
K : q(OM)L) C M} olacagindan O(M)L™' C L' elde edilir. Boylece M =
LY (OM)L) = (L7'O(M))L € L7'L C M olacagindan L tersinir olur. Dolayisiyla
rM bir Dedekind modildir. =

Sonug 4.18 rM sonlu tretecli ise o zaman g M bir Dedekind moduldir ancak ve ancak
(i) M bir Noether O(M)-modiildiir,
(13) M ’nin sifirdan farkl her asal O(M)—altmodili maksimaldir ve
(1i1) O(M), K i¢inde integral olarak kapalidar.

Kanit. (=) : Sonug 4.11 ve Teorem 4.17’den dolay1 aciktir.

(<) :Dikkat edilirse M, sonlu tiretegli ve torsion—free O(M)-modiil olacagindan
(7)’den dolayr O(M) bir Noether halka olur. P, O(M) halkasimin bir asal ideali olsun.
T={meM:3ce OMN\NP, em € PM} olsun. T # M olacagindan, 7" M’ nin
bir P-asal altmodiilii olur. (i¢)’den 7', M nin bir maksimal altmodiiliidiir. Buna gére
P = (T : M), O(M)'nin bir maksimal ideali olur. (ii7)’den dolayr O(M) integral
olarak kapal oldugundan, O(M) bir Dedekind halka olur. Teorem 4.17’den dolay1r M
bir Dedekind R-modildir. m

Lemma 4.19 /3, V.2.1, Onerme 1 h: A — A bir halka homomorfizmasi ve A’; A

tizerinde integral olsun. A’ halkaswmn bir P' asal ideali i¢in P = h™(P') ise o zaman
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P’nin R i¢inde bir maksimal ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul P’ 'niin R’ icinde

maksimal ideal olmasidir.

Lemma 4.20 [12, §2.3, Alistirma 12] R cisim olmayan bir Noether tamlik bolgesi

olsun. Eger R’nin her maksimal ideali tersinir ise o zaman R bir Dedekind halkadur.

Bir N <g M igin eger (N :g M) ideali R’'nin bir maksimal ideali ise N’ye M nin
bir yari-maksimal altmodiilii denir. Agagidaki sonug, yari-maksimal altmodiilleri kul-

lanarak bir Noether modiiliin Dedekind olmasini karakterize etmektedir:

Sonug 4.21 g M bir sonlu dretegli Dedekind modildir ancak ve ancak onpyM bir

Noether modil ve g M 'nin her yari—maksimal altmoduli tersinirdir.

Kanit. (=) : Sonug 4.11’den dolay1 agiktir.

(<) : oM torsion—free oldugundan O(M) bir Noether halkadir. P, O(M)nin
bir maksimal ideali olsun. annonn (M) =0 C P ve oanM sonlu iiretecli oldugundan
Lemma 2.26’dan dolayn PM # M ve (PM :ouy M) = P dir. gpM sonlu iiretegli
ve torsion—free oldugundan, Lemma 4.3’den sonra yaptigimiz gézleme gore O(M), R
lizerinde integraldir. Ayrica (PM :p M) = RN (PM :ouy M) = RN P olacagindan
Lemma 4.19 geregince (PM :g M), R'nin bir maksimal ideali olur. Buna gore PM,
M’nin bir yari-maksimal R-altmodilidiir. Buradan, Lemma 4.3"in kanitinda oldugu
gibi P, O(M)’nin bir tersinir ideali olur. Béylece Lemma 4.20’den dolay1 O(M) bir
Dedekind halkadir. Kabul edelim ki oM bir Dedekind modiil olmasin. oM,
Noether modiil oldugundan, M 'nin tersinir olmayan sifirdan farkli O(M)-altmodiilleri-
nin ailesi i¢inde bir maksimal eleman bulunabilir. Bu eleman N olsun. L, M’nin
N’yi igeren bir maksimal O(M)-altmodiilii olsun. L aym zamanda yari-maksimal
olacagindan kabuliimiizden dolay1 L, M’nin bir tersinir O(M)-altmodiilii olur. Ote
yandan O(M) C L™' C N~! olacagindan N C L™'N C M elde edilir. Eger N =
L7IN ise Lemma 4.2 ile L™"’in her elemaninin O(M) iizerinde integral olacagi goriiliir.
Fakat O(M) integral olarak kapal oldugundan L~ = O(M) elde edilir. Bu durumda
M = L7'L = O(M)L = L geligkisi elde edilir. Dolayisiyla N # L~'N dir. N’nin
se¢ciminden dolayr L™'N, M nin bir tersinir O(M )-altmodiiliidiir. Fakat bu durumda

da N’nin tersinir olacagini gérmek zor degildir. Bu celiskiden dolay1 M nin sifirdan
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farkli her O(M)-altmodiilii tersinir olur. Yani M bir Dedekind O(M)-modiildiir.
Teorem 4.17’nin kanitinda oldugu gibi M bir Dedekind R—modiil olur. m

Tezimizin son boltimiinii Dedekind modiiller ile m7—modiiller arasindaki iligkiyi ve-

rerek sonlandiracagiz. R herhangi bir degismeli ve birimli halka ve M herhangi bir

R-modil olsun. Bir N < M alalim.
> {Im(6) : 6 € Homp(N, M)}

kiimesi M ’nin bir altmodiiliidiir. Bu altmodiile N'nin M igindeki izi (trace) denir ve
Try(N) ile gosterilir. Eger M'nin sifirdan farkli her N altmodiilii i¢in Try(N) = M
ise o zaman M’ye m—modiil ad1 verilir.

Simdi, daha 6nce oldugu gibi R bir tamlik bélgesi ve M bir torsion—free R—modiil
olsun. 0 # N < M olsun. Her ¢ € N™'i¢in f, : N — M, f(n) = gn (Vn € N) ile
tanimlanan doniigimiin bir R~homomorfizmasi oldugunu gormek zor degildir. Kabul
edelim ki N, M’nin bir tersinir altmodiilii olsun. 0 # m € M alalim. Buna gore
m = qiny + - -- + qiny olacak sekilde ¢1,...,qs € N7' ve ny,...,n; € N elemanlar
vardir. Bu durumda m = fy, (ny) +- -+ f,, (n) € Try(N) olacagindan Try (N) = M
dir. (Aslinda daha genel olarak N~'N C T'rp;(N) yazabiliriz). Dolayisiyla eger M bir
Dedekind R-modiil ise ayn1 zamanda bir m—modiil olur. Bunun tersi ile ilgili olarak,
Naoum ve Al-Alwan, [29]'da, bir M faithful ¢arpimsal (veya denk olarak torsion—free
carpimsal) R—modiil M i¢in M’nin Dedekind R-modiil olmasi ile 7—modiil olmasinin
denk olacagimi gostermislerdir. Biz de bir 7—modiiliin ne zaman Dedekind olacagini,
modiilii ¢garpimsal kabul etmeden gosterecegiz. Bu sonucu vermeden once kanit i¢inde
ihtiya¢ duyacagimiz bir gézlem yapalim:

Kabul edelim ki zpM sifirdan farkl bir torsion—free diizgiin modiil olsun. Bir 0 #
r € M alahm. M diizgiin oldugundan her 0 # m € M igin Rx N Rm # 0 olur (yani
0 # rx = sm olacak sekilde r, s € R vardir). Buna gore f : M — K, f(0) = 0 ve her
0#mé€ Miginr,s € Rve0 # rx=smise f(m) = r/s seklinde tanimli doniigiim
bir R-homomorfizmasidir. Bunun i¢in 6nce f'nin iyi tamimh oldugunu gosterelim.
0 # m € M olsun. Kabul edelim ki r,75,51,80 € R i¢in 0 # rixz = sym ve 0 #
rox = Som olsun. Bu durumda serym = rirex = resym olacagimdan (sor; —ra81)m =0
bulunur. M torsion—free oldugundan syr; = 7981, yani 11 /sy = ra/sy elde edilir. §imdi

my,mo € M olsun. 71,79,81,82 € R i¢in 0 # rixz = symy ve 0 # rox = s9me olsun.
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Buna gore sisa(my + ma) = (sar1 + s172)x olur. Eger my + my = 0 ise o zaman
Sor1 + s1r2 = 0 olacagindan f(mq) + f(me) = 11/81 + 12/82 = (S2r1 + $172) /5182 =
0 = f(0) = f(my + my) elde edilir. Dolayisiyla m; + ma # 0 olsun. Bu durumda
da sys9(my + my) # 0 olacagindan tamim geregi f(my + mg) = (sor1 + S$172)/8152 =
r1/s$1+712/82 = f(m1)+ f(msy) bulunur. Boylece f bir grup homomorfizmasidir. Benzer
yollar ile f'nin R—dogrusal oldugunu gormek zor degildir. Ayrica f, 1-1 dir. Ciinkii,
her sifirdan farkli m € M igin f(m) # 0 dir. Dolaysiyla her torsion—free diizgiin

R-modiiliin K icine gomiilebilecegini gostermis olduk.
Teorem 4.22 g M bir Dedekind moduldir ancak ve ancak gM bir dizgiun m—moduldir.

Kanit. zM bir diizgiin (torsion—free) m—modiil olsun. Yukaridaki gozlemden dolay:
M <pg K segebiliriz. M’nin sifirdan farkli bir N altmodiili ile f : N — M bir R—
homomorfizmas1 alahm. f(N) C M C K ve K bir injektif R-modiil oldugundan f
homomorfizmasi bir g : K — K homomorfizmasina genigler. Yani her n € N igin
f(n) =g(n) dir. g(1) = ¢ ven € N olsun. N C K oldugundan sn € R olacak sekilde
bir 0 # s € R vardir. Buna gore sf(n) = sg(n) = g(sn) = sng(1) = snq ve buradan da
f(n) = ng elde edilir. Dolayisiyla, f(N) C M oldugundan, ¢ € N~ bulunur. Boylece
M = Try(N) € N7'N C M elde edilir. Yani N, M’nin bir tersinir altmodiliidiir.
N < M keyfi secildiginden M bir Dedekind R-modiil olur.

Tersine, g M bir Dedekind modiil ise gM’'nin bir 7—modiil olacagin1 daha once
sOylemistik M nin diizgiin R—modiil oldugunu gormek i¢in M’de sifirdan farkli m, ve
my gibi iki eleman alalim ve Rm; N Rmsy # 0 oldugunu gosterelim. Rmgy, M’nin bir
tersinir altmodiilii oldugundan my = gm, olacak sekilde ¢ € (Rmy)~" vardir. ¢ = r/s
olsun. Buna gore 0 # smy = rmy; € Rmy N Rms elde edilir. Dolayisiyla M bir diizgiin

R-—modildir. =
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