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OZET

HEMEN HEMEN f-CEBIRLERI VE d-CEBIRLERI
ARASINDAKI ILISKILER
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Yiiksek Lisans Tezi
2007, 39 sayfa

Damisman : Prof. Dr. Oktay MUHTAROGLU
Jiiri : Prof. Dr. Oktay MUHTAROGLU
Jiiri : Yrd. Dog. Dr. Osman OZDEMIR
Jiiri : Yrd. Do¢. Dr. Hac1 AKTAS
Jiiri : Yrd. Do¢. Dr. Naim CAGMAN
Jiiri : Dog¢. Dr. Orhan UZUN

Alt1 boliim olarak diizenlenen bu caligmanin ilk bdliimiinde c¢alisma boyunca
kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verilmistir. ikinci béliimde hemen hemen f-
cebileri ve d-cebirlerinin temel Ozellikleri incelendi. Calismanin {igiincii boliimiinde
f —cebir, hemen hemen f —cebir ved —cebir simiflar1 arasindaki bagintilar ele alindi.
Dordiincii boliimde hemen hemen f — cebirlerinin nilpotent elemanlar: irdelendi. Besinci

boliimde degismeli olmayan d-cebirlerinin durumlar1 ele alindi. ve ¢alismanin son

boliimiinde, tartisma ve sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Latis uzayi, Latis cebiri, f-cebiri, Hemen hemen f-cebiri, d-
cebiri, Archimedean, Yar1 asal, Nilpotent eleman.
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RELATIONS BETWEEN f~ALGEBRAS AND d-ALGEBRAS
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In the first chapter of this study which arranged as six chapters, basic definitions
and theorems which will be used throught the study have been given. In the second
chapter, fundamental properties of almost f-algebras and d-algebras have been investigated.
Third chapter, the relations between f-algebra, almost f~algebra, and d-algebra have been
discussed. In the fourth chapter the nilpotent elements of almost f-algebras have been
studied. In the fifth chapter, the non-commutative d-algebras have been investigated.

Finally, in the sixth chapter, results and discussing have been given.
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SIMGELER LISTESI

IN Dogal Sayilar Climlesi

Z Tamsayilar Ciimlesi

IR Reel Sayilar Climlesi

v Her

3 En az bir

@ Bos kiime

= Ise

= Mantiksal denk

# Esit degil

< Biiyiik Olmayan

c Alt Ciimle

€ Elemanidir

1 Dik

sup En kiiciik tist sinir

inf En biiytik alt sinir

A Infimum

% Supremum

x* x ’in pozitif kismi

X x ’in negatif kismi1

|x| x ’in modiiliisti

A" A’nim pozitif kismi

I Ideal

(X,<) Kismi sirali kiime

N(A4) Nilpotent elemanlarin kiimesi
Hom(X) X ’ten X icine tanimli biitlin lineer operatorlerin climlesi
Oto(X) X ’ten X i¢ine tanimli Otomorfizmalarin uzay1
{er! Siral1 zayif birim

[a,b] a ile b’nin komiitatori



Vi

C([0,1]) [0,1]cIR iizerinde siirekli fonksiyonlarin kiimesi
A/ N(A) A uzayinin N(A4) alt uzayina gore boliim uzayi.

L (X) Biitiin siral1 sinirli operatorler uzayz.



GIRIS

Sirali vektor latis uzaylarinin tarihi, Riesz’e ve 1928’de Bologna’da yapilan
Uluslararas1 Matematikg¢iler Kongresine dayanir. 1951°de latis sirali cebirlerinin en 6nemli
siifi olan, f-cebirleri (yari-normal latis terimi ile) calismasi, o —Dedekind tam sirali
vektor uzayi i¢in Nakano (1950) tarafindan baslatildi. 1953°te Amemiya (1953) tarafindan
devam edildi. Daha sonra Birkhoff ve Pierce (1956) tarafindan 1956’da bugiinkii tanimi
ortaya konuldu. Latis sirali cebirlerinin ilk taniminin tarihini kesin olarak s6ylemek zordur.
Fakat yukaridaki ii¢ tarih etrafinda bir zaman oldugu sdylenebilir. Su an ortalama yada
Reynolds operatorleri diye adlandirilan konu, Frink (1950) tarafindan sirali latis halkasi
olarak ele alindi. Birkhoff bizzat kendisi, sirali latis halkalarinin gerekliligini, sirali latis
guruplar1 {izerine 1942 yilinda gerceklestirdigi bir seminerinin sonunda listeledigi
problemler arasinda vurgulamistir (Birkhoff and Pierce,1956). Riesz uzaylar1 analiz ¢alisan
aragtirmacilar tarafindan biiyiik bir dikkatle ele alindi. Sirali latis gruplar1 daha yaygin
olarak cebirle ugrasanlar tarafindan incelendi.

f-halkalar iizerine gilizel bir calisma, 1995 yilinda Henriksen tarafindan yapildi.
Tarihsel olarak f-cebirleri teoresinin yeniden glindeme getirilmesi Liixemburg (1979)
tarafindan Alkansas Lecture Notlarinda ve 1981°de Pagter (1981)’in doktora tez
calismasinda ciddi olarak ele alindi. f-cebirleri alanindaki diger bir arastirma, vektor
latisleri i¢in temsil teoremlerini kullanmaksizin Riesz uzaylari teorisinde bir cok elementer
sonucu kanitlamak i¢in bir program gelistiren Zaanen’in istegi iizerine baslamistir. f-
cebiri ilk olarak 1950 yilinda yari-normal latis cebirlerini kullanan Nakano (1950)
tarafindan calisild1 ve cebirler sirali o —tam olarak varsayildi. Bu varsayim 1953 yilinda
Amemiya (1953) tarafindan yaymlana bir makalede kaldirild. ileride tanimi verilecek f-
cebir kavrami1 ilk olarak Birkhoff ve Pierce (1956) tarafindan 1956 yilindan yayinlana bir
makalede ortaya konuldu.

Hemen hemen f-cebiri kavrami 1967 yilinda Birkhoff (1967) tarafindan ve Banach
hemen hemen f-cebirleri iizerine yogun bir ¢aligma Scheffold (1981) tarafindan yapildu.

d-cebiri kavrami 1967 yilinda Kudlacek (1967) tarafindan ortaya konuldu. Bu sinif
Steinberg (1977), Quint (1981) ve Marrigton (1978) tarafindan c¢alisildi. Bu latis cebir



siiflarin daha genis tarihgesi Boulair, Gerard ve Triki (2003)’nin inceleme makalesinde
bulunabilir.

Bu ¢alismada hemen hemen f-cebir ve d-cebir smiflarini ele aldik. Bu konuyla ilgili
iyi bilinen 6zelliklerden bu cebir siniflarinin bazi yeni 6zelliklerinin verildigi Bernau ve
Huijsmans(1990)’1n makalesini inceledik. Bunlarin aralarindaki iligkiler ve f-cebirleri ile
olan baglantilar1 arastirildi. Son olarak, bu cebir siniflarinin nilpotent elemanlar1 Bernau ve

Huijsmans (1990)’a gore irdelendi.



1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanmm 1.1. X O bir kilme ve bu X {lizerinde asagidaki ozelliklere sahip “<” bagintisi

varsa X’e bir kismi sirali kiime veya kismi siralanmig kiime denir ve ( X, <) ile gosterilir.

(@) Vxe X, x<x (yansima)
(b) Vx,ye X, x<yaAny<xise x=y (ters simetri)
() Vx,y,ze X, x<yAny<zise x<z (gecisme)

Eger kismi siralanmis bir kiimenin her eleman ¢ifti, iizerinde tanimlanan bagintiya

gore karsilastirilabiliyorsa bu kiimeye tam sirali kiime denir (Cakilli, 1997).

Tanmm 1.2. (X,<) kismi sirali bir kiime ve 4 < X olsun.Va € 4 icin eger x < a olacak

sekilde bir x eleman1 varsa x’e A’ nin alt sinirt denir. A’nin alt sinir1 varsa, bu alt sinirlarin

en biiyligline A nin infimumu denir ve inf 4 =x diye gosterilir. Va € 4 i¢in a <y varsa
y’ye bir iist sinir1 denir. A’nin bir en kiigiik {ist snir1 varsa bu en kiigiik {ist sinira 4 nin
supremumu  denir  vesup A=y diye  gosterilir. ~ Eger Va,be X icin
av b=supia,b} ve anb=inf{a,b} € X mevcutsa (X,<,Vv,A) yapisina kisaca, latis (veya
orgti) denir. (X, <) kismi sirali kiimesinin bostan farkli her altkiimesinin supremumu veya
infimumu varsa X’e tam latis denir. Eger Vx,y,z€ X icin xA(yvz)=(xAY)V(XAZz)

ozelligi saglanirsa X latisine dagi/malidir denir (Cakilli, 1997).

Ornek 1.3. (IR*,<) (=<, IR*'de noktasal siralama, yani V(x,y),(u,v)e€IR® igin

(x,y)<(u,v) © x <u,y <v) bir kismi siral1 latistir, fakat tam latis degildir.

Teorem 1.4. X bir latis ise Vx,y,z € X icin asagidaki ifadeler saglanir.

i) xv(yvz)=(xvy)vzve xan(yaz)=(xAy)az (birlesme ozelligi).
(i) xvy=yvx ve xAy=yAx (degisme ozelligi).
(iii) xA(xvy)=xve xv(xAy)=x (yutan eleman).
Vi) xApy)v(xanz)Sxa(yvz)ve xv(yvz)S(xVvy)A(xVz).

V) x<y=>xv(xaz)Sya(xvz).



(Vi) xXyeoxvy=yvex<y<sxXAy=x.

(vi) xvy=yo xAy=x.

Latisler hakkinda daha genis bilgi (Luxemburg, 1971; Zaanen, 1983; Birkhoff, 1967;
Cakalli, 1997)’de bulunabilir.

Tanim 1.5. X bir (reel) vektor uzayi olsun. (X,<) kismi sirali ve Vx,y € X icin

() x<y=>VzeXigin x+z<y+z ve

(i) x>0= VaelIR" igin ax>0

Ozellikleri saglanirsa, X e bir sirali vektér uzayr denir. Eger Vx,y € X icin sup{x,y} X ’te
mevcutsa, X sirali vektor uzayina bu kismi siralama bagintisina gore bir swrali vektor latisi,
veya kisaca, latis uzayr (I- uzayr veya Riesz uzayr) denir. Va,be X* ve VneIN igin

na < b oldugunda a =0 oluyorsa bu 6zelligi saglayan X latis uzayma Archimedean denir
(Zaanen, 1983).
Bu ¢alismamizda, aksi belirtilmedikce, tiim latis uzaylari Archimedean kabul

edilecektir.

Tamm 1.6. 4 bir latis uzay1 olsun. Herhangi bir xe 4 i¢in x" =xv 0, x” =(-x)v 0 ve
|x| = x Vv (—x) olarak gosterilen A’nin bu x*, x ve |x| elamanlarina x'in, sirasiyla, pozitif

kismi, negatif kismi ve moduliisti denir (Zaanen, 1983).

Teorem 1.7. Bir A latis uzayinda, Vx,y,z € A i¢in asagidaki ozelikler saglanir.

B xvy=-=)AE=] xAay=—(x)v(=y)] ve x+y=(xAry)+(xVvy).

(i) x+(yva)=(x+y)v(x+z)ve x+(yrz)=(x+Y)A(x+2).

(iii) x=x"—-x", |x|:x++x_ ve x" Ax =0.

(vi) x=y—z ve yAz=0 ise x' =y ve x =z, baska bir ifadeyle, x=x"—x"
ayrigmasi tektir.

(V) x=(x=y) +(xArY).
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(ix) xvy:E(x+y+|x—y|), x/\yzg(x+y—|x—y|) ve |x|v|y|=§(|x+y|+|x—y|).

xi) (xvy)az=((xAaz)v(yaz) ve (xAy)vz=(xVvz)A(yVz); baska bir ifadeyle,

her latis uzayr dagilmalidir.

Yukardaki ifadelerin ispatlar1 (Luxemburg, 1971; Zaanen, 1997; Cakilli, 1997)’de

bulunabilir.



2.HEMEN HEMEN f - CEBIRLERI VE d-CEBIRLERININ TEMEL
OZELLIKLERI

Tanmm 2.1. A bir latis uzay1 olsun. Va,be A" i¢in ab>0 ve ayni1 zamanda A4 bir
birlesmeli cebir ise A’ya latis sirali cebiri, veya kisaca, latis cebiri (- cebiri veya Riesz
cebiri) denir (burada A" ={ae€ A:a>0} kiimesine A’nin pozitif kismi denir) (Zaanen,

1983).

Ornek 2.2. V=@ bir kiime ve A={f] f-V— IR bir fonksiyon} ve Vf,ge 4, VxeV
veVa € IR igin

(@ g)(x)=Ax)+g(x)

(ax f)(x) =af(x)

f2g e f(x)<gx)

(fve)x)=f(x)ve)
seklinde tanimlanan islemlere gore ((4, @),(IR,+,.),%x,<,V ) yapisi (veya kisaca, A) bir
latis uzayidir. Bu islemlere ek olarak, eger 4 nin elemanlari arasinda

(f ®g)(x) = f(x)g(x)
seklinde bir carpma islemi tanimlanirsa ((4, @),(/R,+,.),x,=<,V,®) yapisinin, veya

kisaca, A’nin bir latis cebiri oldugu goriliir.

Teorem 2.3. A bir latis cebiri ise asagidaki sartlar saglanir.
(i) Va,b e A4 igin |ab|£|a||b|

(ii) Ya,b € A icin (ab)" <a’b" +a b~

(iii) Va,b € A i¢in (ab)" <a'b” +a b"

(Bernau and Huijsmans,1990).

Ispat: (i) |ab|=(ab)" +(ab) <a'b* +a " +a'b +a’b

=a"(b"+b )+a (b"+b")



=(a" +a )b +b") =|a||b|.
(ii) Va,be A i¢in a'b” +a b" >0 oldugundan
ab=(a"—-a )b"-b")
= a (b"=b )+(—a )b " -b")
= a'b"+ab —(a’b +ab")
<a’b"+ab .
(iii) (ab)” =—(ab)v 0 oldugundan —(ab)=a"b  +a b" —(a"b" +a b") esitsizliginden
—(ab)y<a'b” +a b" ve —(ab)v0<(a'b”+a b")vO0, yani (ab)”" <a’b” +a b" elde

edilir.

Tanim 2.4. A4 bir latis cebiri, a,b€ A ve anb=0 olsun.

(i) Vce A" igin canb=acAnb=0 ise A'ya bir f—cebiri,

(ii) ab=0 1ise A'ya bir hemen hemen f — cebiri,

(iii) Vce A" i¢inc(av b)=cav cbve (avb)c=acv bcise A'ya bir d-cebiri, ve

(iv) abAba =0 ise A’ya r-cebiri denir (Y1lmaz, 2001).

f-cebirleri ilk kez 1950 yilinda yar1 normal latis terimini kullanan Nakano (1950)
tarafindan ortaya konuldu ve cebirler sirali o —fam olarak farz edildi. Daha sonra son
sart Amemiya (1953)’nin yazdig1 bir makalesinde kaldirildi. yukarida verilen f-cebirinin
tamm1. Ik olarak Birkhoff ve Pierce (1956)’nin yazdiklar1 bir makalede goriilmiistiir.
Hemen hemen f- cebirlerinin sinifi  Birkhoff (1967) tarafindan tanimlandi ve Banach
hemen hemen f- cebirlerinin Scheffold (1981) tarafindan yogun bir sekilde c¢alisildi. d-
cebirlerinin tanim1 Kudlacek (1967)’e aittir. Bu sinif iizerine Stainberg (1977), Quint
(1981) ve Martignon (1978) tarafindan ¢alisildi. Yilmaz (2001) tarafindan tanimlandi. Bu
siiflar ile r-cebir siifi farkli olmasina ragmen aralarinda baz iliskiler vardir; 6rnegin, f-
cebir, hemen hemen f-cebir ve d-cebir siniflarinin her biri birer r-cebirdir (detaylar igin
bakiniz (Yilmaz, 2001)). Bu calismamizda f-cebir, hemen hemen f-cebir ve d-cebir

siiflarini inceleyecegiz.



Teorem 2.5. A bir latis cebiri ise asagidaki ifadeler saglanir.
(i) Her f-cebiri bir hemen hemen f-cebiridir.
(ii) Her f-cebiri bir d-cebirdir (Bernau and Huijsmans, 1990).

Ispat: (i) a,b € A ve a Ab=0 olsun. Bu durumda a,b € A" ve 4 bir f-cebiri oldugundan

bara=0 i¢in baab=0 olur. Benzer sekilde a€ A" ve A bir f-cebiri oldugundan
ab A ab =0 dir. Bu ab =0 oldugunu gosterir. Dolayisiyla 4 bir hemen hemen f-cebiridir.

(ii)a,b € A ve aAb=0 olsun. 4 bir f~cebiri oldugundan Vc € A" i¢in canb=acrb=0

ise ca Achb=ac A ab=0"dir. Dolayistyla 4 bir d-cebiridir.

Ornek 2.6. A=IR* ve x=(x.,x,),y=(y,y,) €A olsun.x+ y = (x, + y,,x, +,),
XSy X, SY,X% SV, XAY=(X, AY,X, AY,) vexy=(0,x,y,) islemlerine gére 4 bir
Archimedean hemen hemen f-cebiri ve d-cebiridir, fakat f~cebiri degildir. Cilinkii x =(1,0),

y=(0,1) vez=(1,0) olarak alinirsa, x A y =0 olmasina ragmen zx A y = (0,1) # (0,0).
Ornek 2.7. A=IR* yukaridaki 6rnek gibi ve x,y€ 4 igin
= (X, %)V, ¥,) = (491, X, 1,)
olarak tanimlanirsa A4 bir d-cebiri fakat hemen hemen f-cebiri degildir. Gergekten,
xAy=0 = cxAcy=0, xchnyc=0 (Vced").
Fakat a =(0,1), b=(0,1) alirsak a Ab =(1,0) A (0,1) =(0,0) = a A b = 0 olmasina ragmen
ab=(1,0)(0,1) = (0,1) # (0,0) = ab # 0.
Simdi her hemen hemen f-cebirinin bir d-cebiri olmadigin1 gosterelim.

Ornek 2.8. 4=1IR* ve yukanidaki gibi dogal toplam, skaler carpim ve kismi siralama

islemleri verilsin. xy = (x,y, +x;¥;, X,»,, X; ;) islemine gore 4 bir hemen hemen f-

cebiri, fakat bir d-cebiri degildir. Cilinkii a =(1,1,0), b =(0,0,1) ise



anb=(10)A(0,0,1)=(0,0,0) > arb=0.
Diger taraftan, ¢ = (1,1,1) € 4™ igin
canchb=(11,1)(1,1,0) A (1,1,1)(0,0,1)
— (140, 1, 0) A (0+1, 0, 1)
=(1,1,0)A(1,0,1)
=(1,0,0)=(0, 0, 0).

Tamim 2.9. 4 bir latis uzayr ve a € 4 olsun. Eger bir ke Z* icin a* =0 oldugunda

a =0 saglaniyorsa A’ya yari asal denir.

Teorem 2.10. Bir Archimedean f-cebir A’da asagidaki ozellikler saglanir. Va,b e A ve
Vee A" igin

(i) c(avb)=cavchb, (avb)c=acvbc ve clanb)=canch,(anb)c=acnbc .

(ii) a Lbise ac L b ve ca lb.

(iii) @ L b ise ab=0. Ozel olarak, ¥Ya € Aicin a*a” =a a” =0.

(iv) A yari asal ise a 1 b < ab=0.

V)a >20veaa" =(a")*>0.

(vi) A degismeli ve birlesmedir.

Yukarda ki ifadelerin ispatlar1 (Birkhoff, 1956; Huijsmans and Pagter, 1986; Zaanen,
1983)’ de bulunabilir.

Teorem 2.11. Bir Archimedean hemen hemen f-cebiri A’da asagidaki ozellikler saglanir.
(i) Vae 4 icin a* >0 (pozitif kare), dzel olarak ‘az‘ = |a|2.

(ii) Vae 4 igin aa* >0 ve a*'a>0.
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(iii) e A ’nin bir birim elemani ise e >0.

2n

(iv) Vae Ave Vne IN igin ‘az" = |a

1
(V) Va,bed" ve VYnelN ic¢in a(b—na)" <—b>.
n

1
(vi) Va,be A" ve VnelN icin(b—na) a<—b’
n

(Bernau and Huijsmans,1990).
Ispat: () «’ =(a* —a )’ =(a")’ —a’a —a a" +(@a )’ =) +(a)*20.
(i) Vaedicin aa" =(a"—a)a" =(a")* =20 dir. Benzersekilde a*a>0 dir.

(iii) Eger e, A’nin birim elemaniise e=ee=e” >0 dir. Yani 4 # {0} ise e >0 dir.

Eger 4= {0} ise e =0 olmak zorundadir.

(iv) ae A olmak iizere a™ =(a"—a )" =(a")”" +(a )" 20. Vaec A, Vne N igin

"= g*" . Diger taraftan

a*" >0 oldugundan ‘a

|a|2” — (a+ + a—)2n — (a+)2n +(a—)2n — a2n

2n

elde edilir.

oldugundan |a|2" =a”" = ‘a

(v) (ii)’ye gore (b—na)(b—na)" >0. Buradan b(b—na)” —na(b—na)” >0 olur. Bu

yizden a(b-na)’ Slb(b—na)+ Slbb+ :lb2 (a,b>0).
n n n

Benzer sekilde (vi) ispat edilir.
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Onerme 2.12. Bir A latis cebirinde asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(i) A bir hemen hemen f-cebiridir.

(ii) Ya,be A i¢in a L b= ab=0 dir.

(iii) Va,b e A i¢in (a—arb)(b—anb)=0

(iv) Vaec Adicina’a =0

(V)VaeAdigcinaa =0

(vi\Vae 4 icin a’ = |a|2

(Bernau and Huijsmans,1990).

Ispat: (i)= (ii). Oldugu agiktir.

(i) = (iii). 0<|a—anb|A|b—anb|<(|a|+|aAb]) A (b]+|anbl)=(a| Alb)+(a b))

< (|a| A |p)+ (|a| AlB)) =0

yani, [a—anb| L|b—a nb|.Buyiizden (i)'e gore (a—anb)(b—anb)=0.
(i) = (iii). a,b e 4 i¢in (a—a Ab)=(a—a)v(a—b)
= (0v(a-b))
=(a=b)"
(b—anb)=(b-a)r(b—b)

=—(a-b)VvO

=(a—b)
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(a—b)" A(a—b)” =0 (i)’ den dolay1 (a—b)"(a—b) =0 dir.

Dolayisiyla (a —(a Ab))(b—(a Ab)) =0 elde edilir.

(iii)= (iv). a" Aa” =a” Aa” =0 oldugundan agiktir.

(iii) = (v). (ii1) = (iv)’e benzer sekilde elde edilir.

V) =>Wi). a’=@ -a)=@ -a )a -a)=(a")Y -a'a —aa" +(a)
=(@") +(a’)
=@y +a'a +aa +(a)
=(a*+a )’
= |af

(vi) = (). Eger a’ = |a|2ise (@Y -a'a—aa +(@a)=@)+aa +aa +(a)

Vae A igin 2(a*a” +a a")=0 elde edilir. Béylece Va € 4 igin

aa>20,aa 20 isea’a =aa" =0"dir. a,be Ai¢in anb=0.

Burada c=(a—b) olsun, ¢"=a ve ¢ =b

O=anb=(a—(a-b)") =a-c" =>a=c"

O=anb=b—-(b—a)'=b—(a—-b) =b—-c =>b=c

c=c"—c =a-b = c¢'c =0elde edilir ¢ =a ve ¢ =b oldugundan ab = 0’dur.

Onerme 2.13. 4 bir degismeli hemen hemen f-cebiri ise Ya,b € A icinab = (av c)(a A b)

saglanir (Bernau and Huijsmans,1990).
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Ispat: 4 bir hemen hemen fcebiti veVa,be A igin (a—anb)=(a-b)" ve
(b—anb)=(a—b)  oldugundan (a—anrb)b—arb)=0. Buradan A degismeli

oldugundan
ab—a(anb)—(arb)b+(anrb) =0=ab=(a+b—anrb)anrb)=(avb)anrbh).
A Archimedean bir f-cebiri ve a,b e A" ise
nlab—ba|<a’ +b* (n=123...) ve

nl(ab)e — a(be)| < ab(a+b+ab) +a(a+a’ +ba) +cb(c + b + cb) + c(c + ¢* + bc)
esitsizlikleri yardimiyla Archimedean hemen hemen f-cebirlerinin degigsme ve birlesme
ozelliklerini sagladig1 Birkhoff ve Pierce tarafindan gosterilmistir (Birkhoff and Pierce,
1956). Bu esitsizliklerin ispatlarinin tamami (Birkhoff, 1967)’de Birkhoff tarafindan
verilmistir. Diger alternatif yaklasim, otomorfizmalar yardimiyladir (detaylar i¢in bakiniz
(Huijsmans and Pagter, 1986)). Benzer sekilde her Archimedean hemen hemen f-cebirinin
genel olarak degisme Ozelligine sahip oldugu ispatlanmistir. Bu 6nemli sonucu asagida

teorem olarak ifade ediyoruz (norm durumu ig¢in (Scheffold, 1981) ve genel sekli i¢in

(Bernau and Huijsmans, 1990), (Basly and Triki, 1988)’e bakiniz).

Teorem 2.14. Her Archimedean hemen hemen f-cebiri degismelidir (Bernau and

Huijsmans,1990).

Archimedean olmayan hemen hemen f-cebirlerinin degigsmeli olmasi gerekmez..

Ayni sekilde, bu Archimedean olmayan f-cebirleri i¢in de gegerlidir.

Ornek 2.15. A=IR*,Va,b € 4 igin

a<b< yaa <byada a =bve a, <b, (lexicographical sirali)

a* b = =
a, \b, ab,
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olmak iizere Ornek 2.6’daki gibi verilirse 4 bir f-cebiri, fakat ne Archimedean ne de
degismelidir. Burada, bu siralama bagntisinin tam olduguna, ve dolaysiyla

anb=0=a=0 veya b=0 olduguna dikkat ediniz.

Bu boliimiin basinda ele aldigimiz gibi bir Archimedean f-cebiri otomatik olarak
hem degismeli hem de birlesmelidir. Fakat bu durum Archimedean hemen hemen f-
cebirleri i¢in gegerli degildir. Diger bir degisle, bir Archimedean hemen hemen f-cebirinin

degismeli olmasina ragmen genel olarak birlesmeli olmas1 gerekmez.

Ornek 2.16. 4 = C([0,1]) olsun ve Va,b e A4 igin,
(a*b)(x) =a(0)b(0)+a(D)b(1) (x<[0,1])

seklinde tanimlansin. 4’nin bir Archimedean hemen hemen f-cebirinin biitliin 6zelliklerini

sagladigi  fakat birlesmeli olmadigi kolayca goriiliir. (Burada,Vx €[0,1] i¢in

(a*a)(x) = a(0)* +a(l)* oldugundan, A ne bir birim elemanina sahip ne de yar1 asaldir).

Onerme 2.17. 4 bir latis cebiri olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
(i) A bir d-cebiridir.

(ii)Vae 4, ce A" icin c|a| = |ca| ve |a|c = |ac| .

(iii)Va,be 4 icin |ab|=|d||b|.

(iv)Va,be A icin (ab)" =a’b" +a b

(V)Va,be Aigin (ab)y =a’b” +a b’

(vi)Vce 4 igin alb ise calch ve acl ab=0
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(vi)Vee A" icin anb=0 ise canchb=acrab=0
(viii)Va,be A, ce A" icin c(anb)=canch ve (anb)c=acAbc

(Bernau and Huijsmans,1990).

Ispat: (i)= (ii). 4 bir d-cebiri a € 4 ve c e A" olsun. Bu durumda
c|a| =c(a"+a )=ca” +ca =c(av0)+c(—av0)
= (cav 0)+(—cav0)

=(ca)" +(ca)”

=|ca ,
|a|c =(a"+a )c=ac+ac=(avO0)c+(-av0)c
= (acv0)+(-acv0)
= (ac)" + (ac)”
~ lad].

(ii) = (iii). Bir latis cebirinde |ab| S|a||b| oldugunu biliyoruz.

al[e1=Jal ] = ] " =)

=" ~Ja]b]

=Hab+

—‘ab+

<|ab™ —ab™| = |a(b”~b")| = |ab|.

Dolayisiyla |ab| = |a| |b| .
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(ii))= @{iv). ab=(a"—a )b " -b )=(a'b"—a'b" —a b"+a b")

=a’b"+ab —(a’b +ab")

Buradan (a"b" +a b )A(a"b” +a b")=0.Buyiizden (ab)" =a"b" +a b~ ve

(ab)” =a’b” +a b elde edilir.

(iv) <= (V). ab=(ab)" —(ab) =(a"b++a b )—(ab) ve ab=(a" —a )(b" —b")
=a'b’'—a'b"—ab +ab
=(@'b"+a’b")—(a’b +a’b").

Bu ylizden (a'b"+a b )—(ab) =(a’b"+a b’ )—(a'b +ab").

Dolayisiyla (ab) =a’b +a b" elde edilir.

(v) = (iv). Benzer sekilde gosterilir.

(iv) = (v). Agiktr.

(V)= (vi). a,b e A ve c € A" olsun. (vi)’ ten dolayl (a—aAb)A(b—anb)=0 ve

(ca—c(a Ab)) A(ch—c(anb))=0 dir. Buradan ca A chb =c(a Ab) elde edilir.
(vii) = (viii). a,b€ 4 ve ce A olsun. (av b)—(avb) =0 oldugundan
(a—(avb)v(b-(avb)=—(a—(avb)A—(b—(avb))
= —c(a—(av b)) n—c(b—(av b))
= —(ca—c(av b)) A—~(chb—c(a v b))
= —((ca—c(av b)) v (cb—b(av b))

= —((cav cb)—c(a v b))
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=—(cav cb)+c(a v b)=0,
yani c(av b)=cav ch ve benzer sekilde (av b)c = acv be elde edilir.
(viii) = (ii). c€ 4" ve a e 4 olsun.
da|=c(a* +a™) =c((av0)+(-av0)) =c(av0)+c(-av0)
= (ca v 0)+(—(ca) v 0)
= (ca)" +(ca) =|cd|.
(iv)= (vi). |a| A |b| = 0 olsun. O halde
ea] <[] = el (| ~Ja] ) = el A" = |~ oy*
= ((c]a|=[e]oh*
Benzer sekilde |cb| < (|c||a|—|c[[p])" dur.
0 <ca| A |eb| < (ca|=[eo))" A (ca]=[]p)™ = 0 .

Dolayisiyla ca L c¢b dir. Benzer sekilde ac L bc ifadesini de gosterebiliriz.
Quint (1981) tezinde, bir (birlesmeli) d-cebirinde a Ab = 0 ise (ab)’ = 0 saglandigim

gostermistir. Bernau ve Huijsmans (1990) ise bu sonucu asagidaki gibi ispatlamislardir.
Teorem 2.18. Bir d-cebirinde a Ab =0 ise (ab)’ =0 (Bernau and Huijsmans,1990).

Ispat: A4 bir d-cebiri ve a Ab =0 olsun. O halde

0 < (ab)* = ab(ab) A (ab)ab
<(a+ab)b(b+ ab) A (a+ ab)a(b+ ab)
= (a+ab)(b(b + ab) A a(a + ab))

A



=(a+ab)(bAa)(b+ab))
=0.

18



19

3. f —CEBIR, HEMEN HEMEN f — CEBIR VE d — CEBIR SINIFLARI
ARASINDAKI BAGINTILAR

Tanmim 3.1. 4 bir latis cebiri ve a € 4 olsun. Bazi n € IN igin a" =0 esitligini saglayan
elemanlara nilpotent denir (Bernau and Huijsmans,1990) ve biitiin nilpotent elemanlarin

kiimesi N(A) ile gosterilir. O halde, 4 bir latis cebiri ise
N(A)={ace A:a" =0,3neIN} (n, a’ yabagl)
olarak ifade edilir. Burada, eger N(A4) = {0} ise 4 'nin yar1 asal olduguna dikkat ediniz.
Teorem 3.2. (i) Her yari asal d-cebiri bir f-cebiridir.
(ii) e > 0, birim elemana sahip her d cebiri bir f-cebiridir (Bernau and Huijsmans,1990).
Ispat: A4 bir d-cebiri olsun. a,be A* ve arb=0 olsun.Vc,d € A" igin
0<d(canb)=dcandb<|(dvdc)aln[(d v dc)b]
=(dvdc)anb)=0 yazlr.
Buradan d(ca Ab)=0"dr.
Benzer sekilde (ac A b)d =0 oldugu gosterilebilir.
(i) d =ca Ab alalim. O halde (ca A b)* =0 dir. Fakat 4 yari asal oldugunda

canb =0 dir. Dolayisiyla 4 bir f~cebiridir. Benzer sekilde acAb =0 dir.

(ii) d = e alirsak e > 0 oldugundan ca A b =0 olmas1 gerekir. Benzer sekilde ac Ab =0

oldugu da gosterilebilir. Dolayistyla A bir f~cebiridir.
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Tanmm 3.3. 4 bir latis cebiri ve a € Aolsun. a L e oldugunda a=0 veya ane=0
oldugunda a =0 oluyorsa bu eelemanina A nin swrali zayif birim elemani, veya kisaca,

zayif birim eleman: denir. Asagidaki sekilde gosterilir.
{e}! ={aeA:a Le}=1{0}.

Tamim 3.4. Bir 4 latis uzaymin bir alt vektdr uzayr X olsun. xe X, ye 4 igin | y| < |x|

oldugunda x € 4 oluyorsa X'e bir sirali ideal, veya kisaca ideal denir (X bir idealdir <

Vx,y € Xicin x A y € X ) (Yilmaz, 2001).

Lemma 3.5. 4, e > 0 olacak sekilde sirall zayif birim elemana sahip bir latis cebiri olsun.
(i) ac A" ve(an2e)’ =0isea<e

(i) ac A" ve a*>=0ise a<e.

(Bernau and Huijsmans,1990).

ispat: (i) e tarafindan iiretilen sirali ideal I,(={a € A:3n e IN oyleki| a|< ne}) olsun.

I,’nin bir fcebiri olduguna dikkat edelim. b =a A2e olarak alimrsa b> =0 oldugu

gortliir. O halde
0<b-bre=(b-breyab=(b—bnre)r(b—b> Ab)
=(b-bre)yrble—bnre)
S(b-bre)yn2(e—bre)=0

(I, bir f-cebiri oldugundan b € I, igin b> Ab=b(b Ae)). Buradan h<e, yani an2e<e
olur. Boylece (a—e)Ae<0 ve dolayisiyla (a—e)" Ae=0. Fakat e bir sirali zayif birim

eleman oldugundan (a—e)" =0, yani a<e.

(ii) (1)’den agiktir.



21

Lemma 3.6. A bir latis cebiri ve a € A" olsun. A, e >0 olacak sekilde sirali zayif birim
elemana sahip ise (a—e) (e—a)'<e ve (e—a) (a—e)" <e’ dir (Bernau and

Huijsmans, 1990).

Ispat: c=(a—e)"(e—a)" A2e alalim. Bu durumda 0<c¢ <(a—e)" ifadesini elde ederiz.

Dolayisiyla 0<(e—a)'c<c<(a—e)" ve (e—a)'c<2(e—a)" . Boylece
0<c’<(a—e)'(e—a) " <(a—e) {(a—e)" A2(e—a)"}=0,

yani ¢* =0 ve Lemma3.5ten (a—e)'(e—a)" <e elde edilir. Benzer sekilde

(e—a)" (a—e)" <e oldugu goriliir..

Teorem 3.7. A, e >0 olacak sekilde bir birim elemana sahip latis cebiri ise asagidaki

ifadeler birbirine denktir.
(i) A bir hemen hemen f- cebiridir.
(ii) e bir sirali zayif birim elemandir (Bernau and Huijsmans, 1990).

Ispat: (i)=(ii). 4 bir hemen hemen ficebiri ve ae 4 olsun. Eger a le ise

lale=0=]al=0=a=0.

(ii)= (i). a,b € 4 ve aAnb =0 olsun. O halde
0<(ane)bre)y<anb=(ane)bre)=0

ve dolayisiyla, e > 0 bir birim elemana oldugundan,
albre)=(a—ane)bre) ve bre=(e—ane)bne)

elde edilir. Lemma 3.6’ya gore

0<albre)=(a—ane)e—ane)bre)=(a—e) (e—a)" (bre)<h.
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Bu nedenle 0<a(bre)<anb ifadesinden a(bAre)=0 saglanir. Benzer sekilde

(ane)b=0 ve Lemma 3.6’dan
0<ab=a(b-bre)y=a(e-bre)(b-bnre)=ale—a) (b—e)" <a.
O halde 0 < ab < a Ab=0 esitsizliginden ab =0 elde edilir.

Teorem 3.8. 4, e>0 birim elemanli Archimedean latis cebiri olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(i) 4 bir f-cebiridir.

(ii) e bir sirali zayif birim elemandir.
Ispat: (i)= (ii) oldugu aciktir.

(i))= () ae 4" ve a’> =0 kabul edelim. Bu durumda n=1,2,...i¢in (na)* = 0. Buradan
Lemma 3.5’e gore n=1,2,...i¢in na <e’dir. Archimedean 6zelliginden a =0 (*) elde

edilir.
Eger anb=0ve ce A" ise ab=0.
Dolayisiyla Teorem 3.7’ye gore bir hemen hemen f-cebiridir.

0<(canb)*=(canb)(canb)<ca(canb)<cab=0,

yani (canb)®=0. (*)dan canb=0 elde edilir. Benzer sekilde acAb=0 oldugu

goriliir.

Bu sonug Birkhoff ve Pierce (1956) tarafindan gelistirildi. Farkli bir ispat1 Bigard,
Keimel ve Wolfenstein (1977) veya Basly ve ark., (baskida)’da bulunabilir.

Teorem 3.9. A bir yart asal [-cebiri olsun. A bir f-cebiridir < Va,be A" igin

anb=0<ab=0 (Bernau and Huijsmans, 1990).
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Ispat : 4 bir f-cebiri ve a Ab =0 ise Teorem 2.10’dan ab = 0 oldugu aciktir. Eger ab =0

ise
0<(anb) =(anb)anb)<ab=0,

yani (a Ab)’* =0. A yar asal oldugundan a Ab =0 elde edilir.
Tersine olarak, Va,be A igin anb=0<ab=0 olsun. xAy=0 ve z€ 4"
0<(zxAy) =(zx A Y)Nzx A Y) < (zx)y =2z(xy) =20=0,

yani (zxAy)’=0. A yan asal oldugundan zxAy=0 elde edilir. Benzer sekilde

xz Ay =0 oldugu goriiliir.
Teorem 3.10. (i) Her yari asal hemen hemen f- cebiri bir f-cebiridir.

(ii) Birim elemant e olan her Archimedean hemen hemen f- cebiri bir f-cebiridir.

(Bernau and Huijsmans, 1990)

ispat: (i) Teorem 3.9’a gore bir yari asal fcebiri 4, a,be A" igin anb=0<ab=0
olarak karakterize edilir. O halde 4 bir yar1 asal hemen hemen f-cebiri ve a,b e A" igin

ab=0 ise a Ab =0 oldugunu gostermek yeter (¢iinkii, hemen hemen f- cebir taniminda

anb=0= ab=0 oldugu agiktir).
0<(anb)’ <ab=> (arb)’ =0 ve 4 yar asal oldugundan a Ab=0.

(ii) Teorem 3.7’ ve 3.8’den elde edilir.

Uyan 3.11. Eger A4 bir birlesmeli latis cebiri degilse Teorem 3.2 ve 3.10 genel olarak

saglanmaz. Ornegin, 4 = C([0,1]) noktasal toplamli, skaler carpimli ve bir kismi siral1 latis

uzayi olsun. Va,b € 4 igin
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@MbXﬂzidﬂMﬂm O<x<1)

0

olarak tanimlansin. 4 nin birlesme 6zelligi disinda bir Archimedean, degismeli, yar1 asal
ve hemen hemen f-cebirlerinin tiim 6zelliklerini sagladigini kolaylikla gosterilebilir. Fakat

A f-cebiri 6zelligini saglamadigini asagidaki 6rnekle agiklayalim.

-2x+1 OS)CSl 0 OS)CSl
a(x) = . 2 ve b(x)= . 2
0 —<x<1 2x—-1 —<x<1

2 2

olarak tanimlanirsa a Ab =0 oldugu goriiliir. Ozel olarak 0<x <1 i¢in c¢(x) =1 alinirsa
(c*xan b)(%) = i elde edilir. Bu ise (c*aAb)#0 oldugunu gosterir. Bu nedenle 4 bir f-
cebiri degildir.

Burada yapmis oldugumuz calismay1 6zetlemek gerekirse, bu latis cebir siniflari

arasinda asagidaki iliskileri verebiliriz.

Sonu¢ 1. A bir Archimedean yari asal (birlesmeli) latis cebiri olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(i) A bir hemen hemen f- cebiridir
(ii) 4 bir f-cebiridir.

(iii) 4 bir d-cebiridir.

Sonu¢ 2. 4, e>0 birim elemanli bir Archimedean (birlesmeli) latis cebiri olsun. Bu

durumda agagidaki ifadeler birbirine denktir.
(i) A bir hemen hemen f- cebiridir

(ii) 4 bir f-cebiridir.
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(iii) 4 bir d-cebiridir.

(vi) e bir sirall zayif birim elemandir.

Teorem 3.12. A bir d-cebiri olsun A’nin pozitif ayrik elemanlar: degismeli ise A hemen
hemen f-cebiridir. Ozel olarak, herhangi bir degismeli d-cebiri hemen hemen f-cebiridir

(Bernau and Huijsmans, 1990).
Ispat: a,be A", anb=0 ve ab=ba olsun. Buradan a*,b* € 4" ve abe A" . Bu

yiizden
O=(avb)anb)=(avb)an(avb)b

= (a’ v ba) A(abv b*)

>banab=ab>0
elde edilir ki buiseab =0.

Teorem 3.13. A herhangi bir pozitif kareli d-cebiri ise hemen hemen f cebriridir.

Ispat: a,be A" ise

0<ab<ab+ba=a’+b>—(a—b)’ <a’+b*
ve bu yiizden, eger a Ab=01se
0<ab=abn(a’+b*)=abra’+abrb>=a(bra)+b(anb)<0.

Dolayisiyla ab =0, yani A bir hemen hemen f-cebiridir.

Teorem 3.14. A bir degismeli Archimedean d-cebiri ise Ya,b e A™ ve n=1,23... i¢in

ab < na® (Yilmaz, 2001).

Ispat: Teorem 3.12’ye gore degismeli her d-cebiri hemen hemen f-cebiri oldugundan

dolayr Onerme 2.11(vi)’den Va,be A" ve n=1,2,...i¢in

a(b—na)” < lbz.
n
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A Archimedean oldugundan dolayr a(b—na)" =0. ae A" ve A bir d-cebiri oldugundan
dolay1
a(b—na)v0=a((b—na)v0)=0.

Bu yiizden a(b—na)<0 ve ab<na’ elde edilir.

Teorem 3.15. A4 bir Archimedean d-cebiri olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
birbirine denktir (Y1lmaz, 2001).

(i) A degismelidir.

(ii) A porzitif karedir.

(iii) 4 bir hemen hemen f- cebiridir.

Ispat: (i)= (iii), (iii))= (i), (ii)= (iii), (iii)=> (ii) oldugu sirasiyla Teorem 3.12, Teorem
2.14, Teorem 3.13 ve Onerme 2.11 (i)’den goriiliir.

(iii) = (iv). Vae A igin a'a =a a” =0.

(iv) = (iii). Sayet bAc=0 ve a=b—c ise ohalde b=a" ve ¢=a,almirsa

bc = cb elde edilir. Teorem 3.12°ye gore 4 bir hemen hemen f-cebiridir.
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4. HEMEN HEMEN f — CEBIRLERININ NILPOTENT ELEMANLARI

Tamim 4.1. X, bir 4 latis uzayinin bir ideali olsun. Eger X ayn1 zamanda bir halka ideali ise
X’e bir latis ideal denir. Eger, X’in herhangi bir alt kiimesinin supremumu A’da mevcut ve

bu supremum X’in elemani ise X’e bir band denir. Bagka bir ifadeyle, bir X ideali A latis
uzayinda bir bandtir <& {a,} c X ve 0<a, Ta (acd)ise xeX.
Bir latis uzayr 4’da {0} ve 4’nin kendisi daima birer bandtirlar (Yilmaz, 2001).

Bir Archimedean f-cebiri A°’da N(4) yalmizca bir latis ideal degil ayn1 zamanda

bir bandtir ve

N(A)={acA:a’=0={ac A:ab=0, Vb e A}
oldugu bilinmektedir (Zaanen (1997) veya Henriksen ve Isbell (1962)). Bu sonug;
Henriksen ve Isbell (1962 ) tarafindan verilmistir. Scheffold (1981), A’nin bir (birim
elemansiz) hemen hemen Banach ficebir olmasi durumunda N(4)={ae 4:a’ =0}

oldugu ispatladi. Basly ve Triki (1988) bu sonucu, gosteri teorisi yardimiyla, herhangi bir
Archimedean hemen hemen f-cebirine genisglettiler. Bu calismamizda, Bernau ve
Huijsmans (1990)’1n daha elementer ispatiyla herhangi bir Archimedean hemen hemen f-
cebiri A’nin nilpotent elemanlarin1 karakterizesini calisacagiz. Ayrica, benzer bir

calismanin Diem (1968)’in bir makalesinde goriiyoruz .

Onerme 4.2. A4 bir degismeli hemen hemen f-cebiri ise N(A), A’da bir latis idealidir
(Y1lmaz, 2001).

Ispat: N(4)nin bir alt vektdr uzayr ve 4’nin bir halka ideali oldugu aciktir. Bu yiizden

N()nin A’nmin bir sirali ideali oldugunu goéstermiyoruz. 0<bhb<a,aec N(A) ise
be N(A) oldugu agiktir. Bir ne€ IN igin a"=0 ve 0<b" <a” ise b" =0 saglanir.

Geriye N(A)’nin A’nin bir alt latisi oldugunu gostermek kaliyor. ae N(A4) ise
dnelNicina" =0 ve Teorem 2.11(iv)’den |a|n:‘a” ‘:0 saglanir. Bu ise

| a | € N(A) oldugunu gosterir.
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Teorem 4.3. A bir Archimedin hemen hemen f-cebiri ise
N(A)={aecA:a’ =0}
={acd: a’c=0,Vce A}
={a€ A: abc=0,Vb,ce A}.

(Bernau and Huijsmans, 1990)

Ispat: Ik olarakVh,ce A igin ae N(A)’mn abc=0 ifadesini gerektirdigini

gosterecegiz. A’nin degismeli ve pozitif kareli oldugundan VreZ ve k€ IN igin
0<(2b—na*"'c)* =4b* —4na*'be+n*a’c*.

Burada k=1 ise a*"'c=c olarak alinmalidir. Béylece k >2 ve a*bc=0 ise Vh,ce A4

icin a*?c¢? =a"(@"?c)c =0 elde edilir. Sonu¢ olarak, VneZ icin na*"'bc <b>.

Archimedean 6zelliginden Vb,c € 4 igin a*'bc=0.

Simdi ae N(A), yani dreIN:a" =0 ise,Vb,c € A i¢in a"bc =0’dir. Boylece
yukaridaki ifadeye goreVb,c e A igin a"'bc=0"dir. Bu islem r—2 kez tekrarlanirsa,
Vb € A i¢in abc =0 bulunur . Dolayisiyla,

N(A)c{ae A:abc =0, Vb,ce A}
claeA:a’c=0, Vce A

claed:a’ =0} c N(A).

Ornek 44. 4, a = bi¢imindeki alisilmis toplamli, skaler carpimli, ve kismi

S O O
S O Q
S Q{8 &

siral1 biitiin 3x3 tipindeki reel sayr matrislerinin kiimesi olsun. Bu durumda A4 bir

Archimedean hemen hemen f-cebiri, fakat bir f-cebiri degildir. Ayrica N(A)= 4.

2
a

{aed: o’ =0 = 0 |:aeR
0

oS O O
oS o O
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kiimesi N(A) = A’nin bir 6zaltkiimesidir (Bernau and Huijsmans, 1990).

Asagidaki Ornekte Archimedean hemen hemen f-cebiri 4 'nin biitiin nilpotent

elemanlarin kiimesinin, yani N(A) nin, bir band olmasina gerek olmadig1 gosterilecektir.

Ornek 4.5. 4= C([0,1]) alalm. Va,b € 4 ve Vx<[0,1] igin

(a*b)(x) = a(0)b(0)

olarak verilen ¢arpima gore 4 bir Archimedean birlesmeli hemen hemen f-cebiri ve d-
cebiridir, fakat bir f~cebiri degildir. Teorem 3.2 ve 3.10’a gore, 4 ne yar1 asal ne de birim
elemana sahiptir. Ayrica, N(A4A)={ae€ 4:a(0)=0} A’da bir band degildir
(Aliprantis,1985).

Bir ficebiri A’da I latis ideali ise 4/I bir f-cebiri oldugunu biliyoruz. Ustelik
a,be A ve anbel ise Vce A"i¢in canbel ve acnbel. Bu 6zellik supremum

icinde aynen gegerlidir. Benzer sekilde, asagidaki sonu¢ bu sonuglarin hemen hemen f-

cebirleri i¢in de dogru oldugunu gostermektedir (Bernau and Huijsman, 1990).

Onerme 4.6. A bir hemen hemen f-cebiri ve I, A’min bir latis ideali olsun. O halde
(i) A/1 bir hemen hemen f-cebiridir.
(ii) anbel veyaavbel ise abel.

(Bernau and Huijsmans, 1990)

Ispat: (i) [a], a’nm a+1 koseti olmak iizere, 4/ latis cebirinde [a] A[b]=[0] olsun.
a nb e loldugundan [a]=[a—a Ab] ve [b]=[b—aAb]. Buylizden a Ab=0 oldugunu
kabul edebiliriz.4 hemen hemen f-cebiri oldugundan ab=0’dir. Buradan
[a][b] =[ab] =[0] elde edilir.

(i) (1)’ in dogrudan bir sonucudur.
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Simdi, 4 bir Archimedean hemen hemen fcebiri olsun. Onerme 3.7’ye gore
N(A)={a e A:a’ =0} latis ideali bir hemen hemen f-cebiri ve 4/N(A) Archimedean ve
yar1 asal oldugundan Teorem3.10.(i)’den dolay1 gére A/ N(A) bir f~cebiridir
(Zaanen, 1983) .

Teorem 4.7. Eger A bir Archimedean hemen hemen f-cebiri ise A/ N(A) bir Archimedean

yart asal f-cebiridir (Bernau and Huijsmans, 1990).

Ispat: Teorem 4.6(i)’e gore, N(4)={ac A’ =0} A’mn bir latis ideali oldugundan,
A/ N(A) bir Archimedean hemen hemen f-cebiridir. Yani (A4/N(A))"’da Vne IN igin
nla] <[b]’dir. a, €[a] ve b, €[b] ise tamma gore Vne IN igin A" ’da na, <b, elde
edilir. 4 Archimedean oldugundan dolayi, a, =0 ve dolayisiyla [a,]=[0] dir. O halde
A/N(A) yann asaldir. Bu gore 4/ N(4)’da [a]’ =[0] ise [a][a]la]=[0] ve

[a’]=[0], yani a’ =0 saglanir.

Ornek 4.8. 4= C([0,1]) daha &nceki gibi verilsin. ® e C([0,1]),

1-2x OSXSl
d(x) = 2

0 <x<l1

1
2

olarak verilsin ve Va,b e A4 igin

O(x)a(x)b(x) (0<x< %)
axb= %
[a@)b(oyar (% <x<l)

1-x

olarak tanilmansin. Bu durumda A yar1 asal olmayan bir Archimedean hemen hemen f-
cebiridir ve bu durumda N(A4)={ae 4A:a(x)=0, Vxe [0,%]} bir banddir (detaylar i¢in

(Bernau and Huijsmans, 1990)’a bakiniz).
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5. DEGISMELI OLMAYAN d — CEBIRLERININ NILPOTENT ELEMANLARI

Teorem 3.12’°ye gore, her degismei d-cebiri bir hemen hemen f-cebiri oldugundan
Archimedean hemen hemen f-cebirleri i¢in yukarida elde ettigimiz biitiim sonuglar
Archimedean degismeli d-cebirleri i¢in de gegerlidir. Quint tezinde herhangi bir Banach d-
cebiri 4 i¢in

N(A)={ac A:a’ =0} ={ae A:bac=0,Vb,ce A}

oldugunu gostermistir (Quint, 1981). Bernau ve Huijsmans (1990) bu sonucu keyfi
bir d-cebiri i¢in genellestirmislerdir. Bu boélimde Bernau ve Huijsmans (1990)’in bu
calismasini inceleyecegiz.

X Archimedean latis uzay1 olsun. Va,be X icin anb=0 ise TanTh=0

Ozelligini saglayan bir 7:X — X lineer operator bir latis homomorfizm denir ve biitlin

latis  homomorfizmleri Hom(X) ile gosterilir. 0<S<T ve T e Hom(X) ise

S € Hom(X) (Luxemburg, 1979).

Teorem 5.1. X bir Archimedean latis uzayr ve 0< S,T: X — X olsun .

(i) S+ ST € Hom(X) ve (ii) 3k >2: ST" =0 ise ST =0 (Bernau and Huijsmans, 1990).

Ispat: Yukaridaki nottan S € Hom(X) ve ST € Hom(X)giinkii, eger X ‘de a Ab =0 ise
(ST)a A (ST)b=S(Ta) A S(TD)
=S(TanTh)=S5(0)=0
Ispat1 tamamlamak icin ST*™' =0 oldugunu gostermek yeterlidir. (i)’den
(Sa+STa) A (Sb+STb) =0

ve bu yiizden
0<SanSTb < (Sa+STa) A (Sb+ STb)

=(S+ST)an(S+ST)b
=0
Bu sonug sabit bir ¢ € X i¢in

- - - -2 -2 -1
a=T"c=T"2cAT" ¢, b=T"?c-T"?cAT" "¢
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oldugu elemanlarma uygulanirsa ( k =2 ise T2 =1, X iizerinde birim operatér)
(ST 'c=ST*" 2c AST" ') A(ST* ¢ =ST*" 'c AST*c) =0
elde edilir. Sonug olarak
(ST 'c=ST*" e AST* ') A (ST ') =0
ve dolayisiyla
0<ST*'e<ST"?¢c
saglanir (i) ve (ii) her nT (n € IN) igin de saglandigindan.
0<nST"'c<ST*"?c  (n=1,23....).
Archimedean 6zelliginden ST*'c =0 elde edilir. Bu Vc e X* igin dogru oldugundan
ST*' =0 elde edilir.

X bir Archimedean latis uzay1 ve 7: X — X bir lineer operatdr olsun. 7 sirali
smirli ve Va,be X icin anb=0ise 7a Lb (yani |7m| /\|b| =0) saglaniyorsa 7’ ye
bir otomorfizm denir ve biitiin otomorfizmalarin uzay1 Oto(X), L,(X) (biitiin sirali sinirh

operatorler uzayl)’nin bir alt latis uzayidir.

Sonucg 5.2.
(i) 0<S, T:X>X, S+STeHom(X) ve T* =0 ise ST =0 dur.
(i) Eger 0<T:X > X, T*?+T"" e Hom(X) ve T* =0 ise T =0 dur.

k=2igin, Sonuc¢ 5.2.(ii) 0<T:X —>X olmak iizere T°=0 ve
I+T eHom(X) ise T=0 olur. I1+T € Hom(X)< T € Oto(X) (Scorza, 1962) Fakat
Oto(X), birim eleman1 [ olan Archimedean f-cebiri oldugundan yar1 asaldir, yani
T? =0 ise T =0 (Zaanen, 1983). Dolayisiyla, sonug 5.2(ii) bu sonucun bir genellemesi
olarak g6z oniine alinabilir.

(Quint, 1981) T+7T°* e Hom(X) igin X iizerinde pozitif bir 7 operatdriinden
bahseder. (k=3 i¢in de tam olarak dogrudur). Yani sabiti bir D-operatdrii olmasi

durumunda 7° =0 ise 7% =0 olur.
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Yukaridaki sonu¢ 5.2(ii)) bir Archimedian d-cebiri 4’ya uygulanirsa, her bir
ace A" i¢in 7,(c)=ac (ce A) ve acik olarak 7, € Hom(A4). Ayrica Va,be A" igin
r o, =1, cHom(4). Ozel olarak k=123.... i¢in 7z' =7z € Hom(4). Ustelik
€ Hom(A) saglanir.

-
Va,be A" i¢in 7, +7x, =1

a+b

Bu boliimiin temel teoremini vermeden Once agagidaki lemmaya ihtiyacimiz var.
Lemma 5.3. 4 bir d-cebirive ac A ise (a*)”" <(a*)" (n=1273..).

Ispat: Onerme 2.17’ye gére Va,b € A igin (ab)" =a*b* +a b~ >a’b* oldugundan,
ozel olarak a =b alinirsa, (a*)* <(a”)" elde edilir. Buradan, n iizerinde tiimevarimla ,
(@a*)" <(a’")" ise
(@)™ =(a")"(a") < (@) (a*)"
<(a™)(a®)" +(@) (a*)

— (a2na2)+ — (a2n+2)+

Teorem 5.4. 4 bir Archimedean d-cebiri ise

N(A)={ae A : bca=0, Vb,ce A}
={acAd: a’c=0, Vced}
={acAba’ =0,Vbe A

={aeA:a’ =0, Vae A (Bernau and Huijsmans, 1990).

Ispat:
Oncelikle Vb,ce A igin ae N(A) ise bac=0 oldugunu gostermeliyiz.Yukaridaki

lemmaya gére 0<(a")”" <(a’")"=0. Yani a* € N(A)’dir. Bu yiizden a >0 oldugunu
varsayabiliriz. Sabit bir be 4* ve Vce A i¢in bac =0 oldugunu gostermek ispat igin

yeterlidir. 4 bir d-cebiri oldugundan dolayr 7,7, ve 7, +7x, 7z, € Hom(A) dir. Ustelik

rh= 7, =0.Baz1 k>0 ve a € N(4) i¢in sonug 5.2 (i) ye gore 7,7, =0.
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Dolayisiyla Vce A ve Vbe A" igin  7,7,(c) =bac =0 "dir.

Genel olarak Vb,ce 4 i¢in 7, = T o =T, =T,
Bu yiizden N(A4) c {a € A:bac =0 Vb,c € A} ve asagidaki ifadeler elde edilebilir.
N(A)c{ae A:bac=0 Vb,c e A4}
claed:a’c=0, Vece A U{ae A:ba*> =0,Vbe 4}
claed:a’ =0} c N(A)
ispat tamamdir.

Teorem 5.4°deki N(A)={ae A:a’ =0} tanim Ornek 4.3 “in bir sonucu olarak

karsimiza ¢ikar. ( En azindan degismeli Archimedean d-cebirleri igin)

Archimedean hemen hemen f-cebirlerinde oldugu gibi, herhangi bir Archimedean

d-cebir A i¢in A/ N(A) bir Archimedean yar1 asal d-cebiri ve Teorem 2.10(i)’ye gore

bir Archimedean yar1 asal f~cebiridir (Bernau and Huijsmans,1990). Buna gore asagidaki

gibi A nin komiitatorleri ile ilgili bir sonug verilebilir.

Teorem 5.5. A bir Archimedean d-cebiriise Va,b e A i¢in [a,b]’ = (ab—ba)’ =0
olur (Bundan dolay1 A gii¢li degismelidir yada kiip degismelidir.) (Bernau and Huijsmans,
1990).

Ispat: A/N(A4) bir Archimedean £ cebiridir. Ve bu yiizden degismelidir. Va,b € 4 igin
[a][b]=[b][a] olur. Yani Va,b e A i¢in ab—ba € N(A) dir. Teorem 5.4’e gore

Va,b e Aigin (ab—ba)’ =0 elde edilir.

Sonug 5.6. A bir Archimedean d-cebiri ise
(i) Va,b,c,d € A i¢in c[a,b]ld = c(ab—ba)d =0 dir

(i) Va,b € 4 igin (ab)> = a’b*> (Bernau and Huijsmans, 1990).
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Ispat: (i) Teorem 5.4’{in ispatia gore Vc,d € A igin ae A, a’ =0 ise cad =0 ’dr.
Teorem 5.5°e gbre Va,be A igin (ab—ba)’ =0 ve bunedenle Va,b,c,d € A igin
c¢(ab—ba)d =0 elde edilir.

(i1) (i)’de ¢ =a, d =b alirsak (ii) elde edilir.

Asagidaki 6rnek yukaridaki teoremde kiipiin kesin gerekliligini agiklamaktadir.

Ornek 5.7. 4= IR*’deki vektor uzayi islemlerini diisiinelim. 4 kismi siral1 ve baz

vektorleri arasindaki ¢carpim

1 0 0 0
0 1 0 0 .
e = |, e=|_|, es=|_| e = olmak tizere
0 0 1 0
0 0 0 1
e e, e, e,
e, e, e, 0 0
e, 0 0 0 0
e, e, e, 0 0
e, 0 0 0 0
seklinde tanimlansin. Diger bir deyisle ;
a, | B a,p
a a
Va,beIR* icin ab=| ° P = I seklinde de yazilabilir.
as || f ap
a, )\ B, asp,

Basit bir islem A’nin bir Archimedean d-cebiri oldugunu gosterir. Bu yiizden A4
kiip degismelidir. Fakat kare degismeli degildir.
Aslinda,

a=e +e,, b=e +e, ise ab=e +e,+e,+e,, ba=e,

ab—ba = e, + e, +e, olur. Bu yiizden (ab—ba)’ =e, # 0’ dir.
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0

a
Ayrica N(A)={ae A:a’ =0} dir. Cinkii N(4)={  |:@,,a,,a, € IR} dir.
a3
a,

Ornegin e, +e, +e, € N(4) fakat (e, +e,+e,)’ =e, #0 dir.

Sonug¢ olarak Teorem 5.4’ya gore Vb,ce 4 igin ae N(A) ise bca=0 dir.
Fakat abc =0 olmasma gerek yoktur. Aslinda a=e, +e,+e,, b=e, c=e +e, ise
ae N(A)’ dir. ( Bu yiizden bac =0’dir). Fakat abc=e; +e, #0’dir (Bernau and

Huijsmans, 1990).
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6.TARTISMA VE SONUC

Alt1 bolim olarak diizenlenen bu calisma bir derlemedir. Calismanin ilk boliimiinde
calisma boyunca kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verilmistir. Ikinci béliimde
hemen hemen f-cebirleri ve d-cebirlerinin temel 6zellikleri incelendi. Ayn1 zamanda bir f-
cebirinin hem hemen hemen f-cebiri hem de bir d-debiri oldugu, bunu tersinin her zaman
dogru olmadig1 gosterilip 6rmeklerle agiklandi. Caligmanin {i¢iincli boliimiinde f-cebir,
hemen hemen f-cebir ve d-cebir smiflar1 arasindaki bagintilar ele alindi. Ve asagidaki

sonuclar Bernau ve Huijsmans’a gore elde edildi (Bernau and Huijsmans, 1990).

Sonu¢ 1. A bir Archimedean yari asal (birlesmeli) latis cebiri olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(i) A bir hemen hemen f- cebiridir
(ii) 4 bir f-cebiridir.

(iii) 4 bir d-cebiridir.

Sonu¢ 2. 4, e>0 birim elemanli bir Archimedean (birlesmeli) latis cebiri olsun. Bu

durumda agsagidaki ifadeler birbirine denktir.
(i) A bir hemen hemen f- cebiridir

(ii) 4 bir f-cebiridir.

(iii) 4 bir d-cebiridir.

(vi) e bir siralr zayif birim elemandr.
Doérdiincii  boliimde hemen hemen f-cebirlerinin nilpotent elemanlar: irdelendi.
Besinci boliimde degismeli olmayan d-cebirlerinin durumlari ele alindi. Ve ¢aligmanin son

boliimiinde, tartisma ve sonuclar verilmistir.
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