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Altı bölüm olarak düzenlenen bu çalışmanın ilk bölümünde çalışma boyunca 

kullanılacak olan temel tanım ve teoremler verilmiştir. Đkinci bölümde hemen hemen f-

cebileri ve d-cebirlerinin temel özellikleri incelendi. Çalışmanın üçüncü bölümünde 

−f cebir, hemen hemen −f cebir ve −d cebir sınıfları arasındaki bağıntılar ele alındı. 

Dördüncü bölümde hemen hemen −f cebirlerinin nilpotent elemanları irdelendi. Beşinci 

bölümde değişmeli olmayan d-cebirlerinin durumları ele alındı. ve çalışmanın son 

bölümünde, tartışma ve sonuçlar verilmiştir. 
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In the first chapter of this study which arranged as six chapters, basic definitions 

and  theorems which will be used throught the  study have been given. In the second 

chapter, fundamental properties of almost f-algebras and d-algebras have been investigated. 

Third chapter, the relations between f-algebra, almost f-algebra, and d-algebra have been 

discussed. In the fourth chapter the nilpotent elements of almost f-algebras have been 

studied. In the fifth chapter, the non-commutative  d-algebras have been investigated. 

Finally, in the sixth chapter, results and discussing have been given. 
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SĐMGELER LĐSTESĐ  
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∀   Her  

∃   En az bir  
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⇒   Đse  
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+x   x ’in pozitif  kısmı 

−x   x ’in negatif kısmı 

x   x ’in modülüsü 

+A   A’nın pozitif kısmı 

I   Đdeal 

( )≤,X   Kısmi sıralı küme 

N(A)   Nilpotent elemanların kümesi 

)(XHom         X ’ten X içine tanımlı bütün lineer operatörlerin cümlesi  

Oto(X)  X ’ten X içine tanımlı  Otomorfizmaların uzayı 

de}{   Sıralı zayıf birim 

[a,b]      a ile b’nin komütatörü 
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C([0,1]) [0,1]⊂ IR üzerinde  sürekli fonksiyonların kümesi 

)(/ ANA  A uzayının N(A) alt uzayına göre bölüm uzayı. 
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GĐRĐŞ 

 

Sıralı vektör latis uzaylarının tarihi, Riesz’e ve 1928’de Bologna’da yapılan  

Uluslararası Matematikçiler Kongresine dayanır. 1951’de latis sıralı cebirlerinin en önemli  

sınıfı olan, f-cebirleri (yarı-normal latis terimi ile) çalışması, −σ Dedekind tam sıralı  

vektör uzayı için Nakano (1950) tarafından başlatıldı. 1953’te Amemiya (1953) tarafından  

devam edildi. Daha sonra Birkhoff ve Pierce (1956)  tarafından 1956’da bugünkü tanımı 

ortaya konuldu. Latis sıralı cebirlerinin ilk tanımının tarihini kesin olarak söylemek zordur. 

Fakat  yukarıdaki üç tarih etrafında bir zaman olduğu söylenebilir. Şu an ortalama yada 

Reynolds operatörleri diye adlandırılan konu, Frink (1950)  tarafından sıralı latis halkası 

olarak ele alındı. Birkhoff bizzat kendisi, sıralı latis halkalarının gerekliliğini, sıralı latis 

gurupları üzerine 1942 yılında gerçekleştirdiği bir seminerinin sonunda listelediği 

problemler arasında vurgulamıştır (Birkhoff and Pierce,1956). Riesz uzayları analiz çalışan 

araştırmacılar tarafından büyük bir  dikkatle ele alındı. Sıralı latis grupları daha yaygın 

olarak cebirle uğraşanlar tarafından incelendi.  

f-halkaları üzerine güzel bir çalışma, 1995 yılında Henriksen  tarafından yapıldı. 

Tarihsel olarak f-cebirleri teoresinin yeniden gündeme getirilmesi Lüxemburg (1979)  

tarafından Alkansas Lecture Notlarında ve 1981’de Pagter (1981)’in doktora tez   

çalışmasında ciddi olarak ele alındı. f-cebirleri alanındaki diğer bir araştırma, vektör  

latisleri için temsil teoremlerini kullanmaksızın Riesz uzayları teorisinde bir çok  elementer  

sonucu kanıtlamak için bir proğram  geliştiren  Zaanen’in isteği üzerine başlamıştır. f-

cebiri ilk olarak 1950 yılında yarı-normal latis cebirlerini kullanan Nakano (1950) 

tarafından çalışıldı ve cebirler sıralı −σ tam olarak varsayıldı. Bu varsayım 1953 yılında 

Amemiya (1953) tarafından yayınlana bir makalede kaldırıldı. Đleride tanımı verilecek f-

cebir kavramı  ilk olarak Birkhoff ve Pierce (1956) tarafından 1956 yılından yayınlana bir 

makalede ortaya konuldu. 

Hemen hemen f-cebiri kavramı 1967 yılında Birkhoff (1967) tarafından ve Banach 

hemen hemen f-cebirleri üzerine yoğun bir çalışma Scheffold (1981) tarafından yapıldı.  

d-cebiri kavramı 1967 yılında Kudlácek (1967) tarafından ortaya konuldu. Bu sınıf  

Steinberg (1977), Quint (1981) ve Marrigton (1978) tarafından çalışıldı. Bu latis cebir 
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sınıfların daha geniş tarihçesi Boulair, Gerard ve Triki (2003)’nin  inceleme makalesinde 

bulunabilir.   

Bu çalışmada hemen hemen f-cebir ve d-cebir sınıflarını ele aldık. Bu konuyla ilgili 

iyi bilinen özelliklerden bu cebir sınıflarının bazı yeni özelliklerinin verildiği Bernau ve 

Huijsmans(1990)’ın makalesini inceledik. Bunların aralarındaki ilişkiler ve f-cebirleri ile 

olan bağlantıları araştırıldı. Son olarak, bu cebir sınıflarının nilpotent elemanları Bernau ve  

Huijsmans (1990)’a göre irdelendi. 
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1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 
 
 

Tanım 1.1. X ≠ ∅  bir küme ve bu X üzerinde aşağıdaki özelliklere sahip “≤ ” bağıntısı 

varsa  X’e bir  kısmi sıralı küme veya  kısmi sıralanmış küme denir ve ( , )X ≤  ile gösterilir.  

(a) xxXx ≤∈∀ ,       (yansıma) 

(b) ,, Xyx ∈∀ xyyx ≤∧≤  ise yx =   (ters simetri) 

(c)  , , ,x y z X x y y z∀ ∈ ≤ ∧ ≤  ise  zx ≤     (geçişme) 

        Eğer kısmi sıralanmış bir kümenin her eleman çifti, üzerinde tanımlanan bağıntıya 

göre karşılaştırılabiliyorsa bu kümeye tam sıralı küme denir (Çakıllı, 1997). 

 

Tanım 1.2. ),( ≤X  kısmi sıralı bir küme ve XA ⊂  olsun. Aa∈∀  için eğer ax ≤  olacak 

şekilde bir x elemanı varsa x’e A’nın  alt sınırı denir. A’nın alt sınırı varsa, bu alt sınırların  

en büyüğüne A’nın infimumu denir ve inf A x=  diye gösterilir. Aa∈∀  için ya ≤  varsa 

y’ye  bir üst sınırı denir. A’nın bir en küçük üst snırı varsa bu en küçük üst sınıra   A’nın 

supremumu denir vesup yA =  diye gösterilir. Eğer Xba ∈∀ ,  için 

sup{ , } ve inf{ , }a b a b a b a b X∨ = ∧ = ∈  mevcutsa ( , , ,X ≤ ∨ ∧ ) yapısına kısaca, latis (veya 

örgü) denir. ),( ≤X  kısmi sıralı kümesinin boştan farklı her altkümesinin supremumu veya 

infimumu varsa X’e  tam latis denir. Eğer Xzyx ∈∀ ,,  için  )()()( zxyxzyx ∧∨∧=∨∧  

özelliği sağlanırsa X latisine dağılmalıdır denir (Çakıllı, 1997). 

 

Örnek 1.3. 2( , )IR p  (p , 2 'IR de noktasal sıralama, yani 2),(),,( IRvuyx ∈∀  için 

( , ) ( , ) ,x y u v x u y v⇔ ≤ ≤p ) bir kısmi sıralı latistir, fakat tam latis değildir. 

 

Teorem 1.4. X  bir latis ise Xzyx ∈∀ ,,  için  aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

(i)   zyxzyx ∨∨=∨∨ )()(  ve zyxzyx ∧∧=∧∧ )()(      (birleşme özelliği). 

(ii)  xyyx ∨=∨  ve xyyx ∧=∧                         (değişme özelliği). 

(iii) xyxx =∨∧ )(  ve xyxx =∧∨ )(               (yutan eleman). 

(vi) )()()( zyxzxyx ∨∧≤∧∨∧  ve )()()( zxyxzyx ∨∧∨≤∨∨ . 

(v)  )()( zxyzxxyx ∨∧≤∧∨⇒≤ . 
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(vi)  xyxyxveyyxyx =∧⇔≤=∨⇔≤ . 

(vii) xyxyyx =∧⇔=∨ . 

 

Latisler hakkında daha geniş bilgi (Luxemburg, 1971; Zaanen, 1983; Birkhoff, 1967; 

Çakıllı, 1997)’de bulunabilir. 

 

Tanım 1.5. X  bir (reel) vektör uzayı olsun. ),( ≤X  kısmi sıralı ve x, y X∀ ∈  için 

(i) içinx y z X x z y z≤ ⇒ ∀ ∈ + ≤ +  ve 

(ii) x +∈∀⇒≥ IRa0   için  ax 0≥  

özellikleri sağlanırsa, X’e bir sıralı vektör uzayı denir. Eğer ,x y X∀ ∈  için sup{x,y} X ’te 

mevcutsa, X  sıralı vektör uzayına bu kısmi sıralama bağıntısına göre bir sıralı vektör latisi, 

veya kısaca, latis uzayı (l- uzayı veya Riesz uzayı) denir. ,a b X +∀ ∈  ve n IN∀ ∈  için  

na b≤  olduğunda 0a =  oluyorsa bu özelliği sağlayan X  latis uzayına Archimedean denir 

(Zaanen, 1983). 

 Bu çalışmamızda, aksi belirtilmedikçe, tüm latis uzayları Archimedean kabul 

edilecektir. 

 

Tanım 1.6. A  bir latis uzayı olsun. Herhangi bir x A∈  için  0∨=+ xx , 0)( ∨−=− xx  ve 

)( xxx −∨=  olarak gösterilen A’nın bu x+ ,  x−  ve x  elamanlarına 'x in, sırasıyla, pozitif 

kısmı,  negatif kısmı  ve  modulüsü  denir (Zaanen, 1983). 

 

Teorem 1.7.  Bir A latis uzayında, , ,x y z A∀ ∈  için  aşağıdaki özelikler sağlanır. 

(i)  )]()[( yxyx −∧−−=∨ , )]()[( yxyx −∨−−=∧  ve  )()( yxyxyx ∨+∧=+ . 

(ii) )()()( zxyxzyx +∨+=∨+  ve )()()( zxyxzyx +∧+=∧+ . 

(iii)  −+ −= xxx ,  −+ += xxx  ve  0=∧ −+ xx . 

(vi) zyx −=  ve 0=∧ zy  ise yx =+  ve zx =− ; başka bir ifadeyle, −+ −= xxx  

ayrışması tektir. 

(v)  )()( yxyxx ∧+−= + . 
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(ix) )(
2

1
yxyxyx −++=∨ , )(

2

1
yxyxyx −−+=∧  ve   )(

2

1
yxyxyx −++=∨ . 

(xi)  )()()( zyzxzyx ∧∨∧=∧∨  ve  )()()( zyzxzyx ∨∧∨=∨∧ ; başka bir ifadeyle, 

her latis uzayı dağılmalıdır.  

 

Yukardaki ifadelerin ispatları (Luxemburg, 1971; Zaanen, 1997; Çakıllı, 1997)’de 

bulunabilir. 
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2.HEMEN HEMEN −f CEBĐRLERĐ  VE d-CEBĐRLERĐNĐN TEMEL  

   ÖZELLĐKLERĐ 

 
 

Tanım 2.1.  A bir latis uzayı olsun. +∈∀ Aba ,  için ab≥0 ve aynı zamanda A bir 

birleşmeli cebir ise  A’ya latis sıralı cebiri, veya kısaca,  latis cebiri  (l- cebiri veya Riesz 

cebiri) denir (burada { : 0}A a A a+ = ∈ ≥  kümesine A’nın pozitif kısmı denir) (Zaanen, 

1983). 

 

Örnek 2.2. V≠ ∅  bir küme ve  A={f| f:V IR→  bir fonksiyon} ve ,f g A∀ ∈ , Vx∈∀  

ve IR∈∀α  için 

 (f⊕ g)(x)=f(x)+g(x)  

 ( )( ) ( )f x f xα α× =     

)()( xgxfgf ≤⇔p   

)()())(( xgxfxgf ∨=∨  

şeklinde tanımlanan işlemlere göre (( ,A ⊕ ) , ( , ,.), , ,IR + × ∨p ) yapısı (veya kısaca,  A) bir 

latis uzayıdır.  Bu işlemlere ek olarak, eğer  A’nın elemanları arasında 

( )( ) ( ) ( )f g x f x g x⊗ =  

 şeklinde bir çarpma işlemi tanımlanırsa (( ,A ⊕ ) , ( , ,.), , , ,IR + × ∨ ⊗p ) yapısının, veya 

kısaca,  A’nın bir latis cebiri olduğu görülür. 

 

Teorem 2.3. A bir latis cebiri ise aşağıdaki şartlar sağlanır. 

(i) baabiçinAba ≤∈∀ ,  

(ii) −−+++ +≤∈∀ babaabiçinAba )(,  

(iii) +−−+− +≤∈∀ babaabiçinAba )(,  

(Bernau and Huijsmans,1990). 

 

Đspat: (i) ( ) ( )ab ab ab a b a b a b a b+ − + + − + + − − −= + ≤ + + +  

        = )()( −+−−++ +++ bbabba  
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    = ))(( −+−+ ++ bbaa   = ba . 

(ii) , içina b A∀ ∈  0≥+ +−−+ baba  olduğundan  

           ( )( )ab a a b b+ − + −= − −         

      =  ))(()( −+−−++ −−+− bbabba   

        =  )( +−−+−−++ +−+ babababa  

        a b a b+ + − −≤ + . 

(iii) 0)()( ∨−=− abab  olduğundan )()( −−+++−−+ +−+=− babababaab  eşitsizliğinden 

+−−+ +≤− babaab)(  ve 0)(0)( ∨+≤∨− +−−+ babaab , yani +−−+− +≤ babaab)(   elde 

edilir. 

 

Tanım 2.4. A bir latis cebiri,  olsun.0ve, =∧∈ baAba  

(i) için 0 ise ' ya birc A ca b ac b A f cebiri+∀ ∈ ∧ = ∧ = − , 

(ii) ,birya'ise0 cebirifhemenhemenAab −=  

(iii) için ve (c A c(a b) ca cb a b)c ac bc+∀ ∈ ∨ = ∨ ∨ = ∨ ise A’ya bir d-cebiri,  ve  

(iv) 0=∧ baab   ise  A’ya  r-cebiri denir (Yılmaz, 2001). 

 

f-cebirleri ilk kez  1950 yılında  yarı normal latis terimini kullanan Nakano (1950) 

tarafından ortaya konuldu  ve cebirler  sıralı tam−σ  olarak  farz edildi. Daha sonra son 

şart  Amemiya (1953)’nın yazdığı bir makalesinde   kaldırıldı. yukarıda verilen  f-cebirinin 

tanımı. Đlk  olarak Birkhoff ve Pierce (1956)’nin yazdıkları bir makalede görülmüştür. 

Hemen hemen f- cebirlerinin sınıfı  Birkhoff (1967) tarafından   tanımlandı ve  Banach 

hemen hemen f- cebirlerinin  Scheffold (1981) tarafından   yoğun bir şekilde  çalışıldı. d-

cebirlerinin tanımı Kudlácek (1967)’e aittir. Bu sınıf üzerine  Stainberg (1977), Quint 

(1981) ve Martignon (1978) tarafından çalışıldı. Yılmaz (2001) tarafından tanımlandı. Bu 

sınıflar ile r-cebir sınıfı farklı olmasına rağmen aralarında bazı ilişkiler vardır; örneğin, f-

cebir, hemen hemen f-cebir ve d-cebir sınıflarının her biri birer r-cebirdir (detaylar için 

bakınız (Yılmaz, 2001)). Bu çalışmamızda  f-cebir, hemen hemen f-cebir ve d-cebir 

sınıflarını inceleyeceğiz. 
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Teorem 2.5.  A bir latis cebiri ise aşağıdaki ifadeler sağlanır.  

(i)  Her f-cebiri  bir hemen hemen f-cebiridir. 

(ii) Her f-cebiri  bir  d-cebirdir  (Bernau and Huijsmans, 1990). 

 

Đspat: (i) Aba ∈,  ve 0=∧ ba  olsun. Bu durumda +∈ Aba,  ve A bir f-cebiri olduğundan  

0=∧ ab  için 0=∧ abb  olur. Benzer şekilde +∈ Aa  ve A bir f-cebiri olduğundan  

0=∧ abab ’dır. Bu 0=ab  olduğunu gösterir. Dolayısıyla A bir hemen hemen f-cebiridir. 

(ii) ve, Aba ∈ 0=∧ ba  olsun. A bir f-cebiri olduğundan +∈∀ Ac  için 0=∧=∧ bacbca  

ise  0=∧=∧ abaccbca ’dır. Dolayısıyla A bir d-cebiridir. 

Örnek 2.6. 2
1 2 1 2ve ( , ), ( , )A IR x x x y y y A= = = ∈  olsun. ),( 2211 yxyxyx ++=+ ,   

1 1 2 2, ,x y x y x y≤ ⇔ ≤ ≤ 1 1 2 2( , )x y x y x y∧ = ∧ ∧  ve xy 1 1(0, )x y=  işlemlerine göre A  bir  

Archimedean hemen hemen  f-cebiri ve d-cebiridir, fakat f-cebiri değildir. Çünkü x = (1,0), 

y = (0,1)  ve z= (1,0)  olarak alınırsa, 0x y∧ =  olmasına rağmen )1,0(=∧ yzx ≠ (0,0). 

Örnek 2.7. A= 2IR  yukarıdaki örnek gibi ve x,y A∈  için 

xy= ),(),)(,( 21112121 yxyxyyxx =   

olarak tanımlanırsa A bir d-cebiri fakat hemen hemen f-cebiri değildir. Gerçekten, 

0 0, 0 ( )x y cx cy xc yc c A+∧ = ⇒ ∧ = ∧ = ∀ ∈ . 

Fakat =a (0,1), =b (0,1)  alırsak )0,0()1,0()0,1( =∧=∧ ba 0=∧⇒ ba olmasına rağmen 

ab= )0,0()1,0()1,0)(0,1( ≠= 0≠⇒ ab .  

Şimdi her hemen hemen  f-cebirinin bir d-cebiri olmadığını gösterelim. 

Örnek 2.8.  A= 3IR  ve yukarıdaki gibi doğal toplam, skaler çarpım ve kısmi sıralama 

işlemleri verilsin. ),,( 33223322 yxyxyxyxxy += işlemine göre A bir hemen hemen f-

cebiri, fakat bir d-cebiri değildir. Çünkü =a (1,1,0), =b (0,0,1) ise 
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)0,0,0()1,0,0()0,1,1( =∧=∧ ba 0=∧⇒ ba . 

Diğer taraftan, +∈= Ac )1,1,1( için 

)1,0,0)(1,1,1()0,1,1)(1,1,1( ∧=∧ cbca  

              = (1+0, 1, 0) ∧ (0+1, 0, 1) 

   = (1, 1,0) ∧ (1, 0,1) 

  = (1, 0, 0)≠ (0, 0, 0).  

 

Tanım 2.9. A bir latis uzayı  ve Aa∈  olsun. Eğer bir +∈ Zk  için  0=ka  olduğunda 

0=a  sağlanıyorsa  A’ya  yarı asal denir. 

 

Teorem 2.10. Bir Archimedean  f-cebir A’da aşağıdaki özellikler sağlanır. Aba ∈∀ ,  ve 

c A+∀ ∈ için 

(i) ,c(a b) ca cb (a b)c ac bc∨ = ∨ ∨ = ∨ ve bcacb)c(acbcab)c(a ∧=∧∧=∧ , . 

(ii) ba ⊥ ise bcavebac ⊥⊥ . 

(iii) ba ⊥  ise 0=ab . Özel olarak, Aa∈∀ için  0== +−−+ aaaa . 

(iv) A yarı asal ise a b⊥ ⇔  ab=0. 

(v) 0≥+a  ve 0)( 2 ≥= ++ aaa . 

(vi) A değişmeli ve birleşmedir. 

 

Yukarda ki ifadelerin ispatları (Birkhoff , 1956; Huijsmans and Pagter, 1986; Zaanen, 

1983)’ de bulunabilir. 

 

Teorem 2.11.  Bir Archimedean  hemen hemen f-cebiri A’da aşağıdaki özellikler sağlanır. 

 (i) a A için∀ ∈   2 0a ≥ (pozitif kare), özel olarak 
22a a= . 

(ii) a A∀ ∈  için 0aa+ ≥  ve 0a a+ ≥ . 
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(iii) e  A ’nın bir birim elemanı ise 0e > . 

(iv)  a A∀ ∈ ve n IN∀ ∈ için 
nn aa

22 = . 

(v) ,a b A ve n IN için+∀ ∈ ∀ ∈  21
( )a b na b

n
+− ≤ . 

(vi) ,a b A ve n IN için+∀ ∈ ∀ ∈ 21
)( b

n
anab ≤− +   

(Bernau and Huijsmans,1990). 

Đspat: (i) 2222 )()()( −+−−++−+ +−−=−= aaaaaaaaa 22 )()( −+ += aa 0≥ . 

(ii)    içinAa∈∀    0)()( 2 ≥=−= ++−++ aaaaaa    dır.   Benzer şekilde  0≥+aa   dır. 

(iii)    Eğer  e,   A’nın  birim elemanı ise  02 >== eeee ’dır. Yani }0{≠A   ise 0>e ’dır. 

Eğer }0{=A  ise 0=e  olmak zorundadır. 

(iv)  Aa∈  olmak üzere  0)()()( 2222 ≥+=−= −+−+ nnnn aaaaa . ,a A n N∀ ∈ ∀ ∈   için  

02 ≥na  olduğundan   nn aa 22 =  . Diğer taraftan  

2 2 2 2( ) ( ) ( )
n n n na a a a a+ − + −= + = + 2na=   

olduğundan  nnn
aaa 222

==  elde edilir. 

(v) (ii)’ye göre 0))(( ≥−− +nabnab . Buradan 0)()( ≥−−− ++ nabnanabb  olur. Bu 

yüzden    ++ −≤− )(
1

)( nabb
n

naba
1
bb

n
+≤ 21

b
n

= ( , 0)a b ≥ . 

Benzer şekilde (vi) ispat edilir.  

 

 



 11 

Önerme 2.12. Bir A latis  cebirinde aşağıdaki ifadeler  birbirine denktir. 

(i) A bir hemen hemen f-cebiridir. 

(ii) Aba ∈∀ ,   için 0=⇒⊥ abba  dır. 

(iii) Aba ∈∀ ,   için 0))(( =∧−∧− babbaa  

(iv) Aa∈∀  için 0=−+aa  

(v) Aa∈∀  için 0=+−aa  

(vi) Aa∈∀   için 
22 aa =  

(Bernau and Huijsmans,1990). 

Đspat:  (i)⇒ (ii).  Olduğu açıktır. 

(ii) ⇒ (iii). 0 ( ) ( )a a b b a b a a b b a b≤ − ∧ ∧ − ∧ ≤ + ∧ ∧ + ∧ = ( ) ( )a b a b∧ + ∧  

        ( ) ( ) 0a b a b≤ ∧ + ∧ =  

yani, a a b b a b− ∧ ⊥ − ∧ . Bu yüzden (i)’e göre  ( )( ) 0a a b b a b− ∧ − ∧ = . 

(i) ⇒ (iii). Aba ∈,    için )()()( baaabaa −∨−=∧−  

                                              = ))(0( ba −∨  

             = +− )( ba  

     )()()( bbabbab −∧−=∧−  

                      0)( ∨−−= ba  

           −−= )( ba  
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0)()( =−∧− −+ baba  (i)’ den dolayı 0)()( =−− −+ baba  dır.  

Dolayısıyla 0))())((( =∧−∧− babbaa  elde edilir. 

(iii)⇒ (iv). 0a a a a+ − − +∧ = ∧ =   olduğundan açıktır. 

(iii) ⇒ (v). (iii)⇒ (iv)’e benzer şekilde elde edilir. 

(v) ⇒ (vi).  2 ( ) ( )( )a a a a a a a+ − + − + −= − = − −  = 2 2( ) ( )a a a a a a+ + − − + −− − +  

              = 2 2( ) ( )a a+ −+  

                                          = 2 2( ) ( )a a a a a a+ + − − + −+ + +  

                                          = 2( )a a+ −+  

                                          = 
2

a  

 (vi) ⇒ (i). Eğer  
22a a= ise 2 2( ) ( )a a a a a a+ + − − + −− − + = 2 2( ) ( )a a a a a a+ + − − + −+ + +  

Aa∈∀   için 0)(2 =+ +−−+ aaaa   elde edilir. Böylece Aa∈∀    için 

0 , 0a a a a+ − − +≥ ≥ ise 0== +−−+ aaaa ’ dır. Aba ∈,  için 0=∧ ba . 

Burada  ( )bac −=    olsun ,    ac =+   ve  bc =−     

))((0 +−−=∧= baaba   ++ =⇒−= caca  

+−−=∧= )(0 abbba = −−− )( bab  −− =⇒−= cbcb  

0 elde edilir vec c c a b c c c a c b+ − + − + −= − = − ⇒ = = = olduğundan 0=ab ’dır. 

 Önerme 2.13. A bir değişmeli hemen hemen f-cebiri ise Aba ∈∀ ,  için ))(( bacaab ∧∨=  

sağlanır  (Bernau and Huijsmans,1990). 
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Đspat: A bir hemen hemen f-cebiri ve ,a b A∀ ∈  için ( )a a b− ∧ = +− )( ba  ve 

( )b a b− ∧ −−= )( ba  olduğundan 0))(( =∧−∧− babbaa . Buradan A değişmeli 

olduğundan 

2( ) ( ) ( ) 0ab a a b a b b a b− ∧ − ∧ + ∧ = ⇒ ))(())(( bababababaab ∧∨=∧∧−+= . 

A Archimedean bir f-cebiri ve +∈ Aba,  ise  

  22 babaabn +≤−  ...)3,2,1( =n  ve 

 )()()()()()( 22 bcccccbbccbbaaaaabbaabbcacabn +++++++++++≤−   

eşitsizlikleri yardımıyla Archimedean hemen hemen f-cebirlerinin değişme ve birleşme 

özelliklerini sağladığı Birkhoff ve Pierce tarafından gösterilmiştir (Birkhoff and Pierce, 

1956). Bu eşitsizliklerin ispatlarının tamamı (Birkhoff, 1967)’de Birkhoff tarafından 

verilmiştir. Diğer alternatif yaklaşım, otomorfizmalar yardımıyladır (detaylar için bakınız 

(Huijsmans and Pagter, 1986)). Benzer şekilde her Archimedean hemen hemen f-cebirinin 

genel olarak değişme özelliğine sahip olduğu ispatlanmıştır. Bu önemli sonucu aşağıda 

teorem olarak ifade ediyoruz (norm durumu için (Scheffold, 1981) ve genel şekli için 

(Bernau and Huijsmans, 1990), (Basly and Triki, 1988)’e bakınız). 

Teorem 2.14.  Her Archimedean  hemen hemen f-cebiri değişmelidir (Bernau and 

Huijsmans,1990). 

Archimedean olmayan hemen hemen f-cebirlerinin değişmeli olması gerekmez.. 

Aynı şekilde, bu Archimedean olmayan  f-cebirleri için de geçerlidir. 

 

Örnek 2.15. A= 2IR , ,a b A∀ ∈  için 

a b≤ ⇔  ya 1 1a b< ya da 1 1a b= ve 2 2a b≤  (lexicographical sıralı) 









=
















=∗

21

11

2

1

2

1

ba

ba

b

b

a

a
ba     
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olmak üzere Örnek 2.6’daki gibi verilirse A bir f-cebiri, fakat ne Archimedean ne de 

değişmelidir. Burada, bu sıralama bağıntısının tam olduğuna, ve dolayısıyla 

0 0a b a∧ = ⇒ =  veya 0b =  olduğuna dikkat ediniz. 

 

Bu bölümün başında ele aldığımız gibi bir Archimedean f-cebiri otomatik olarak 

hem değişmeli hem de birleşmelidir. Fakat bu durum Archimedean hemen hemen f-

cebirleri için geçerli değildir. Diğer bir değişle, bir Archimedean hemen hemen f-cebirinin 

değişmeli olmasına rağmen genel olarak birleşmeli olması gerekmez. 

 

Örnek 2.16. ])1,0([CA = olsun ve ,a b A∀ ∈  için, 

 

( )( ) (0) (0) (1) (1)a b x a b a b∗ = +  ( [0,1])x∈  

 

şeklinde tanımlansın. A’nın bir Archimedean hemen hemen f-cebirinin bütün özelliklerini  

sağladığı fakat birleşmeli olmadığı kolayca görülür. (Burada, ]1,0[∈∀x  için 

22 )1()0())(( aaxaa +=∗  olduğundan,  A ne bir birim elemanına sahip ne de yarı asaldır). 

 

Önerme 2.17. A  bir latis cebiri olsun. Bu durumda   aşağıdaki ifadeler denktir. 

(i)  A bir d-cebiridir. 

(ii) ,a A c A+∀ ∈ ∈  için  c a ca ve a c ac= = . 

(iii) ,a b A için ab a b∀ ∈ = .    

(iv) , ( )a b A için ab a b a b+ + + − −∀ ∈ = +  

(v) , ( )a b A için ab a b a b− + − − +∀ ∈ = +  

(vi) 0c A için a b ise ca cb ve ac ab∀ ∈ ⊥ ⊥ ⊥ =  
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(vii) 0 0c A için a b ise ca cb ac ab+∀ ∈ ∧ = ∧ = ∧ =  

(viii) , , ( ) ( )a b A c A için c a b ca cb ve a b c ac bc+∀ ∈ ∈ ∧ = ∧ ∧ = ∧  

(Bernau and Huijsmans,1990). 

 

Đspat:  (i)⇒  (ii). A bir d-cebiri a A∈  ve c A+∈  olsun. Bu durumda 

−+−+ +=+= cacaaacac )(  = )0()0( ∨−+∨ acac  

     = )0()0( ∨−+∨ caca  

                = −+ + )()( caca  

                = ca , 

cacacaaca −+−+ +=+= )( = caca )0()0( ∨−+∨  

         = )0()0( ∨−+∨ acac  

         = −+ + )()( acac  

        = ac . 

(ii) ⇒ (iii).  Bir latis cebirinde  ab a b≤  olduğunu biliyoruz. 

( )a b a b a b b a b a b+ + + −= = − = −  

        = ( )ab ab ab ab a b b ab+ + + − + −− ≤ − = − = . 

Dolayısıyla ab a b= . 
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(iii)⇒ (iv). )())(( −−+−−+++−+−+ +−−=−−= bababababbaaab  

                            )( +−−+−−++ +−+= babababa  

Buradan    0)()( =+∧+ +−−+−−++ babababa . Bu yüzden −−+++ += babaab)(   ve 

+−−+− += babaab)(  elde edilir. 

(iv)⇔ (v). ( ) ( )ab ab ab+ −= − = ( ) ( )a b a b ab+ − − −+ + − ve ( )( )ab a a b b+ − + −= − −  

        =a b a b a b a b+ + + − − + − −− − +  

        = ( ) ( )a b a b a b a b+ + + + + − − ++ − + . 

Bu yüzden  ( ) ( ) ( ) ( )a b a b ab a b a b a b a b+ + − − − + + − − + − − ++ − = + − + . 

Dolayısıyla  ( )ab a b a b− + − − += +  elde edilir. 

(v) ⇒ (iv). Benzer şekilde gösterilir. 

(iv) ⇒ (v). Açıktır. 

(v)⇒ (vi). Aba ∈,  ve +∈ Ac  olsun. (vi)’ ten dolayı 0)()( =∧−∧∧− babbaa  ve 

0))(())(( =∧−∧∧− baccbbacca  dır. Buradan )( baccbca ∧=∧  elde  edilir. 

(vii)⇒ (viii). Aba ∈,  ve  +∈ Ac olsun. 0)()( =∨−∨ baba  olduğundan 

=∨−∨∨− ))(())(( babbaa ))(())(( babbaa ∨−−∧∨−−  

                = ))(())(( babcbaac ∨−−∧∨−−  

                 = ))(())(( baccbbacca ∨−−∧∨−−  

                                           = )))(())((( babcbbacca ∨−∨∨−−  

                   = ))()(( baccbca ∨−∨−  
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                  = )()( baccbca ∨+∨− =0, 

yani cbcabac ∨=∨ )(  ve  benzer şekilde  bcaccba ∨=∨ )(  elde edilir. 

(viii) ⇒ (ii). +∈ Ac  ve  Aa∈  olsun. 

)( −+ += aacac ))0()0(( ∨−+∨= aac )0()0( ∨−+∨= acac  

                                             )0)(()0( ∨−+∨= caca  

                                                  = −+ + )()( caca = ca . 

(iv)⇒ (vi). 0=∧ ba  olsun. O halde  

)( baacacca ∧−=≤ = +∧ )( bac +−= ))(( bac  

                 +−= )( bcac  

Benzer şekilde  −−≤ )( bcaccb  dır. 

0)()(0 =−∧−≤∧≤ −+ bcacbcaccbca dır.  

Dolayısıyla  cbca ⊥  dir. Benzer şekilde bcac ⊥ ifadesini de gösterebiliriz. 

         Quint (1981) tezinde, bir (birleşmeli) d-cebirinde 0=∧ ba  ise 3( ) 0ab = sağlandığını 

göstermiştir.  Bernau ve Huijsmans (1990) ise bu sonucu aşağıdaki gibi ispatlamışlardır.  

 

Teorem 2.18. Bir d-cebirinde  0=∧ ba  ise 0)( 2 =ab  (Bernau and Huijsmans,1990). 

 

Đspat: A  bir d-cebiri  ve  0=∧ ba  olsun. O  halde   

ababbaabab )()()(0 2 ∧=≤  

        )()()()( abbaabaabbbaba ++∧++≤  

        ))()()(( abaaabbbaba +∧++=  
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3. −f CEBĐR, HEMEN HEMEN −f CEBĐR VE −d CEBĐR SINIFLARI  

     ARASINDAKĐ BAĞINTILAR 

 

Tanım 3.1. A bir latis cebiri ve Aa∈  olsun. Bazı INn∈  için 0=na  eşitliğini sağlayan 

elemanlara nilpotent denir (Bernau and Huijsmans,1990) ve bütün nilpotent elemanların 

kümesi ( )N A  ile gösterilir. O halde, A  bir latis cebiri ise 

},0:{)( INnaAaAN n ∈∃=∈=          (n , a ’ ya bağlı) 

olarak ifade edilir. Burada, eğer { }( ) 0N A = ise A ’nın yarı asal olduğuna dikkat ediniz. 

Teorem 3.2.  (i) Her yarı asal d-cebiri  bir f-cebiridir. 

(ii) 0>e , birim elemana sahip her d cebiri bir f-cebiridir  (Bernau and Huijsmans,1990). 

Đspat: A bir d-cebiri olsun. 0ve, =∧∈ + baAba olsun. +∈∀ Adc,  için  

])[(])[()(0 bdcdadcddbdcabcad ∨∧∨≤∧=∧≤  

                      0))(( =∧∨= badcd   yazılır.  

Buradan ( ) 0d ca b∧ = ’dır. 

Benzer şekilde 0)( =∧ dbac  olduğu gösterilebilir. 

(i) d ca b= ∧  alalım. O halde 0)( 2 =∧ bca ’dır. Fakat  A yarı asal olduğunda  

0=∧ bca ’ dır. Dolayısıyla A bir f-cebiridir. Benzer şekilde ac 0=∧ b ’ dır. 

(ii) d e=  alırsak 0>e  olduğundan  ca 0=∧ b  olması gerekir. Benzer şekilde 0=∧ bac  

olduğu da gösterilebilir. Dolayısıyla  A bir f-cebiridir. 
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Tanım 3.3. A bir latis cebiri ve Aa∈ olsun. ea ⊥  olduğunda 0=a  veya 0=∧ ea  

olduğunda 0=a  oluyorsa bu e elemanına A’nın sıralı zayıf birim elemanı, veya kısaca,  

zayıf birim elemanı  denir. Aşağıdaki şekilde gösterilir. 

}0{}:{}{ =⊥∈= eaAae d . 

Tanım 3.4. Bir A latis uzayının bir alt vektör uzayı X olsun. ,x X y A∈ ∈  için xy ≤  

olduğunda Ax∈  oluyorsa  X’e bir sıralı ideal, veya kısaca ideal denir (X bir idealdir⇔  

Xyx ∈∀ , için Xyx ∈∧ ) (Yılmaz, 2001). 

Lemma 3.5. A, 0>e  olacak şekilde sıralı zayıf birim elemana sahip bir latis cebiri olsun. 

(i) 2( 2 ) 0a A ve a e ise a e+∈ ∧ = ≤  

(ii) 2 0 .a A ve a ise a e+∈ = ≤  

(Bernau and Huijsmans,1990). 

Đspat: (i) e  tarafından üretilen sıralı ideal ( { : | | })eI a A n IN öyleki a ne= ∈ ∃ ∈ ≤ olsun. 

eI ’nin bir f-cebiri olduğuna dikkat edelim. eab 2∧=  olarak alınırsa 02 =b  olduğu 

görülür. O halde 

)()()(0 2 bbbebbbebbebb ∧−∧∧−=∧∧−=∧−≤  

          )()( ebebebb ∧−∧∧−=  

          0)(2)( =∧−∧∧−≤ ebeebb    

( eI  bir f-cebiri olduğundan eIb∈  için )(2 ebbbb ∧=∧ ). Buradan eb ≤ , yani eea ≤∧ 2  

olur. Böylece 0)( ≤∧− eea  ve dolayısıyla 0)( =∧− + eea . Fakat e bir sıralı zayıf birim 

eleman  olduğundan 0)( =− +ea , yani ea ≤ . 

(ii) (i)’den açıktır. 
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Lemma 3.6. A bir latis cebiri ve +∈ Aa olsun. A , 0>e  olacak şekilde sıralı zayıf birim 

elemana sahip ise ( ) ( ) ( ) ( )a e e a e ve e a a e e+ + + +− − ≤ − − ≤ ’ dir (Bernau and 

Huijsmans, 1990). 

Đspat: ( ) ( ) 2c a e e a e+ += − − ∧  alalım. Bu durumda +−≤≤ )(0 eac  ifadesini elde ederiz. 

Dolayısıyla ++ −≤≤−≤ )()(0 eaccae  ve ( ) 2( )e a c e a+ +− ≤ − . Böylece  

0})(2){()()()(0 2 =−∧−−≤−−≤≤ +++++ aeeaeaaeeac , 

yani 02 =c  ve Lemma3.5’ten eaeea ≤−− ++ )()(  elde edilir. Benzer şekilde   

eeaae ≤−− ++ )()(  olduğu görülür.. 

Teorem 3.7. A, >e 0 olacak şekilde bir birim elemana sahip  latis cebiri ise aşağıdaki 

ifadeler birbirine denktir. 

(i) A  bir hemen hemen f- cebiridir. 

(ii) e bir sıralı zayıf birim elemandır  (Bernau and Huijsmans, 1990). 

Đspat: (i)⇒ (ii). A bir hemen hemen f-cebiri ve Aa∈  olsun. Eğer ea ⊥  ise  

| | 0 | | 0 0a e a a= ⇒ = ⇒ = . 

(ii)⇒ (i). Aba ∈,  ve 0=∧ ba  olsun. O  halde   

baebea ∧≤∧∧≤ ))((0 ( )( ) 0a e b e⇒ ∧ ∧ =   

ve dolayısıyla, >e 0 bir birim elemana olduğundan, 

))(()( ebeaaeba ∧∧−=∧  ve ))(( ebeaeeb ∧∧−=∧  

elde edilir. Lemma 3.6’ya göre   

))()(()(0 ebeaeeaaeba ∧∧−∧−=∧≤ bebaeea ≤∧−−= ++ )()()( . 
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Bu nedenle baeba ∧≤∧≤ )(0  ifadesinden 0)( =∧ eba  sağlanır. Benzer şekilde 

0)( =∧ bea  ve Lemma 3.6’dan 

))(()(0 ebbebeaebbaab ∧−∧−=∧−=≤ aebaea ≤−−= ++ )()( . 

O halde baab ∧≤≤0 =0 eşitsizliğinden 0=ab  elde edilir. 

Teorem 3.8. A, 0>e  birim elemanlı Archimedean latis cebiri olsun. Bu durumda  

aşağıdaki ifadeler birbirine denktir. 

 (i) A bir f-cebiridir. 

 (ii) e bir sıralı zayıf birim elemandır. 

Đspat:  (i)⇒  (ii) olduğu açıktır.  

(ii)⇒ (i) +∈ Aa  ve 02 =a  kabul edelim. Bu durumda 1, 2,...n = için 0)( 2 =na . Buradan 

Lemma 3.5’e göre 1, 2,...n = için ena ≤ ’dir.  Archimedean özelliğinden 0=a  (∗ ) elde 

edilir.  

Eğer 0=∧ ba  ve +∈ Ac  ise  0=ab . 

Dolayısıyla Teorem 3.7’ye göre bir hemen hemen f-cebiridir. 

20 ( ) ( )( ) ( ) 0ca b ca b ca b ca ca b cab≤ ∧ = ∧ ∧ ≤ ∧ ≤ = ,  

yani 0)( 2 =∧ bca . (∗ )’dan 0=∧ bca  elde edilir. Benzer şekilde 0=∧ bac  olduğu 

görülür. 

Bu sonuç Birkhoff ve Pierce (1956) tarafından geliştirildi. Farklı bir ispatı Bigard, 

Keimel  ve Wolfenstein (1977) veya  Basly ve ark., (baskıda)’da bulunabilir. 

Teorem 3.9. A bir yarı asal l-cebiri olsun. A bir f-cebiridir ,a b A+⇔ ∀ ∈ için 

0=∧ ba 0=⇔ ab  (Bernau and Huijsmans, 1990). 
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Đspat : A bir f-cebiri ve 0=∧ ba  ise Teorem 2.10’dan 0ab = olduğu açıktır. Eğer 0=ab  

ise 

20 ( ) ( )( ) 0a b a b a b ab≤ ∧ = ∧ ∧ ≤ = , 

yani 2( ) 0a b∧ = . A  yarı asal olduğundan 0a b∧ =  elde edilir. 

 Tersine olarak, ,a b A+∀ ∈ için 0=∧ ba 0=⇔ ab  olsun. 0x y∧ =  ve z A+∈   

20 ( ) ( )( ) ( ) ( ) 0 0zx y zx y zx y zx y z xy z≤ ∧ = ∧ ∧ ≤ = = = ,  

yani 2( ) 0zx y∧ = . A yarı asal olduğundan 0zx y∧ =  elde edilir. Benzer şekilde 

0xz y∧ =  olduğu görülür. 

Teorem 3.10. (i) Her yarı asal  hemen hemen  f- cebiri  bir f-cebiridir.  

(ii) Birim elemanı e olan her Archimedean  hemen hemen f- cebiri bir f-cebiridir. 

(Bernau and Huijsmans, 1990) 

Đspat: (i) Teorem 3.9’a göre bir yarı asal f-cebiri A, ,a b A+∈ için 0=∧ ba 0=⇔ ab  

olarak karakterize edilir. O halde A bir yarı asal hemen hemen f-cebiri ve ,a b A+∈ için 

0ab =  ise 0=∧ ba  olduğunu göstermek yeter (çünkü,  hemen hemen  f- cebir tanımında 

0=∧ ba 0ab⇒ =  olduğu açıktır).  

0)()(0 22 =∧⇒≤∧≤ baabba  ve A yarı asal olduğundan 0=∧ ba . 

(ii) Teorem 3.7’ ve 3.8’den elde edilir.  

Uyarı 3.11. Eğer A bir birleşmeli latis cebiri değilse Teorem 3.2 ve 3.10 genel olarak 

sağlanmaz. Örneğin, ])1,0([CA =   noktasal toplamlı, skaler çarpımlı ve bir kısmi sıralı latis 

uzayı olsun. Aba ∈∀ ,  için 
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   ∫=∗
x

dttbtaxba
0

)()())((         )10( ≤≤ x  

olarak tanımlansın. A’nın birleşme özelliği dışında bir Archimedean, değişmeli, yarı asal 

ve hemen hemen f-cebirlerinin  tüm özelliklerini sağladığını kolaylıkla gösterilebilir. Fakat  

A f-cebiri özelliğini sağlamadığını aşağıdaki örnekle açıklayalım.  









≤≤

≤≤+−
=

1
2

1
0

2

1
012

)(
x

xx
xa      ve   









≤≤−

≤≤
=

1
2

1
12

2

1
00

)(
xx

x
xb      

olarak tanımlanırsa 0=∧ ba  olduğu görülür. Özel olarak 10 ≤≤ x  için 1)( =xc  alınırsa 

3 1
( )( )

4 4
c a b∗ ∧ =   elde edilir. Bu  ise ( ) 0c a b∗ ∧ ≠  olduğunu gösterir. Bu nedenle A bir f- 

cebiri değildir. 

Burada yapmış olduğumuz çalışmayı özetlemek gerekirse, bu latis cebir sınıfları 

arasında aşağıdaki ilişkileri verebiliriz. 

Sonuç 1. A bir Archimedean yarı asal (birleşmeli) latis cebiri olsun. Bu durumda  

aşağıdaki ifadeler birbirine denktir. 

(i) A  bir hemen hemen f- cebiridir 

 (ii) A bir f-cebiridir. 

(iii) A bir d-cebiridir. 

Sonuç 2. A, 0>e  birim elemanlı bir Archimedean (birleşmeli) latis cebiri olsun. Bu 

durumda  aşağıdaki ifadeler birbirine denktir. 

(i) A  bir hemen hemen f- cebiridir 

 (ii) A bir f-cebiridir. 
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(iii) A bir d-cebiridir. 

 (vi) e bir sıralı zayıf birim elemandır. 

 

Teorem 3.12. A bir d-cebiri olsun A’nın pozitif ayrık elemanları değişmeli ise A hemen 

hemen f-cebiridir. Özel olarak,  herhangi bir değişmeli d-cebiri  hemen hemen f-cebiridir 

(Bernau and Huijsmans, 1990). 

Đspat:  0,, =∧∈ + baAba  ve  baab =  olsun. Buradan  2 2,a b A+∈  ve ab A+∈ . Bu 

yüzden 

0 bbaabababa )()())(( ∨∧∨=∧∨=  

       )()( 22 babbaa ∨∧∨=  

       0ba ab ab≥ ∧ = ≥  

 

elde edilir ki bu ise 0=ab .  

 

Teorem 3.13. A herhangi bir pozitif kareli d-cebiri ise  hemen hemen f cebriridir. 

Đspat: +∈ Aba,  ise  

 

22222 )(0 babababaabab +≤−−+=+≤≤  

ve bu yüzden, eğer 0a b∧ = ise 

2 20 ( )ab ab a b≤ = ∧ + 2 2ab a ab b= ∧ + ∧ ( ) ( )a b a b a b= ∧ + ∧ 0≤ . 

Dolayısıyla  0=ab , yani A bir hemen hemen f-cebiridir. 

 

Teorem 3.14.  A bir değişmeli Archimedean d-cebiri ise +∈∀ Aba,  ve ...3,2,1=n  için  

2naab ≤  (Yılmaz, 2001). 

 

Đspat: Teorem 3.12’ye göre değişmeli her d-cebiri  hemen hemen f-cebiri olduğundan 

dolayı  Önerme 2.11(vi)’den , ve 1, 2,...a b A n+∀ ∈ = için 

21
)( b

n
naba ≤− + .  
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A Archimedean olduğundan dolayı  0)( =− +naba . +∈ Aa  ve A  bir d-cebiri olduğundan 

dolayı 

0)0)((0)( =∨−=∨− nabanaba .  

Bu yüzden 0)( ≤− naba  ve  2naab ≤  elde edilir. 

 

Teorem 3.15.  A bir Archimedean d-cebiri  olsun. Bu durumda  aşağıdaki ifadeler 

birbirine denktir (Yılmaz, 2001). 

(i)  A  değişmelidir. 

(ii) A  pozitif karedir. 

(iii) A bir hemen hemen f- cebiridir. 

 

Đspat: (i)⇒ (iii),  (iii)⇒ (i), (ii)⇒ (iii),  (iii)⇒ (ii) olduğu sırasıyla Teorem 3.12, Teorem 

2.14, Teorem 3.13 ve  Önerme 2.11 (i)’den görülür. 

(iii) ⇒  (iv). Aa∈∀  için  0== +−−+ aaaa . 

(iv) ⇒  (iii).  Şayet  0=∧ cb  ve  cba −=  ise  o halde  += ab  ve  −= ac , alınırsa  

cbbc =  elde edilir.  Teorem 3.12’ye göre  A  bir hemen hemen f-cebiridir. 
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4.  HEMEN HEMEN −f CEBĐRLERĐNĐN NĐLPOTENT ELEMANLARI 

 

Tanım 4.1. X, bir A latis uzayının bir ideali olsun. Eğer X aynı zamanda bir halka ideali ise 

X’e bir latis ideal denir. Eğer, X’in herhangi bir alt kümesinin supremumu  A’da mevcut ve 

bu supremum X’in  elemanı ise X’e  bir band  denir. Başka bir ifadeyle, bir X  ideali  A latis 

uzayında bir bandtır ⇔  Xa ⊂}{ λ  ve  aa ↑≤ λ0  )( Aa∈  ise Xx∈ .  

Bir latis uzayı  A’da }0{ ve A’nın kendisi  daima birer bandtırlar (Yılmaz, 2001).  

Bir Archimedean f-cebiri A’da  N(A)  yalnızca  bir latis ideal değil aynı  zamanda 

bir bandtır ve  

 },0:{}0:{)( 2 AbabAaaAaAN ∈∀=∈==∈=  

olduğu bilinmektedir (Zaanen (1997) veya Henriksen ve Isbell (1962)). Bu sonuç;  

Henriksen ve Isbell (1962 ) tarafından verilmiştir. Scheffold (1981), A’nın bir (birim 

elemansız) hemen hemen Banach f-cebir olması durumunda }0:{)( 3 =∈= aAaAN  

olduğu ispatladı. Basly ve Triki (1988) bu sonucu, gösteri teorisi yardımıyla, herhangi bir 

Archimedean hemen hemen f-cebirine genişlettiler. Bu çalışmamızda, Bernau ve 

Huijsmans (1990)’ın daha elementer ispatıyla herhangi bir Archimedean hemen hemen f-

cebiri A’nın nilpotent elemanlarını karakterizesini çalışacağız. Ayrıca, benzer bir 

çalışmanın Diem (1968)’in bir makalesinde görüyoruz . 

 

Önerme 4.2.  A bir değişmeli hemen hemen f-cebiri ise  N(A),  A’da bir latis  idealidir 

(Yılmaz, 2001). 

 

Đspat: N(A)’nın bir alt vektör uzayı ve A’nın bir halka ideali olduğu açıktır. Bu yüzden  

N(A)’nın A’nın bir sıralı ideali olduğunu göstermiyoruz. )(,0 ANaab ∈≤≤  ise 

)(ANb∈  olduğu açıktır. Bir INn∈  için 0na =  ve nn ab ≤≤0  ise 0=nb  sağlanır. 

Geriye N(A)’nın A’nın bir alt latisi olduğunu göstermek kalıyor. )(ANa∈  ise 

0için =∈∃ naINn  ve Teorem 2.11(iv)’den 0== nn
aa  sağlanır. Bu ise  

)(ANa ∈  olduğunu gösterir. 
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Teorem 4.3. A bir Archimedin hemen hemen f-cebiri ise  

  }0:{)( 3 =∈= aAaAN  

            2{ : 0, }a A a c c A= ∈ = ∀ ∈  

            { : 0, , }a A abc b c A= ∈ = ∀ ∈ . 

(Bernau and Huijsmans, 1990) 

 

Đspat: Đlk olarak Acb ∈∀ ,  için )(ANa∈ ’nın 0=abc  ifadesini gerektirdiğini 

göstereceğiz. A’nın değişmeli ve pozitif kareli olduğundan n∀ ∈Z  ve k IN∈    için  

  22221221 44)2(0 canbcnabcnab kkk −−− +−=−≤ . 

Burada 1=k  ise cca k =−1  olarak alınmalıdır. Böylece 2≥k  ve 0=bca k  ise Acb ∈∀ ,  

için 0)( 2222 == −− ccaaca kkk  elde edilir. Sonuç olarak, n∀ ∈Z  için 21 bbcna k ≤− . 

Archimedean özelliğinden Acb ∈∀ ,  için  1 0ka bc− = .  

Şimdi )(ANa∈ , yani :r IN∃ ∈ 0=ra  ise, Acb ∈∀ ,  için 0=bca r ’dır. Böylece 

yukarıdaki ifadeye göre Acb ∈∀ ,  için 01 =− bca r ’dır. Bu işlem 2−r  kez tekrarlanırsa,    

Ab∈∀  için 0=abc  bulunur . Dolayısıyla, 

  },,0:{)( AcbabcAaAN ∈∀=∈⊂  

            },0:{ 2 AccaAa ∈∀=∈⊂  

            )(}0:{ 3 ANaAa ⊂=∈⊂ .  

 

Örnek 4.4. A , 
















=

000

00

0

a

ba

α  biçimindeki alışılmış toplamlı, skaler  çarpımlı, ve kısmi 

sıralı bütün 3x3 tipindeki reel sayı matrislerinin kümesi olsun. Bu durumda A  bir 

Archimedean hemen hemen f-cebiri, fakat  bir f-cebiri değildir. Ayrıca AAN =)( .  

2

2

0 0

{ : 0} 0 0 0 :

0 0 0

a

A a Rα α

  
  

∈ = = ∈  
  
  
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kümesi AAN =)( ’nın   bir özaltkümesidir (Bernau and Huijsmans, 1990). 

Aşağıdaki örnekte Archimedean hemen hemen f-cebiri A ’nın bütün nilpotent  

elemanların kümesinin,  yani )(AN ’nın,  bir band olmasına gerek olmadığı gösterilecektir. 

 

Örnek 4.5. ])1,0([CA = alalım. Aba ∈∀ ,  ve [0,1]x∀ ∈ için 

 

)0()0())(( baxba =∗  

 

olarak verilen çarpıma göre A bir Archimedean birleşmeli hemen hemen f-cebiri ve d-

cebiridir, fakat bir f-cebiri değildir. Teorem 3.2 ve 3.10’a  göre, A ne yarı asal ne de birim 

elemana sahiptir. Ayrıca, }0)0(:{)( =∈= aAaAN  A’da bir band değildir 

(Aliprantis,1985).  

 

Bir f-cebiri  A’da I  latis ideali ise A/I bir f-cebiri olduğunu biliyoruz. Üstelik 

Aba ∈,  ve Iba ∈∧  ise c A+∀ ∈ için Ibca ∈∧  ve Ibac ∈∧ . Bu özellik supremum 

içinde aynen  geçerlidir. Benzer şekilde, aşağıdaki sonuç bu sonuçların hemen hemen f-

cebirleri için de doğru olduğunu göstermektedir (Bernau and Huijsman, 1990). 

 

Önerme 4.6.  A bir hemen hemen f-cebiri ve I,  A’nın bir  latis ideali olsun. O halde 

(i)  A/I   bir hemen hemen f-cebiridir. 

(ii) Iba ∈∧  veya Iba ∈∨  ise Iab∈ . 

(Bernau and Huijsmans, 1990) 

 

Đspat: (i) ][a , a ’nın Ia +  koseti olmak üzere, A/I latis cebirinde ]0[][][ =∧ ba  olsun. 

Iba ∈∧ olduğundan ][][ baaa ∧−=  ve ][][ babb ∧−= . Bu yüzden  0=∧ ba  olduğunu 

kabul edebiliriz. A  hemen hemen f-cebiri olduğundan 0=ab ’dır. Buradan  

]0[][]][[ == abba  elde edilir. 

(ii)  (i)’ in doğrudan  bir sonucudur. 
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Simdi, A bir Archimedean hemen hemen f-cebiri olsun. Önerme 3.7’ye göre  

}0:{)( 3 =∈= aAaAN  latis ideali bir hemen hemen f-cebiri ve )(/ ANA  Archimedean ve 

yarı asal olduğundan Teorem3.10.(i)’den dolayı göre )(/ ANA  bir f-cebiridir 

(Zaanen, 1983) . 

 

Teorem 4.7. Eğer A bir Archimedean hemen hemen f-cebiri ise )(/ ANA  bir Archimedean 

yarı asal  f-cebiridir (Bernau and Huijsmans, 1990). 

 

Đspat: Teorem 4.6(i)’e göre, }0:{)( 3 =∈= aAaAN A ’nın bir latis ideali olduğundan,  

)(/ ANA  bir Archimedean hemen hemen f-cebiridir. Yani +))(/( ANA ’da INn∈∀  için 

][][ ban ≤ ’dır. ][1 aa ∈  ve ][1 bb ∈  ise tanıma göre INn∈∀  için +A ’da 11 bna ≤  elde 

edilir. A  Archimedean olduğundan dolayı, 01 =a  ve dolayısıyla ]0[][ 1 =a ’dır. O halde  

)(/ ANA  yarı asaldır. Bu göre )(/ ANA ’da ]0[][ 3 =a  ise ]0[]][][[ =aaa  ve         

]0[][ 3 =a , yani 03 =a  sağlanır.  

 

Örnek 4.8. ])1,0([CA =  daha önceki gibi verilsin. ]),1,0([C∈Φ    
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olarak tanılmansın. Bu durumda A yarı asal olmayan bir Archimedean hemen hemen f-

cebiridir ve bu durumda ]}
2

1
,0[,0)(:{)( ∈∀=∈= xxaAaAN  bir banddır (detaylar için     

(Bernau and Huijsmans, 1990)’a bakınız). 
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5. DEĞĐŞMELĐ OLMAYAN −d CEBĐRLERĐNĐN NĐLPOTENT ELEMANLARI 

 

Teorem 3.12’ye göre, her değişmei d-cebiri bir hemen hemen f-cebiri olduğundan 

Archimedean hemen hemen f-cebirleri için  yukarıda elde ettiğimiz  bütüm sonuçlar  

Archimedean değişmeli d-cebirleri için de geçerlidir. Quint tezinde herhangi bir Banach d-

cebiri A için  

},,0:{}0:{)( 3 AcbbacAaaAaAN ∈∀=∈==∈=   

olduğunu göstermiştir (Quint, 1981). Bernau ve Huijsmans (1990) bu sonucu keyfi 

bir d-cebiri için genelleştirmişlerdir. Bu bölümde Bernau ve Huijsmans (1990)’ın bu 

çalışmasını inceleyeceğiz. 

X  Archimedean latis uzayı olsun. ,a b X∀ ∈  için 0a b∧ =  ise  0=∧TbTa  

özelliğini sağlayan bir :T X X→  lineer operatör bir latis homomorfizm denir ve bütün 

latis  homomorfizmleri ( )Hom X  ile gösterilir. 0 S T≤ ≤  ve ( )T Hom X∈   ise 

( )S Hom X∈  (Luxemburg, 1979). 

 

Teorem 5.1. X  bir Archimedean latis uzayı  ve 0 , :S T X X≤ →  olsun .  

(i) ( )S ST Hom X+ ∈  ve  (ii) 2 :k∃ ≥  0kST =  ise   0=ST  (Bernau and Huijsmans, 1990). 

 

Đspat: Yukarıdaki nottan ( )S Hom X∈  ve ( )ST Hom X∈ çünkü, eğer X ‘de  0=∧ ba  ise  

( ) ( ) ( ) ( )ST a ST b S Ta S Tb∧ = ∧  

    ( )S Ta Tb= ∧ = (0)S =0 

Đspatı tamamlamak için  01 =−kST  olduğunu göstermek yeterlidir. (i)’den 

( ) ( )Sa STa Sb STb+ ∧ + 0=  

ve bu yüzden   

0 Sa STb≤ ∧ ≤ ( ) ( )Sa STa Sb STb+ ∧ +  

  ( ) ( )S ST a S ST b= + ∧ +  

   =0 

Bu sonuç sabit bir c X +∈  için   

,121 cTcTcTa kkk −−− ∧−=  cTcTcTb kkk 122 −−− ∧−=   
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olduğu elemanlarına uygulanırsa ( 2=k  ise IT k =−2 , X  üzerinde birim operatör) 

0)()( 11121 =∧−∧∧− −−−−− cSTcSTcSTcSTcSTcST kkkkkk     

elde edilir. Sonuç olarak 

0)()( 1121 =∧∧− −−−− cSTcSTcSTcST kkkk  

ve dolayısıyla 

cSTcST kk 210 −− ≤≤   

sağlanır   (i) ve (ii) her nT  )( INn∈  için de sağlandığından. 

.....)3,2,1(0 21 =≤≤ −− ncSTcnST kk . 

Archimedean özelliğinden  01 =− cST k  elde edilir. Bu c X +∀ ∈  için doğru olduğundan  

01 =−kST  elde edilir. 

 

X bir Archimedean latis uzayı ve : X Xπ →  bir lineer operatör olsun. π  sıralı 

sınırlı ve  ,a b X∀ ∈  için  0=∧ ba  ise  a bπ ⊥   (yani 0)a bπ ∧ =  sağlanıyorsa  π ’ ye  

bir otomorfizm  denir ve bütün otomorfizmaların uzayı Oto(X), ( )bL X  (bütün sıralı sınırlı 

operatörler uzayı)’nın  bir alt latis uzayıdır. 

 

Sonuç 5.2.  

(i) 0 , :S T X X≤ →  ,  ( )S ST Hom X+ ∈  ve 0=kT  ise 0=ST  dır. 

(ii) Eğer  0 :T X X≤ → , 2 1 ( )k kT T Hom X− −+ ∈  ve  0=kT  ise 02 =−kT  dır. 

2=k için, Sonuç 5.2.(ii)  0 :T X X≤ →  olmak üzere  02 =T  ve  

( )I T Hom X+ ∈  ise 0=T  olur. ( )I T Hom X+ ∈ ⇔ ( )T Oto X∈   (Scorza, 1962) Fakat 

( )Oto X , birim elemanı  I  olan  Archimedean  f-cebiri olduğundan yarı asaldır, yani 

02 =T  ise  0=T  (Zaanen, 1983). Dolayısıyla, sonuç 5.2(ii) bu sonucun bir genellemesi 

olarak göz önüne alınabilir.  

(Quint, 1981) 2 ( )T T Hom X+ ∈  için X  üzerinde pozitif bir  T  operatöründen 

bahseder. ( 3=k  için de tam olarak doğrudur). Yani  sabiti bir D-operatörü olması 

durumunda   03 =T  ise  02 =T  olur. 
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Yukarıdaki sonuç 5.2(ii)  bir Archimedian d-cebiri A’ya  uygulanırsa, her bir 

+∈ Aa   için  ( )a c acπ =  ( )c A∈  ve açık olarak ( )a Hom Aπ ∈ . Ayrıca  +∈∀ Aba,  için  

( )a b ab Hom Aπ π π= ∈ . Özel olarak  .....3,2,1=k  için  ( )k k
a b Hom Aπ π= ∈ . Üstelik  

+∈∀ Aba,  için  ( )a b a b Hom Aπ π π ++ = ∈  sağlanır. 

Bu bölümün temel teoremini vermeden önce aşağıdaki lemmaya  ihtiyacımız var. 

 

Lemma 5.3. A  bir d-cebiri ve  Aa∈  ise  ++ ≤ )()( 22 nn aa ( ....)3,2,1=n . 

 

Đspat: Önerme 2.17’ye göre   Aba ∈∀ ,  için ++−−+++ ≥+= bababaab)(   olduğundan, 

özel olarak  ba =  alınırsa,  ++ ≤ )()( 22 aa  elde edilir. Buradan, n  üzerinde tümevarımla , 

++ ≤ )()( 22 nn aa  ise 

++++++ ≤= )()()()()( 222222 aaaaa nnn  

         −−++ +≤ )()()()( 2222 aaaa nn  

         +++ == )()( 2222 nn aaa . 

 

Teorem 5.4. A  bir Archimedean  d-cebiri  ise    

 ( ) { : 0 , , }N A a A bca b c A= ∈ = ∀ ∈  

 2{ : 0 , }a A a c c A= ∈ = ∀ ∈  

AbbaAa ∈∀=∈= ,0:{ 2   

},0:{ 3 AaaAa ∈∀=∈=   (Bernau and Huijsmans, 1990). 

 

Đspat:  

Öncelikle  Acb ∈∀ ,  için )(ANa∈  ise 0=bac  olduğunu göstermeliyiz.Yukarıdaki 

lemmaya göre  2 20 ( ) ( ) 0n na a+ +≤ ≤ = . Yani  )(ANa ∈+ ’dır. Bu yüzden 0≥a  olduğunu 

varsayabiliriz. Sabit bir +∈ Ab  ve  Ac∈∀  için 0=bac  olduğunu göstermek ispat için 

yeterlidir. A bir d-cebiri olduğundan dolayı  ,a bπ π ve  ( )b a b Hom Aπ π π+ ∈ ’dır. Üstelik   

0k

k
a a

π π= = . Bazı 0>k  ve )(ANa∈  için  sonuç 5.2 (i) ye göre  0b aπ π = .  
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Dolayısıyla   Ac∈∀  ve b A+∀ ∈ için    ( ) 0b a c bacπ π = = ’dır. 

Genel olarak ,b c A∀ ∈  için  b b b b b
π π π π+ − + −−

= = − . 

Bu yüzden },0:{)( AcbbacAaAN ∈∀=∈⊂ ve aşağıdaki ifadeler elde edilebilir. 

},0:{)( AcbbacAaAN ∈∀=∈⊂  

          },0:{},0:{ 22 AbbaAaAccaAa ∈∀=∈∈∀=∈⊂ U  

          )(}0:{ 3 ANaAa ⊂=∈⊂  

ispat tamamdır. 

Teorem 5.4’deki  }0:{)( 3 =∈= aAaAN  tanımı Örnek 4.3 ‘ün bir sonucu olarak 

karşımıza çıkar. ( En azından değişmeli Archimedean  d-cebirleri için) 

 

Archimedean hemen hemen f-cebirlerinde olduğu gibi, herhangi bir Archimedean  

d-cebir A  için )(/ ANA   bir Archimedean  yarı asal d-cebiri ve  Teorem 2.10(i)’ye göre  

bir Archimedean yarı asal f-cebiridir (Bernau and Huijsmans,1990). Buna göre aşağıdaki 

gibi A’nın komütatörleri ile ilgili bir sonuç verilebilir. 

 

Teorem 5.5.   A   bir Archimedean  d-cebiri ise Aba ∈∀ ,  için  0)(],[ 33 =−= baabba  

olur (Bundan  dolayı A güçlü değişmelidir yada küp değişmelidir.) (Bernau and Huijsmans, 

1990). 

 

Đspat:  )(/ ANA   bir Archimedean f- cebiridir. Ve bu yüzden değişmelidir. Aba ∈∀ ,  için 

]][[]][[ abba =  olur. Yani Aba ∈∀ ,  için  )(ANbaab ∈− ’dır. Teorem 5.4’e  göre  

Aba ∈∀ , için 0)( 3 =− baab  elde edilir. 

 

Sonuç 5.6. A bir Archimedean d-cebiri ise  

(i) Adcba ∈∀ ,,,  için 0)(],[ =−= dbaabcdbac ’dır 

(ii) Aba ∈∀ ,  için 222)( baab =   (Bernau and Huijsmans, 1990). 
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Đspat: (i) Teorem 5.4’ün ispatına göre  Adc ∈∀ ,  için Aa∈ ,  03 =a  ise 0=cad ’dır. 

Teorem 5.5’e göre  Aba ∈∀ ,   için 0)( 3 =− baab  ve bu nedenle  Adcba ∈∀ ,,,  için 

0)( =− dbaabc  elde edilir. 

(ii) (i)’de bdac == ,  alırsak (ii) elde edilir. 

Aşağıdaki örnek yukarıdaki teoremde küpün kesin gerekliliğini  açıklamaktadır. 

 

Örnek  5.7. A 4IR= ’deki  vektör uzayı işlemlerini düşünelim. A  kısmi sıralı ve baz 

vektörleri arasındaki çarpım  



















=

0

0

0

1

1e ,      



















=

0

0

1

0

2e ,       ,

0

1

0

0

3



















=e       



















=

1

0

0

0

4e    olmak üzere  

    

şeklinde tanımlansın. Diğer bir deyişle ; 

4, IRba ∈∀  için  



















=





































=

23

13

21

11

4

3

2

1

4

3

2

1

βα
βα
βα
βα

β
β
β
β

α
α
α
α

ab    şeklinde de yazılabilir. 

Basit bir  işlem  A’nın bir Archimedean d-cebiri olduğunu gösterir. Bu yüzden  A 

küp değişmelidir. Fakat kare değişmeli değildir.  

Aslında,  

21 eea +=  ,    21 eeb +=    ise  4321 eeeeab +++= ,   1eba =      

432 eeebaab ++=−  olur. Bu yüzden 0)( 4
2 ≠=− ebaab ’ dır. 

 
1e  2e  3e  4e  

1e  1e  2e  0 0 

2e  0 0 0 0 

3e  3e  4e  0 0 

4e  0 0 0 0 
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Ayrıca  }0:{)( 3 =∈= aAaAN ’dır.  Çünkü  },,:

0

{)( 432

4

3

2 IRAN ∈



















= ααα

α
α
α

’dir. 

Örneğin  )(432 ANeee ∈++   fakat  0)( 4
2

432 ≠=++ eeee  dır. 

Sonuç olarak  Teorem 5.4’ya göre  Acb ∈∀ ,  için  )(ANa∈  ise  0=bca  dır. 

Fakat 0=abc  olmasına gerek yoktur. Aslında  432 eeea ++= ,  1eb = ,  21 eec +=  ise  

)(ANa∈ ’dır. ( Bu yüzden 0=bac ’dır). Fakat 043 ≠+= eeabc ’dır (Bernau and 

Huijsmans, 1990). 
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6.TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

Altı bölüm olarak düzenlenen bu çalışma bir derlemedir. Çalışmanın ilk bölümünde 

çalışma boyunca kullanılacak olan temel tanım ve teoremler verilmiştir. Đkinci bölümde 

hemen hemen f-cebirleri ve d-cebirlerinin temel özellikleri incelendi. Aynı zamanda bir f-

cebirinin hem hemen hemen f-cebiri hem de bir d-debiri olduğu, bunu tersinin her zaman 

doğru olmadığı gösterilip örmeklerle açıklandı. Çalışmanın üçüncü bölümünde  f-cebir, 

hemen hemen f-cebir ve d-cebir sınıfları arasındaki bağıntılar ele alındı. Ve aşağıdaki 

sonuçlar Bernau  ve Huijsmans’a  göre  elde edildi (Bernau and Huijsmans, 1990). 

 Sonuç 1. A bir Archimedean yarı asal (birleşmeli) latis cebiri olsun. Bu durumda  

aşağıdaki ifadeler birbirine denktir. 

(i) A  bir hemen hemen f- cebiridir 

 (ii) A bir f-cebiridir. 

(iii) A bir d-cebiridir. 

Sonuç 2. A, 0>e  birim elemanlı bir Archimedean (birleşmeli) latis cebiri olsun. Bu 

durumda  aşağıdaki ifadeler birbirine denktir. 

(i) A  bir hemen hemen f- cebiridir 

 (ii) A bir f-cebiridir. 

(iii) A bir d-cebiridir. 

 (vi) e bir sıralı zayıf birim elemandır. 

Dördüncü    bölümde hemen hemen f-cebirlerinin nilpotent elemanları irdelendi. 

Beşinci bölümde değişmeli olmayan d-cebirlerinin durumları ele alındı. Ve çalışmanın son 

bölümünde, tartışma ve sonuçlar verilmiştir. 
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