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ÖZET  

 

Bu tezde, homotopi kavramı, eğrilerin homotopisi ve fonksiyonların homotopisi 

topolojik uzaylarda ele alınmış, ihtiyaç duyulduğu kadarı ile ayrıntıya 

girilmiştir. Bu kavramlar fuzzy topolojik uzaylarda ele alınmış ayrıntılı olarak 

incelenmiştir. Ayrıca fuzzy topolojik gruplar fuzzy topolojik uzaylarda 

incelenmiştir. Grup işlemlerine benzer homotopi grup işlemleri ile H-Grupları 

üzerinde durulmuş ve nihayet her fuzzy topolojik grubun bir fuzzy H-Grubu 

olduğu ifade edilmiştir. 
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ABSTRACT 

  

In this study, homotopy concept has been handled as homotopy of circles and 

homotopy of functions in topological spaces and it has elaborated as far as its 

necessity. These concepts have been handled in fuzzy topological spaces and 

examined comprehensively. Furthermore, fuzzy topological groups have been 

examined in fuzzy topological spaces. H-groups have been investigated with 

homotopy group operations which are similar to group operations and 

consequently it has been emphasized that each fuzzy topological group is a fuzzy 

H-group.  
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(G,()                                     Grup 

 

r
xp



ix 

Simgeler   Açıklama 

 

(G, τ,()                                  Topolojik grup 

(X, τ, ⋅)                                  Fuzzy topolojik grup 

 

Kısaltmalar                          Açıklama         
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1. GİRİŞ 

 

Küme kavramını 1879 yılında tanımlayan Cantor "Bir nesne, kümenin ya elemanıdır 

ya da elemanı değildir" diyordu ve matematik dünyası bu küme tanımının 

çerçevesinde bilgilerini örmeye başlıyordu. Cantor' un yaptığı bu tanıma göre 

matematiksel düşüncede kesin sınırları belirlemek zorunluluğu vardır. Fakat zamanla 

anlaşıldı ki bu düşünce tarzı hayattaki çoğu olayı açıklayamıyor. Bu yetersizliği 

gören Azeri bilim adamı Zadeh 1965 yılında Fuzzy (Belirtisiz) küme tanımını 

yapmış ve alışılmış küme tanımından sıyrılarak küme tanımını daha da 

genelleştirmiştir. Fuzzy küme kavramı ile Cantor' un yaptığı küme kavramının 

arasındaki farkı bir örnek ile açıklayacak olursak; ayarlı bir elektrik düğmesi ile 

kumanda edilen bir lambanın ışığını Cantor’un tanımladığı küme kavramı ile ifade 

etmek mümkün değildir. Çünkü, Cantor’a göre sadece açık veya kapalı durumu ifade 

edilir. Ancak ışığın sönük durumu, parlak durumu, çok parlak durumunun üyelik 

derecesine göre izahı ancak fuzzy kümesi ile ifade edilebilir. Bu nedenle gerçek 

hayattaki olayları fuzzy kümesi ile ifade etmek klasik küme kavramından 

kullanışlıdır.      

 

Zadeh'in kesinlik aramayan mantığı yalnızca matematikte kullanılmakla sınırlı 

kalmayıp istatistikte, fizikte, astronomide, endüstride, mühendislikte, askeri 

balistikte, genetikte ve daha birçok alanda kullanılır olmuştur. Bunların doğal bir 

sonucu olarak matematiğin fuzzy küme kavramına göre yeniden düzenlenmesi 

gereksinimi ortaya çıkmış ve bu düzenleme ile birlikte birçok yeni makale 

yayınlanmıştır. 

 

Matematiksel olarak bir fuzzy kümeye ait olma, dünyada olan her bir olay  fuzzy 

küme içindeki üyelik derecesini gösteren bir değer karşılık getirerek tanımlanabilir. 

Bu değer elemanın fuzzy kümesi ile temsil edilen düşünceye uyma veya benzeme 

derecesine karşılık gelir. Böylece elemanlar, üyelik derecelerinin büyük veya küçük 

oluşu oranında fuzzy kümeye çok veya az ait olabilirler. Bu üyelik dereceleri 

genellikle [0,1] kapalı aralığında bulunan gerçek sayı değerleri ile temsil edilir. 
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1965 de Zadeh’ in Fuzzy Kümeleri adlı makalesinin yayınlanmasından ve 1968 de 

Chang’ in Fuzzy Topolojik Uzayı tanımlamasından sonra genel topolojideki 

kavramlar fuzzy topolojik uzaylara taşınmaya başlanmıştır. 

 

Bu çalışmada, homotopi kavramı, eğrilerin homotopisi ve fonksiyonların homotopisi 

topolojik uzaylarda ele alınmış, ihtiyaç duyulduğu kadarı ile ayrıntıya girilmiştir. Bu 

kavramlar fuzzy topolojik uzaylarda ele alınmış ayrıntılı olarak incelenmiştir. Ayrıca 

fuzzy topolojik gruplar fuzzy topolojik uzaylarda incelenmiştir. Grup işlemlerine 

benzer homotopi grup işlemleri ile H-Grupları üzerinde durulmuş ve nihayet her 

fuzzy topolojik grubun bir fuzzy H-Grubu olduğu ifade edilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

2.1.Tanım  

(X,τ) bir topolojik uzay olsun. Eğer X uzayı boş olmayan ayrık iki açık kümenin 

birleşimi olarak yazılabiliyorsa X e bağlantısız (irtibatsız) uzay denir,yani 

 

X irtibatsız ⇔ ∃ A,B∈τ,A≠∅, B≠∅ ve A∩B=∅ için X=A∪B.  

 

Eğer  (X,τ)  topolojik uzayı kendisinden ve boş kümeden farklı ayrık iki açık 

kümenin birleşimi olarak yazılamıyorsa X e bağlantılı (irtibatlı) uzay denir. Yani, 

 

 A,B∈τ, A≠∅, B≠∅ ve A∩B=∅ ⇒  X≠A∪B [1]. 

 

2.2.Tanım 

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesini kapsayan bir U açık kümesinin 

her bir N üst kümesine, A kümesinin komşuluğu denir, yani,  

 

N , A⊂ X nın bir komşuluğu ⇔ ∃ U ⊂ X açığı var ∋ A⊂ U⊂ N. 

 

Eğer A={x} ise, bu durumda 

 

 N,x∈X noktasının bir komşuluğu ⇔ ∃ U⊂ X açığı var ∋ x∈U⊂ N. 

 

x  noktasını içeren U açık altkümesine de x in açık komşuluğu denir. Ayrıca N 

sadece x in komşuluğu değil, U içindeki her noktanın da komşuluğudur. Herhangi bir 

x∈X noktasının bütün komşuluklar ailesini N(x) ile göstereceğiz, yani P(X), X in 

kuvvet kümesi olmak üzere 

 

N(x)={N∈P(X):N, x in komşuluğu} [1]. 
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2.3.Tanım 

 

(X,τ) ve (Y,τr)  iki topolojik uzay, x0∈X, y0∈Y herhangi noktalar ve f:X→Y bir 

fonksiyon olsun. Şayet yo = f(x0) noktasının her bir Nr komşuluğu için, 

f(N)⊂Nrolacak biçimde x0 noktasının bir N komşuluğu bulunabiliyorsa, bu durumda 

f fonksiyonuna x0∈X noktasında süreklidir denir, yani 

 

f, x0∈X noktasında sürekli ⇔ ∀Nr∈N(f(x0)) için ∃ N∈N(x0) var ∋ f(N)⊂Nr dir. 

 

Eğer f, X in her bir noktasında sürekli ise, bu durumda f fonksiyonuna X de 

süreklidir denir [1]. 

 

2.1.Teorem 

 

Bir fonksiyonunun sürekli olması için gerek ve yeter şart görüntü uzayındaki her açık 

kümenin ters görüntüsünün tanım uzayında açık olmasıdır [2]. 

 

2.2.Teorem   

 

(X,τ) , (Y,τr) ve (Z,τrr) topolojik uzaylar olmak üzere f:(X,τ)→(Y,τr) sürekli bir 

fonksiyon ve g: (Y,τr) → (Z,τrr) sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda 

gof:(X,τ)→(Z,τrr) bileşke fonksiyonu da süreklidir [1]. 

 

2.3.Teorem 

 

(X,τ) ve (Y,τr) topolojik uzaylar, A, B⊂X iki kapalı alt küme ve X=A∪B olsun, 

f:A→Y ve g:B→Y, f│A∩B= g│A∩B  olacak şekilde sürekli fonksiyonlar ise, bu 

durumda h│A=f, h│B=g şartlarını sağlayan bir h:X→Y fonksiyonu süreklidir [3]. 
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2.4.Teorem 

 

(X,τ) ve (Y,τr) topolojik uzaylar, X irtibatlı ve f: X→Y üzerine sürekli bir fonksiyon 

olsun. Bu durumda Y irtibatlıdır [2]. 

 

2.5.Teorem 

 

(X,τ), (Y,τr)  iki topolojik uzay ve f:X→Y sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda 

X in irtibatlı alt kümelerinin f altındaki görüntüsü Y de irtibatlıdır [1]. 

 

2.4.Tanım 

 

X bir topolojik uzay ve x0∈X keyfi sabit bir nokta olsun. Bu durumda (X,x0) çiftine 

bir noktalı topolojik uzay denir [1]. 

 

2.5.Tanım 

 

X bir topolojik uzay, I=[0,1]⊂R birim kapalı aralık, I daki topoloji R den indirgenen 

alışılmış topoloji olsun. Her f:I→X sürekli fonksiyonuna (veya f(I)=α görüntü 

kümesine) bu topolojik uzayda bir eğri veya yol denir. 

 

 Eğer f(0)=a ve f(1)=b ise f fonksiyonuna a den b ye bir eğri denir. a noktasına 

eğrinin başlangıç noktası, b noktasına da eğrinin bitim noktası denir.  

 

Eğer f(0)=a=f(1)=b ise, yani başlangıç ve bitim noktası çakışıyorsa bu durumda 

eğriye kapalı eğri denir. 

 

2.6.Tanım 

 

(X,τ) bir topolojik uzay olsun. Her a,b ∈X noktaları için bu iki noktayı birbirine 

birleştiren X de bir α eğrisi varsa bu durumda X topolojik uzayına eğrisel irtibatlı 
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topolojik uzay denir [1]. 

 

2.6.Teorem 

 

Eğrisel irtibatlı bir uzayın sürekli bir fonksiyon altındaki görüntüsü de eğrisel 

irtibatlıdır [1]. 

 

2.7.Tanım 

 

X eğrisel irtibatlı bir uzay I=[0,1]⊂ R birim kapalı aralık, f,g:I→X iki eğri olsun. 

Eğer f(1)=g(0) ise f ve g eğrileri çarpılabilir denir ve bu çarpım 

 

 

 
 

 

şeklinde tanımlanır.  

 

 

 
 

 

Burada h:I→X sürekli fonksiyon olup x noktasını z noktasına birleştiren X de bir 

eğridir [1]. 
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2.8.Tanım 

 

 X≠∅  bir küme ve I = [0,1]⊂R kapalı aralığı verilmiş olsun. X de bir A fuzzy 

kümesi  

 

fA:X→[0,1] 

 

herhangi bir fonksiyon tarafından karakterize edilen  

 

A = { (x, fA(x) ) : x∈X} ⊂ XxI 

 

kümesine denir. Burada fA ya A fuzzy kümesinin üyelik fonksiyonu ve ∀ x∈X için 

fA(x) ∈ I değerine de üyelik değeri denir. Bundan sonra fA yerine A, fA(x) yerine 

A(x) alınacaktır. 

 

X den I ya tanımlanan bütün fonksiyonların kümesi IX ile gösterildiğinden, IX 

kümesinin her elemanı X de bir fuzzy kümesidir. Yani, fA=A∈IX ise, fA=A, X de bir 

fuzzy kümesidir [4]. 

 

2.9.Tanım 

 

X boştan farklı herhangi bir küme olmak üzere X deki  r
xp  fuzzy kümesinin r

xp :X→I 

üyelik fonksiyonu 

 

 

 
 

 

şeklinde tanımlı ise r
xp ye X de fuzzy noktası denir. Burada x∈X noktasına r

xp fuzzy 
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noktasının desteği (dayanağı) ve r∈(0,1] sayısına r
xp fuzzy noktasının değeri denir. 

Yeri geldiğinde r
xp  fuzzy noktasını p ile göstereceğiz [5]. 

 

2.10.Tanım 

 

X boştan farklı herhangi bir küme, p, X de bir fuzzy noktası ve A, X in bir fuzzy 

kümesi olsun. Eğer her x∈X için p(x) ≤ A(x) ise p, A ya aittir (A, p yi içerir) denir ve 

p<A ile gösterilir. 

 

2.11.Tanım 

 

X ve ∅ kümeleri birer fuzzy kümesi olup  

 

∀ x∈X için fX(x)=l => X = {(x,1):x∈X}⊂ XxI 

 

∀ x∈X için f∅(x)=0 => ∅= {(x,0):x∈X}⊂ XxI 

 

şeklinde ifade edilir [6]. 

 

2.12.Tanım 

 

X deki herhangi iki fuzzy küme A ve B olsun. A ve B nin üyelik fonksiyonları 

sırasıyla fA ve fB olmak üzere, her x∈X için; 

 

(1) A≤B ⇔ fA(x) ≤ fB(x)   

 

(2) A=B ⇔ fA(x) = fB(x)   

 

(3) A∨B=C ⇔ fC(x) = maks { fA(x), fB(x) } 
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(4) A∧B=D ⇔ fD(x) = min { fA(x), fB(x) } 

 

(5) AC ⇔ f AC(x) = 1-fA(x) 

 

şeklinde tanımlanır [6]. 

 

2.1.Özellikler 

 

X deki fuzzy kümeler A, B ve C olmak üzere 

 

(i) A∨Ø=A, A∧Ø=Ø, A∨X=X, A∧X=A 

 

(ii) A∨B=B∨A, A∧B=B∧A, A∨A=A=A∧A 

 

(iii) A∨ (B∨C)=(A∨B)∨C, A∧ (B∧C)=(A∧B)∧C 

 

(iv) A≤B⇒A∨B=B, A≤B⇒A∧B=A 

 

(v) A∧ (B∨C)=(A∧B)∨ (A∧C), A∨ (B∧C)=(A∨B)∧ (A∨C) 

 

dir [7]. 

 

2.2.Özellikler 

 

A ve B, X de iki fuzzy küme olmak üzere 

 

(i) A-∅=A 

 

(ii) ∅c = X,  Xc = ∅, (Ac)c = A 

 

(iii)A ≤ B ⇔ Bc  ≤ Ac  
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(iv) (A∧B)c=Ac∨Bc, (A∨B)c = Ac∧Bc  

 

dir [7]. 

 

2.7.Teorem 

 

X≠∅ ve A∈IX olsun. A∧AC=∅ ve A∨AC=X olmak zorunda değildir[2]. 

 

Bunu bir örnekle gösterelim: 

 

2.1. Örnek 

 

X={a,b,c,d} olsun. X deki bir fuzzy kümesi şu şekilde tanımlansın.  

 

A={(a/0,2),(b/0,9),(c/0,3),(d/0,6)}  

 

Buna göre tümleyen tanımından;  

 

AC={(a/0,8),(b/0,1),(c/0,7),(d/0,4)}  

 

A∨AC={(a/0,8),(b/0,9),(c/0,7),(d/0,6)} ≠ X 

 

A∧AC={(a/0,2),(b/0,1),(c/0,3),(d/0,4)} ≠ ∅ 

 

Bu örnekte görüldüğü gibi; fuzzy kümelerinin bu özelliği fuzzy kümeler teorisini 

Cantor’ un kurduğu bilinen kümeler teorisinden ayıran en önemli özelliklerden 

biridir.  

 

2.13.Tanım 

 

X≠∅ bir küme ve X deki fuzzy kümelerinin bir ailesi τ<IX olsun. τ ailesi aşağıdaki 
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şartlan sağlıyorsa τ ya X kümesi üzerinde fuzzy topolojisi, (X, τ) ikilisine fuzzy 

topolojik uzayı denir, kısaca f.t.u. şeklinde yazılır. 

 

(ft1) X, ∅∈ τ 

 

(ft2) ∀ A, B ∈ τ   iken A∧B∈ τ 

 

(ft3)   {Ai}i∈I ∈ τ iken ∨
∈Ii

Ai ∈ τ 

 

τ nun her elemanına fuzzy açık küme, tümleyenine de fuzzy kapalı küme (veya fuzzy 

kapalı kümenin tümleyenine fuzzy açık küme) denir [6]. 

 

2.2.Örnek 

 

Genel  topolojik uzayda olduğu gibi τ nun elemanları ∅ ve X den ibaret ise (X,τ)  

ikilisine ayrık olmayan (indiskret) fuzzy topolojik uzay, τ nun elemanları X in bütün 

fuzzy alt kümelerinden oluşuyorsa (X,τ) ikilisine ayrık (discret) fuzzy topolojik uzay 

denir. Bu uzayların fuzzy topolojik uzay oldukları kolayca gösterilebilir [5]. 

 

2.14.Tanım 

 

X ≠ ∅ ,  Y ≠ ∅, g:X→Y bir fonksiyon, A<X ve B<Y  fuzzy kümeler olsun, g-1(B), 

X de fuzzy kümesi olup üyelik fonksiyonu ∀x∈X için 

 

(g(x))f(x)f B(B)g 1 =−  

 

 ile tanımlıdır. 

 

g(A), Y de fuzzy küme olup, üyelik fonksiyonu  ∀ y ∈ Y  için  g-1(y)= {x:g(x) = y} 

olmak üzere 
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şeklindedir  [5]. 

 

2.16.Tanım 

 

(X,τ) bir fuzzy topolojik uzay ve  A, (X,τ) fuzzy topolojik uzayında bir fuzzy küme 

olsun. Eğer p ≤ V ≤ A olacak şekilde bir V∈τ varsa A ya p fuzzy noktasının bir 

komşuluğu denir [8]. 

 

2.17.Tanım 

 

0< r ≤1 olmak üzere p fuzzy noktası A ile çakışımsıdır, eğer r >Ac (x) veya r+A(x)>1 

ise.Bu durum  pqA ile gösterilir [8]. 

 

2.18.Tanım 

 

A fuzzy kümesine B fuzzy kümesi ile  çakışımsıdır denir, eğer  ∀x∈X için    

A(x)>Bc(x) veya A(x)+B(x) >1 ise. Bu durum  AqB ile gösterilir. 

 

Eğer A,B ile çakışımsı değilse A B ile gösterilir [8]. 

 

2.19.Tanım 

 

(X,τ) f.t.u. A bir fuzzy kümesi ve p bir fuzzy nokta olsun. Eğer pqB ve B≤A olacak 

şekilde B∈τ varsa A kümesine p nin çakışımsı komşuluğu   (Q-neighbourhood)  

denir [8]. 
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2.8.Teorem 

 

f: X→Y bir fonksiyon olsun. Bu durumda 

 

1. p, X in bir fuzzy noktası, A, X te bir fuzzy kümesi ve B, Y de bir fuzzy kümesi 

olsun. 

 

• Eğer f(p)qB ise, pqf-1(B) dır. 

 

• Eğer pqA ise, f(p)qf(A) dır. 

 

2.  A ve B sırasıyla X ve Y de iki fuzzy kümeleri ve p, X in bir fuzzy noktası olsun. 

 

• Eğer f(p)∈B ise, p∈f-1(B) dır. 

 

• Eğer p∈A ise, f(p)∈f(A) dır [8]. 

 

2.20.Tanım 

 

(X,τ) ve (Y,τr) iki f.t.u. ve f: (X,τ)→(Y,τr) bir fonksiyon olsun. Eğer ∀U∈τr için       

f-1(U)∈τ ise f fonksiyonuna fuzzy süreklidir denir. X den Y ye bütün fuzzy sürekli 

fonksiyonların kümesi  FC(X,Y) ile gösterilir [8]. 

 

2.9.Teorem 

 

(X, τ) ve (Y, τr) iki f.t.u. ve f: (X, τ)→(Y, τr) bir fonksiyon olsun. Aşağıdaki ifadeler 

denktir. 

 

(1) f, fuzzy süreklidir. 

 

(2)  de f(p) nin her bir V komşuluğu için X de p 
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nin bir U komşuluğu var öyle ki f(U)≤V. 

 

(3) X  deki   her   bir p   fuzzy   noktası   ve Y  de f(p) nin her  bir  fuzzy   açık   

Q-komşuluğu V için X de p nin bir fuzzy açık Q-komşuluğu U var öyle ki f(U) ≤ V  

[8]. 

 

2.21.Tanım 

 

(A,τA), (B,τrB) sırasıyla (X,τ) ve (Y,τr) fuzzy topolojik uzaylarının fuzzy alt uzayları 

olsun. f:(A,τA)→(B,τrB) fonksiyonuna rölatif fuzzy süreklidir denir eğer τrB de her bir 

açık fuzzy kümesi Vr için f-1(Vr)∧A kesişimi τA da ise.  

 

Tersine, f rölatif fuzzy açıktır eğer τA daki her bir açık fuzzy kümesi Ur nün 

görüntüsü f(Ur) , UB de ise [9]. 
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3. HOMOTOPİ KAVRAMI 

 

3.1. Eğrilerin homotopisi 

 

3.1. Tanım 

 

α ve β , X topolojik uzayında iki eğri olsun. Eğer α dan β ya sürekli bir 

deformasyonla geçilebiliyorsa bu iki eğriye homotoptur denir ve α~β ile gösterilir. 

 

Başka bir ifadeyle 

 

α,β: [0,1] → X iki eğri olsun. α ~ β dır denir eğer, ∃ F = F(x,t) : IxJ → X  ∋ F sürekli 

ve F(x,0) = α(x), F(x,1)=β(x), veya ∀ t∈[0,1] için Ft(x) = αt (x) oluyorsa, burada  

J=[0,1] dir. [4]. 

 

 

 
 

 

3.2. Tanım 

 

Bir α:I→X eğrisinin tersi (inversi) diye ∀x∈I için α-1(x) = α(1-x) şeklinde 

tanımlanan α-1:I→X sürekli   fonksiyonuna denir. Açıkça bir eğrinin bitim noktası ile 

tersinin başlangıç noktası ve bir eğrinin başlangıç noktası ile tersinin bitim noktası 

çakışır , yani  α-1  eğrisinin  başlangıç  noktası  α-1( 0 )  =  α( 1 )  ve  bitim  noktası  

α-1(1)=α(0) dır [10]. 
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3.1. Teorem 

 

α~β ise α-1~β-1 dir [10]. 

 

İspat 

 

α ~ β ise ∃ F(x,t) : IxJ→X ∋ F(x,t)  sürekli,    F(x,0) = α(x),  F(x,1) =  β(x)   ve     

F(0,t) = α(0)=β(0) ,  F(1,t)=α(1)=β(1)  dir.   Şimdi   G:IxJ→X    fonksiyonunu      

G(x,t)  =F(1-x,t) ile tanımlayalım. F sürekli olduğundan G de süreklidir. Diğer 

taraftan 

 

G(x,0)=F(1-x,0)=α(1-x)=α-1(x) 

 

G(x,1)=F(1-x,1)=β(1-x)=β-1(x) 

 

G(0,t)=F(1,t)=α(1)=β(1)=α-1(0)=β-1(0) 

 

G(1,t)=F(0,t)=α(0)=β(0)=α-1(1)=β-1(1) 

 

olur. O halde α-1~β-1 dir. 

 

3.3.Tanım 

 

α:I→X bir eğri olsun, α sabit bir fonksiyon ise, yani α(I), X de bir tek noktadan 

ibaret ise α eğrisine sıfır eğri denir. 

 

3.2.Teorem  

 

α, X  topolojik uzayında herhangi bir eğri ise  αα-1 ve α-1α   sıfır  eğriye 

homotoptur[10].  
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3.2.Fonksiyonların homotopisi 

 

3.4.Tanım 

 

X ve Y iki topolojik uzay ve f,g:X→Y sürekli iki fonksiyon olsun. Her x∈X için 

 

F(x,0)=f(x),  

 

F(x,1)=g(x) 

 

şartlarını sağlayan bir F = F(x,t) : XxJ→Y sürekli fonksiyonu varsa, f fonksiyonu g  

ye homotoptur denir ve f ~ g veya f 
F
~ g ile gösterilir. F fonksiyonuna ise, f den g ye 

homotopi denir [4]. 

 

3.3.Teorem 

 

~ homotopi bağıntısı bir eşdeğerlik bağıntısıdır. 

 

İspat 

 

i) ~ bağıntısı yansımalıdır: 

 

f ~ f dir. Gerçekten F(x,t):XxJ→Y fonksiyonu F(x,t)=f(x) olarak tanımlanırsa,  

 

F(x,0)=f(x), 

 

F(x,1)=f(x) ve 

 

F(x,t) süreklidir. Dolayısıyla f~f dir. 
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ii) ~ bağıntısı simetriktir: 

 

f~g ise, g~f dir. Gerçekten f~g ise ∃ F(x,t):XxJ→Y fonksiyonu sürekli ve F(x,0)=f(x) 

F(x,1)=g(x) dir. 

 

Şimdi G(x,t):XxJ→Y, G(x,t)=F(x,1-t) şeklinde tanımlanan G fonksiyonu süreklidir 

ve  

 

G(x,0)=F(x,1)=g(x) 

 

G(x,1)=F(x,0)=f(x) 

 

dir. Bu ise, g~f demektir. 

 

iii) ~ bağıntısı geçişmelidir: 

 

f~g ve g~h ise, f~h dır. Gerçekten; 

 

f~g ise ∃ F(x,t):XxJ→Y ∋ F sürekli ve F(x,0)=f(x), F(x,1)=g(x), 

 

g~h ise ∃ G(x,t):XxJ→Y ∋ G sürekli ve G(x,0)=g(x), G(x,1)=h(x) dir. 

 

Şimdi H(x,t):XxJ→Y fonksiyonunu 

 

 
 

şeklinde tanımlayalım. Teorem 2.3 den H(x,t) sürekli olup, 
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H(x,0)=F(x,0)=f(x), 

 

H(x,1)=G(x,1)=h(x) 

 

dir. Dolayısıyla f~h dır. 

 

3.1.Sonuç 

 

Teorem 3.3 den  X topolojik uzayından Y topolojik uzayına bütün sürekli 

fonksiyonların kümesi ~ bağıntısıyla ayrık eşdeğerlik sınıflarına ayrılmış 

bulunmaktadır. İki fonksiyonun aynı sınıfta olması için gerek ve yeter şart homotop 

olmasıdır. Bu eşdeğerlik sınıflarına homotopi sınıfları denir ve bütün homotopi 

sınıflarının kümesi  [X;Y] ile gösterilir. Şayet f:X→Y sürekli ise, f nin homotopi 

sınıfı [f] ile gösterilir [10]. 

 

3.5.Tanım 

 

X,Y iki topolojik uzay, X0⊂X herhangi bir alt küme ve f,g:X→Y ye her x0∈X0 için 

f(x0)=g(x0) şartını sağlayan sürekli iki fonksiyon olsun, f fonksiyonu X0 a nazaran g 

ye homotoptur denir ve f~g rel.X0 ile gösterilir, eğer aşağıdaki  şartları sağlayan bir 

F(x,t) : XxJ → Y sürekli fonksiyonu varsa; 

 

(i) Her x∈X için F(x,0)=f(x), F(x,1)=g(x). 

 

(ii) Her x0∈X0 için F(x0,t)=f(x0)= g(x0). 

 

X0=∅ ise sadece f~g yazılır. Demek ki adi homotopi, rölatif homotopinin özel bir 

halidir [10]. 
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3.4.Teorem 

 

(X,τ), (Y,τr), (Z,τrr)  topolojik uzaylar, f,g : X→Y sürekli iki fonksiyon ve f ~ g 

olsun. h : Y → Z sürekli fonksiyon ise bu durumda hf, hg : X → Z fonksiyonları 

süreklidir ve hf ~ hg dir [10]. 

 

İspat 

 

Açık olarak  hf ve hg sürekli olduklarından hf~hg olduğunu gösterirsek ispatı 

tamamlamış oluruz. f~g olduğundan ∀x∈X için F(x,0)=f(x) ve F(x,1)=g(x) olacak 

şekilde bir F=F(x,t): XxJ→Y sürekli fonksiyonu vardır. Şimdi G=G(x,t): XxJ→Z 

fonksiyonu x∈X olmak üzere G(x,t)=h(F(x,t)) olarak tanımlayalım. G=hοF 

süreklidir. Üstelik  

 

G(x,0)=h(F(x,0))= hf 

 

G(x,1)=h(F(x,1))= hg 

 

dir. Dolayısıyla hf~hg  dir. 

 

3.5.Teorem 

 

X,Y,Z topolojik uzaylar, f:X→Y, g,h:Y→Z sürekli fonksiyonlar ∋ g ~ h olsun. Bu 

durumda gf, hf:X→Z fonksiyonları süreklidir ve gf ~ hf dir [10]. 

 

İspat 

 

Açık olarak gf ve hf sürekli olduklarından gf ~ hf  olduğunu gösterirsek ispat 

tamamlanmış olur. g~h  olduğundan F(y,0)=g(y)  ve F(y,1)=h(y)  olacak şekilde bir 

F=F(x,t): YxJ→Z  sürekli fonksiyonu vardır. Şimdi G=G(x,t):XxJ→Z fonksiyonunu 

x∈X olmak üzere G(x,t)=F(f(x),t) olarak tanımlayalım. F ve f  sürekli olduğundan 
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G=Fοf  süreklidir. Üstelik  

 

G(x,0)= F(f(x),0) =gf 

 

G(x,1)= F(f(x),1) =hf 

 

dir. Dolayısıyla gf ~ hf  dir. 

 

3.6.Tanım 

 

X,Y iki topolojik uzay ve f:X→Y sürekli bir fonksiyon olsun, f fonksiyonuna 

"homotopi eşdeğerlik" denir, şayet aşağıdaki şartları sağlayan bir fr:Y→X sürekli 

fonksiyonu varsa 

 

(i)ffr ~ 1Y 

 

(ii)frf ~ 1X 

 

Bu durumda X ve Y topolojik uzaylarına homotopik eşdeğer uzaylar veya X ile Y 

aynı homotopi tipindendir denir. X~Y ile gösterilir. Açıkça X, Y ye topolojik olarak 

eşyapılı ise, X ile Y aynı homotopi tipindendir. Fakat aynı homotopi tipindeki 

uzayların topolojik eşyapılı olması gerekmez [10]. 

 

3.6.Teorem 

 

Aynı homotopi tipinden olma bağıntısı bir eşdeğerlik bağıntısıdır [11]. 

 

İspat 

 

Yansıma ve simetri aksiyomlarının tanımdan sağlandığı açıktır. Geçişme 

aksiyomunun sağlandığını gösterelim: 
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X~Y, Y~Z olsun. X~ Z olduğunu göstermeliyiz.  

 

X ~ Y ise ∃ f: X→Y, fr : Y→ X ∋ f, fr sürekli ve ffr~1Y  , frf ~ 1X  dir.  

 

Y ~ Z  ise ∃ g:Y→Z , gr : Z→Y ∋ g,gr sürekli ve ggr~1Z , grg ~1Y  dir. 

 

Diğer taraftan  h = gf: X→Z ,  hr = frgr: Z→X fonksiyonları sürekli fonksiyonlardır. 

Üstelik hrh: X→X , hhr: Z→Z dir. 

 

Şimdi hrh ~ 1X ve hhr ~ 1Z olduğunu gösterelim. Gerçekten hrh=(frgr)(gf)=fr(grg)f ve 

grg ~ 1Y  dir. Teorem 3.4 den dolayı fr(grg) ~ fr1Y = fr , yani fr(grg) ~ fr. Teorem 3.5 

den dolayı fr(grg) ~ frf. Yani hrh ~ frf elde edilir. frf ~ 1X  ve ~ bağıntısı bir 

eşdeğerlik bağıntısı olduğundan hrh ~ 1X bulunur. Benzer şekilde hhr ~ 1Z elde edilir. 

O halde   X ~ Z dir. 
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4.FUZZY TOPOLOJİK UZAYLARINDA HOMOTOPİ 

 

4.1.Teorem 

 

Supp A ={x∈X : fA(x) > 0} kümesi A fuzzy kümesinin desteği (dayanağı )  ve (X,τ*) 

bir topolojik uzay olsun. 

 

~
τ ={A | A, X de fuzzy küme ve Supp A∈τ*} 

 

ise 
~
τ , X üzerinde bir fuzzy topolojidir, (X,

~
τ ) uzayına (X,τ*) tarafından üretilen 

fuzzy topolojik uzay adı verilir. 

 

 

X = I ve I üzerinde R nin alışılmış topolojisinden indirgenen topoloji ε1 olmak üzere 

(I, εI ) topolojik   uzayı   tarafından   üretilen  fuzzy topolojik uzayı (I,
~
ε I ) ile 

gösterilir [12]. 

 

4.1.Tanım 

 

(X,τ), (Y,τ') fuzzy topolojik uzaylar f,g : (X,τ)→(Y,τ') fuzzy sürekli fonksiyonlar 

olsun. Eğer; F: (X,τ) x (I,
~
ε I) → (Y,τ') sürekli fonksiyonu var ve ∀ x∈X için 

F(x,0)=f(x) ve F(x,1) = g(x) oluyorsa f  fonksiyonu g ye homotoptur denir. F ye ise  f 

den g  ye homotopi denir ve F : f ≈ g olarak yazılır [13]. 

 

4.2.Teorem 

 

(X,τ), (Y,τ') fuzzy topolojik uzaylar olsun, ≈ bağıntısı 

 

 Ω( (X,τ),(Y,τ’ ) ) = {f | f: (X,τ)→(Y,τr) fuzzy sürekli fonksiyon } 
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 kümesi üzerinde bir denklik bağıntısıdır. 

 

İspat 

 

i) Yansıma 

 

f∈Ω((X,τ),(Y,τr)) ve ∀(x,t)∈XxI için P1(x,t) = x∈X olarak tanımlanan  

 

P1:(X,τ)x(I, 
~
ε I)→(X,τ) 

 

fuzzy sürekli fonksiyon olmak üzere F = f.P1 şeklinde gösterilen  

 

F:(X,τ) x (I, 
~
ε I)→(Y,τr) 

 

dönüşümü fuzzy sürekli fonksiyondur.  

 

F(x,t) = f.P1(x,t) olduğundan F(x,0) = f(x)  ve F(x,1) = f(x) dir. Buradan F:f ≈ f dir. 

 

ii) Simetri 

 

f,g ∈ Ω((X,τ),(Y,τr)) ve F : f ≈ g olsun. F:(X,τ)x(I, 
~
ε I)→(Y,τr) var öyleki F(x,0)=f(x) 

ve F(x,1)=g(x) dir. 

 

(x,t) ∈ XxI için ξ : XxI →XxI , (x,t)→ ξ(x,t)=(x,l-t) olmak üzere; 

G(x,t)=F.ξ(x,t)=F(x,1-t) olsun. Bu durumda  

 

G(x,0)=F(x,1)=g(x) ve G(x,1)=F(x,0)=f(x)  

 

olduğundan G:(X,τ)x(I, 
~
ε I)→(Y,τr) fuzzy sürekli fonksiyon olup g ≈ f dir.  
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iii)Geçişme 

 

f,g,h ∈ Ω((X,τ),(Y,τr)),  

 

F:f ≈ g  olduğundan ∃ F :(X,τ)x(I, 
~
ε I)→(Y,τr) ∋ F(x,0) = f(x) ve F(x,1) = g(x) dir. 

 

G:g ≈ h olduğundan ∃ G :(X,τ)x(I, 
~
ε I)→(Y,τr) ∋ G(x,0) = g(x) ve G(x,1) = h(x) dir. 

 

H: (X,τ) x(l, 
~
ε I)→(Y,τr) fonksiyonunu şu şekilde tanımlarsak her x∈X için; 

 

 

 
 

 

fonksiyonu  teorem 2.3 den sürekli olup H(x,0) = F(x,0) = f(x) ve  

H(x,1)=G(x,1)=h(x)  dir. Dolayısıyla    H: f ≈ h dır [13]. 

 

4.2.Tanım 

 

(X,τ) ve (Y,τ') fuzzy topolojik uzayları olsun. Eğer f: (X,τ)→(Y,τ') ve g:(Y,τ')→(X,τ) 

fuzzy sürekli fonksiyonlar iken;  gf ≈ 1X, fg ≈ 1Y oluyorsa (X,τ) ve (Y,τ') uzayları 

homotopik olarak denktir veya fuzzy aynı homotopi tipindendir  denir, f ye (X,τ) dan 

(Y,τ') ye homotopi eşdeğerlik dönüşümü, g ye de f nin inversi denir, f: (X,τ) ≈ (Y,τ') 

veya (X,τ) ≈ (Y,τ')   olarak gösterilir [13]. 

 

4.3.Teorem 

 

Fuzzy aynı homotopi tipinden olma bağıntısı bütün fuzzy topolojik uzayların 

kümesinde denklik bağıntısıdır. 
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İspat 

 

Fuzzy homotopi olma bağıntısının  simetri ve yansıma özelliklerini tanımdan 

sağladığı kolaylıkla gösterilebilir. Geçişme özelliğinin sağlandığını gösterelim: 

 

(X,τ) ≈ (Y,τr) ve (Y,τr) ≈ (Z,τrr) 

 

f: (X,τ)→(Y,τr)   h: (Y,τr)→(Z,τrr) 

 

g: (Y,τr)→(X,τ)   k: (Z,τrr)→(Y,τr) 

 

fg ≈ 1Y, gf ≈ lX                 , hk ≈ lZ, kh ≈ 1Y 

 

u=hf:(X,τ)→(Z,τrr)      , v=gk: (Z,τrr)→(X,τ) 

 

olarak alalım. 

 

vu=gkhf ≈ g. lY.f ≈ gf ≈ lX : (X,τ) → (X,τ) 

 

uv=hfgk ≈ h. 1Y.k ≈ hk ≈ lZ: (Z,τrr)→(Z,τrr) 

 

(X,τ) ≈ (Z,τrr) olduğu bulunur [13]. 
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5.FUZZY TOPOLOJİK GRUP 

 

5.1.Tanım 

 

G boş olmayan bir küme olsun. * : G x G → G; (a, b) → a * b olacak şekilde tanımlı 

bir fonksiyon olsun. G kümesi aşağıdaki koşulları sağlarsa G ye * işlemine göre bir 

grup denir. 

 

(1) G nin a, b ve c elemanları için (a *b) * c = a * (b * c) dir. 
 
(2) Her a ∈ G için a = a*e = e*a olacak şekilde G nin bir e elemanı vardır. 
 
(3) Her a ∈ G için a*a-1 = a-1 * a = e olacak şekilde a-1 ∈ G vardır [14]. 
 

5.2.Tanım 

 

Bir G grubunda her a, b elemanı için a * b = b * a sağlanıyorsa G ye değişmeli (abel) 

grup denir [14]. 

 

5.3.Tanım 

 

G ≠ ∅ bir küme olmak üzere (G, *) bir grup ve (G,τ) bir topolojik uzay olsun. Eğer, 

 

(a)   θ:GxG→G 

 

       (x,y)→θ(x,y) = x * y 

 

fonksiyonu GxG de çarpım topolojisi ve G de τ topolojisi göz önüne alındığında 

sürekli, 
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(b) I : (G,τ) →(G,τ) 

 

             x→I(x)=x-1 

 

fonksiyonu sürekli ise, (G, τ, *) sıralı üçlüsüne bir topolojik grup denir. 

 

Bu tanımda x-1 ile (G, *) grubunda x∈G elemanının inversi (tersi ) gösterilmiştir. 

 

5.1.Örnek 

 

( , + ) toplam grubu ve ( , τ) alışılmış topolojik uzayını göz önüne alalım. 

 

θ: x →  

 

(x,y )→ θ(x,y) = x+y 

 

fonksiyonu süreklidir 

 

I: →  

 

x→I(x)=-x 

 

fonksiyonu da sürekli olduğundan ( , τ, +) bir topolojik gruptur. 

 

5.2.Örnek 

 

( , τ) alışılmış topolojik uzay ve *= \{0} olmak üzere ( , *) çarpım grubu ile 

( *,τIR* ,*) alışılmış alt uzay topolojisini göz önüne alalım. Bu durumda  
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θ: *x *→ * 

 

(x,y)→θ(x,y) = x * y 

 

fonksiyonu süreklidir. Öte yandan, 

 

I: *→ * 

 

x→ I(x)=
x
1  

 

fonksiyonu da süreklidir. O halde * çarpım grubu bir topolojik gruptur. 

 

5.4.Tanım 

 

(X, ⋅) bir grup, (X, τ) fuzzy topolojik uzay olsun. (X, τ, ⋅) ye fuzzy topolojik grup 

denir, eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa. 

 

(I) f:(X,τ)x(X,τ)→ (X,τ), f:(x,y)→xy fonksiyonu fuzzy süreklidir. 

 

(II) g: (X,τ)→ (X,τ), g:x→x-1 fonksiyonu fuzzy süreklidir. [15]. 

 

5.5.Tanım 

 

(X,⋅) bir grup, (X,τ) fuzzy topolojik uzay olsun. (X,τ,⋅) ye fuzzy topolojik grup denir, 

eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa. 

 

(Ir) ∀a,b∈X ve (ab)α fuzzy noktasının bir W komşuluğu için aα nın U ve bα nın V 

komşulukları var ∋ UV<W. 

 

(IIr) ∀a∈X ve aα
-1 nın bir V komşuluğu için aα nın U komşuluğu vardır ∋ U-1<V [15]. 
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5.1.Notasyon 

 

(X, ⋅) bir grup,  A,B∈IX ve C,D ≤ X olsun. A•B∈IX, A-1∈IX, C.D≤X ve C-1≤X 

aşağıdaki gibi tanımlayalım:   

  

(A•B)(x) = sup{min{A(x1),B(x2)}: x1. x2=x}  ve 

 

A-1(x)=A(x-1), ∀x∈X için. 

 

C.D={c.d:c∈C ve d∈D} ve 

 

C-1={c-1:c∈C} [8]. 

 

5.6.Tanım 

 

X boştan farklı bir küme olsun. (X, τ, ⋅) üçlüsüne aşağıdaki şartları sağlıyorsa fuzzy 

topolojik grup denir. 

  

(i)  (X, ⋅) bir grup 

 

(ii) (X,τ) bir f.t.u. 

 

(iii) ∀x,y∈X ve r
yxp .  nin W fuzzy açık Q-komşuluğu için r

xp  ve r
yp  nin sırasıyla U 

ve V fuzzy açık Q-komşulukları vardır öyle ki U•V≤W dir. 

 

(iv) ∀x∈X ve r
x

p 1− nin V fuzzy açıkQ-komşuluğu için r
xp  nin bir U fuzzy açık Q-

komşuluğu vardır öyle ki U-1 ≤V dir [8]. 
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5.1.Teorem 

 

(Y,τr) bir f.t.u. , (Z, τrr, ⋅) bir fuzzy topolojik grup ve f, g ∈ FC(Y,Z) , 

f(g:(Y,τr)→(Z,τrr) ve f-1: (Y,τr)→(Z,τrr) fonksiyonlar olsun. ∀y∈Y için 

 

(f(g)(y)=f(y).g(y) ve f-1(y)=(f(y))-1  fuzzy süreklidir [8]. 

 

İspat 

r∈(0,1] ve y∈Y olmak üzere  r
yp , Y de bir fuzzy nokta ve Z de (f(g)( r

yp )= r
ygyfp )().(  

nin bir W fuzzy açık Q-komşuluğu olsun. (Z, τrr, ⋅) topolojik grup olduğundan r
yfp )(  

ve r
ygp )(  nin sırasıyla U ve V fuzzy açık Q-komşulukları vardır ∋ U•V≤W dir. f ve g 

fuzzy sürekli olduğundan Y de r
yp  nin U1 ve V1 fuzzy açık Q-komşulukları vardır ∋ 

f(U1)≤U ve g(V1)≤V dir. Açıkça U1∧V1∈IY fuızzy kümesi Y de r
yp  nin fuzzy açık 

Q-komşuluğudur. (f(g)(U1∧V1)≤W dir. Gerçekten, 

r
yp
1
∈U1∧V1 olsun.  

(f(g)( r
yp
1

)= r
ygyfp )().( 11

= r
ygfp ))(( 1∗ ∈W dir. Gösterelim:  

r
yp
1
∈U1 ve r

yp
1
∈V1 olduğundan f( r

yp
1

)= r
yfp )( 1
∈U ve g( r

yp
1

)= r
ygp )( 1
∈V. Buradan 

r ≤ U(f(y1)) ve  r ≤ V(g(y1)) dir.  

(U•V)(f(y1).g(y1))=sup{min{U(z1),V(z2)}:z1.z2=f(y1).g(y1)} ≥ r  

olduğundan r ≤ (U•V)(f(y1).g(y1)) ≤ W(f(y1),g(y1)), 
r

ygyfp )().( 11
= r

ygfp ))(( 1∗ ∈W. 

(f(g)(U1∧V1)≤W  dir. O halde  f(g  fonksiyonu fuzzy süreklidir. 

Son olarak f-1 fonksiyonunun da fuzzy sürekli olduğunu gösterelim: 
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Y de r
yp  bir fuzzy nokta ve W, Z de f-1( r

yp )= r
yfp )(1− = r

yf
p 1))(( − in fuzzy açık Q-

komşuluğu olsun. (Z, τrr, ⋅) fuzzy topolojik grup olduğundan Z de r
yfp )(  nin bir fuzzy 

açık      Q-komşuluğu    U vardır, öyle ki U-1 ≤ W. U1,  Y de r
yp  nin  fuzzy   açık     

Q-komşuluğu olduğundan f-1(U1) ≤W dır.Gerçekten r
yp
1
∈ U1  olsun.  f-1( r

yp
1

)∈W 

den    r≤W(f-1(y1))=W((f(y1))-1) dir. Buradan f( r
yp
1

)= r
yfp )( 1
∈U.        

 

5.7.Tanım 

 

Y bir küme ve r∈[0,1] olsun.∀x∈Y için r(x)=r olarak tanımlayalım. O halde 

∀r∈[0,1] için r∈τr oluyorsa (Y,τr) fuzzy topolojik  uzayı fully stratified fuzzy 

topolojik uzay olarak adlandırılır [8]. 

 

5.2.Teorem 

 

(Y,τr) fully stratified fuzzy topolojik uzay , (Z, τrr, ⋅) bir fuzzy topolojik grup ve e 

(Z,⋅) grubunun özdeş elemanı olsun.∀ y∈Y için e∗ :(Y,τr)→ (Z,τrr) , e∗(y)=e 

fonksiyonu fuzzy süreklidir [8]. 

 

İspat 

 

U∈ τrr olsun. (e∗)-1(U)∈ τr olduğunu göstermeliyiz. ∀ y∈Y için ((e∗)-1(U)) (y)  = 

(e∗(y)) = U(e) dir. Bu ise (e∗)-1(U) fuzzy kümesi sabit anlamına gelir. (Y, τr) fuzzy 

uzayı fully stratified olduğundan ( e∗ )-1( U ) ∈ τr  dir. O halde  e∗  fuzzy süreklidir. 

 

5.3.Teorem 

  

(Y,τr) fully stratified fuzzy topolojik uzay , (Z, τrr, ⋅) bir fuzzy topolojik grup olsun. 

(FC(Y,Z),() çifti gruptur [8]. 
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İspat 

 

f,g,h ∈ FC(Y,Z) olsun. ∀y∈Y için  

 

((f(g)(h)(y)=(f(g)(y).h(y) 

 

=(f(y).g(y)).h(y) 

 

=f(y).(g(y).h(y)) 

 

=(f((g(h))(y) dir. 

 

O halde (f(g)(h=f((g(h) dır. 

 

f ∈ FC(Y,Z) olsun. e∗ ∈ FC(Y,Z)  için 

 

(f ( e∗ )(y) = f(y). e∗(y) = f(y).e = f(y) ve  

 

(e∗( f)(y) = e∗(y) . f(y) = e. f(y) = f(y) olduğundan  

  

f(e∗ = e∗(f=f dir. Buradan  e∗ ∈ FC(Y,Z) fonksiyonu özdeş elemandır. 

 

Son olarak ∀ f ∈ FC(Y,Z) için f-1∈ FC(Y,Z) vardır ∋  

 

(f(f-1)(y) = f(y). f-1(y) = f(y). (f(y))-1 = e =   e∗(y) ve  

  

(f-1
(f)(y) = f-1(y). f(y) = (f(y))-1.f(y) = e =   e∗(y) olduğundan  

 

f(f-1 =f-1
(f= e∗ dir. Buradan       f-1  ∈ FC(Y,Z)  fonksiyonu f  nin ters elemanıdır. O 

halde (FC(Y,Z),() çifti gruptur. 
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5.4.Teorem 

 

(Y,τr) fully stratified fuzzy topolojik uzay , (Z, τrr, ⋅) bir fuzzy topolojik grup olsun. 

Eğer  (Z,⋅) değişmeli (abelian ) grup ise (FC(Y,Z),() çifti  de değişmeli (abelian) 

gruptur [8]. 

 

İspat 

 

Teorem 5.3. den (FC(Y,Z),() çiftinin grup olduğunu göstermiştik. Bu durumda 

sadece değişmeli olduğunu göstermeliyiz. ∀ f,g,∈FC(Y,Z) ve  ∀y∈Y için 

(f(g)(y)=f(y).g(y)=g(y).f(y)=(g(f)(y) dir. Buradan f(g=g(f dir. O halde  

(FC(Y,Z),() çifti değişmeli (abelian) gruptur. 

 

5.8.Tanım 

 

(X,⋅) bir grup ve G∈IX olsun. G ye, aşağıdaki şartları sağlıyorsa, X de fuzzy grup 

denir[8]. 

 

(i) G(x.y)≥ min {G(x),G(y)} ,   ∀x,y ∈X için. 

 

(ii) G(x-1)≥ G(x) , ∀x∈X için. 

 

5.5.Teorem 

 

(Y,τr) fully stratified fuzzy topolojik uzay , (Z, τrr, ⋅) bir fuzzy topolojik grup ve 

Z1∈IZ bir fuzzy grup olsun. 

 

G(f)=inf { Z1 (f(y)): y∈Y}, f∈ FC(Y,Z)  

 

ile tanımlanan G ∈ IFC(Y,Z) fuzzy kümesi bir fuzzy gruptur. 
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İspat 

 

Teorem 5.3 den (FC(Y,Z),() çiftinin grup olduğunu göstermiştik. f,g∈ FC(Y,Z) 

olsun. 

 

G(f(g) = inf { Z1 ((f(g)(y)):y∈Y} 

 

= inf { Z1 (f(y).g(y)):y∈Y} 

 

≥ inf {min { Z1(f(y),Z1(g(y))}:y∈Y} 

 

≥ min {inf { Z1(f(y): y∈Y} , inf {Z1(g(y)):y∈Y}} 

 

=min {G(f),G(g)}. 

 

Şimdi f-1∈ FC(Y,Z) fonksiyonu için  

 

G(f-1)= inf { Z1(f-1(y)): y∈Y} 

 

= inf { Z1((f (y))-1): y∈Y} 

 

≥ inf { Z1(f (y)): y∈Y} 

 

=G(f). 

 

O halde G∈ IFC(Y,Z) bir fuzzy gruptur.[8] 
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6.H-GRUPLARI 

 

6.1.Tanım 

 

(P,p0 ) noktalı topolojik uzay olmak üzere µ:PxP→P sürekli çarpımı ile birlikte 

c:P→P sabit fonksiyonu (bir tek) bir homotopi özdeşlik ise P ye H - uzayı denir. c nin 

homotopi özdeşlik olması   

 

 
 

kompozisyonlarının  1P ye homotop olmasıdır. Yani  

 

µ o(c,1) ~1P veya µo(1,c) ~1P. 

 

µ çarpmasına homotopi birleşmelidir denir, eğer 

 

 
 

 

karesi, homotopi değişmeli ise, yani  

 

µo(µx1) ~ µo(1xµ). 

 

Bir φ:P→P sürekli fonksiyonuna P ve µ için bir homotopi inverstir denir, eğer 
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kompozisyonlarının her biri c:P→P sabit fonksiyonuna homotop ise, yani  

 

µo(1,φ) ~ c ve µo(φ,1) ~ c        [16]. 

 

6.2.Tanım 

     

Bir homotopi inversli, homotopi birleşmeli H-uzayı, homotopi grup aksiyomlarını 

sağlar. Böyle bir noktalı uzaya H-grubu denir.  

 

 
 

p0 iki taraflı özdeşliktir. Yani µo(1,p0) ~ 1 ~ µo(p0,1) ise. 

 

 
 

Bir   φ:(P,p0) →  (P,p0)  " homotopi invers " olarak  adlandırılır, eğer   

µo(φ,1)~p0~µo(1,φ)  ise. 
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6.1.Örnek 

 

Herhangi bir topolojik grubun, bir H-grubu olduğu açıktır.  

 

Bir H-uzayında µ çarpmasına "homotopi değişmelidir" denir, eğer  T(p1,p2)=( p2 ,p1) 

olmak üzere 

 

 
 

üçgeni homotopi değişmeli ise, yani  

 

µoT ~ µ ise [17]. 

 

Bir homotopi değişmeli çarpma içeren H-grubuna değişmeli H-grubu denir . 

 

µ ve µr , sırasıyla P ve Pr H uzaylarının çarpmaları ise, bu durumda bir α: P→Pr 

sürekli fonksiyonuna  homomorfizm denir, eğer  

 

 
  

karesi homotopi değişmeli ise ( yani, µro(αxα)~ αoµ ise ) [16]. 

 

6.1.Teorem 
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Bir H-uzayı (veya bir H-grubu) ile aynı homotopi tipinden olan bir noktalı uzayın 

kendisi de bir H-uzayıdır (veya bir H-grubudur), homotopi eşdeğerlik bir 

homomorfizmdir [11]. 

 

İspat 

 

f:P→Pr ve g:Pr→P homotopi inversler ve P, çarpması µ:PxP→P bir H-uzayı olsun.   

 

Eğer  µr:Pr x Pr→ Pr, 

 

 
 

kompozisyonu olarak tanımlanmış ise, bu durumda µr , Prde bir sürekli çarpmadır ve 

 

 
 

kompozisyonu 

 

 
 

kompozisyonuna eşit olup bu 

 

 
 

Kompozisyonuna  homotoptur. Zira fg~1Pr,   µ'o(1,c')~1Pr   . 

 

Benzer şekilde, µ'o(c',1) tasviri 1Pr   ye homotoptur. Bundan dolayı Pr bir H uzayıdır. 
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karesi homotopi komutatiftir, zira 

 

µr=foµo(gxg) 

 

olduğundan 

 

goµr=(gof)o(µo(gxg)) ve gof=gf~1P 

 

olduğundan teorem 3.5 den dolayı 

 

(gof)o(µo(gxg)) ~ 1Po(µo(gxg))=µogxg  

 

dir. O halde 

 

goµr~µogxg 

 

dir. Dolayısıyla g bir homomorfizmdir. Aynı şekilde f nin de bir homomorfizm 

olduğu gösterilir. Şayet µ homotopi asosyatif veya homotopi değişmeli ise, µr de 

homotopi asosyatif veya homotopi değişmelidir, zira 

 

1xµ r =1x(foµo(gxg))~fxfo1xµogxgxg ve 1xµ~µx1 

 

olduğundan 

 

fxfo1xµogxgxg~fxfoµx1ogxgxg=µrx1 
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O halde 1xµr~µrx1, yani µr homotopi asosyatiftir. Aynı şekilde µr nün homotopi 

abelian olduğu gösterilir. 

 

Şayet φ:P→P, P ve µ için bir homotopi invers ise bu takdirde fφg:P'→ P', P' ve µr için 

bir homotopi inverstir, zira; fφg=φr dersek 

 

µ ro(1,φr)=(foµo(gxg))o(1,φ r)=(foµo(gxg))o(1,fφg)~foµo(1,φ)og 

 

Hâlbuki µo(1,φ)~c (sabit tasvir) dir. O halde foµo(1,φ)og~cr (sabit tasvir). 

Dolayısıyla fφg, Pr ve µr  için bir homotopi inverstir. Dolayısıyla Pr bir H-Grubudur. 

 

Bir P, H uzayı verilmiş olsun, herhangi bir X noktalı uzayı için [g1][g2]=[µo(g1,g2)] 

ile tanımlanan [X;P] çifti şayet P bir H grubu ise [X;P] çifti bir grup olur, şöyle ki: 

 

(i) Birleşme özelliği: 

 

[g1], [g2], [g3] ∈ [X;P] ise 

 

[g1]([g2][g3])=[g1]([µo(g2,g3)])=[µo(g1,µo(g2,g3))]=[µo(1xµ)o(g1,(g2,g3))] 

 

Halbuki, µo(1xµ)~µo(µx1) idi. Dolayısıyla 

 

[g1]([g2][g3])=[µo((µx1)o((g1,g2),g3)]=([g1][g2])[g3] 

 

(ii) Özdeş eleman 

 

[g] ∈ [X;P] ve [p] ∈ [X;P] ∋ p:X→P ve p(x) = p0 (taban nokta)∈G olsun. 

 

[g][p] = [µo(g,p)] = [µo(1,c)og] 

 

Halbuki µo(1,c) ~1P olduğundan µo(1,c)og ~1Pog=g. O halde [g][p]=[g]. Aynı 
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şekilde [p].[g]=[g] olduğu gösterilir. Dolayısıyla p:X→P sabit tasvir olmak üzere 

[p]∈[X;P] özdeş elemandır. 

 

(iii) İnvers eleman 

 

φ:P→P, µ ve P için bir homotopi invers olsun. g:X→P bir tasvir ise, φog:X→P bir 

tasvirdir. O halde 

 

[φog]∈[X;G] dir. 

 

[g][φog]=[µo(g,φog)]=[µo(1,φ)og]. 

 

Halbuki, µo(1,φ) ~ c olduğundan φo(1,φ)og ~ cog = p. Dolayısıyla [g][φog]= 

[p]∈[X;P] dir. Aynı şekilde [φog][g]=[p]∈[X;P]  ([p] özdeş eleman). Dolayısıyla 

[φog], [X;P] nin invers elemanıdır. 

 

Şayet, f:X→Y ise, bu takdirde f*:[Y;P]→[X;P] bir homomorfizmdir. Zira; 

[g1],[g2]∈[Y;P] ise, 

 

f*([g1][g2])=[µo(g1,g2)]o[f] 

 

=[µo((g1,g2)of)]  

 

=[µo(g1of,g2of)]                  (6.1) 

 

f*([g1])f*([g2])   = ([g1]o[f])([g2]o[f]) 
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=[g1of][ g2of] 

 

=[µo(g1of, g2of)]                             (6.2) 

 

O halde (6.1) ve (6.2) den f*([g1][g2]) = f*([g1])f'*([g2]) [11]. 

 

6.1.Sonuç 

 

Bir önceki kesimlerde fuzzy topolojik grup tanımları verilmiştir. (X, ⋅) bir grup, (X,τ) 

fuzzy topolojik uzayında e ∈X ve (X,e) noktalı fuzzy topolojik uzay olsun. (X, ⋅) 

grubunda bu “ e ” taban noktasını grubun birim elemanı olarak alalım. Bu durumda 

(X, τ, ⋅ ) fuzzy topolojik grubu bir H-grubudur. Gerçekten ; 

 

(X, τ, ⋅ ) fuzzy topolojik grup olduğundan  

 

1. µ: XxX→X , (x,y)→µ(x,y)=x.y çarpması fuzzy süreklidir. Ayrıca c:X→X, 

c(x)=e sabit fonksiyonu homotopi özdeşliktir. Yani  

 

 
 

 

µo(c,1)(x) = µ(c(x),1(x)) = µ(e,x) = e.x = x 

 

µo(1,c)(x) = µ(1(x),c(x)) = µ(x,e) = x.e = x 

 

olduğundan µo(c,1) ~ 1X  veya µ(1,c) ~ 1X dir. 
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2. µ çarpması homotopi birleşmelidir. Gerçekten, 

 

 

 
  

 

(µo(µx1))(x,y,z) = µ((µx1)(x,y,z)) = µ(µ(x,y),1(z)) = µ(x.y,z) = (x.y).z 

 

(µo(1xµ))(x,y,z) = µ((1xµ)(x,y,z)) = µ(1(x),µ(y,z)) = µ(x,(y.z)) = x.(y.z) 

 

olduğundan µo(µx1) ~ µo(1xµ) dır. 

 

3. (X, τ, ⋅) fuzzy topolojik grup olduğundan φ: X→X, x→φ(x) = x-1 fonksiyonu 

fuzzy sürekli olup, µ ve X için homotopi inverstir. Gerçekten, 

 

 
 

bileşkeleri  c sabit fonksiyonuna homotoptur. Yani  

 

µo(1,φ) (x) = µ(1(x),φ(x)) = µ( x, x-1 ) = x.x-1 = e 

 

µo(φ,1) (x) = µ(φ(x),1(x)) = µ(x-1, x) = x-1.x = e  
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olup µo(1,φ) ~ c ve µo(φ,1) ~ c dir. 

 

O halde  (X, τ, ⋅) fuzzy topolojik grubu bir H-grubudur. 

 

Eğer  (X, ⋅)  grubu  değişmeli  ise (X, τ, ⋅)  fuzzy  topolojik  grubu   bir  değişmeli   

H-grubudur. Gerçekten, T(x1,x2) = (x2,x1) olmak üzere  

 

 
 

Üçgeni homotopi değişmelidir. Yani  

 

(µoT)( x1,x2) = µ(T(x1,x2)) = µ (x2,x1) = x2.x1 = x1.x2 = µ( x1,x2) 

 

olduğundan µoT ~ µ dir. 
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