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Bu tezde, homotopi kavrami, egrilerin homotopisi ve fonksiyonlarin homotopisi
topolojik uzaylarda ele alinmis, ihtiya¢ duyuldugu kadarn ile ayrintiya
girilmistir. Bu kavramlar fuzzy topolojik uzaylarda ele alinmis ayrintili olarak
incelenmistir. Ayrica fuzzy topolojik gruplar fuzzy topolojik uzaylarda
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calisgmada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar agiklamalar1 ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

= Gerektirir

& Yeterlidir

& Cift yonlii gerektirme

I* X den I ya tanimlanan fonksiyonlarm kiimesi
P(X) X in kuvvet kiimesi

£ A fuzzy kiimesinin iiyelik fonksiyonu

T Fuzzy topolojisi

(A,Ta) Alt uzay

A° A fuzzy kiimesinin i¢i

A A fuzzy kiimesinin kapanis1

A° A fuzzy kiimesinin tiimleyeni

N(x) x noktasinin komsuluklar ailesi

fla f fonksiyonunun A ya kisitlamasi

* Ikili islem

P Uyelik degeri r olan fuzzy nokta

FC(X,Y) X den Y ye fuzzy siirekli fonksiyonlarin kiimesi
a~p a egrisinin B egrisine homotoplugu

a’ a egrisinin tersi

[a]x x noktasindaki a egrisinin homotopi sinifi
(X,xp) Noktal1 topolojik uzay

f~g f tasvirinin g tasvirine homotoplugu

f~g rel.X f tasvirinin X, a nazaran g tasvirine homotoplugu

(G,*) Grup



Simgeler

(G, 7,%)
(Xa T, )

Kisaltmalar

f.t.u.

Aciklama

Topolojik grup
Fuzzy topolojik grup

Aciklama

Fuzzy topolojik uzay

X



1. GIRIS

Kiime kavramini 1879 yilinda tanimlayan Cantor "Bir nesne, kiimenin ya elemanidir
ya da elemani degildir" diyordu ve matematik diinyasi bu kiime taniminin
cercevesinde bilgilerini 6rmeye basliyordu. Cantor' un yapti§i bu tanima gore
matematiksel diisiincede kesin sinirlar1 belirlemek zorunlulugu vardir. Fakat zamanla
anlasild1 ki bu disiince tarzi hayattaki ¢ogu olay1 agiklayamiyor. Bu yetersizligi
goren Azeri bilim adami Zadeh 1965 yilinda Fuzzy (Belirtisiz) kiime tanimini
yapmig ve alisilmis kiime tanimindan siyrilarak kiime tanimin1 daha da
genellestirmistir. Fuzzy kiime kavrami ile Cantor' un yaptigi kiime kavraminin
arasindaki farki bir ornek ile agiklayacak olursak; ayarli bir elektrik diigmesi ile
kumanda edilen bir lambanin 1s18in1 Cantor’un tanimladig1 kiime kavramu ile ifade
etmek miimkiin degildir. Ciinkii, Cantor’a gore sadece agik veya kapali durumu ifade
edilir. Ancak 15181 soniik durumu, parlak durumu, ¢ok parlak durumunun iiyelik
derecesine gore izahi ancak fuzzy kiimesi ile ifade edilebilir. Bu nedenle gercek
hayattaki olaylar1 fuzzy kiimesi ile ifade etmek klasik kiime kavramindan

kullaniglidir.

Zadeh'in kesinlik aramayan manti§1 yalnizca matematikte kullanilmakla smirh
kalmayip istatistikte, fizikte, astronomide, endiistride, miihendislikte, askeri
balistikte, genetikte ve daha bir¢cok alanda kullanilir olmustur. Bunlarin dogal bir
sonucu olarak matematigin fuzzy kiime kavramia gore yeniden diizenlenmesi
gereksinimi ortaya cikmis ve bu diizenleme ile birlikte bircok yeni makale

yaymlanmustir.

Matematiksel olarak bir fuzzy kiimeye ait olma, diinyada olan her bir olay fuzzy
kiime icindeki iiyelik derecesini gdsteren bir deger karsilik getirerek tanimlanabilir.
Bu deger elemanin fuzzy kiimesi ile temsil edilen diisiinceye uyma veya benzeme
derecesine karsilik gelir. Boylece elemanlar, iiyelik derecelerinin biiyiik veya kiiciik
olusu oraninda fuzzy kiimeye c¢ok veya az ait olabilirler. Bu iiyelik dereceleri

genellikle [0,1] kapal1 araliginda bulunan gergek say1 degerleri ile temsil edilir.



1965 de Zadeh’ in Fuzzy Kiimeleri adli makalesinin yayinlanmasindan ve 1968 de
Chang’ in Fuzzy Topolojik Uzayr tanimlamasindan sonra genel topolojideki

kavramlar fuzzy topolojik uzaylara tasinmaya baglanmstir.

Bu ¢alismada, homotopi kavrami, egrilerin homotopisi ve fonksiyonlarin homotopisi
topolojik uzaylarda ele alinmis, ihtiya¢ duyuldugu kadari ile ayrintiya girilmistir. Bu
kavramlar fuzzy topolojik uzaylarda ele alinmig ayrintili olarak incelenmistir. Ayrica
fuzzy topolojik gruplar fuzzy topolojik uzaylarda incelenmistir. Grup islemlerine
benzer homotopi grup islemleri ile H-Gruplar {izerinde durulmus ve nihayet her

fuzzy topolojik grubun bir fuzzy H-Grubu oldugu ifade edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1.Tanim

(X,7) bir topolojik uzay olsun. Eger X uzay1 bos olmayan ayrik iki agik kiimenin
birlesimi olarak yazilabiliyorsa X e baglantisiz (irtibatsiz) uzay denir,yani

X irtibatsiz < 3 A,Bet, A7, B2 ve ANB=( i¢in X=AUB.

Eger (X,r) topolojik uzay1 kendisinden ve bos kiimeden farkli ayrik iki agik

kiimenin birlesimi olarak yazilamiyorsa X e baglantili (irtibatli) uzay denir. Yani,

A.Ber, A#@, B£D ve ANB=@ = X#AUB [1].

2.2. Tanim

(X,7) bir topolojik uzay ve AC X olsun. A kiimesini kapsayan bir U agik kiimesinin

her bir N iist kiimesine, A kiimesinin komsulugu denir, yani,

N, AC X nin bir komsulugu < 3 U C X a¢1g1 var 3 AC UC N.

Eger A={x} ise, bu durumda

N,xeX noktasinin bir komsulugu < 3 UC X a¢i1g1 var 3 xeUC N.

x noktasimi igeren U acik altkiimesine de x in agik komsulugu denir. Ayrica N
sadece x in komsulugu degil, U i¢indeki her noktanin da komsulugudur. Herhangi bir
xeX noktasinin biitiin komsuluklar ailesini N(x) ile gosterecegiz, yani P(X), X in

kuvvet kiimesi olmak tizere

N(x)={NeP(X):N, x in komsulugu} [1].



2.3. Tanim

(X,r) ve (Y,r') iki topolojik uzay, xoeX, yoeY herhangi noktalar ve f:X->Y bir
fonksiyon olsun. Sayet yo = f(xo) noktasmmin her bir N’ komsulugu igin,
f(N)CN’olacak bi¢imde x( noktasinin bir N komsulugu bulunabiliyorsa, bu durumda

f fonksiyonuna xoe€ X noktasinda siireklidir denir, yani
f, Xoe X noktasinda siirekli < VYN'eN(f(x¢)) i¢in 3 NeN(xo) var > f(N)CN’ dir.

Eger f, X in her bir noktasinda siirekli ise, bu durumda f fonksiyonuna X de

stireklidir denir [1].
2.1. Teorem

Bir fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart goriintii uzaymdaki her agik

kiimenin ters goriintiisiiniin tanim uzayinda ag¢ik olmasidir [2].
2.2.Teorem

(X,r) , (Y,r') ve (Z1'") topolojik uzaylar olmak tizere f:(X,7)—=>(Y,r’) siirekli bir
fonksiyon ve g: (Y,r') - (Z,7"") siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

gof:(X,7)=>(Z,t"") bileske fonksiyonu da siireklidir [1].
2.3. Teorem
(X,7) ve (Y,r') topolojik uzaylar, A, BCX iki kapali alt kiime ve X=AUB olsun,

f: A=Y ve gB->Y, | AnB= gl ans Olacak sekilde siirekli fonksiyonlar ise, bu
durumda h | A=f, h | p=g sartlarini saglayan bir h:X—Y fonksiyonu siireklidir [3].



2.4. Teorem

(X,7) ve (Y,7') topolojik uzaylar, X irtibatli ve f: X—Y {izerine siirekli bir fonksiyon
olsun. Bu durumda Y irtibatlidir [2].

2.5. Teorem

(X,7), (Y,r") iki topolojik uzay ve f:X->Y siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

X in irtibatl alt kiimelerinin f altindaki goriintiisii Y de irtibatlidir [1].

2.4. Tanim

X bir topolojik uzay ve xoeX keyfi sabit bir nokta olsun. Bu durumda (X,xo) ¢iftine
bir noktal1 topolojik uzay denir [1].

2.5. Tanim

X bir topolojik uzay, I=[0,1]CR birim kapal1 aralik, I daki topoloji R den indirgenen
alisilmis topoloji olsun. Her f:iI-=X siirekli fonksiyonuna (veya f(I)=a goriintii

kiimesine) bu topolojik uzayda bir egri veya yol denir.

Eger f(0)=a ve f(1)=b ise f fonksiyonuna a den b ye bir egri denir. a noktasina

egrinin baslangi¢ noktasi, b noktasina da egrinin bitim noktasi denir.

Eger f(0)=a=f(1)=b ise, yani baslangi¢ ve bitim noktas1 ¢akisiyorsa bu durumda

egriye kapali egri denir.

2.6. Tanim

(X,7) bir topolojik uzay olsun. Her a,b €X noktalar1 i¢in bu iki noktay1 birbirine

birlestiren X de bir a egrisi varsa bu durumda X topolojik uzayima egrisel irtibath



topolojik uzay denir [1].

2.6. Teorem

Egrisel irtibath bir uzayimn siirekli bir fonksiyon altindaki goriintiisii de egrisel

irtibatlidir [1].

2.7. Tanim

X egrisel irtibath bir uzay I=[0,1]C R birim kapali aralik, f,g:I-=X iki egri olsun.
Eger f(1)=g(0) ise f ve g egrileri ¢arpilabilir denir ve bu carpim

f(2t), 0st<¥%
h(t)=
g(2t-1), %<t<i

seklinde tanimlanir.

Burada h:I=X siirekli fonksiyon olup x noktasini z noktasina birlestiren X de bir

egridir [1].



2.8. Tanim

X#J bir kiime ve I = [0,1]CR kapali aralig1 verilmis olsun. X de bir A fuzzy

kiimesi

fa:X—[0,1]

herhangi bir fonksiyon tarafindan karakterize edilen
A={(x fax)):xeX} C XxI

kiimesine denir. Burada f, ya A fuzzy kiimesinin iiyelik fonksiyonu ve V xeX i¢in

fa(x) € I degerine de iiyelik degeri denir. Bundan sonra fy yerine A, fao(X) yerine

A(x) alinacaktir.

X den I ya tamimlanan biitiin fonksiyonlarin kiimesi I* ile gosterildiginden, I*
kiimesinin her eleman1 X de bir fuzzy kiimesidir. Yani, fa=Ael* ise, fa=A, X de bir
fuzzy kiimesidir [4].

2.9. Tanim

X bostan farkli herhangi bir kiime olmak tizere X deki p! fuzzy kiimesinin p. :X-I

tiyelik fonksiyonu

T re H
HORS I

seklinde tanimli ise p! ye X de fuzzy noktasi denir. Burada xeX noktasina p’ fuzzy



noktasimin destegi (dayanagi) ve re(0,1] sayisina p! fuzzy noktasinin degeri denir.

Yeri geldiginde p. fuzzy noktasin p ile gosterecegiz [5].

2.10. Tanim

X bostan farkli herhangi bir kiime, p, X de bir fuzzy noktas1 ve A, X in bir fuzzy

kiimesi olsun. Eger her xe X i¢in p(x) < A(x) ise p, A ya aittir (A, p yi icerir) denir ve

p<A ile gosterilir.

2.11.Tanim

X ve @ kiimeleri birer fuzzy kiimesi olup

V xeX i¢in fx(x)=1 => X = {(x,1):xeX}c XxI

V xeX igin f,(x)=0 => = {(x,0):xeX}c XxI

seklinde ifade edilir [6].

2.12. Tanim

X deki herhangi iki fuzzy kiime A ve B olsun. A ve B nin iiyelik fonksiyonlari

sirastyla f) ve fg olmak {izere, her xe X i¢in;

(1) A<B & fu(x) < fa(x)

(2) A=B & fi(x) = f3(x)

(3) AVB=C & fc(x) = maks { fo(x), fa(x) }



(4) AAB=D < fp(x) = min { fa(x), fa(x) }

(5) AS & £ A4x) = 1-fx(x)

seklinde tanimlanir [6].

2.1.0zellikler

X deki fuzzy kiimeler A, B ve C olmak iizere

(i) Av@=A, AAO=0, Av X=X, AAX=A

(i) AvB=BVA, AAB=BAA, AvA=A=AAA

(1)) Av(BvC)=AvB)vVC,AA(BAC)=(AAB)AC

(iv) ASB=AvB=B, A<B=>AAB=A

V)AABVO=AAB)V(AAC),,Av(BAC)=(AvB)A(AVC)

dir [7].

2.2.0zellikler

A ve B, X de iki fuzzy kiime olmak {izere

(i) A-@=A

(i) @°= X, X°= @, (A=A

(iii)A < B < B <A°
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(iv) (AAB)*=A°VB‘, (AVB)" = A°AB®

dir [7].

2.7.Teorem

X#D ve Ael* olsun. AAA“=Z ve AV A“=X olmak zorunda degildir[2].

Bunu bir 6rnekle gosterelim:

2.1. Ornek

X={a,b,c,d} olsun. X deki bir fuzzy kiimesi su sekilde tanimlansin.
A={(a/0,2),(b/0,9),(c/0,3),(d/0,6)}

Buna gore tlimleyen tanimindan,;

A%={(a/0,8),(b/0,1),(c/0,7),(d/0,4)}

AV A ={(a/0,8),(b/0,9),(c/0,7),(d/0,6)} # X

ANA={(a/0,2),(b/0,1),(c/0,3),(d/0,4)} # &

Bu oOrnekte gorildiigii gibi; fuzzy kiimelerinin bu 6zelligi fuzzy kiimeler teorisini
Cantor’ un kurdugu bilinen kiimeler teorisinden ayiran en Onemli Ozelliklerden
biridir.

2.13.Tanim

X+ bir kiime ve X deki fuzzy kiimelerinin bir ailesi 7<I* olsun. 7 ailesi asagidaki
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sartlan sagliyorsa v ya X kiimesi iizerinde fuzzy topolojisi, (X, 7) ikilisine fuzzy

topolojik uzay1 denir, kisaca f.t.u. seklinde yazilir.
(ft) X, et

(ftu) VA,B et iken AABert

(ft3) {Ai}iel e 7 iken \/Ai eET

iel

7 nun her elemanina fuzzy acik kiime, tiimleyenine de fuzzy kapali kiime (veya fuzzy

kapal1 kiimenin tiimleyenine fuzzy acik kiime) denir [6].
2.2.0rnek

Genel topolojik uzayda oldugu gibi 7 nun elemanlar ¢J ve X den ibaret ise (X,7)
ikilisine ayrik olmayan (indiskret) fuzzy topolojik uzay, 7 nun elemanlar1 X in biitiin
fuzzy alt kiimelerinden olusuyorsa (X,7) ikilisine ayrik (discret) fuzzy topolojik uzay

denir. Bu uzaylarin fuzzy topolojik uzay olduklar1 kolayca gosterilebilir [5].
2.14.Tanim

X+#D, Y+, gX~>Y bir fonksiyon, A<X ve B<Y fuzzy kiimeler olsun, g (B),

X de fuzzy kiimesi olup iiyelik fonksiyonu VxeX igin

£y (9 = £ (200)

ile tanimhidir.

g(A), Y de fuzzy kiime olup, iiyelik fonksiyonu Vy € Y icin g'(y)= {x:g(x) =y}

olmak tuzere
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Sup(fz)), £ O+ D

_ ) zeglm
Fgay )= : 1
7 , By =4

seklindedir [5].
2.16. Tanim

(X,7) bir fuzzy topolojik uzay ve A, (X,r) fuzzy topolojik uzayinda bir fuzzy kiime
olsun. Eger p < V < A olacak sekilde bir Vet varsa A ya p fuzzy noktasinin bir

komsulugu denir [8].
2.17. Tanmim

0<r <1 olmak fizere p fuzzy noktasi A ile ¢akisimsidir, eger r >A° (x) veya r+A(x)>1

ise.Bu durum pgA ile gosterilir [8].
2.18.Tanim

A fuzzy kiimesine B fuzzy kiimesi ile c¢akisimsidir denir, eger VxeX i¢in

A(x)>B°(x) veya A(x)+B(x) >1 ise. Bu durum AqB ile gosterilir.
Eger A,B ile cakisimsi degilse A ' B ile gosterilir [8].
2.19.Tanim

(X,7) f.t.u. A bir fuzzy kiimesi ve p bir fuzzy nokta olsun. Eger pqB ve B<A olacak
sekilde Ber varsa A kiimesine p nin cakisimsi komsulugu (Q-neighbourhood)

denir [8].
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2.8. Teorem

f: X=Y bir fonksiyon olsun. Bu durumda

1. p, X in bir fuzzy noktasi, A, X te bir fuzzy kiimesi ve B, Y de bir fuzzy kiimesi

olsun.

e Eger f(p)gB ise, pqf '(B) dur.

e Eger pqA ise, f(p)qf(A) dir.

2. Ave Bsrirastyla X ve Y de iki fuzzy kiimeleri ve p, X in bir fuzzy noktasi olsun.

e Eger f(p)eB ise, pef'(B) dur.

e EgerpeAise, f(p)ef(A) dir [8].

2.20. Tanim

(X,7) ve (Y.,r') iki ftu. ve f: (X,1)=>(Y,r’) bir fonksiyon olsun. Eger YUe7’ igin
f!(U)er ise f fonksiyonuna fuzzy siireklidir denir. X den Y ye biitiin fuzzy siirekli

fonksiyonlarin kiimesi FC(X,Y) ile gosterilir [8].
2.9.Teorem

(X, ) ve (Y, ') iki f.t.u. ve f: (X, 7)=>(Y, ') bir fonksiyon olsun. Asagidaki ifadeler

denktir.

(1) £, fuzzy siireklidir.

(2) de f(p) nin her bir V komsulugu i¢in X de p
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nin bir U komsulugu var dyle ki f(U)<V.

(3) X deki her birp fuzzy noktasti veY de f(p) nin her bir fuzzy acgik
Q-komgsulugu V i¢in X de p nin bir fuzzy agik Q-komsulugu U var dyle ki f(U) <V
[8].

2.21. Tanim

(A,ta), (B,7'p) sirastyla (X,7) ve (Y,t') fuzzy topolojik uzaylarinin fuzzy alt uzaylari
olsun. f:(A,7A)—=>(B,t'p) fonksiyonuna rolatif fuzzy siireklidir denir eger 7' de her bir

acik fuzzy kiimesi V icin £'(V') A A kesisimi 7, da ise.

Tersine, f rolatif fuzzy agiktir eger ta daki her bir agik fuzzy kiimesi U’ niin

gortinttisii f(U") , Ug de ise [9].
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3. HOMOTOPi KAVRAMI
3.1. Egrilerin homotopisi
3.1. Tanim

a ve B, X topolojik uzayinda iki egri olsun. Eger a dan B ya siirekli bir

deformasyonla gecilebiliyorsa bu iki egriye homotoptur denir ve a~p ile gosterilir.

Baska bir ifadeyle

a,B: [0,1] = X iki egri olsun. & ~ B dir denir eger, 3 F = F(x,t) : IxJ = X > F siirekli
ve F(x,0) = a(x), F(x,1)=p(x), veya V te[0,1] i¢in Fy(x) = a; (X) oluyorsa, burada
J=[0,1] dir. [4].

——— ——————

3.2. Tanim

Bir a:[-X egrisinin tersi (inversi) diye Vxel icin a'(x) = a(1-x) seklinde
tanimlanan ™' :1->X siirekli fonksiyonuna denir. Agikga bir egrinin bitim noktasi ile
tersinin baslangi¢ noktasi ve bir egrinin baslangi¢ noktasi ile tersinin bitim noktasi
cakisir , yani o' egrisinin baslangi¢ noktast a'(0) = a(1) ve bitim noktasi

o’ (1)=a/(0) dir [10].
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3.1. Teorem

a~B ise a'~p dir [10].

jspat

a ~ Bise I F(x,t) : IxJ=X 5 F(x,t) stirekli, F(x,0) = a(x), F(x,1)= B(x) ve
F(0,t) = a(0)=p(0) , F(1,t)=a(1)=p(1) dir. Simdi G:IxJ=>X  fonksiyonunu
G(x,t) =F(1-x,t) ile tanimlayalim. F siirekli oldugundan G de siireklidir. Diger
taraftan

G(x,0)=F(1-x,0)=a(1-x)=c’\(x)

G(x, 1)=F(1-x, )=B(1-x)=p" (x)

G(0,0=F(1,ty=a(1)=p(1)=c"' (0)="'(0)

G(1,H)=F(0,)=:(0)=B(0)=a (1)=B"(1)

olur. O halde o' ~p dir.

3.3. Tanim

a:1-=X bir egri olsun, a sabit bir fonksiyon ise, yani (), X de bir tek noktadan

ibaret ise a egrisine sifir egri denir.

3.2. Teorem

a, X topolojik uzaymda herhangi bir egri ise aa’' ve a’'a  sifir egriye

homotoptur[10].
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3.2.Fonksiyonlarin homotopisi

3.4. Tanim

X ve Y iki topolojik uzay ve f,g:X-Y siirekli iki fonksiyon olsun. Her xe X i¢in

F(x,0)=f(x),

F(x,1)=g(x)

sartlarin1 saglayan bir F = F(x,t) : XxJ=Y siirekli fonksiyonu varsa, f fonksiyonu g

F
ye homotoptur denir ve f ~ g veya f ~ g ile gosterilir. F fonksiyonuna ise, f den g ye

homotopi denir [4].

3.3.Teorem

~ homotopi bagintis1 bir esdegerlik bagintisidir.

fspat

1) ~ bagintis1 yansimalidir:

f ~ f dir. Gergekten F(x,t):XxJ—=Y fonksiyonu F(x,t)=f(x) olarak tanimlanirsa,

F(x,0)=f(x),

F(x,1)=f(x) ve

F(x,t) stireklidir. Dolayisiyla f~f dir.
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11) ~ bagintis1 simetriktir:

f~g ise, g~f dir. Gergekten f~g ise I F(x,t):XxJ->Y fonksiyonu siirekli ve F(x,0)=f(x)
F(x,1)=g(x) dir.

Simdi G(x,t):XxJ=Y, G(x,t)=F(x,1-t) seklinde tanimlanan G fonksiyonu siireklidir

Ve

G(x,0)=F(x,1)=g(x)

G(x,1)=F(x,0)=f(x)

dir. Bu ise, g~f demektir.

1i1) ~ bagintis1 gecismelidir:

f~g ve g~h ise, f~h dir. Gergekten;

f~g ise I F(x,t):XxJ-=>Y > F siirekli ve F(x,0)=f(x), F(x,1)=g(x),

g~h ise 3 G(x,t):XxJ=>Y 3 G siirekli ve G(x,0)=g(x), G(x,1)=h(x) dir.

Simdi H(x,t):XxJ-Y fonksiyonunu

F(x,2t), 0<st<%
H(x,t)=
G(x,2t-1), Ya<t<i

seklinde tanimlayalim. Teorem 2.3 den H(x,t) siirekli olup,



19

H(x,0)=F(x,0)=f(x),

H(x,1)=G(x,1)=h(x)

dir. Dolayisiyla f~h dir.

3.1.Sonug

Teorem 3.3 den X topolojik uzayindan Y topolojik uzayina biitiin siirekli
fonksiyonlarin kiimesi ~ bagintisiyla ayrik esdegerlik siniflarina  ayrilmisg
bulunmaktadir. Iki fonksiyonun ayni sinifta olmasi icin gerek ve yeter sart homotop
olmasidir. Bu esdegerlik siniflarina homotopi simiflar1 denir ve biitiin homotopi
simiflarinin kiimesi [X;Y] ile gosterilir. Sayet f:X—=Y siirekli ise, f nin homotopi
smifi [f] ile gosterilir [10].

3.5. Tanim

X,Y iki topolojik uzay, XoCX herhangi bir alt kiime ve f,g:X—=>Y ye her xoeX i¢in
f(x0)=g(xo) sartin1 saglayan stirekli iki fonksiyon olsun, f fonksiyonu X, a nazaran g
ye homotoptur denir ve f~g rel. Xy ile gosterilir, eger asagidaki sartlar1 saglayan bir

F(x,t) : XxJ = Y siirekli fonksiyonu varsa;

(1) Her xe X i¢in F(x,0)=f(x), F(x,1)=g(x).

(11) Her X0 EX() 1Q1I1 F(X(),t):f(X()): g(X()).

Xo=J ise sadece f~g yazilir. Demek ki adi homotopi, rélatif homotopinin 6zel bir

halidir [10].



20

3.4.Teorem

X,0), (Y,r'), (Zx'") topolojik uzaylar, f,g : X->Y siirekli iki fonksiyon ve f ~ g
olsun. h : Y —= Z siirekli fonksiyon ise bu durumda hf, hg : X = Z fonksiyonlar1
stireklidir ve hf ~ hg dir [10].

Ispat

Acik olarak hf ve hg siirekli olduklarindan hf~hg oldugunu gosterirsek ispati
tamamlamig oluruz. f~g oldugundan VxeX i¢in F(x,0)=f(x) ve F(x,1)=g(x) olacak
sekilde bir F=F(x,t): XxJ—=Y siirekli fonksiyonu vardir. Simdi G=G(x,t): XxJ=>Z
fonksiyonu xeX olmak iizere G(x,t)=h(F(x,t)) olarak tanimlayalim. G=hoF
siireklidir. Ustelik

G(x,0)=h(F(x,0))= hf

G(x,1)=h(F(x,1))= hg

dir. Dolayisiyla hf~hg dir.

3.5.Teorem

X,Y,Z topolojik uzaylar, £:X-=Y, gh:Y->Z siirekli fonksiyonlar 5 g ~ h olsun. Bu
durumda gf, hf:X—=Z fonksiyonlari siireklidir ve gf ~ hf dir [10].

Ispat

Acik olarak gf ve hf siirekli olduklarindan gf ~ hf oldugunu gosterirsek ispat
tamamlanmis olur. g~h oldugundan F(y,0)=g(y) ve F(y,1)=h(y) olacak sekilde bir
F=F(x,t): YxJ=Z siirekli fonksiyonu vardir. Simdi G=G(x,t):XxJ—=Z fonksiyonunu

xe X olmak tizere G(x,t)=F(f(x),t) olarak tanimlayalim. F ve f siirekli oldugundan
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G=Fof siireklidir. Ustelik

G(x,0)= F(f(x),0) =gf

G(x,1)=F(f(x),1) =hf

dir. Dolayisiyla gf ~ hf dir.

3.6.Tanim

X,Y iki topolojik uzay ve f:X-Y siirekli bir fonksiyon olsun, f fonksiyonuna
"homotopi esdegerlik" denir, sayet asagidaki sartlar1 saglayan bir f:Y-X siirekli
fonksiyonu varsa

(DI ~ 1y

G)ff~ 1x

Bu durumda X ve Y topolojik uzaylarina homotopik esdeger uzaylar veya X ile Y
ayn1 homotopi tipindendir denir. X~Y ile gosterilir. Acik¢a X, Y ye topolojik olarak
esyapili ise, X ile Y ayni homotopi tipindendir. Fakat ayni homotopi tipindeki
uzaylarin topolojik esyapili olmasi1 gerekmez [10].

3.6.Teorem

Ayn1 homotopi tipinden olma bagintis1 bir esdegerlik bagintisidir [11].

fspat

Yansima ve simetri aksiyomlarin tanimdan saglandigi aciktir. Gegisme

aksiyomunun saglandigini gosterelim:
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X~Y, Y~Z olsun. X~ Z oldugunu gostermeliyiz.

X~Yisedf: X=>Y,f : Y= X5 f, { strekli ve ff'~1y , f'f~ 1x dir.

Y~Z isedgY->Z,g :Z->Y > gg sirekli ve gg'~17, g'g ~1y dir.

Diger taraftan h = gf: X=Z , h' = f'g’: Z-X fonksiyonlar siirekli fonksiyonlardir.
Ustelik h'h: X=X, hh': Z-Z dir.

Simdi h'h ~ 1x ve hh' ~ 1 oldugunu gésterelim. Gergekten h’h=(f"g")(gf)=f"(g'g)f ve
g'g ~ ly dir. Teorem 3.4 den dolay1 f'(g'g) ~ f'ly =f', yani f'(g'g) ~ f'. Teorem 3.5
den dolay1 f'(g'g) ~ f'f. Yani h'h ~ f'f elde edilir. f'f ~ 1x ve ~ bagintis1 bir
esdegerlik bagintis1 oldugundan h’h ~ 1x bulunur. Benzer sekilde hh' ~ 17 elde edilir.
O halde X ~ Z dir.
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4.FUZZY TOPOLOJIK UZAYLARINDA HOMOTOPI
4.1. Teorem

Supp A ={xeX: fo(x) > 0} kiimesi A fuzzy kiimesinin destegi (dayanagi ) ve (X,7*)

bir topolojik uzay olsun.

~

7 ={A | A, X de fuzzy kiime ve Supp Aetr*}

~ ~

ise 7, X lizerinde bir fuzzy topolojidir, (X, 7 ) uzayma (X,7*) tarafindan tretilen

fuzzy topolojik uzay adi verilir.

X =1 ve I iizerinde R nin alisilmis topolojisinden indirgenen topoloji €; olmak iizere

(I, & ) topolojik uzayr tarafindan dretilen fuzzy topolojik uzayi (I,;I) ile

gosterilir [12].
4.1. Tanim

(X,1), (Y,r') fuzzy topolojik uzaylar fig : (X,7)=>(Y,r") fuzzy siirekli fonksiyonlar
olsun. Eger; F: (X,7) x (I,;I) - (Y,r') siirekli fonksiyonu var ve V xeX i¢in
F(x,0)=f(x) ve F(x,1) = g(x) oluyorsa f fonksiyonu g ye homotoptur denir. F ye ise f
den g ye homotopi denir ve F : f= g olarak yazilir [13].

4.2. Teorem

(X,1), (Y,r') fuzzy topolojik uzaylar olsun, =~ bagintisi

Q((X0),(Yr))={f | f: (X,r)e(Y,r’) fuzzy siirekli fonksiyon }
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kiimesi tizerinde bir denklik bagintisidir.
fspat
1) Yansima

feQ((X,7),(Y,r")) ve V(x,t)e XxI i¢in Py(x,t) = xe X olarak tanimlanan

Pi(XX(, &)~ (X.1)

fuzzy siirekli fonksiyon olmak iizere F = f.P; seklinde gosterilen

F:(X,2) x (I, &0)=(Y.7")

doniisiimii fuzzy siirekli fonksiyondur.

F(x,t) = f.Pi(x,t) oldugundan F(x,0) = f(x) ve F(x,1) = f(x) dir. Buradan F:f = f dir.
i1) Simetri

f,g € Q((X,7),(Y,r")) ve F : f= g olsun. F:(X,7)x(], ;:1)—>(Y,r') var dyleki F(x,0)=f(x)
ve F(x,1)=g(x) dir.

xt) e XxI icin & : XxI -=XxI , (xt)—= Ext)=(x,]-t) olmak {izere;
G(x,t)=F.§(x,t)=F(x,1-t) olsun. Bu durumda

G(x,0)=F(x,1)=g(x) ve G(x,1)=F(x,0)=f(x)

oldugundan G:(X,7)x(I, gl)e(Y,t') fuzzy siirekli fonksiyon olup g = f dir.
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111)Gegisme

f,g,h € Q((X,7),(Y.,1")),
F:f= g oldugundan 3 F :(X,7)x(I, ;31)—>(Y,r') 3 F(x,0) = f(x) ve F(x,1) = g(x) dir.
G:g = h oldugundan 3 G :(X,7)x(], EI)Q(Y,r') 3 G(x,0) = g(x) ve G(x,1) = h(x) dir.

H: (X,7) x(l, ;1)—>(Y,r') fonksiyonunu su sekilde tanimlarsak her xe X i¢in;

F(x2t) 0<t<1/2

H(x,t)=
(1) {G(x,2r—l) 1/2<t<1

fonksiyonu teorem 2.3 den silirekli olup H(x,0) = F(x,0) = f(x) ve
H(x,1)=G(x,1)=h(x) dir. Dolayisiyla H: f~=h dir [13].

4.2 Tanim

(X,7) ve (Y,r') fuzzy topolojik uzaylar olsun. Eger f: (X,7)—=>(Y,r') ve g:(Y,r)=>(X7)
fuzzy stirekli fonksiyonlar iken; gf = 1x, fg = 1y oluyorsa (X,r) ve (Y,r') uzaylar
homotopik olarak denktir veya fuzzy ayni homotopi tipindendir denir, f ye (X,r) dan
(Y,r") ye homotopi esdegerlik doniisiimii, g ye de f nin inversi denir, f: (X,7) = (Y,7")
veya (X,7) = (Y,r') olarak gosterilir [13].

4.3 Teorem

Fuzzy ayni homotopi tipinden olma bagintis1 biitiin fuzzy topolojik uzaylarin

kiimesinde denklik bagintisidir.
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fspat

Fuzzy homotopi olma bagntisinin  simetri ve yansima o&zelliklerini tanimdan

sagladigi kolaylikla gosterilebilir. Gegisme 6zelliginin saglandigini gosterelim:

X)) =(Yr")ve (Yr')=(Z1")

f: X,0)=(Y,7") h: (Y,o")=(Z,1"")

g (Y, r")=>(X,7) k: (Z7'")—=(Y,1")
fg= 1y, gf = Ix , hk =1z, kh~ 1y
uv=hf:X,71)=(Z1"") |, v=gk: (Z,r'")=>(X,1)

olarak alalim.

vu=gkhf~ g. ly.f= gf = Ix : (X,r) = (X,7)

uv=hfgk = h. ly.k = hk = I: (Zr'")~>(Zz"")

(X,7) = (Z,r'") oldugu bulunur [13].
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5.FUZZY TOPOLOJIiK GRUP

5.1. Tanim

G bos olmayan bir kiime olsun. * : G x G = G; (a, b) = a * b olacak sekilde tanimli

bir fonksiyon olsun. G kiimesi agagidaki kosullar1 saglarsa G ye * islemine gore bir

grup denir.

(1) G nin a, b ve c elemanlar1 i¢in (a *b) * ¢ =a * (b * ¢) dir.
(2) Her a € G icin a = axe = exa olacak sekilde G nin bir e elemani1 vardir.
(3)Hera € Giginaxa” =a"' x a = ¢ olacak sekilde a” € G vardir [14].

5.2. Tanim

Bir G grubunda her a, b elemani i¢in a * b = b * a saglaniyorsa G ye degismeli (abel)

grup denir [14].

5.3. Tanim

G # @ bir kiime olmak {izere (G, *) bir grup ve (G,7) bir topolojik uzay olsun. Eger,

(a) 0:GxG-G

(xy)=0(x,y) =x *y

fonksiyonu GxG de ¢arpim topolojisi ve G de 7 topolojisi géz Oniine alindiginda

siirekli,



28

b)I:(Gyr) =(Gr)

x-=>1(x)=x"

fonksiyonu siirekli ise, (G, 7, *) siral1 {igliisiine bir topolojik grup denir.

Bu tanimda x " ile (G, *) grubunda xeG elemaninin inversi (tersi ) gosterilmistir.

5.1.0rnek

(IE, +) toplam grubu ve (IE, 7) alisilmis topolojik uzayini goz 6niine alalim.
0:IExIE—IE

(x.y)=> 0(x.y) = x+y

fonksiyonu siireklidir

L:IE—-I|E

x=>I(x)=-x

fonksiyonu da siirekli oldugundan (IE., 7, +) bir topolojik gruptur.

5.2.0rnek

(IE., 7) alisilmis topolojik uzay ve IE*=IE\{0} olmak tizere (IE., ) ¢arpim grubu ile

(IR 71 ,*) alisilmis alt uzay topolojisini goz oniine alalim. Bu durumda
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0:1E.*x |E*—>|E*

xy)=0(xy) =x*y
fonksiyonu siireklidir. Ote yandan,

[:|E*—|E*
X—> I(x)=l
X

fonksiyonu da siireklidir. O halde IE.* ¢arpim grubu bir topolojik gruptur.

5.4. Tanim

(X, -) bir grup, (X, 7) fuzzy topolojik uzay olsun. (X, 7, -) ye fuzzy topolojik grup

denir, eger asagidaki sartlar saglaniyorsa.

D  £Xo)x(X,r)= (X,7), f:(x,y)=>xy fonksiyonu fuzzy siireklidir.
a0 g (X,1)~ (X,7), g:x=>x" fonksiyonu fuzzy siireklidir. [15].
5.5.Tanim

(X,) bir grup, (X,7) fuzzy topolojik uzay olsun. (X,z,-) ye fuzzy topolojik grup denir,

eger asagidaki sartlar saglaniyorsa.

(I') VabeX ve (ab), fuzzy noktasinin bir W komsulugu i¢in a, nin U ve b, nin V
komsuluklar1 var > UV<W.

(H') VaeX ve a,' mn bir V komsulugu i¢in a, nin U komsulugu vardir > U <V [15].
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5.1.Notasyon

(X, -) bir grup, A,Bel® ve C,D < X olsun. AeBel*, A'el*, C.D<X ve C'<X

asagidaki gibi tanimlayalim:

(AeB)(x) = sup{min{A(x;),B(x2)}: X;. Xo=x} ve

A (x)=A"), VxeX icin.

C.D={c.d:ceCve deD} ve

C'={c":ceC} [8].

5.6. Tanim

X bostan farkli bir kiime olsun. (X, 7, -) licliisiine asagidaki sartlar1 sagliyorsa fuzzy

topolojik grup denir.

(1) (X, -) bir grup

(i) (X,7) bir f.t.u.

(iii) Vx,yeX ve p, nin W fuzzy agik Q-komsulugu i¢in p; ve p| nin sirasiyla U

ve V fuzzy agik Q-komsuluklar: vardir 6yle ki UeV<W dir.

(iv) VxeX ve p’ nin V fuzzy a¢ikQ-komsulugu i¢in p; nin bir U fuzzy acik Q-

komsulugu vardir 6yle ki U <V dir [8].
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5.1.Teorem

(Y,r') bir ftu. , (Z, ', -) bir fuzzy topolojik grup ve f, g € FC(Y.,Z) ,
frg:(Y,7)>(Zr"") ve £ (Y,r')=>(Z,"") fonksiyonlar olsun. VyeY igin

(F+2)(y)=f(y).-g(y) ve f'(y)=(f(y))" fuzzy siireklidir [8].

fspat

re(0,1] ve yeY olmak tizere p},Y de bir fuzzy nokta ve Z de (f*g)( P} )= P} ()00
nin bir W fuzzy acik Q-komsulugu olsun. (Z, 7", -) topolojik grup oldugundan p’
V€ Py, ninsirasiyla U ve V fuzzy agik Q-komsuluklari vardir > UeV<W dir. f ve g
fuzzy siirekli oldugundan Y de p; nin U; ve V, fuzzy agik Q-komsuluklari vardir 5
f(U<U ve g(V|)<V dir. Acikca U; AV el” fuizzy kiimesi Y de p,, nin fuzzy agik

Q-komsulugudur. (f*g)(U; AV )<W dir. Gergekten,

p;l eU; AV, olsun.
(F+2) (P}, = Prien = Piresyon €W dir. Gosterelim:

p; eU; ve p;l €V, oldugundan f{ p;l )= p;‘m) eU ve g( p;l )= p;m) €V. Buradan
r<U(f(y1)) ve r<V(g(y))) dir.

(UeV)(f(y1)-g(yD)=sup {min{U(z1),V(22)}:21.2:=f(y1).g(y1)} = 1

oldugundan r < (UsV)(f(y1)-g(y1)) < WEY).EY1): Propeon™ Pimerom €W-

(f*g)(U AV))SW dir. O halde f*g fonksiyonu fuzzy siireklidir.

Son olarak " fonksiyonunun da fuzzy siirekli oldugunu gosterelim:
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Y de p; bir fuzzy nokta ve W, Z de T N )= p;_,l o) in fuzzy agik Q-

“ Py
komsulugu olsun. (Z, 7", -) fuzzy topolojik grup oldugundan Z de p’,, nin bir fuzzy
acik Q-komsulugu U vardir, dyle ki U' < W. U, Y de p, nin fuzzy agk
Q-komsulugu oldugundan £'(U;) <W dir.Gergekten p, € U; olsun. f i p, )W

den r<W(f'(y1))=W((f(y1))") dir. Buradan f( p/, )=p/,,, €U.
5.7. Tanim

Y bir kiime ve re[0,1] olsun.VxeY igin r(x)=r olarak tanimlayalim. O halde
Vre[0,1] i¢in ret’ oluyorsa (Y,r') fuzzy topolojik wuzayr fully stratified fuzzy
topolojik uzay olarak adlandirilir [8].

5.2.Teorem

(Y,r') fully stratified fuzzy topolojik uzay , (Z, t"’, -) bir fuzzy topolojik grup ve e
(Z,-) grubunun o6zdes elemam olsunV yeY ic¢in ¢ (Y, )= (Z7'") , €'(y)=e
fonksiyonu fuzzy stireklidir [8].

fspat

Ue 7"’ olsun. (¢")'(U)e 7’ oldugunu gostermeliyiz. V yeY igin ((¢)'(U)) (y) =
(e*(y)) = U(e) dir. Bu ise (e*)'(U) fuzzy kiimesi sabit anlamima gelir. (Y, 7') fuzzy
uzay1 fully stratified oldugundan (e*)'(U) e ¢’ dir. O halde ¢ fuzzy siireklidir.

5.3.Teorem

(Y,r') fully stratified fuzzy topolojik uzay , (Z, t"’, -) bir fuzzy topolojik grup olsun.
(FC(Y,Z2), %) cifti gruptur [8].



33

fspat

f,g,h € FC(Y,Z) olsun. VyeY igin

((Fxg) xh)(y)=(f*g)(y).h(y)

=(f(y)-g(¥))-h(y)

=f(y).(g(y)-h(y))

=(f+(g+h))(y) dir.

O halde (f*g) xh=f*(gx*h) dir.

f e FC(Y,Z) olsun. ¢" € FC(Y,Z) igin

(f * e)(y) =f(y). €'(y) = f(y).e = f(y) ve

(¢ + f)(y) = ¢'(y) . f(y) = e. f(y) = f(y) oldugundan

fxe” = " +f=f dir. Buradan e’ € FC(Y,Z) fonksiyonu 6zdes elemandir.

Son olarak V f € FC(Y,Z) i¢in f'e FC(Y,Z) vardir 5

(F+F)(y) = fy). £'(y) = f(y). (fy) ' =e= €'(y) ve

(F+D)(y) = F'y). fiy) = ()" fy) =e = ¢(y) oldugundan

f+f! =f!+f= ¢* dir. Buradan f! € FC(Y,Z) fonksiyonu f nin ters elemanidir. O
halde (FC(Y,Z2), %) cifti gruptur.
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5.4.Teorem
(Y,r') fully stratified fuzzy topolojik uzay , (Z, t"’, -) bir fuzzy topolojik grup olsun.
Eger (Z,:) degismeli (abelian ) grup ise (FC(Y,Z),*) cifti de degismeli (abelian)
gruptur [8].

fspat

Teorem 5.3. den (FC(Y,Z),*) c¢iftinin grup oldugunu gostermistik. Bu durumda
sadece degismeli oldugunu gostermeliyiz. V f,g,eFC(Y,Z) ve VyeY igin

(fx2)(y)=f(y).g(y)=g(y).f(y)=(g+f)(y) dir. Buradan f*xg=g«f dir. O halde
(FC(Y,2), *) cifti degismeli (abelian) gruptur.

5.8. Tanim

(X,) bir grup ve GeI* olsun. G ye, asagidaki sartlar sagliyorsa, X de fuzzy grup
denir[8].

(1) G(x.y)> min {G(x),G(y)} , Vx,y eX i¢in.

(i) G(x> G(x) , VxeX igin.

5.5. Teorem

(Y,r') fully stratified fuzzy topolojik uzay , (Z, '*, -) bir fuzzy topolojik grup ve

Z,e1” bir fuzzy grup olsun.

G(H)=inf { Z, (f(y)): yeY}, fe FC(Y,Z)

ile tanimlanan G e 'Y fuzzy kiimesi bir fuzzy gruptur.
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fspat

Teorem 5.3 den (FC(Y,Z),*) ciftinin grup oldugunu gostermistik. f,ge FC(Y,Z2)

olsun.

G(f+g) =inf { Z, ((f*g)(y)):yeY}

=inf { Z, (f(y).g(y)):ye Y}

> inf {min { Z\(f(y)Zi(g(y))} :ye Y}

>min {inf { Z)(f(y): yeY} , inf {Zi(g(y)):yeY}}

=min {G(f),G(g)}

Simdi f'e FC(Y,Z) fonksiyonu igin

G(f')=inf { Zi(f'(y)): ye Y}

=inf { Z(f(y))"): ye Y}

>inf { Zi(f (y)): yeY}

=G(f).

O halde Ge I"“Y? bir fuzzy gruptur.[8]
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6.H-GRUPLARI

6.1. Tanim

(P,po ) noktali topolojik uzay olmak iizere u:PxP—P siirekli ¢carpimi ile birlikte

c:P—P sabit fonksiyonu (bir tek) bir homotopi 6zdeslik ise P ye H - uzay1 denir. ¢ nin

homotopi 6zdeslik olmasi

p el pp # op

p el pp # op

kompozisyonlarinin 1p ye homotop olmasidir. Yani

u o(c,1) ~1p veya uo(1,c) ~1p.

u ¢arpmasina homotopi birlesmelidir denir, eger

gl
PPl PP
lzu o
PxP s F

karesi, homotopi degismeli ise, yani

po(uxl) ~ po(1xu).

Bir ¢:P—P siirekli fonksiyonuna P ve u i¢in bir homotopi inverstir denir, eger
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p 09 pp ¥ p

p @D oo #p

kompozisyonlarinin her biri ¢c:P—=P sabit fonksiyonuna homotop ise, yani
po(L,g) ~cveuo(@,l)~c  [16].
6.2. Tanim

Bir homotopi inversli, homotopi birlesmeli H-uzay1, homotopi grup aksiyomlarini

saglar. Boyle bir noktali uzaya H-grubu denir.

(B, 1) (1.p,)
p ——PxP Pl T

N[A

P

po iki tarafl1 6zdesliktir. Yani po(1,pg) ~ 1 ~ po(po,1) ise.

. (. 1) DD IiL‘i’]P

N

P

Bir @:(P.,po)) — (P,po) " homotopi invers " olarak adlandirilir, eger

#o(@,1)~po~po(l,g) ise.
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6.1.0rnek
Herhangi bir topolojik grubun, bir H-grubu oldugu agiktir.

Bir H-uzayinda p ¢carpmasina "homotopi degismelidir" denir, eger T(pi,p2)=( p2 .p1)

olmak tlizere

PxP\frPxP

ticgeni homotopi degismeli ise, yani

uoT ~u ise [17].

Bir homotopi degismeli ¢arpma igeren H-grubuna degismeli H-grubu denir .

u ve u' , sirasiyla P ve P’ H uzaylarinin garpmalari ise, bu durumda bir : P-P’

stirekli fonksiyonuna homomorfizm denir, eger

H )
PxP P
o o
PP F P

karesi homotopi degismeli ise ( yani, u'o(axa)~ cou ise ) [16].

6.1. Teorem
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Bir H-uzay1 (veya bir H-grubu) ile ayni homotopi tipinden olan bir noktali uzayin
kendisi de bir H-uzayidir (veya bir H-grubudur), homotopi esdegerlik bir
homomorfizmdir [11].

fspat

f:P->P’ ve g:P’-P homotopi inversler ve P, ¢carpmasi1 u:PxP—P bir H-uzay1 olsun.

Eger u':P'xP'= P,

P o pp ¥ p oy

kompozisyonu olarak tanimlanmis ise, bu durumda ﬂ, , P'de bir siirekli carpmadir ve

P (1,07 D [ Pf
kompozisyonu
p— & p ) pp # p £ p

kompozisyonuna esit olup bu

Kompozisyonuna homotoptur. Zira fg~1p, u'o(1,c")~1p .

Benzer sekilde, #'o(c',1) tasviri 1p ye homotoptur. Bundan dolayi P bir H uzayidur.
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P=P H , P

karesi homotopi komutatiftir, zira

u=fopo(gxg)

oldugundan

gop =(gofo(po(gxg)) ve gof=gf~1p

oldugundan teorem 3.5 den dolay1

(gof)o(uo(gxg)) ~ lro(uo(gxg))=1ogxg

dir. O halde

gou ~H10gXg

dir. Dolayistyla g bir homomorfizmdir. Ayni sekilde f nin de bir homomorfizm
oldugu gosterilir. Sayet ¢ homotopi asosyatif veya homotopi degismeli ise, ﬂ, de
homotopi asosyatif veya homotopi degismelidir, zira

lx,ul =1x(fouo(gxg))~fxfolxuogxgxg ve 1xu~uxl

oldugundan

fxfolxuogxgxg~fxfouxlogxgxg=u'xl



41

O halde 1xu'~u'x1, yani 4 homotopi asosyatiftir. Aym sekilde x4 niin homotopi

abelian oldugu gosterilir.

Sayet ¢:P—=P, P ve u icin bir homotopi invers ise bu takdirde fpg:P'-= P', P' ve ,u’ icin

bir homotopi inverstir, zira; fq)gabl dersek

1 o(1,9")=(fouo(gxg))o(1,9)=(fouo(gxg))o(1,fpg)~fouo(l,¢)og

Halbuki wuo(l,p)~c (sabit tasvir) dir. O halde f0u0(1,¢)og~c' (sabit tasvir).
Dolayisiyla fgpg, P’ ve ,u' i¢in bir homotopi inverstir. Dolayisiyla P’ bir H-Grubudur.

Bir P, H uzay1 verilmis olsun, herhangi bir X noktali uzay i¢in [g;][g2]=[uo(g1,22)]
ile tamimlanan [X;P] ¢ifti sayet P bir H grubu ise [X;P] cifti bir grup olur, sdyle ki:

(i) Birlesme ozelligi:

[g1], [g2], [g3] € [X;P] ise

[g11([g2][g3D)=[g1]([o(g2,83) D=[r0(g1,10(g2,83)) ]=[0o(1xp)0(g1,(82,83))]
Halbuki, uo(1xu)~uo(ux1) idi. Dolayistyla
[g1]([g2][g3D=[mo((uxT)o((g1,82),83)1=([g1][g2])[g3]

(i) Ozdes eleman

[g] € [X;P] ve [p] € [X;P] 5 p:X—>P ve p(x) = po (taban nokta)eG olsun.

[g]lp] = [1o(g,p)] = [uo(1,c)og]

Halbuki po(1,c) ~1p oldugundan po(1,c)og ~1pog=g. O halde [g][p]=[g]. Aym
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sekilde [p].[g]=[g] oldugu gosterilir. Dolayisiyla p:X->P sabit tasvir olmak iizere
[p]E[X;P] 6zdes elemandir.

(iii) Invers eleman

¢:P—=P, u ve P i¢in bir homotopi invers olsun. g:X—P bir tasvir ise, ¢pog:X->P bir
tasvirdir. O halde

[pog]E[X;G] dir.

[g][pog]=[uo(g.pog)]=[uo(l,p)og].

Halbuki, po(1,¢9) ~ ¢ oldugundan ¢o(1,9)og ~ cog = p. Dolayisiyla [g][¢pog]=
[p]€E[X;P] dir. Ay sekilde [pog][g]=[p]E[X;P] ([p] 0zdes eleman). Dolayisiyla

[pog], [X;P] nin invers elemanidir.

Sayet, f:X-=Y ise, bu takdirde f*:[Y;P]=[X;P] bir homomorfizmdir. Zira;

[g1].[g]E€[Y;P] ise,

*([g1][g2])=[uo(g1,g2)]o[f]

=[uo((g1,g2)01)]

=[uo(gi0f,g201)] (6.1)

P*([giDf*([g2) = ([eilol[f])([g:10[f])
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=[giof][ gz0f]

=[uo(g;of, gr01)] (6.2)
O halde (6.1) ve (6.2) den PX([z/][g2]) = P2 f*([g2]) [11].

6.1.Sonug

Bir 6nceki kesimlerde fuzzy topolojik grup tanimlari verilmistir. (X, -) bir grup, (X,7)
fuzzy topolojik uzayinda e €X ve (X,e) noktali fuzzy topolojik uzay olsun. (X, -)
grubunda bu “ e ” taban noktasini grubun birim eleman1 olarak alalim. Bu durumda
(X, 7, - ) fuzzy topolojik grubu bir H-grubudur. Gergekten ;

(X, 7, - ) fuzzy topolojik grup oldugundan

1. p: XxX-=>X , (x,y)=>u(x,y)=x.y carpmast fuzzy siireklidir. Ayrica c:X-=>X,

c(x)=e sabit fonksiyonu homotopi 6zdesliktir. Yani

1
) e * ox

|
AL IOV O

po(c, H(x) = p(e(x),1(x)) = u(e,x) = e.x =x
po(1,0)(x) = u(1(x),c(x)) = u(x,e) = x.e =x

oldugundan po(c,1) ~ 1x veya p(1,c) ~ 1x dir.
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2. u ¢arpmast homotopi birlesmelidir. Gergekten,

pxl
ol o
Tap [
HxX X

(po(ux1))(x,y,2) = p((ux1)(X,y,2)) = W(u(x,y),1(2)) = p(x.y,z) = (X.y).z
(no(1xw))(x,y,z) = p((1xp)(x,y,2)) = W(1(x),u(y,2)) = u(x,(y.z)) = x.(y.z)
oldugundan po(pux1) ~ po(1xp) dir.

3. (X, 7, -) fuzzy topolojik grup oldugundan ¢: X->X, x=>¢(x) = x™' fonksiyonu

fuzzy siirekli olup, p ve X i¢cin homotopi inverstir. Gergekten,

x OB # o x

b4 .1 s X

bileskeleri c sabit fonksiyonuna homotoptur. Yani

po(1,¢) (%) = p(1()P() = p(x, X1 ) =x.x" = e

Ro(@,1) (x) = p(@(0),1(0)) = p(x ", ) = x " x = ¢
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olup po(1,p) ~ ¢ ve po(¢,1) ~ ¢ dir.
O halde (X, 7, -) fuzzy topolojik grubu bir H-grubudur.

Eger (X, :) grubu degismeli ise (X, 7, ) fuzzy topolojik grubu bir degismeli

H-grubudur. Gergekten, T(x;,x2) = (x2.x;) olmak iizere

T
2ok K,

AL

Uggeni homotopi degismelidir. Yani

(noT)( x1,Xx2) = W(T(x1,X2)) = 1 (X2,X1) = X2.X1 = X1.X2 = U( X1,X2)

oldugundan poT ~ p dir.



46

KAYNAKLAR
1. Yildiz, C., Genel Topoloji, ”Baglantili uzaylar”, Gazi Kitabevi Tic. Ltd. $ti.,
Ankara, 295-330 (2005)

2. Ulugay, C., “Modern Topolojiye Giris ve Grup Temsilleri”, ITU Kiitiiphanesi,
Sirketi Miirettibiye Basimevi, Istanbul, 868:287 (1972)

3. Ulugay, C., “Fonksiyonlar Teorisi ve Rimann Yiizeyleri”, KTU. Temel Bil. Fak.
Yay., 2. Bask1,38-63 (1978)

4. Zadeh, L.A., “Fuzzy Sets”, Inform and Control, 8: 338-353 (1965).

5. Ming, P. P. and Liu, Ying-Ming, “Fuzzy Topology I. Neighborhood Structure of a
Fuzzy Point and More-Smith Convergence”, J.Math.Anal.Appl., 76: 571-599
(1980).

6. Chang, C.L., “Fuzzy Topological Spaces”, J.Math.Anal.Appl., 24: 182-190
(1968).

7. Alaca, C., “Fuzzy Uzaylarinda Siireklilik”, Yiiksek Lisans Tezi, Gazi Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Ankara, 6-20 (2001)

8.Coker, D.,”On Fuzzy Topological Groups and Fuzzy Continuous Functions” ,
Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics, Ankara, 34 : 35-43 (2005)

9. Foster, D.H.,”Fuzzy Topological Groups”, Journal of Mathematical Analysis and
Applications, England, 67: 549-564 (1979)

10.Bozhiiyiikk, M.E., Genel Topolojiye  Giris, “Homotopi Teorisi”, Atatiirk
Universitesi Yayinlart , Erzurum , 610:81-93 (1984)

11. Ylld_lz, C., “H-Gruplar Uzerinde Demetler ve Baz1 Karekterizasyonlar”, Doktora
Tezi, I.U. Fen-Edebiyat Fak., Malatya, 1-11 (1982)

12. Chang You Z., Wang Jin L., “Fundamental Group of Fuzzy Topological Space
and Its Fuzzy Topological Invariance”, Fuzzy Math 4 , Chineese, 27-37 (1984)

13. Chang You Z., Wang Jin L., “Fuzzy Homotopy Type Invariance of Fundamental
Group of Fuzzy Topological Space”, Fuzzy Math 4, Chineese, 4: 53-56 (1984)

14. Giingoroglu, G. ve Harmanci, A., Lineer Cebir Dersleri ve Problem Coziimleri,
“Gruplar”, Hacettepe Univ., Ankara, 14 (2000)

15.Chun-hai YU and Ji- liang MA “ On Fuzzy Topological Groups” ,Fuzzy Sets and
Systems , Nort- Holland , 23 : 281-287 (1987)



47

16.Spanier, E.H., Algebraic Homotopy, “ H-Spaces”, Mc Graw-Hill Publishing
Company, Itd., New Delhi, 33-36 (1966)

17.Switzer, R.M., Algebraic Topology-Homotopy and Homology, “Homotopy Sets
and Groups”, Springer- Verlag Berlin Heidelberg, New York, 11-16 (1975)



Kisisel Bilgiler

Soyadi, adi
Uyrugu
Dogum tarihi ve yeri

Medeni hali

Egitim

Derece
Lisans

Lise

Is Deneyimi
Yil
2006-2007

2002-2006

Yabanci Dil

Ingilizce-Almanca

Hobiler

48

OZGECMIS

: DEMIRKAPI GOCER, Giilay
: T.C.

: 06.08.1980 ANKARA

: Evli

Egitim Birimi Mezuniyet tarihi

Hacettepe Universitesi/Egitim Fakiiltesi 2002

Bahgelievler Deneme Lisesi 1997

Yer Gorev

Ozel Seviye Dergisi Dershaneleri Matematik Ogretmeni
Ozel Ca-Ka Dershanesi Matematik Ogretmeni

Tiyatro, Gezi, Miizik dinlemek ve Kitap okumak



