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GIRIS

Diskriminasyon, iizerinde Ol¢iim yapilan bir bireyi bilinen ve farkhi olan
kitlelerden birine atamasini yapan istatistiksel bir tekniktir. Birey ait oldugu kitleden
farkl bir kitleye atandiinda bir hata yapilmig olur. Diskriminant analizinde amag,
atama iglemini miimkiin olan minumum hatayla yapmaktir, Bu optimizasyon
kriterine goére elde edilen diskriminant fonksiyonlarinin degerlendirilmesinde hatal
siniflandirma olasilifinin (atama sirasinda yapilan hata) bilinmesi 6nemli bir
faktordiir. Hatah simiflandirma olasiigi (hata orani); dagiimlann ve parametrelerin
bilinip bilinmemesine, drneklem hacmi ve atama kural gibi degisik kriterlere baglh
olarak hesaplanir.

Diskriminant analizinde hata oram: tahmin problemi, 1930 ' lu yillardan beri
istatistiksel aragirmalann konusu olmustur. Fisher (1936) ' in ¢aligmasinda yer alan
plug-in (parametrelerin yerine 6rneklem tahminlerinin alinmasi) ve Smith (1947) '
in galigmasinda bahsedilen yeniden yerine koyma tahmin edicileri bilinen en eski
ve en ¢ok kullanilan tahmin edicilerdir. Her iki tahmin edicinin de kiigiik
orneklemlerde yanh oldugu goézlenmistir. Lachenbruch (1967), Efron (1979,
1983), McLachlan (1980) ve Page (1985) yeniden yerine koyma tahmin edicisinin
degisik modifikasyonlarini ¢aligmuglardir. Glick (1978), yeniden yerine koyma
tahmin edicisine gore daha kiigiik varyansa sahip olan parametrik olmayan tahmin
ediciler sinifina ait tahmin edicileri 6nermistir. Parametrik olmayan tahmin ediciler
sinffim g6z Onine alarak, kitlelerin dagihmi tek degiskenli normal olmas:
durumunda yeni bir tahmin edici sinifi olan diizlenmis tahmin edicileri elde etmigtir.
Snapinn (1983), Glick ' in digiincesini kullanarak ¢ok degiskenli normal kitleler
igin diizlenmis tahmin edicileri elde etmistir.

Hata oram tahmini igin geligtirilen tahmin edicilerin performanslanmn
kargilagnlmasi, diskriminant analizinde iglenmesi gereken onemli bir konudur.
Lachenbruch ve Mickey (1968), Sedransk ve Okamoto (1971), Sorum (1971,
1972, 1973), McLachlan (1974a), Glick (1978), Snapinn (1983), Snapinn ve
Knoke (1984,1985) farkhi karmilaghrma Olgiitlerine gore, hata oram tahmin
edicilerinin performanslarnim kargilagtirmiglardir.

Bu galismanin itk bolimiinde, siniflandirma problemi, baz diskriminant analizi
teknikleri ve hata oram tiirleri verilmektedir. Bu g¢ahymada Welch (1939)
yaklagimina gore elde edilen diskriminant teknigi goz 6niine ahnmaktadr.



Ikinci boliimde, literatiirde en ¢ok islenen tek ve ¢ok degiskenli normal
dagihmh kitlelerde smuflandirma problemi ve hata oranlan aynntih olarak
verilmektedir.

Omeklemlerin  ahndifn  kitlelerin  daghmlan  her zaman normal
olamayacagindan, normal dafilima sahip olmayan kitleler arasinda da simiflandirma
problemi digiinilebilir. Caligmamn tigiincii bolimiinde, kesikli rasgele degiskenlere
sahip kitleler ve tek degiskenli gamma dagihmna sahip kitleler arasindaki
siniflandirma problemi iizerinde durulmaktadir. Gamma dagihmina sahip kitleler
arasindaki diskriminasyon problemi igin elde edilen bazi sonuglar bu kisimda
sunulmaktadir.

Birgok durumda hata oram atama kuralindaki diskriminant fonksiyonunun
dagilimina bagh olarak bulunur. Ancak parametreler bilinmediginde diskriminant
fonksiyonunun dagilimmi bulmak her zaman miimkiin olmamaktadir. Hata oram
tahmini i¢in degisik tahmin ediciler onerilmigtir. Caligmanin dérdiincii boliimiinde
literatiirde bilinen hata orami tahmin edicileri verilmektedir. Bu tahmin edicilerden
bir cogu, kitlelerin dagilmlanmin normal oldugu varsayim altinda elde
edilmiglerdir. Normallik varsayim altinda elde edilen tahmin ediciler D, DS, U, O,
OS, L, LS, M tahmin edicileridir. Bunlar parametrik tahmin ediciler simfina ait
tahmin edicilerdir.

Hata oramm tahmin etmek i¢in kitlelerin dagihmlanna bagh olmayan tahmin
edicilere, parametrik olmayan tahmin ediciler simifina ait tahmin ediciler
denmektedir. Bilinen parametrik olmayan tahmin ediciler R, U, H, 2H ve KH
tahmin edicileridir.

Glick (1978) ve Snapinn (1983) tarafindan verilen RS, US, RN, UN ve NS
tahmin edicileri de diizlenmis tahmin ediciler sinifina ait tahmin edicilerdir. Snapinn
tarafindan ele aliman NS tahmin edicisinin elde edilmesi mantifina dayali olarak
Onerilen NSL ve NSLS diizlenmis tahmin edicileri de dérdincii boliimde
verilmektedir.

Yukanda bahsedilen tahmin yontemlerine Jacknife ve Bootstrap tekniklereinin
(Efron (1979, 1983)) uygulanmastyla elde edilen Jacknife ve Bootstrap tahmin
edicilerinin mantig da yine dérdiincii boliimde verilmektedir.

Caligmanin beginci bolimiinde, tahmin edicilerin kargilastinlmas: 6lgiitleri
verildikten sonra, literatiirdeki galiymalardan tahmin edicilerin degerlendirilmesine
iliskin sonuglara yer verilmektedir. Bu gahgmada, daha énceki galismalardan farkh
olarak dérdiincii boliimde verilen tahmin edicilerin 2H ve KH digindaki hepsinin
aym anda simiilasyon ile kargilagtinlmas: yapilmaktadir. Buradaki sonuglar tek ve
¢ok degiskenli normal dagiima sahip kitleler igin, her bir kitlede esit gézlem olmas:



durumunda farkhi 6rneklem hacimlerine ve farkli Mahalanobis kitle uzakliklanna
gore kosulsuz hata kare ortalamast (UMSE) olgitii ile kargilagtinimaktadir. Aynica
tek degiskenli gamma dagihmina ve tek defigkenli normal dafihima sahip kitleler
icin de yine her bir kitlede esit gozlem olmasi durumunda farkh 6rneklem
hacimlerine ve farkh parametrelere gore optimal hata oranlan ve doérdiincii
bolimde verilen tahmin edicilerden D, U, ve R tahmin edicileri gbz 6niine alinarak
kargilagtirmalar yapilmaktadir.

Caliymanin genel bir degerlendirilmesi son bolimde verilmigtir. Aynca bu
bélimde, ileride yapilabilecek ¢aligmalardan da bahsedilmigtir.



BOLUM 1
SINIFLANDIRMA (DiSKRIMINASYON) PROBLEMi

Simiflandirma problemi, araghrmacimin bir birey (denek, birim) tizerinde 6lgtimler
yaptifinda, bu olgiimlere bagh olarak bireyi bilinen gruplardan (kitlelerden) birine
atanmasim gergeklestiren istatistiksel bir teknik olarak tammlamr. Bireyin gelebilecegi (ait
oldugu) sonlu sayida grup veya kitlenin olabilecegi kabul edilir; her bir kitle, dlgtimlere
karsihk gelen rasgele vektoriin olasihk dagilim ile karakterize edilir. Olasilik
dagilimlan tamamen bilindiinde problem, atama kuralim belirlemektir. Dagilimlar
bigimsel bilindiinde problem, kitlelerden alinan 6rneklemler yardimiyla parametre
tahmini ve atama kuralim olugturmaktir.

I1,,1,,...,II, r tane farkhi kitle olsun. X=(X,,X,,...,X )" birey lizerinde
olgiimlere karsihk gelen p boyutlu rasgele degisken olmak tizere, I1, (i=1,2,...,r) den
bir rasgele degisken ise X ' in olasilik yogunluk fonksiyonu f,(x;8,) bigiminde gosterilir,
burada, g, parametre vektoridiir.

X vektoriiniin  aldify degerler, p boyutlu R” 6meklem uzayinda olmak iizere
siiflandirma problemi, bu uzayr B,, B,,..., B, bolgelerine ayirmaktir; dyleki, X, gozlem

r

vektorli B, deise X, ' a ait J(x,) birimi II, ' ye atamir. Burada B, U B, u...UB, = R?,
i=12,.,r,j=12,.,r vei#ji¢in BB, = dir.

"Birim" ile "Birim iizerinde alinan 6l¢iim degerni (gozlenen deder, gézlem )" anlatim
sirasinda konunun igerifine gore birbirinin yerine gegmektedir.

4,>9,,---,9, bireyin sirasiyla I, II,,....II_ gruplarma (kitlelerine) ait olmast

olasihklan olsun. Yani kanstinlms r tane grubun birlesmesinden olusan tek bir gruptan
rasgele alinan bir birimin IT, ' den olmas: olasii g, ' dir(q, = P(X €I1,)). g, ' ler prior

(6nsel) olasiliklardir ve > g, =1 dir.

i=1
Atama iglemi yapilirken, gézlem ait oldugu gergek gruptan farkh bir gruba atanabilir,
Bu durumda hatali atama yapilmss olur. Yani gézlem gergekten II, ' ye aittir ancak IT, '
ye atanmug olabilir. Belirlenen B,, B, ..., B, bolgeler igin,

Py; = P(I(x,)' m I1;'ye atanmas / I (x,) €I1,)
= [ £,(x.8,)dx (1.1
B,



olasiigl, I(x,) ile gosterilen x, Olgiimlii birimin IT, ' ye ait oldugu bilindiginde IT, '
denmis gibi hatal atanmasinin kogullu olasihig ve

¢,y = C(I(x,)'m I1,"ye atanmasi / I (x,) €I1,) 1.2)
X, 6lgiimli birimin IT, ' ye ait oldugu bilindiginde I1, ' ye hatali atanmasimin maliyetidir.
Boylece II, 'ye IT, ' den bir x, g6zleminin yanlis atanmas: olasilig,

p; = P(I1'ye x, ' n yanhg atanmas )
=94, Pu; Cuy
dir. Genelde c,; ' ler esit alinarak maliyetler ihmal edilmektedir. Bu durumda x,
gozleminin I, 'ye hatah atanmasi olasili,
Py =9; Puy 1.4
dir. Béylece gergekte IT; ' ye ait olan gdzlemlerin difer gruplara Hatali Siniflandinlmast
(HS) olasilif,

(1.3)

PHSX1)=>p, ,i=12,..,r (1.5)

i=1
iz)

dir ve tiim gruplar iizerinden Toplam Hatali Simiflanduma (THS) olasili,

P(THS) =" P(HS,T1,) (1.6)

J=1
dir. Ayrica gergekten I, ' ye ait oldufu bilinen gozlemlerin, difer gruplara hatal
siniflandinlmast maliyeti,

CHSI)=Y¢, ,ji=12,..r (1.7
i=1

izj

dir ve tiim gruplar iizerinden toplam hatal siiflandirma maliyeti,

C(THS) =Y C(HS,TL,) (1.8)

j=1
dir (Anderson (1958,1984), Lachenbruch (1975), Karson (1982), Seber (1984)).

Eger tim gruplar i¢in hatah simflandirma maliyeti egit kabul edilir ise C(7HS) ' nin
minimizasyonu P(7HS) ' min minimizasyonuna egdegerdir. Boylece smiflandirma



problemi, éyle B,, B,,..., B, bolgeleri olugturulsun ki P(THS) minimum olsun. Bu daha
sonra verilecek olan Welch (1939) ' in yaklagimdur.

Bu gahiymada kolayhk olsun diye maliyetlerin ihmal edildigi iki gruplu simflandirma
problemi iizerinde g¢ahigilacaktir. Boylece maliyetler ihmal edildiginde iki grup iizerinden
toplam hatah simflandirma olasilify,

P(THS)=q, Psn + 9, Py» (1.9)
dir. Amag toplam hatali siiflandirma olasiifim minimum yapacak sekilde B, ve B, ' yi
belirlemektir veya gozlemlerin bu bolgelere diigmesini tayin eden bir kuralin
olusturulmasidir. Bu kurala optimal atama (siniflandirma) kural: denir.

P=1 oldugunda yani birey iizerinde bir 6lgiim yapildifinda, olglime karsihk gelen
rasgele degiskenin her iki grup iizerinde olasihk yogunluk fonksiyonlanina bagh olarak
siniflandirma bolgeleri igin hatali simflandirma olasihklan $ekil 1.1 ' de gosterilmigtir,

Pu Pan
Silx, &)

' B, B,

I1,'e sisflandirma balgesi I1,' ye siuflandirma bolgesi

Sekil 1.1
1.1 Diskriminant Analizinde Baz1 Atama Kurallan

Bu bolimde IT, ve II, gibi sadece iki kitle oldugunda baz1 atama kurallan kisaca
verilmeye caligilacaktir.

1.1.1 Fisher Yaklasumi

Fisher (1936), gozlemlerin lineer birlesimi geklinde olan bir  diskriminant
fonksiyonunu olugturmustur:

Z=aX +ta,X,+. +a, X, =a X (1.10)



olmak iizere Z, II, ' den bir gdzlem ise ortalamas: @ p, II, ' den bir gozlem ise
ortalamast g' 4, ve her iki kitlenin varyans kovaryans matrisleri esitise (X, =2,=2X) Z

’
' nin varyansi her iki grup igin de @ Za dir.

¢(£)=(g = £) (1.11)

aXa
ifadesini @ tizerinden maksimize etmek igin a ' ya gore @(a) ' mmn tiirevi alimp,

Spla) _ 2, —p,)ata~-2%a(a p-a p))
a (a Za)’
ifadesinin sifira egitlenmesiyle,

elde edilir. Buradan g oc 7' (g — ) dir. Boylece

2=[2s -] X

= X2 -p)
olur. Elde edilen bu son fonksiyon Fisher ' in lineer diskriminant fonksiyonudur. Burada,
Z >k ise I(x,) ile ifade edilen x, dlgimlii birey IT, ' e aksi halde I1, ' ye atamir. Burada

(1.12)

_ )2 )
- 2
Parametreler bilinmiyor ise 6rmeklemlerden elde edilen tahminler Z ' de yerine konularak,
omeklem lineer diskriminant fonksiyonu elde edilir.

Fisher ' in yaklagimi dagihmdan bagimsiz (Distribution-free) bir yontemdir. Eger
kitlelerin dagiimi normal ise bu yaklagim optimaldir (Lachenbruch (1975)).

k dir.

1.1.2 Toplam Hatah Simflandirma Olasiliklarinin Minimizasyonu Yaklagimm

Diskriminant fonksiyonunun olusturuimasinda dier bir yaklagim, Welch (1939)
tarafindan verilen olabilirlik oram kriteridir. 6, ve @, bilindiinde, toplam hatah



siniflandirmaya gére kaybi minimize eden optimal simflandirma kurah Neyman-Pearson
Lemmasina gore,

£1(X0,6) : '
U=="==2>Fk ise I(x,), I1,' e
Ro{ fu(x.8) o (1.13)

diger durumda I1,'ye atamr.

ile verilir; burada, bir sabit olan & = % gir. Bu kural & sembolii ile gosterilecektir.
S

6, ve 0, parametreleri bilinmmediginde II, ve II, kitlelerinden alinan n, ve n,
hacimli rasgele omeklemler yardimiyla :6, ve :02 tahminleri elde edilir. Boylece
o6reklemlerden elde edilen tahminlere bagh optimal kural (Anderson (1958)),

w=LiEe8) S e 1(x,), T e
Rop: (S): fz(Zo,Qz)

diger durumda I1,'ye atamir.

(1.14)

ile verilir. R,,(s) ' deki s harfi 6rneklemeyi (sampling) vurgulamaktadir. Bu kural da &
sembolil ile gdsterilecektir. W rasgele degiskeni genel olarak X, X,,,....X,, ,
D P, SR, ¢

2m
baghdir. Bir ¢ok durumda W istatistifinin dagilmi kolayca elde edilememektedir.
Diskriminant analizinde elde edilen sonuglar W ' nin dagihmina baghdir. Burada
Xll’Xlz""’ 1”1,

rasgele drneklemlerdir.

orneklemlerine, dagilimin bazi parametrelerine ve X, goézlemine

I1,' den n, hacimli, X,,,X,,...,X,, II, ' den n, hacimli bafimsiz

1.1.3 Toplam Hatah Simflandirma Maliyetlerinin Minimizasyonu Yaklagimi

C,n Ve ¢, sirastyla IT, ve I, kitlelerine hatali simuflandirmamin maliyetleri olsun.
Boylece (1.8) ' den hatali simflandirmanin toplam beklenen maliyeti,

E(C(THS))=C =Cpy Pon §+C1n Pin 9 (1.15)

olur. Parametrelerin bilindigi durumda, toplam hatali simflandirma maliyetini minimize
eden optimal siniflandirma kurali (Anderson (1958), Seber (1984)),



fl(_x_o’gl) >k‘ iSC I(Eo)’ nlv e
Rop:: S2(x%0,6,) (1.16)
diger durumda I1,'ye atamr.

ile verilir; burada k* = 2292 gir.
9 Cn

Eger maliyetler esit ahnirsa, bu kural Welch ' in yaklagimiyla aynidir. Bu problem
genel karar teorisinin 6zel bir durumudur. Bazen, C; ' nin minimizasyonundan dolay:
optimal Bayes yontemi olarak adlandinhr.

Parametrelerin bilinmedii durumda, 6rmeklemlerden elde edilen tahminleri alinarak

R, (s) kurali aym: yolla elde edilir.

1.1.4 Bayes Teoremi Yaklagim

Diger bir yaklagim, X, gdzleminin biiyiik posterior (sonsal) olasilifa sahip kitleye
atanmasmna iligkin simflandirma kurahdir (Anderson (1958), Lachenbruch (1975)).
Tammdan, I, bilindiginde X, ' in kosullu yogunluk fonksiyonu f;(x,,8; /II,) dir. IT,’
nin prior olasih@: g, oldugundan, Bayes teoremine gore IT, ' nin posterior olasihg,

P(I1,,x,)
P(x,)
9,f,(x0.8) i=12

’

P(IL,/ xy) =
(1.17)

- 0 /1(X,,6)) +q, [,(%0,6,)

dir. P(I1,/x,)> P(I1,/ x,) ise I(x,) ile ifade edilen x, 6l¢timlii birey I, ' e atanir ki bu
da toplam hatali ssiiflandirma olasiliklannin minimizasyonu kurahna egdegerdir.

1.2 Diskriminant Analizinde Hata Oranlan

Diskriminant kurallanna iligkin optimal hata oram (optimal error rate), kogullu
gercek hata orami (conditional actual error rate), beklenen gergek hata oram (expected
actual error rate) gibi farkh hata oranlan tammmlanmigtir (Anderson (1984), Hills (1966),
Lachenbruch ve Mickey (1968), Lachenbruch (1975), Snapinn (1983), Seber (1984)).
Parametrelerin bilindigi durumda (1.13) ' deki £ kurali kullamldifinda IT, ' den bir
birimin hatal atanmasi olasih@ a, (&), (i=1,2) olarak gosterilsin.
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a,(§)=P(R,, <kl X, €Il,) (1.18)
ve

a,(§)=P(R,, >kl X, €ll,) (1.19)
olmak tizere bu iki hata oran1 optimal hata oranlan olarak isimlendirilmektedir.

I, ve I, kitleleri gelisigiizel segildifinden, sadece a,(£) ' nin disiniilmest
yeterlidir. a,(&) degeri a,(&) ' ye benzer bicimde elde edilebilir. Béylece bilinmeyen bir
X, gozleminin I1' den geldigi bilindiginde, IT,' ye hatah simflandirilmasi olasihif @ ' nin
indisi gz dniine alinmayp,

()= P(R,. < k) (1.20)
ile verilir,

ikinci olarak, kogullu gergek hata orani (1.14) ' deki Z kurah kullanildiginda I1,' den
rasgele bir gézlemin hatah atanmas: olasihig olan,

D= P(R,()<k) (1.21)
degeridir. Bu hata oram orneklemlerden elde edilen parametre tahminleri iizerine
kosullandinlmigtir. a(Z‘) kosullu gercek hata oranmna kisaca kogullu hata orani da
denmektedir,

Beklenen gergek hata oram olarak tanimlanan hata oram, (1.21) ' deki kosullu
gergek hata oraninin tiim 6rneklemler iizerinden,

E(a(8)) = E(P(R,,() S k) (1.22)

beklenen degeridir. E(a(g-’)) beklenen gergek hata oranina bazen kosulsuz hata orani
(unconditional error rate) da denmektedir.

Optimal hata orani, iki kitle igin sadece X ' in dagihmlannin bir fonksiyonudur.
Kosullu gergek hata oram X 'in dagihimlannin ve segilen 6zel deneme orneklemlerinin
bir fonksiyonu olmasina ragmen beklenen ger¢ek hata oram X ' in dagilimlannin ve
deneme 6meklem hacimlerinin bir fonksiyonudur.

Bu ¢aligmada her iki kitle igin maliyetler egit alinarak ihmal edilmektedir. Prior
olasiliklann da egit oldugu yani g, =g, olduBu kabul edileceginden, ¢alismanin bundan
sonraki bolimlerinde & = k* = 1 alinacaktir.
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BOLUM 2
NORMAL DAGILIMLI KITLELERDE DiSKRIMINASYON

Bu béliimde iki normal dagilima sahip kitle arasindaki diskriminasyon problemi
incelenecektir. 1lk olarak tek defiskenli normallik durumu goézoniine ahnarak,
parametrelerin bilinip bilinmemesine gore sirastyla diskriminant fonksiyonu, diskriminant
fonksiyonunun dagilim ve hata oranlan verilecektir.

2.1 Parametreler Bilindiginde Tek Degiskenli Normallik i¢in Diskriminasyon

I1, ve I, konum parametreleri u,, 4, (4, <u,) ve o® ortak varyans: ile tek
degiskenli normal kitleler olsun. Boylece X rasgele degiskeni igin 7 ' inci kitleye iligkin
olasiik yogunluk fonksiyonu

fi(x)=‘/—i—o—;exp{-%("—‘a“—‘)’} L i=12 @.1)

olmak iizere iki yogunluk fonksiyonunun oram

S SN I | ﬁ_é‘_}
fl(x)__(s/ZmJ")exp{ 25 )

- exp{__%[(x ;}ll )2 _ (x "'o-ﬂz )2 ]} (22)

1
= exp{"a-g[(ﬂz —14)2x + -/é]}
bigiminde elde edilir. Daha 6nce verilen optimal simiflandirma kurali (1.13) de, eger

LiGpm,9)
-fz(xnuz’OJ)
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ise yani /(x,) ile ifade edilen x, olgimlii birim B, ' de ise I(x,) II, ' e aksi halde I1, ' ye
atanir. Logaritmik fonksiyon monoton artan oldugundan, yukaridaki ifadenin logaritmasi
alinarak egitlik yeniden yazihirsa, simflandirma bolgeleri

1
B~ [, —1)2x + 1 - 151> 0 (23)
20’
ve
1
By~o =5l —1y)2x+ 5~ 1310 (2.4
elde edilir. Buna gére parametrelerin bilindigi durum i¢in lineer diskriminant fonksiyonu
1 -
U(X)=1X-—(+m)] o (=) (2.5)
bigiminde elde edilir. Boylece I1,’ e ve IT, ' ye simflandirma bélgeleri
B,:x—%‘g’—<0 (2.6)
ve
B,:x—i‘-'%-zo @.7)

olarak bulunur. Buradan I(x,) ile verilen x, 6l¢timli birim i¢in R, optimal smiflandirma
kurah,

xo<-"-l‘—;& ise I(x,), Il'e

Ry:
diger durumda I1,'ye atanir.

ile ya da (2.8)

¥\ diger durumda I1,'ye atanir.
ile verilir. R, deki N harfi normal dagilimi g6stermektedir.

. {U(x°)<0 ise I(x,), T'e

211 U(X) ' in Dagilimi

Parametrelerin bilindigi durumda (2.5) de venlen U(X) lineer diskriminant
fonksiyonunun dagihim, X' in II, ' den veya II, ' den olmasina gore bulunabilir. Eger X,
IT, ' den tek degiskenli rasgele bir degigken (gbzlem) ise yani X ~ N(u,,0%) ise U(X)
diskriminant fonksiyonu da
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1 2
EU((X)/11) —;;(ﬂ\ —1,),
ortalamali ve

Var(U(X)/n.)=$(u,—uz)’,

varyansh normal dagilima sahiptir; yani,

1 1
U(X/TL) ~ N(—(, — 11, )~ (u, — 14,)° 2.9
dir. Eger X, IT, ' den tek degiskenli rasgele bir g6zlem ise aym sekilde
1 1
U(XITL)~ N5 (= 1), (= 1)) (2.10)
dagihimina sahiptir.
2.1.2 Hata Oranlan

I(x,) ile ifade edilen x, 6l¢iimlii birimin, IT, ' den oldugu bilindiginde IT, ' ye hatah
atanmasi olasih@

a,(8) = p,y, = P(U(X,) 2 0/11,)
=1-P(U(X,) <0/II,)

=1-pl-#=H
-1-of -] i~

— q){”l _#2}
20

ve I1, ' den oldugu bilindiginde II, ' e hatali atanmas: olasth

a,(8) = py, = P(U(X,) < 0/11,)

=<I>{'u‘-‘uz} (2.12)
20

dir, burada ®(.) birikimli standart normal dagilim fonksiyonudur. Boylece toplam hatah
simflandirma olasih
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1 1
P(THS)= 5 P+ Pun

_o {#1 “ﬂz}
20
dir; bu, parametrelerin bilindigi durumda tek degiskenli normallik icin optimal hata
orandir.

(2.13)

2.2 Parametreler Bilinmediginde Tek Degiskenli Normallik icin Diskriminasyon

Parametreler bilinmiyor ise II, ve I, kitlelerinden alinan n, ve n, hacimli rasgele
omeklemler yardimiyla, ¥, <X, ise

X, <X, ve xo<-§-(f,+§z) ise I(x,) Il,'e
R, (s): . (2.14)
X, <X, ve x‘,zi(fl +X,) ise I(x,) IL,'ye atanir.

X, 27X, ise

X 2X, ve xoz-;—(f, +%,) ise I(xy) Il,'e
Ry (s): : (2.15)
X, zX, ve x, <E(f| +X,) ise I(x,) IlI,'ye atanir.

ile verilen R, (s) 6rneklemlere bagh kurallar olugturulur. R, (s) kurali biinmeyen u, ve
M, parametreleri yerine 6rneklemlerden elde edilen X, ve X, tahminleri ainarak R, 'den

elde edilir. Boylece parametreler bilinmediZinde émeklemlere bagh lineer diskriminant
fonksiyonu

PO =1X-2(F+ X)) S (X, - Xo) 2.16)

bigiminde elde edilir. Burada X, ve X, I, ve II, kitlelerinden alinan X Xizsees Xy
ve Xy, Xps...r Xy, bafimsiz 6rmeklemlerin ortalamalan ve

1 " _ m _
=X, - X)) X, -X,)
Ty DICREVRDNC RS Y

birlestirilmis 6rneklem varyansidir.
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W(X) goz oniine alinarak R, (s) sinflandirma kurah, X, <X, ise

R, (s) X, <X, ve W(x,) <0 ise I(x,) Il,'e @17)
N %, <X, ve W(x,)20 ise I(x,) II,'ye atanir.
ve X, 2X, ise
R.(s) X, 2%, ve W(x,) 20 ise I(x,) Il,'e 2.18)
NETE 2, ve W(x,)<0 ise I(x,) I1,'ye atanir. '

bi¢iminde de verilebilir(Sedransk ve Okamoto(1971)).
2.2.1 W(X) 'in Dagilim

X bir rasgele degisken ve X,, X,, s* verildifinde W(.X) ifadesinin kogullu dagihma,
parametrelerin bilindigi duruma benzer olarak bulunabilir. Eger X rasgele degiskeni IT, '

den ise

WXL~ N =5 GAER(E-5), GBI/ @19)

ve I1, ' den ise

Y ST S =
W(X/I1,)~N(u, —E(xl +%,)157 (%, - 5,), (%, -%) 0 /(s*)*) (2:20)
dir.
X,, X, ve S* bagimsiz rasgele degiskenler oldugunda (2.16) da verilen W(X)

orneklem diskriminant fonksiyonunun kosulsuz dagihm oldukga karmagiktir. Genel hal
alt boliim (2.4.1) de verilecektir(Lachenbruch(1975)).

2.2.2 Hata Oranlan

Parametreler bilinmediginde, IT, ve II, kitlelerinden alinan n, ve n, hacimli
omeklemlere bagh olarak X, <X, ise I(x,) ile ifade edilen x, dl¢limlii birimin IT,' de
oldugu bilindiginde IT,' ye kosullu hatah atanmas: olasilifx

a,(&) = P(W(X,) 20/ %, <,,%,,%,,5*,II,)
= l_P(W(Xo)< Ol'fl < —x—z,k—nfz,sz:nﬂ
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(5 (B +ENE -5)/ "

=1-@ — 5
(%, -%,)ols

(2.21)

- 1—¢>{—(u, -1 +f,»/o}
ve I1,' de oldugu bilindiginde IT,' e kogullu hatal atanmas: olasih

@,(§ = P(W(X,) <0/ %, <%,,%,%,,5,11,)
=¢>{-(u, —%(mf,»/a}

dir. Boylege, toplam hatali siniflandirma olasihi

P(THS %, <%,,%,,%,,) = -;-(al(bw,(%))

= —;—l:l—d){—(‘ul --;-(f, +%,))/ 0'} (2.23)

+¢{—(uz—-;-<z+fz»/a}]

dir; bu, parametrelerin bilinmediZi durumda tek degiskenli normallik igin kosullu gergek
hata oramdir.

X, 2x, ise I(x,) ile ifade edilen x, Sl¢timlii birimin IT,' de oldugu bilindiginde I1,’
ye kosullu hatali atanmasi olasili

,(§ = P(F(X,)<0/%, 2 %,,%,%,5,II,)
- ¢{—(u1 & +f,))/o}

ve I1,' de oldugu bilindiginde I1,’ e kogullu hatal atanmasi olasith:

(2.24)
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a,(5)=P(W(X,)20/%, 2 %,,%,,%,,5,11,)
-1-0{-Gs - 1G5/ o]

dir. Buradan toplam hatah simiflandirma olasii

P(THS /¥, z:?z,:?,,fz,S’):%[”q){'(""%(’7“”7’”/“}

-@{—ozz——;—(mf,»/a}]

(2.25)

(2.26)

dir; bu, da parametrelerin bilinmedigi durumda kosullu ger¢ek hata oramdir(Sedransk ve

Okamoto(1971)).

Parametrelerin bilinmedig durumda tek degiskenli normallik i¢in kosulsuz gergek

* hata oranlan da bulunabilir. (2.21), (2.22), (2.24) ve (2.25) ' den

1, _ — -
R l_q){‘(.“l —E(xl '*'xz)/‘])/o'} » X <X,
(&)= 1
<I>{—<ul —E(f.+f,))/a} %25,

1, _ - =

R d>{—(,u2—5(x,+x2))/o} , X%, <X,
a,(8)= ]
1_¢{_(ﬂz —E(fl +X%,))/ 0} » 52X,
olmak tizere beklenen gergek hata oranlan E(q, (Z,‘)) ve E (az(;%))

E(e,(&) = G(a,-b;p)+G(~a,b; )
ve

E(2,(§) = G(-a,b;p) + G(a,~b;p)
bi¢iminde elde edilir (John (1961)). Burada,

D)

a=—"2="1-

[1 1’
o |—+—
n n

(2.27)

(2.28)
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,b= (- 1)

O'J4+-1—+—1—
n n

p= (n,—n,) i
VO +n)(4nn, +n, +n,)

ve

1 ey x2=2px.x, +x2
G(t,,1,;p) =———=| | exp(—= 2 _"2)d d
v 271 (1- %) _‘[,_'[, 2(1-p°) =

dir. Eger n, =n, ise

E(a,(5) = ®(a)D(-b) + D(-a)D(b) (2.29)
ve

E(a,(5) = D(-a)D(b) + D(a)D(~b) (2.30)
olur.

2.3 Parametreler Bilindiginde Cok Degiskenli Normallik i¢cin Diskriminasyon

I, ve I1, ortalamalan p , p ve varyans-kovaryans matrisleri %,, I, olan gok
degigkenli normal kitleler olsun. X = (X, X,,...,X )’ rasgele vektori igin 7 ' inci kitleye
ait olasihik yogunluk fonksiyonu

x(z)=6;),,‘7‘2—|ﬁe {—%(&—1_4,)’2:'(5—&)} ,i=12 231)

dir; burada, u4 €R” ve I, pozitif tamml kare matrisdir.

Iki kitle oldugunda gok degiskenli normallik igin diskriminant fonksiyonu, bu iki
kitlenin olasthk yogunluk fonksiyonlarinin birbirine oranlanmastyla bulunabilir. Ik olarak
varyans-kovaryans matrislerinin esit oldugu durumu gézoniine alirsak yani %, =%,=12
ise iki yogunluk fonksiyonun orani,
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1 v
f (E)zexp{—a(z—/_t,) I7(x ;_t,)}
f(x) exp{—%(z— 1YE (- Ez)} (232)

= exp{JL').T'(ﬁl —-4,) --—;—(,u_l +,l_12)'2:_l (4, —Ez)}

olarak elde edilir. En son elde edilen ifadenin logaritmas: alinarak optimal simflandirma
kuralina gore simiflandirma bolgeleri

’

-

B ;_—-;-(gﬁgz)] S - ) >0 233)

L

14

1 -
sz’_"g(/_l, +,_z_12] 27 -p,)<0 (2.39)

elde edilirr Boylece parametrelerin  bilindi§i durum igin lineer diskriminant
fonksiyonu(LDF)

U(X)[i-%(;_t,ﬂ_tz] =g, - p,) (2:35)

bigiminde elde edilir(Fisher (1936), Welch (1939), Anderson (1958)). Buradan, I(x,) ile
verilen x, 6l¢timli bir birim igin R, optimal simflandirma kurah,

U(x,)>0 ise I(x,), I'e
oS .. (2.36)
diger durumda I1,'ye atanir.
ile verilir.
Eger Z, # X, ise aym yolla iki kitle igin
|2‘ I -1 'y
o= IE l——(X BYED(X-p)+(X-p YES (X -p)  (237)
2

karesel diskriminant fonksiyonu (QDF) elde edilir. QDF igin optimal simflandirma
kuralina gére simflandirma bélgeleri

Bix I7'(x~24)-x I (x-2p) > ¢, (2.38)

Byix T (x-2p)-x I (x—2p ) < ¢, (2.39)
bigiminde elde edilir; burada,
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=4 b Bl 2;‘# +21n(q’| 'l,,,)

@ [Z,|
dir.
Bu ¢ahgmada LDF g6zoniine ahnacagindan, bundan sonraki bolimlerde QDF igin
her hangi bir sonug verilmeyecektir.

2.3.1 U(X)' in Dagihm

I, ve I, kitlelerine iliskin, g , y, ve X parametreleri bilinsin ve X de rasgele bir
vektor olmak iizere, X 'in II,' den veya II, ' den olmasina gére U(X)' in dagihm
bulunabilir. X, IT,' den rasgele bir vektor ise U(X) de ortalamasi,

EUX)/M,)= [g, ——;—(;_z, +;_z,)] 27, - p,)

=3 T ) (2.40)

_lg
2

ve varyansi

Var U(X)/T,) = E(U(X)-U(y))*)
= B~ Y=" (1 - 1))
=(u -1, YT E((X - p XX -p )27 (1, - 1)
=(g,~4#,)IE2 Ty - )
=(u, -4, )YE (- p)

= A?
olan tek defiskenli normal dagihma sahip rasgele degiskendir; yani

(2.41)

U(X)/11,)~ N(% A*,A?) dir. Burada A%, parametreler bilindiginde iki kitle arasmdaki
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Mahalanobis kare uzakh@idir. Aym sekilde X, II, ' den rasgele bir degisken ise
UXy/11,) ~ N(——ZI-AZ,AZ) dir. (Anderson (1958)).

2.3.2 Hata Oranlan

Alt bolim 2.3.1 de elde edilen sonuglar kullamlarak /(x,) ile ifade edilen x,
6lgiimli birimin IT, ' de oldugu bilindiginde IT, ' ye hatali atanmasi olasilifa

a,(§) =P,y = P(U(X,) < 0/11,)

A2
=<1>{— - } (2.42)

o4

ve I, ' de oldugu bilindiginde I, ' e hatali atanmas: olasili

a,(8)=py, = PU(X,)>0/1L,)
=1-P(U(X,)<0/IL,)
A

= 1—<b{-2—} (2.43)

- q){_ A}
2
olarak bulunur. Boylece

P(7HS)=<I>{——§—} (2.44)

toplam hatali simflandirma olasihf), parametrelerin bilindii durumda ¢ok degiskenli
normallik i¢in optimal hata oramdir.

2.4 Parametreler Bilinmediginde Cok Degiskenli Normallik i¢cin Diskriminasyon

4, p, ve I parametreleri bilinmediginde onlann yerine II, ve I, kitlelerinden

alinan n, ve n, hacimli rasgele 6rneklemler yardimiyla elde edilen X,, X, ve S tahmin
edicileri ahnarak, drneklemlere bagh lineer diskriminant fonksiyonu
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D= X~ &+ X)| S - @49

bi¢iminde elde edilir. W(X)' e Anderson W istatistifi de denmektedir (Anderson
(1958)). W(X) istatistii parametrelerin bilindifi durumda elde edilen U(X)
istatistiinde bilinmeyen parametreler yerine 6rneklemlerden elde edilen tahminlerin
konulmastyla elde edilmigtir. Burada X, = (X, X0 X, 2 ve
X, =(X,, X0, X2,), I, ve II, kitlelerinden alinan n, ve n, hacimli bagimsz

érmeklemlerin ortalamalan ve

n‘+n [Z(_, X)X, - X)'+Z(L X)X, - Xz)]

birlegtirilmis 6rneklem varyans-kovaryans matrisidir.
Boylece I(x,) ile verilen x, olgimlii birim igin R, (s) ormeklemlere bagh optimal
sinflandirma kural,

R (s) {W(zo)>0 ise I(x,), Il'e 2.46)

| diger durumda I1,'ye atanir.

ile verilir.
24.1 W(X)'in Dagihm

IT, ve I1, kitlelerinden alinan », ve n, hacimli bagimsiz 6rneklemlerden elde edilen
W(X) lineer diskriminant fonksiyonu X, X,, X, ve S ' nin bir fonksiyonu oldugundan,
dagilimim elde etmek olduk¢a karmagiktir. Bu alt boliimde baz: sartlar alunda W(X) 'in
daglim verilmeye gahgilacaktir.

7, —> o ve n, —> oo iken W(X) ' in limit dagimi U(X)' in daglimyla aymdir. Yani
2
X~ N(u, 2) ise (FO/TL) ~ NS, &) (2.47)
ve
AZ
X~ NG, %) ise PO/ TL,) ~ N(--, &) (2.48)
dir (Wald (1944), Anderson (1958)).
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X,, X, ve s tahminleri verildiginde W (X) ' in kosullu dagihm, X, II, ' den rasgele
bir degisken ise,

W(X)/TL,) ~ N([;_z, e +z,)] SUE-E), (B-E)SEE ~E)) (249)

ve X, IT, ' den rasgele bir degisken ise

(W(/_Y_)/Hz) -~ N([Ez _%(21 +Zz):| 57! (Z1 —iz), (Zl -X, )'s—lzs-l (Zl _zz)) (2-50)

dir (Anderson (1958), Lachenbruch (1975)).
X, X,, X, ve S birer rasgele degisken oldugunda (2.45) ile verilen W(X)' in
kosullu dagihminin ortalama ve varyans ifadelerinin beklenen degerleri, sirasiyla,

E(E(W(X)/Z,,XZ,S,HJ) = E(l:ﬂl _1(21 +Xz)] S_I(Xl "Xz))
-2 , (2.51)
:—(;'—(A2 ._.p_(n_z.:__’ﬁ.)_)
nn,

’

E(EW(X)/X,,X,,5,11,)) = E([,u2 —-1-(2. +X_z)] S(X,-X,))
- 2 (2.52)
=£21_(__A2 _ p(nz —nl))

nhn,
ve
E(VW(W(X)/XI’ZZ’S’HI veyall,)) = E((zx —Xz)'s—lzs—l (Xl "Xz )
2.53
= cz(A2 +.p(nl—+nZ)) ( )
nn,
dir; burada,
- +n, -2
q _—n, i —p—3 (2.54)
ve
_ _m\2

- (+n,~ p=2)(m +n,— p=3)(n, +m,~ p-5)
dir (Lachenbruch (1968), Viollaz ve arkadaglar (1995)).
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Viollaz ve arkadaslan X, X,, X, ve § birer rasgele degisken oldugunda W(X)
ifadesindeki parametrelerin bazilanmn bilinip bilinmemesini dikkate alarak, #(X) ' in

kosullu dagiimimin ortalama ve varyans: i¢in sonuglar vermislerdir. Bu sonuglardan
W(X) ' in kosullu dagihm normal olmasina ragmen, kosulsuz dagilimin normal olmadi

gorilmektedir. Ancak yeterince bilyiik #, ve n, i¢in normale yakindr.

X, X,, X, ve S birer rasgele degisken oldugunda W(X)'in kogulsuz dagilmmnn
oldukga karmagik oldugu daha once belirtilmisti. Sitgreaves (1961) n, =n, =n kosulu
alinda W(X)'in kosulsuz dagihm i¢in sonuglar elde etmigtir. X, IT, ' den bir rasgele
degisken ise,

f(W(l)’nl)=abh(c’n’n>p’j’l’r’m) (256)
ve X, I1, ' den bir rasgele degisken ise,

f(W(l)’nz) =ab h(_can’n’p’j’larym) (257)
dir; burada,

nr(n-%)exp(-znzz(w1)/(2n+1))

4 2(n-DJ@n+ D (1- 2 (p+ DTG (P-DITG)

a

W @ o o oo

b=>>>> g(X,nn,p,jlrk,m)

J=0 1=0 r=0 k=0 m=0

nW
c=
2(n—1){/(2n+1)
2=t
4

g#,m,n,,p,j1,r.k,m)
1 2\ jelirvkimal r+ll+k j+ll+m
F(E(P_l)'*'k"'m)(znz)“ ) 2n?* n?

rellck

r(% ptjHl+r+k+m)j U R imi(n, +m, ) n ) 2
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Wald (1944), Anderson (1951,1973), Sitgreaves (1952,1961), Teichroew ve
Sitgreaves (1961), Bowker ve Sitgreaves (1961), Kabe (1963) ve Okamoto (1963),
W(X) ' in dagilim iizerinde ¢aligmiglardir. Okamoto W(X) ' in dagihmu igin asimptotik
agihmlar elde etmigtir.

2.4.2 Hata Oranlan

Parametreler bilinmediginde, hata oranlan IT, ve II, kitlelerinden alinan », ve n,
hacimli érneklemlere ve W(X) ' in dagiimina bagh olarak elde edilebilir. #(X) 'in
dagihmi olduk¢a karmagik oldugundan, hata oranlan igin analitik ifadeler bulmak
olduk¢a zordur. Bu nedenle hata oranlar, farkh tahmin yontemleri ile tahmin edilmeye
caligllacaktir. S6zii edilen tahmin yontemleri Bolim 4 ' de aynntih olarak verilecektir.
Burada bir 6nceki alt bolimde bazi sartlar altinda W(X) ' in dagilm icin elde edilen
sonuglar gozoniine alinarak, hata oranlan igin baz1 ifadeler verilmeye galisilacaktir.

X,, X, ve s verildiginde W(X,) ' in kosullu dagihmindan yararlanilarak, kogullu
gergek hata orani bulunabilir. ¥, 6lgiimli birimin IT, ' de oldugu bilindiginde I1, ' ye
hatal: atanmas: olasiligs,

ax(%) = P(W(x,)< O/ZI?ZZ’S:HI)

[/_ll ‘%@1 +zz)] S"(X. ~-X,) (2.58)

(@ -5)s = & -5 |

=(D1—

ve I1, de oldugu bilindiginde II, ' e hatal atanmas: olasihy,

az(b =P(W(x,)>0/%,,x,,s,11,)

[1_12 "‘;"(Zl +X, )] S"(X; -X,) (2.59)

=1-Ps-- >
(%, _zz)'s—lzs—l(21 _Zz))m

P

olarak elde edilir ve toplam hatali ssmflandirma olasihigy,
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P(IHS)=§(a,(%>+a,(‘:»

dir (Lachenbruch (1975), Anderson (1984)).
2 bilindifinde kosullu gergek hata oranmmin beklenen deZeri olan beklenen gergek

hata oram
y w,  (1-p)
E = p(—>—-~2 2.60
(@(®=PCL>E) (2.60)
dir (John (1961), Moran (1975)); burada, w, ~ 1, , ve w, ~ x¢,,  herbiri p serbestlik
dereceli bagimsiz merkezsel olmayan »* rasgele degiskenleridir ve merkezsel olmama
parametreleri,

1 1 2

2

I 1

nn,A? - =

. N Gntr Jmemsing,
: 4(1-p) y

p= (n,~n,)
\/(771 +m,)(m +n, +4nn,)
dir. E(a,(&))igin de benzer ifade elde edilebilir.
n, ve n, dmeklem hacimleri yeterince biiyiik oldugunda W(X)' in dagilimi normal

dagihma yakindir. Bu sonugtan «, (E) ve az(;‘) hata oranlan i¢gin yaklagik ifadeler,

5o E(-W(X,)/11,)
o ()= (D{_JE(VW(W(X.O)/HI)) }

_czl(Al _E(”z_'"l_)) (2.61)
_ol_ nn,

ch(Az+p(nl +n2))
nn,

ve
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E(W(X,)/11,) }
VEWVar (W(X,)/T1,))

& (a2 + PR 1)y (2.62)
—pl_2 mn,

Jc (& + Pty
: nn,

biciminde elde edilir; burada, ¢, ve ¢, (2.54) ve (2.55) de verilmigti (Lachenbruch (1968),
Viollaz ve arkadaglan (1995)). Buradan toplam hatali ssmflandirma olasth@, bu iki hata
oranimin ortalamasi alinarak bulunur.

Okamoto (1963), n? siradan terimler cinsinden W(X)' in asimptotik dagilimim
elde etmigtir ve bu asimptotik dagihm yardimiyla kosullu gergek hata oranlan igin
asimptotik ifadeler elde edilmistir. Béylece n, — cove n, — ooigin I(x,) ile gosterilen x,
6lgiimlii birimin IT, ' de oldugu bilindiginde IT, ' ye hatal atanmas: olasith al(E) "y,

az(bab{

A? A?
W(lo)‘—z‘ o
P(#(X) $O0/TL,) = P(———2-5-2-/TL,)

—l Al 4 Al A 3p-1)
_cp{ 2}+¢{ 2}((16+ A ) n, (2.63)

A (p-)) A(p-1) 2
+(16 A ) ny +( 2 )/ n)+0(n™)

ve I, ' de oldugu bilindiginde II, ' e hatali atanmasi olasilif az(;‘,‘) 'y,

WX)-(-%) (5

P(W(X,)>0/T,)=1~ P( X 2 < AZ /1T1,)
—al_A _AL A 3p-])
_q){ 2}+¢{ 2}«16+ 4A )/m, (2.64)

A _(p-D,,  Ap=1) -
+16 A )/ n, +( 2 )/ n)+O0(n™*)



28

agiimlan bigiminde elde etmistir (Anderson (1984)); burada, n=n,+n,, ¢(.) standart
normal dagilmin yogunluk fonksiyonu ve O(n?) ikinci siradan diizeltme terimidir.

Béylece elde edilen bu iki olasithfin ortalamasi alinarak, toplam hatal siniflandirma
olasilif: bulunabilir.

X, X,, X, ve S birer rasgele degisken oldugunda n, = n, kosulu altinda Sitgreaves
(1961) tarafindan elde edilen W(X)' in dagihm bir dnceki alt bolimde verilmisti. #(X)'
in elde edilen bu dagilimi gézoniine alinarak hatali atanma olasiliklan,

P(W(X,)<0/11,) = P(W(X,) > 0/11,)

_2n}.2(n+1))
2n+1
_Pyre2=hyrd

2I(n 2)F( 2 )r(z)

_Tn-Dexp(

F(£2_—1+k+m)f‘(n—§+j+é)l"(r +’—§1)

TIITI

o l"(§+j+l+r+k+m)l"(n—%+j+é+m)

r(g +j + é +m)(__2)l (nﬂ.z )j+l+r+k+m

JINr k ml(2n 1)

(2.65)
bigiminde elde edilir, burada 4* bir dnceki alt boliimde verimigtir. (2.65) ifadesi aym
zamanda toplam hatali siniflandirma olasiligidir. (2.65) ifadesi oldukga karmagik
oldugundan ileride kullamlmayacaktir.
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BOLUM 3
NORMAL DAGILIMA SAHIP OLMAYAN KITLELERDE DiSKRIMINASYON

Gergek hayatta o6rneklemlerin alindify kitlelerin dafihmlan her zaman normal
olmayabilir. Bu nedenle normal dagilima sahip olamayan kitlelere de diskriminant analizi
uygulanabilir. Bu bolimde, bazi kesikli diskriminant analizi yéntemleri ve gamma
dagihmina sahip kitlelerde diskriminasyon problemi verilmeye cahigilacaktir. Kesikli
diskriminant analiz ile ilgili fazla ayrintiya girilmeyeceginden, ileriki boliimlerde kesikli
diskriminant analizi i¢in sonuglar verilmeyecektir.

3.1 Kesikli Diskriminant Analizi

Bir ¢ok durumda goézlemlerin alindigi dagihmin normal oldugu distinilmektedir.
Ancak anket sorulan, kredi degerlendirmeleri gibi durumlarda rasgele degiskenin
dagilim kesikli oldugundan, kesikli diskriminant analizi tekniklerinin kullanilmas: gerekir.
Kesikli diskriminant analizinde, X = (X, X,,..., X )’ her bir bileseni s,,s,,...,5, sayida

P
sonlu degerler alan kesikli rasgele bir vektordiir. Boylece dmeklem uzay1 R”, s= l—[s].

j=1
tane sonlu sayida durum igermektedir. I, ve II, swrasiyla f,(x) ve f,(x) olasthk
fonksiyonlarina ve q,, g, prior olasiiklarina sahip birbirinden farkh iki kitle olsun.
Boylece X = x igin kosullu olmayan olasilik fonksiyonu

g(x) = /i (x) +9,/,(x) (3.1)
=8 (x)+8,(x)
bigimindedir; burada, g,(x) ve g,(x) ifadelerine diskriminant degerleri (skorlan)
denmektedir.
Iki grup igin diskriminasyon, R” 6rneklem uzaymin sirah bdlintimi D =(D,,D,)
kurali ile tanimlanir. Eger x € D, ise, D kurah x g6zlemini IT, ' ye atar (=1,2).
Boylece X = x €D, kogullu hatali simiflandirma olasih@

g;(x)
gx)’
ve kosulsuz hatali siniflandirma olasilif

P(D/ X=x)= i j (3.2)
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P(D)y=E(P(D/ X =x))
=Y 5+ &) (-3)
D D,

dir. Eger kural kogulsuz hatali simflandirma olasiigini minimum ediyorsa optimalidr denir
(Goldstein ve Dillon (1978)).

3.1.1 Baz1 Kesikli Diskriminant Analizi Yontemleri

Bu alt kesimde kesikli diskriminant analizi yontemlerinden bazlan verilmeye
galigilacaktir. Oyleki biitiin yontemler igin rasgele degisken X, ' nin 0,1 gibi sadece iki
deger aldil varsayilacaktir (j = (1,2,...,p)).

3.1.1.i Bagimsizhik Durumu

X,,X,,...,X, sadece iki defer alan ikili degiskenleri, birbirinden bagimsiz rasgele
degiskenler olarak gozoniine alinsin ve bagimsizhktan dolayr sadece p tane parametre
olacaktir. Verilen bir X = (x,,x,,...,X,)’ gozlem vektori i¢in olasihik fonksiyonu

P(X=x/11) =] T(P(X, = x,/TL))" (1 P(X, = x,/TL))"™ (34

bigimindedir. II, ' den #, tane bagimsiz 6rneklem igin P(X; =x;/II,) ' nin yansiz

minimum varyansh tahmin edicisi

B(x,=x,m)=328, =12 p) (3.5)
8 1

dir (i = 1,2). Bu sonug kullamlarak 6meklemlere bagh optimal simflandirma kurah

qllzIZ("n']'i_l)’)xj >q2ﬁ2(%)xj ise x Il,'e

J=1 s; Jj=1 s

R (={a] [ Dy <qzl£IZ(’—”;‘29)’f ise x T1,'ye 3.6)

=1 5 =1 s

qxﬁZ(ﬂ)‘)x’ =q, 1!12(%)" ise x rasgele atanir.

L =1 s j=l s,
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ile verilir (Goldstein ve Dillon (1978)).
3.1.1.ii Tam Bagimhhk Durumu

Tam bagimhlk durumunda siniflandirma kurali Frechet Gst ve alt simrlan gézoniine
alinarak olugturulacaktir. Fy (x,)=P(X,;<x;), II, kitlesinin j ' inci degiskeninin
dagihmim gostersin (/=1,2). Tam bagimlihk durumu igin Frechet st stnin

F* (51, %y5e00%,) = min{ By, (8), Fy, (5), 0 P, (2,)] G.7)

ve Frechet alt sinin

F(x,x,,..,x,) = max{inj (xj)—(p—l),O}

= (3.83)
= max{Fy () + Fy, (%,)+...+Fy, (x,)~(p-1),0}
bigiminde tanumlanmstir; burada, ) Fy (x) =1 dir (Dall'Aglio (1972)).
N
Frechet sinirlan igin olasilik fonksiyonu
fx_,(xj):P(Xj =xj) (.9)

=P(X,<x,)-P(X,<x,)
formiilii ile hesaplanur.
Buradan Frechet tist sinir1 igin 6reklemlere bagh optimal siniflandirma kurali

PRGN
L@ 4
R,(s)= L@ B oymye (3.10)
(X)) 4
I®_a
PR
ve Frechet alt sinin igin 6rneklemlere bagh optimal simiflandirma kurah

isex Il,'e

ise x rasgele atamir.
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FcNA
H@) 4
Ro,(s)=4ifﬁ<1& ise x I1,'ye (3.11)
L@ a
f®_ %
L L @
ile verilir (Atakan (1990)). Kesikli dagihmlar igin ikiden ¢ok degisken oldugunda Frechet
alt sinin her zaman iyi sonug¢ vermemektedir.

ise x I1,’e

ise x rasgele atamir.

3.1.1.iii Bahadur Modeli

R?, her biri 0,1 degerini alan X =(x;,%,,...,x,)" rasgele vektoriiniin 6rneklem
uzayim gostersin. Eger j ' inci birimin deZeri pozitif ise x; =1 aksi halde 0 degerini alir
(J=12,.,p). P(x), R? omeklem uzayinda bir olasiik fonksiyonu olsun 6yleki
Vx e R’ i¢in,

P(x)20

ve

2 P@)=1
xR

Ozellikleni saglanmaktadur.

R? 6rneklem uzaynda 27 tane durum s6z konusudur ve olasilik fonksiyonu (27 1)
tane parametre igermektedir. (j=1,2,...,p) igin 0< 0,<1, 6,=P(X,=1)=E(X,) ve
1-6, = P(X, =0) olmak tizere

5 _(X,-8)

T Jea-8)

olarak tammlansin;, burada, Z, ~ N(0,1) dir. Aynica,
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pjk =E(ijk)’ j<k
Pun =E(Z,2,2,), j<k<m

Pn,=E(Z2Z,.2Z)
degiskenler arasindaki korelasyonlar olmak iizere, modelde (g) tane ikili, (g) tane

tgli, ..., (p) tane p ' i olmak iizere toplam 27— p~1 tane korelasyon terimi vardir.
P

Verilen bir f(x,,x,,...,x,) dagiim altinda x, ' ler bagimsiz ve ayni daZiiml rasgele
degiskenler olmak iizere

S (x) = Ay(x)P(x) (3.12)
dir, burada
P
1>[1](E)=Ha;f(1-a,)"‘l (3.13)
]:
ve
PX)=1+> psZZ, + D pu,Z,Z,Z +. . +py, Z.Z,. .2, (3.19)
J<k J<k<m

dir (Bahadur (1961)). Bu model bazen genel lineer model olarak da adlandinlir
(McCullagh (1989)). Buradan 6rmeklemlere bagh optimal simflandirma kural

pAE] >%2 e x II,

H® @

) _a . :

———j,=2(£)<ql ise x I1,'ye (3.15)
I _a
WA )

(

R, (8)=1

ise x rasgele atanir.

ile verilir.
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3.1.3.iv Log Lineer Model

JS(x) ' in her bir X=(x,,x,,...,x,)" noktasindaki logaritmalar, ana etki ve
etkilesimlerin lineer birlesimi geklindedir. Boylece,

} 4 P
logf(x)=a+).(-1)Va,+D (-)"a, +(-1)*"*"""q, , (3.16)

J=l J<k
olarak yazlabilir, burada, « tim degiskenlerin ortak etkisi; @, , j ' inci degiskenin
etkisi;@;, j ve k' inc1 defisken arasindaki etkilesim etkisini, ... ,a,, , tiim degiskenler
arsindaki etkilegimi gostermektedir. Bu modelin anti-logaritmasi Bahadur modelini verir.

a ' lar minumum logit ki-kare tahminleri kullanilarak hesaplanabilir (Berkson (1955)).
Buradan 6rneklemlere bagh optimal siniflandirma kurah

log]:‘(z) >logl’- ise x Il,'e
2(x %
f; (x) . '
o (5)=qlog=—==<log"%+ ise x II,'ye 3.17)
" + Jo(x % :
log === L@ _ =log*% 2 se x rasgele atanir.
; f 2(x 9,

ile verilir,

Cok boyutlu olumsalhlk tablo (contingance table) analizleri kullamlarak da
diskriminasyon yapilabilir (Bishop, Fienberg ve Holland (1975), Fienberg (1977)).
Birden ¢ok kategorik degisken goz6niine alindiginda, bu degiskenlerin veri tablosu, her
bir degigken tablonun bir boyutu olmak iizere ¢ok boyutlu bir olumsalhk tablo
goriniimiindedir. Log lineer model, olumsalik tablonun beklenen sikliklarnn
logaritmalan cinsinden ifade edilen ortak etken, kategori etkileri ve etkilesim terimlerini
igeren lineer formda bir modeldir. 3 boyutlu bir olumsallik tablosu igin, X, gozlenen
sikik, p,,=P(X,=x,,X,=x,,X,=x,) ¢ok degiskenli ortak olasilifs, gbézlemin
(jkm) gbzesinde bulunmas: olasihg ve e, = np,, beklenen sikhk ve n drneklem hacmi

olmak tizere, log lineer model

L,,=lne,,

=V +Vi6y *Vaey +Vamy tVi2ty +Viagm  Vasciomy +Visimy

(3.18)
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ile ifade edilir, burada V' tiim kategorilerin ortak etkisi, ¥, ,, j ' inci kategorinin etkisi
Viagry J ' inci ve k' inc1 kategorinin etkilesim etkisi, ... ve ¥y, tim kategorilerin
etkilesim etkisidir. Bu sonuglardan 6rneklemlere bagh optimal simflandirma kurali

r({':jm/n,) %
(L !TL,) 4y
(Izjbu/ni) <%
(Lm/TL,) 4,
L/ L) _q,
| (L /TL) 4,

ise x Il,'e
R, (s)=+ ise x I1,'ye (3.19)

ise x rasgele atanur.

ile verilir.
3.1.3.v Cokterimli Model

Cokterimli modelde, 27 tane durum ve her bir kitle igin (27 —1) tane parametre
vardir. Bu yontemde tahmini diskriminant fonksiyonu, kangtinlmig kitleden alinan N
hacimli bagimsiz 6meklem yardimiyla ya da II, ve II, kitlelerinin her birinden bagimsiz
olarak alinan », ve n, hacimli 6reklemler yardimiyla olusturulur.

Omeklem kangtinlms kitleden alinmg ise olasilik fonksiyonu

Fw=29 Af*)

ile ve diskriminant fonksiyonu

, i=12 (3.20)

gi (x)= qx.f; (x)
_N N
"N N,
N
N
ile tahmin edilir, burada N,, i ' inci kitlenin hacmi ve N,(x) i ' inci kitleden 6mekleme
giren gozlem sayisidir. Boylece drneklem hacimlerine bagh optimal simflandirma kurah

(3.21)
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N(®)>N,(x) isexIl'e
Ru()={M(x)< N, (x) isex IL'ye (322)
N,(x) = N,(x) ise x rasgele atamr.
ile verilir. '
Omeklemler IT, ve I, kitlelerinden ayr ayn alinmig ise olasilik fonksiyonu

FAeS) =%5), i=1,2 (3.23)

i

ile ve diskriminant fonksiyonu

£(x) =97,
g M (3.249)

n,

ile tahmin edilir, burada g, (#=1,2) 6nceden belirlenmis degerdir. Béylece 6meklemlere
bagh optimal simflandirma kurali

,

7 n,;z) >q nz’fzz) isof R INE
Ropz ()=14 ”1'515) <q, nz’le) ise x I,'ye (3.25)
q, mx) q, 7 (%) ise x rasgele atanir.
N n,

ile verilir (Goldstein ve Dillon (1978)).
Kesikli diskriminant analizi ile ilgili daha genig aynnti igin Goldstein ve Dillon
(1978), Moore (1973) ve Atakan (1995) ' nin galismalanina bakilabilir.

3.2 Gamma Dagihmina Sahip Kitlelerde Diskriminant Analizi

Normal kitleler i¢in parametreler bilindifinde elde edilen R, smiflandirma
kuralimn optimal kural oldugu Boliim 2 de verilmigti. Ancak normal olmayan kitleler i¢in
R, kurah optimal bir kural olmayabilir. R, kural, Fisher tarafindan 6nerilen dagilimdan
bagimsiz bir kuraldir. Bu alt kesimde, tek de@igkenli gamma dagihmina sahip kitleler igin
optimal smiflandirma kurah, kitle parametrelerinin bilinip bilinmemesi durumlan géz
Oniine ahnarak incelenecektir. Yine hem parametrelerin bilindigi, hem de bilinmedigi
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durumda, iki kitlenin parametreleri arasindaki baz iligkiler g6z 6niine alinarak, ortaya
¢ikan farklh durumlann herbiri igin diskriminasyon problemi irdelenecektir. Burada,
Adegboye(1993) ' nin gammanin 6zel bir hali olan istel dagihmh kitleler igin elde ettigi
sonuglar, gamma dagilimina sahip kitlelere genellestirilmektedir.

3.2.1 Parametrelerin Bilindigi Tek Degiskenli Gamma Kitleleri icin
Diskriminasyon

I, ve I1,, ortalamalan 6,8, ve 4,8, (9,5, < é,5,) olan ve

1
i ;5” () inpesay
T T

olasibik yogunluk fonksiyonlarina sahip gamma dagihimina sahip iki kitle olamak iizere,
bu iki yogunluk fonkstyonun oram

xie Tk | j=12 (3.26)

1 £oilp=xh
&
51(x;6,,5) — (58
fz (x: 62 >ﬂ2) —1__ x"z"e"x/ﬂz

(3.27)

8. Bi-B
_ I'(5,)8," G, "

r(6)8"
olarak elde edilir. Elde edilen bu ifade, parametrelerin bilindigi durum igin diskriminant
fonksiyonudur. (1.13 ) ' de verilen optimal simiflandirma kuralina gére

Li(58,8) 5 4
[:(%,6,.5,)
ise I(x,) ile ifade edilen x, 6lgiimlii birim II, ' e aksi halde IT, ' ye atanir, burada k"
Bélim 1, (1.16) da verilen bir sabittir. Boylece optimal simiflandirma kurah

Jute B8R 5 se I(xy) , The
Rs:y T(8))B,”
diger durumda , II,'ye atanir.
ile verilir. R; ' deki G harfi gamma dagihmim goéstermektedir. Maliyetler ve prior
olasiliklarin esit oldugu kabul edilirse optimal kural R,

(3.28)



38

Bby 4

xo(sl‘sz)eﬂ‘p’ >M%' ise I(x,), Hl'e
I'(,)p,"

diger durumda . II,'yea ’

Ry (3.29)

bigiminde elde edilir.
R; optimal simflandirma kuraly, 6,, §,, &, ve B, parametrelerinin farkh durumlanna

gore asagidaki bigimlerde elde edilir

Durum 1: 8, < §, ve B, =f3, = fise R; optimal simflandirma kural,

AY

X, < exp{ln({—(‘%ﬂ“*“”)/(al —62)} ise I(x,), Ti'e

diger durumda , II,'ye atamir.

R;: (3.30)
ile verilir.
Durum 2: §, =—02l< 0, =£22- ve f, =, =2 ise gamma dagiimlan v, vev, serbestlik

dereceli ki-kare dagihmlarina donisiir. v, vev, serbestlik dereceli ki-kare dagihimh IT, ve

IT, kitleleri igin R , optimal simflandirma kurah

Xy < exp4 In( 2 2 ) () ise I(x) , T'e
R.: D, 2 (3.31)
7 r (-2-)
|diger durumda , 1I,'ye atamr.
bigiminde elde edilir. R , ' deki x sembolii ki-kare dagilimim gostermektedir.
Durum 3: §, =J, =6 ve B, <p, ise R; optimal simflandirma kurah
BB, Biysy
x, <————In((71)°) ise I(x,) , II,'e
Rg: ’ B -5 B, ° ' (3.32)

diger durumda , I1,'ye atamir.
olarak bulunur.



(&)= K, (X, €B,/11,)
=P(X,2¢/1II)

= J'fl(xo;‘shﬂ)dxo

- }-fl (%036, B)dx,

[

] l .
=1- | ——x, e "dx,

! INCY 2
a/f

1 51‘1 ~y
=1- j TG,y d

=1-T (&,
’(ﬂ )

dir, burada x, = yf donigimi yapilarak sonuca ulagilmigtr. a,(8)=F, (X, €B,/I1,)

olasilig benzer bigimde elde edilir. Boylece g, = ¢, = % olduunda

8)+T (2,8,)

¢ 1 [
a =—(1-I';(—=

ﬂ 2
elde edilmis olur.
Asagida verilecek olan teoremlerin ispati, Teorem 3.1 ' in ispatiyla aym oldugundan bu

teoremler ispatsiz verilecektir.

Teorem 3.2: II, ve II,, v, ve v, serbestlik dereceli ki-kare dagilimina sahip kitleler
olmak iizere R z, siniflandirma kuralina gére toplam hatali simflandirma olasilig

af =2 S B & U
_2[1r( )1‘(2 2]

yada (3.37)

1 C. c.
o = E[I—Fn, ('zi’vl)"'Fnz(—;_a vz)]

dir; burada,
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ln(r(ul /2))2(01—02)’2

I'(v,/2
c, = €xp ( :)1 ")Uz
2
ve
/2 o
Fo(Z,0)= [ ——wd e, , i=12
o I(Z2""

v, serbestlik dereceli birikimli ki-kare dagilim fonksiyonudur.

Teorem 3.3: II, ve II,, (8,,5,)(5,,0,) parametreli gamma dagilimma sahip kitleler
olmak iizere §,=8,=06 ve B, <p, ise R; kurah kullamldiginda toplam hatah
siniflandirma olasili
G 1[ G G
@’ ==|1-T (=,0)+I, (=,9) (3.38)
A

dir, burada

= ﬂlﬂz l ﬁb‘
5-p "))

S
dir.

Teorem 3.4: I1, ve I1,, B, < B, parametreli iistel dagihima sahip kitleler olmak iizere R,
siniflandirma kuralina gére toplam hatah siniflandirma olasiig

_1, . Bits_ P
o= 2[1+(ﬂz) (ﬁz) ] £

dir.

3.2.2 Parametrelerin Bilinmedigi Tek Degiskenli Gamma Kitleleri icin
Diskriminasyon

Parametreler bilinmediginde I1, ve II, kitlelerinden ahnan », ve n, hacimli
X1 Xizses Xiy, V& Xy, Xy X,

2n,

bagimsiz rasgele Omneklemler yardimyla
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bilinmeyen parametreler tahmin edilebilir. (X,, X,) ve (S, S2) srasiyla iki kitlenin
orneklem ortalamalan ve varyanslan, (X,, X,) ve (s}, s7) onlann aldig: degerleri
gostersin. Parametrelerin bilindigi durumda elde edilen diskriminant kurallarinda,
bilinmeyen parametreler yerine, émeklemlerden elde edilen tahminlerinin direkt olarak
kullamilmasiyla (plug-in) 6rneklemlere bagh diskriminant kurallan elde edilmis olur.
Boylece dmeklemlere bagh R, (s) simflandirma kurah

- * _T6)A™ .

(61-62) , BBy 171 '

X, e >—121_ ise I(x,), Il,'e

R;(s)1™° r(‘;z)ﬂzsz (%) 1 (3.40)
diger durumda , II,'ye atanir.

N 2 ~ 2
ile venliri burada §, =—)§‘2— ve B, =§,_'— (7=1,2) momentler yontemiyle 6rneklemlerden
i i
elde edilen tahminlerdir.

Parametrelerin bilindigi durumda, parametrelerin farklh durumlanina gore elde edilen
dort farkh durum go6zoniine ahnarak asafidaki bigimlerde Orneklemlere bagh
diskriminant kurallan elde edilir.

Durum 1: R;(s) orneklemlere bagh simiflandirma kurali 3, < 3’2 ise

X, <exp{m(%%%ﬁ(&-3,))/(3l_32)} ise 1(x,), Il,'e

R (s): A
diger durumda , I1,'ye atanir.
ve 8, 2 5, ise (3.41)
T(3) 5650y (5. _ 5. ;
x, 2 exps In(—=2= 4%/ (8, - 8,) } ise I(x,), II'e
RG(S): 0 { 1_,(62) 1 2 0) 1
diger durumda , I1,'ye atanir.

olarak elde edilir, burada f= %(]9, +4,), iki kitle igin A ' nin birlegtirilmis tahminidir.
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Durum 2: R, (s) 6rneklemlere bagh optimal siniflandirma kural D, <, ise

v,
'+ 2 L) (3_vz, %
X, < expy In( )/( 2) ise I(x,) , II,'e
R 2 (s):4 I'( _% )
(diger durumda , 1I,'ye atamir.
ve D, 20, (3.42)
0,
I 2 ") (w_':z_, -5
x, = exp1 In( )/( z) ise I(x,), Il'e
R, (5):4 D,
7 I‘(;)
| diger durumda , I1,'ye atanir.

ile verilir, burada D, = X, D, = X, dir.

Durum 3: R;(s) 6meklemlere bagh optimal simflandirma kural ﬁ, < ﬁz ise

x, < ‘B‘ﬂz (ln(z’ £1y%) ise I(x,), I,'e

Ry(s¥{ " B.-B,
diger durumda , 1I,'ye atamr.
ve B, 2 B, ise (3.43)

ﬂﬂz By
R.(5) Xo 2 ) (ln(ﬂ )’) ise I(x,) , II,'e

difer durumda , II,'ye atamr.

bigiminde bulunur, burada &= %(Zsl +8,), iki kitle igin & ' nin birletirilmis tahminidir.



Durum 4: R, (s) 6rneklemlere bagh optimal simiflandirma kurah ,3, < ﬁ, ise

xo<—,.-£‘ﬂ+ln(£‘—) ise I(x,) , I,'e
RE(S): ﬂl—ﬂz ﬂz
diger durumda , I1,'ye atanir.

ve ﬁl P ,Bz ise (3.44)

Ry xozf_%z-ln(—,ﬂj) ise 1(x;) , Tl

diger durumda , I1,'ye atanir,

ile verilir, burada B, = X, ve B, = X, dir.

Parametrelerin bilinmedidi durumlarda elde edilen siiflandirma kurallan igin hata
oranlaninin  analitik ifadeleri oldukga karmagik oldugundan, bunlann elde edilmesi
zordur. Adegboye (1993), iistel kitleler i¢in hata oranlanm oldukga karmagik olan ¢ift
kath integraller cinsinden vermistir. Bu integrallerin direkt ¢6ziimiiniin zorlugundan, hata
oranlan Béliim 4 ' de verilen bazi hata oram: tahmin yontemleri kullamlarak simiilasyon
ile tahmin edilmeye galigilacaktir. Simiilasyon sonuglan Boliim 5 ' de verilecektir.
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BOLUM 4
HATA ORANI TAHMIN EDICILERI

Parametreler bilinmediginde, omeklemlerden elde edilen tahminleri kullamlarak
olusturulan 6rneklem diskriminant fonksiyonunun dagiimindan yararlamlarak hata
oranlan bulunabilir. Ancak érneklem diskriminant fonksiyonunun dagilimim bulmak her
zaman kolay degildir. Bu nedenle orneklem diskriminant fonksiyonunun dagilim
bilinmediginde veya bulunamadifinda hata oranlan igin bir ¢ok tahmin edici s6z
konusudur. Bu tahmin edicilerin bazilar1 drneklemlerin alindif1 dagilimlara bagh olmasina
ragmen, bazilan dagiimdan bagimsizlardir. Bu béliimde verilecek tahmin edicilerin bir
¢ofu igin normallik varsaymmu gozoniine alnacaktir. Bunlardan bazilan D, DS, U, O,
0S, L, LS, M tahmin edicileridir. Diger yandan R, U, H, 2H, KH, Jacknife ve Bootstrap
gibi tahmin edicilere parametrik olmayan tahmin ediciler denmektedir. Jacknife ve
Bootstrap teknigini, biitiin tahmin tekniklerine uygulamak mimkindiir. Bu boliimde
bagka bir tahmin edici simfi olan diizlenmis tahmin ediciler de gozoniine alinacaktir.
Bunlar RS, US, RN, UN ve NS tahmin edicileridir. Aynica 6nerilen iki yeni diizlenmig
tahmin edici olan NSL ve NSLS tahmin edicilerine de yer verilecektir. Yukaridaki tahmin
ediciler igin literatiirdeki gosterimler dikkate alinmigtir, Bundan sonraki alt kesimlerde x,
olgimla bir birimin, IT, ' de oldugu bilindiginde I1, ' ye hatalh atanmasi olasiligi igin bir
tahmin edici @,; IT, ' de oldugu bilindiginde I1, ' e hatali atanmas: olasilif igin bir tahmin
edici @, ve toplam hatali simiflandirma olasth igin bir tahmin edici @ sembolleri ile
gosterilecektir. Literatirde bilenen tahmin edicilerden bir ¢ogu fazla aynntisina
girilmeden agagidaki alt bolimlerde verilmeye galisilicaktir.

4.1 D Tahmin Edicisi

Fisher (1936) tarafindan 6nerilen bir tahmin edicidir. Plug-in tahmin edicisi olarak da
bilinir ve &” ile gosterilir. Bu tahmin edici, parametrelerin bilinmedigi durumda elde
edilen hata oram ifadelerinde, bilinmeyen parametrelerin yerine 6rneklemlerden elde
edilen tahminlerinin direkt olarak kullanilmasiyla olugturulur. ESer parametreler en ¢ok
olabilirlik yontemiyle tahmin edilmigler ise, bu tahmin ediciye en g¢ok olabilirlik tahmin
edicisi de denir (Karson (1982)).

Tek ve ¢ok degiskenli normallik varsayimi altinda Béliim 2 ' de verilen hata oranlan
i¢in D tahmin edicisi agagidaki gibidir:
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Tek degiskenli normallik igin D* = (X, — X,)*/S? oldugundan (X, < X,) i¢in

~ - 1 - =
af’—:a? =¢{5—S'(X1_Xz)}

]

dir, buradan toplam hatah simflandirma olasilifs i¢in D tahmin edicisi

& =Pt
2 2
olarak elde edilir. Aym sekilde (X, > X,) igin

dir ve

o4

olarak elde edilir. & bilindiginde &, ' nin beklenen degeri
E(&7) = ®{a }+0{5}-2G(a,.b;0)

dir (Hills (1966)); burada,
- (- 1)
' 26 1+h,’
p == 1)
' 20y
_ |l
P 1+,
ve
+
hl=”1 n,
4mn,

dir; E(a?) de benzer gekilde bulunabilir.

4.1)

4.2)

4.3)

(4.4)

4.5)
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Cok degiskenli normallik durumunda D tahmin edicisi

r ’ BN

[Zl —%(Z; +Xz)] S—l(zx "Xz)

&f’ =@~ — . —
[(X,-X,ys7'ss7(X, - X))

. J

=q>{- D } (4.6)

( ’
[Zz —}‘(Zl +Xz)] S-,(Xl "Zz)
& =o)L ——

[(Zl - Zz )'S _1SS —i (X1 - Xz )]VZ

. J
DZ
@{— 5 \/.5} 4.7)
-2}
2
dir ve buradan

o4
2

dir; burada, D? = (X, - X,)'S™(X, - X,,) daha nce verilen A? igin bir tahmin edicidir
ve X bilindiginde & ' nin beklenen degeri

o

E(&f)=P(§i>i—“_§%) .38)

4
dir (Moran (1975)); burada, w; ~ 27, V& W, ~ %,,,,, her biri p serbestlik dereceli
bagimsiz merkezsel olmayan »* rasgele degiskenleridir ve merkezsel olmama
parametreleri
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n 1 _ 1 A
4 - P\ Jrns e —anm,
’ {2a0-p)}

?

n,nz{ l__ ! }Az

gm NPty —dn,
{2(1 +p )}

dir; E(a) de aym yolla bulunabilir.

4.2 DS Tahmin Edicisi

Normallik varsaymm altinda 6rneklemden elde edilen D?, A? igin yanh bir tahmin
edicidir. Lachenbruch ve Mickey (1968), A? ' nin yansiz bir tahmin edicisi olarak
DSy =2t P=3 e 4.9)
n+n,—2
tahmin edicisini alarak &™ ile gosterilen DS tahmin edicisini elde etmislerdir. Bu tahmin
edicisi, D tahmin edicisinde D yenne DS alinmasiyla elde edilir.

Tek degiskenli normallik igin
DSy ="t =4 (4.10)
m+n,—2

dir, buradan (X; <X,) igin

PS5 =oPS = m+nm—-4D
! 2 n+n,—2 2 4.11)

~ DS

ve (X, 2X,) i¢in

&PS = 555 = @) - m+n,—4 D
nn,—2 2 4.12)

=a™
olarak bulunur.
Cok degiskenli normallik durumunda DS tahmin edicisi
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—p-3D
5S —apS —qpd_ [t P53 D
G =@ ,/ nim-2 2 (4.13)

~ DS
=a

olarak elde edilir.
4.3 R tahmin Edicisi

Smith (1947) tarafindan oOnerilen bu tahmin ediciye yeniden yerine koyma
(resubstitution) tahmin edicisi veya goriiniiste (apparent) hata oram denilmektedir ve &*
ile gosterilir. Karson (1982) bu tahmin ediciye kangik matris yontemi adim vermigtir. a®
tahmin edicisi, II, ' den n, gozlem ve II, ' den n, gbzlem alinarak olusturulan
diskriminant fonksiyonu kullanilarak 7, +n, gozlemin tekrar simflandinimasiyla, IT, ' den
II, ' ye atananlann sayismin n, ' e ve II, ' den II, ' e atananlann sayisinn n, ' ye
oranlanmastyla elde edilir. Eger I1, ' deki n, gdzlemden II, ' ye atananlann sayist n,, ve
I1, ' deki n, gozlemden I, ' e atananlann sayisi 7, ise

ar="n (4.14)
n
ve
&=t (4.15)
n,
dir ve buradan
& =
1 . (4.16)
= -5(22—14._2.)
n n
dir. Tek degiskenli normallik varsayim altinda o bilindiginde & ' nin beklenen degeri
E(a}) = ®{a,}+®{b,}-2G(a,,b,;p,) 4.17)
dir (Hills (1966)); burada,
a. = (4 — 1)
? 20"/2 ’



50

ve

n+n,
hl =
4mn,

dir ve T bilindigi gok degiskenli normallik varsayimi altinda & ' nin beklenen degeri

E(@®) = P(-zi>i—i’:;—2) (4.18)
2

6
dir (Moran (1975)); burada, w, ~ Z%Ms) ve wg ~ )((2,,’,16, her biri p serbestlik dereceli
bagimsiz merkezselolmayan ;* rasgele degiskenleridir ve merkezsel olmama

parametreleri

nn I A A
P & Jn,+n2 \/n,—3n2+4n,n,
’ {201+p,)}

2

nn 1l 1 N
1= ne \/n,+nz ,/;1—3n2+4n,n2
‘ {20-p,)}

dir.

4.4 U Tahmin Edicisi

Lachenbruch (1967) tarafindan verilen bu yonteme tek gdzlemin atilmasi (leave-one-
out) tahmin edicisi de denmektedir ve & ile gosterilir. I1, ' deki », gozlemden bir
tanesinin gikanlarak, geriye kalan »#, —1+n, gozlem yardimiyla diskriminant fonksiyonu
olusturulur. Bu diskriminant fonksiyonu kullamlarak, ¢ikanlan gézlemin gruplardan
birine atanmasi yapilir. Bu gozlem kendi grubuna da, diger gruba da atanabilir. Bu islem
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I1, ' deki n, gozlemin her biri igin n, defa tekrarlanir ve ve II, ' ye atananlann sayis1 n;,
belirlenir. Aym iglem I1, grubu igin de yapilarak, IT, ' e atananlann saysi n,, belirlenir.
Béylece @” tahmin edicisi

~ 1 ~ ~
a’ =-—(a§’ +ay)

(nn . ", iy (4.19)
2 n n
bigiminde elde edilir.

Bu tahmin edici #(X) lineer diskriminant fonksiyonu kullanilarak elde edildiginden,
her bir gézlem gikartildiktan sonra yeni bir diskriminant fonksiyonu olusturulacagindan,
her defasinda yeni bir matris ters iglemi s6z konusudur. Bu da oldukg¢a g¢ok islem zamani
gerektirmektedir. Bunun igin 7, +n, gozlem kullanilarak olugturulan diskriminant

fonksiyonu yardimyla, gikanlan gozlem harig geriye kalan », +n, —1 gozlem igin tek bir
matris ters islemiyle diskriminant fonksiyonu olusturulabilir. Boylece X, gozlemi
haricken ve W(X,), geriye kalan » +n,~1 gozlem kullamilarak hesaplandifinda,
W(X) ' nin degeri W(X ) ile gosterilir ve W(X ), efer X, I, ' de bir gozlem ise

’

n|+n2_3[X _Zx"'Zz +—X—j+zl:l

W(ljlnl)=
m

+n, -2 2 2(n,-1) B 4.20)
(X,-X, -4 5
LT 42 ( —l) J=lL..,n
ve X, I1, ' de bir gozlem ise
W(X,/T,)="21"h" 3[X _X.u+£z+2£j+2f.z] P
S S (4.21)

yai X+gf_z

Xl"__z =1,...,
(X ) ———),]J n,

bigiminde elde edilir; burada,
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nSHX,+ X)X, +X,)S"

S;'=85"+ — =
7 (ni_1)(n1+nz_2)_’71(&]’*'_{‘:1)'5'-‘(1} +L)

>, J=1...,n

i=12
dir. (4.20) ve (4.21) ifadeleri tek degiskenli durum igin de gegerhdir.

4.5 U Tahmin Edicisi

Lachenbruch ve Mickey (1968) ' in 6nerdigi bir tahmin edicidir ve &° ile gosterilir.
Bu tahmin edici, normal kitlelere U tahmin edicisinin uygulanmastyla bulunan degerler
gozoniine alinarak hesaplamir. X', gozlemleri yardimiyla hesaplanan W(X ) degerlerinin
ortalama ve varyanslan (W, Sy.) ve (,, S.) olmak iizere, her bir kitle i¢in hata oram
tahmin edicileri sirastyla

a7 =¢{—ﬁ} (4.22)
SW:
ve
ol =1—<1>{——"§-} (4.23)
SW:
dir. Buradan
Ay 1 /A W,
= 1+®{-Li-d{-—2 4.24
isol-F-of % e
olarak elde edilir.
4.6 O Tahmin Edicisi

Normallik varsayimi altinda Okamoto (1963) tarafindan Boliim 2 (2.62) ve (2.63) ile
verilen hata oranlan agilimlaninda, bilinmeyen A’ parametresi yerine D* tahmin edicisinin
alinmastyla elde edilen bir tahmin edicidir. Bu tahmin edici de a? ile gosterilmektedir.

Tek degigkenli normallik varsayimi altinda, X, < X, oldugunda
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- - D DI|DI1 1
Ol ==l g A — o —
a4 {2} “’{z}ls[n. nz] (4.25)

ve X, 2 X, oldugunda

D A D D|Df1 1
O_al =pl-= A — =
a, =aq, { 2}+¢{ 2}16[11, + ] (4.26)

=a°
olarak elde edilir ( Sedransk ve Okamoto (1971)).
Cok degiskenli normallik varsayim altinda,

[P_+3(p—l)] [2_(10—1)]
. D D)Jli6 4D 16 4D
ol g BT
4 & 4.27)
f2e2)
4(n +m,)
veE
[_D_+3(p—1)] [_1_3_(p—1)]
&;’=¢{—2}+¢{—2} 16 4D | |16 4D
2 2 n, n,
(4.28)
+[ D(p—l)]
4(n +m,)
olarak elde edilir, buradan
a° = %[&? +85 | (4.29)

dir ( Anderson (1984)). Eger n, =n, ise a° = a? dir
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4.7 OS Tahmin Edicisi

Daha once de verildigi gibi D?, A’ ' nin yanh bir tahmin edicisi oldugundan, A* igin
yansiz bir tahmin edici olan (DS)’ gozoniine alindiginda, O tahmin edicisinde D yerine
DS alinarak a® ile gosterilen OS tahmin edicisi elde edilmis olur. Burada da tek ve gok
degiskenli normallik varsayimlan igin sonuglar verilebilir.

Tek degiskenli normallik varsayim altinda X, < X, oldugunda

55 =g =] MtmADl_ ) mim-4D
n+n,—2 2 n+n—-2 2
n_l_'*'_nz__42 l.,.i (4.30)
m+n,=216|m n,

~0S
=a

ve X, > X, oldugunda

6% =50 ol |mtm=4Dy g |mtnm 4D
n+n—22 n+n, -2 2
n+n,—-216|n n,

=&OS

olarak elde edilir ( Sedransk ve Okamoto (1971)).
Cok degiskenli normallik varsayim altinda,

'[JED+3(p—1)] [JcTD_(p—l)]

TS ) Y | ) N 2
’ (4.32)

+ Je.D(p-1)

4(n, +n,)

ve
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[E2.26-0] [2_-0]

cos_w] =D\, ~D|L 1  4JaD 16 4JcD|
R NERNE mac o
(4.33)
| D=1
4(m +ny)

olarak elde edilir, buradan

nos _ lrags . s

5% = [af + &°] (4.34)

dir, burada ¢, = Ll S dir.
n+n—-p-3

olarak elde edilir ( Anderson (1984)). Eger n, =n, ise & = a2* dir.
4.8 L Tahmin Edicisi

Béliim 2 (2.61) ve (2.62) de a,(%) ve az(é) hata oranlan i¢in yaklasik ifadeler elde
edilmisti. Bu ifadelerde bilinmeyen A’ parametresi yerine D? tahmin edicisi alinarak a”

ile gosterilen L tahmin edicisi elde edilir (Lachanbruch (1968)).
Tek degiskenli normallik varsayim altinda L tahmin edicisi X, < X, oldugunda

c_‘(Dz _(nz —nl))

& =1-®]-—2 aile’ (4.35)
‘/cz(Der(n, 1),
nn,

ve
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1 (4.36)
ch(Dz +(nl +n2))
nyn,

dir ve X, 2 X, oldugunda

ar =®{—

%(DZ _ (”z —nl))
e’ (4.37)

JCZ(DZ + (nl +n2))
nn,

ay = ®{—

ve

& =1-0{-2 i (4.38)

olarak elde edilir. Burada,

— ﬂi_’_’z_"_z. P o =3 (n, +n, - 2)2
n+n, -4 2 (n,+n, —4)(n, +n,-6)
dir. Boylece her iki durum igin L tahmin edicisi

G

& =%(&f +&h) (4.39)
dir.
Cok degiskenli normallik varsayimi altinda iki kitle i¢in hata oranlan tahmin edicileni
sirastyla

le_(Dz_P(”z"n])) :
Tt (4.40)

\/cz( p* 4+ Pt m),
m,

a; =®{-

ve
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& (p + 2=y
2 il (4.41)

ch(Dz+p(m ),
nn,

& = -

dir; burada, ¢, ve ¢, Bélim 2 (2.54) ve (2.55) de verilen sabitlerdir. Buradan, toplam
hatah siniflandirma olasihig

&t = %(&,‘ +&5) (4.42)

olarak elde edilir. Eger n, = n, ise &, = a; dir.
4.9 LS Tahmin Edicisi

D?, A? igin yanh bir tahmin edici oldugundan, A’ ' nin yansiz bir tahmin edicisi olan
(DS)* gozonine alindiginda @ ile gosterilen LS tahmin edicisi elde edilir
(Lachanbruch (1968)). Bu tahmin edici i¢in de tek ve gok degiskenli normallik igin
sonuglar verilebilir. Tek degiskenli normallik varsayimu altinda LS tahmin edicisi X, < X,
oldugunda

}_(DZ —¢ (nz —nl))

&S =1-d]-2 iy (4.43)
Jc_z(Dz +(nl +n2))
G mn,

ve

_l_(_D2 ~¢ (nz —nl))

&S =@-2 L (4.44)
Jg;(Der(nl ),
cl nlnz

dir ve X, > X, oldugunda
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l(DZ —cl (nz —nl))

& = @]-2 i (4.45)
c_z(DZ + (nl +n2))
G mn,

ve

l(_DZ ~c, (”z _nl))

&5 =1- ]2 Ll (4.46)
\/c_z(Dz + (nl +n2))
G mn,

olarak bulunur, burada ¢, ve c,, L tahmin edicisinde verilen sabitlerdir ve toplam hatal
sinflandirma olasih@ benzer bigimde

& = %(&f" +55) (4.47)
dir.
Cok degiskenli normallik varsayim altinda hata oram: tahmin edicileri sirastyla

_l_(Dz -q P(nz _nl))

~ n
a]lS =@d- iUe)

(4.48)
G (p? 4+ PURET),
G mr,

ve

_;_(Dz +c] P(”z _nl))
mn,

oy =®3-
? \/c_z(DZ_'_p(nl +n2))
C,

(4.49)

1 mn,
dir. Buradan LS tahmin edicisi

& = (G + ) (4.50)
Olarak elde edilir; burada, ¢, ve ¢, Bolim 2 (2.54) ve (2.55) de verilen sabitlerdir.

Egerm, =n, ise @ = a dir.
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4.10 M Tahmin Edicisi

McLachlan (1974b), a* ile gésterilen ve asimptotik yansiz bir tahmin edici olan M
tahmin edicisini tanimlamigtir. M tahmin edicisi igin hata oranlan

st =of -2} D)oot A2 DD

2 2)\mD  32(n +n,-2)
+D(p_l)(p_z)+(p—l)[—D3+8D(2p+l)+16/D]
an; 64n,(n, +n, -2)
D[3D°-4(24p+7)D* +16(48p” —48p—53)D’ +192(-8p+1 ]
* 12288(n, +n, —2)"* '

(4.51)

ve

<

&M = ¢{_2}+ ¢{2}{p—1+ D4(4p-1)-D?]

2}|nD 32(n, +n,—2)
+D(p—1)(p-*2) (p—l)[—D3+8D(2p+1)+16/D]
4n, 64n,(n, +n, -2)
D[3D°-4(24p+T)D* +16(48p* —48p—53)D* +192(-8p+15]
12288(n, +n, —2)’

(4.52)

+

olarak bulunur, buradan toplam hatali simflandirma olasih@

&M = %(&{” + &) (4.53)
dir. Eger n, =n, ise &' = a} dir.
4.11 H Tahmin Edicisi

Lachenbruch (1967) ve Toussaint (1974) de a” ile gosterilen H (Holdout) tahmin
edicisini tammlamiglardir. IT, ' den alinan n, birimlik ve II, ' den alinan »n, birimlik
rasgele 6rmeklemler, rasgele olarak iki alt gruba aynisin. Bu alt gruplardan birine holdout



oreklemi adi verilir. Béylece herbir grup igin holdout 6rmeklem hacimleri sirasiyla
n = 92—'- ve n, = -'32’— dir. Ancak herbir grup igin elde edilen, holdout drneklemi ile diger
alt grubun (holdout 6rneklemine girmeyen gozlemlerin olusturdugu alt grup) gozlem
sayisi her zaman egit olmak zorunda degildir. Diskriminant fonksiyonu, holdout
orneklemi diginda kalan gozlemler kullanilarak elde edilir. I1, ' deki », ve I, ' deki n,
hacimli holdout &meklemlerindeki gézlemlerin, elde edilen diskriminant fonksiyonu
yardimiyla yeniden atanmasi yapilir. Bu atama islemi sirasinda, gozlemin ahndif kitleden
baska bir kitleye atanmas: yapilabilir. IT, ' deki n, gozlemden I, ' ye atananlann sayisi
n;, ve I, deki n; gozlemden I1, ' e atananlann sayisi n;, olmak iizere, herbir grup igin H
tahmin edicileri

& =22 (4.54)
n,
ve
o = e (4.55)
n,
olarak elde edilir, buradan toplam hatah siniflandirma olasihig i¢in H tahmin edicisi
& = %(a{’ +&) (4.56)
dir.
4.12 2H Tahmin Edicisi

2H tahmin edicisinin mantifi, H tahmin edicisiyle aynidir. H tahmin edicisinde
oldugu gibi, IT, ' den alinan n, ve II, ' den alinan n, hacimli rasgele drneklemler, rasgele
olarak iki alt gruba aynlir ve gruplardan birine holdout 6reklemi adi verilir. Burada da
alt gruplanin gézlem sayilan esit olmak zorunda degildir. Ik olarak holdout érneklemi
digtnda kalan gézlemler kullanilarak diskriminant fonksiyonu olusturulur ve hata oranlan,
holdout orneklemlerindeki gozlemlere goére bulunur. Daha sonra holdout
orneklemlerindeki gbzlemler kullamlarak diskriminant fonksiyonu olusturulur ve hata
oranlan holdout 6rmeklemleri disinda kalan gozlemlere gore hesaplamir. Boylece herbir
grup i¢in 2H tahmin edicileri, yukanda elde edilen hata oranlanmin ortalamasi alinarak
bulunur (Toussaint (1974)).
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Holdout 6rneklemleri disinda kalan 6rneklemlerden, IT, ' den I, ' ye hatali atanan
gozlem sayisi 7, ve IT, ' den I, ' e hatali atanan gozlem sayisi iy, ise, herbir alt grup igin
hata oranlan

1

a” =§(&f +2€') “4.57)
ve
&7 = (& + &) (4.58)
bigiminde elde edilir, buradan 2H tahmin edicisi
oAt =-;-(&” +a) (4.59)
olarak bulunur, burada @’ ve @' (4.54) ve (4.55) esitliklerinde verilen degerler ve
& = (4.60)
m—n
ve
af =T (4.61)
n-n
dir.
4.13 KH Tahmin Edicisi

KH tahmin edicisi, H tahmin edicisinin K tane alt grup i¢in genellestirilmesiyle elde
edilir. Bu tahmin edicide, II, ' den alman », ve II, ' den alinan n, hacimli rasgele
orneklemler, rasgele olarak esit biyiikliikte K tane alt gruba aynlir. Burada », ve n,
orneklem hacimlerinin K ' ya tam béliinebilir olmas: gerekir. Elde edilen alt gruplardan
biri holdout 6rneklemi olamak iizere, tekrar iki alt gruba ayrilir. Boylece i =1,2,....K

igin, holdout rneklem hacimleri 1, kitlesi igin r, = % ve I1, kitlesi igin 7}, = % dir. K

tane alt grubun herbin i¢in, holdout érneklemleri diginda kalan gozlemler yardimryla
diskriminant fonksiyonlar1 olugturulur ve bu fonksiyonlar kullamilarak holdout
orneklemlerindeki gozlemlerin atanmastyla, herbir alt grup i¢in hata oranlan belirlenir.
Boylece K tane hata oraninin ortalamas: alinarak, KH tahmin edicisi bulunur. 2H
tahmin edicisindeki mantik, bu tahmin edici igin de gegerlidir. KH tahmin ediciside, her
bir kitle igin 6rneklem hacimlerinin yeterince bilyiik olmasi gerekmektedir.
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Eger IT, ' deki i ' inci alt gruba ait holdout 6rneklemindeki n,, gozlemden, T1, ' deki
i 'inci alt gruba atananlann sayist 7, ve IT, ' deki 7 ' inci alt gruba ait holdout
orneklemindeki 7, gozlemden, IT,'deki i'inci alt gruba atananlann sayist ny,, ise,
herbir alt grup igin hata oranlan

& =l (4.62)
n,
ve
axr =l (4.63)
ny

olarak bulunur. Buradan ;' inci alt grup igin toplam hatali simflandirma olasih
, 1, . ~
B =L@+ (.69
elde edilir. (4.64) ifadesinin ortalamas: alinarak
~KH _ i & . KH
& ==& (4.65)
K i=l
KH tahmin edicisi elde edilmis olur (Toussaint (1974)).
n, = —'13('— ve n, = fé— esitlikleri goz6niine alinirsa KH tahmin edicisi
axn _ Lo My | My
o ==y (L +-12) (4.66)

23 n n
bigiminde de elde edilebilir.

4.14 Diizlenmis Tahmin Ediciler

Glick (1978), II, ve I, kitleleri i¢in hata oranlan tahmin edicilerini, sayma tiirii
tahmin ediciler tiiriinden agagidaki gibi tanimlamugtir:

a, = %ih.(z_\’,-) (4.67)
ve
oy =— ihz(l,) (4.68)

—”z j=
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burada 0<Ah(X,)<1 (j=12,..,n ve i=12) di. Boylece yeniden yerine koyma
tahmin edicisi R i¢in 2 kurali kullamldifinda II, ' den alinan X, gézlemi; II, ' ye
atamirsa /4 (X ;) =1, I1, ' e atanirsa 4,(X ;) = O defierini alir. Tek gozlemin atildify (leave-
one-out) U tahmin edicisi igin &, kural kullanilarak, R tahmin edicisi mantigiyla (X))
degeri hesaplanir (/=1,2). Sayma tiirii tahmin edicilerin biiyiik varyansh olmasi 4 ' nin bir
gosterge fonksiyonu olmasindandir. X, ' deki ¢ok kiigiik degigiklik, A(X ;) de biyik
degisiklife neden olur.

Glick, X ' nin hatal atanip, atanmamasina karar verirken, bu karann dogrulugu i¢in
basamak fonksiyonu yerine, diizlenmis fonksiyonu énermistir. X, > X, oldugunda tek
degiskenli normallik i¢in

(1 ’ [X’—(Y;”?’)/Z]s—b
£(X)=1 _21_ _[X,-—();;X,)/z] , _b<[xj—(X;+X,)/2]<b 469
. , [X,—(X’,+Y2)/2]2b

l S

olarak tanimlamistir ve bu fonksiyona diizgiin kayma (smooth slide) fonksiyonu adim
vermigtir. Burada kaymanin genigligi b (-1/2, 1/2) olarak segilmistir. Aynica diizlenmis
tahmin edicinin yan ve varyansinin, R tahmin edicisinden daha kigiik oldugunu
bulmugtur.

Glick, aym g(.X;) 'yi normal diizleme fonksiyonu olarak

(4.70)

bi¢iminde 6nermistir, burada bir sabit olan b, olduk¢a kangik bir diizleme fonksiyonudur.



4.14.1 Diizlenmis Tahmin Edicilerin Elde Edilmesi

Glick (1978), normallik varsayimi olmadiginda, parametrik tahmin edicilerin yanimn
bityiik degiskenlik géstermesi, pratik durumlar igin parametrik olmayan tahmin edicilerin
tercih edilebilirlilii, parametrik olmayan tahmin ediciler kargilaghnldifinda hem yan hem
de varyansin diigiiniilmesi gerektigini ve U tahmin edicisinin, R tahmin edicisinin yamm
indirgemesine ragmen varyansini biyiiteceSi sorunlanindan dolay: yeni bir tahmin edici
simfi olan diizlenmis sayma tahmin edicilerini 6nermistir. Burada ama¢ R tahmin
edicisinin varyansim indirgemektir. Alt kesim 4.14 ' de verilen diizgiin kayma ve normal
diizleme tahmin edicilerini Onermigtir. Diizleme sadece varyansi kiigiiltmek igin
yapildigindan, biyiik varyansh ancak kiigiik yanh bir sayma tahmin edicisine uygulanmasi
oldukgea etkili olacaktir.

h(X) fonksiyonu, dort tir diizlenmig tahmin edicinin her biri igin agagidaki gibi
tammlanmustir (Snapinn (1983)). Burada elde edilen sonuglar Glick (1978) ' in tek
degiskenli durum igin buldugu sonuglann ¢ok degiskenli duruma genellenmesidir.

Diizgiin kaydirma yeniden yerine koyma metoduna uygulanirsa, her iki kitle igin

1 . W(X,)<-4D

Be(X,;)=10 ,  W(X,)2bD 4.71)
[rx,)+40] —bD <W(X,) <bD

2D <
ve

(
0 . W(X,)<-bD

B (X,)=A{1 s W(X,)2bD 4.72)
[wx,)+o0] _bD <W(X,)<bD
220 o

olarak elde edilir, burada, W(X) o6meklem lineer diskriminant fonksiyonu veD’

6meklem Mahalanobis uzakhigi daha énceki bolimlerde verilmigti ve k£ =0 alinmugtir.
Buradan toplam hatah siniflandirma olasth@ i¢in RS tahmin edicisi
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=— [_Zh, (X,)+—Zh,’*s(x )] (4.73)

By j=1
olarak elde edilir.
Diizgiin kaydirma tek g6zlemin atilmas: (leave-one-out) metoduna uygulanirsa her
iki kitle igin
WS (X, X)) =hP (X X)) (4.74)

nX -X

bi¢iminde elde edilir (/=1,2); burada, X, X = =7 IT, ' den X, degeri gikartildiktan

n-1

sonra, geriye kalan », — 1 gdzlemin dmeklem ortalamasidir. Boylece @ tahmin edicisi

&us 2['11 ”‘Z—hlus(_p/_\,. )+_thus(Xj>X2):| (4-75)

veya

j’

& = ;[ "ih,’“ (X,,_,)] 4.76)

olarak elde edilir.
Normal diizleme yeniden yerine koyma metoduna uygulanirsa

1-—1

W(X,)
RN (X )=d ———2 4,77
ve
W(X)
" (X,)=1-0f———= 78
B (X)) { = } (4.78)
dir ve buradan & tahmin edicisi
[ Zh. (Xf)+-—th"”( ] (4.79)
L] n, j=
olarak elde edilir.
Normal diizleme tek gézlemin atilmas: yontemine uygulanir ise,
B (X X,)=hY (X X)) (4.80)

elde edilir (/=1,2), burada X (4.74) ifadesinde verilen degerdir. Boylece &™ tahmin
edicisi
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a™ = I:nl lmz—th(XjaX )+_’hz—h2W(Xp§Ai%§ (4-81)
J=1 J=1 &
veya @ﬁsjé’
™ = [n] lzh:w (XX >+-——zhf” (X,,X,)]
J=1 ]=l
bigiminde elde edilir.

b=0 alinirsa, RS ve RN tahmin edicileri R tahmin edicisine, US ve UN tahmin
edicileri U tahmin edicisine indirgenmig olur. Bu tahmin edicilerin bulunmasi i¢in &
sabitinin belirlenmesi gerekir. Snapinn (1983) ¢aliymasinda, bu dort diizlenmis tahmin
edici igin , b sabitinin gelisi giizel bir ka¢ degrini géz6niine alarak sonuglar elde etmigtir.

b sabitinin degeri 0 ' dan artikga, RS ve RN diizlenmis tahmin edicilerin beklenen
degerleri monoton olarak 1/2 ' ye ve varyans1 monoton olarak 0 ' a yaklagir. Diizlenmis
tahmin ediciler her zaman R tahmin edicisinden daha kigiik varyansa sahiptir ve 4 ' nin
biiyiik degerleri igin bu varyans daha da kiigiiliir. Bu nedenle diizlenmis tahmin ediciler
her zaman R tahmin edicisinden daha iyidir (Snapinn (1983)).

Beklenen gercek hata oranina gore R tahmin edicisi iyimser yanhdir (Hills (1966)).
Beklenen gergek hata oram 1/2 ' den kiigiik ise, diizlenmig tahmin ediciler, b ' nin 5" gibi
bir degerine kadar artinldiinda daha az iyimser yanh olacaktir. Tahmin edicilerin herbiri
icin 5" ' i degeri farkhdir. Beklenen gercek hata orami 1/2 'ye yakin veya omeklem
hacimleri kiigiik ise ° ' in degeri biiyiik ve beklenen gergek hata orami 1/2 ' den uzak
veya orneklem hacimleri biyiik ise 5" ' in degeri kiigiiktiir (Snapinn (1983)).

Bir sabit olan dizleme seviyesi b ' ye, tahmin ediciye saglamhlik (robustness)
kazandiran bir deger olarak bakilabilir.

Buraya kadar verilen sonuglar, émeklem hacimlerinin ve prior olasiiklann egit
oldugu durumlar igindir. Orneklem hacimlerinin ve prior olasihklann esit olmadig
durumlar i¢in de sonuglar elde edilebilir (Snapinn (1983)).

4.14.2 NS Tahmin Edicisi

Diizlemenin amaci, R tahmin edicisinin kogulsuz hata kare ortalamasi (UMSE)
degerini maksimum diizeyde indirgeyecek drneklem hacimlerine ve gozlem vektoriiniin
boyutuna bagli diizleme seviyesi b ' nin belirlenmesidir. Snapinn (1983), bu indirgemeyi
maksimum yapan 6zel bir tahmin edici olan NS tahmin edicisini tanimlamustir.
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E(@’/%,,X,,s), X,, X, ve § verildiginde her hangi bir diizlenmig tahmin edicinin
beklenen degerini gostersin. b ' nin kigiik degeri igin, R tahmin edicisinin hem yani, hem
de varyans: ayn1 anda indirgenmektedir. Bu nedenle, diizleme sabitinin elde edilmesi igin
birinci yol, E(&’/%,,X,,s) ifadesinin beklenen gergek hata orammna esitlenerek, b
degerinin bulunmasidir, Ancak bu hata oram bilinmeyen parametrelerin bir fonksiyonu
oldugundan kullamsh degildir. » ' nin bulunmasi igin ikinci yol, E(&’/%,,X,,s)
ifadesinin, ¥,, ¥, ve §' ye kosullandinlmis bagka bir hata oram tahmin edicisinin
beklenen degerine esitlenmesidir. Bu tahmin edicinin beklenen deZeri bilinmeyen
parametrelerden bagimsiz olmali ve R tahmin edicisinden daha kiigitk yana sahip
olmalidir.

D ve DS tahmin edicileri, R Tahmin edicisinden daha kiigiik yana sahip tahmin
edicilerdir. Boylece 4 ' nin belirlenmesi i¢in bu tahmin ediciler kullanilabilir. X,, X, ve s
verildiinde, D ve DS tahmin edicileri birer sabit olacagindan, normallik varsayim altinda
kosullu beklenen degerler sirasiyla

E(&D /zl ’XZ’S) = q){_—?} (483)
ve
E(&”‘/z,,zz,s)=¢{—1/-’“—”2?”—'39—} (4.89)
m+n-2 2
dir.

Diizlenmig tahmin ediciler, bafimsiz 6rneklem goézlemlerinin bir fonksiyonunun
ortalamasi oldugunda, normal diizlemenin R tahmin edicisine uygulanmasiyla IT, ' den

rasgele bir gozlemin hatah atanmasi durumunda elde edilen RN tahmin edicisi igin

E(&™ 1%,,%,,5) = E[h" (X)]

{22
bD

dir. Boylece RN tahmin edicisinin kosullu beklenen deSeri yaklagik olarak; X, IT, ' den

rasgele bir gozlem ise

- - _ n D
E@™ /lx,iz,S,Ul)Ed’{—"W?} (4.86)

ve X, IT, ' den rasgele bir gozlem ise



68

- — ’ D
E(W/!l,iz,s,nz)’il—@{- nz_bzz-'lt-zT—l-?} (487)
dir.

Boylece D tahmin edicisinin beklenen degeri, RN tahmin edicisinin beklenen
degerine esitlendiginde X, IT, ' den rasgele bir gozlem ise

o 2ot

L S
nbl +n -1
esitliginden diizleme sabiti
1
b =—— (4.88)
v
ve X, I, ' den rasgele bir gozlem ise
o _2} S oy IR
2 mb; +n,—1 2
esitliginden diizleme sabiti
1
b=—= (4.89)
Vn,
oalarak bulunur.

Aym sekilde DS tahmin edicisi kullamldiginda X, IT, ' den rasgele bir gozlem ise

ol_ [mtm=-p=-3D m D
ATl —
n+n—-2 2 nbt+n—-12

mtm-p-3_
m+n,-2  nbl+n-1
esitliinden diizleme sabiti

m(m +n,—p-3)
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ve X, I, ' den rasgele bir gozlem ise

of-[mtm-p 3Dl | g | _m D
nt+n -2 2 mb; +n, -1 2

esitliinden diizleme sabiti
b —- (p+2)(n2 - l)+(nl - 1) (4.91)
"V mm+m-p-3)

dir. Eger n, = n, ise her iki durum igin b, =5, = b dir.

DS tahmin edicisine gore bulunan diizleme sabiti, D tahmin edicisine gore bulunan
diizleme sabitinden daha iyi sonuglar vermektedir. D tahmin edicisine gore elde edilen
diizleme sabitinin kullamldifi tahmin edicinin UMSE degeri, her zaman R tahmin
edicisinden daha kigiiktir. DS tahmin edicisine gore elde edilen diizleme sabitini
kultanan tahmin edici, D tahmin edicisine gore elde edilen diizleme sabitini kullanan
tahmin ediciden daha biiyilkk diizleme seviyesine sahip oldugundan, DS ' ye gore elde
edilen diizleme sabitinin degeri, D ' ye gore elde edilen diizleme sabitinden daha
bitytiktiir. Bu nedenle DS ' ye gore elde edilen diizleme sabiti kullanildifinda, diizlemeye
gore UMSE ' deki indirgeme miktan daha bityiiktiir. Boylece NS tahmin edicisi olarak
adlandinlan bu tahmin edici igin

NS S m(m+n,-p-3) W(X))
"2 q’{ P+2)m-D+(-1) D } @92

ve

p+2)(n,-)+(n,-1) D
dir. Buradan toplam hatah siniflandirma olasihf igin NS tahmin edicisi

thS(_Xj)=l_¢{_J: nz(nl+n2—p_3) W(KJ)} (493)

&NS =%(nli§thS(ﬁ)+_nl:ithS(i)) (494)

j=1
olarak bulunur (Snapinn (1983)).

Snapinn, tek ve gok degiskenli normal dagiim ailelerini g6zoniine alarak diizlenmis
tahmin edici NS ile D, DS, R ve U tahmin edicilerini UMSE degerlerine gore
kargilaghrmmgtir.

Tek degiskenli normallik varsayim altinda, érneklem hacimleni artifinda bu beg
tahmin edicinin hepsinin de UMSE degeri diismektedir. NS tahmin edicisinin UMSE
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degeri, D ve DS tahmin edicilerinden bityiik, U ve R tahmin edicilerinden daha kiigiiktiir.
Ancak 6rneklem hacmi bes ve A <1 ise NS tahmin edicisinin UMSE degeri D tahmin
edicisinden daha kiigiiktiir. Orneklem hacimleri kiigiik oldugunda NS tahmin edicisinin
UMSE degeri R tahmin edicisindense parametrik tahmin edicilere daha yakindir. Ancak
dmeklem hacimleri biiyilk oldufunda tam tersi gozlenmistir. Orneklem hacimleri
artifinda, parametrik tahmin ediciler ile NS tahmin edicisinin UMSE degerleri arasindaki
fark, NS ve R tahmin edicilerinin UMSE degerleri arasindaki farka gore daha
artmaktadir. Bu sonug, diizlemenin R tahmin edicisini daha iyi geligtirdigini
g6stermektedir.

Cok degiskenli normallik varsayim altinda, elde edilen sonuglar tek degiskenli
durumda elde edilen sonuglara olduk¢a benzemektedir. Orneklem hacimleri kiigik
oldugunda , NS ve DS tahmin edicilerinin UMSE degerleri birbirine olduk¢a yakin ve
her ikisinin UMSE degeri D ve R tahmin edicilerinin UMSE degerlerinden daha
kiigtiktiir. Orneklem hacimleri biiyiik oldugunda, NS tahmin edicisinin UMSE degeri, R
tahmin edicisinden kiigiik ve DS tahmin edicisinden bilyiiktiir. p=3 igin, NS tahmin
edicisinin UMSE degeri D tahmin edicisinden daha bilyikk ancak p=35 igin daha
kiigiiktiir. Daha detayh sonuglar Snapinn (1983) ' de bulunabilir.

4.14. 3 NSL ve NSLS Tahmin Edicileri

Bu alt bolimde, Snapinn (1983) tarafindan 6nerilen NS tahmin edicisinin elde
edilmesi mantifina dayah onerilen iki yeni diizlenmis tahmin edici olan NSL ve NSLS
tahmin edicileri verilmeye ¢ahgilacaktir. Bu tahmin ediciler (4.8) ve (4.9) alt kesimlerinde
verilen L ve LS tahmin edicileri goz Oniine alinarak elde edilmiglerdir. X,, ¥, ve s
verildiginde L ve LS tahmin edicileri birer sabit olacagindan, normallik varsayim: altinda
L ve LS tahmin edicilerinin beklenen degerleri sirasiyla X, I1, ' den rasgele bir gozlem
ise

G (p? - 2 =m),

E(&1E,,5:,5) = B —— L (4.95)
ch(Dz LR tm),
nn,
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1 pr_aptm—m),

E(@E 1E,,E,,5) = O~ 20 Z’"’: ) (4.96)
G nmn,

dir ve X, I1, ' den rasgele bir gbzlem ise

4 (p + P = 1)y

E(GE,,E,,5) = ] -2 i 4.97)
ch(DZ_'_p(n] +n2))
nn,

ve

l(DZ + clp(nZ -nl))

E(&5/%,,%,,5) = ®{- Zc 2"”1 ) (4.98)
_2(D2+p nl ”z )
G nn,

dir; burada, ¢, ve c, (2.54) ve (2.55) de verilen sabitlerdir. Normal diizlemenin R tahmin
edicisine uygulanmas ile elde edilen RN tahmin edicisinin, (4.86) ve (4.87) esitlikleri ile
verilen beklenen deger ifadelerinin L ve LS tahmin edicilerinin beklenen degerlerine
esitlenmesiyle diizleme sabiti b igin farkh degerler elde edilmig olur. 4 ' nin bu degerleri
g0z Oniine alinarak NSL ve NSLS tahmin edicileri elde edilmis olur.

L tahmin edicisi gz 6niine ahndiginda X, IT, ' den rasgele bir gozlem ise

G (D* - pn, — nl))

®l-2 m, =¢{_ {._"1_!2}
‘[CZ(D2+P(”1+”2)) nb +(n-1) 2

mn,

o, (D* + P 1)y

b} +(m—1)=n,D? A
[cl(Dz_p(nz —m))]

hn,
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esitlifinden diizleme sabiti
2 2
_ e DY nnD + p(m +m)] -1 499)
1= 2z .
[ D* - p(n,-m)] ™
ve X, I1, ' den rasgele bir gbzlem ise
G (p? 4 P —m)
2 ( nn, ) n, D
1 “ B 2
ch(Dz_'_P(”l +"2)) nb; +(n, —1)
mn,
Cz(Dz + p(n‘l +n2))
mbE +(m, = 1) = fm, D L
[CI(DZ + p(”z —nl)):l
mn,
esitlifinden diizleme sabiti
nme, D [mm,D* + p(m +m)] p, -1
bz = 2 3 (4.100)
[cl (mn,D ? +p(n, —nl))] il
olarak bulunur. Buradan NSL tahmin edicisi
A 1 138 v 1 v
o™t =-2-(—Zh. (X)) +—> B (X)) (4.101)
n 2 j=1
dir; burada,
W(X))
NSL X - q) _ —J
L
ve
W(X,)
ML(X)=1-Ds- ]
sy of 20

dir. Eger n, = n, ise b, = b, dir.
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Aym sekilde LS tahmin edicisi i¢in X, I1, ' den rasgele bir gézlem ise

1 (DZ cnp(”z _nl))

ol 2 mm | J [ m D
c p(n, +n) - nb:+(n,-1) 2
__2(D2+ L nz) 171 1
cl

mn,
esitliinden diizleme sabiti .
o [PmeD [mm D+ POy +m)] py -1
= . - (4.102)
cl[(nanD —-¢p(n, _”x))] ™
ve X, I1, ' den rasgele bir gozlem ise
( D? + 9P =)y
1 2 =¢{_ {___i_e}
‘/c_z(DzJr P +m,), mb; +(m, 1) 2
G mn,
esitliinden diizleme sabiti
2 2
_ mn,c,D [nanD +p(n +"2)] n, -1 (4.103)
= - _
G [(nnnzD *+ep(n, —n,))] ™
olarak bulunur. Buradan NSLS tahmin edicisi
™
" = ( Zh]"m th"m X)) (4.104)

2 ' m5 nz j=1

dir, burada

was Y=ol - Es)
h (1,.)—¢{ le}

NaLS 1l X))
e e1-of 70

dir. Burada da eger n, = n, ise b, = b, dir. Bu tahmin edicilerin degerlendirilmesi Bolim
5 de verilecektir.

ve
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4.15 Jacknife ve Bootstrap Tahmin Edicileri

Daha o6nceki alt kesimlerde verilen tahmin yontemlerine Jacknife ve Bootstrap
tekniklerinin  uygulanmasiyla(Efron (1979, 1983)) , Jacknife ve Bootstrap tahmin
edicileri elde edilmis olur. Literatiirde, yan indirgeme tekniklen olarak bilinen bu tahmin
edicilerin, kii¢iik 6rneklem durumlaninda uygulanmas: mantiklidir,

Jacknife yonteminde, IT, ve IT, kitlelerinden alinan 7, ve », hacimli 6rneklemlerdeki
toplam n, +n, gozlemden her defasinda bir gozlemin ¢ikanlmasiyla geriye kalan
n, +n, —1 tane goézlem kullamlarak her hangi bir tahmin edici teknigine gore, hata oram
tahmin edilir. Bu iglem 7, +n, gézlemin herbin i¢in tekrarlanarak 7, +#, tane hata oram
tahmini elde edilmis olur. Buradan Jacknife tahmin edicisi, elde edilen bu n, +n, tane
tahmin degerinin toplaminin 7, +n, ' ye oranlanmastyla elde edilmis olur.

Bootstrap yonteminde ise, IT, ve II, kitlelerinden alman », ve n, hacimli
orneklemlerden iadeli olarak ¢ekiliy yapilarak 7, ve n, hacimli yeni 6mneklemler
olusturulur. Bu yeni 6rneklemler yardimiyla, her hangi bir tahmin edici i¢in hata orani
tahmin edilir. Bu islem Bootstrap tekrar sayist olan B defa tekrarlanarak, B tane hata
orami tahmin degeri bulunur. Boéylece Bootstrap tahmin edicisi, elde edilen bu B tane
tahmin degerinin B ' ye oranlanmastyla tahmin edilmig olur. Bootstrap tahmin edicisinin
degisik modifikasyonlan da s6z konusudur. Jacknife ve Bootstrap teknikleri i¢in Efron
(1979, 1983), Efron ve Gong (1983) ' in ¢ahgmalarina bakilabilir.

Jacknife ve Bootstrap yontemleri gergek verilere uygulandifinda anlam
kazanmaktadir. Bu ¢alismada gergek veriler ile calilmadifindan, Jacknife ve Bootstrap
yontemleri gdz oniine alinmayacaktir. Ileriki ¢aligmalarda gergek veriler kullamlarak,
Jacknife ve Bootstrap tahmin edicilerinin dier tahmin edicilere gére degerlendirilmesi
verilebilir.
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BOLUM 5
TAHMIN EDiCILERIN KARSILASTIRILMASI

Bu béliimde, tahmin edicileri karsilagirma olgiitleri ve daha 6nceki galiymalardan
tahmin ediciler i¢in elde edilen sonuglar verildikten sonra tek ve ¢ok degiskenli normal
kitleler igin dérdiincii boliimde verlen tahmin edicilerin 2H ve KH disindaki hepsinin
simiilasyon ile kargilaghnlmas: yapimaktadir. Buradaki sonuglar her bir kitlede egit
gbzlem olmasi durumunda farkh 6meklem hacimlerine ve farkh Mahalanobis kitle
uzakliklanna gore, kosulsuz hata kare ortalamasi (UMSE) olgiitii ile yapilmaktadir.
Ayrica tek degiskenli gamma dagihmina ve tek degiskenli normal dagihima sahip kitleler
i¢in de yine her bir kitlede esit gézlem olmast durumunda farkli 6rneklem hacimlerine ve
farklt parametrelere gore optimal hata oranlan ve D, U, R tahmin edicileri gbz &niine
alinarak karsilagtirmalar verimektedir.

5.1 Hata Oram: Tahmin Edicilerini Karsilastrmak igin Olgiitler

a, kosullu gergek hata oram a(&) igin her hangi bir tahmin edici olmak tizere
asafidaki olgiitlerden biri kullamlarak tahmin ediciler kargilaghinlabilir. Bu d¢iitlerden ilki,
kosulsuz hata kare ortalamasi (unconditional mean square error ,UMSE) ad: verilen

n ~ 72
E[a- a(g)] (5.1)
olgitiidur (Sedransk ve Okamoto (1971)). Diger iki 6l¢iit, kosullu hata kare ortalamas:

~ 2 .
(conditional mean square error) olarak bilinen E{[&—a(é’)] / Q} ve mutlak hata

ortalamasi (mean absolute error) adi verilen El&— a(g‘)l olgitleridir.

Kosullu hata kare ortalamasina gore elde edilen sonuglar Q ' min fonksiyonlanidir. Bu
olgiit ancak dreklemlere bagh hata orani tahmin edicisinin segimi arzu edildiginde ve
tim orneklemler, parametrelerin aym tahmin deZerlerini verdifinde kullambr. Ancak
boyle 6rneklemleri elde etmek miimkiin degildir.

Bu ¢ahiymanin amac farkh kitlelerden alinan, bagimsiz 6rmeklemlere gore elde edilen
tahmin edicilerin kargilagtinlmas: oldugundan, tiim 6meklemler iizerinden kosullu hata
kare ortalamasimin beklenen degeri olan UMSE o6lgiitii tercih edilecektir. Mutlak hata
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kare ortalamas: 6lgiitii de mantikli gériilnmesine ragmen, kosulsuz hata kare ortalamas
gibi degiskenlik gosteren hatalara gére duyarh olmadifindan, bu  olgtit
kullamlmamaktadir (Snapinn (1983)).

5.2 Daha Onceki Calismalardan Tahmin Edicilerin Degerlendirilmesi

Bu alt kesimde, bir ¢ok araghrmaci tarafindan daha 6nce yapilan galigmalardan elde
edilen sonuglar kisaca verilecektir.

D (plug-in) tahmin edicisi, kosullu gercek hata oram igin iyimser yanh yani bu
tahmin edicinin beklenen degeri a(%) ' dan daha kiigiiktiir (Dunn ve Varady (1966),
Lachenbruch ve Mickey (1968), Glick (1978)).

Das Gupta (1974), p degiskenli normallik durumu i¢in, X biliniyor ise

E(a") < E(&”); n,=n, ve T biliniyor veya bilinmiyor ise E(a”*) < a(£) <E[a(2’)]; z

biliniyor ve p=1 ise E(a") < E[a(%)] esitsizliklerini elde etmigtir. Bu egitsizliklerin hig
bii R tahmin edicisi ile kosullu gercek hata oram a(Zf) ' y1 direkt olarak
kargilagtirmamasina ragmen, dolayli karsilagirmaktadir. a(z;') igin @° ' nin yam &” ' nin
yamna gore daha iyimserdir. Bazi galigmalar (Lachenbruch ve Mickey (1968), Glick
(1978)) gostermistir ki n,, n, ve A’ kiigiik oldugunda, a(%) i¢in R tahmin edicisinin yan
oldukga buytiktiir.

Parametrik tahmin edicilerin en basiti D tahmin edicisi ve parametrik olmayan
tahmin ediciler siifi igin R tahmin edicisi en basit olanidir. Normallik varsayimi altinda R
tahmin edicisi, D tahmin edicisinden daha biyiik iyimser yana sahip olmasina raZmen,
normallikten uzaklagtikga parametrik olmayan tahmin ediciler, parametrik tahmin
edicilere gore daha iyidir (Snapinn (1983)). Glick (1978) ¢aliymasinda, diizgiin dagilima
sahip kitleler i¢in R tahmin edicisinin yaninin, D tahmin edicisinden daha kiigiik oldugunu
gostermistir.

Lachenbruch (1967), U tahmin edicisinin en bilyiikk avantajimn, beklenen gergek
hata oram i¢in yansiz bir tahmin edici olmast oldugunu belirtmigtir. Bunun anlami, U
tahmin edicisinin, kosullu gergek hata oranina gore kiigiik yana sahip oldugu degildir.
Tahmin ediciler kargilaghnilirken yan 6n plana ¢ikmasma ragmen, varyans da énemli bir
etkendir. U tahmin edicisinin varyansinin biiyiik oldugu bulunmugtur. Glick (1978), tek
degigkenli normallik durumunda, beklenen gergek hata oram goz oniine alindifinda, R
tahmin edicisinin yammn D tahmin edicisine gére daha biiyiitk oldugunu ve U tahmin
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edicisinin yamnin bunlara gére daha kiigiik oldugunu bulmugtur. Aynca tahmin edicilerin
varyanslan iin de Var (@) > Var (&") > Var (&") esitsizligini elde etmigtir.

|- a(®
(1968), normallik varsaymm: altinda U tahmin edicisini onermiglerdir ancak hangi
metodun en iyi olduBu kesin degildir. D ve R tahmin edicilerinin zayif tahmin ediciler
oldugu, OS ve U tahmin edicilerinin digerleri arasinda en iyi performansa sahip oldugu
gozlemislerdir.

Sorum (1972), mutlak hata kare ortalamas: kriterini kullanarak X ' nin bilindigi ¢ok

mutlak hatanin dagilimi g6z 6niine alindifinda, Lachenbruch ve Mickey

degiskenli normallik varsayim altinda a(&) ve E[a(:’;-')] hata oranlarinin tahmin

edicilerini gahigmigtir. a(£) hata oram igin en iyi tahmin edicilerin DS ve O oldugunu,
bunlant U ve OS tahmin edicilerinin izledigini, R ve D tahmin edicilerinin ise en zayif
tahmin ediciler oldugunu bulmustur. Ancak degisken sayist arttifinda bu goriiniimiin

degisebilecedini ileri siirmiigtiir. E[a(g")] hata oram igin en iyi tahmin edicinin OS
oldugunu, bunlan O, DS ve U tahmin edicilerinin izledifini ve yine en zayif tahmin
edicilerin R ve D oldugunu bulmustur. Burada da degigken sayis1 artifinda bu siralamanin
degisebilecegini ileri siirmiigtiir. Lachenbruch ve Mickey (1968) ' in ¢alismasina benzer
olarak a(%') hata oran: i¢in en iyiden, en kotiiye tahmin ediciler i¢in OS, O, DS, U, R ve

D siralamasim 6nermistir.
Sorum (1973), yine mutlak hata ortalamas: kriterini kullanarak ¢® ' nin bilindigi tek

degiskenli normallik varsaymi altnda a(&) ve E[a(g)] hata oranlanmn tahmin

edicilerinin kargilaghnlmas: galiymasinda, DS tahmin edicisinin en iyi oldugunu ve U ile
R tahmin edicilerinin aym diizeyde zayif olduklarimi belitmistir.

Efron (1979), R tahmin edicisini goz Oniine alarak, bootstrap teknifinin nasil
cahghFim gostermek igin, X ' nin bilindigi iki deZiskenli normal kitleler Gizerinde yaptif
cahsmasinda, bootstrap tahmin edicisinin performansinin U tahmin edicisine gore daha
zayif oldugunu ileri sirmiigtiir. Her iki tahmin edicinin yanlanmn kiigiik oldugunu ve
bootstrap tahmin edicisinin varyansmin U tahmin edicisinin varyansinin 1/3 ' @ kadar
oldugunu bulmugtur.

McLachlan (1980), A* ' nin ¢ok kiigiikk oldugu durumda bootstrap tekniginin, R
tahmin edicisinin yammn diizeltiimesinde etkin bir tahmin edici oldugunu ileri siirmiistiir.

Glick (1978), tek degiskenli normallik durumunda D, R ve U tahmin edicilerini,
diizgiin kayma tahmin edicisi ile kargilagirmuigtir. Diizlenmig tahmin edicinin, R tahmin
edicisine gore daha kiiglik yan ve varyansa sahip oldugunu bulmustur. Ayrica normal
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kitleler i¢in, D tahmin edicisinin, diizlenmig tahmin ediciden ve diizlenmis tahmin edicinin
de R tahmin edicisinden daha iistiin oldugu sonucunu elde etmigtir. Ancak U tahmin
edicisinin yaninin, diger tahmin edicilere gére en kiigiik ve varyansimin da oldukea biiyiik
olmasindan dolay: siralamadaki yeri agik degildir. Glick (1978), aym gahsmayr uniform
daglimlar iginde yapmustir ve bu durumda D tahmin edicisinin olduk¢a biyiik iyimser
yana sahip oldugunu, R ve diizlenmis tahmin edicilerin orta diizeyde yana sahip oldugunu
ve U tahmin edicisinin ¢ok kug¢iik yana sahip oldugunu bulmustur. Bu sonuglar
parametrik olmayan tahmin edicilerin giichilugtini gostermektedir.

~ 72
Sedransk ve Okamoto (1971), tek degiskenli normallik durumunda E[?z-— a(é;’)}

kosulsuz hata kare ortalamasi i¢in asimptotik agiimlan géz oniine alarak yaptiklan
caligmalarinda, parametrik tahmin edicilein, R ve U tahmin edicilerine gore
performanslarinin daha iyi oldugunu bulmuglardir. Parametrik tahmin ediciler arasindaki
degerlendirmede, o* ' nin bilindigi tek degiskenli normallik varsaymu altmda, |A| <1.51
ise en iyi tahmin edicinin DS, 1.51<|A| <1.79 ise en iyi tahmin edicinin O ve 1.79 <|A|
ise D tahmin edicisinin en iyi oldugunu belirtmiglerdir. o* ' nin bilinmedigi tek degiskenli
normallik varsaymm altinda |A|<1.63 ise o ' nin bilindigi durumda galgilmayan OS
tahmin edicisinin en iyi, 1.63 <|A| <2.15 ise en iyi tahmin edicinin DS ve 2.15< IAI ise D
tahmin edicisinin en iyi oldugunu bulmuslardir. Sonuglannin, Lachenbruch ve Mickey
(1968) ' in sonuglanyla bazi durumlarda tutarsiz oldugunu ifade etmislerdir. Lachenbruch
ve Mickey ¢ok degiskenli normallik igin OS tahmin edicisinin en iyi oldugunu ileri
stirmiiglerdir.

Sorum (1973), ¢ ' nin bilindigi tek degiskenli normallik varsayim altinda a(&) ve

E[a(b] iin elde edilen tahmin edicileri hata kare ortalamast kriterine gore

kargilagtirdifinda D ve DS tahmin edicilerinin en iyi oldugunu belitmistir. Bunlan R
tahmin edicist izlemigtir ve U tahmin edicisinin en zayif tahmin edici oldugunu bulmustur.

McLachlan (1974a) X ' nin bilinmedigi ¢ok degiskenli normallik varsayim altinda,
kosulsuz hata kare ortalamasi igin asimptotik agihmlar iizerinde ¢alhigmigtir. Tahmin
edicilerin birbirine iistiinliigi i¢in bir sonug elde edememesine ragmen, p > 7 oldugunda
OS ve M tahmin edicilerinin, p <7 oldugunda OS ve DS tahmin edicilerini en iyi olarak
bulmugtur. .

McLachlan (1974c), a($), E[a(%)] ve a(%) ' nin her birine gére hata kare

ortalamas: igin asimptotik agihmlar arasindaki iligkiyi galismustir. p ve A degerleri
bityiidiigtinde hata kareler ortalamasimin kii¢iildiigiini bulmustur.
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Mclachlan (1974b, 1975), UMSE ' nin asimptotik agthmina bagh olarak M ve OS
tahmin edicilerinin karsilagtinilmasinda, p ' nin ve A’ ' nin kiigikk olmasina ragmen OS
tahmin edicisinin daha iyi oldugunu ileri sirmiigtiir.

5. 3 Tek ve Cok Degiskenli Normal ve Gamma Dagihmlarindan Say: Uretme

Bu alt kesimde, ¢alismada kullamilan dagilimlar igin nasil say: tiretildigi verilmektedir.
Simiilasyon ¢aligmasi Matlab paket programi kullanilarak yapilmgtir.

Paket programda mevcut randn rasgele say: iiretici fonkstyonu yardimiyla, standart
normal dagilimdan cekilen sayllara (Z), X = u+o0Z donisimii uygulanarak, istenilen
normal dagihmdan say iiretildi.

Cok degiskenli normal dagihmdan sayr diretme iglemi X =u+SZ formila ile
yapildi. Burada,

4 : Ortalamalar vektord,

Z: px1 tipinde standart normal dagilimdan iretilen sayilar vektorii,

S : I varyans - kovaryans matrisine Cholesky aynsgiminin uygulanmasiyla, % =SS’
esitlifini saglayan px p tipinde alt tiggensel bir matristir (Ripley (1987)). Cholesky
ayngimi paket programda var olan Chol(X) fonksiyonudur.

Paket programda mevcut rand rasgele sayr dretici fonksiyon yardimyla (0,1)
arah@indaki diizgiin dagihmdan ¢ekilen sayilar (U) bir logaritmik doniisim
(V =-pPlogl) ile ustel dagilma ¢evrildi ve ardigtk & tanesi toplanarak gamma
dagilimindan say: tiretildi.

5.4 Tek Degiskenli Normal Dagihma Sahip Kitlelerde Hata Oram
Tahmin Edicilerinin Kargilagtirilmas

Simiilasyon ile her bir kitleden A=0.5, 1, 1.5, 2, 3 degerlerine kargithk 200 defa
n, =n, =10, 20, 30, 50, 100 birimlik wretilen sayllar kullamlarak daha &nce verilen
tahmin edicilerin kosulsuz hata kare ortalamasi (UMSE) degerleri elde edildi. Burada M
tahmin edicisi degerlendirmeye ahnmadi. Tahmin edicilerin UMSE degerlerini igeren
sonuglar Tablo 5.1 - Tablo 5.5 ' de verildi.

Sonuglar incelendiginde parametrik tahmin edicilerin, parametrik olmayan tahmin
edicilere gore her zaman daha istin oldugu gorilmektedir. Omeklem hacimleri
artiinda, parametrik tahmin edicilerin A' nin tim diizeylerinde performanslarinin aym
oldugu ancak érneklem hacimleri kiigiildiigiinde; A' min kiigiik degerlerinde LS, DS ve L
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tahmin edicileri digerlerine gore daha iyi, A' nin biiyiik degerlerinde U, O ve D tahmin
edicilerinin en 1yi, bunlan DS, OS, L ve LS tahmin edicilerinin izledifi gériilmektedir.

Orneklem hacimlerinin ve A' min kiigiik degerlerinde NS, NSL ve NSLS diizlenmis
tahmin edicilerin performanslannin parametrik tahmin edicilere yakin olduBu hatta bazen
daha iyi oldufu ancak A' nmin biiyilkk deferlerinde bu diizlenmis tahmin edicilerin
performanslannin oldukga kétii oldugu goriilmektedir. Orneklem hacimleri artifinda; A’
nin kigik deZerlerinde NS, NSL ve NSLS diizlenmis tahmin edicileri, parametrik tahmin
edicilere esdeger performansta ancak A' nin biiyiik degerlerinde bu diizlenmis tahmin
edicilerin parametrik tahmin edicilere goére daha kotii sonuglar verdigi gézlenmigtir.
Aynca bu galiymada 6nerilen NSL ve NSLS tahmin edicilerinin NS tahmin edicisine gére
simiilasyonlarnn ¢ogunda daha iyi oldugu soylenebilir.

Parametrik olmayan tahmin edicilerden H tahmin edicisi R ve U tahmin edicilerine
gore oldukga zayifir ve R ile U tahmin edicileri aym diizeyde olmasina ragmen bazen U
tahmin edicist daha iyi sonug¢ vermektedir.

RS ve US diizlenmis tahmin edicileri igin sonuglarn: kiigiik drneklemlerde, A’ nin
kigiik degerlerinde diizleme sabiti & ' nin 1 ve 1.5 oldugu durumlarda daha iyi oldugu
ve A' nin degeri artikga b ' nin kiigiik degerlerinde daha iyi oldugu goriilmektedir.
Orneklem hacimleri artikga, b ' min kiigiik degerinde daha iyi sonuglar elde edilmekte ve
bununla birlikte A' nin da bityiimesiyle 5 degerinin daha da kiigiikk olmasi gerektigi
ortaya ¢gtkmaktadir. RN ve UN tahmin edicileri i¢in, kiigiik 6rneklem hacimlerinde ve A’
mn kiciik degerlerinde & degerinin 1.5 ve 2 oldugu durumlarda ancak A' nin degeri
arttik¢a b degerinin 0.5 ile 1 arasinda oldugu durumlarda daha iyi sonuglar elde edildigi
gorilmektedir. Biyiik 6rneklemlerde A ne olursa olsun, & degeri 0.5 ile 1 arasinda
oldugunda tahmin ediciler daha iyi sonu¢ vermektedir. Sonugta bu dért tahmin edici igin
b degerinin farkh oldugu sdylenebilir.

Genel olarak 6rneklem hacimleri arttifinda, tahmin edicilerin kosulsuz hata kare
ortalama (UMSE) degerlerinin diigtiigii goriilmektedir.
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Tablo 5.1:Tek Degiskenli Normal Kitleler igin Simiilasyonla Elde Edilen
Kosulsuz Hata Kare Ortalamasi (UMSE) Degerleri ( n, =n, =10)

Tahmin Edici A=050 A=100 A=150 A=200 A=300

D 0.0094 0.0085 0.0068 0.0049 0.0020
DS 0.0060 0.0074 0.0065 0.0050 0.0023
R 0.0149 0.0131 0.0098 0.0069 0.0032
U 0.0143 0.0128 0.0098 0.0071 0.0032
U 0.0105 0.0091 0.0071 0.0049 0.0017
0 0.0092 0.0083 0.0067 0.0049 0.0020
oS 0.0083 0.0076 0.0064 0.0049 0.0023
L 0.0060 0.0083 0.0073 0.0055 - 0.0025
LS 0.0055 0.0079 0.0073 0.0059 0.0031
H 0.0316 0.0311 0.0242 0.0136 0.0066
RS
b=0.250 0.0133 0.0111 0.0095 0.0062 0.0031
b=0.50 0.0103 0.0092 0.0091 0.0065 0.0035
b=1.00 0.0082 0.0102 0.0133 0.0134 0.0112
b=1.50 0.0073 0.0170 0.0280 0.0376 0.0339
b=2.00 0.0078 0.0261 0.0486 0.0640 0.0754
US
b=0.25 0.0129 0.0130 0.0118 0.0076 0.0038
b=0.50 0.0113 0.0118 0.0124 0.0080 0.0047
b=1.00 0.0108 0.0171 0.0214 0.0202 0.0153
b=1.50 0.0135 0.0296 0.0438 0.0530 0.0448
b=2.00 0.0168 0.0444 0.0729 0.0893 0.0978
RN
b=0.25 0.0088 0.0151 0.0263 0.0442 0.0958
b=0.50 0.0075 0.0067 0.0059 0.0063 0.0154
b=1.00 0.0056 0.0067 0.0079 0.0085 0.0072
b=1.50 0.0044 0.0081 0.0127 0.0164 0.0176
b=2.00 0.0042 0.0106 0.0188 0.0260 0.0312
UN
b=0.25 0.0086 0.0149 0.0261 0.0438 0.0962
b=0.50 0.0076 0.0068 0.0060 0.0065 0.0160
b=1.00 0.0056 0.0068 0.0079 0.0085 0.0073
b=1.50 0.0045 0.0082 0.0127 0.0164 0.0176
b=2.00 0.0043 0.0106 0.0187 0.0259 0.0311
NS 0.0076 0.0067 0.0062 0.0083 0.0265
NSL 0.0073 0.0073 0.0059 0.0060 0.0197

NSLS 0.0071 0.0077 0.0067 0.0054 0.0087
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Tablo 5.2:Tek Degiskenli Normal Kitleler igin Simiilasyonla Elde Edilen

Kosulsuz Hata Kare Ortalamasi (UMSE) Degerleri ( n, =n, = 20)

Tahmin Edici A=050 A=100 A=150 A=200 A=300
D 0.0046 0.0042 0.0035 0.0026 0.0010
DS 0.0038 0.0040 0.0033 0.0026 0.0011
R 0.0069 0.0069 0.0052 0.0041 0.0015
U 0.0072 0.0064 0.0051 0.0041 0.0015
U 0.0049 0.0043 0.0036 0.0026 0.0010
o 0.0045 0.0042 0.0035 0.0026 0.0010
0sS 0.0043 0.0040 0.0034 0.0026 0.0011
L 0.0041 0.0044 0.0036 0.0027 0.0011
LS 0.0039 0.0043 0.0036 0.0028 0.0013
H 0.0175 0.0131 0.0080 0.0068 0.0030
RS
b=0.25 0.0060 0.0054 0.0049 0.0034 0.0016
b=0.50 0.0051 0.0050 0.0050 0.0037 0.0023
b=1.00 0.0042 0.0071 0.0106 0.0131 0.0103
b=1.50 0.0053 0.0159 0.0281 0.0365 0.0352
b=2.00 0.0081 0.0268 0.0476 0.0676 0.0763
UsS
b=0.25 0.0061 0.0061 0.0025 0.0038 0.0018
b=0.50 0.0056 0.0062 0.0062 0.0044 0.0027
b=1.00 0.0058 0.0102 0.0140 0.0163 0.0120
b=1.50 0.0082 0.0219 0.0354 0.0438 0.0404
b=2.00 0.0126 0.0355 0.0583 0.0796 0.0866
RN
b=0.25 0.0057 0.0120 0.0237 0.0416 0.0946
b=0.50 0.0040 0.0040 0.0044 0.0056 0.0140
b=1.00 0.0029 0.0044 0.0062 0.0073 0.0068
b=1.50 0.0029 0.0071 0.0122 0.0163 0.0178
b=2.00 0.0034 0.0103 0.0190 0.0267 0.0322
UN
b=0.25 0.0056 0.0119 0.0236 0.0416 0.0948
b=0.50 0.0039 0.0040 0.0044 0.0056 0.0140
b=1.00 0.0029 0.0044 0.0062 0.0073 0.0068
b=1.50 0.0029 0.0071 0.0122 0.0163 0.0178
b=2.00 0.0034 0.0103 0.0190 0.0267 0.0322
NS 0.0043 0.0071 0.0135 0.0252 0.0649
NSL 0.0035 0.0037 0.0073 0.0171 0.0560
NSLS ~_0.0037 0.0037 0.0047 0.0090 0.0318
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Tablo 5.3:Tek Degigkenli Normal Kitleler i¢in Simiilasyonla Elde Edilen

Kosulsuz Hata Kare Ortalamasi (UMSE) Degerleri (n, = n, = 30)

Tahmin Edici A=050 A=100 A=150 A=200_ A=3.00
D 0.0028 0.0026 0.0021 0.0016 0.0007
DS 0.0024 0.0024 0.0021 0.0016 0.0007
R 0.0041 0.0036 0.0028 0.0025 0.0011
U 0.0041 0.0036 0.0028 0.0024 0.0011
U 0.0029 0.0027 0.0022 0.0016 0.0006
o 0.0028 0.0025 0.0021 0.0016 0.0007
oS 0.0027 0.0024 0.0021 0.0016 0.0007
L 0.0026 0.0027 0.0022 0.0017 0.0007
LS 0.0026 0.0026 0.0022 0.0017 0.0007
H 0.0111 0.0067 0.0058 0.0044 0.0022
RS
b=0.25  0.0035 0.0032 0.0027 0.0020 0.0010
b=0.50  0.0031 0.0032 0.0029 0.0025 0.0016
b=1.00  0.0028 0.0065 0.0098 0.0121 0.0087
b=1.50  0.0051 0.0163 0.0277 0.0366 0.0349
b=2.00  0.0076 0.0265 0.0501 0.0688 0.0772
US
b=0.25  0.0035 0.0037 0.0029 0.0022 0.0011
b=0.50  0.0034 0.0038 0.0035 0.0029 0.0018
b=1.00  0.0039 0.0086 0.0120 0.0141 0.0097
b=1.50  0.0072 0.0203 0.0324 0.0413 0.0383
b=2.00  0.0105 0.0320 0.0572 0.0766 0.0839
RN
b=0.25  0.0042 0.0107 0.0229 0.0411 0.0939
b=0.50  0.0024 0.0026 0.0034 0.0051 0.0135
b=1.00  0.0019 0.0035 0.0055 0.0069 0.0067
b=1.50  0.0023 0.0067 0.0121 0.0163 0.0181
b=2.00  0.0030 0.0102 0.0192 0.0273 0.0330
UN
b=0.25  0.0042 0.0106 0.0227 0.0405 0.0936
b=0.50  0.0024 0.0026 0.0034 0.0051 0.0134
b=1.00  0.0019 0.0035 0.0055 0.0069 0.0067
b=1.50  0.0023 0.0067 0.0121 0.0163 0.0181
b=2.00  0.0030 0.0102 0.0192 0.0273 0.0330
NS 0.0037 0.0099 0.0216 0.0394 0.0908
NSL 0.0021 0.0039 0.0129 0.0300 0.0823
NSLS 0.0023 0.0029 0.0076 0.0178 0.0553




Tablo 5.4:Tek Degiskenli Normal Kitleler igin Simiilasyonla Elde Edilen

Kosulsuz Hata Kare Ortalamasi (UMSE) Degerleri (n, =n, = 50)

Tahmin Edici A=050_ _A=100 A=150 A=200 A=300
D 0.0018 0.0016 0.0013 0.0009 0.0004
DS 0.0017 0.0015 0.0013 0.0009 0.0004
R 0.0026 0.0022 0.0019 0.0015 0.0006
U 0.0026 0.0022 0.0018 0.0014 0.0006
U 0.0018 0.0016 0.0013 0.0009 0.0003
o 0.0017 0.0016 0.0013 0.0009 0.0004
oS 0.0017 0.0015 0.0013 0.0009 0.0004
L 0.0019 0.0016 0.0013 0.0010 0.0004
LS 0.0019 0.0016 0.0013 0.0010 0.0004
H 0.0065 0.0039 0.0031 0.0023 0.0013
RS
b=0.25 0.0022 0.0020 0.0016 0.0013 0.0006
b=0.50 0.0018 0.0019 0.0021 0.0017 0.0012
b=1.00 0.0025 0.0061 0.0095 0.0111 0.0085
b=1.50 0.0051 0.0159 0.0276 0.0369 0.0337
b=2.00 0.0075 0.0264 0.0499 0.0694 0.0786
UsS
b=0.25 0.0022 0.0021 0.0017 0.0014 0.0006
b=0.50 0.0021 0.0023 0.0025 0.0020 0.0013
b=1.00 0.0033 0.0072 0.0108 0.0123 0.0091
b=1.50 0.0065 0.0182 0.0303 0.0397 0.0356
b=2.00 0.0093 0.0297 0.0541 0.0740 0.0827
RN
b=0.25 0.0034 0.0100 0.0225 0.0410 0.0928
b=0.50 0.0015 0.0020 0.0031 0.0050 0.0133
b=1.00 0.0015 0.0033 0.0054 0.0069 0.0066
b=1.50 0.0022 0.0068 0.0123 0.0168 0.0183
b=2.00 0.0030 0.0104 0.0197 0.0278 0.0335
UN
b=0.25 0.0034 0.0100 0.0225 0.0410 0.0929
b=0.50 0.0015 0.0020 0.0031 0.0050 0.0133
b=1.00 0.0015 0.0033 0.0054 0.0068 0.0066
b=1.50 0.0022 0.0067 0.0123 0.0168 0.0183
b=2.00 0.0030 0.0104 0.0197 0.0278 0.0335
NS 0.0046 0.0156 0.0345 0.0661 0.1208
NSL 0.0015 0.0072 0.0245 0.0506 0.1142
NSLS 0.0015 0.0051 0.0170 0.0363 0.0901
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Tablo 5.5:Tek Degiskenli Normal Kitleler igin Simiilasyonla Elde Edilen
Kosulsuz Hata Kare Ortalamasi (UMSE) Degerleri (n, =n, =100)

Tahmin Edici A=050 A=100 A=150 A=200 A=300
D 0.0008 0.0007 0.0006 0.0004 0.0002
DS 0.0008 0.0007 0.0006 0.0004 0.0002
R 0.0013 0.0011 0.0009 0.0007 0.0003
U 0.0012 0.0011 0.0009 0.0007 0.0003
T 0.0008 0.0007 0.0006 0.0004 0.0002
(0] 0.0008 0.0007 0.0006 0.0004 0.0002
(0 0.0008 0.0007 0.0006 0.0004 0.0002
L 0.0009 0.0007 0.0006 0.0004 0.0002
LS 0.0009 0.0007 0.0006 0.0004 0.0002
H 0.0026 0.0022 0.0018 0.0013 0.0005
RS
b=0.25  0.0010 0.0010 0.0008 0.0006 0.0003
b=0.50  0.0009 0.0011 0.0013 0.0013 0.0009
b=1.00  0.0018 0.0053 0.0087 0.0108 0.0084
b=1.50  0.0046 0.0153 0.0277 0.0363 0.0336
b=2.00 0.0072 0.0259 0.0494 0.0684 0.0777
US
b=0.25  0.0010 0.0010 0.0008 0.0006 0.0003
b=0.50  0.0010 0.0012 0.0014 0.0014 0.0010
b=1.00  0.0022 0.0058 0.0093 0.0113 0.0087
b=1.50  0.0052 0.0164 0.0290 0.0377 0.0345
b=2.00  0.0081 0.0275 0.0514 0.0706 0.0797
RN
b=0.25  0.0029 0.0099 0.0223 0.0406 0.0910
b=0.50  0.0008 0.0015 0.0028 0.0050 0.0133
b=1.00  0.0011 0.0030 0.0051 0.0067 0.0065
b=1.50  0.0020 0.0066 0.0123 0.0168 0.0183
b=2.00  0.0029 0.0104 0.0198 0.0280 0.0336
UN
b=0.25  0.0029 0.0099 0.0223 0.0407 0.0916
b=0.50  0.0008 0.0015 0.0029 0.0050 0.0133
b=1.00  0.0011 0.0030 0.0051 0.0067 0.0065
b=1.50  0.0020 0.0061 0.0123 0.0168 0.0183
b=2.00  0.0029 0.0104 0.0198 0.0280 0.0336
NS 0.0063 0.0253 0.0499 0.0822 0.1491
NSL 0.0016 0.0153 0.0418 0.0753 0.1452
NSLS 0.0014 0.0123 0.0342 0.0634 0.1293




5.5 Cok Degiskenli Normal Dagihma Sahip Kitlelerde Hata Oram
Tahmin Edicilerinin Karsilastinlmasi

p=3 ve p=5 oldugu ¢ok de@iskenli normal kitleler iizerinde ¢ahsilmustir.
Simiilasyon ile her bir kitleden p=3 igin A =0.5005, 1.0011, 1.5016, 2.0022, 3.0033
ve p=5igin A=0.5087, 0.9999, 1.5652, 1.9998, 3.0001 degerlerine karsihk 200 defa
n, =n, =10, 20, 30, 50, 100 birimlik iretilen sayilar kullamlarak daha once verilen
tahmin edicilerin kogulsuz hata kare ortalamasi (UMSE) degerleri elde edildi. Tahmin
edicilerin UMSE degerlerini igeren sonuglar Tablo 5.6 - Tablo 5.15 ' de verildi.

Cok degiskenli durumda da tek degiskenli duruma benzer sonuglar elde edildi ancak
degisken sayis1 artifinda tahmin edicilerin UMSE degerlerinin de artin ve 6rneklem
hacimleri artikga tahmin edicilerin UMSE degerlerini azaldig: goriilmektedir.

Orneklem hacimleri kiigiik oldugunda NS, NSL ve NSLS diizlenmis tahmin
edicilerin UMSE degerlerinin diger tahmin edicilerin UMSE degerlerine gére daha kiigiik
oldugu ancak 6rneklem hacimleri ve A artikga tam tersi bir durumun sz konusu oldugu
gozlenmistir. Ayrica NSL ve NSLS tahmin edicilerinin NS tahmin edicisine ve NSLS '
nin de NSL ' ye gére daha iistiin olduBu sdylenebilir. Orneklem hacimleri ne olursa olsun,
A degeri 0.5'e yakin ise bu diizlenmi§ tahmin edicileri dier tahmin edicilere gore daha
Ustiin oldufu ancak A ' nin deferi artikga bu diizlenmis tahmin edicilerin iyi sonug
vermedifi gorilmektedir. Bununla birlikte 6rneklem hacimlerinin ve A ' nmin kigiik
degerlerinde L ile NSL ve LS ile NSLS tahmin edicileri yakin sonuglar vermektedir.

Burada da parametrik olmayan tahmin edicilerden H ' nin performansinin zayif, U ve
R ' nin performaslanimin bir birine yakin oldugu ancak U ' nun bazen daha iyi oldugu
gorilmektedir. Bu tahmin edicilerin, parametrik tahmin edicilere gére daha zayif
olduklan da soylenebilir.

Parametrik tahmin ediciler kargilagtnldiginda, tiim durumlarda sirasiyla LS, L, OS,
O ve M tahmin edicilerinin daha iyi ve bunlann DS, D ve U tahmin edicilerinin izledigi
goriilmektedir. A ' nin biiyiik degerleri igin bu tahmin edicilerin performanslan aynidir.

RS, US, RN ve UN tahmin edicileri igin kiigiik 6rneklemlerde; A ' min kiigiik oldugu
durumlarda b ' nin biiyilkk ve A ' min degeri arttka b ' nin kigiik degerlerinde daha iyi
sonuglar elde edildigi goriilmektedir. A ' nin degeri arttikga RS ve US tahmin edicileri
igin b degeri 0.25 ile 0.50 arasinda ancak RN ve UN tahmin edicileri igin 0.50 ile 1
arasinda degismektedir. Oreklem hacimleri artifinda; A ' nin kiigiik degerlerinde RS ve
US tahmin edicileri igin b degerinin, kiigiik 6rneklemlere gére daha da kiigiik oldugu
durumlarda iyi sonuglar verdifi gozlenmistir. Biyiik orneklemlerde A ' min degeri
arttkga RS ve US tahmin edicileri igin elde edilen b degeri RN ve UN tahmin edicileri
icin elde edilen b degerinden daha kiigiiktiir.
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Tablo 5.6: p =3 i¢in Cok Degiskenli Normal Kitleler igin Simiilasyonla Elde Edilen

Kosulsuz Hata Kare Ortalamasi (UMSE) Degerleni (n, =n, =10)

Tahmin Edici A=0.5005 A=10011 A=15016 A=20022 A=30033
D 0.0237 0.0164 0.0119 0.0083 0.0032
DS 0.0180 0.0114 0.0080 0.0057 0.0024
R 0.0279 0.0226 0.0154 0.0109 0.0044
U 0.0267 0.0208 0.0153 0.0108 0.0045
T 0.0234 0.0167 0.0123 0.0085 0.0031
o 0.0155 0.0115 0.0089 0.0065 0.0027
oS 0.0120 0.0085 0.0067 0.0053 0.0028
L 0.0117 0.0086 0.0071 0.0055 0.0026
LS 0.0087 0.0062 0.0057 0.0051 0.0033
M 0.0175 0.0110 0.0084 0.0064 0.0032
H 0.0238 0.0267 0.0257 0.0210 0.0139
RS
b=0.25  0.0260 0.0189 0.0143 0.0096 0.0040
b=0.50  0.0206 0.0143 0.0118 0.0082 0.0036
b=1.00  0.0101 0.0068 0.0073 0.0087 0.0062
b=1.50  0.0042 0.0073 0.0149 0.0199 0.0217
b=2.00  0.0031 0.0135 0.0308 0.0469 0.0530
US
b=0.25 0.0176 0.0140 0.0129 0.0092 0.0043
b=0.50  0.0136 0.0120 0.0100 0.0081 0.0043
b=1.00  0.0064 0.0088 0.0112 0.0123 0.0091
b=1.50  0.0060 0.0146 0.0253 0.0323 0.0297
b=2.00  0.0089 0.0269 0.0490 0.0655 0.0689
RN
b=0.25  0.0081 0.0065 0.0143 0.0309 0.0917
b=0.50  0.0165 0.0087 0.0048 0.0029 0.0115
b=1.00 0.0115 0.0061 0.0047 0.0043 0.0034
b=1.50  0.0063 0.0034 0.0051 0.0077 0.0098
b=2.00  0.0038 0.0034 0.0084 0.0142 0.0204
UN
b=0.25  0.0088 0.0070 0.0145 0.0318 0.0927
b=0.50  0.0153 0.0086 0.0051 0.0036 0.0131
b=1.00 00107 0.0065 0.0048 0.0044 0.0037
b=1.50  0.0060 0.0036 0.0054 0.0079 0.0100
b=2.00  0.0036 0.0036 0.0087 0.0143 0.0203
NS 0.0168 0.0095 0.0059 0.0034 0.0036
NSL 0.0115 0.0082 0.0063 0.0043 0.0026
NSLS 0.0087 0.0061 0.0056 0.0049 0.0032




Tablo 5.7: p = 3 i¢in Cok Degiskenli Normal Kitleler igin Simiilasyonla Elde Edilen
Kosulsuz Hata Kare Ortalamasi (UMSE) Degerleri (n, = n, =20)

Tahmin Edici A=05005 A=10011 A=15016 A=20022 A=3.0033
D 0.0087 0.0052 0.0038 0.0027 0.0011
DS 0.0075 0.0042 0.0030 0.0022 0.0010
R 0.0112 0.0076 0.0057 0.0040 0.0018
U 0.0109 0.0077 0.0055 0.0039 0.0018
1] 0.0089 0.0056 0.0040 0.0029 0.0010
o 0.0057 0.0040 0.0031 0.0024 0.0011
oS 0.0049 0.0034 0.0027 0.0022 0.0012
L 0.0048 0.0035 0.0029 0.0023 0.0011
LS 0.0042 0.0030 0.0026 0.0023 0.0013
M 0.0058 0.0039 0.0031 0.0025 0.0012
H 0.0141 0.0142 0.0109 0.0096 0.0045
RS
b=0.25  0.0092 0.0063 0.0048 0.0034 0.0016
b=0.50  0.0066 0.0044 0.0035 0.0028 0.0016
b=1.00 0.0035 0.0040 0.0069 0.0082 0.0063
b=1.50  0.0023 0.0104 0.0214 0.0302 0.0267
b=2.00 0.0033 0.0184 0.0416 0.0602 0.0705
US
b=0.25 0.0071 0.0051 0.0045 0.0032 0.0017
b=0.50  0.0054 0.0044 0.0037 0.0031 0.0019
b=1.00  0.0031 0.0060 0.0097 0.0106 0.0081
b=1.50 0.0041 0.0154 0.0277 0.0370 0.0314
b=2.00 0.0061 0.0256 0.0509 0.0706 0.0800
RN
b=0.25  0.0039 0.0072 0.0169 0.0342 0.0896
b=0.50 0.0057 0.0029 0.0023 0.0033 0.0118
b=1.00  0.0034 0.0021 0.0031 0.0044 0.0048
b=1.50 0.0018 0.0031 0.0075 0.0118 0.0144
b=2.00  0.0013 0.0052 0.0133 0.0212 0.0279
UN
b=0.25  0.0040 0.0070 0.0167 0.0342 0.0902
b=0.50  0.0054 0.0028 0.0025 0.0035 0.0121
b=1.00  0.0032 0.0021 0.0032 0.0045 0.0049
b=1.50 0.0017 0.0031 0.0076 0.0119 0.0145
b=2.00 0.0013 0.0053 0.0134 0.0212 0.0279
NS 0.0052 0.0029 0.0035 0.0070 0.0272
NSL 0.0046 0.0030 0.0021 0.0032 0.0179
NSLS 0.0041 0.0029 = 0.0024 0.0024 0.0058
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Tablo 5.8: p =3 i¢in Cok Degiskenli Normal Kitleler i¢in Simiilasyonla Elde Edilen
Kosulsuz Hata Kare Ortalamasi (UMSE) Degerleri (», =n, =30)

Tahmin Edici A=05005 A=10011 A=15016 A=20022 A=3.0033

D 0.0050 0.0032 0.0023 0.0017 0.0006
DS 0.0045 0.0027 0.0020 0.0014 0.0006
R 0.0060 0.0045 0.0035 0.0025 0.0010
U 0.0060 0.0044 0.0035 0.0025 0.0011
U 0.0052 0.0033 0.0024 0.0017 0.0006
o 0.0039 0.0027 0.0021 0.0015 0.0006
OsS 0.0035 0.0024 0.0019 0.0014 0.0007
L 0.0031 0.0025 0.0020 0.0015 0.0006
LS 0.0028 0.0023 0.0019 0.0015 0.0007
M 0.0044 0.0027 0.0021 0.0016 0.0007
H 0.0081 0.0075 0.0058 0.0052 0.0030
RS
b=0.25 0.0053 0.0038 0.0030 0.0019 0.0010
b=0.50 0.0042 0.0031 0.0023 0.0017 0.0012
b=1.00 0.0022 0.0041 0.0068 0.0088 0.0070
b=1.50 0.0024 0.0114 0.0230 0.0314 0.0299
b=2.00 0.0041 0.0209 0.0434 0.0621 0.0716
US
b=0.25 0.0043 0.0036 0.0029 0.0019 0.0010
b=0.50 0.0036 0.0029 0.0024 0.0020 0.0013
b=1.00 0.0023 0.0055 0.0087 0.0108 0.0077
b=1.50 0.0037 0.0144 0.0269 0.0353 0.0328
b=2.00 0.0063 0.0255 0.0490 0.0678 0.0771
RN
b=0.25 0.0021 0.0071 0.0183 0.0360 0.0908
b=0.50 0.0028 0.0017 0.0021 0.0036 0.0121
b=1.00 0.0017 0.0019 0.0036 0.0050 0.0053
b=1.50 0.0010 0.0040 0.0091 0.0135 0.0158
b=2.00 0.0011 0.0067 0.0155 0.0235 0.0300
UN
b=0.25 0.0023 0.0071 0.0184 0.0362 0.0914
b=0.50 0.0028 0.0017 0.0022 0.0037 0.0123
b=1.00 0.0017 0.0019 0.0036 0.0050 0.0053
b=1.50 0.0010 0.0040 0.0091 0.0135 0.0157
b=2.00 0.0011 0.0068 0.0155 0.0235 0.0299
NS 0.0020 0.0032 0.0082 0.0175 0.0538
NSL 0.0028 0.0016 0.0026 0.0084 0.0406

NSLS 0.0027 0.0019 0.0019 0.0037 0.0170




Tablo 5.9: p = 3 igin Cok Degiskenli Normal Kitleler i¢in Simiilasyonla Elde Edilen
Kosulsuz Hata Kare Ortalamasi (UMSE) Degerlen (n, = n, =50)

Tahmin Edici A=05005 A=10011 A=15016 A=20022 A=3.0033

D 0.0022 0.0015 0.0012 0.0009 0.0004
DS 0.0020 0.0013 0.0011 0.0008 0.0003
R 0.0029 0.0023 0.0020 0.0014 0.0006
U 0.0031 0.0023 0.0020 0.0014 0.0006
U 0.0023 0.0016 0.0012 0.0009 0.0003
o 0.0018 0.0013 0.0011 0.0008 0.0004
0S 0.0017 0.0013 0.0011 0.0008 0.0004
L 0.0015 0.0013 0.0011 0.0008 0.0004
LS 0.0014 0.0013 0.0011 0.0009 0.0004
M 0.0020 0.0014 0.0011 0.0009 0.0004
H 0.0048 0.0051 0.0040 0.0029 0.0012
RS
b=0.25 0.0027 0.0018 0.0015 0.0012 0.0006
b=0.50 0.0020 0.0014 0.0013 0.0014 0.0009
b=1.00 0.0012 0.0040 0.0077 0.0097 0.0080
b=1.50 0.0027 0.0130 0.0248 0.0331 0.0318
b=2.00 0.0049 0.0231 0.0455 0.0649 0.0740
US
b=0.25 0.0024 0.0017 0.0015 0.0012 0.0005
b=0.50 0.0017 0.0015 0.0016 0.0016 0.0010
b=1.00 0.0016 0.0080 0.0087 0.0107 0.0085
b=1.50 0.0037 0.0148 0.0271 0.0357 0.0337
b=2.00 0.0064 0.0263 0.0492 0.0692 0.0778
RN
b=0.25 0.0019 0.0083 0.0204 0.0383 0.0907
b=0.50 0.0012 0.0013 0.0024 0.0042 0.0126
b=1.00 0.0069 0.0021 0.0042 0.0058 0.0059
b=1.50 0.0078 0.0050 0.0106 0.0152 0.0171
b=2.00 0.0013 0.0082 0.0175 0.0258 0.0319
UN
b=0.25 0.0020 0.0084 0.0206 0.0385 0.0909
b=0.50 0.0013 0.0014 0.0024 0.0043 0.0127
b=1.00 0.0007 0.0021 0.0042 0.0058 0.0059
b=1.50 0.0008 0.0050 0.0106 0.0152 0.0171
b=2.00 0.0013 0.0082 0.0178 0.0258 0.0319
NS 0.0019 0.0083 0.0204 0.0382 0.0907
NSL 0.0012 0.0016 0.0080 0.0233 0.0766

NSLS 0.0012 0.0013 0.0063 0.0122 0.0457
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Tabloe 5.10: p = 3 i¢in Cok Degiskenli Normal Kitleler igin Simiilasyonla Elde Edilen
Kosulsuz Hata Kare Ortalamasi (UMSE) Degerleri (n, =n, =100)

Tahmin Edici A=0.5005 A=10011 A=15016 A=20022 A=30033

D 0.0010 0.0007 0.0006 0.0004 0.0002
DS 0.0009 0.0007 0.0006 0.0004 0.0002
R 0.0013 0.0010 0.0009 0.0007 0.0003
U 0.0012 0.0010 0.0008 0.0007 0.0003
U 0.0010 0.0008 0.0006 0.0004 0.0002
o 0.0009 0.0007 0.0006 0.0004 0.0002
OS 0.0009 0.0007 0.0006 0.0004 0.0002
L 0.0008 0.0007 0.0006 0.0004 0.0002
LS 0.0008 0.0007 0.0006 0.0005 0.0002
M 0.0010 0.0008 0.0006 . 0.0005 0.0002
H 0.0029 0.0021 0.0018 0.0014 0.0006
RS
b=0.25 0.0011 0.0010 0.0007 0.0006 0.0003
b=0.50 0.0010 0.0011 0.0011 0.0012 0.0008
b=1.00 0.0014 0.0046 0.0082 0.0100 0.0083
b=1.50 0.0033 0.0142 0.0260 0.0346 0.0325
b=2.00 0.0058 0.0244 0.0477 0.0670 0.0757
US
b=0.25 0.0011 0.0010 0.0007 0.0006 0.0003
b=0.50 0.0010 0.0012 0.0012 0.0013 0.0008
b=1.00 0.0016 0.0050 0.0088 0.0104 0.0087
b=1.50 0.0038 0.0152 0.0274 0.0360 0.0335
b=2.00 0.0066 0.0259 0.0498 0.0693 0.0776
RN
b=0.25 0.0021 0.0091 0.0218 0.0401 0.0916
b=0.50 0.0006 0.0013 0.0026 0.0047 0.0130
b=1.00 0.0006 0.0026 0.0048 0.0065 0.0064
b=1.50 0.0012 0.0060 0.0118 0.0164 0.0181
b=2.00 0.0020 0.0095 0.0191 0.0274 0.0333
UN
b=0.25 0.0021 0.0091 0.0218 0.0401 0.0917
b=0.50 0.0007 0.0013 0.0026 0.0047 0.0130
b=1.00 0.0006 0.0026 0.0048 0.0064 0.0064
b=1.50 0.0012 0.0060 0.0118 0.0164 0.0181
b=2.00 0.0020 0.0095 0.0191 0.0274 0.0333
NS 0.0041 0.0174 0.0395 0.0681 0.1324
NSL 0.0006 0.0053 0.0236 0.0524 0.1222

NSLS 0.0006 0.0037 0.0161 0.0370 0.0956
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Tablo 5.11: p =5 i¢in Cok Degiskenli Normal Kitleler i¢in Simiilasyonla Elde Edilen
Kosulsuz Hata Kare Ortalamasi (UMSE) Degerleri (n, =n, =10)

Tahmin Edict A=0.5087 A=0.9999 A=15652 A=19998 A=3.0001

D 0.0409 0.0309 0.0220 0.0158 0.0065
DS 0.0276 0.0190 0.0129 0.0093 0.0045
R 0.0448 0.0364 0.0257 0.0190 0.0079
U 0.0394 0.0313 0.0237 0.0172 0.0079
U 0.0368 0.0281 0.0205 0.0146 0.0062
o 0.0207 0.0169 0.0146 0.0112 0.0054
Os 0.0126 0.0103 0.0099 0.0083 0.0052
L 0.0176 0.0128 0.0105 0.0084 0.0046
LS 0.0114 0.0076 0.0069 0.0069 0.0056
M 0.0163 0.0140 0.0140 0.0117 0.0068
H 0.0297 0.0306 0.0367 0.0324 0.0305
RS
b=0.25 0.0412 0.0332 0.0226 0.0117 0.0074
b=0.50 0.0366 0.0252 0.0187 0.0141 0.0066
b=1.00 0.0202 0.0144 0.0098 0.0090 0.062
b=1.50 0.0072 0.0063 0.0113 0.0152 0.0169
b=2.00 0.0032 0.0087 0.0225 0.0326 0.0410
US
b=0.25 0.0304 0.0243 0.0175 0.0158 0.0066
b=0.50 0.0270 0.0187 0.0154 0.0128 0.0062
b=1.00 0.0140 0.0114 0.0114 0.0110 0.0078
b=1.50 0.0072 0.0099 0.0194 0.0228 0.0210
b=2.00 0.0064 0.0179 0.0355 0.0472 0.0524
RN
b=0.25 0.0091 0.0060 0.0131 0.0284 0.0888
b=0.50 0.0267 0.0166 0.0071 0.0033 0.0129
b=1.00 0.0212 0.0135 0.0086 0.0065 0.0034
b=1.50 0.0124 0.0067 0.0052 0.0060 0.0069
b=2.00 0.075 0.0039 0.0057 0.0092 0.0140
UN
b=0.25 0.0093 0.0068 0.0149 0.0309 0.0924
b=0.50 0.0229 0.0144 0.0071 0.0047 0.0185
b=1.00 0.0192 0.0123 0.0080 0.0063 0.0037
b=1.50 0.0115 0.0064 0.0053 0.0061 0.0071
b=2.00 0.0071 0.0038 0.0058 0.0093 0.0139
NS 0.0262 0.0176 0.0108 0.0079 0.0024
NSL 0.0174 0.0124 0.0096 0.0073 0.0031

NSLS 0.0114 0.0075 0.0068 0.0068 0.0055
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Tablo 5.12: p =5 i¢in Cok Degiskenli Normal Kitleler i¢in Simiilasyonla Elde Edilen

Kosulsuz Hata Kare Ortalamasi (UMSE) Degerleri (n, =n, =20)

Tahmin Edici A =0.5087 A=09999 A=15652 A=19998 A=30001
D 0.0160 0.0092 0.0061 0.0042 0.0015
DS 0.0129 0.0066 0.0041 0.0028 0.0011
R 0.0178 0.0105 0.0079 0.0059 0.0024
U 0.0178 0.0103 0.0075 0.0057 0.0023
U 0.158 0.0091 0.0061 0.0041 0.0014
o 0.0081 0.0053 0.0041 0.0029 0.0012
oS 0.0063 0.0040 0.0032 0.0025 0.0013
L 0.0077 0.0045 0.0036 0.0026 0.0011
LS 0.0061 0.0034 0.0030 0.0024 0.0014
M 0.0078 0.0050 0.0040 0.0030 0.0015
H 0.0142 0.0140 0.0132 0.0109 0.0071
RS
b=0.25  0.0162 0.0096 0.0068 0.0050 0.0020
b=0.50 0.0128 0.0067 0.0049 0.0033 0.0018
b=1.00  0.0061 0.0031 0.0051 0.0059 0.0054
b=1.50  0.0023 0.0063 0.0174 0.0243 0.0234
b=2.00  0.0024 0.0137 0.0353 0.0515 0.0616
US
b=0.25  0.0125 0.0071 0.0063 0.0044 0.0019
b=0.50  0.0092 0.0058 0.0044 0.0032 0.0018
b=1.00  0.0043 0.0041 0.0072 0.0078 0.0066
b=1.50  0.0028 0.0098 0.0227 0.0301 0.0278
b=2.00  0.0042 0.0195 0.0438 0.0600 0.0696
RN
b=0.25  0.0044 0.0054 0.0178 0.0323 0.0875
b=0.50  0.0098 0.0037 0.0019 0.0021 0.0111
b=1.00  0.0065 0.0023 0.0024 0.0029 0.0034
b=1.50  0.0033 0.0017 0.0054 0.085 0.0114
b=2.00  0.0018 0.0029 0.0105 0.0166 0.0236
UN
b=0.25  0.0046 0.0059 0.0186 0.0334 0.0880
b=0.50  0.0094 0.0035 0.0021 0.0024 0.0118
b=1.00  0.0062 0.0023 0.0025 0.0030 0.0035
b=1.50  0.0031 0.0018 0.0056 0.0087 0.0115
b=2.00  0.0017 0.0030 0.0106 0.0167 0.0236
NS 0.0097 0.0036 0.0019 0.0023 0.0126
NSL 0.0074 0.0038 0.0022 0.0014 0.0070
NSLS 0.0060 0.0032 0.0027 0.0022 0.0022
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Tablo 5.13: p =5 i¢in Cok Degiskenli Normal Kitleler i¢in Simiilasyonla Elde Edilen
Kosulsuz Hata KareOrtalamasi (UMSE) Degerleri (n, = n, = 30)

Tahmin Edici A=05087 A=0.9999 A=15652 A=19998 A=30001

D 0.0093 0.0051 0.0034 0.0025 0.0009
DS 0.0080 0.0040 0.0026 0.0018 0.0007
R 0.0109 0.0063 0.0043 0.0037 0.0014
U 0.0110 0.0061 0.0040 0.0035 0.0014
U 0.0094 0.0051 0.0035 0.0025 0.0009
o 0.0052 0.0033 0.0025 0.0019 0.0008
L) 0.0044 0.0027 0.0022 0.0017 0.0008
L 0.0048 0.0029 0.0024 0.0018 0.0008
LS 0.0041 0.0024 0.0021 0.0017 0.0009
M 0.0054 0.0033 0.0026 0.0020 0.0009
H 0.0101 0.0100 0.0086 0.0072 0.0041
RS
b=0.25 0.0101 0.0054 0.0037 0.0028 0.0012
b=0.50 0.0072 0.0038 0.0027 0.0020 0.0013
b=1.00 0.0033 0.0026 0.0055 0.0070 0.0066
b=1.50 0.0018 0.0084 0.0211 0.0269 0.0269
b=2.00 0.0027 0.0171 0.0413 0.0569 0.0661
UsS
b=0.25 0.0078 0.0047 0.0033 0.0027 0.0013
b=0.50 0.0060 0.0037 0.0026 0.0022 0.0014
b=1.00 0.0028 0.0032 0.0071 0.0089 0.0074
b=1.50 0.0023 0.0113 0.0250 0.0306 0.0296
b=2.00 0.0044 0.0213 0.076 0.0637 0.0710
RN
b=0.25 0.0026 0.0059 0.0190 0.0341 0.0885
b=0.50 0.0055 0.0020 0.0016 0.0027 0.0115
b=1.00 0.0033 0.0014 0.0027 0.0037 0.0042
b=1.50 0.0015 0.0023 0.0074 0.0109 0.0136
b=2.00 0.0009 0.0044 0.0135 0.0201 0.0269
UN
b=0.25 0.0027 '0.0063 0.0194 0.0348 0.0892
b=0.50 0.0054 0.0020 0.0016 0.0029 0.0120
b=1.00 0.0032 0.0014 0.0027 0.0038 0.0043
b=1.50 0.0015 0.0024 0.0074 0.0109 0.0135
b=2.00 0.0009 0.0045 0.0135 0.0201 0.0268
NS 0.0044 0.0018 0.0040 0.0086 0.0332
NSL 0.0045 0.0020 0.0014 0.0030 0.0214

NSLS 0.0040 0.0021 0.0016 0.0017 0.0063
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Tablo 5.14: p =5 igin Cok Degiskenli Normal Kitleler igin Simiilasyonla Elde Edilen
Kosulsuz Hata Kare Ortalamasi (UMSE) Degerleri (n, =n, =50)

Tahmin Edici A=0.5087 A=0.9999 A=15652 A=19998 A=3.0001

D 0.0043 0.0025 0.0018 0.0013 0.0005
DS 0.0038 0.0021 0.0025 0.0011 0.0004
R 0.0054 0.0029 0.0021 0.0018 0.0007
U 0.0051 0.0029 0.0021 - 0.0017 0.0007
U 0.0043 0.0025 0.0018 0.0013 0.0005
0 0.0027 0.0018 0.0014 0.0011 0.0004
0s 0.0024 0.0016 0.0013 0.0010 0.0004
L 0.0024 0.0017 0.0014 0.0010 0.0004
LS 0.0021 0.0015 0.0013 0.0010 0.0004
M 0.0030 0.0018 0.0014 0.0011 0.0004
H 0.0066 0.0052 0.0040 0.0034 0.0018
RS
b=0.25 0.0045 0.0025 0.0017 0.0014 0.0006
b=0.50 0.0034 0.0019 0.0016 0.0014 0.0008
b=1.00 0.0014 0.0031 0.0067 0.0082 0.0068
b=1.50 0.0019 0.0112 0.0243 0.0302 0.0290
b=2.00 0.0018 0.0202 0.0456 0.0621 0.0708
US
b=0.25 0.0037 0.0021 0.0017 0.0014 0.0006
b=0.50 0.0029 0.0017 0.0016 0.0016 0.0008
=1.00 0.0015 0.0039 0.0076 0.0091 0.0075
b=1.50 0.0025 0.0130 0.0268 0.0326 0.0306
b=2.00 0.0050 0.0230 0.0496 0.0663 0.0740
RN
b=0.25 0.0015 0.0069 0.0208 0.0359 0.0895
b=0.50 0.0023 0.0009 0.0017 0.0033 0.0121
b=1.00 0.0012 0.0013 0.0032 0.0045 0.0049
b=1.50 0.0006 0.0034 0.0092 0.0130 0.0152
b=2.00 0.0007 0.0063 0.0161 0.0230 0.0294
UN
b=0.25 0.0015 0.0072 0.0210 0.0363 0.0896
b=0.50 0.0023 0.0010 0.0018 0.0034 0.0123
b=1.00 0.0012 0.0013 0.0033 0.0045 0.0049
b=1.50 0.0006 0.0035 0.0092 0.0130 0.0152
b=2.00 0.0007 0.0063 0.0161 0.0230 0.0293
NS 0.0013 0.0042 0.0136 0.0249 0.0688
NSL 0.0021 0.0007 0.0037 0.0117 0.0526

NSLS 0.0020 0.0009 0.0017 0.0047 0.0242
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Tablo 5.15: p =5 igin Cok Degiskenli Normal Kitleler i¢in Simiilasyonla Elde Edilen
Kosulsuz Hata Kare Ortalamasi (UMSE) Degerleri (n, = n, =100)

Tahmin Edici A =05087 A=09999 A=15652 A=19998 A=30001
D 0.0014 0.0010 0.0007 0.0006 0.0002
DS 0.0013 0.0009 0.0006 0.0005 0.0002
R 0.0020 0.0014 0.0010 0.0008 0.0003
U 0.0021 0.0015 0.0010 0.0008 0.0003
T 0.0014 0.0010 0.0007 0.0006 0.0002
o 0.0010 0.0008 0.0006 0.0005 0.0002
oS 0.0009 0.0008 0.0006 0.0005 0.0002
L 0.0009 0.0008 0.0006 0.0005 0.0002 |
LS 0.0008 0.0008 0.0006 0.0005 0.0002
M 0.0011 0.0008 0.0006 0.0005 0.0002
H 0.0029 0.0025 0.0022 0.0015 0.0008
RS
b=0.25  0.0016 0.0012 0.0009 0.0006 0.0003
b=0.50  0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0007
b=1.00  0.0009 0.0039 0.0076 0.0091 0.0072
b=1.50  0.0025 0.0133 0.0263 0.0337 0.0312
b=2.00  0.0049 0.0231 0.0493 0.0655 0.0743
US
b=0.25  0.0014 0.0012 0.0008 0.0006 0.0003
b=0.50  0.0009 0.0009 0.0010 0.0010 0.0007
b=1.00  0.0010 0.0044 0.0081 0.0095 0.0076
b=1.50  0.0029 0.0143 0.0276 0.0349 0.0322
b=2.00  0.0056 0.0246 0.0514 0.0676 0.0761
RN
b=0.25  0.0016 0.0079 0.0228 0.0384 0.0905
b=0.50  0.0007 0.0009 0.0024 0.0041 0.0128
b=1.00  0.0004 0.0019 0.0043 0.0055 0.0057
b=1.50  0.0008 0.0049 0.0112 0.0149 0.0169
b=2.00  0.0014 0.0083 0.0188 0.0257 0.0317
UN
b=0.25  0.0016 0.0079 0.0028 0.0383 0.0903
b=0.50  0.0007 0.0009 0.0024 0.0041 0.0127
b=1.00  0.0004 0.0019 0.0043 0.0055 0.0057
b=1.50  0.0008 0.0049 0.0112 0.0150 0.0169
b=2.00  0.0014 0.0083 0.0188 0.0257 0.0317
NS 0.0026 0.0126 0.0339 0.0547 0.1162
NSL 0.0007 0.0021 0.0162 0.0361 0.01016
NSLS 0.0007 0.0013 0.0094 0.0217 0.0695
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5.6 Gamma Dagihimma Sahip Kitlelerde Optimal Hata Oranlarinin ve
Hata Oram: Tahmin Edicilerinin Karsilastirilmasi

Gamma dagilmina sahip kitleler i¢in parametrelerin bilindifi durumda elde edilen
R; atama kuralinin, normal kitleler igin elde edilen R, atama kuralina gére daha iistiin
oldugu gorilmektedir. Ozellikle &, = &, oldugu Durum 3 ve &, = 8, =1 oldugu Durum 4
de, kitleler birbirinden uzaklaghk¢a R, atama kurah kullanildiginda elde edilen hata
oranlanindaki diisity, R, atama kurah kullamldifinda elde edilen hata oranlarna goére
daha hizhdr.

Parametreler bilinmediginde gamma dagihmina sahip kitleler i¢in hata oranlarnin
analitik ifadelerinin elde edilmesinin zor oldugu Boéliim 3 ' de belirtildi. Bu nedenle
parametrelerin bilinmedigi durumda hata oranlan Béliim 4 ' de verilen hata orami tahmin
edicilerinden D (plug - in), U ve R g6z oniine alinarak tahmin edildi. Buradaki D tahmin
edicisi; af, a* ve oF optimal hata oranlannda bilinmeyen parametreler yerine
omeklemlerden elde edilen tahminlerinin kullamlmasiyla elde edildi. Simiilasyon ile her
bir kitleden farkh parametrelere gore 200 defa rasgele iretilen n, =n, =25, 50 birimlik
sayllar kullamlarak hesaplanan tahmin degerlerinin ortalamalan alinarak tahmin edicilerin
degerleri elde edildi. Sonuglar Tablo 5.16 - Tablo 5.23 ' de verilmigtir.

Tahmin ediciler kargilagtinldifinda, tiim durumlar i¢in U ve R tahmin edicilerinin
aym performansta oldugu goriilmektedir. Durum 1, 3 ve Durum 2 ' nin n, =n, =25
olmast durumunda U ve R tahmin edicileri daha iyi , Durum 2 ' nin n, =, =50 olmas:
ve Durum 4 ' {in n, =n, =25 ve n, =n, = 50 olmasi durumlannda D tahmin edicisi daha
iyi sonuglar vermektedir. Orneklem hacimi 50 oldugunda, tiim durumlar igin elde edilen
tahmin degerlerinin optimal degerlere daha yakin oldugu gériilmektedir.

Parametrelerin bilindigi durumda oldugu gibi, parametrelerin bilinmedigi durumda
da elde edilen R;(s) atama kuralimn, R,(s) atama kuralina gére daha iistiin oldugu
sOylenebilir. & parametreleri biiyik oldugunda gamma dagiimi normal dagihma
yaklasacagindan, R, (s) atama kurah R;(s) atama kurah kadar iyi sonuglar verdigi
gozlenmektedir. Ayni durum, parametrelerin bilindigi durumda elde edilen R; ve R,
atama kurallan i¢in de gegerlidir.
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Tablo 5.16: Durum 1 i¢in Optimal Hata Oranlan ve Tahmin Degerleri

(n =n, =25)
a® ol

5 6, B| o a” D U R D U R

2 4 102648 0.2760| 0.2885 0.2862 0.2613 | 0.2955 0.2733 0.2692
2 5 101914 0.2052[0.2022 0.2088 0.1964 | 0.2116 0.2060 0.2004
2 6 1101379 0.1532]0.1510 0.1493 0.1413 | 0.1624 0.1536 0.1485
2 7 1/[0.0990 0.1150]0.1148 0.1019 0.0984 | 0.1295 0.1142 0.1103
2 8 1]0.0709 0.0869| 0.0995 0.0714 0.0731 | 0.1159 0.0833 0.0794
2 10 1]0.0361 0.0506]0.0538 0.0336 0.0348 | 0.0745 0.0491 0.0456
3 5 1102977 03046 0.3109 0.3168 0.2931 | 0.3146 0.3019 0.2986
3 6 1102263 0.23530.2391 0.2604 0.2338 | 0.2450 0.2407 0.2359
3 8 110.1279 0.1394]0.1599 0.1444 0.1326 | 0.1689 0.1395 0.1351
3 12 1]0.0384 0.0497 | 0.0602 0.0335 0.0396 | 0.0743 0.0506 0.0467
3 14 1/(0.0206 0.0303 | 0.0334 0.0244 0.0269 | 0.0478 0.0302 0.0283
5 8 1102705 0.2755]0.2917 0.3217 0.2756 | 0.2947 0.2790 0.2748
5 10 1]0.1709 0.1778 | 0.2059 0.1930 0.1686 | 0.2105 0.1729 0.1689
5 15 1 ]0.0484 0.0564 | 0.0854 0.0403 0.0493 | 0.0950 0.0564 0.0523
5 20 11}0.0121 0.0180)0.0361 0.0107 0.0131 | 0.0480 0.0193 0.0175
8 12 102583 0.2617 | 0.2877 0.3028 0.2554 | 0.2893 0.2523 0.2469
8 16 101172 0.1225]0.1718 0.1398 0.1224 | 0.1760 0.1220 0.1186
8 32 1]0.0023 0.0044 | 0.0179 0.0065 0.0046 | 0.0263 0.0040 0.0036
15 30 1 ]0.0532 0.0567 ] 0.1065 0.0617 0.0655 { 0.1098 0.0558 0.0532

Burada,

@ : Gamma dagihmu igin optimal hata oranini,

a" : Normal dagihm i¢in optimal hata oramin,

a® :Gamma dagihm icin hata oram tahmin degerini,

" :Normal dagihm igin hata orani tahmin degerini
gostermektedir ve D, U, R hata oram tahmin edicileridir.
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Tablo 5.17: Durum 1 i¢in Optimal Hata Oranlan ve Tahmin Degerleri

(n =n, =50)
a° a”

5 6 B| o° a” D U R D U R

2 4 1]02648 02760 0.2789 02714 0.2588 | 0.2872 0.2717 0.2700
2 5 1]0.1914 02052|0.2024 0.1999 0.1938 | 0.2131 0.2067 0.2048
2 6 101379 0.15320.1424 0.1452 0.1405 | 0.1558 0.1556 0.1535
2 7 1]0.0990 0.11500.1057 0.1015 0.0982 | 0.1209 0.1153 0.1131
2 8 1/0.0709 0.0869|0.0826 0.0715 0.0698 | 0.0997 0.0862 0.0837
2 10 100361 0.0506|0.0445 0.0346 0.0346 | 0.0632 0.0492 0.0474
3 5 1/02977 03046 0.3089 0.3106 02958 [ 0.3136 0.3059 0.3043
3 6 102263 023530.2269 02392 02288 | 0.2332 0.2366 0.2344
3 8 1{0.1279 0.1394|0.1436 0.1316 0.1288 | 0.1536 0.1369 0.1346
3 12 1]0.0384 0.0497 | 0.0488 0.0368 0.0378 | 0.0627 0.0488 0.0471
3 14 1[0.0206 0.0303 | 0.0274 0.0207 0.0218 | 0.0409 0.0302 0.0288
5 8 1]02705 0.2755|0.2785 0.2993 0.2756 | 0.2815 0.2798 0.2781
5 10 1[0.1709 0.1778|0.1787 0.1766 0.1681 | 0.1838 0.1764 0.1737
5 15 1/0.0484 0.0564 | 0.0658 0.0448 0.0476 | 0.0759 0.0547 0.0531
5 20 1]0.0121 0.0180]0.0206 0.0111 0.0128 | 0.0307 0.0203 0.0193
8 12 1/0.2583 0.2617]0.2810 0.2917 0.2519 | 0.2831 0.2575 0.2518
8 16 1/[0.1172 0.1225]|0.1443 0.1175 0.1153 | 0.1485 0.1205 0.1185
8 32 1/[0.0023 0.0044|0.0072 0.0019 0.0021 | 0.0140 0.0043 0.0039
15 30 1 [0.0532 0.0567]0.0821 0.0425 0.0546 | 0.0857 0.0555 0.0538

Burada,

o : Gamma daZilim igin optimal hata oramn,

" : Normal dagilim i¢in optimal hata oramm,

a® :Gamma dagihm igin hata oram1 tahmin degerini,

" :Normal dafihim igin hata oram tahmin degerini
gostermektedir ve D, U, R hata oram tahmin edicileridir.
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Durum 4: §, =6, =1 ve f; <, ise gamma dafihimlan, konum parametreleri optimal
smiflandirma kurah B, ve B, olan istel dagihmlara dontgiirler. Bu durumda g, ve S,
parametreli iistel dafihma sahip IT, ve IT, kitleleri i¢in R, optimal simiflandirma kuralt

BB B
Rg: %S B -5 ln(ﬂz) se (%), The (3.33)

diger durumda , I1,'ye atanir.
ile verilir. R, ' deki E harfi astel dagilim gostermektedir. Ustel kitlelerde diskriminasyon
problemini Adegboye (1993) aynntih olarak galigmugtir.

3.2.1.i Hata Oranlan

Burada, bir énceki alt bolimde elde edilen simflandirma kuralllannin her biri igin
hata oranlan elde edilmeye ¢alisilacaktir.

Teorem 3.1: II, ve II,, (4,,5,) ve (J,,5,) parametreleri ile gamma dafihmma sahip
kitleler olmak iizere 6, <J, ve B, =p, =p ise R; kurah kullamldiginda toplam hatal

siniflandirma olasiligs

a® =2 (I-Ty, G80+T0, (5,8 (3.34)
dir, burada
- (1) ga-60)
c exp{ln(r(a )ﬂ( )/ (8,- 6. )} (3.35)

ve

a/p
rm(%, r(s) [yevay , i=12 (3.36)

tam olmayan gamma fonksiyonudur.

Ispat : B, ve B, Bolim 1 ' de tammlanan smflandirma bélgeleri olmak iizere,
P (X, €B;/11,) olasihfn, I(x,) ile gosterilen x, olglimli birmin IT, ' de oldufu
bilindiginde, R; kurah kullamlarak I1; ' ye hatali atanmasi olasih1 olsun. Béylece
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Table 5.18: Durum 2 igin Optimal Hata Oranlan ve Tahmin Degerleri
(m =n, =25)

o

a"

D

&t
U

R

D

o’
U

R

N N DD DN

H» b b obd S

(=, W~ N o W @ )

10
10

20

40

20
30
40
40

80

0.3161
0.2065
0.1370
0.0916
0.0617
0.0130

0.3647
0.2648
0.1914
0.0990
0.0506

0.3880
0.2977
0.1707
0.0707

0.1709
0.0482
0.0121

0.0926

0.0315

0.3327
0.2293
0.1623
0.1173
0.0863
0.0289

0.3717
0.2760
0.2052
0.1150
0.0661

0.3921
0.3046
0.1812
0.0828

0.1778

0.0564

0.0180

0.0973

0.0341

0.3104
0.2080
0.1391
0.0932
0.0634
0.0145

0.3689
0.2619
0.1968
0.1004
0.0539

0.3939
0.2947
0.1746
0.0723

0.1696

0.0503

0.0129

0.0942

0.0322

0.3159
0.2091
0.1388
0.0892
0.0652
0.0154

0.3657
0.2607
0.1911
0.1002
0.0515

0.3376
0.2922
0.1731
0.0746

0.1662
0.0505
0.0129

0.0933

0.0320

0.3125
0.2046
0.1335
0.0861
0.0603
0.0140

0.3632
0.2562
0.1862
0.0959
0.0486

0.3846
0.2885
0.1679
0.0711

0.1623
0.0474
0.0113

0.0873

0.0288

0.3281
0.2313
0.1645
0.1189
0.0881
0.0305

0.3760
0.2735
0.2105
0.1164
0.0693

0.3979
0.3020
0.1851
0.0844

0.1767
0.0584
0.0187

0.0988

0.0348

0.3307
0.2285
0.1597
0.1188
0.0875
0.0303

0.3708
0.2702
0.2040
0.1128
0.0662

0.3964
0.2984
0.1806
0.0845

0.1719
0.0604
0.0191

0.0986

0.0359

0.3275
0.2243
0.1532
0.1131
0.0843
0.0279

0.3687
0.2661
0.1994
0.1078
0.0624

0.3937
0.2955
0.1770
0.0803

0.1674
0.0567
0.0176

0.0942

0.0331

Burada,
a® : Kikare dagilim: i¢in optimal hata oranim,

" : Normal dagihm igin optimal hata oranim,

&® :Ki kare dagilm igin hata oram: tahmin degerini,
" :Normal dagilim igin hata oran: tahmin degerini




gostermektedir ve D, U, R hata orami tahmin edicileridir.
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Tablo 5.19: Durum 2 i¢in Optimal Hata Oranlan ve Tahmin Degerleni
(n, =n, =50)

of

a"

D

&t
U

R

D

a’
U

R

NN DN NN

L R L

N O N O

10
10

20

40

20
30
40
40

80

0.3161
0.2065
0.1370
0.0916
0.0617
0.0130

0.3647
0.2648
0.1914
0.0990
0.0506

0.3880
0.2977
0.1707
0.0707

0.1709
0.0482
0.0121

0.0926

0.0315

0.3327
0.2293
0.1623
0.1173
0.0863
0.0289

0.3717
0.2760
0.2052
0.1150
0.0661

0.3921
0.3046
0.1812
0.0828

0.1778
0.0564
0.0180

0.0973

0.0341

0.3126
0.2079
0.1383
0.0916
0.0620
0.0130

0.3685
0.2631
0.1929
0.1014
0.0499

0.3879
0.3010
0.1722
0.0716

0.1714
0.0438
0.0127

0.0927

0.0313

0.3173
0.2042
0.1379
0.0908
0.0628
0.0132

0.3669
0.2618
0.1924
0.1003
0.0490

0.3885
0.2984
0.1740
0.0731

0.1770
0.0482
0.0127

0.0918

0.0330

0.3151
0.2020
0.1354
0.0883
0.0613
0.0124

0.3662
0.2591
0.1902
0.0980
0.0474

0.3878
0.2969
0.1713
0.0712

0.1683
0.0466
0.0120

0.0896

0.0313

0.3299
0.2308
0.1636
0.1175
0.0868
0.0289

0.3754
0.2746
0.2068
0.1174
0.0654

0.3921
0.3079
0.1827
0.0837

0.1784
0.0569
0.0186

0.0975

0.0339

0.3286
0.2241
0.1616
0.1150
0.0875
0.0306

0.3706
0.2752
0.2050
0.1145
0.0652

0.3921
0.3051
0.1821
0.0831

0.1758
0.0562
0.0195

0.0968

0.0350

0.3272
0.2221
0.1589
0.1131
0.0856
0.0294

0.3692
0.2734
0.2027
0.1124
0.0632

0.3915
0.3035
0.1801
0.0808

0.1738
0.0547
0.0185

0.0944

0.0338

Burada,
a® :Ki-kare dagilim i¢in optimal hata oranni,

" : Normal dagihm icin optimal hata oraniny,

&% Ki kare dagilim igin hata orani tahmin degerini,
" :Normal dagilim igin hata oram tahmin degerini
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gostermektedir ve D, U, R hata oran: tahmin edicileridir.

Tablo 5.20: Durum 3 igin Optimal Hata Oranlan ve Tahmin Degerleri
(n, =n, =25)

B B| a’ D U R D U R

3 10.3917 0.3918 ] 0.3984 0.3920 0.3902 | 0.3986 0.3911 0.3892
4 103196 0.3207 | 0.3268 0.3221 0.3174 | 0.3286 0.3189 0.3158
5 10.2682 0.2720| 0.2756 0.0752 0.2666 | 0.2807 0.2744 0.2712
0.2001 0.2146 | 0.2076 0.2172 0.1976 | 0.2229 0.2158 0.2116
10 0.1414 0.1774] 0.1487 0.1619 0.1405 ) 0.1825 0.1776 0.1729
1510.0913 0.1575| 0.0980 0.1097 0.0871 | 0.1572 0.1566 0.1537

N DN DD DN DNDIO
(35 O S T 'S BN S T o R 8
=

4 102803 0.2821] 0.2908 0.2977 0.2717 | 0.2935 0.2779 0.2738
5102214 0.2277] 0.2331 0.2429 0.2175 | 0.2404 0.2226 0.2187
0.1481 0.1699 | 0.1603 0.1697 0.1422 | 0.1809 0.1673 0.1637
10{0.0912 0.1378 | 0.1024 0.1175 0.0854 | 0.1434 0.1367 0.1342
151 0.0490 0.1215] 0.0579 0.0688 0.0445 | 0.1218 0.1219 0.1186

W W W W W
(3% B SV B NS I S B V)
~

5 2 402237 0.2273]0.0263 0.2636 0.2223 | 0.2594 0.2274 0.2235
5 2 6 (01154 0.1364 | 0.1449 0.1632 0.1163 | 0.1611 0.1417 0.1369
5 2 10[0.0409 0.0928 | 0.0599 0.0825 0.0384 | 0.1023 0.0924 0.0884
5 2 15[0.0154 0.0788] 0.0264 0.0396 0.0137 | 0.0838 0.0784 0.0745
8 2 5 (0.1011 0.1173}0.1501 0.1771 0.0984 | 0.1611 0.1186 0.1151

8 2 10]00134 0.0567] 0.0308 0.0547 0.0141 | 0.0710 0.0557 0.0516
8 2 15(0.0030 0.0447 | 0.0094 0.0201 0.0024 | 0.0557 0.0445 0.0419

15 2 5 }0.0397 0.0594] 0.0865 0.1292 0.0384 | 0.0996 0.0581 0.0553

30 2 4 ]0.0296 0.0410] 0.1039 0.1681 0.0259 | 0.1105 0.0407 0.0374

Burada,

a® : Gamma dagilm igin optimal hata oranini,

a" : Normal dagilim i¢in optimal hata oramn,

a° :Gamma dagihmu igin hata oran tahmin degerini,
a” :Normal dagilim icin hata oram tahmin deZerini
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gostermektedir ve D, U, R hata oram tahmin edicileridir.

Tablo 5.21: Durum 3 igin Optimal Hata Oranlan ve Tahmin Degerleri
(m =n, =50)

a® a’
B Bl & o D U R D U R

3 103917 0.3918 | 0.3880 0.3881 0.3998 | 0.3882 0.3903 0.3890
03196 0.3207 ] 03162 0.3196 0.3157 | 0.3179 0.3185 0.3166
0.2682 0.2720] 0.2652 0.2672 0.2627 | 0.2701 0.2693 0.2677
7 10.2001 0.2146 | 0.1978 0.2017 0.1955 ] 0.2134 0.2127 0.2111
10| 0.1414 0.1774 | 0.1399 0.1457 0.1379 | 0.1754 0.1768 0.1756
15(0.0913 0.1575] 0.0906 0.0962 0.0877 | 0.1534 0.1583 0.1568

(S S S R O O EW
(ST I SR OO SR XY
V]

4 |10.2803 0.2821| 0.2970 0.2991 0.2780 | 0.2989 0.2825 0.2805
0.2214 0.2277] 0.2369 0.2387 0.2184 | 0.2430 0.2259 0.2239
0.1481 0.1699{ 0.1611 0.1653 0.1462 | 0.1811 0.1706 0.1686
10 { 0.0912 0.1378 | 0.1010 0.1050 0.0905 | 0.1442 0.1380 0.1363
15[ 0.0490 0.1215| 0.0555 0.0596 0.0477 | 0.1250 0.1202 0.1181

W W W W W
N NN DN
~N W

S 2 4102237 0.2273|0.2399 0.2513 0.2223 | 0.2433 0.2275 0.2258
S 2 6 ]0.1154 0.1364| 0.1308 0.1460 0.1162 | 0.1491 0.1377 0.1358
5 2 10]0.0409 0.0928 | 0.0510 0.0616 0.0424 | 0.0981 0.0933 0.0920
5 2 15]0.0154 0.0788 | 0.0211 0.0265 0.0155 | 0.0826 0.0802 0.0789
8 2 501011 0.1173]0.1014 0.1270 0.0987 | 0.1209 0.1171 0.1140

8 2 10]0.0134 0.0567| 0.0168 0.0252 0.0132 | 0.0561 0.0561 0.0543
8 2 15]0.0030 0.0447] 0.0043 0.0083 0.0025 |{ 0.0444 0.0440 0.0427

15 2 5 |0.0397 0.0594| 0.0663 0.1004 0.0354 | 0.0822 0.0566 0.0555

30 2 4 10029 0.0410]0.0641 0.1212 0.0260 | 0.0729 0.0388 0.0374

Burada,

a® : Gamma dafilim igin optimal hata oranim,

a” : Normal dagilim i¢in optimal hata oraniny,

a® :Gamma dagihm igin hata orami tahmin degerini,
" :Normal dagihm icin hata oram tahmin degerini
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gostermektedir ve D, U, R hata oram tahmin edicileridir.

Tablo 5.22: Durum 4 i¢in Optimal Hata Oranlan ve Tahmin Degerleri

(n, =n, =25)

Q

™
»
tn

a"

D

a
U

R

D

a"
U

R

0.3750
0.3075
0.2638
0.2325
0.2088
0.1901
0.1749
0.1623
0.1516
0.1424
0.1343
0.1273
0.1210
0.1154
0.1104
0.1058
0.1016
0.0978
0.0943

O 0 N O b bW

=
o

— et et et et b
00 N O Vv b W N

L R L T R T R R %
b
\O

bt ek bt pmd pemd el pmd el b fumd pumd pumd et et bt end ped pd ek
[y
Powsb

N
(=

0.3754
0.3110
0.2734
0.2505
0.2361
0.22638
0.2207
0.2165
0.2136
0.2115
0.2097
0.2086
0.2077
0.2068
0.2062
0.2056
0.2051
0.2046
0.2042

0.3728
0.3062
0.2629
0.2319
0.2085
0.1900
0.1749
0.1623
0.1517
0.1425
0.1346
0.1275
0.1213
0.1157
0.1107
0.1061
0.1020
0.0982
0.0947

0.3724
0.3029
0.2610
0.2316
0.2075
0.1897
0.1761
0.1632
0.1522
0.1427
0.1333
0.1262
0.1208
0.1157
0.1104
0.1069
0.1036
0.0999
0.0961

0.3698
0.2992
0.2561
0.2265
0.2020
0.1842
0.1705
0.1585
0.1463
0.1358
0.1285
0.1217
0.1156
0.1112
0.1053
0.1014
0.0992
0.0953
0.0917

0.3740
03117
0.2556
0.2534
0.2391
0.2297
0.2232
0.2187
0.2154
0.2129
0.2111
0.2096
0.2084
0.2075
0.2067
0.2060
0.2054
0.2049
0.2045

0.3720
0.3126
0.2736
0.2512
0.2360
0.2262
0.2194
0.2140
0.2120
0.2095
0.2082
0.2065
0.2049
0.2036
0.2031
0.2025
0.2019
0.2016
0.2013

0.3705
0.3094
0.2707
0.2478
0.2328
0.2225
0.2161
0.2122
0.2091
0.2061
0.2044
0.2031
0.2024
0.2012
0.2001
0.1993
0.1985
0.1981
0.1977

Burada,

o : Gamma dagilim igin optimal hata oranin,
o : Normal dafihm igin optimal hata oranim,
o :Ustel dagilim igin hata oram tahmin degerini,

a" :Normal dagilim i¢in hata oram: tahmin degerini

gostermektedir ve D, U, R hata orani tahmin edicileridir.
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Tablo 5.23: Durum 4 i¢in Optimal Hata Oranlan ve Tahmin Degerleri
(n, =n, =50)

o o’ D U R D U R

=

0.3750 0.3754 | 0.3754 0.3749 0.3736 | 0.3761 0.3744 0.3736
0.3075 03110 0.3082 0.3070 0.3054 | 0.3125 0.3109 0.3092
0.2638 0.2734 ] 0.2646 0.2650 0.2629 | 0.2755 0.2734 0.2718
0.2325 0.2505| 0.2334 0.2321 0.2290 | 0.2527 0.2511 0.2496
0.2088 0.2361 | 0.2097 0.2072 0.2047 | 0.2382 0.2363 0.2346
0.1901 0.2268 | 0.1910 0.1884 0.1855 | 0.2287 0.2268 0.2257
0.1749 0.2207 | 0.1759 0.1734 0.1704 | 0.2223 0.2206 0.2192
0.1623 0.2165]0.1632 0.1612 0.1596 | 0.2178 0.2167 0.2150
0.1516 0.2136 | 0.1525 0.1516 0.1495 | 0.2147 0.2134 0.2115
0.1424 0.2115] 0.1432 0.1420 0.1394 | 0.2123 0.2111 0.2091
0.1343 0.2097 | 0.1352 0.1337 0.1314 | 0.2106 0.2092 0.2071
0.1273 0.2086 | 0.1281 0.1271 0.1247 | 0.2092 0.2072 0.2062
0.1210 0.2077 | 01219 0.1217 0.1190 | 0.2081 0.2060 0.2050
0.1154 0.2068 | 01162 0.1162 0.1133 [ 0.2072 0.2054 0.2041
0.1104 02062 0.1112 0.1113 0.1089 | 0.2065 0.2047 0.2032
0.1058 0.2056 | 0.1066 0.1063 0.1041 | 0.2059 0.2040 0.2026
0.1016 0.2051] 0.1024 0.1023 0.1000 | 0.2053 0.2035 0.2021
0.0978 0.2046 | 0.0986 0.0988 0.0961 | 0.2048 0.2029 0.2017
0.0943 0.2042 | 0.0950 0.0953 0.0921 | 0.2044 0.2025 0.2012
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Burada,

a® : Gamma dagihm icin optimal hata oranin,

" : Normal dagihm igin optimal hata oranini,

o :Ustel dagilim i¢in hata oran1 tahmin degerini,

a" :Normal dafihm igin hata oram tahmin degerini
gostermektedir ve D, U, R hata oram1 tahmin edicileridir.
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BOLUM 6
SONUC VE TARTISMA

Simiilasyonla elde edilen sonuglannin genel bir degerlendirilmesi asagidaki gibi
verilebilir. Genel olarak  normal dagihma sahip kitleler igin tahmin ediciler
kargilagtinldifinda, parametrik tahmin edicilerin daha iyi sonuglar verdigi ancak A' nin ve
o6meklem hacimlerinin kiigiik olmasi durumunda sirastyla NSLS, NSL ve NS diizlenmig
tahmin edicilerin performanslarinin daha iyi oldugu gézlendi. Omeklem hacimleri
artifinda; tiim tahmin edicilerin UMSE degerlerinin azaldifi ancak A' min biyiik
degerlerinde diizlenmig tahmin edicilerin UMSE degerlerinin arttifi s6ylenebilir.

Parametrik tahmin ediciler kargilagtinidiklaninda, genelde en iyiden en kétilye LS, L,
0S, O, M, DS, U ve D siralamasinin gozlendigi ancak bu siralamanin bazen degistigi
goriildi. Omeklem hacimleri arttifinda bu tahmin edicilerin hemen hemen aym
performansa sahip oldugu soylenebilir.

Parametrik olmayan tahmin ediciler karsilagtinldiklannda H tahmin edicisi, R ve U
tahmin edicilerine gére daha zayif ve R ile U tahmin edicilerinin aym performansa sahip
olmalarina ragmen bazen U tahmin edicisinin daha iyi oldugu sonucuna varildi.

RS, US, RN ve UN diizlenmis tahmin edicileri i¢in, 6rneklem hacimlerinin ve A' mn
farkh degerlen igin diizleme seviyesi b ' nin de farkh olabilecegi gbzlendi. Ayrica NSLS,
NSL ve NS diizlenmis tahmin edicileri karsilagtinidiklannda NSLS ' nin en iyi, bunu NSL
' nin izledigi gonilmektedir. Parametrelerin bazi kombinasyonlarinda bu siralamanmn
degisebilecedi sGylenebilir.

Gozlem sayilan arttifinda, tahmin edicilerin UMSE degerlerinin de artt
gorilmektedir.

Fisher tarafindan onerilen alt kesim 1.1.1 de verilen dagihmdan bagimsiz kural,
gamma dagilimina sahip kitlelerde iyi sonu¢ vermemektedir. Bu nedenle gamma
dafihmina sahip kitlelerden alinan rasgele gozlemlerin atanmasi durumunda, gamma
dagihmh kitleler iin elde edilen R; optimal atama kuralimin kullanmilmast gerekir.

Gamma dagilimlimina sahip gézlemlerin atanmasinda; gamma daBiimh kitleler igin
parametrelerin bilindigi durumda elde edilen R; atama kuralina gére bulunan optimal
hata oram, her zaman normal kitleler i¢in elde edilen R, atama kuralina gore bulunan
optimal hata orami degerinden daha kiigiktir. Bu da gamma dafilmina sahip
gozlemlerin atanmasinda R; atama kuralmin kullamlmasi gerektifini gostermektedir.
Ozellikle &, =6, oldugunda, kitleler birbirinden uzaklagtk¢a R, atama kurah
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kullanidiginda elde edilen optimal hata oramindaki diglis, R, atama kurah
kullanddifinda  elde edilen optimal hata orammna gore daha hizihdir. Ancak &
parametresinin  biiyiikk oldufu durumda, gamma dagihmi normal dafilima
yaklagacagindan, R; ve R, atama kurallanmn performanslaninin hemen hemen egdeger
oldugu soylenebilir. Bu durum R;(s) ve R, (s) 6meklemlere bagh atama kurallan igin
de gegerlidir.

Gamma daZhmh kitleler igin, goz 6niine alinan D, U ve R tahmin edicilen
karstlagtinldiklarinda, tiim durumlar igin U ve R parametrik olmayan tahmin edicilerin
performanslarimin aym oldugu ancak drneklem hacimleri arttifinda D tahmin edicisinin
daha iyi sonuglar verdigi goriilmektedir. Bununla birlikte drneklem hacimleri arttiginda
tahmin deZerlerinin optimal degerlere daha yakin olduBu soylenebilir.

Bu ¢alismada ele alinmayan bir ¢ok durum ileriki galiymalara baz tegkil edebilir.
Ozellikle o6rneklem diskriminant fonksiyonunun dagihmmn gahgilmast onemli bir
noktadir. Bununla birlikte hata oranlan tahmin edicilerinin istatistiksel 6zelliklerinin ve
dagihimlanmn ¢aligilmast da dnemlidir. Ayrica tahmin edicilerin asimptotik &zelliklerine
de bakilabilir, Diizleme seviyesi b ile A arasindaki iligki, varyans analizi ile incelenebilir. &
degeri farkh yollarla da bulunabilir. Gergek veriler kullamlarak da atama kurallanmn ve
tahmin edicilerin degerlendirilmesi yapilabilir. Tahmin ediciler, UMSE o6lgiitii yerine
bagka olgiitler kullamlarak da kargilagtinlabilirler.

Burada normal dagilima sahip olmayan kitlelerde diskriminasyon problemi; gamma
dagilimina sahip kitleler ve kesikli rasgele degiskenlerin dagilimina sahip kitleler goz
oniine alinarak verilmeye ¢aligildi. Ancak bagka dagilimlara sahip kitleler de g6z 6niine
alinarak diskriminasyon problemi irdelenebilir. Yine kesikli ve stirekli rasgele degiskenleri
birlikte igeren gozlemlerin, atanmasi problemi de diskriminant analizinde ¢alisiimas:
gerken bir konudur.

Mahalanobis uzakh$: yerine, baska uzakliklar alinarak da diskriminasyon yapilabilir.
Aynica c¢oklu diskriminant analizi ve ridge tiri disknminant analizi konulan da
irdelenebilir.

Son yillarda diskriminant analizi ile ilgili bir ¢ok ¢aliyma yapilmigtir. Bunlardan
bazilari: karma normal dafiimli kitleler arasinda diskriminant analizi (Hastie ve
Tibshirani(1996)), ¢ dagihimina sahip kitleler arasinda diskriminasyon(Sutradher(1990)),
iligkili kesikli ve siirekli degiskenler arasinda diskriminasyon(Leung(1996)), diskriminant
analizinde olabilirlik oran testinin bootstrap genellemesi(Gray ve arkadaslan(1996)),
lineer ve oklid anlaminda diskrminant fonksiyonlannin kargilagtinlmasi(Koolaard ve
Lawoko(1996)) ve ¢ok gruplu lineer diskriminant analizinde hata oranlan
tahmini(Hirst(1996), Park ve Kshirsagar(1996)) dir. Bu ¢aliymalardan da gériildiigi gibi,
diskriminant analiz istatistikte {izerinde ¢ahgilmasi gereken 6nemli bir sahadir.
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