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TEZ ONAY SAYFASI



YEMIN METNIi

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Iki Degiskenli Istatistiksel Modellerin
Olusturulmasinda Kullanilan Y&ntemlerin Incelenmesi ve Pearson Tip IV dagilisinin
Kosullu belirleme Yontemi Ile Elde Edilmesi Uzerine Bir Calisma” adli ¢alismanin,
tarafimdan, bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek bir yardima basvurmaksizin
yazildigim1 ve yararlandigim eserlerin kaynakcada gosterilenlerden olustugunu,

bunlara atif yapilarak yararlanilmis oldugunu belirtir ve bunu onurumla dogrularim.



OZET
Yiiksek Lisans Tezi
iki Degiskenli Istatistiksel Modellerin Olusturulmasinda Kullanilan
Yontemlerin incelenmesi ve Pearson Tip IV dagiisinin Kosullu belirleme
Yontemi fle Elde Edilmesi Uzerine Bir Calisma

Giilnur MAY

Dokuz Eyliil Universitesi
Sosyal Bilimler Enstitiisii
Ekonometri Anabilim Dah

Ekonometri Programi

Iki degiskenli olasiik yogunluk fonksiyonlarinin olusturulmasinda
bircok istatistik yontem kullanilmistir. Bu tezde yontemlerden bazilan
incelenmistir. Ozellikler kosullu dagilimlar ile belirleme yontemi ele alnarak
Pearson Tip IV dagilim icin iki degiskenli bir model elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Pearson Tip IV Dagilim, ki Degiskenli Dagihmlar,

Istatistiksel Modellerin Kosullu Belirlenmesi.



ABSTRACT
Master’s Thesis
A study on the methods used in the construction of two-variable statistical
models and obtaining Pearson type IV distribution by conditional specification
method.
Giilnur MAY

Dokuz Eyliil University
Graduate School of Social Sciences
Department of Econometrics

Econometrics Program

Many statistical methods have been used to construct two variable
probability density functions. In this study, some of the methods were examined.
In particular, a two-variable model for Pearson Type IV distribution was
obtained by considering the method of specification with conditional
distributions.

Keywords: Pearson Type IV distribution, Bivariate distribution, Conditional
specification of statistical models.
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GIRIS

Bir deney yapildiginda, ayn1 deney ile ilgili bircok rassal degiskenin ayni
andaki durumunu diisiinmek gerekebilir. Boyle durumlarda iki yada daha ytiksek
boyutlu rassal degiskenler ele almir. Ornegin bir fabrikada iiretilen bir celik
parcasinin sertligi ve dayanikliligi ile ilgilenilip, bir tek deneysel netice olarak
(sertlik, dayaniklilik) ikisi gbz Oniine alinabilir. Bu sekilde iki veya daha fazla sans
degiskeninden olusan sistemler incelendiginde modellemede c¢ok degiskenli
dagilimlarin kullanilmas1 uygun bir yaklagimdir.

Degiskenler arasindaki bagimlilik durumu incelendiginde kesikli iki
degiskenli olasilik fonksiyonlart icin olasilik tablolar1 kullanilmistir. Fakat higbir
dagilim ailesi uygulamada kullanilan siirekli iki degiskenli olasilik fonksiyonunda
bulunan tiim bagimlilik yapisini tanimlayacak kadar genis bir yelpaze sunamamustir.
Bjerve ve Doksum (1993), kontur grafiklerinin armut ve elips gibi sekillendikleri
yerde iki degiskenli deneyler i¢in korelasyon katsayisinin iki degiskenin arasindaki
iligkinin giicii i¢in ¢ok temel ve uygun bir 6l¢iim olduklarint sdylemislerdir. Fakat
iligkinin tiim tanim aralig1 i¢in yetersiz kalabilecegini agiklamislardir.

Plackett (1965) calismasinda, bagimlilik 6l¢imii igin 2x2 ‘lik olasilik
tablolarmi kullanmigtir. Ayni sekilde Wang(1993) calismasinda, Holland ve Wang
(1987a) iki degiskenli kesikli rassal degiskenler i¢in bagimlhilik oOlglimiini
tanimlamada olasilik tablosunu, siirekli rassal degiskenlerde bagimlilik 6l¢timiinii
tanimlamak i¢in yerel bagimlilik fonksiyonunu kullanmiglardir. Bu bagimlilik
fonksiyonunun olusturulmasinda kullanilan yontemlerden bazilarint Molenberghs ve
Lesaffre (1997) ¢alismasinda incelemistir.

Stirekli iki degiskenli olasilik fonksiyonunun olusturulmasina farkl
yontemlerden yaklagilmigtir. Bu yontemlerden olan, Normal dagilimlar1 ve marjinal
dagilimlar1 temel olarak kullanan seri agilimlari, Johnson’in Déniisiim yontemleri ve
Pearson diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimii (Van Uven 1947-1948) gibi
yontemleri Mardia (1970) c¢alismasinda simiflandirmistir.  Kullback  (1968);
Csiszar(1975) ile Speed ve Kiiveri (1986) yontemlerden biri olan marjinal yer
degistirme algoritmasini incelemislerdir.

Stirekli iki degiskenli yogunluk fonksiyonunun olusturulmasinda marjinal

dagilimlar yerine kosullu dagilimlar1 segmek daha uygundur ¢iinkii gorsellestirme ve



inceleme daha kolaydir. Kosullu dagilimlar ile iki degiskenli olasilik fonksiyonuna
yaklagimi Arnold, Castillo ve Sarabia (1999) calismasinda incelemislerdir.
Yaklagimin uyumluluk durumunu Arnold ve Press (1989) ve teklik durumunu is
Gourieroux ve Monfert (1979) ¢alismislardir.

Tez caligmasinin birinci boliimiinde; X ve Y olarak tanimlanan iki degiskenin
ne kadar yakindan iligkili oldugunu gosteren toplam bagimlilik, bagimliligin kiiresel
Olclimii, Pearson’in ¢arpim moment korelasyon katsayisi, maksimum korelasyon,
monoton korelasyon ve sira korelasyonu gibi bagimlilik dlgiitlerinden bahsedilmistir.

Ikinci boliimde; iki degiskenli dagilimlarin olusturulmasinda kullanilan,
marjinal yer degistirme algoritmasi, Pearson ailesi, Johnson’in doniisiim ailesi ve
dogrusal olmayan integral denklemleri ile dejenere kernel yontemleri anlatilmistir.

Uciincii  boliimde; kosullu  dagilimlar ile ortak olasilik  yogunluk
fonksiyonunun elde edilmesi incelenmistir. Ustel dagilis ailesine uyan, normal
kosullu dagilimlar, gama kosullu dagilimlar, beta kosullu dagilimlar ve istel dagilis
formunda tanimlanamayan Pearson tip VI kosullar1 ile Weibull kosullu dagilimi
anlatilmistir.

Son olarak dordiincii boliimde ise boliim ii¢ de anlatilan yontemler Pearson
tip IV kosullu dagilimlar1 iizerine uygulanarak iki degiskenli olasilik yogunluk

fonksiyonu elde edilmistir.



BIiRINCi BOLUM

BAGIMLILIK OLCUMLERI

Bagimlilik 6l¢iitii, X ve Y degiskenlerinin ne kadar yakindan iliskili oldugunu
gosterir. Bir ugta tam bir dogrusal bagimlilik durumu diger ugta bagimsizlik durumu
vardir. Iki degiskenli veri analizinde korelasyon &lgiimii yapmak alisilmis bir durum
olsa da, tek bir indeks bagimlilik durumunu tamamen agiklamaya yetmez. Bu
nedenle farkli yontemlere ihtiya¢ duyulmustur. Bu amag i¢in kullanilan bazi 6l¢iitler

asagidaki bolimde ele alimmistir (Balakrishnan ve Lai, 2009).

1.1. TOPLAM BAGIMLILIK
1.1.1. Ortak Tam Bagimhhk

Iki rassal degisken X ve Y’nin her biri digeri tarafindan tahmin edilebiliyorsa,
X, Y’nin ve Y’de X’in bir fonksiyonudur. Bu sebeple X ve Y birbirine bagimlidir.
Bunu daha iyi anlayabilmek i¢in su tanimlara ihtiya¢ vardir.

Tamm 1.1.
Pry=b(x)]=1 (1.1)
olacak sekilde bir b(x) fonksiyonu varsa rassal degisken Y, X’e baglidir. Bu esitlik

olasihigin sifir oldugu durum harig y =b(x) "tir.
Tanmm 1.2.

Olgiilebilir ve “1” olasilikl1 tiim rassal X degerleri icin tek bir degere karsilik
gelen Y = f (X) fonksiyonu mevcut ise Y degiskeninin X degiskenine tamamen
bagimli oldugu sdylenebilir. Ayrica X in Y degiskenine tamamen bagimli olmasi
durumunda iki degiskenin karsilikli olarak tamamen bagimli oldugu soylenir.
Ornegin; X asagidaki orneklerin her birinde (0,1) agik araliginda uniform olsun,
X >1/2 oldugunda Y =+1 , X <1/2 oldugunda Y =-1 olsun. Bu durumda Y
tamamen X’e bagimlidir, fakat X tamamen Y’ye baglh degildir.

Asagidaki 6rneklerde X ve Y tamamen bagimlidir.



J y=ax+b.Burada, a=0 ve a ve b sabitlerdir.

. Y, X’in herhangi bir monotonik fonksiyonu olsun.

X ve Y herhangi bir ikili tek dontistimle iligkili olsun (Lancaster, 1963).

Ortak tam bagimlilik kavrami, stokastik bagimsizligin bir ziddidir. Ortak tam
bagimlilik rassal degiskenin digerinden tam olarak tahmin edilir olmasin1 gerektirir,
stokastik bagimsizlik ise X ve Y’nin birbirini tahmin etme durumunda tamamen
kullanigsizdir (Balakrishnan ve Lai, 2009).

1.1.2. Monoton Bagimhhk

Bagimsiz rassal degisken ¢iftlerinin bir dizisi olan {(Xn,Yn)}, (X,Y) dagilimina

yaklagirsa, X ve Y birbirinden bagimsiz olmalidir.

Teorem: X, ve Y, rassal degiskenlerin her biri (0,1) iizerinde uniform
dagilima sahip olsun. Her bir n igin X, ve Y, rassal degiskenleri ortak olarak
tamamen bagimli olsun. {(Xn,Yn)} dizisi bagimsiz uniform degisken olan (X,Y)
ciftine yakinsar.

Kanit: Her bir n igin, agik¢a goriilir ki X, ve Y, ortak olarak tamamen
bagimhdir. Ayrica X, ve Y, ’nin her biri, her bir ((i—l)/n,i/ n) araligma n*
kiitlesini atadigr i¢cin X, ve Y, (0,1) tizerinde uniform dagilima sahip olur. Son

3

olarak, (X,,Y,) n? elemanl biiyiik karenin her bir karesine toplam kiitle n~? ‘yi
atadigindan, birim karede her bir (X,y) noktasi i¢in lim F’[Xn <X Y, < y] =xy olur

(Kimeldorf ve Sampson, 1978).

Yukaridaki agiklamadan anlagilacagi iizere, ortak tam bagimlilik
bagimsizligin tam ziddi bir durum degildir. Ortak tam bagimlilifin bu eksikligi
nedeniyle Kimeldorf ve Sampson (1978) tarafindan, monoton bagimlilik olarak
adlandirilan istatistiksel bagimlilik kavrami sunulmustur.

Tamm 1.3. X ve Y siirekli rassal degiskenler olsun.
Pr[y = b(x)] =1 i¢in kesin monoton bir b(x) fonksiyonu varsa, Y, X’e

monoton olarak bagimlidir. Agiktir ki, ancak X’in monoton olarak Y’ye bagiml



olmasi durumunda Y monoton olarak X’e bagimlidir. Matematikten bilindigi ilizere

monoton artan ya da monoton azalan fonksiyonlar bire-bir iligkiyi tanimlarlar.
Tamm 1.4. Eger yukarida verilen tamimdaki b(x) fonksiyonu artan bir
fonksiyon ise, X ve Y’nin artan bagimli oldugu soylenebilir. Eger b(x) azalan bir
fonksiyon ise X ve Y’nin azalan bagimli oldugu séylenir.
Bir b(x) fonksiyonu bire bir olabilir ama monoton olmayabilir. Ornegin;

Sekil 1: Monoton olmayan fonksiyon grafigi.

X 0<x«1
b(x)=43—-x 1<x<2
X 2<x<3

b(x)

Bu nedenle monoton bagimlilik ortak bagimliliktan daha gii¢liidiir. Kimeldorf
ve Sampson (1978), X ve Y’nin monoton bagimli olarak artmasi (veya azalmasi) i¢in
gerek ve yeterli kosulun, (X,Y)’nin ortak dagilim fonksiyonunun Fréchet smirlari

olan H* (H') olmas: gerektigini gdstermistir (Balakrishnan ve Lai, 2009)
1.1.3. Fonksiyonel ve Kapalh Bagimhhk

Iki degisken arasinda goriinen diger bagimlilik yapilarindan biri fonksiyonel
ve kapali bagimliliktir.

Tamim 1.5. Baz1 a(y) ve b(x) fonksiyonlari igin Y =b(x) yada X =a(y)
ise X ve Y fonksiyonel olarak bagimlidir (Rényi (1959) ve Jogdeo (1982)).

X, Y’ye tamamen bagimli ise X ve Y fonksiyonel olarak bagimlidir ya da tam

tersi gecerlidir. Ornegin; y = In x (Balakrishnan ve Lai, 2009).



Tamm 1.6. Var[a(x)]>0 olan a(x)=b(y) seklinde a ve b fonksiyonlar1 var ise
X ve Y kapali olarak bagimlidir (Rényi (1970:283)).

Diger bir deyisle X ve Y’yi birbirine baglayan bir fonksiyon olmasa da bunlar

iliskili olabilir. Ornegin; X?+Y?=r? ele alinsmn. a(x)=x2 ve b(y)=r2 _y?
olsun. a(x)=b(y) olur. Ancak, y==+yr?—x* bir fonksiyon degildir. X’in bir

degeri Y’nin iki degerine atanir (Balakrishnan ve Lai, 2009).
1.2. BAGIMLILIGIN KURESEL OLCUMLERI

X ve Y tamamen bagimli degillerse, aralarindaki bagimliligin giiciinii veya
derecesini dl¢ebilen bazi dl¢timler bulunmalidir. Boyle bir 6l¢iim skaler olarak ifade
edile biliniyorsa, bir indeks ile gostermek daha uygundur. Bu indeksin hangi sartlar
yerine getirmesi gerektigini veya yararli olabilmesi i¢in hangi o6zelliklere sahip
olmasi gerektigi sorulabilir. Bu indekslere Drouet-Mari ve Kotz (2001)’de ‘Kiiresel
Olgiimler’ denir.

Rényi (1959) bu amagla yedi tane kosul Onermistir ve tiim kosullarin
maksimum korelasyonu Kkarsilayacagimi gostermistir. Lancaster (1982b), Rényi’nin

kosullarini asagida agiklanan dokuz kosula doniistiirmiistiir ve genisletmistir.

S(X,Y) , XveY arasindaki bagimhlik indeksini gostersin. Asagidaki sartlar,
sonuncusu disinda, Lancaster’in Rényi sartlarinin bir versiyonunu temsil eder. Son
kosul Lancaster(1982b) yerine Schweizer ve Wolff’tan (1981) alindig1 i¢in teknik
acgidan ifade edilmektedir.

(1) 6(X,Y), 1 olasilikli her ikisi de sabit olmayan rassal degiskenlerin her
hangi bir ¢ifti i¢cin tanimlanmistir.

(2) 5(X,Y)=6(Y,X). Bagimsizlik simetrik bir Ozellik iken, toplam
bagimlilik degildir. Ciinkii bir degisken digeri tarafindan tanimlanabilir fakat tersi
dogru degildir.

(3)0 <&(X,Y)< 1. Lancaster bu esitsizligin agik bir segim oldugunu séyler
fakat herkes tarafindan kabul gormeyebilir.

(4)6(X,Y)= 0. Esitligi ancak X ve Y ortak olarak bagimsiz ise olusur.



(5) a ve b fonksiyonlar1 X ve Y uzaylarini tek basina ve bire bir sekilde
gosterebiliyorsa, 0 zaman & (a(x) b( y)) =6(X,Y) olur. Bu kosul, indeksin marjinal
rassal degiskenlerin bire bir doniisiimii altinda degismez oldugu anlamina gelir.

(6) X ve Y ancak ve ancak tamamen birbirine bagimli ise §( X,Y ) = 1.
(7) X ve Y sans degiskenlerip korelasyon Kkatsayili normal ise,
S5(X.,Y) = |p|olur.
(8) Vektor parametresi €ile tanimlanan her hangi bir dagilim ailesinde

&(X,Y), @nn bir fonksiyonu olmalidir.
9 (X,Y) ve (X,Y,),n=12,..., swasiyla H ve Hn ortak dagilimli rassal
degisken giftleri ise ve {Hn}, H’ye yakimstyor ise, limo(X,,Y,)=0(X,Y) dir.

Yukarida verilen kosullar i¢in yorumlar;

o Kosullar listesinin en ilging 6zelligi, 6nemsiz ve/veya yararsiz
kosullarin giiglii ve/veya derin kosullar ile karigsmasidir. Kosul (1),(3),(7) ve
(8) birince kategoriye, kosul (2),(4),(5),(6) ve (9) ikinci kategoriye girer.

o Ozetlenirse, kosul (2),(4),(5) ve (6) X ve Y ranklan ile
tanimlanan, X ve Y de simetrik olan, bagimsizlik durumunda sadece 0’a tam
bagimlilik durumunda 1’e ulasan bir l¢limiin arastirildigini belirtir.

o Kosul (3) genel olarak -1 ile +1 arasinda oldugundan
korelasyon i¢in ¢ok kisitlayicidir.

. Kosul (6) baz1 a ve b fonksiyonlar: i¢in ya X =a(y) ya da
Y =b(x) ise 5(X,Y)=1 olarak tanimlanan orijinal kosuldan daha giigliidiir.

Ornegin, X ve Y fonksiyonel olarak bagimli ise &§(X,Y)=1dir. Rényi cok
kisitlayici oldugunu diisiindiigli i¢in tam tersini, yani yalnizca X ve Y
fonksiyonel olarak bagiml ise &(X,Y)=1 oldugu durumu bilerek disarida
birakmistir.  Fonksiyonel  bagimliliktan  ortak  bagimliliga  kadar
kuvvetlendirme muhtemelen Lancaster’in kendisinden kaynaklaniyor.

e Kosul (7) korelasyonlar1 siralamak i¢in uygun degildir. Schweizer
ve Wolff’unda yaptig1 gibi | p| *nun kesin olarak artan bir fonksiyonu olan

¢ ile degistirilmelidir.



e Schweizer ve Wolff (1981) en azindan parametrik olmayan
Olctimler i¢in Rényi’'nin orijinal kosullarinin ¢ok giiclii oldugunu iddia
etmislerdir.

e Bu aksiyomlar bagimliligin ne oldugu ve nasil 6l¢iilmesi gerektigi
konusunda bizi disiinmeye iter ve farkli Olgiitlere sahip bagimlilik
Olctimlerinin birbiri ile kiyaslanmasini saglar.

Bagimliligin  simetrik parametrik olmayan bir Ol¢iimii i¢in Rényi’nin
aksiyomlarinin bir baska versiyonu Schweizer ve Wolff (1981)’de verilmistir.
Benzer bir iliski 6l¢iitli i¢in benzer durumlar Gibbons (1971)’de verilmistir. Kendall
ve Spearman’in sira korelasyonlari gibi parametrik olmayan bagimlilik dl¢timleri de
Kisim 1.6 da ele alinacaktir.

Yukarida agiklandig1 tlizere pek c¢ok farkli bagimlilik 6l¢iimii gelistirilmistir.
Bununla birlikte, bagimliligin {i¢ belirgin kiiresel dl¢timii vardir. Bunlar, korelasyon

katsayisi, Kendall’in tau’su ve Spearman’in korelasyon katsayisidir.
1.3. PEARSON’IN CARPIM MONENT KORELASYON KATSAYI

Pearson’in c¢arpim-moment korelasyon katsayisi, rassal iki degisken
arasindaki dogrusal iliskinin giiclinlin bir él¢timiidiir ve
cov(X,Y)

AIXY)= Jvar(X) var(Y)

ile tanimlanir. Burada, cov(X,Y)=E {[X — E(X)][Y — E(Y)]} , var(X) ve var(Y)

(1.2)

sirastyla X ve Y’nin varyansidir. ki degiskenden biri sabit ise, korelasyon tanimsiz
olur. Degiskenlerden biri sonsuz varyansa sahip ise, bu tanim iki degiskenli sabit
dagilimlarda oldugu gibi genisletmek miimkiin olabilir. Tanimdan kosul (1) ve
(2)’nin saglandig1 agiktir.

Cauchy-Schwarz esitsizliginden |p(X,Y)|<1dir. Esitlik yalmzca X ve Y tam
dogrusal bagimli oldugunda olusur. p regresyon ¢izgisinin egimi ile ayni isareti alir.

F(x) ve G(y) marjinallerinin verildigi varsayilsin. Dagilimlar ortalamalari

etrafinda simetrik ve X ile ayn1 dagilima sahip @Y + £ gibi a ve  sabitleri var ise

ancak o zaman p ,-1 ve +1 arasindaki tiim degerleri alabilir (Moran, 1967).



X ve Y bagimsiz ise p(X,Y)=0 dir. Fakat ‘sifir’ korelasyon bagimsizlig
ifade etmez. Bu sebeple kosul (4) saglanmaz. iliskisizlik ve bagimsizlik arasinda yari

bagimsizlik vardir. Yani, E(Y/X)=E(Y) ve E(X/Y) =E(X) oldugu anlamma

gelir (Jensen (1988)). X ve Y’ye ayni sabitler eklemek ve ayni isaretli sabitler ile
carpmak p(X,Y)’yi etkilemez. p negatif olabilecegi icin kosul (3) ihlal edilir.
Marjinallerin monoton doniisiimii ile p(X,Y) degismez degildir. Bu nedenle kosul
(5) saglanmaz. p(X,—X)z—l oldugu i¢in kosul (6)’nin eger kismi saglanmaz.

Kosul (7) ve (8) saglanir. iki boyutlu karakteristik fonksiyonlar icin siireklilik
teoremi [Cramér (1954)] ve bu tiir karakteristik fonksiyonlarin ¢arpim momentleri
acisindan genislemeleri [Bauer (1972)] kullanilarak olusturulabilen durum ile kosul
(9) saglanir.

Iki degiskenli n gozlemin bir 6rneginden (X, Y;).....(X,.y,) korelasyon

katsayist p 'nun tahmini i¢in 6rnek korelasyon katsayisi

n

Z(Xi _X)(yi r 7)
r=—= (1.3)

\/i(xi %) (ys - V)’

kullanilmalidir. Burada X ve ¥ sirasiyla 6rnek ortalamalaridir.
(Xl,yl),...,(xn,yn) n tane gozlem c¢ifti iki degiskenli normal dagilimdan
alimyorsa, r maksimum olabilirlilik tahminleyicisidir ve p ‘nun sapmasiz bir

tahminleyicisidir. r’nin bir dezavantaji 6rnegin aykir1 degerlerle etkilesimine karsi
cok hassastir. Devlin ve digerleri (1975) saglamliligi bakimindan r’yi diger c¢esitli

o tahmincileri ile karsilastirmistir.

1.3.1.Negatif Olmayan Degiskenler Arasindaki Korelasyon

X ve Y ikinci momentleri sonlu olan ve ortak dagilim fonksiyonlari

H (X,Y) olan iki sans degiskeni olsun. Genel olarak korelasyon katsayisi, po
[-11] kapali arahginda tim degerleri alabilir. ~Ayrica, F(X)=H(X,)

,F,(y)=H(o,y) marjinallerinin belirtildigini varsayilsin. Bu verilen marjinal



dagilimlarla tim H(Xx,y) smifinda, p ‘nun -1,1 degerleri elde edilemeye bilir. -1ve
1 ‘e esitolan p ile H(x,y) ‘nin varyasyonlarinin gerek ve yeter kosullari:
J X ile aym1 dagilima sahip olan «Y +f olacak sekilde o« ve g

sabitleri vardir.
J X’in dagilim1 ortalamasi etrafinda simetriktir
seklindedir.
Bunu goérmek i¢in Y, X ile ayn1 ortalama ve varyansa sahip olacak sekilde

yeniden boyutlandirilir. Eger, p=1 olacak sekilde bir H(x,y) varsa, Y =-X

olasiligr bir ise E(X +Y)*=0 olur. Boylece her iki simrmn ulasilabilir olmasi
durumunda X simetrik bir dagilima sahip olmalidir.

Sonlu ikinci momentler ile F(x), F,(y) genel marjinal dagilimlari géz Oniine
alindiginda, p ‘nun olast degeri iizerindeki sinirlar agagidaki gibi bulunabilir.
Frechet (1951), H(x,y) herhangi iki degiskenli dagilim ise,

Ho (X, y) = max {H(x,0) + H (0, y) —1,0}

H,(x, y) =min{H(x,0), H (0, y)} (1.4)
seklinde olan iki fonksiyonunda H(x,y) ile ayn1 marjinal dagilimlara sahip iki
degiskenli dagilimlar oldugunu, ve F(x,y) ‘nin ayn1 marjinal dagilimlarina sahip
herhangi diger iki degiskenli dagilimin ise,

Ho(X, ¥) F (X, y) <H (X, Y) (1.5)

oldugunu gostermistir (aktaran Moran, 1967).

Buradan, H(x,»),H (e, y) marjinal dagilimlari géz oniine alindiginda olasi
p degerleri i¢in smrlar, Hy(X,y), H,(X,y) i¢in p,, o, Ve herhangi bir H(x,y) igin
P, <p<p ile elde edildigi parcalar tarafindan kismi integrasyon ile kolayca elde
edilebilir. Basitlik i¢in, H,(X)=H(X,0),H,(y)=H(%,y) marjinal dagilimlarinin,

tiirevlerinin integralleri ve H,(0) =H,(0) =0 olacak sekilde H(x,y) dagilimlar ele

alinsin. Tiirevleri HI'(X), HZ'(y) x>0,y > 0 i¢in pozitif oldugu varsayilsin. Ayrica,
degiskenlerin birim varyanslarina sahip olacak sekilde dlgeklendigi varsayilsin.

G,(u),G,(v); H,(x) ve H,(Yy) nin ters fonksiyonlari olsun. Ornegin;
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H{G(X)}=x (0<x<Li=12) (1.6)

X ve Y arasindaki korelasyon katsayisi

p=||xydH(x,y)-E(X)E(Y) 1.7

!

esitligi ile bulunur. Burada K(u,v),U =H,(X) ve V =H,(Y) niceliklerinin ortak

O sy 8
O iy 8

G, (U)G, (v)dK (u,v) - E(XE(Y) (18)

O ey

dagilimidir. U ve V, 0<u<1,0<v<1 karesel bolge lizerinde ortak olarak dagilir.

Oyle ki marjinal dagilimlar birim araliklarda esittir. Esitlik (1.4) ile olasilik u+v=1
cizgisinde uniform olarak yogunlastirildiginda minimum korelasyon elde edilir.

Minimum deger,
1
Do = j G,(X)G,(1—x)dx—E(X)E(Y) olur.
0

H(xy) tim olasiliklarm H,(X)+H,(y)=1 regresyon dogrusu iizerinde

oldugu tekil bir dagilima karsilik gelir (Moran, 1967).
1.3.2. Korelasyonun Yorumlanmasi

Karl Pearson, iki degisken arasindaki yiiksek korelasyonun figiincii bir
degiskene bagli olabilecegini diisiinmesine ragmen Yule (1926)’nin makalesine
kadar bunun genel olarak kabul edilemeyecegini belirtmistir. Yule(1926)
makalesinde 1866-1911 yillar1 arasinda Ingiltere Evlilik Kiliseleri ile tiim evliliklerin
arasindaki orani ve ayni yillar boyunca bin kisi i¢in standartlagtirilmis 6liim oranin
iceren calismada Ingiltere evlilik kilisesinin oraninda diisiis oldugunu sdylemistir. Bu
diisiisiin sebebi 1866’dan bu yana bilimsel diisiincenin yayilmasi oldugudur. Ayni
sekilde 6liimiin diisiisiinde bilimdeki ilerleyis ile yorumlanabilecegini belirtmistir. Bu
nedenle, her iki degiskende biiyiik Ol¢iide ya da esas olarak ortak bir faktor
tarafindan etkilenmektedir ve sonu¢ olarak yiiksek diizeyde korelasyonlu olmasi
beklenir.

Asa@idaki resimde tam c¢izgi 1866-1911 yillar1 arasinda Ingiltere Evlilik

Kiliseleri ile tiim evliliklerin arasindaki orani gosterir. Kiiciik daireler aynmi yillar

11



boyunca 1000 kisi i¢in standartlastirilmis 6liim oranini verir. Korelasyon katsayisi

+0,9512 dir, bkz. Sekil 2.

Sekil 2: Ingiltere’deki evlilik kiliselerindeki evlilikler ve standartlastirilmis &liim

orani verileri lizerine uygulanan regresyon grafigi.

= b=
= =
I~ (=]

|

— 780
l— 740

1900

1890

1880

1870

Korelasyonun yorumlanmasindaki zorluklardan biri onun neden-sonug iliskisi

ile karistirilmasidir. Rodriguez(1982), hesaplanmis bir korelasyonun yorumlanmasi
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icin, verilerin sans degisimine eslik eden bir olasilik modelinin gerekli olabilecegini
savunmustur. Bunlardan en yaygin olan iki model sdyledir,
J Iki degiskenli normal dagilim: Bu durumda , p ‘yu tahmin
eden r i¢in giiven araliklar olusturulabilir ve hipotez testleri yapilabilir.

. Basit regresyon modeli Yy, =a+px +& .Burada belirlilik

katsayist r® Y’deki (kareler toplami ile olgiilen) dogrusal regresyon ile

aciklanabilen toplam degiskenligin oranini temsil eder,
2 (5 -y)

2 _ =
Z (yi - 7)2
i=1

Burada ¥,, tahminlenmis regresyon denkleminden hesaplanan Y; ’nin tahmin

r

degeridir. Regresyon modelinde, X’ler genellikle 6nceden sabitlenmis degerlerdir ve
rassal degildir. Dolayisiyla r’nin bir parametrenin tahmini olabilecegi temel iki
degiskenli dagilim yoktur. Buna ragmen Effers (1980), (i) belirli bir p degerinin
verilen bir amag¢ icin yeterince giiclii bir iliskiyi ne zaman tanimladigina, (ii)
aralarindaki bagimlilik yapisi daha giiclii olan degiskenlerin elde edilmesinde ortaya
c¢ikan kayiplarin kazanclara kars1 agirliklandirilmasi zor olabilecegini belirtmistir. Bu
nedenle Effers, belirli durumlarda yanlis bir karar verme olasiligi olarak
yorumlanabilen korelasyon fonksiyonlarini ortaya koymustur.

Temel noktalar:

. Bazi iki degiskenli dagilimlar i¢in p olmayabilir. Ornegin; iki
degiskenli Pareto dagiliminda, 0 <c <2 iken p yoktur.

. r =0 esitligi X ve Y’ler arasinda hic iligski olmadig1 anlamina
gelmez. Dogrusal olmayan dagilim grafigi bir iliski ortaya koyabilir.
Asagidaki sekilde iki degisken arasindaki korelasyon katsayisi sifirdir,

iki degisken arasinda dogrusal bir iligki olmasa da egrisel bir iligki vardir.
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Sekil 3: p =0 igin sekilsel bir drnek. Burada yaklagik ei2 + ej2 =r? seklinde egrisel iliski

mevcuttur.

*
L

L] TN

+e

&
L] .

e Noktalarin farkl goriiniimlii bir cok kiimesi ayn1 r degerlerini {iretebilir.
Ornegin; Chambers (1983) tiimii r=0,7 degerine sahip sekiz tane dagilim grafigi
gostermistir.

e Kiigiik bir 6rnekten hesaplanan r degeri, olast 6rnekleme hatasi dikkate
alinmazsa, tamamen yaniltici olabilir.

r ‘nin hesaplanmasinda dagilim grafikleri gibi araglar da kullanilmalidir.
Veri iki degiskenli normal anakiitleden olmadiginda, r goézlemler hakkinda sinirh
bilgi saglar. Barnett(1985), Barnett(1979)’daki ¢aligmasinda iki dagilim grafiginden
bahsederek, tistel sans degiskenli marjinallere sahip, biiylik derecede carpik iki
degiskenli dagilimlar i¢in, siradan bir korelasyon katsayisinin, ¢ok yararli bir iliski

Olciisii olmadig goriisiinii dile getirmistir.

1.3.3. Korelasyon Katsayisinin Birc¢ok Yiizii

Pearson korelasyon katsayisint “dogrusal iligkinin bir Ol¢limii” olarak
sinirlamak, korelasyon anlayisini oldukca fakirlestirir. Farkli diizeyde tartisilan
sorunlara gore uyarlanmis yeni yorumlar sunulabilir. Korelasyon katsayisi ile ilgili
baz1 yorumlar, 6zel kisitlamalara tabi olup her durumda yapilan bir yorumun eldeki
tim veriler icin gecerli olup olmadigr kontrol edilmelidir. Bu yorumlarin
uygulanabilirligi belirlenirken, (i) I olas: tiim degerler icin mi yoksa sadece negatif
olmayan degerler i¢in mi gegerli? (ii) Her hangi iki marjinal i¢in gecerli mi yoksa
yorum sadece 6zdes marjinallere mi dayanir? (iii) Her hangi bir nxn dagilimi mu,
yoksa sadece 2x2 dagilimlar i¢in mi yapilmali? gibi birka¢ durum incelenebilir (Falk

ve Well, 1997).
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Korelasyon katsayisina bakmanin on ii¢ yolu Rodgers ve Nicewander(1988)
tarafindan tartisilmig. Listeye Rovine ve Von Eye (1997) tarafindan on dordiincii
eklenmistir.

e Ham veriler ve ortalamalarin bir fonksiyonu olarak korelasyon.

e Regresyon dogrusunun standart bir egimi olarak korelasyon.

e Standartlastirilmis degiskenlerin ¢arpimlarinin ortalamasi
olarak korelasyon.

e Standartlagtirilmis iki regresyon dogrusu arasindaki acinin fonksiyonu
olarak korelasyon.

e Iki degisken vektor arasindaki aginin bir fonksiyonu olarak korelasyon.

e Iki standart egrinin arasindaki farkin yeniden &lgeklendirilmis bir
varyansi olarak korelasyon.

e Balon kurali ile tahmin edilen korelasyon.

e Izokonsantrasyonun iki degiskenli elipsleri ile iliskili korelasyon.

e Tasarlanan deneylerden elde edilen test istatistiginin bir fonksiyonu
olarak korelasyon.

e Iki ortalamanin orani olarak korelasyon (Balakrishnan ve Lai, 2009:150).

e Standartlastirilmis bir kovaryans olarak korelasyon,

. _Cov(X.Y)

N ile tanimlanir. (1.9)

0,0,
Ciinkii; r,=Cov(z,,z,) ‘dir. Burada, zx standartlastirlmis X ve gz

standartlastirilmis Y’yi temsil eder.
J Regresyon egimlerinin geometrik ortalamasi olarak korelasyon,

byx X lizerine Y’nin regresyon katsayist ve byy Y lizerinde X’in regresyon
- 2 —
katsayist olsun. Iy bu degerler arasinda simrhdir. r, =b b~ buradan, r, =, /byxbXy

olur.
. Y’nin agikladig1r ya da X tarafindan agiklanan Y varyansmin orani,

degiskenlik oraninin hesaplanmasinda kullanilan korelasyon, r? = 0'5 / 0'5 .

. Eslestirmenin orani olarak korelasyon, esitlik (1.4)’e es deger, zx ve

Zy’nin yakinlik derecesini ifade eden formiil,
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Ny

= LEM.

2 N
Burada N, eslestirilmis gozlem sayisidir. Korelasyon yorumu igin bu yaklasimin
temeli Cohen ve Cohen (1975) ve Welkowitz, Even ve Cohen (1976) tarafindan

tamamen agiklanmistir.
1.3.4. Korelasyon Katsayisinin Kiibii

Dodge ve Rousson (2000) korelasyon katsayisinin bazi yeni ylizlerini
eklemistir. Bunlardan bir tanesi korelasyon katsayisinin kiipiidiir. Bu yanit degiskeni
ile agiklayict degiskenin carpiklik oranidir. Bu sonug basit regresyon dogrusundaki
yonlii bagimliligi bulmakta kullanilir.

X ve'Y iki rassal degisken olsun.

Y=a+pX+¢ (1.10)

Burada &, X’den bagimsiz rassal degisken olan hata terimidir. X ve Y
arasindaki kovaryans, Cov(X,Y)=E[(X —E(X))(Y —E(Y))] ile ve korelasyon

katsayzsi,
Cov(X,Y) o,
Py=—"""=F— (1.11)
0,0 o
x“y y
ile tanimlansin.
Dodge ve Rousson (2000) iki degisken arasindaki kovaryans kavramini ii¢
degiskene doniistiirerek dogrusal iliski durumunda iki rassal degisken arasindaki

iliskiyi ifade etmek i¢in baz1 basit formiiller tiiretmislerdir. Hata dagilimimin simetrik

oldugu varsayimi altinda

Pl =2, s0ise (1.12)

X

Burada y, ve y, sirasiile X ve Y’nin

p IO/, e, EI—ECOT/

carpiklik katsayilaridir. Esitlik (1.10) kullanilarak,
Y-E{Y)=a+pX+c—a—-PE)—E(e)
Y —E(Y) = SIX -E(X)]+[s - E(£)] (1.13)
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elde edilir. Sadece beklenen deger altinda sifir olmayan terimler yazilir ve asagidaki

ti¢ denklem dikkate alinir,
[Y —EY)] =2 [X —EX)] +[s —E()]
[Y —E(Y)P = B [X —E(X) +[¢—E(&)[°

(1.14)

[Y —E)] =8 [X —E(X)]" +6[X —~E(X)]' [s—E(&)] +[¢-E(s)]" .

2 .
Sonug 1: o, , hatanin varyansi ise,

1_p>2(Y =O-_£
Kamt: Esitlik (1.14) kullanilarak,
E[{Y —E(Y)}Z] - E[ﬁz[x - E(X)]Z}L E[{g— E(g)}z]

o = o +o- her ikitaraf o} ye boliindiigiinde,

2 2 2

o, O
1:ﬂ % +—= olur.
Oy Oy

Esitlik (1.11) kullanilarak

2 2 2
1= ZO'YUx_i_O-g
XY 2 2 2

x Oy Oy

esitligi elde edilir. Sonug olarak,
0_2
1- p%, === bulunur.
Y

Sonug 2: Eger ,(.) degiskenlerin tigiincii merkezi momentini belirtiyorsa,

piY:y_Y
7x

Kamt: Esitlik (1.14) kullanilarak,

ElY ~E(Y)P-E[e—E@) _ s(Y)—(e)
E[X —~E(X)F #5(X)

p=
€ simetrik olarak dagildig1 i¢in z4(g) =0 , boylece

CEN-EMF aY) |
TEXEOF m(x) 070

ﬂ3

w(Y) =B, (X) her iki taraf o7 ‘e boliindiigiinde
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ﬂs(Y) ﬂﬂs( )

O-Y O-Y

olur.

Esitlik (1.11) kullanilarak

_ 3 U\? 15(X)
W =Pxy 3 3
x Oy

esitligi elde edilir. Buradan,

Wy =p§<¥7x

bulunur, sonug olarak p, =
X

()

Sonu¢ 3: £~ N(0,1) ve «(.) = Al e x(.) basiklik katsayisini belirtiyor ise,

Py =20 —3{ 2, _1}
x(X) o, k(X)

Kamt: Esitlik (1.14) kullanilarak,

E[{Y-EM}' |- BE[{X ~EC0}" |+ 6E| {X ~EQO" {-E(&)}’ |+E[ {e-E(e)) ]

Hy (Y)= B 11 (X )+ 68, (X ) 11, () + 14, (&)
her iki taraf o, ile boliindiigiinde,

/14(Y)_ﬂ4:u4(x) 6/12()() 3
4 4 + FEE—Y
Oy Oy Oy Oy

olur. Esitlik(1.11) kullanilarak

" X) 6, (X)+3
K(Y):piva_zﬂ4(4) t(X)

x Oy GY

esitligi elde edilir. Buradan,

6, (X)+3

4
Oy

K(Y)=pf(YK(X)+

bulunur,

Sonug olarak,
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= -3
PR (x) L;‘rcm
elde edilir (Muddapur, 2003).

Dodge ve Rousson (2000) regresyon dogrusunun egimini, Y’ nin X’e ya da X’in Y’ye

2
Yy

2

X

bagimli olup olmadigini, belirlemek igin (p%,)° = ‘nin kullanilabilecegini

savunmustur. Denklemin sol tarafi daima 1°den kiigiik veya esit oldugundan
¢ <y%dir. Bu nedenle Y, X’e dogrusal olarak bagimlidir, X’in Y iizerindeki

dogrusal regresyon bagimliligi i¢inde benzer bir durum tanimlanabilir. X ve Y’nin
uniforrm oldugu durumlarda ¢arpiklik katsayilart sifirdir. Bu nedenle yon
bagimliligin1 tanimlamak i¢in kullanilan bu yaklasim kopulalar i¢in uygun degildir.

Dodge ve Rousson’nun 6lg¢iitii sadece carpik X ve Y i¢in ise yarar.
1.4. MAKSIMUM KORELASYON

Iki rassal degisken X ve Y arasindaki bagimliligin sikca belirtilen bir 6l¢iimii
Maksimum korelasyondur (Balakrishnan ve Lai, 2009:152).

P'(X,Y) =sup p[a(X),b(Y)]
Burada supremum, sifirdan farkli a ve b fonksiyonlar1 borel dlgiilebilir tim
fonksiyonlar {izerinden supremumu alinir, var [a(X )] ve var [b( X )] sonludur. p,
pearson ¢arpim momenti korelasyon katsayisidir. Maksimum korelasyon supremum

korelasyon olarak da bilinir. Bu 6l¢iim asagidakileri karsilamalidir.

1. 0<p'(X,Y)<1

2 PXY)=p'(Y,X)

3. P'(X,Y)=0 ancak X ve Y bagimsiz ise.

4 X ve Y ortak tam bagiml ise, p'(X,Y)=1 olur. Fakat tersi dogru
degildir, (Lancster 1963).

5 |p(X\Y)[=p(X.Y)

6. (X,Y) iki degiskenli normal dagilim ise, p'(X,Y)= |p(X ,Y)| = |p| .
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Bunun nedeni, |p[a(X),b(Y)]|=|p'(X.Y)| esitligi sadece a ve b ozdes
fonksiyon oldugunda.

7. Kisim (1.2.) deki kosul (9) saglanmamustir. Kisim (1.1.2.) de belirtildigi
gibi Kimeldorf ve Sampson (1978) X ve Y’nin bagimsiz oldugu bir dagilim i¢in
birlesmis dagilimda birbirine tamamen bagiml rassal degiskenler dizisi {(Xn,Yn)}
ornegini sunmuglardir. Bu durumda, p(X,,Y,)=1, olmakla birlikte p’(X,Y) =0 dir.

Bu oOlglim bir ¢ok iyi Ozelliklere sahiptir. Hall (1970)’a gore bir takim

dezavantajlar1 da vardir. Ornegin 1’e esittir ve ayn1 zamanda hesaplanabilir degildir.
1.5. MONOTON KORELASYON

X ve Y rassal degiskenlerin aralarinda miikemmel bir monoton iliski varsa, X
ve Y monoton bagimlidir. Rassal degiskenler milkemmel monoton bir iliskiye sahip
degilse, aralarindaki monoton bagimliligin derecesini sayisal olarak 6lgmek kullanish

olabilir. Monoton korelasyon denilen bu dl¢tim;
o (X,Y) =sup p[a(X),b(Y)] seklinde tanimlanir.

Burada 0 <Var[a(x)]<o ve 0<Var|b(x)]<o (Kimeldorf ve Sampson, 1978).
Monoton korelasyon asagidaki 6zelliklere sahiptir;

1. 0<p(X,Y)<1

2. p(XY)=p (Y, X)

3. o (X,Y)=0 ancak X ve Y bagimsiz ise.

4. |P(X,Y)|<p (X,Y) < p'(X,Y)

5. (X)Y) iki  degiskenli normal dagilisa sahip ise
|p(X,Y)| = p (X,Y)=p'(X,Y)

6. X ve Y monoton olarak bagimli ise p (X,Y)=1. Tersi dogru
degildir. Ornegi Kimeldorf ve Sampson (1978) verilmistir. (V,W), (X,Y) ile
ayn1 uniform dagilima sahipse, p (X,Y)=p*(V,W).

7. 2 (X,Y) =Sup{]p(\/,W)| (V,W),(X)Y)} ile aym uniform

temsillerine sahiptirler.
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8. P (X,Y)< o (X,Y)< p'(X,Y) burada p, Spearman’in sira

korelasyonudur. Spearman’in sira korelasyonu uniform dagilisin tipik bir

korelasyon katsayisidir.
9. p , X ve Y’nin derecesini koruyan ya da tersine geviren

doniistimler altinda degismezdir. Bu nedenle, kisim (1.2) deki kosul (5)

saglanmis olur (Balakrishnan ve Lai, 2009).

1.6. SIRA KORELASYONU

Kendall’in Tau’su (t) ve Spearman’in Rho’su (ps ) en iyi bilinen sira

korelasyon katsayilaridir. Bunlar, X ve Y’nin gercek degerleri yerine, siralarinin
arasindaki korelasyon oOl¢iimleridir. Sonug olarak X ve Y’nin her hangi artan bir
doniistimiinden etkilenmezler. Oysa ki, Pearson’in c¢arpim moment korelasyon

katsayisi p yalnizca dogrusal doniisiimlerden etkilenmez (Balakrishnan ve Lai,

2009).
1.6.1. Kendall’in Tau’su

(%, Y1) ve (%.Y,) . (X,Y) ‘den bagimsiz rassal secilen iki elemamn
degerleri olsun. (X >X,,y,<Y,) Vveya (X <X,y,>Yy,) ise ya da;
(% —%)(¥,—Y,) <0 ise Kendall’'m (x,y,) ve (X,,y,) terimleri uyumsuz bir gift

olusturuyorsa, bir siralama hatasi vardir.

Bagimsiz ve rassal secilen iki eleman karsilagtirildiginda bdyle bir hatanin

meydana gelme olasthgt ¢, = P((X —X,)(y,~Y,)<0) ile tammlanir. Kendall’in sira

korelasyon katsayist 7 ise,

7 =3(1-7)

olarak tanimlanir.

Daha karmagik hata 6zelliklerini inceleyebilmek amaciyla ¢, ‘in ayrintilari

ele almsin. ¢, ile dlgiilen hatalarm g¢ogu kiigiik hatalardir. Ornegin; |x —X,|

21



kiigiiktiir. Baz1 durumlarda, bu hatalar ¢ok 6nemli olmayabilir. X ile ilgili “agikca

farklr” olan unsurlarin dogru sekilde siralanmasi ¢ok daha 6nemli olacaktir. Bu gibi

durumlarda, daha dikkatli bir yontem, gozlemlenen Yy, —Y, farki “yeterince biiyiik”

ise, ornegin yalnizca |yl — y2| > c(e) ise siralama yapilir, degil ise siralama yapilmaz.

Burada, c(e) X lerin (kosullu) siralama olasiligmmn, |y, —y,|=c(a) ise,

onceden belirlenmemis bir olasilik olan « ‘ya esit olma gerekliligini tanimlar. o

icin 0.10 uygun bir se¢im olabilir. Boylece; c(«),

P(()<1_X2)(y1_y2)<0 |yl—y2|=c(a))=a (1.15)

seklinde tanimlanir.

Bunula birlikte, |y, —y,|<c(a) ise bir siralama gergeklestirilmez. Bu hata
ozelligi, rassal secilmis bir ciftin siralanamama olasiligidir:
o (@) =P(|y,— Y| <c(@)).

Esitlik (1.15) in sol tarafinda verilen (x,y) nin dagilmi c(«)’mn bir

fonksiyonu olarak azaliyorsa ve esitlik (1.15)’in bir ¢6ziimii varsa ¢ ’in

anlamlandirilabilir (Elffers, 1980).
1.6.2. Spearman’in Rho’su

Kendall’m Tau’su gibi, iliski 6l¢limiinlin anakiitle versiyonu olarak bilinen
Spearman’m Rho’su da uyum ve uyumsuzluga dayanr. (X,,Y,),(X,.,Y,) ve (X3'Y3)
ortak dagilim fonksiyonu H’mn rassal degiskenlerinin ii¢ bagimsiz ¢ifti olsun. pq,

(X..Y,) ve(X,Y,) ’in uyum olasihigr eksi uyumsuzluk olasiligi ile orantisal

tanimlanabilir.
ps =3{P[(X,=X,)(Y,=Y,) > 0]-P[(X, = X,)(Y,~Y;) <0}

Bu derece korelasyonudur. Kopula ile su sekilde tanimlanar.

11
o) =12”C(u,v)dudv—3
00
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:12J1‘j.ude(u,v)—3
00

=12E(UV)-3
olarak yazilir.
Spearman’in X ve Y arasindaki sira korelasyonu, uniform degisken olan U ve

V arasindaki Pearson’in ¢arpim moment korelasyon katsayisidir (Balakrishnan ve
Lai, 2009).

1.7. BAGIMLILIGIN YEREL OLCUMLERI

Drouet-Mari ve Kotz (2001), Kiiresel 6l¢iimler tiim diizlemdeki dagilimin
momentlerinden tanimlanir ve X ile Y degiskenleri bagimsiz olmadiginda sifir
olabilir. Bu nedenle bagimlilik i¢in yerel 6lgiim degerlerine ihtiyag duyulacagini

sOylemislerdir.

1.7.1. Yerel Bagimhiligin Tanimi

Eger, V(X,,Y) + (X.Y,) noktasiun agik bir komsulugu ise, F(X,y)
dagihmi V(x,y)eV(X,,Y,) i¢in H(X,y)>F(x)G(y)kosulu tarafindan saglanan
V (X, Y,) komsulugunda yerel olarak Pozitif Ceyrek Bagimlidur.

Eger, V (X, Y)=(%®)x(Y,0) ise, kalan (remaining) pozitif geyrek

bagimliliga ulasilir (Mari ve Kotz, 2001:171).
1.7.1.1. Korelasyon Egrisi
Kontur grafiklerinin limon ve elips gibi sekillendikleri yerde iki degiskenli

deneyler i¢in korelasyon katsayisi rassal iki degisken olan X ve Y arasindaki iligkinin

giicli i¢in ¢ok temel ve uygun bir 6l¢iimdiir.
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Sekil 4: X ve Y nin Biiyiik Degerleri I¢in Giiglii, Kiiciik Degerleri I¢in Zayif Korelasyon
Miskisi

W

Yukaridaki sekil 4’de X’in biiylik degerleri i¢in degiskenler arasindaki iligki
giiclii, kiigiik X ler i¢in ise var olmayabilir ya da zayiftir.

Sekil 5: Pozitif ve Negatif Degerler Arasinda Farklilik Gosteren Iliski

X

Y
ra

Sekil 5°de X in negatif degerden pozitife dogru degismesiyle, ayn1 sekilde negatiften
pozitife dogru giden bir iliski vardir. X degerleri degistikge iliskinin giicii degisir.

Bircok durumda kontur grafikleri eliptik olarak 6lgiilemeyebilir. Ornegin
Fisher (1959) psikoloji ve diger alanlardaki caligmalarda X=x ‘in biiyiik degerleri
icin X ve Y arasindaki iligkiyi giiclii olarak, fakat kiiciik X ’ler i¢in zayif veya var
olamayacagini belirtmistir.

Bu tiir durumlarla basa ¢ikmak i¢in 6nerilen yontemler arasinda X ve Y ‘lerin
bazi kriterler dikkate alinarak uygulanan doniisiim teknikleri bulunur. Buda iliskinin
giictiniin X degerleri ile deg§ismedigi durumdur. Baska bir yaklasim, verilen X=X i¢in
Y’nin kosullu ortalamasi veya medyanin tahminlerini i¢eren parametrik olmayan
regresyondur. Bu yontem sadece ortalamanin (veya medyanin) kosullu davranisini

dikkate alir. Y yonilinde kontur ¢iziminin genisligini dikkate almaz. Bu nedenle
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regresyon yontemlerinin X=X ‘de Y i¢in bir yayilim 0dl¢iisliyle tanimlanmasi gerekir
(Bjerve ve Doksum, 1993).
Korelasyon egrisi Pearson korelasyon katsayisinin genellestirilmis bir

yapisidir. Varsayilsin ki, X ve Y rassal degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu  f (x,y) olsun. X’in bir fonksiyonu olan korelasyon egrisi c(x)

regresyon egrisi tarafindan agiklanan varyans miktarinin yerel olarak nasil degistigini

aciklar.

o2 ()
(9 - — =L
o Al ()} +a*(x)
Burada, z(x)=E(Y | X =x) regresyon ortalama fonksiyonu, o (x) =var (Y | X =x)
varyans fonksiyonu ve of =var(x) ‘tir. ¢(x) , X ve Y’yi esit bir temel {izerinde

degerlendiremediginden, yanit degiskeni olan Y ve tahmin degiskeni olan X’e ihtiyaci
oldugu i¢in korelasyon egrisi gercek bir regresyon kavramidir. Hem X hem de Y’nin
bir fonksiyonu olan yerel bir korelasyon fonksiyonu veya yiizeyi, degiskenin simetrik

olarak incelenmesini saglayarak iligskinin kuvvetini ve yoniini yerel olarak

of (x.y)

Olgmelidir. Korelasyon katsayisinin yerellestirilmesiyle, f”(x, y): Xy cikar.

Gerekli olan f (x,y) ’nin kismi tiirevi olmali ve Kartezyen garpim kiimesinde

tanimlanmalidir (Jones, 1996).

1.7.2. Holland ve Wang’in Yerel Bagimlilik Fonksiyonu

Holland ve Wang (1987a) iki degiskenli kesikli rassal degiskenler igin
bagimlilik Ol¢limiinii tanimlamada olasilik tablosunu, siirekli rassal degiskenlerde

bagimlilik 6l¢limiinii tantmlamak i¢in yerel bagimlilik fonksiyonunu kullanmislardir.

1.7.2.1.1ki Degiskenli Kesikli Rassal Degiskenler I¢in Yerel Bagimhihk

Ol¢iimleri

Pij’lerin olasiliklar1 belirttigi rxc olasilik tablosu, iki kesikli rassal degisken S

ve T nin ortak olasilik dagilimini belirler.
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P, =Pr(S=i,T=j) 1<i<r vel<j<c igin,

S ve T degiskenlerinin marjinal dagilimlar sirast ile,

Pr(S :i)=z Pij = P,
=

Pr(T=i)=>p; =P,
i=1

ile tanimlansin.

Yule ve Kendall (1950) ve Goodman (1969) ¢apraz carpim oranlarini

_ Pij Pisaja

pij +1 pi+1j

a.

i 1<i<r 1< j<c olarak gostermislerdir.

¥y =Iney igin,y; ve a;; 2x2lik olasilik tablosunda ki iliskileri 6lger. (r—1)x(c—1)
boyutlu 2x2 lik tablolar Yule ve Kendall tarafindan tetrades olarak adlandirilmistir.
Yerel ¢apraz ¢arpim oranlari pozitif ajj’ler igin { P; ai} yi ve pozitif bj’ler i¢in {pijbj}
yi {pij} ye doniistiiren satir ve siitun ¢arpim islemlerinden etkilenmezler. Marjinal

olasiliklar {p,} ve {p+ j} ile anakiitle olasilik tablosu {pij} leri belirleyen «; ya da

esdeger olarak yj; lerdir.

1.7.2.2.1ki Degiskenli Siirekli Rassal Degisken Yogunluklar: icin Yerel

Bagimhilhik Fonksiyonu

XveY K={(x,y): f(x,y)>0} kiimesinde tammli tiirevlenebilir f(x,y) yogunluk
fonksiyonuna sahip iki siirekli rassal degisken olsun.

X’in marjinal yogunlugu; f,(X) =I f(x,y)dy ve

Y 'nin marjinal yogunlugu; fz(y)zj. f(x,y)dx olsun. (a,b) f,(x)‘in (c,d) ise
f,(y)nin smirlaridir. Burada a,b,c ve d sonsuz degerler alabilir. Dikdértgensel bir
bolge olan K kiimesi (a,b)x(c,d) kartezyan garpmmmn alt kiimesidir.(X,y)

noktasinin olasilig1 f (x, y)dxdy ile elde edilir.
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Bu olasilik iki yonlii bir tablonun hiicre olasilig1 olarak goriilebilir. Bu iki yonlii tablo
icin yerel ¢apraz ¢arpim orant;

f(x,y) f(x+dx, y+dy)
f(x+dx,y)f(x,y+dy)

a(x,y)=

olarak ifade edilir.

Holland ve Wang(1987a) Ina(x,y) nin limit durumu olarak dikdortgensel

bolgenin sonsuz kiiglik pargalara ayrildigt durumu dikkate almiglardir. Yerel

bagimlilik fonksiyonu y f (x,y) ;

2

7de»=£w

In f(x,y)
ile gosterilir.
Burada y(f(x,y)) nin yogunluk fonksiyonu olmas: gerekli degildir, tiirevlenebilir
bir fonksiyon olarak tanimlanabilir.
K’min Kartezyen ¢arpim kiimesi olmasi kosulu ile, y(f(x,y))=0 sonucu X ve Y
degiskenlerinin bagimsiz oldugu durumda gergeklesir.

e  Tamm: f(x,y), f1(X) ve f2(y) marjinal yogunluklara sahip iki degiskenli olasilik

fonksiyonu olsun. gi(x) ve gz(y) de fi(x) ve fa(y) nin siirekli tek degiskenli

yogunlugunu tanimlasin.

Q (f(xy),0,x)= % , 91(x) ile X’in marjinal degisimidir.
1

Q,(f(x,y),0,(y))= W , 92(y) ile y’nin marjinal degisimidir.
2

1.7.3. Yerel Bagimhilik Fonksiyonunun ozellikleri

R(h) ve %%’nin dikdértgensel bir alan oldugu varsayilsin.
o —0<y(xy)<w
e V(X Y¥)eR(h) icin ancak ve ancak X ve Y bagimsiz ise y(x,y) =0.
o y(xy) simetriktir.
e Holland ve Wang(1987b), »(x,y) sabit oldugunda bu sabitin herhangi bir

13

monoton fonksiyonun “iyi” bir iliski Olclisii olacagini belirtmistir. Fakat
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7(X,y) R(h)’de isaretini degistirdiginde ¢ogu iliskinin 06lgiileri yetersiz hatta
yaniltici olabilir.

e X ve Y korelasyon katsayis1 polan iki degiskenli normal dagilimlar ise,

y(x.y) = p/1-p*
bir sabittir. Diger taraftan, y(x,y) sabit ise Jones(1998) iki degiskenli yogunluk

fonksiyonu f (x,y) nin istel dagilis ailesi formuna sahip olmas: gerektigini

belirtmistir.

o y(x,y)verilen y i¢in X’in veya verilen X igin Y’nin kosullu dagilim
fonksiyonudur.

e Normal dagilimda, yerel bagimlilik fonksiyonu Y degiskenine gore
dogrusaldir.

e Yalmiz X’in bir fonksiyonu olan regresyon tipi bir yaklasim degisen
bagimlilik yapisinin hemen hemen tamamini 6zetler, (Jones, 1996).

e Tamm: iki degiskenli olasilik fonksiyonundan hesaplanan bir fonksiyon,
hem x in marjinal degisimi hem de y’nin marjinal degisimi iki degiskenli
olasilik fonksiyonuna uygulandiginda degismez ise bu fonksiyon margin-free
olarak adlandirilir.

Yerel bagimlilik fonksiyonu sadece margin-free degil ayni zamanda X-
marjinal ve Y-marjinal degisimler altinda maksimum degismezdir (Wang,
1993).

1.7.4. Sabit Yerel Bagimhilik Fonksiyonu

Sabit yerel bagimlilig1 olan tiim dagilimlar, kosullu iistel dagilis ailesine ve
bu aileye ait dogal parametrenin dogrusal bir fonksiyonuna sahip olmalidir. Keyfi
cizilen marjinal ile normal esit varyansh dogrusal regresyon bunun en énemli 6zel
bir durumudur. Bu durum asagida aciklanmistir.

0 € R yerel bagimlilik fonksiyonu i¢in sabit bir deger olsun.

o?Inf(x,y)
oxoy

Ifadesi iki degiskenli yogunlugun

7
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f (x,y) =a(x; 9)b(y; 0) exp(oxy)
(1.17)

formuna sahip olmasi gerektigini sdylemekle esdegerdir. Burada, a(x;8) ve b(y;0)

£, () =a(x0) [ b(y; 0)e™ dy

C

f,(¥) =b(y;0)[ a(x; 9™ dx

marjinal kisitlamalar1 tahmin eden, keyfi ve negatif olmayan fonksiyonlardir. esitlik
(1.17) den sabit dogrusal bagimli bir dagilimda verilen X i¢in Y’nin kosullu dagilimi1
b(y; 0)e™ (1.18)
ile orantilidir.
Ortak dagilisin yerel bagimlilik fonksiyonu sadece bu kosullu dagilisa
baglidir ( verilen Yy icin X in dagilimi i¢inde gecerli). y’nin bir fonksiyonu olarak

diisiiniildigiinde esitlik (1.18),

4
exp(m+h(y,¢)J

ile orantil1 iistel aile formuna sahiptir,(Jones, 1998).

w/V(g)=0x+a(0) ve ¢=p(0) yazilir. Boylece a ve B nin bazi
fonksiyonlar1 i¢in h(y, ¢) =logb(y;8)—ya(0) elde edilir. Bu sonu¢ 6nemli bir
yoruma sahiptir:

Ancak ve ancak ortak genellestirilmis dogrusal model durumunda, kanonik

parametresi X’in dogrusal bir fonksiyonu olan, sabitlenmis yayilim parametresi v(¢)
icin Y|X dogrusal bir iistel dagilim ailesine sahipse yerel bagimlilik fonksiyonu,
sabittir.

Alternatif bir parametre olarak, v(¢)=1/0 igin v =x+a(6)/0 ve 6 yayihim
parametresinin  tersidir. Diger bir alternatif parametre, v(0)=1 alinrsa
v = O0x+a(0) esitligindeki egim @ olur.

y mnin margin-free o6zelligi biraz yanilticidir: yukaridaki herhangi bir

marjinalle istel bir ailenin kosullanacagi sdylenirse, X’in kanonik dogrusal modele

uygun olacak sekilde diizenlenmesi gerekmektedir (Jones, 1998).
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IKiNCi BOLUM
iKi DEGISKENLI DAGILIMLARIN OLUSTURULMASI

Stirekli iki degiskenli yogunluk fonksiyonunun olusturulmasina farkli
yontemler ile yaklasilmigtir. Fakat olusum yontemlerini smiflandirmak igin
matematiksel bir sema veya diizen bulunmamaktadir. Mardia (1970) gore olasilik
yogunluk fonksiyonunun olusumu igin sistematik yontemlerin bazilar1 su sekilde
siralanabilir; Pearson diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimii (Van Uven 1947-
1948), Normal dagilim ve marjinal dagilimlar1 temel olarak kullanan seri agilimlari
ve Johnson’in doniisiim yontemleri.

Hicbir dagilim fonksiyonu ailesi, uygulamada kullanilan siirekli iki degiskenli
olasilik yogunluk fonksiyonunda bulunan tim bagimlilik yapisini tanimlayacak
kadar genis bir yelpaze sunamamaktadir.

Plackett (1965) siirekli iki degiskenli frekans yiizeyini 2x2 stirekli kesikli
olasilik tablolarina ayirmistir ve 2x2 olasilik oranlarmi iki siirekli rassal degisken
arasindaki bagimliligin bir 6l¢iimi olarak degerlendirmistir. Olasilik yogunluk
fonksiyonunun olusturulmasina farkli bir bakis agisi ile yaklasan ilk kisiler arasinda
yer almaktadir. Ancak Plackett’in sistemi ile iki degiskenli normal dagilimin nasil
olusturulabilecegi hala bilinmemektedir. Yaklasimin tam bir basar1 olmamasinin
nedeni kesikli hale getirme sekli ile ilgili olabilir (Wang, 1993).

Iki degiskenli dagilimlarin olusturulmasinda kullanilan baslica yéntemler;

e Marjinal doniistiirme yontemleri,

e Kopula olusum yontemleri,

e Karma ve birlestirme yontemleri,

e Ortak ii¢ degiskenli dagilimlarda indirgeme teknikleri

e Kosullu olarak belirlenen dagilimlar.
Bazi diger yontemlere de Balakrishnan ve Lai (2009) kitaplarinda deginmislerdir.
Bu boliimde,

e Iki degiskenli yogunluk fonksiyonunun olusturulmas: amaciyla

kullanilan Marjinal yer degistirme algoritmasi,

e Pearson ailesi,
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e Johnson’in doniisiim ailesi,
e Dogrusal Olmayan Integral Denklemleri ile Dejenere Kernel Yéntemi

anlatilmistir. Konuyla ilgili 6rnekler alt baslikta verilmistir.

2.1 IKi DEGISKENLIi OLASILIK YOGUNLUK FONKSiYONUNUN
OLUSTURULMASI AMACIYLA KULLANILAN MARJINAL YER
DEGIiSTIRME ALGORITMASI

Her hangi iki tek degiskenli yogunluk fonksiyonlart olan (a,b) de smurl

9(x) ve (c,d) de smirh h(y) i¢in {g,h} (a,b)x(c,d) iizerinde smurl: tiim olasilik

yogunluk fonksiyonlari kiimesi olsun. Burada, g(x), X’in marjinal yogunlugu ve h(y),

y’nin marjinal yogunlugu olarak tanimlansin. Diger bir deyisle

{g.h}={f (xy): f,(x)=9g(x) ve f,(y)=h(y), (x,y)e(ab)x(c,d)}
olur. R? ‘nin herhangi bir S alt kiimesi ve S de tanimli }{(X,y) iki degiskenli
fonksiyonu i¢in, {y,S} S de tanimli iki degiskenli fonksiyonlarin (olasilik yogunluk

fonksiyonu olmasina gerek yok) kiimesi olsun. Ornegin,

2

afay INf(xy)=7(xy) Y(Xy)ES)

{r,S} ={f:f S detanimh ve

seklinde tanimlanan bir fonksiyon olsun ve yerel bagimlilik fonksiyonu olarak
adlandirilsin.  Yerel bagimlilik fonksiyonunun smirlardan bagimsizlik (6lgekten
bagimsiz) oOzelligi iki degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonunun ii¢ bilesene
ayrilabilecegini gosterir. Bunlar, yerel bagimlilik fonksiyonu y(x,y), marjinal
yogunluklar f1(x) ve fo(y) dir.

Teorem 2.1: Herhangi siirekli yogunluklar olan (a,b) araliginda tammli
g(x) ve (c,d) arahginda tanimhi h(y) ile K=(ab)x(c,d) de tanimh
integrallenebilir y(x,y) i¢in,

j f(x,t)dt = g(x) (2.1)

J ft.)dt=h(y) 22)

ve
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2

oxoy
olacak sekilde D kiimesinde tanimli tek bir silirekli f(X,y) olasilik yogunluk

Inf(x,y)=r(xy) V(xy)€D (2.3)

fonksiyonu vardir.

Kamt: D kiimesinde tanimli herhangi f (x, y)iki degiskenli olasilik yogunluk
fonksiyonu i¢in  Gnceden belirlenen marjinal g(x) ve h(y) ile
v(x,y) =A(x)B(y)f(xy) formunun iki degiskenli bir yogunlugunun varligi ve
tekligi Kullback (1968) tarafindan ispatlanmistir. Kullbackv(x,y) nin f(X,y)
fonksiyonu ve {g (%), h(y)} kiimesi arasindaki Kullback bilgi aralimi en aza
indirgeyen iki degiskenli yogunluk oldugunu veya esdeger olarak v(X,y)‘nin
{g(x),h(y)} i¢in f(x,y) nin Kullback bilgi izdiigiimii oldugunu gdstermistir.

Verilen bir y(x,y)i¢in v(x,y)=Cexp[I'(x,y)] formunda iki degiskenli
yogunluk olusturulabilir. Burada, exp[F(x, y)] D iizerinden integrali alinabilir bir

fonksiyondur ve y(x,y) nin integraline esittir. C ise D iizerinden exp [F(X, y)] ’nin
integral sonucudur. Olasilik yogunluk fonksiyonu f(X,y) ‘nin ¢éziimii {g(x), h(y)}
icin V(X,y) ‘nin Kullback izdiistimiidiir.

Kesikli iki degiskenli dagilimlar i¢in ardisik oranli uyum siireci, (the itterative
proportional fitting process) belirlenen marjinal ve ¢apraz ¢arpim oranlarina sahip iki

yonlii tablo olusturmak i¢in kullanilir , (Plackett’den aktaran Wang, 1993).
Kullback(1968); Csiszar(1975) ile Speed ve Kiiveri(1986) belirlenen marjinal

yogunluklar ardigik olarak elde etmek i¢in, X marjinal yer degisim Q, ve y marjinal
yer degisim Q, yi kullanmistir. Benzer sekilde, f(x,y) asagida tanimlanan ardisik
marjinal yer degistirme ile v(x, y) = Cexp(I'(x, y)) den tahmin edilebilir.
fO(x,y)=Cexp(T(xy)), f& :Ql( f @0, g(x)) ve f %P =Q, ( f ‘2k+1),h(y)),
(k=0,1,2,...).

{ f(x,y), n>0} dizisi ardisik marjinal yer degistirme olarak adlandirilir. Yukaridaki

yazarlar { f™(x,y), n>0} dizisinin tek bir yogunluga ulastigin1 gostermislerdir.

Ardisik marjinal yer degistirmenin sayisal uygulamasi Teorem 2.1 ’den siirekli iki
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degiskenli olasilik fonksiyonu igin kesikli bir yaklasim saglayabilir. Ornegin kesikli
dagilimlar i¢in,

y(x,y)=60 0=xy<1,

gx)=10<x<1lve

h(y)=10<y<1

olmak {izere sayisal ¢ozlim,

(x _a-d y —2j_1] 1<i,j<n
oan T =hl=

kesikli noktalarda hesaplanabilir.

Bu  ardigtk  arastirma fO(x,y)=exp(@xy) ile  baslar  ve

fOx,y)=FO%x,y)/fOx) hesabiyla devam eder. Burada
f(o)(xi):.[:f(o)(xi,t)dt dir. Bu satir marjinal yer degistirme Olclimiidiir. Siitun
marjinal yer degistirme ise, f@(x,y;)=f(x,y))/fO(y,) de O (x,y) ile
olgiiliir. Burada @ (y,)= Iolf(l) (t,y;)dt dir. Yinelemeler genellikle birkag dongii

sonrast yakinsar. Bu sonug¢ istenen olasilik yogunluk fonksiyonunun farkli bir
gosterimidir.

Farkli iki degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonlar1 ayni marjinallere sahip
olabilirler. Ornegin, Gumbel (1960) ve Marshall ile Olkin (1967) iki degiskenli {istel
dagilim tanimlamiglardir. Bu dagilimlar ayni iistel marjinal yogunluklara sahip
olmasina ragmen yerel bagimlilik fonksiyonlar1 farklidir. iki degiskenli normal
dagilimlar su sekilde belirtilebilir,

f(x,y), R? de tanimli iki degiskenli bir yogunluk olsun.

2

aaylnf(x,y)=77

bir sabite esit,

j f (x,t)dt = (27) Y2 exp(—x?/2)

[ £(s,y)ds = (27) ** exp(-y*/2)
ise, f(x,y),
p= {(1+ 4 )" —1} /(277)
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korelasyon katsayisina sahip iki degiskenli normal dagilim olasilik yogunluk
fonksiyonudur. Benzer sekilde, iki degiskenli Cauchy yogunluklar1 tek degiskenli
Cauchy marjinallerine ve
7(x,y)=3xy/(x* +y*+c?) ¢>0
sahiptir. Yerel bagimlilik fonksiyonlari, Cauchy dagilimi olan X ve Y igin 1-inci ve 3.
bolgede pozitif, 2. ve 4. bolgede negatif olarak bagimli olduklarmni gosterir. Iki
degiskenli Gama dagilimlari, tek degiskenli Gama marjinallerine ve
y(xy)=@-a)(y-x)® q>0
sahiptir (Wang, 1993).

2.2. PEARSON AILESI
Pearson tek degiskenli yogunluklar olusturmak igin diferansiyel denklem

yaklasiminit kullanmigtir (Pearson 1895). Van Uven(1947-1948) iki degiskenli

olasilik fonksiyonu olusturmak icin bir ¢ift Pearson tipi diferansiyel denklem ele

almstir.
o _Lxy)
x5 00y e
0 L,(x,Y)
—Inf(xy)=—"—"= 2.5
i (x,y) % (y) (2.5)

Tek degiskenli olarak ele alindiginda esitlik (2.4) ve (2.5) birer Pearson

diferansiyel denklemidir. Burada L,ler (x,y) nin dogrusal fonksiyonlari, Q,ler ise

(X, y) nin karesel fonksiyonlaridir, bu fonksiyonlar asagidaki iliskiye sahiptirler,

o Inf = o In f
OXoy 0y OX
e e
oxoy  oy\Q, ) ox(Q,
veya
%_ al—2 Qz 1 Ql 26
Q28y Qlax Liay Q2L2 ¢9
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olup verilen esitlik saglanmalidir, bu nedenle L;ve Q,ler keyfi segilemez. Ayrica
f (X, y) nin pozitifliginin saglanmasi i¢in L,ve Q; Kkatsayilarnyla ilgili bazi
kisitlamalar gerekir. Bu kisitlamalarin elde edilisi asagida verilmistir;
Esitlik (2.4) kullanilarak,
b
of
Jaz
OX

a

b
dx = L, fdx
a
ve esitligin soluna kismi integrasyon uygulanarak

[Qlf]z—i% fdx='l|1L1fdx

b
j(Li +@j fdx =[Q, f ]’ 2.7)
" OX @
ve esitlik (2.5) ten benzer sekilde,
d
0
I[Lz +&j fdy =[Q, f | (2.8)
: oy
elde edilir. L, ve Q, nin tanimlar ile
Ll+aa—%:R:r0+rlx+r2y , L2+a§/2:8:so+slx+szy (2.9)

olarak alinip esitlik (2.7) ve (2.8) de yerine konulursa,

b d
[Ridx=[Q,f ]’ ve [Sfdy=[Q,f]’

b b b b
(2.10) 1, [ fox+1, [ xfdx+r,y [ fox=[Q ]’

d d d
s, [ fdy+s,x[ fdy+s, [ yfdy =[Q,

seklinde yazilabilir. Buradan;

r0+rlE(x)y+r2y:[%v—f]a:QZ(y)

=0,(x) (2.11)
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b
j xfdx

Burada, Wyzifdx ,szifdy , E(X]Y)=
: [ folx

ortalamasi) ve

[ yfdy

= X sabit iken y nin kosullu ortalamas1) seklindedir.
E(Y|X (x sabit ik in kosull 1 ) seklindedi

j fdy
Gegerli olan regresyon denklemleri ise,

E(X|Y)=%(Qz—ro—r2y) ve E(Y|x)zsi(gl_so_slx) 20,5, %0

1 2

(2.12)
seklindedir. Esitlik (2.10) kullanilarak,

R=

o'—.o.

d
[Qf] dy= Jowdy=0,, $=0, (2.13)
Yazilabilir. Ayrica,

b of b b of b
!leadx zl.xL1 fdx,_!:le &dx = ;[ yL, fdx,

d of d d of d
[xQ, —dy = [ xL, fdy, [ yQ, —dy = [ yL, fdy
Cc ay C Cc ay Cc

Denklemin sol tarafindaki integrallere kismi integrasyon uygulanirsa, ilk olarak;

b
I Q, +xR) fdx =[xQ, f ] J. yRfdx =[yQ, f ]

d

[ xsfdy =[xQ, {7, [(Q, +y8) fdy =[yQ, f];

elde edilir. Ikinci olarak,

d

[ XQl ’ _[ le

c

Q+(xR) =

o!—,o_

(2.14)

b

IXQz dX, Qz+<Ya >

a

[szf] dx

m'-—.cr
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esitlikleri elde edilir. Burada < > i¢c carpimi gostermektedir. Bu denklemlerden,

=[XQ1f]: _

<(Q1+XR), f>(y) W) QL
_ [szf]S _ 01
<(Q2+ys)’ f>(x) - W =Q1

X

elde edilen Q3° ve Q7 denklemleri regresyon denklemleridir.

L=X-X,t,=y-Yy
genel ortalamadan sapmalar olsun,
t,+rnt, =R—-R ,
st +5st,=S-S (2.15)

esitlik (2.14) deki denklemler siras1 ile %R, yR,%S,yS kullanilarak indirgenirse,

(t,R)=[[tQf L.y -Q =R}’ ,

O e O

[t,Q.f ] dy =R*

O e O

<t2’ R> -

(2.16)
0, 8)=[tQ, 1] k=52
(t.,8) = [[LQ. 1], dx-Q, = ¢
yada,
r1<t1’tl>+ r2 <t1,t2> = Ré’o ,
rl<t1’t2>+ g <t27t2> =Ry"
(2.17)
s (t,t)+s, (t,5,) =580,
Sl<t1’t2>+52 <t2!t2> =Sy"
boylece,
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1,0 1,0
S, Ro — rzso

2,0

m = {1, =
IS, — IS

mit = <t1 t >= S ) - rzsc?’1 — rlsé’o _SlR(lJ’O (2.18)

=(t,t, .
IS, — 1,5, IS, — 1S,
St —s,R*
m0,2 = <t2,t2> —170 =10

1S, —hS,
esitlikleri elde edilir. Q, ve Q, dogrusal fonksiyonlar1 gz oniine alindiginda,
Q, =W, +W,y , =W, +WX
esitlik (2.13) ile,
R=w, +W,y,S =w, +wX (2.19)

yazilabilir. Ayrica, esitlik (2.12) deki denklemler,

E(X |Y):%{(Wo—ro)+(wz—r2)y},

1

E(Y|X):Si{(wo'—so)+(wl—sl)x} (2.20)

2

seklinde yazilir. Bu durumda regresyon denklemleri dogrusaldir.
[f ]: =QW,,
[f ]S =W,

ile esitlik (2.6), (2.7), (2.8) ve (2.17) kullanilarak,
d b d b
(y.R)=[y[Q ] dy =jy[ﬂzf de)dy
(2.21)
=(y, Q) =w, ¥ +W, (Y, y),(X,S) =w, X +w, (X, X)

yazilabilir. Esitlik (2.19) kullanilarak,

YR=wW, Y +W,y* ,

XS = w,'X + WX
yazilabilir, veri setinden elde edildikleri i¢in X sekline ifade edilmistir. Esitlik (2.21)
deki denklemlerden,

(t,,R)=w, ((y y)—yz) =W, (t,,t,) =w,m"* |
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(18) =W ({x ) =% ) =vi () = vy’
yada,

b, + 1 (t. ) +1, (t,t,) =0+ rm™ + r,m** = w,m"?

b =8, (t,t)+5,(t,t,) =0+sm*® +s,m"* =wm?°

buradan,
11
W, _m y oy
0,2 '
n m o,
11
W-s _m_ o,
20 v
S, m o,

elde edilir (Van Uven 1947).
Pearson dagilim ailesi i¢in yerel bagimlilik fonksiyonu, esitlik (2.4) ve (2.5)

o) {Qij [Qz (% %W}— L (x, y)(%x’y)n

B (Qij (Ql(x’ ”(Wj— L (x y)[%j} (2.22)

kullanilarak

elde edilir.

Sagrista  (1952) Pearson’in temel birinci dereceden diferansiyel
denklemlerinin kismi diferansiyel denklemler sistemine dogrudan uygulanmasinin
pratik olmadigini, ¢iinkii denklem c¢oziimlerinin zor oldugunu ve cogu durumda
¢coziimlerin ¢ok genel oldugunu belirtmistir. Kotz (1974) aym1 zamanda “Pearson
‘inda belirttigi gibi bu yiizeylerin, teorik frekanslara uymadig: i¢in pratik bir Sneme
sahip olmadiklarini sdylemistir.”

Esitlik (2.4) ve (2.5), Ax,y) ile ilgili gereginden fazla bilgi igerdigi i¢in bu
esitlikler degiskenlikten bagimsiz degildir.

Integral denklemleri (2.1) ve (2.2) ile birlestirilen tek diferansiyel denklem
(2.3), Pearson ailesinden daha esnektir. Esitlik (2.22) da gosterilen L1, L2, Q1 ve Q2
tizerindeki karmasik kisitlamalar1 ortadan kaldirir ve marjinal yogunluklar agik bir

sekilde sunar (Wang, 1993).
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2.3. JOHNSON’IN DONUSUM AILESI

Johnson(1949), Z,=a, ((X-¢,)/4) ve Z,=a,((Y -¢,)/4,) nin ortak iki

degiskenli normal dagilimina sahip olan (X,Y) dagilimini ele almistir. Burada, a; ve
ashem tiirevlenebilir hem de birebir olan marjinal dontisiimlerdir.

Johnson doniisiim ailesi Teorem 2.1. kosullar1 altinda yazilirsa esitlik (2.3),

& fix, y)zc(da, (X)T(daj (y)J_l 223

oxoy dx dy
scklini alir. Esitlik (2.1) ve (2.2),

[hex,y)dy =(27) ™ exp(-af (x)/2)(da, (x)/dx), (2.24)
ve

J.h(x, y)dx =(27) ™ exp(-a; (y)/2)(da, (y)/dy) (2.25)

sinir kosullart haline gelir. Esitlik (2.23), (2.24) ve (2.25) a gore, Johnson doniisiim
ailesinin iki acidan sinirli oldugu sonucuna varilabilir: Birincisi, yerel bagimlilik
fonksiyonu yalnizca X’in ve yalmzca y’nin bir fonksiyon ¢arpmmudir. Ikincisi, yerel
bagimlilik fonksiyonu tamamen marjinal yogunluklar ile belirlenir. Kisaca, ortak
yogunluk iki marjinal déniisiim ile tamamen belirlenir. Iki degiskenli Cauchy ve iki
degiskenli Gama dagilimlari kesinlikle Johnson doniisiim ailesi iiyesi degildir.
Johnson doniigiim ailesinin basit bir genellemesi, marjinal yogunluklarin
yerel bagimlilik fonksiyonu {izerine olusturdugu kisitlamalari kismen ortadan

kaldirmaktadir. Kismi diferansiyel denklem (2.23),

2

afay In £(x,y) = a(x)A(y) (2.26)

ile degistirilebilir. Bu yaklasim Goodman(1985,p:39) tarafindan onerilmistir (Wang,
1993).

2.4. DOGRUSAL OLMAYAN iINTEGRAL DENKLEMLERI iLE DEJENERE
KERNEL YONTEMIi

Marjinaller ve yerel bagimlilik fonksiyonu g6z Oniline alindiginda iki

degiskenli yogunluga yaklasmak i¢in niimerik tekniklerde onerilmistir. Bu teknikler
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dogrusal olmayan integral denklemlerinin ¢dziimiine dayanir. Onemli 6zelliklerinden
birisi tiim alan iizerinde yogunluk tanimlanmasini saglayan acgik fonksiyonlara
yaklasimi saglar. ki degiskenli yogunlugu tanimlamak icin onerilen ii¢ sayisal
teknik, Dejenere Kernel Yontemi, Genisletme Yontemi ve Sayisal Integral
yontemidir. Genisleme yontemi ve sayisal integral yontemi yinelemeli marjinal
degistirme algoritmasinin belirli uygulamalar1 olarak goriilir. YOntemlerin
avantajlar1 fonksiyonel bir formun kullanilabilirligidir (Molenberghs ve Lesaffre,
1997).

2.4.1. Iki Degiskenli Yogunlugun Analitik Yapisi
y(x,y)ve marjinal dagilimlarin Teorem 2.1 ‘in gereklerini yerine getirdigi

varsayilsin.

2

Tanmm: y(X,y)= 88 InK(x,y) ise, y(x,y) i¢in, D iizerinde taniml olan K(x,y)
X

fonksiyonu bagimlilik (dependence) kerneli olarak adlandirilir. f (X, y) nin
tekliginden dolay1, fin Teorem 2.1 i karstlayan f(x,y)=K(x y)d (X)¢,(y) iki

degiskenli yogunlugu vardir. Sabit bir yerel bagimlilik fonksiyonu i¢in bagimlilik
kerneli , K(x,y)=expy(x,y) dir. Ayrica her hangi bir yerel bagimlhilik fonksiyonu

i¢in basit bir integral,
K(xy)= exp(”y(x, y)dxdy)
bagimlilik kernelini verir.
f(x,y) biliniyor ise, K'(x,y)=f(x,y)/g()h(y) de bagmllik kernelini
verir. f(x,y), f(x]y) ve f(y|x) de bagimhlik kernelleridir. Genel olarak iki

degiskenli yogunluk fonksiyonu,
F (% y) =402 (YIK(X,Y) (2.27)

olarak genisletilebilir ve marjinal kosullar

L0 =4 48K (x9)ds |
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L) =4[ 4K (s, y)ds
(2.28)

olarak yazilabilir. Her iki marjinalinde ayni oldugu ozel fakat 6nemli durumda f ()
ve K simetrik bir fonksiyondur, esitlik (2.28),
b
f(x)= ¢(X)Ll #(s)K(x,s)ds (2.29)

esitligine doniigiir. Esitlik (2.28) ve (2.29) integral denklem oOrnekleridir
(Molenberghs ve Lesaffre, 1997).

2.4.2. Dejenere Kernel Yontemi

Eger zin:laibi =0 esitligi hemen hemen her yerde tiim a, lerin sifir oldugunu

ifade ediyorsa, b, (x) ) (i =1,2,...,n), fonksiyon kiimesi dogrusal bagimsiz olarak
adlandirilir.
Tanim: K(x,y)=>_a,(y)b(x) (2.30)
i=0
esitligi sonlu bir toplam olarak ifade edilebiliyorsa bir bagimli Kernel dejenere olarak
adlandimlir. Burada, a,(y) ve b, (x) integrallenebilir fonksiyonlardir.

{bi(x) (i=12,...,n) }dogrusal olarak bagimsiz fonksiyonlar  dizisi

oldugunu varsayilsin. Bu 6zellik her iki degisken i¢inde gereklidir. Boylece Kernel

alternatif olarak
KX, y) =Y a(x)p;(y) (2.31)
j=0

seklinde ayristirilabilir. {p (y)i=12,.., n} dogrusal bagimsizdir. Dejenere Kernel

genel kernelin kesikli bir seri genislemesi olarak diisiiniilebilir. Kullanilan temel
teknik ise genel olarak sonsuz seriler ile kernele yaklasimdir. Dejenere Kernel dizisi
olusturmak icin kesilebilecek (trunceted) dogru bir genislemenin nasil segilecegidir.

Bunun i¢in, kare integrallenebilir ve simetrik Kernel kullanilabilir. Bu durumda,

K(x,y)= Zai¢’i (X (y)

olarak genisletilebilir (Molenberghs ve Lesaffre ,1997).
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Burada ¢;, K'nin 6z degeri ¢, ise K’nin 6z fonksiyonlaridir ve bunlar1 tanimlamak

zordur.
Teorem 2.2. K(x,y), esitlik (2.30) ve (2.31) gibi ayristirilmis dejenere Kernel olsun.
Esitlik (2.28) i¢in ¢6ziim ¢, (x) = f, (x)/P.(x) (k=1,2) seklindedir. Burada,

RO) =D a4 (%)
()= v py(y)

olarak tanimlanmistir. Bilinmeyen z; ve v; katsayilari

d h(s)a (s) .
m=]. ¥ ds (0<i<n)

Ib g(s)a; (s)
R(s)

ds (0<j<m)

¢Oziimii ile bulunabilir.

Sonug: (h,). dogrusal olarak bagimsiz bir dizi ile K(X,Y) = Zin:o b, (x)b.(y) simetrik
dejenere kernel olsun. esitlik (2.29) igin ¢oziim, @(X)= f(X)/P(x) seklindedir.
Burada,

PO) =2, 4 (%)

ve bilinmeyen katsay1

bf(s)b(s) .
j ® s (0<i<n)

¢6zliimi ile bulunabilir (Molenberghs ve Lesaffre, 1997).
2.4.3. Sayisal Integral Yontemi

Bagimli kernele bir yaklasimda bulunmaksizin, parametrik integral ile sayisal
integral degistirilerek problem yaklasik olarak ¢oziilebilir. Bu yaklagim yontemi

matematiksel olarak Ek 1 de agiklanmustir. Sirasiyla [a,b] ve [c,d] iizerinde

taniml1 integrallenebilir a ve b fonksiyonlari igin,

I: a(x)dx = Zn:wia(xi) ,
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[ by =3 ub(y,) (2.32)

esitliklerin gegerli oldugu varsayilsin. Burada, w, ve u; aguliklar ve x; ile y,

karelestirme kuralinin diigiimleridir (the nodes of the quadrature rule). Esitlik (2.32)
ve (2.28) kullanilarak,

9 _ [",(K (x y)dy =iuj¢z<yj>K<X’ i)

A ()
Mg ek~ S x0K (.9 (233)

esitliklerine yaklasilabilir. X ve Y nin tiim degerlerinin X; Ve Yi olarak alinmasi ile

yaklagik bir ¢oziim elde edilebilir. g =¢(x) Ve v;=4¢(y;) konularak, ayni

bilinmeyen ile m+n+2 dogrusal olmayan denklem sistemine gegilir:

900 S K.y, (O<i<n)

h(y. 0 .
(yj):ZWiﬂiK(xi’yj)’ (0<j<m).

i

Bu sistemi ¢ozmek ve esitlik (2.33) deki ¢oziimleri degistirmek,

- g(x)
#00 ZT:O uv; K (% y;)
¢, (y) = hy)

Do WK, Y)

yaklagik formillerini verir. w; ve u; agirliklari sadece karesellestirme kurallar1 ve
integral araliklarina baglidir ve bu sebeple integralden bagimsizdir. Ayrica, yineleme
boyunca sabit kalirlar. Esit aralikli x, ve n=3k ile tekrarlanan Newton
karesellestirme kurallari segilsin. 1 =(3/8)(b—a)/n olsun,

I=1..,k-1 iginw,=w, =1, w, =21 ve 1=0,....,k-1 i¢inw, , =w, ,=3I.Bu
durumda g sayilari tektir. Benzer olusum y;,u; agirliklari ve v; bilinmeyeni iginde
yapilir. Sifir vektorii baslangic degerleri olarak secilir ve orta girdiler i¢in 1 secilir. t-

inci yinelemede 1 ve v¥) hesaplanir.

Basit giincelleme semast,
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.(’[+1): g(xl) ’ OSISn
Zj=0ujVjK(Xi1yj)

oo hey)
J Zin:ovvi/uiK(Xi’yj)

seklinde olur. Bu yontem yakinsaklig1 saglar (Molenbergs ve Lesaffre, 1997).

0<j<m)

2.4.4. ki Degiskenli Dagihmlarin olusturulmasi ile ilgili Ornekler

Bu kisimda bagimlilik fonksiyonlarinin kullanilmasi ile, Lomax dagilimi ve
Normal dagilimin iki degiskenli formu ispatlariyla verilmistir.

Ornek 1. Lomax Dagilimi
X sans vektori’niin yerel bagimlilik fonksiyonu y(x,X,) i¢in, f (Xi |Xj) :
verilen X; =x; igin X; nin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonunu belirttiginde

(%.%) o%In f(x |x;)
X )m——
AT ox0%,
seklinde olur. Yukaridaki esitlik yerel bagimlilik fonksiyonunu belirten 7/()(1, X, ) nin
sadece x; i¢cin x; nin kosullu dagilisina dayandigr anlamina gelir.

X in dagilim,

f (%, %) = p(p+Dbb, A+bx +b,%) P x,x, > 0p,b,b, >0 (2.34)

ortak olasilik dagilim fonksiyonu ile birlikte iki degiskenli Lomax dagilimidir.

Ancak ve ancak

— ble(p+2) 235
7 (X, %) rbx +hx)’ (2.35)
ve
1+bx; .. .

Burada, m (x;) =E[ X;|X; =x; ] dir.
Kamt: Esitlik (2.35) in elde edildigi varsayilsin. X1 ve Xz degiskenlerinin kosullu

dagilimlar sirasi ile,

F 04 1%) = p(4) P, (%)@ +Bx +b,x,) P (2.37)
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ve

f (% 1%) = (%)C, (6 )A+0x +b,x,) "= (2.38)
seklindedir. p;(x) ve c¢(x) sadece (i =1,2) icin x degiskenlerinin
fonksiyonlaridir.
Esitlik (2.37) ve (2.38) den,

FOI%) _ Pu(X) P, (%)
FOGIx)  c(4)c,(x,)
esitligi elde edilir. Buda,
Py oy, 2.39)
¢ (%) fi(x) P (x) fo(x,)

esitligini saglar.

Burada, f,(x) Xi nin marjinal dagilimlandir (i = 1,2) ve @ bir sabittir. i = 1 igin,

esitlik (2.36)

_1+b,x,

) 1 b,x,)"®*P dx, = ——=272
[P, 00) P, () @b, +b,%,) P dlx, h

esitligini verir, buda

1+b,x,

[ X 04) P, () A+ by, +10,%,) P lx, = (2.40)

esitligini saglar. Esitlik (2.40) den ve

I: P, (%) P, (%)@ +Dbyx + b2X2)7(2+p) dx, =1
iligkisinden,

.|.oOO P (4) P, O ) (L+B,%, )L+ by X, + b2X2)7(2+p) dx,

0% (%) P ()4 B +b,x,) @,

=1+ bzxz)(iﬂj

Y
ya da
) s 1
[, PO R (0)A+bx%, +b,%,) P dx, = +Tlo(l+b2x2) (2.41)

elde edilir. Esitlik (2.41) de X2 ye gore tiirev alindiginda,

[ p.06) PO A+, +1,%,) ¢ Pax,
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© (s b,(1+
= P.00) P, ()b, +b,%,) * P (p+1)clx, = % (2.42)
[ p.00) PO+ +b,x,) @ Pdx, =1 (2.43)
oldugu i¢in, esitlik (2.41) ve (2.43) ile,
2
Py(%) 1+ p(1 +hyx)= 0P b,(1+ p) veya P2(%.) _ b,(1+ p) (2.44)
P(X,) P p pz(X) 1+b,x,
yazilir. Esitlik (2.44) in diferansiyel denklem ¢6ziimii;
P, (%) =k(L+b,x,)"* (2.45)
ile verilir. Burada k bir sabittir. Esitlik (2.40) ve (2.45) dan,
oc (s 1+b,x,)""
K . b P, () (L by +by,) # P dx, = % (2.46)
elde edilir. x, — 0 iken, esitlik (2.46),
[ boxpy () @+ yx) ¢ Pelx, = r (2.47)
olur. Kismi integral ile esitlik (2.47),
A 1+
J; 01 06) 5B Gy P =0 (2.48)

sekline doniisiir. Burada, p;(x,) , p,(X) in x:’e gore tirevidir. x, — 0 iken, esitlik

(2.41) ve (2.45) den

I, P00 ) P = P (2.49)
esitligi elde edilir. Esitlik (2.48) den esitlik (2.49) ¢ikartilirsa,

[Pl g(x)dx =0 (2.50)
elde edilir. Burada,

_ X ~(t+p)
9(x) = ) A+bx)

ikinci tip beta dagilisinin olasilik yogunluk fonksiyonudur. Beta ailesinin tamlik

ozelligi ile esitlik (2.50),
P (x)=0yada p,(x)=k (2.51)
bir sabit olur. Benzer sekilde i = 2 igin esitlik (2.36),
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Cl(xl) = kz (1+b1X1)p+1 ve C, (Xz) = k3
(2.52)
ifadelerini verir, k, ve k, birer sabittir. Esitlik (2.45) ve (2.52) kullanilarak esitlik

(2.39), f,(x,)=k,(@+b,x,)" " fonksiyonunu verir. ks bir sabittir. Esitlik (2.45) ve
(2.51) esitlik (2.37) ‘e yazilarak ve f(x,x,)= f(x |X,)f(x,) kullanilarak,

f(x,%,) =K (L+bx +b,x,) " (2.53)
elde edilir. k™ bir sabittir.

jo‘” jo‘” f(x,, X,)dx,dx, =1 oldugu i¢in esitlik (2.53) X in dagihsmmn esitlik

(2.34) seklinde oldugunu belirtir.

Ornek 2.

Sans degiskeni X in dagilimi,

1 1
f(x. %)= mem{—m[ﬁ —2pX% X, + % ]} , ~00< X <00, |p| (2.54)

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip iki degiskenli normaldir.

Ancak ve ancak,

F(x, %,) = 1_pp2 (2.55)
ve
m (%) =px; i, j=L2i#] dir. (2.56)

Kanit: Esitlik (2.55) elde edildiginde, verilen X2 igin Xz in ve verilen X1 igin

X2 nin kosullu dagilimlar sirasi ile,

£ (% %) = p(x) pz<x2)exp{# xlxz} (2.57)
f (X, %) =€,(%)c, (%) exp {1& xixz} (2.58)
-p

seklidedir. Burada p,(x) ve ¢;(x) Xi e bagh fonksiyonlardir. i= 12 i=1 igin
esitlik (2.56) daki iliski,
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[ %P (%) p, (%) exp {# xlxz}dx1 = pX, (2.59)

olur. Esitlik (2.57) dan

[ pe) pz(xz)eXp{l_p p xlxz}dx1 =1 (2.60)
esitligi gelir. Esitlik (2.60) te x, degiskenine gore tiirev alinip esitlik (2.59) de yerine
konuldugunda,

' 2

P, (%) 1-p

elde edilir. burada p;(x,) , p,(X,) nin tirevidir. Diferansiyel denklem ¢6ziimii,

2X2
p,(x,) =k expl 22 (2.62)
2(1— yo, )
olarak elde edilir. k, bir sabittir. Esitlik (2.57) ve (2.62) ten
- o pzxz
k ex X, pOX, =€expy ——=—~ 2.63
1.[_00 P (%) p{l—pz X 2} X P 2(l—p2) (2.63)
elde edilir. x, sabit oldugu i¢in 6 = # X, yazilabilir boylece esitlik (2.63)
o 6 (1-p?
[ pu(x) exp{0x,} dx, =exp {%} (2.64)
olur. Laplace doniistimiiniin teklik 6zelligi ile esitlik (2.64)
X
0eXPL ———2— 2.65
P, (X, )o0exp 2(-7) (2.695)
sonucu gelir. Benzer sekilde i=2 i¢in esitlik (2.56) dan
R
¢, (% )ooexp| ——L2 5 (2.66)
2(1-p°)
ve
¢, (X,)ooexp K (2.67)
2\"72 2 (1_ pz ) )
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2

oldugu gdsterilir. Esitlik (2.39), (2.65) ve (2.66) dan fl(xl)ooexp(—%j ifadesi gelir
ve buda
1
f(x,X,)=Aexp—————| x> —=2px,X, + X2 |+ , —00< X <00, |p|<1
(% %,) p{ 2(1_,02)[)(1 PXX; 2]} ol

oldugunu kanitlar (Sankaran ve Gupta, 2004).
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UCUNCU BOLUM
KOSULLU DAGILIM YAKLASIMI iLE iKi DEGISKENLI
DAGILIMLARIN ELDE EDIiLMESI

Gergek hayatta olan bir¢ok durumda marjinal dagilimlardansa kosullu
dagilimlar agisindan ortak bir dagilimi gorsellestirmek daha kolaydir. Bu nedenle,
(X,Y) degiskenleri i¢in bir model sunmak yerine, verilen y degeri igin X’in ve verilen
X degeri icin Y’nin kosullu dagilimlarinin varsayilan aileleri onerilebilir. Marjinal
yogunluklar yerine kosullu yogunluklar ya da kosullu yogunluklarin 6zellikleri ile
ugrasmak daha kolaydir. Tek modlu olduklari i¢in bu dagilimlar1 gorsellestirmekte
daha kolaydir. Fakat bu tiir modeller ile (X,Y) degiskenleri i¢in ortak bir dagilim

bulunsa da, uyumlu oldugu garantisi yoktur. Ornegin;

XY ~ Normal(ay+pBy* ol (y))
Y | X ~ Normal (yx+6%*,03 (X))

kosullular1  onerildigi  varsayilsin. ¢ =0oldugunda bu kosullu dagilimlar
uyumsuzdur. Sadece bikuadratik regresyonlart uyumludur (Arnold ve Press, 1989b).
Asagida, elde edilen iki degiskenli bir dagilimin saglamasi gereken uyumluluk ve

teklik durumlarindan bahsedilmistir.
3.1.UYUMLULUK

(X,Y) ikilisinin, S, xS lzerinde g4 x u, olasilik garpim Olgiimlerine gore
stirekli olan rassal bir vektor oldugu varsayilsm. S ve S , X ve Y degiskenlerinin

taniml1 oldugu araliklardir.

a(x,y)=f,, (xy) xeS, veyes,
(3.1)
ve

b(x,y)=f, (YIx) xeS veyeS (3.2

y

aday kosullu dagilimlar olarak belirtilsin ve

N, ={(x,y):a(x,y)>0}
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N, ={(x.y):b(x,y) >0}
olsun.

Teorem 3.1. Ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f(x,y) ile kosullu
yogunluklart a(x,y) ve b(x,y)
) N,=N, =N
i) V(x,y)e N igin
a(x,y)/b(xy)=u(x)v(y) (3.3)

olacak sekildeu(x)vev(y)fonksiyonlar1 vardir. Burada IU(X) dx<oo ise f(x,y)

vardir. Iu(x)dx <oo Ve I[]/ v(y)]dy < oo birbirine esit ifadelerdir. Herhangi birinin
kontrolii yeterli olur.

Kamt: a(x,y)veb(x,y)dagiimlarmm uyumlu olabilmesi i¢in uygun
marjinal yogunluklari f (x)veg(y)olmahdir. Esitlik (3.3) de u(x)oc f(x) ve
v(y)ocl/g(y)ile elde edilir. Integrallenebilme kosulu marjinal yogunluklarin

integrallerinin 1’e esitligini ifade eder. X ve Y i¢in tanim kiimelerinin her iki ugtan

sinirli olmast integrallenebilme gerekliligini ortadan kaldirir.
J.V(y)d,uz(y)<oo dogru ise, c(x,y)=a(x,y)/b(xy) esitligi elde edilebilir. Bu
ifade X ve Y nin bir fonksiyonuna doniistiiriilmelidir. Esitlik (3.3) tin elde edildigini
dogrulamak igin,
V(%% Y0¥, ) iGN (%, %) €N, (%4, Y,) €N, (%, ) €N, (X, ¥,)eN
a0 ¥1)a%:Ya) _a0% ¥2)a0%: %)

b(xv Y1)b(xz' y2) b(Xv yz)b(XZ’yl)

yani
C(Xi’ yl)C(XZ’ yz) = C(Xp Y2)C(Xz’ yl)
esitligi gosterilmelidir.
Abrahams ve Thomas(1984) esitlik (3.3) {in tek basma yeterli olmadigini

iddia etmislerdir. Bu iddialara kars1 6rnegi Gourieroux ve Monfort (1979) vermistir

(Arnold ve Press, 1989).
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3.2.TEKLIK

Kism 3.1 de verilen a(x,y)veb(x,y)uyumlu olarak tanimlansa bile, iki

degiskenli ortak yogunluk fonksiyonu f (X, y) nin tek olup olmadigi kesin degildir.

Teorem 3.2. Vi=12,...,n i¢in, x; (Rzpi ,*Rzp‘) tizerinde taniml1 o=sonlu bir
olasilik 6l¢iimii olsun.

Pise f(x,...,x,) ilebelirtilen 1 =®, 14 ‘ye gore kesin olarak pozitif bir
yogunluga sahip (Rzp‘ ,SRZ P ) tizerinde tanimli bir olasilik 6l¢iimii olsun, o zaman P

tiim tek degiskenli kosullu yogunluklar n=1,2,..,n igin f (X | X,..., X 4, X100 %)

ile tek olarak tanimlanir.

Kanit: N=2 igin,

F(x%) =f00) 0 1%)
=1(%) f(xI%)

FO %)

f (X, X,) pozitif oldugu igin ayn1 sey f(x,|x,) ve f(x,)= f(x)
f(x[x,)

fonksiyonlar1 da pozitiftir.

Her iki tarafin s 6lglimiine gore integrali alindiginda

f
1= £00)] %duz(xz)

)

f(%%)=f (%] xl)/( | %duz(xz)]
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elde edilir. n—1 igin teoremin dogru oldugunu varsayilsin. i # j igin,
F (X Xy ) = F (6 ] X0 X Xipgseee Xy ) T (Ko Xy XXy )

(x | X,y Xig1 Xj 10 ,xn)f(xl,...,xj_l,xj+1,...,xn)
ve

(X |X1 " Jl’ J+l’ ’Xn)
(X |X1 |1’ |+1""’Xn)

F(Xppeen Xy Xy Xy ) = f()g,...,xj_l,xm,...,xn)
her iki tarafin 4; ye gore integrali alindiginda,

(X |X1 jl’ ]+1’

%)
(X |X1' " |1’X|+1' ’X ) dluj(X)

f (Xw---’ Xigs Xiggreeos Xjogs Xjigaeens Xn): f (le---' SETR SR, Xn)I

elde edilir. Boylece,

Xn)_ f(xi,...,xj_l,xm,...,xn)

f(xl’ o Xigs Xiggo e ’Xj—l'XjJrl""’Xn)

(X |X1 " |l’ |+l' 'Xj—l’xj+1""’

tiim kosullu yogunluklar elde edilebilir.

n—1 igin bu teorem kullanildiginda marjinal yogunluklar, f(X,,...X ;X X,) ve

1
boylece f(x,,...x,) elde edilebilir. x Glgiimleri, siirekli durumlar i¢in Lebesgue
Olctimleri veya kesikli durumlar i¢in sayma dlgtimleri olabilir. f (x1 . .Xn)

neredeyse her yerde pozitif oldugu varsayilirsa teorem hala gecerlidir ve

f (X,...x, ) bulmak i¢in kullanilabilecek bir yontemdir ( Gourieroux ve Monfort,

1979).
3.3. TEMEL TEOREMLER

Kosullu yogunluklarin bir ailesi,

—¢[§Ti(x)9ij xes(X)
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seklinde ifade edilsin. Burada ¢ fonksiyonu tersi alinabilirdir. Boyle bir ailedeki

kosullu dagilimlar ile ilgileniliyorsa problemin bir ¢6ziimii olabilir. Coziimiin elde

edilmesinde 6nemli bir arag Aczél (1996) ile sunulan asagidaki teoremdir.

Teorem 3.3.

2 f(¥)gc(y)=0 (34)
k=1
xeS(X) ve yeS(Y) denkleminin tiim ¢dziimleri;
fl(X) a; ap a, §01(X)
fz(x) _ dy 8y Ay (Pz(x)
f, (X) a, a, a, || ¢ (X)
(3.5)
gl ( y) b1r+1 blr+2 bln V/r+l ( y)
gz (y) — b2r+l b2r+2 b2n l//r+2 (y)
gn (y) bnr+l bnr+2 bnn wn (y)
seklinde yazilabilir.r = 0,1,...,n i¢in ¢, (X),...0, (X) Ve v, (X),...w,(X)
fonksiyonlari birbiri ile dogrusal olarak bagimsiz fonksiyonlardir. a; ve b,
sabitlerinin olusturdugu matrisler,
all a21 blr+l b1r+2 o bln
8, dyp b2r+1 b2r+2 b2n -0
alr a2r bnr+1 bnr+2 o bnn
(3.6)
ortogoneldir.
Teorem3.4. > f,(X)g (y)= Zgj (Y)w;(x) x€S(X),y€eS(Y) (3.7)

i=1
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denkleminin tiim ¢oztimleri,
f(x)=Cwy(x) (3.8)
ve

9(y)=De(y) (3.9)

seklindedir. Burada, {goi}ir:l ve {y/j} ortak olarak dogrusal bagimsiz fonksiyonlarin

S
=t

bir sistemi seklinde verilir.

Teorem 3.5. g(x,y)= y(g f.(X)o (Y)j

(3.10)
A Za 0w xestyesm)
» tersi alinabilir bir fonksiyon ise,
9(xy)=7(¢'(y)Cw(x)) (3.11)

esitligi elde edilir, (Arnold, Castillo ve Sarabia, 1999).

Yukaridaki teoremlerin kullanildig: bir 6rnek asagida verilmistir.

Ornek: Her y >0, verilen Y=y i¢in X, x(y) yogunluklu iistel ve her X>0, verilen

X=xi¢inY, v (x) yogunluklu tistel dagilimlar olduklar: varsayilsin.

(X,Y) ikililerinin ortak yogunluklari, kosullu yogunluklar ve marjinallerinin

carpimlari olarak yazilsin.
f (X)V(x)e™™ =1, (y)u(y)e ™", vx>0,y>0 (3.12)
Teorem 3.5 uygulanarak esitlik (3.12),

exp{h (x).1-v(x)y} =exp{h, (y).1- u(y)x] (3.13)
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seklinde yazilir. Burada h (x)=1In [ fy (X)V(X)] ve h,(y)= In[ f, (y),u(y)] dir.
Esitlik (3.13) esitlik (3.10) formundadir. Bu yiizden Teorem 3.5 uygulanabilir. Bu iki

esitlik arasindaki uygun 6zlestirme asagidaki gibi verilebilir;

, r,s=2,
f, (%) =hy(x), o (y)=1
f, (x) =v(x), 2, (y)=-V, (3.14)
% (y)=h(y), v, (x)=1,
9, (y)=u(y), W, (X)=—x.

c; sabitlerine getirilen uygun kisitlamalar ile ortak yogunlugun,

fov (X Y)=exp(cy —C,X—C,Y+C,oxy) 1 (x>0)1(y>0) (3.15)
formunda olmasi beklenir (Arnold, Castillo ve Sarabia, 1999).

3.4. USTEL DAGILIS AILESI

Bu boliimde iistel dagilis ailesine ait kosullu dagilimlar ele alinmustir.

Tanim:

f,(x;0)= rl(x)ﬂl(())exp{i@iq1i (x)} (3.16)

i=1
seklindeki {f,(x;0):0 @} yogunluklarmn |, parametreli ailesine istel dagilim

ailesi adi verilir. Burada, ® dogal parametre uzay1 ve ¢, (x) lerin dogrusal olarak

bagimsiz oldugu varsayilir.

L0505 ()4 (e S, )]

(3.17)
seklindeki {fz(y;‘c):‘reY} yogunluklarinin baska bir I, parametreli ailesi

diigtiniilstin, burada Y dogal parametre uzayr ve 0, (y) lerin dogrusal olarak

bagimsiz oldugu varsayilir.
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Y degiskenine bagli bir 8 parametreleri i¢in esitlik (3.16) da verilen aileye ait
f (x| y) kosullu dagilimi ve X degiskenine bagli 7parametreleri igin esitlik (3.17) de
verilen aileye ait g(y|x) kosullu dagilimi verildigi varsayilsin, bu durumda iki
degiskenli yogunluk;

f(xy) =R () (y)expla” (x)Ma® (y)f

(3.18)
seklinde ifade edilir. Burada;

q(l) (X) = (qu (X)’qn(x)""’qn1 (X))’
9 (9)= (0o (), s (¥, (1))

Oo(X)=0,(y)=1 ve M , (L +1)x(l,+1) seklinde sabit parametreler
matrisidir. 1ki degiskenli ortak yogunluk J] f(x,y)dxdy =1 sartini saglamaktadir

(Balakrishnan ve Lai, 2009).
Ustel dagilis ailesinden olan kosullu dagilimlar ile ilgili olan uygulamalar
asagida verilmistir. Bu dagilis ailesine uymayan kosullu dagilimlar ise Boliim 3.5 te

incelenmistir.
3.4.1. Normal Kosullu Dagilimlar

Iki degiskenli f(x, y) dagiliminin  normalliginin  saglanmast igin
Bhattacharya (1943) asagidaki tanimlar1 vermistir.

1. Kiimedeki degiskenlerden X in verilen her sabit y i¢in kosullu dagilimi
normal ve f(x, y) aynt ortak merkezli ve eslenebilir konturlara sahip ise iki
degiskenli yogunluk normaldir.

2. Kiimedeki degiskenlerden X in verilen her sabit y i¢in kosullu dagilimi
normal ve sabit varyansli , X in Y {izerindeki regresyonu dogrusal ve Y degiskeninin
marjinal dagilimi normal ise, f(X,y) iki degiskenli normaldir.

3. Kiimedeki her iki degiskeninde kosullu dagilimlart normal ve bir

degiskenin kosullu dagilimi sabit varyansli ise f (x, y) iki degiskenli normaldir.
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4. Kiimedeki her iki degiskenin de kosullu dagilimlari normal ve bir
degiskenin marjinal dagilimi normal ise f (x, y) iki degiskenli normaldir.

5. Kiimedeki her iki degiskenin kosullu dagilimlar1 normal ve regresyonlari
dogrusal ve birinin egimi sifira esit degil ise, f (x,y) ya normal ya da (orijin ve

6l¢egin uygun secimi ile)

Fxy) e oxpl (o a) 7 +07)) 22

seklin de yazilabilir (Bhattacharyya, 1943).

Iki degiskenli normal dagilimin tanimlanmast ise asagida verilmistir;

f(x,y) dagilim, tek degiskenli normal dagilimlar olan f,(y) ve g,(x)
kosullarina sahip iki degiskenli yogunluk olsun. Beklenen deger ve varyans
parametreleri, g, (x) icin s (y) ve o7 (y), f,(y) icin s, (x) ve o;(x) alnsin.

Teorem 3.6. Iki degiskenli f (x,y) dagilimi ancak ve ancak,

1. o,(y) veya o,(x) sabittir.

2. Yy >+ iken y’c7(y) — +oo Veya x — +oo iken x°c(X) — +o

3. y—>oo iken liminfo, (y)#=0 veya x — o ikenliminf o, (x) =0,

Ozelliklerinden herhangi biri elde edilirse normaldir. Bu kosullarin herhangi biri

altinda 4, (y) ve u,(x) dogrusaldur.
Kamt: f(x,y) iki degiskenli normal ise kosul 1 elde edilir, boylece kosul 2

de elde edilmis olur. Dolayisiyla zit durumun kanit1 yeterlidir.

fx,y)=f(MfX)=9,9(y)

esitliginden
f0 o) =m0l | _ oy, | [x-sm] 319
az(x)eXp{ 252(x) } al(y)EXp{ 202(y) 19

yazilir. Buradaki ilgili tiim fonksiyonlar reel sayilar iizerinde tamimhidir ve

f(x),9(y).0,(y),0,(x) pozitiftir. Yukaridaki esitlik In olarak alinip,
u(x) =In[f(x)/o,(x)]
v(y)=In[g(y)/oy(y)]
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yazildiginda
[2u(X)a3 () — 15 (X) | o7 () +03 ()| 24 (Y) —2v(Y) o7 (Y) ]

—y2oL (y) +Xoop (X) + 214, (X)o7 (Y)Y

~2x02(X)44(y) =0 (3.20)
esitligi elde edilir. Esitlik (3.20),
> (s, () =0 (3:21)
k=1

formundadir. Castillo ve Galambos, (1989) bu esitligin genel ¢oziimii i¢in Aczél
(1966) e bakilabilecegini sdylemistir. Esitlik (3.20) de X ve Y degiskenleri simetrik
ve N=6 oldugu i¢in, Teorem 3.4 kullanilarak X degiskeninin ¢,(x),®,(X),@;(X) ve

Y degiskeninin y,(y),w,(y) Ve w,(y) olacak sekilde li¢ tane bagimsiz fonksiyonlari
vardir. Bu fonksiyonlar r, (x) ve s, (y) yerine yazildiginda, esitlik (3.21) sirasiyla
@,(X), 0, (X), 2 (X) ile w,(y),w,(y) Ve w,(y) nin dogrusal bir bilesimi olur. Simetrik
olmasi nedeniyle esitlik (3.20) nin sadece r, (x) leri tanimlanmas: yeterli olup ayni

islemler s (y) iginde yapilabilir.

R (X) = 2u(x)a; (X) — 44 (X) r,(x) =x*c; (X)
r(X) = o3 (X) 5 (X) = 244, (X)
L(x)=1 I, (X) = X073 (X)
s(y)=0i(y) s, (y)=1

s(Y)=m () -2(oi(y)  ss(y)=2y5:(y)
s;(Y)=-y*o{(y) Ss (Y)=—244(y)

Bu alt1 fonksiyondan ti¢ii bagimsizdir.

o, (x) (pozitif) ne olursa olsun, r,(x),r,(x) ve r,(x) dogrusal olarak bagimsizdur.
L(X) =@ (X), r,(X) =@,(x) Ve r,(x) =¢,(x) olarak segilebilir ve r,(x),r,(X)
ve I, (x)esitliklerir, (x),r,(x) ve r;(x) mn dogrusal bir bilesimi olmalidir,

(Castillo ve Galambos, 1989). Esitlik (3.5) kullanilarak,
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20003 ()-£()| [A B C
o (x 1 0 0
21() p £ g| =W
2 2 = xa; (X) (3.22)
X“o, (X) 0o 0 19,5
X"y (X)
1,(%) G H J
Xo5 (X) 0 1 0]
o2 (y) 1.0 0]
2(y)-2v 2 K L M
Yoo yoZ(y) (3.23)
1 N P Q !
y'or (¥)
2yor (y) 02 0
—2u(Y) J LR S T
ve esitlik (3.6) kullanilarak
(1 0 O]
K L M
A1 DOGO
0O 0 -1
B OEGOH1 =0 (3.24)
N P Q
Cc 0O F 1 J O
0 2 0
R S T

elde edilir. Burada A,B,C,D,E,F,G,H ve J sabitlerdir. Esitlik (3.24) den,
A=-K, [=-2G, M=D, B=-R, 2H=-S, E=T, C=-N, P=-2], Q=F

esitlikleri elde edilir. Esitlik (3.22) ve (3.23) te esitlik (3.25) kullanildiginda esitlik
(3.20) deki fonksiyonlar,

_B/2+Hy-Ey*/2
C+2Jy—Fy?

1

C +2Jy—Fy?

w(y)=

or(y)=

G+ Hx+ jx*

X) =
# ) = D B
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(G+Hx+\]x2)2
D + Ex + Fx?

u(x) =% A+Bx+Cx* +

(B/2+ Hy—Ey2/2)2
C+2Jy+Fy?

v(y) =% A+2Gy Dy’ -

elde edilir ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f (X,y),

L exp{%[A+Bx+ZGy+Cx2—Dy2+2ny+2Jx2y—Exy2—szyz}} (3.26)

f(x,y)=—=
(xy) N
sekline doniisiir. Bu noktada, daha yiiksek boyutlari i¢in de kullanilabilecek yeni bir

parametrizasyon yapisini kullanmak daha uygundur, esitlik (3.26) yerine;

mOO mOl m02 1
f(x,y)=exp (1,x,x2) me m, m,| y (3.27)
my, My My y2

yazilir. Burada,

moo:A/Z’ my, =G, m02=—D/2,
m,, = B/2, m,=H, m,, =—E/2,
mzo:C/Z’ m,, =J, mzzz_F/Z'
(3.28)
seklindedir. Iki degiskenli normal dagilim marjinalleri ise,
2
1 , (m21x2 +my, X+ mm)
eXpy 5 2(mzox +m10X+moo)_ 2
2 2(my,x* +my,X+mp, )
f (x)= (3.29)

\/—Z(mzzxz + My, X+ Mg, )

2
2
(mlzy +m,y+ mlO)

2(m22y2 +Myy+ mzo)
f,(y)= 2 (3.30)
\/_Z(mzzy My Y+ mzo)

1
expy 2(m02y2+2m01y+m00)—

seklinde yazilir. Geriye sadece, f(x,y) dagilmimin negatif olmama durumunu
saglamak i¢in esitlik (3.27) de m; , (i, j=0,1, 2) sabitleri iizerine uygun kosullar1 ve

marjinal ile marjinallerinin integrallenebilirliligini belirlemek kalir. Tiim durumlarda

m,, sabiti esitlik (3.26), (3.27), (3.29) ve (3.30) un integrali bir olacak sekilde segilen
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parametrelerin bir fonksiyonudur. f (x,y) fonksiyonunun her sabit x igin Y ye gére

ve her sabit y i¢in X e gore integrallenebilmesi i¢in (marjinallerin negatif olmama
durumunu garantilemek i¢in) esitlik (3.27) deki katsayilar;
my,=m,=m, =0, m,<0, m,<0 (3.31)
m, <0, 4m,m,>m> , 4m,m,, >m’, (3.32)
kosullarimin iki kiimesinden birini karsilamali. Eger esitlik (3.31) elde edildi ise, bu

duruma ek olarak esitlik (3.26), (3.27), (3.29) ve (3.30) un integrallenebilirligini
garantilemek icin ,
m? < 4my,m,,
esitligi varsayilmalidir. Eger esitlik (3.32) elde edildi ise, (m22x2 +m, X+ moz) degeri
sifirdan uzakta sinirlandirilir ve bu deger esitlik (3.29) da ki kare parantez icin deki
2

|X| in biiyiik degeri i¢in X (4m20m22+m21) / 2m,, gibi davranir ve sonug olarak

esitlki (3.29) integrallenebilir, (Arnold, Castillo ve Sarabia, 1999).
3.4.2. Gama Kosullu dagilimlar

Olgek ve sekil parametreli gama dagilim ailesi;

f(x6,6,)=x"e" %94 [r(6)]" x>0 (3.33)

formunda iki parametreli tistel dagilim ailesini aittir.
X degiskeni bu formda bir dagilima sahipse X ~F((91, 92) seklinde gosterilir

(Arnold, Castillo ve Sarabia, 1999). Verilen x i¢in Y’nin ve verilen y i¢in X’in kosullu

dagilimlar sirasi ile,
f(YIX)=D(6,)" y'o%y e™ (3.34)
f(X]Y)=D(6)" x'g’x%e (3.35)

seklinde verilsin. f (x)f(Y|X)=f, (y)f(X]|Y) bagmtisi kullamlarak,

f
fy (X) y—lelez yie® = Y (Y) X—lgzelxﬁlefgzx (3.36)
r (92 ) I (91 )
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esitligi yazilir. Burada, fx(x) ve fy(y) marjinal dagilimlardir. Esitlik (3.36) ‘nin

her iki tarafi Inolarak alindiginda,

(%) 0 f,(Y)
In{ = 0% +6,Iny—0y=InJ 64t +6Inx—0 3.37
n{r(gz)x1 }4‘ LIny—6y n{r(el)y2 +6,Inx—6,x ( )

ya da
exp{h (x)+6,Iny—6y}=exp{h,(y)+6 Inx-06,x|

f
yazilabilir. Burada, h(x)= In{ () x¢915’2} ve h,(y)= In{ ,(v) nyl}

r(6,) r(4)
seklindedir. Esitlik (3.8) ve (3.9) kullanilarak,
fy(x)=h,(x) vi(y)=1 f(y)=h(x) u(x)=1
f,(x)=6, w,(y)=Iny ve f,(y)=6, ¢,(x)=—x (3.38)
f,(x)=6, wi(y)=-y f.(y)=6, ¢ (x)=Inx

Ifadeleri elde edilir. Teorem 3.5 kullanilarak iki degiskenli gama dagilimi;

mOO mOl mOZ 1
f(x,y):(xy)_1 [1 —x Inx]{m, m, m,| -y x>0,y>0 (3.39)
My, My my j[Iny

ile verilir. Esitlik (3.39) ¢6ziimlenirse iki degiskenli yogunluk,

F(1y)=09) "exp]

Mgy = Mg,y + Mg, IN'y =My X+my, xy —m;,xIn'y
+My, INX—m, yInX+m,, InylInx

(moo — My X — My, In X)_(m°1_n1llx+m21In X) y} (3.40)

+(My, —M,x+m,, Inx)Iny

-1
=(xy) exp{
seklinde elde edilir. Esitlik (3.40) da Y degiskenine gore integral alindiginda,

N -1 _A_-By.Clogy

f, (X) _L (xy) ee™™e"dy
elde edilir. Burada, A, B ve C ifadeleri
A=my, —myX—m, Inx

B =m,, —m,X+m, InX (3.41)
C =my, —m,X+m,, Inx

yerine yazilmistir.

f, (X)= x’leAj: y e ¥yCdy ,
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U1, A [, ,C1 By
=Xx"e IO y- e dy
By = z doniisiimii yapildiginda, y=2/B ve dy = % dz esitlikleri yerine yazildiginda,

X degiskeninin marjinal dagilima,

1
BC71

© 1
U1 A c-1 -z
f(x)=x"e Io z e Edz

=x'e? %F(C) (3.42)

seklinde elde edilir. Esitlik (3.42) de esitlik (3.41) deki A, B ve C ifadelerini yerine
yazildiginda marjinal dagilim asagidaki sekilde ifade edilebilir:

Mg —MygX—Myg IN X
L T (Mg, —my,x+m,, In x)eMe Mo

)moz—mlz)erm22 Inx

f, (X)=x (3.43)

(mOl —my,X+m,, Inx

Esitlik (3.40) ve (3.43) kullanilarak Y degiseninin kosullu dagilima,

= (xy)_l exp{

Mg —MygX—Myg INX
_ (Mg, =My, X +m,, In x) @M Mo e

)moz—rr112><+m22 Inx

(Moy = MyeX — Mg INX) — (Mg, =My, X+m,, InX) y

} (3.44)

+(m,, —m_ x+m_, Inx)Iny
f(y|X)= ( 02 ran 22 )

X
(Mg — My x+m,, Inx

elde edilir. Esitlik (3.41) deki ifadeler bu esitlikte kullanildiginda,

(xy)'l exp{A-By+CIny}
A 1
B

F(Y]X)= e

-1,—By

_ye?ye
r(c)B™*

= y“ e ¥Ber(C)” (3.45)

yazilabilir ve bu esitlik

f(Y|X)0T(C,B)
f (Y[ X)DT(my, —my,x+m,, Inx,my, —m,x+m, Inx)
seklinde ifade edilir. Esitlik (3.40),

f(xy) :(xy)fl exp{

(moo —My, Y +Mg, In y)_(mm +m,y—mg,In y)x
+(My, =M,y +my, Iny)Inx
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olarak yazilip X degiskenine gore integral alindiginda Y degiskeninin marjinali ve X
degiskeninin kosullu dagilimi asagidaki gibi ifade edilir.
o F(mZO _ m21y + m22 In y)emoo*moﬂ’*moz Iny

f,(y)=y T
’ (mlo_mny"'mlz Iny) ety

f(X]Y)OT(my—my,Iny—m,y,m,—m,y+m,iny)
Esitlik (3.39) daki iki degiskenli ortak yogunluk i¢in gerekli olan kosullar su sekilde
Ozetlenebilir;

MODEL I (X ve Y bagimsiz)

n111:0,n112:0,m21=0,m22:0
m, >0,m,, >0,my,, >0,m, >0

MODEL Il

mn<0,mlz:0,m21:0,m22:0
m, >0,m,, >0,m;, =0,m,, >0

MODEL I11A

m, <0,m, =0,m, <0,m,, =0

m, >0,m,, >0,my, >0,my >m,, [1— log %J

1

MODEL 11IB

m;, <0,m, <0,m, =0,m,, =0

m,, >0, my, >0,m,, >0,m,, >m, (1— log &J

11

(Arnold, Castillo ve Sarabia, 1999).
3.4.3. Beta Kosullu Dagilimlar

Beta dagilimina sahip X sans degiskeninin « ve g parametreli yogunluk
fonksiyonu,

f(Xa, B)= B(a;,/i’) X (1- x)’H
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seklindedir. Verilen X i¢in Y nin ve verilen y igin X in kosullu dagilimlari sirasi ile

f(Y|X):B(; ﬂ)y—1(1_y)1ya(1_y)ﬂ
1’ (3.46)
f(X]Y)= 5(a.7) X (1-x) " x* (1-x)’
olarak verilsin. f (x) f (Y |X)=f, (y)f(X]Y) bagmtisi kullanilarak,
fx(x) A1 N\t (1w fv(y) A1 wWlve (1 v
B(a,,B)y (1-y) y*(1-y) _B(a,,B)X (1-x) " x*(1-x) (3.47)

yazilabilir. Burada, f (x) ve f (y) marjinal dagilimlardir. Esitlik (3.47) ‘nin her
iki tarafi In olarak alindiginda,

Inf(xy)= In{Bf(on,X,;) x(1- x)}+a|n y+4In(1-y)

B(a. ) y(1- y)}+a|n X+ 4In(1-x) (3.48)

ya da

exp{h (X)+alny+BIn(1-y)} =exp{h,(y)+aInx+BIn(1-x);

yazilir. Burada h(x):%x(l_x) ve h,(y)= f, (y)

y(1-y) seklindedir.
B(a, f) (=)
Esitlik (3.8) ve (3.9) kullanilarak,

fi (x)="h(x) yi(y)=1 f.(y)=h(y) a(x)=1
f,(X)=«a w,(y)=Iny f,(y)=«a @, (x)=Inx (3.49)
f(x)=48 ws(y)=In(l-y) fs(y)=

=8 o (x)=In(1-x)
ifadeleri elde edilir. Teorem 3.5 kullanilarak iki degiskenli beta dagilimi;

a mOO mOl mOZ 1
f(xy)=[x1-x)y(1-y)] {1 Inx In(1-x)]my my, m,| Iny

my My My In(l_y)

yukaridaki matris ¢oziimlediginde iki degiskenli beta olasilik yogunluk fonksiyonu
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m, InxIny+m, InxIn(1-y)

+M,y In(1=x)Iny +m,, In(1-x)In(1-y) (3.50)

f(x,y)=|x(1-x)y(1- Tex
( y) [ ( )y( y)] p +m10 |nX+m20 |n(1—X)+m01|ny

+mg, In(1—y) +mg,

1(0<x,y<1)

seklinde elde edilir. Beta kosullarinin beta iistel ailesinin dogal parametre alaninda
parametrelere sahip olabilmesi i¢gin;

my, + My, Iny+m, In(L—y) >0, vye(0.1),

m,, +m,, Iny+m,, In(l—y) >0, vy e(0,1), (351)
My, +m,, In x+m,, In(L—x) >0, vx e (0,1), '
My, + My, INX+m,, In(1-X) >0, vxe(0,1).

kosullart saglanmalidir. i, j >1 i¢in m; pozitif ise esitlik (3.51) saglanmaz. Marjinal
dagilimlarm integrallenebilirligi i¢in m,;, >0, m,, >0, m,, > 0,m,, > 0 esitsizlikleri

saglanmalidir (Arnold, Castillo ve Sarabia, 1999).
3.5. KOSULLU OLARAK BELIiRLENMIS DiGER AiLELER

Kisim 3.4’de kosullu olarak belirlenen dagilimlar iistel dagilis ailesine aitti.
Bu boéliimde {istel aile modeline uymayan ve kosullu olarak belirlenmis modeller
incelenmigtir. Coziim yontemleri i¢in esitlik (3.18) mevcut degildir. Bu nedenle
Teorem 3.3 ile Teorem 3.4 esas alinmistir. Bu da birgok kosullu modelleri
tanimlayan fonksiyonel denklemin ¢oziimiine izin vermektedir. Asagida drnek olarak

Pearson Tip VI ve Weilbull dagilimlar1 verilmistir.
3.5.1. Pearson Tip VI Kosullular

II. Tip beta olarak adlandirilan Pearson Tip VI ile ilgili yogunluklar;

q

p-1 ~(p+a)
—B(p,q)x (o+x) (3.52)

f(xpa)=
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X, p,q,0 >0 seklindedir ve bu aile B,(p,q,o) ile belirtilir.
X|Y=y0B, ( p,q,al(y)) ve Y| X =x[ B, ( p,q,o, (X)) olacak sekilde tanimlanan

kosullu yogunluklar sirasi ile;

f(xly) zﬁx“(q(yﬁx)“”) x>0 (3.53)
f(ylx)= I:z ijg) y"’l(cr2 (x)+ y)f(mq) y>0 (3.54)

seklinde yazilabilir. f, (x) f(y|x)=f, (y)f(x|y) bagmtisindan asagidaki ifade

elde edilir,

N I
(3.55)

g, (%) g ()
= - (3.56)

{(%(x)w)“’ )} {<al<y>+x>< )}

Burada,
W= f(x 7, (x)’ WP Ve _ a(¥) o

9, (%)= fx ( )B(p,q) 9.(Y) fy(y)B(p’q)y

(3.57)

yerine yazilmigtir. Esitlik (3.56) da her iki tarafinda —1/ p+q kuvveti alinsin,

-1/p+q -1/p+q
gl(x) gz(Y)
o = v (3.58)
{wx)w)” )} {<ol<y>+x>( >}

oy _al)
g (X)l/p+q g, (X)l/p+q g, (y)l/p+q g, (y)1/P+q

Esitlik (3.59) da Teorem 3.3 ve 3.4 uygulanarak,

(3.59)
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X)= UZ(X) = = O_l(y) X)=
e 6, (x)""" ni)=t - L0) oty A (3.60)
= L = = 1 X)=X
fZ(X)_ gl(X)J/p+q Wz(y)— y fZ(y) gz(y)]/mq §02( )

{GZ(X)/ gl(X)”‘”q]:[moo mm}H (3.61)

]/gl (X)]/erq Moy My

esitlik (3.61) ¢coziimlendiginde,

_o(¥) _ _ Mgy +MypX
g, (X)J/p+q = My +MypX, = (X) My, + M, X !
X Ly (3.62)
—_—=m,, +M,_X, ) M
gl (X)l/ p+q 01 11 gl (X) {mm N mllx}

elde edilir. Bu ifadeler esitlik (3.57) de yerine yazildiginda X degiskeninin marjinal
dagilimu,

L
Fu ()= (Mgy +Myx)* (M, +my;x)° (363)
ve ayni islemler Y degiskeni icin uygulandiginda,
fy (y) o " (3.64)
(Mg +my, )° (Mg +my,y)°

Y degiskeninin marjinali elde edilir. Esitlik (3.60) da ki ifadeler ile Teorem 3.5.
kullanilarak iki degiskenli yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilir

P y p-1

(moo +MX+My, Y+ m11XY)p+q .

f(xy)ec (3.65)
Burada my,,m, >0 ve m,,m, >0 . my, =0 ise q<p ve m, =0 seklide, eger

m, =0 ise 1< p<q vem,y, =0 seklindedir. Eger mm,, =m,,m,, seklinde
oldugunda X [ beta2( p,q,my,/my,) ve Y [ beta2( p,q; my,/my, ) dagilimlarinin
bagimsizlik durumunu ifade eder (Arnold, Castillo ve Sarabia, 1999).
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3.5.2. Weibull Kosullu Dagilimi

Sans degiskeni X’in ii¢ parametreli Weilbull dagilimi
f(x)=ac{a(x—L)}Hexp{—[a(x—L)T} (3.66)

seklindedir. Verilen y i¢in X sans degiskeninin ve verilen X i¢in Y sans degiskeninin
kosullu dagilimlar sirasi ile;

f(x|y):d(y)e(y)[d(y)(x_L)]e”)1exp{_[d(y)(x_L)]e<y>} x>L  (3.67)

f(y1x)=a(x)e(x)[a(x)(y=K)" " exp{-[a(x)(y-K)]""} y>K

oldugu varsayilsin. Burada, K ve L yer parametreleri, a(x),c(x),d(y) ve e(y)

varsayilan weilbull dagiliminin sirast ile 6l¢ek ve sekil parametreleridir.

f(xy)="f(ylx)f(x)=f(x|y)f,(y) bagntisindan esitlik (3.67) kulanilarak;
f (xy)=m(x)exp{~[a(x)(y~K) " |[a(x)(y-K)]*"
=n(y)exp|-[d()(x-L)T"|[d(N(x-L)T"" x>Ly>Kk  (368)

yazilabilir. Burada, m(x)=a(x)c(x) f,(x) , n(y)=d(y)e(y)f,(y) yerine
yazilmigtir. X > L ve y > K olabilmesi i¢in;

a(x).c(x)m(x).d(y) e(y).n(y) (3.69)

fonksiyonlarmin her biri sifirdan biiylik olmalidir. Esitlik (3.68) de y degiskeninin
belirli bir degeri i¢in denklemin sol kisminda a(x),c(x) ve m(x) fonksiyonlari, sag

kisminda ise sadece x degiskenine bagli bir fonksiyon kalir. Boylece, y =K +1 i¢in

esitlik (3.68) in sol tarafi H,(x) gosterimi ile asagidaki gibi yazilabilir;

H, (X)= m(x)exp{—a(x)c(x)}a(x)c(x)_1 (3.70)

Esitlik (3.67) In olarak alininve y degiskenine gore iki kere tlirev alinsin, y =K +1
secilip birinci tirev H,(x) ve ikinci tirev H, (x) olarak ifade edilirse;
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In f(x,y)=Inm(x)+[c(x)-1]In[a(x)(y-K)]-{a(x)(y- K)}c(x)
=In n(y)+[e(y)—1]ln[d (y)(x~ L)]—{d (y)(x- L)}e(y)

In f (x,y) fonksiyonunun y degiskenine gore birinci tiirevi;

=S e(x)a (0" (y-K)

= !(y)+e'(y)ln[d(y)(x—L)]+[e(y)—1] z'(y)

e d’
[T [ e )L+ S0
y = K +1 yazilip esitligin sag tarafi H, (x) ile ifade edilirse,

c(x)-1-c(x)a(x)™ =H,(x) (3.70)

tekrar y degiskenine gore ikinci tiirev alindiginda bunun igin yapilan ara islemler EK
2 de verilmistir,

[1-c( ][1+c )a(x)c(x)}:Hz(x) (3.72)

esitligi elde edilir. Burada, H,(x) ve H,(x) fonksiyonlarmin parametreleri

y = K +1 ig¢in tek olarak tanimlanir. Esitlik (3.70), (3.71) ve (3.72) nin ¢6zliimil i¢in,
r(x)=c(x)a(x)"” (3.73)
esitligi tanimlansin. Boylece, esitlik (3.71) ve (3.72)

H, (x)=c(x)—1-r( [1 c( ][1+r ]

seklini alir.

H, (x)+H, (x)=—c(x)r(x) (3.74)
H, (x) = _(Hl(:)(‘;)Hz (X)) 1-r(x)
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r(x) ={—(H1(x)+1)+[(Hl(x)+1)2 —4(H,(x)+H, (x))}w}/z (3.75)

(3.76)

esitlikleri elde edilir.

/2 12
0] (H, () +1)° ~4(H, () + Ho(x)) | < Hy(x)2<=| (Hy(x) 1) ~4(H,(x) + H, ()] <0
¢Oziimii igin esitlik (3.69) daki pozitiflik sart: karsilanir. Burada ¢(x)=0 esdegerdir
ve pozitiflik sart1 ile ¢elisir. Tek ¢ozliim olan esitlik (3.75) ve (3.76) ile (3.73) den

1/c(x

a(x)=[r(x)/e()]"" @7

ve esitlik (3.70) den
—H [l—c(x)]/c(x)
m(x)=H, (X)[r (x)/¢(x)] exp[ r(x)/c(x)]
(3.78)

esitliklerinin ¢6ziimleri elde edilir. Simetriklik ile sirasiyla a(x),c(x) ve m(x) ile
aym1 yapiya sahip d(y),e(y) ve n(y) fonksiyonlar1 da benzer sekilde hesaplanr.

Elde edilen sonug; esitlik (3.68) deki tiim fonksiyonlar, tek bir nokta olan (X,y) de iKi
kere tiirevlendirilirse, esitlik (3.69) altinda, weilbull kosullu-weilbull olasilik modeli
esitlik (3.75), (3.76), (3.77) ve (3.78) tek bir ¢oziime sahip olur. Pratik bir ¢6ziim

i¢in, sekil parametreleri sabit olarak secilsin;

e(y)=A, c(x)=B (3.79)
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Esitlik (3.68) i dogrudan ¢ozer ve ¢oziim olarak agik bir formiil elde edilir. esitlik
(3.68) In olarak alinip esitlik (3.79) yerine yazilirsa,

Inf(xy)=In m(x)—a(x)B(y—K)B+(B—1)Ina(x)+(B—1)In(y—K)
=Inn(x)—-d(y)" (x-L)"+(A-1)Ind (y)+(A-1)In(X -L)
elde edilir. Bu esitlik, Zn: f, (x) g, (v) =0 formundadir. Céziimii (Aczel 1996) ile,

a(x):[E+F(x+C)A]]/B ,d(y)=[G+F(y+ D)BTA :

(x-L)"*| E+F(x- L)“T_B)/B exp| -H -G(x-L)"|,

m(x)

(1-A)/A

n(y)

(y=K)"*[G+F(y=K)" | exp| -H-E(y-K)’|

9(x)=(x-L)" {exp[ -H -G(x-L)" ]} /B[ E+ F (x-L)"] (3.80)

h(y)=(y=K)**{exp[ -H-E(y-K) || /A[G+F (y-K)'] (3.81)

f(x,y):(x—L)H(y—K)B*lexp{—[H +G(x—L)A+E(y—K)B+F(x—L)A(y—K)BJ} (3.82)
elde edilirr Burada, EJF,G ve H sabittir. Esitlik (3.69) kosulu
A>0,B>0,E>0,F >0 ve G>0 haline gelir.

*Esitlik (3.82) de X ve Y degiskenleri bagimsizdir < F =0

*(X ,Y) degiskenlerinden birt Weilbull dagilimina sahip ise diger degiskende

weilbull dagilimina sahiptir.

*Weilbull marjinalleri bagimsizlig belirtir, ¢linkii esitlik (3.80) in weilbull
yogunlugu olabilmesi i¢cin F =0 ve exp(—H) = AGBE esitligi saglanmali ki bu ayni
zaman da esitlik (3.81) deki dagiliminda weilbull oldugunu gosterir (Castillo ve
Galambos, 1990).
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DORDUNCU BOLUM

PEARSON TiP IV DAGILIMININ KOSULLU YAKLASIMLAR iLE ELDE
EDILMESI

Pearson Tip IV dagilimi esitlik (3.16) de verilen {istel dagilis ailesine ait iki
degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonu seklinde ifade edilememektedir. Bu sebeple

iistel dagilis ailesine ait degildir.
4.1. TEK DEGISKENLi PEARSON TiP IV DAGILIMI VE OZELLIKLERI

Pearson Tip IV dagilim,

f(u)=K [(u ;'“ T +1}”‘ exp {—v tan (U?T'uj} (4.1)

seklinde ifade edilsin. Burada (u—)/o = x doniisiimii uygulandiginda,

f(x)=K [xz +1]rn exp{—v tan™ (x)} c (4.2)

fonksiyonu elde edilir. Burada,

K = o

/2
I cos’™ 2 e "’d o
-7/2

seklinde olan normalizasyon katsayisidir. Pearson Tip IV dagiliminin esitlik (3.16)

da verilen

1060) =54 (0)ex0| 20, 1|

tistel dagilis ailesi formunda yazilamadigini gostermek igin esitlik (4.1) In olarak

In f(u)=INK+min KU?T'UJZ +1}—vtan‘1(u_7“j
exp f (u)= eXP{'” K+In Hu ;_’ujz +1}m vtanl(%j}

m

ol o)

alinsin,
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elde edilen esitlik tistel dagilis ailesine uygun olarak yazilabilmesi icin bigim
parametresi olan m ‘in 1 olarak alinmasi gerekir. Ayn1 durum bolim (3.5.2) de
anlatilan Weibull kosullularinda da goriinmektedir. Weibull dagilimini {istel formda
yazmak i¢in bigim parametresi olan C nin 1 olarak alinmasi gerekir. Bu nedenle Tip
IV dagilimi, Tip VI dagiliminina benzer olarak ¢oziilmiis ve Aczel’in temel

teoreminden faydalanilarak ¢oziilmistiir.
4.2. KOSULLU VE iKi DEGISKENLI PEARSON TiP IV DAGILIMI

Esitlik (4.2) den verilen Yy i¢in X degiskeninin, verilen X i¢in Y degiskeninin kosullu

dagilimlari sirasi ile;
f(xly)= Kl[x2 +1]mm exp{—vl(y)tan‘l(x)} o (y) (4.3)

f(ylx)=K, [y2 +1]m2(x) exp {—v2 (x)tan™ (y)} o,(x) (4.4)
olarak yazilabilir.

f(xy)="f(x)f(ylx)="f,(y)f(x|y) bagmtisinda yararlanarak, ortak

olasilik yogunluk fonksiyonu,

-1
o, (X m(x i
f(xy)=f.(X)= : (%) [y2+1} ()exp{—vz(x)tan 1(y)}(72(X)
[ cos®™2 gedg
-z/2
-1
(o
4,02 [T e ()t () (y) 49
-[ Coszml(y)_z ee_vl(Y)edg
-r/2

seklinde yazilir. Burada f, (x) ve f (y) marjinal dagilimlardur.

1
ti=—>3 olarak tanimlansin. Esitlik (4.5) tekrar diizenlendiginde
I cos”™ % ge™’d o
-/2

asagidaki ifade elde edilir.
f(xy)="f,()tL(x)[y* +1] exp{ (x)tan*(y)}

(y)[x* +1] exp{ (y)tan™(x)} (4.6)
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4.3. iKi DEGISKENLIi PEARSON TiP IV DAGILIMININ OLASILIK
YOGUNLUK FONKSIYONUNUN ELDE EDiLMESI

Esitlik (4.6) da her iki taraf In olarak alinsin,
In £ (x,y)=In{f, (x)t,(x)}+m, (x)In[ y* +1]-v, (x)tan"*(y)

- In{fy (y)tl(y)}+ml(y)ln[x2 +1}—v1(y)tan’l(x)

4.7)

Esitlik (4.7) sifira esitlenip sirasi ile Teorem 3.4 ve Teorem 3.5 uygulanarak esitlik

(4.13) deki ortak olasilik yogunluk fonksiyonu bulunabilir.

f,(x)=In{f, (x)t,(x)}
f, (X) =m, (X)
fy (X)==v,(x)

g.(y)=In{f, (v)t.(y)}

In{ f, (x)t,(x)}
m () 1
_Vi(lx) =A| tan™(x)
i +1] In{x*+1}
tan™ (x)

i (y)=1
w,(y)= In{y2 +1}
ws(y)=tan"(y)
(4.8)

[ 1
In{y?+14 .
iy ||

’ In{fy(Y)tl(y)} ? |:]{yz(+y1)}
m,(y)

Lowu(y)

Burada A'B =0 saglayacak sekilde A ve B matrisleri yarine yazildiginda,

In{f, (x)t,(x)} a,
m, (x) 8y
_VZ(X) _ a5

-1 1
—In{x2 +1} 0
|t (x) | L 0

8y
a23

8,

tan™ (x)
In{x2 +1}
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1 11 o
In{y?+1 0
tan™(y) |01

In{f, (Nt (y)}| |Da B
ml(y) b, b
Vl(y) | _b64 Des

(4.9)

1

tan™ (y)
In{y?+1}

elde edilir. Esitlik (4.9) daki matris ¢oziimii ile asagidaki ifadeler elde edilir.
In{f, (X)t,(x)} =a, +a, tan™(x)+a,In {x2 +1}

M, (X) = @, +a,, tan™* (X) +a, In {x* +1}

v, (X) = —(a31 +ay, tan ™ (X) + 3 I {x* +1})

(4.10)

In{fy(y)tl(y)} =b,, +b,s tan~ (y)+b,e In{y2 +1}
ml(y):b54 +byg tan_l(y)"_bse In{y2 +1}

V; () =ly, +bys tan* (y) +bgs In{y* +1}

A'B =0 esitligi ¢oziildiigiinde;

a; 9y a’31 -1 0 0
a, 4, a; 0 0 -1
Q3 Ay A 0 -1 0

a, =b, =G ay =b, =D

a = b64 =H a5 __bss =E

ay =by, = 8 =by = F
(4.11)

0

1

0 0 0O
=0 0 O

Dis 000

bse

66
ay = 46:A
a —b,, =B
a23:b56:

Esitlik (4.10), esitlik (4.11) e gore tekrar yazildiginda,
In{f, (x)t,(x)}=G+Htan"* (x)+J In{x* +1}
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m,(x)=A+Btan™(x)+C In{x2 +1}
v, ()= —(D+ Etan™ (x)+FIn{x* +1})
(4.12)
In{f, (y)t,(y)}=G+Dtan*(y)+Aln{y* +1}
m,(y)=J+Ftan™(y)+C In{y2 +1}

v (y)=—(H+Etan™(y)+BIn{y* +1})
Esitlik (4.12) de elde edilen ifadeler esitlik (4.6) da yerine yazilarak iki degiskenli
Pearson Tip IV ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,
G+Htan ™ (x)+JIn{x*+1f+ Aln{y* +1}
f(x,y)=expi+Btan™(x)In{y* +1}+CIn{x* +1}In{y* +1} (4.13)
+Dtan™*(y)+Etan™(x)tan"* (y)+FIn{x* +1}tan"*(y)

G+Dtan(y)+Aln{y’ +1}+J In{x* +1}
=expq+Ftan*(y)In{x*+1{ +CIn{y* +1}In{x* +1}
+H tan™ (x)+ Etan*(y)tan™* (x)+ BIn{y* +1} tan"*(x)
olarak elde edilir.
Esitlik (4.13) deki iki degiskenli ortak yogunluk i¢in gerekli olan kosullar su sekilde
Ozetlenebilir;
MODEL I (X ve Y bagimsiz)
B=0,F=0,E=0,C=0
olarak alindigina iki degiskenli ortak olasilik yogunluk fonksiyonu;

f(xy)=exp{G+Htan(x)+ 3 In{x* +1}+ Aln{y’ +1} + Dtan"*(y)|

seklinde elde edilir.

MODEL 11
B=0,F=0,C=0,E>0
olarak alindigina iki degiskenli ortak olasilik yogunluk fonksiyonu;
G+Htan™(x)+JIn{x*+1l + Aln{y*+1
f(xy)=exp (2o 41+ Alnfy” 1
+Dtan™'(y)+Etan™ (x)tan™(y)
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seklinde elde edilir. (X, y)ZO kosulu ve iki degiskenli ortak olasilik

fonksiyonunun integral alinarak ve marjinal dagilimlarin integrallerinin 1’e
esitlenmesi ile elde edilen kisitlar kullanilarak daha farkli iki degiskenli Pearson Tip

IV modelleri olusturulabilir.

80



SONUC

Iki degiskenli istatistiksel modellerin olusturulmasinda bir ¢ok ydntem
kullanilmistir. tstel dagilim ailesi ve Pearson dagilim ailesine ait bir¢ok olasilik
fonksiyonu icin iki degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonu olusturulmasinda
kullanilan yontemler agiklanmistir.

Bu caligmada Pearson dagilim ailesine ait olan fakat iistel dagilis ailesine ait
olmayan ve kosullu dagilimlar kullanilarak iki degiskenli modelinin elde edilmis
yapist literatiir de bulunmayan Tip IV dagilimmnin bazi kisitlar ¢ergevesinde iki

degiskenli formu elde edilmistir.
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EKLER



Ek 1: Dejenere Kernel ile Fredholm Denklemleri

Ikinci tip Fredholm integral denklemi,

F()=A[ K(xy)f(y)dy+g(x) )

seklinde tanimlansin.
Tamm: Kernel K(x,y) her biri x ve y fonksiyonlarinin ¢arpimlari

olarak yaziliyorsa, dejenere olarak adlandirilir.
K(x,y) =2 u; (v, (y) =u" (x)v(y) =u(x).v(y) =(u,v) ()
j=1

ikinci gosterim sonlu uzaylar i¢in bir i¢ ¢arpimdir. Esitlik (1) bir dizi eszamanh
(simultaneous) dogrusal cebirsel denklemlerin azaltilmasiyla ¢oziilebilir. Esitlik (2),

esitlik (1) de yazildiginda,
(=2 jj{iuj v, (y)} f(y)dy+9(0

n b
=23 U0 w () )y [+ 909
j=1
esitligini verir. Burada,

¢, = [v;(NfMdy=(v;, f) 3)

D ey T

denildiginde,
f(x) =22 cju;(x) +9(x) (4)
j=1

elde edilir. Bu kernel sinifinda, integral denkleminin ¢6ziimiinii elde etmek igin Cj yi
bulmak yeterlidir. Esitlik (3) ve (4) arasindaki f in giderilmesi (yani, her iki tarafinda

vj ile i¢ carpiminin alinmast)
G = j:vi(y){xic,-u,-(y)+g(y)}dy
veya integral ve toplamin degistirilmesi ile,
¢ =z§c,- [ v, dy+ [V (g (y)dy )

elde edilir.

a, = [ v, (), (vdy =(v,.u;) (6)
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ve

b
g, = [ vi(y)a(y)dy=(v,9) Y
ifadeleri yazilirsa esitlik (5),
C =AY 8,C +0 (8)
=L
seklini alir.
G 9
C
A=(g;) .C= :2 0= g:2 matrisleri tanimlayarak bu denklem, matris
Cn gn

notasyonunda

c=AAc+g yani (1 -AA)c=g olarak tanimlanabilir. Burada, | 6zdesliktir.
Ornek:
f(x) =4[ sin(x-y) f (y)dy+9(x) )

Integral denklemi diisiiniilsiin,
(i) Tek bir ¢oziime sahip olan A degeri,

(i) Tek bir ¢oziime sahip olmayan A degeri, i¢in ¢6ziim bulunsun.
f(x)= /Ijoﬁsin(x— y) f(y)dy+g(x) = ﬂj: (sinxcosy—cosxsiny) f (y)dy +g(x)

ve boylece,

K(x,y) =sinxcosy—cosXxsiny seklinde ayrilr.

f(x)= ﬂ[sin xJ': f (y)cos ydy —cos x.[: f(y)sin ydy} +g(x)
¢, =] f(y)cosydy (10)

c, :j: f (y)sin ydy

(11)
esitlikleri yazildiginda,

f(x) = A[c,sinx—c, cosx]+g(x) (12)
elde edilir. Esitlik (10) da f(X) in degeri yazildiginda,
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c = J'Oﬁ{ﬂ[cl siny —c, cos y]+g(y)} cos ydy

=AC _[0” sin y cos ydy — Ac, IO” cos® ydy + _[0” g(y)cos ydy seklini

alir.

9, = J': g(y)cos ydy ve integral degerleri,

/4

T 1,7 . 1
_[0 sin y cos ydy:E.[0 sin 2ydy:{—zc032y}0 =0

T

: J‘Oﬁ cos’ ydy = %J'Oﬂ (1+cos2y)dy = %[y + %sin Zy} = %72’ yerine yazildiginda,

0
C = —%7[/102 + g, esitligi elde edilir. aym sekilde esitlik (11) e esitlik (12)
konuldugunda, c, = J.:{l[cl siny—c, cos y]+g(y)}sin ydy
= /Icl_[:sin2 ydy—lczj.:cos ysin ydy+I: g(y)sinydy elde edilir
g, = IO” g(y)sinydy ve integral degerleri,
J.O”sinz ydy = %Lﬁ (1—cos2y)dy = %[y —%Sin Zy} = %ﬂ yazilirsa,
C, = %nﬂcl +0, elde edilir.
Boylece C1 Ve C2 igin benzer denklemler veya matrisler vardir,
C, +%7z/102 =0,

1
—E/Ic1+c2 =0,

1
1 =7
2" {cl}{gl}
_Eﬂ% 1 CZ gz
2
(13)

(i) Budenklemler,
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det

1 g 1 2i
=0 yani l+zﬂ212 #0 veya A #+— durumlarini saglayan tek

1o 7
2

bir ¢oziime sahiptir.

c 1 1ﬂ/l g
Bu durumda, Ll}: 2 [ 1} veya

2 —Eﬂ% 1 2
2
[ 1 1
1 1 _Eﬂ% |:gl:|_ 1 gl_Eﬂ%gz
1 1 1 1
14> 7242 | = 90 1+=7222| 2
472' _27% 1 47T 27[/1g1+g2

T 1 T )
1 IO g(y)cos ydy—Ezz/‘tjo g(y)sin ydy

T o1 s -
L7 4 | 572, 9O cos ydy <[ g(y)sin ydy

1 cosy—ln}tsiny

2
——] g(y)dy-
1 5,291 .
l+z7rl Emlcosy+smy

Boylece,

f(X) =

Alc,sinx—c, cos x]+g(x)

A

=X _[” sinx(cosy—lﬂﬂsin yj—cosx(lﬂ/icosyﬂin yj g(y)dy |+9(x)
1 292 0 2 2

1+=x
4

veya

f(x)=

1# jo’[sin(x— y) —%M cos(x — y)} g(y)dy +g(x).
1+Z7Z'22,2

olusan bu sonugta ¢oziicii kernel,
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sin(x—y) —;7:/1 cos(X—Y)

R(X,y,4) = 1
l+z72'2/12

1 lﬂ'ﬂ
(ii) Eger det

——7h 1
2

veya sonsuz sayidadir. Esitlik (13),

1 i
{ _ }F}{gl} esitligine doniisiir.
= 1]|c d,

seklindedir.

=0 yani A= +ﬂ veya _a seklinde ise, ¢6ziim yok
Vs T

Bu denklemlerde satir islemleri R, > R, +iR, kullanildiginda

= | veya
0 0]lc,| |9,%ig,

Ikinci denklemler gi nin tanimina gore

c tic,=g

1 esitliklerini verir.
0= g, *1g,

j:(sin y+icosy)g(y)dy=0 (14)

olan g(x) fonksiyonuna kisitlama getirmektedir. Bu g(x) fonksiyonunun integral

denkleminin ¢dziilebilir olmasi i¢in yerine getirmesi gereken kosuldur, yani bu kosul

karsilanmazsa esitlik (9) bir ¢oziime sahip olamaz. Bu kosulun gecerli oldugu

varsayilsin, C2 her hangi istege bagli bir sabit olarak , C2=a, alinsin. Boylece,

¢, =tia+g, ve esitlik (12) den, esitlik (9) un ¢oziimii A =+2i/7 oldugunda, &

sabiti, g2=+ig:1 veya esdegerde olan esitlik (14) kisit1 igin,

20, _. .
f(X) =i;[(+la+ g,)sin x—a cos X |+ g(x)

T

= 2—Ol(sin X Ficosx) iﬂ g, sin X+ g(x) seklindedir.
T

eks. 5



Ek 2: Weilbull Dagilimu

Esitlik (3.68) de verilen ortak olasilik yogunluk fonksiyonun da her iki tarafin
logaritmasi alinirsa,

log f (x,y)=logm(x)+[c(x)-1]log[a(x)(y-K)]-{a(x)(y- K)}C(X)
= togn(y)+[e(y) L og[d(y)(x-L)]-{a () (x- L)

Elde edilir. log f (x,y) fonksiyonununy degiskenine gore birinci tiirevi,

S (-1
_n’(y)+e, o ‘ LYTaFelv)— d'(y)
=0 (y)log[d(y)(x—L)]+[e(y) 1]d(y)

log f (x,y) fonksiyonununy degiskenine gére ikinci tiirevi,

=—[c(x)-1](y—K)* —c(x)a(x)"[c(x)-1](y- K™

Esitligin her iki tarafina Y = K +1 yazildiginda;

[1-c(x)]|1+c(x)a(x)™ |=H, (%)

ifadesi elde edilir.
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