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Bu tezin amaci konveks minimizasyon probleminin ¢oziimiine yeni bir
gradient projeksiyon algoritmasi ile yaklasmaktir. Bu amag i¢in Xu’nun [1] konveks
minimizasyon probleminin ¢dziimii i¢in alternatif bir yontem olarak kullandig1 ortali
dontisiim yaklasimi  kullanilmistir. Tezde Onerilen yeni gradient projeksiyon
algoritmasi Noor iterasyon yontemini [2] baz almaktadir. Bu tezin birinci bolimiinde
tezde ele alman konu genel hatlariyla tanitilmistir. ikinci béliimde tezin konusu ile
ilgili kisa bir literatiir 6zeti verilmistir. Ugiincii bolimde tezi anlasilir kilmak igin
bazi temel kavramlar verilmistir. Dordiincii  boliimde tezin  amacini
gerceklestirmemize olanak saglayan materyal ve yontemler ile uygun sartlar
saglayan gradient projeksiyon algoritmasinin konveks minimizasyon probleminin bir
¢ozlimiine zayif yakinsadigini géstermek icin Xu’nun kullandigi ortali doniistimler
yaklasimi anlatilmigtir. Besinci boliimde ise konveks minimizasyon probleminin
¢ozlimiine Onerdigimiz yeni projeksiyon algoritmasinin zayif yakinsaklig
gosterilmistir.  Ayrica ispatladigimiz sonucu desteklemek icin sonsuz boyutlu bir
Hilbert uzayinda bir 6rnek verilmistir. Son olarak, tezin altinci béliimiinde, tezin
sonugclar tartisilmis ve bazi onerilerde bulunulmustur.

. Anahtar Kelimeler: Konveks Minimizasyon Problemi; Sabit Nokta
Iterasyon Yontemleri; Zayif Yakinsaklik; Gradient Projeksiyon Algoritmasi.
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The aim of this thesis is to approach to a solution of convex minimization
problem with a new gradient projection algorithm. For this purpose, averaged
mapping approach which was proposed by Xu [1] as an alternative to solve the
convex minimization problem has been used. The new gradient projection algorithm
proposed in this thesis is based on Noor iteration method [2]. In the first part of this
thesis, the subject handled in the thesis has been introduced in general terms. In the
second part, a brief literature summary of the topic of the thesis has been given. In
the third part, some basic concepts have been given to make the thesis
understandable. In the fourth section, materials and methods that enable us to realize
the purpose of the thesis and Xu’s an averaged mapping approach to show weakly
convergence to a solution of the convex minimization problem have been explained.
In the fifth chapter, it has been shown that the new projection algorithm we propose
is weakly convergent to solution of the convex minimization problem. Also, it has
been given an example in infinite dimensional Hilbert space to support the result that
we proved it. Finally, in the sixth chapter of the thesis, the results of the thesis have
been discussed and some suggestions have been made.

Key Words: Convex Minimization Problem; Fixed Point Iterative Methods;
Weak Convergence; Gradient Projection Algorithm.



BEYAN

“Konveks Optimizasyonda Sabit Nokta Algoritmalar1” baglikli tezimde
calismalarin tamamen akademik kurallara ve etik degerlere sadik kalinarak
yiritiildiiglinii ve yazimda yararlandigim eserlerin kaynakgada gosterilen eserlerden
olustugunu ayrica alintilardan bilimsel etige uygun atif yaparak yararlanmis

oldugumu beyan ederim.

Asiye SUCU



TESEKKUR

Bu calismay1 hazirlarken benden destegini esirgemeyen, genis bilgi ve
birikimlerinden faydalanma imkani buldugum, karsilastigim zorluklar1 yardimlariyla
asmami saglayan, bana hedefler edinmeyi 6greten ve bana bir danigman olmanin
Otesinde arkadasca yaklasimiyla aydinlanmami saglayan danisman hocam sayin Dog.
Dr. Miizeyyen ERTURK ’e tesekkiirlerimi sunarim.

Lisans ve yiiksek lisans siirecinde matematiksel bakis agisini, bilgisini,
Ongoriisiinii  ve tecrilbesini  benimle paylagsmaktan ¢ekinmeyen Adiyaman
Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii anabilim dalindaki degerli
Ogretim iiyelerine tesekkiirlerimi sunarim.

Hayatim boyunca hep yanimda duran, her tiirlii zorluga kars1 sabretmeyi
Ogreten, tahsil hayatim boyunca en biiyiik destek¢im olarak gordiigiim, agabey
olmanin yani sira bana giivenilir bir dost olan degerli agabeyime ozellikle tesekkiir
ederim. Ayrica hayatimda maddi manevi destegini benden esirgemeyen, azimle
calismay1 6greten, ideallerimin pesinden gitmemi saglayan fedakar aileme tesekkiir
ederim.

Her konuda yardimcim olan, hayatima giizellik katan, bu calismay1
hazirlarken her tiirli destegiyle beni yalniz birakmayan, anlayish durusuyla beni
daha da giiclendiren, hayat arkadasim sevgili esim Mehmet Fatih SUCU’ya
desteklerinden dolay1 sonsuz tesekkiirler ederim. Ayrica bu ¢alismayir hazirlarken
giiliisiiyle beni neselendiren, zorluguyla ve kolayligiyla her problemi ¢ozerken
yanimda olusu beni mutlu eden, biricik kizzim Hatice Azra SUCU’ya sevgilerle

tesekkiirlerimi sunarim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

A° : A kiimesinin i¢i

A . A kiimesinin kapanis1

A . A kiimesinin y181lma noktalarinin kiimesi

B(xq,1) : xo merkezli r yarigapl agik yuvar

B(x,1) : Xo merkezli r yarigapli kapali yuvar

Fr : T doiisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesi

12 D12 = {(x;) = (%, %1, X5, ):x; € F (F cisim) ve Yi2,|xo|? < 0}
12[02n]  :12[0,27] = {f: [0.2] > R: [ f2(x)dx < oo}
P : Metrik izdiigiim operatdrii

S : minyecf (x) probleminin tiim ¢ézlimlerinin kiimesi
T' : T fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi

(X,d) : Metrik uzay

& - 1D : Normlu uzay

X, ) : I¢ garpim uzay

Xp =X . X, dizisi x noktasina zayif yakinsar

wy, (x,) Wy, (X)) = {x: Ak = x}

Vf : f fonksiyonunun gradienti

oA . A kiimesinin sinir1

VI(f,C) : Varyasyonel esitsizlik problemi

r T ={xeC:AxeQ } = C n A~1Q, SFP’nin ¢dziimlerinin kiimesi
Kisaltmalar

GPA : Gradient Projeksiyon Algoritmasi

inf : En biiyiik alt sinur

SFP . Split Fizibilite Problemi

sup : En kiigiik iist sinir

VIl



1. GIRIS Asiye SUCU

1. GIRIS

Fizik, kimya, miihendislik, biyoloji, ekonomi, sosyal bilimler gibi bilimin
birgok dalinda ortaya ¢ikan teorik ve pratik ¢esitli sorular, uygun bir matematiksel
zemin i¢inde modellenebilir. Boyle bir modelleme, ¢6ziim gerektiren denklem veya
denklem sistemlerine ihtiya¢ duymaktadir. Problem igin uygun model belirlendikten
sonra ve problem uygun denklemler araciligiyla formiile dontstiiriildiikten sonra su
acik soru ortaya ¢ikar: Denklem bir ¢6ziime sahip midir? Eger cevap olumlu ise
¢oziimiin varligi ve yaklasim c¢esitleri aragtirilir. Uygun bir T doniisiimiyle
modellenen problem asagidaki genel sema ile ifade edilebilir:

X, nesnelerin bir kiimesi ve T:X — X bir doniisiim olsun. Aradigimiz
¢oziimler Tx = x denklemini saglayan, T doniisiimii altinda degismez kalan noktalar
kiimesidir.

Tx = x sabit nokta denklemi olarak ifade edilen bir problemin ¢6ziimiine
yaklagmak icin iterasyon olarak adlandirilan ardisik yaklagimlar metodu kullanilir. T
dontigiimiiniin - sagladig1 ¢esitli  Ozelliklere gore doniisiimiin  sabit noktasina
yakinsayan cesitli algoritmalar bulunabilir.

Ote yandan optimizasyon bir durumun veya kaynagin en iyi veya en etkili
sekilde kullanilmasi eylemi olarak tanimlanir. Giinliik hayatimizda karsilastigimiz bir
problemi matematiksel olarak ifade ederek modellemek ve bu modeli saglayan en 1yi
¢oziimii bulmak, optimizasyonun temel bilesenleridir. Matematiksel olarak
modellenen problemi ¢6zmek demek, uygun bir kiime iizerinde bir fonksiyonu
minimize veya maksimize etmek demektir. Optimizasyonun bir alt dali olan konveks
minimizasyon ise konveks kiimeler iizerinde konveks fonksiyonlart minimize etme
problemidir. Konvekslik, optimizasyonun genel duruma goére daha kolay olmasini
saglar. Ornegin, R’de konveks bir kiime iizerinde konveks bir fonksiyonun yerel
minimumu bir mutlak minimumdur. Problemin konveks bir kiime {izerinde konveks
bir fonksiyonu minimum yapan degerini bulmak olarak modellenebilmesi, mevcut
bir dizi secenek arasindan en 1yisinin bulunmasi anlamina gelir.

Bir reel Hilbert uzayinin kapali ve konveks bir alt kiimesinden R’ye

tanimlanmis konveks, Fréchet diferansiyellenebilir bir fonksiyonun minimumlarim
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bulma problemini, fonksiyonun gradienti ve Hilbert uzayindan onun kapali, konveks
alt kiimesi lizerine tanimlanan projeksiyon yardimi ile ¢dzen iterasyon metoduna
gradient projeksiyon algoritmasi (GPA) denir. GPA ile, konveks fonksiyonun
gradienti ve projeksyion yardimiyla elde edilen yeni doniisiimiin Sabit noktasina
yaklagilir. GPA’nin yakinsadigi bu sabit nokta, konveks minimizasyon probleminin
bir ¢6ziimii oldugundan, minimizasyon probleminin ¢ézlimiine farkli sabit nokta
iterasyon yontemleri ile yaklagsma fikrini dogurmustur.

Ote yandan, Kendisi bir Hilbert uzaymin bostan farkli, kapali ve konveks bir
alt kiimesine ait iken, sinirli ve lineer bir operator altinda goriintiisii bagka bir kapali
ve konveks kiimeye ait olan bir noktay1 bulma problemi Split Feasibilty Problemi
(SFP) olarak adlandirilir. SFP ¢ok ¢esitli ters problemlerin modellenmesinde
uygulanabilirlige  sahiptir. Faz geri kazanimlarindan ve tibbi  gOriintii
rekonstriiksiyonundan kaynaklanan ters problemleri ve yogunluk modiilasyonlu
radyasyon terapisini modellemek i¢in kullanilmustir.

SFP’nin bir konveks minimizasyon problemi olarak ifade edilebilmesi,
konveks minimizasyon problemini ¢ozen algoritmalarin SFP’yi ¢6zmek i¢in de
kullanilabilecegi sunucuna vardirmistir.

Konveks minimizasyon ve SFP arasindaki iliski de g6z Oniine alindiginda
gercek hayatta karsilasilan bazi problemleri ¢6zdiigli icin konveks minimizasyon
probleminin ¢dziimlerine yaklasan yeni gradient projeksiyon algoritmalar: bulmak ve
gelistirmek biiyiikk 6nem kazanmustir. Bu tezde konveks minimizasyon problemini
¢dzmek igin yeni bir gradient projeksiyon algoritmasi dnerecegiz. Onerdigimiz bu
algoritmanin konveks minimizasyon probleminin bir ¢dziimiine zayif yakinsadigini
Xu [1Pnun ortali doniisiimler yaklagimini kullanarak gosterecegiz. Ayrica
ispatladigimiz teoremin sonsuz boyutlu bir Hilbert uzayinda bir uygulamasini
verecegiz. Ardindan, 6nerdigimiz bu yeni gardient projeksiyon algoritmasinin SFP’yi

¢Ozdliglinii gosterecegiz.
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2. ONCEKI CALISMALAR

C, reel H Hilbert uzayinin bos olmayan kapali ve konveks bir alt kiimesi ve
f:C = R bir konveks doniisiim olsun. f’nin C iizerindeki minimum noktalarinin

bulunmasi islemine konveks minimizasyon problemi denir ve

Mminyecf (x) (2.1)

ile gosterilir [3]. (2.1) probleminin tiim ¢dzlimlerinin kiimesini S ile gosterelim.
S # @ olsun. P., H’den C iizerine bir projeksiyon ve f: C - R konveks fonksiyonu
Fréchet diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. f’nin gradientini Vf ile gosterelim.

[4]’de (2.1) probleminin, C iizerinde

(Vf(x*),x —x")=>0,vVxeC

seklinde bir varyasyonel esitsizlik problemi olarak formiile edilebilecegi
gosterilmistir. Bu varyasyonel esitsizlik probleminin ¢6ziimlerinin, ayn1 zamanda
x* = Pc(x* —yVf(x")),y >0 esitliginin de ¢dziimleri olusu gergegi, konveks
minimizasyon problemine sabit nokta algoritmalari ile yaklagsma fikrini dogurmustur.

X, C’den alinan keyfi bir baglangi¢ noktasi ve y,y, € [0, ) olmak iizere,

Xpy1 = Pc(xn — ny(xn)) ,n=0,1,2.. (2.2)

daha genel olarak,

Xn4+1 = PC(I - ynvf)(xn) = PC(xn - anf(xn)) (2-3)

dizisine Gradient Projeksiyon Algoritmasi (GPA) denir.
Levitin ve Polyak [5], (2.2) ve (2.3) algoritmalarinin yakinsakliginin Vf’nin
ozelliklerine bagl oldugunu gosterdiler. Daha agik bir ifadeyle, Vf kuvvetli

monoton ise, yani her x,y € H igin,

(x =y, V() = Vf() = Blix — ylI? (2.4)
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olacak sekilde bir § >0 varsa ve ayn1 zamanda Vf, L —Lipschitzan doniisiim ise bu

durumda 0 <y < ZL—Zﬁ kosulunu saglayan y’ lar i¢in T: = P, (I — yVf) donistimiiniin

bir daraltan doniisiim oldugunu ifade ettiler. Boylece, (2.3)’deki {y,}n=o dizisi
0 < lim,,_, infy, < lim,, o supy, < ZL—f
seklinde se¢ildiginde, Banach Contraction teoreminden (2.2) ve (2.3) algoritmalari
(2.1)’in bir tek ¢oziimiine kuvvetli yakinsar, yani bir tek x* € S igin

lim,,_, o l|x,, — x*|| = 0’°dur.

Diger yandan Vf kuvvetli monoton degilse bu durumda, GPA algoritmast (2.1)
probleminin bir ¢éziimiine kuvvetli yakinsamayabilir. Fakat, Vf, L —Lipschitzian bir
dontigiim ise (2.2) ve (2.3) ile verilen GPA algoritmalari (2.1)’in bir ¢dziimiine zay1f

yakinsak olabilir. Levitin ve Polyak, [5]’de Vf gradienti L —Lipschitzian olan fakat

kuvvetli monoton olmayan konveks f: C - R  doniistimii igin,
0 < lim,,_, infy, < lim, s supy, < %

sart1 altinda (2.3) ile verilen GPA’nin (2.1) probleminin bir ¢6ziimiine zay1f yakinsak
oldugunu gostermislerdir.

2011’de Xu [1], Levitin ve Polyak’in 1966 yilinda ispatladigi bu teoremi,
ortali dontistimler adindaki yeni bir yaklasimla ispatladi. Xu’nun bu yaklagimi bir¢cok
arastirmacinin dikkatini ¢ekti ve bu yaklasim bir¢gok makalede kullanildi [6-11].

Diger yandan, son zamanlarda GPA, yogunlugu modiile edilmis radyasyon
terapisi ve goriintii yenileme alanlarinda kullanilan SFP’de ¢esitli uygulamalar
bulmustur [12-19]. SFP, sonsuz boyutlu Hilbert uzaylarinda Censor ve Elfving [12]
tarafindan medikal goriintiileri yeniden yapilandirma, faz alimlarindan ortaya ¢ikan
ters problemleri modellemek igin tanitildi. SFP’nin bir minimizasyon problemi
olarak ifade edilebilmesi, konveks minimizasyon problemini ¢ozen c¢esitli GPA

algoritmalarinin SFP’ye uygulanabilmesine imkan tanimistir [20-23].



3. TEMEL KAVRAMLAR Asiye SUCU

3. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 3.1. (Metrik Uzay) X bos olmayan bir kime ve d:X X X - R* bir
fonksiyon olsun. Her x,y, z € X i¢in

M;. d(x,y) = 0 (Pozitif tanimlilik),

M,.d(x,y)=0 x =y,

M;. d(x,y) = d(y, x) (Simetriklik),

M,. d(x,y) < d(x,z) + d(zy) (Uggen esitsizligi)
sartlarin1 saglayan d fonksiyonuna X {izerinde bir metrik veya uzaklik fonksiyonu,
(X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir [24].

Tanmm 3.2. (Cauchy Dizisi) X = (X, d) bir metrik uzay ve {x,},-, bu uzayda bir
dizi olsun. Her & > 0 ig¢in m,n > ny oldugunda, d(x,, x,,) < € olacak sekilde bir

ny = ny(€) € N tamsayisi varsa, {x,}n—o dizisine bir Cauchy dizisi denir [24].

Tanmm 3.3. (Yakinsak Dizi) X = (X, d) bir metrik uzay ve {x,},—, bu uzayda bir
dizi olsun. lim,,_,, d(x,, x) = 0 olacak sekilde bir x € X varsa, yani € > 0 keyfi
olmak iizere n > n, sartinz1 saglayan hern igin d(x,, x) < & olacak sekilde bir
ng = ny(e) € N tamsayist varsa, {x,}n=o dizisine x € X’e yakinsaktir denir ve

X, — x ile gosterilir. [24].

Tanmm 3.4. (Tam Metrik Uzay) X = (X,d) bir metrik uzay olsun. X’deki her
Cauchy dizisi X iginde bir limite yakinsiyor ise (X, d) metrik uzayina tam metrik

uzay denir [25].

Tamim 3.5. (Acik Yuvar) X = (X, d) bir metrik uzay olsun. x, € X ve r > 0 olmak
tizere, B(xy,7r) = {x € X : d(x,xy) < r} kiimesine x, merkezli ve r yarigapl agik

yuvar denir [26].
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Tanmmm 3.6. (Kapalh Yuvar) X = (X,d) bir metrik uzay olsun. x, € X ve r > 0
olmak tizere, B(xy,r) ={x € X: d(x,xy) <r} kimesine x, merkezli ve r

yarigapli kapali yuvar denir [26].

Tamm 3.7. (I¢ nokta) (X,d) bir metrik uzay ve A c X olsun. Bir x € 4 igin
B(x,r) € A olacak sekilde bir r > 0 sayist varsa x’e A’min bir i¢ noktasi

denir. A’nin tiim i¢ noktalarinin kiimesi A° ile gosterilir [27].

Tanmim 3.8. (A¢ik Kiime) (X,d) bir metrik uzay ve A c X olsun. Vx € X igin
B(x,r) c A olacak sekilde bir r > 0 sayis1 varsa A’ya agik kiime denir. A agik ise
A = A° oldugu asikardir [27].

Tanim 3.9. (Yig@ilma noktasi) (X, d) bir metrik uzay ve A c X olsun. Eger Vr > 0
icin (B(xg,7)\{x0}) N A # @ ise x,’a A’nin bir y1gilma noktasi denir. A’nin biitiin

y1gilma noktalarinin kiimesi A’ ile gosterilir [27].

Tamim 3.10. (Kapanis) (X,d) bir metrik uzay ve A c X olsun. AU A’ kiimesine

A’nin kapanisi denir ve A ile gosterilir [28].

Tamm 3.11. (Kapah Kiime) (X, d) bir metrik uzay ve A c X olsun. A = A ise A’ya
kapali kiime denir [28].

Tamm 3.12. (Bir kiimenin Smmr1) (X,d) bir metrik uzay ve A c X olsun. A\A°

kiimesine A’nin sinir1 denir ve oA ile gosterilir [29].

Tamm 3.13. (Siirekli Doniisiim) (X,d) ve (Y, p) iki metrik uzay, T:X - Y bir
fonksiyon ve x, € X olsun. Her bir € >0 sayis1 i¢in d(x,xy) < & oldugunda
p(T(x),T(xy)) < € olacak sekilde & > 0 sayis1 varsa T’ye x, noktasinda siireklidir

denir. T, X’in her noktasinda siirekli ise T’ye X’de siireklidir denir. Burada § sayisi
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hem verilen x, noktasina hem de & sayisina baghdir. Bagka bir deyisle & sabit kalsa
bile x, noktas1 degisince § Sayis1 da degisebilir [28].

Eger § > 0 sayis1 yalnizca verilen € sayisina bagli ise T’ye diizgiin siireklidir denir.

Tamim 3.14. (Lineer Uzay) X bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun.
+:XXX->X ve -:FXX—-X islemleri tamimlansin. Eger asagidaki sartlar
saglaniyorsa X’ye F cismi ilizerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir.

A. X, +islemine gore degismeli bir gruptur. Yani;

G,.Herx,y € X igin x + y € X’dir,

G,.Herx,y,z € Xiginx + (y +2z) = (x + y) + z’dir,

G3. Her x € X icin x + 8 = 8 + x = x olacak sekilde 8 € X vardr,

G4. Herx € X i¢in x + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde —x € X vardir,

Gs.Herx,y € Xicinx +y =y + x’dir.

B. Herx,y € X ve a, € X olmak iizere asagidaki sartlar saglanir:

Ly. a.x € Xdir,

Ly a.(x +y) =a.x + a.ydir,

Ly. (a+ B).x = a.x + B.x’dir,

Ly. (a.f).x = a.(B.x)’dir,

Ls. 1.x = x’dir. (Burada 1, F’nin birim elemanidir.

F = Rise X’e reel lineer uzay, F = C ise X e kompleks lineer uzay adi verilir [30].

Tamim 3.15. (Konveks Kiime) X bir lineer uzay ve A c Xolsun. Vx,y € A igin
B={zeX:z=ax+(1—-a)y,0<a <1} c Aise A kiimesine konvekstir denir
[31].

Tamim 3.16. (Konveks Doniisiim) X bir lineer uzay ve f: X — (—oo, o) olsun.
Vx,y €X, 2€[0,1] i¢in fAx+ (A —-Dy) <Af(x)+ (1 —-ADf(y) esitsizligi

saglaniyorsa f’ye konveks doniisiim denir [32].
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Tammm 3.17. (Normlu uzay) X, F cismi lizerinde bir lineer uzay olmak ftizere,
|I.]l: X = R fonksiyonu Vx,y € X ve Va € F i¢in

Ny. [lx|l = 0,

N,.||x|]| =0 x =0,

Ns. [lax]|| = |al. ||xI|,

Ny llx +yll < lixll + [yl
sartlarin1 sagliyorsa ||. || fonksiyonuna X {izerinde bir norm ve (X, ||.||) ikilisine de
normlu uzay denir [33].

X flzerindeki bir norm, her x,y € X i¢in X iizerinde d(x,y) = ||lx — y]|| ile

verilen metrigi tanimlar ve bu metrige norm tarafindan liretilen metrik denir. Bu da

her normlu uzayin bir metrik uzay oldugunu gosterir [34].

Tamim 3.18. (Banach Uzayi) X bir normlu lineer uzay olsun. X, her x,y € X i¢in
d(x,y) = ||lx — y|| ile verilen norm metrigine gore tam ise X’e bir Banach uzayi
denir. X’in cisminin reel veya kompleks olusuna gore Banach uzayi reel veya

kompleks Banach uzayi olarak adlandirilir [35].

Tamm 1.19. (i¢ Carpim Fonksiyonu) X bir F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.
Vx,y,z € X veVa € Figin(,) : X X X = F fonksiyonu,
D(x+y,z)=(x2)+(yz)
i) (ax,y ) =a(x,y),
i) (x,y) = (y,x),
iV) (x,x) = 0’dir. Ayrica, (x,x) =0 x =6 (Burada 8, F cisminin birim
elemanidir.)
sartlarin1 sagliyorsa (,) fonksiyonuna i¢ ¢arpim fonksiyonu denir. (X, (,)) ikilisine
bir i¢ ¢arpim uzay1 denir [27].
X tlizerindeki bir i¢ ¢arpim, X tizerinde her x,y € X i¢in ||x|| = m ile verilen
bir norm tanimlar. Bu norma i¢ ¢arpim tarafindan iiretilen norm denir. Bu durumda

bir i¢ ¢arpim uzay1 ayni zamanda bir normlu uzaydir [27].
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Tamim 3.20. (Hilbert Uzay) Bir X i¢ ¢carpim uzay1

x|l = v{x,x)

normuna gore tam ise X’e Hilbert uzay1 denir [27].

Tamim 3.21. (Schwarz Esitsizligi) X bir i¢ ¢carpim uzayi olsun. Vx,y € X igin,

G, )] < Hlxllly I dir [28].

Ornek 3.1. F cismi reel veya komleks sayilar olmak iizere
12 = {x = (xg, %1, %5, )i x; € Fve Ni2,|x;|* < o }olsun.
12 kiimesi her x,y € [? ve a € F i¢in,

x+y=0g+y) ax = (ax;)

seklinde tanimlanan toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir lineer uzaydir.

[2 lineer uzay: her x,y € I? icin,

(x,y) = XiZo XV

1z

seklinde tanimlan fonksiyon ile bir i¢ ¢arpim uzayidir. Simdi [“’nin i¢ carpimdan

elde edilen,

lxll, = (2 x) = (B2 llxil12) 7z

normuna gore tam oldugunu gosterebiliriz.
X = (' x™, x, ++) olmak lizere {x,,}ono dizisi [?°da keyfi bir Cauchy dizisi

olsun. Bu takdirde Ve > 0 igin m,n > m, oldugunda

2m — xpllz = (E2olx™ — x12) 2 < & (3.2)



3. TEMEL KAVRAMLAR Asiye SUCU

olacak sekilde m sayisi vardir. Buradan anlasilir ki i = 0,1,2, -+- i¢in ve m,n > m,
icin |x" — x| < &’dur.

Demek ki keyfi fakat sabit her bir i igin (x{,x},x?,-+-,) dizisi F’de bir Cauchy
dizisidir. F tam oldugundan bu Cauchy dizisi yakinsaktir. m — oo igin x/" — x;
olsun. Her i i¢in bu diziler yardimiyla teskil ettigimiz diziyi x ile gosterelim. Yani,
x = (xg, Xy, X5, *++) olsun. Simdi x,,, = x ve x € [? oldugunu gdsterecegiz.

p = 0,1,2, -+ icin yukaridaki (3.1) esitsizliginden dolay1,
Y _olxf — xI'|? < €2 yazilabilir. n - oo igin buradan,
Zzig=0|xim — x| <€? m>my,p =12, bulunur.
Buradan da p — oo i¢in,

Y2olxm — x| < &2 (3.2)

elde edilir.

Bu da gosterir ki x,,, — x € [2'dir. x,,, € [ oldugundan bunlarin toplam1 da

X = Xy + (X — x) € [2°dir.

(3.1) esitsizliginde dikkat edilirse (3.2) esitsizliginin sol tarafi ||x,, — x||5’dir. O
halde x,, —» x’dir. {x,,};n-o keyfi oldugundan [?> tam ve dolayisiyla Banach

uzayidir.

Tamim 3.22. (Operator) X, ve X, lineer uzaylar olsun. T: X; — X, doniistimiine bir

operator denir [24].

Tanmm 3.23. (Lineer Operator) X; ve X, ayn1t F cismi lizerinde iki lineer uzay

olsun. Bir T: X; — X, operatorii her x,y € X; ve a,b € F igin,
T(ax + by) = aTx + bTy

sartin1 sagliyorsa T’ye lineer operator denir [24].

10
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Tamim 3.24. (Siirh Lineer Operator) X; ve X, birer normlu uzay, T: X; — X, bir
lineer operator olsun. Vx € X; i¢in ||[Tx|| < M||x|| olacak sekilde bir M = 0 reel

sayis1 varsa T’ye simirli lineer operator denir [24].

Tamim 3.25. (Normlu Uzaylarda Zayif Yakinsaklik) X bir normlu uzay olsun.
X' ={f:f:X - F, f sinirh ve lineer} olmak tizere Vf € X' igin f(x,) — f(x) ise
{xn}n=o dizisi x’e zayif yakinsaktir denir ve x,, — x ile gosterilir.

Normlu uzaylarda, x,, = x ifadesi {x,};=, dizisinin x’e giiglii yakinsadigi anlaminda

kullanilir.

Tamim 3.26. (Hilbert Uzaylarinda Zayif Yakinsakhk) H bir Hilbert uzayi,
{xn}n=o, H’de bir dizi ve x € H olsun. Eger Vy € H i¢in lim,_(x,, y) = (x,y) ise

{xn)n=o dizisi x’e zayif yakinsaktir denir [32].

Uyan 3.1.
) X sonlu boyutlu bir normlu uzay olsun. Bu takdirde zayif yakinsaklik
kuvvetli yakinsakliga denktir,
i) Eger {x,}n=o dizisi x’e kuvvetli yakinsak ise bu takdirde bu dizi x’e

zayif yakinsaktir [24].

Ornek 3.2. 12[0,2m], [0,27] aralig1 iizerinde karesi integrallenebilen fonksiyonlarin
uzay olsun. L?[0,27] = {f: [027] > R : foznfz(x)dx < 00} lizerinde,

(f,g) = fozn f(x)g(x)dx i¢ ¢arpimi tanimlansin. Vn € N igin f,,(x) = sin(nx) ile
tammli  {f,};=, fonksiyon dizisini distinelim. [0,27] tizerinde  karesi

integrallenebilen herhangi bir g fonksiyonu igin fznsin(nx)g(x)dx dizisi 0’a

0
gittigi i¢in, f,,(x) = sin(nx) dizisi 0’a zayif yakinsar. Yani, (f,,, g) = (0,g) = 0 dir
[32].

11
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Tamm 3.27. (Bessel Esitsizligi) H bir Hilbert uzay1 olsun. Vx € H i¢in,

Lr-al(x, e)|? < llx||*dir [26].

Ornek 3.3. [? dizi uzayinda asagidaki gibi tamimlanan {e,}%, dizisini gbz oniine
alalim.

e, = (0,0,0,0,--+)

e; =(1,0,0,0,-)

e, = (0,1,0,0,0,---)

e; =(0,0,1,0,0,0,---)

n.bilesen
€n = <0'0'Or"’: T ’0,0)0,“.>

{en ), dizisi 0’a giiglii yakinsak olmamasia karsin 0’a zayif yakisar. Vx € [2

icin Bessel esitsizligini kullanarak,

Yozl{en, 012 < llx|I?

yazilabilir. n - o i¢in [{e,,, x)|* = 0 oldugundan (e,, x) = 0 = (0, x) dir [32].
Teorem 3.1. 1 < p < oo igin,
L, = {x = (x0, %1, X2, X3, ): Y=ol xn [P < 00 ve her nigin x,, € R} olsun.

m ) 0 )

lp’de Xy = (a(() ),al ,0y 0, 7, dizisini g0z Oniine alalim.

x = (ag, a1, az,az,-) € L, olsun. Bu takdirde x, — x olmasi i¢in gerek ve yeter

sartlar,

12
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1) {xn}neo dizisi simirlidir, yani her n igin ||x,|| < M olacak sekilde bir M > 0

vardir.

i) Her bir i igin, n — oo iken a™ - a;’dir [32].

Tamm 3.28. (Hilbert Eslenik Operator) H, ve H, Hilbert uzay ve T: H; = H, bir
sinirl lineer operator olsun. T*: H, - H; doniisimi her x € H; ve y € H, igin

(Tx,y) = (x,T"y) esitligini saglarsa T*’a T’ nin eslenegi ya da adjointi denir [24].

Tamm 3.29. (Sabit Nokta) X bos olmayan bir kiime T: X — X herhangi bir doniisiim

olsun. Eger,

Tx =x (3.3)

olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasma T ’nin sabit noktasi denir ve T nin tiim
sabit noktalarinin kiimesi Fr ile gosterilir [36].

Eger T dontisimii R’den R’ye ise bu durumda T’nin sabit noktalari, T’ye
karsilik gelen grafik ile y = x dogrusunun kesistigi noktalardir [36].

(3.3) ile verilen denklem geometrik olarak su sekilde yorumlanabilir:

i\

v

Sekil 3.1 Iki sabit noktaya sahip bir T fonksiyonu [36].

13
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Ornek 3.4.
1. Eger X=R, T:X > X ve Tx=x.sinx ise, Fy = {(‘”‘T“) ke Z}u{O}
olur [37].
2. EgerX =R, T:X > XveTx = |x|ise, F ={x: x = 0} olur.
3. a # 0 olmak lizere, T:R - R, T(x) = x + a bi¢ciminde tanimlanan Gteleme
doniistimiiniin sabit noktas1 yoktur [38].
4, t:R?->R? t(A4,u) =, —u) bigiminde tanmmlanan fonksiyon igin,
{(4,0): 1eR} kiimesinin her bir elemani t i¢in sabit noktadir [39].

5. 0 < a < 2w olmak tizere,
2 2 _ (cosa —sina /1)
R - Rk w (sina cosa )<M

bi¢iminde tanimlanan fonksiyonun tek bir sabit noktas1 vardir ve 0 da (0,0)’dir [39].

Teorem 3.2. [a,b] € R, f:[a,b] = [a,b] siirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda
f(c) = c olacak sekilde 3c € [a, b] vardir [37].

Tanim 3.30. (Lipschitzian Doniisiim) (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X doniigiim
olsun. Eger Vx,y € X i¢in,

d(Tx,Ty) < Ld(x,y) (3.4)

olacak sekilde bir L > 0 sabit sayist varsa T’ye Lipschitzian doniisiim (veya L —
Lipschitzian) denir. Yukaridaki esitsizlige Lipschitz sart1 ve bu esitsizligi saglayan en

kiiciik L sayisina da Lipschitz sabiti denir [36].

Bir L —Lipschitzian doniisimde L € [0,1) ise o doniisime bir daraltan
(contraction) doniisim denir. Bu tanim geometrik olarak soyle yorumlanabilir:
Herhangi iki x ve y noktalarmin goriintiileri olan Tx ile Ty, x ile y’ye nazaran

birbirine daha yakindir. Ozel olarak asagidaki sekilde goriildiigii gibi, r > s >0

14
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olmak {izere, her x € X ve herhangi bir r >0 i¢in B(x,r) yuvarindaki y

noktalarinin timii bir B(Tx, s) yuvarina resmedilir [40].

Sekil 3.2. T bir daraltan doniisiimdiir [40].

Bir L —Lipschitzian doniisiimde L=1 ise o donisime genislemeyen

(nonexpansive) doniisiim denir [32].

Uyar 3.2. Lipschitz sartin1 saglayan her T donilistimii diizgiin stireklidir. Ciinkdi,

her e > 0 i¢in, d(x,y) < & = % = Ld(x,y) < & = ¢ oldugundan

d(Tx,Ty) < Ld(x,y) < L% = ¢ yazilir. Bu da T dontisimiiniin dizgiin siirekli
oldugunu gosterir. Buradan siirekli olmayan bir donistimiin L —Lipschitzian

olamayacag1 sonucuna variriz. Ayrica, her diizgiin siirekli doniisim de Lipschitz

sartin1 saglamak zorunda degildir [41].

Uyan 3.3. Her daraltan doniisim i¢in d(Tx, Ty) < kd(x,y) < d(x,y) esitsizligi
gergeklendiginden bir daraltan  doniisim ayn1 zamanda bir genislemeyen
dontigimdiir. Fakat tersi dogru degildir. Bu daraltan doniistimler sinifinin

genislemeyen dontisiimlerin sinifinin bir alt kiimesi oldugu anlamina gelir [36].

Lemma 3.1. C, H Hilbert uzaymin kapali ve konveks bir alt kiimesi, T:C — C bir

genislemeyen dontisiim olsun. Bu durumda F; kapali ve konveks bir kiimedir [32].

15
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Ornek 3.5.X = Rve d(x,y) = |x — y| olmak iizere T: X —» X

Tx =x— %cos x doniisiimii bir Lipschitzian doniisiimdiir. Gergekten x,y € X i¢in,

d(Tx,Ty) = |Tx — Ty| = |x—%cosx—y+%cosy|
=|x—y+%(cosy—cosx)|§|x—y|+%|(cosy—cosx)|
= |x — o gin XY gin =Y - in>=¥
= |x y|+2| 2sin—=sin— |S|x y|+|sm - |
1 3
Slx=yl+slx—yl=3lx -yl

olupL = % > 0 sabit sayis1 vardir [42].

Ornek 3.6. X =R, d(x,y) = |x —y| ve T: X - X, Tx = 3x olsun. Bu durumda,
d(Tx,Ty) = [3x — 3y| = 3|x —y| = 3d(x,y)

elde edilir. Boylece L > 3 icin T Lipschitz sartin1 saglar. T, 3-Lipschitziandir.
Ornek3.7. X =Rved(x,y) = |x —y|veT:X - X , T(x) = x — 5 olarak alalim.

d(Tx,Ty) =|x—-5-y+5|=|x—yl=d(xy)

oldugundan her x,y € X i¢in d(Tx,Ty) <d(x,y) olup T genislemeyen

doniigiimdiir.

Ornek 3.8. X =[0,1], d(x,y) = |x — y| olsun.
T(x) = %(x3 + 2x% — 6) ile tanimh T:X — R doniisiimiinii gdz oniine alalim. Her

x,y € X igin,
d(Tx,Ty) = [z (0% + 222 = 6) — = (y® + 2y? — 6)

=216 -y — 2(x2 - y?)|

16
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1103 _ 031 4 2142 _ 42

S5l =yl + 51 = ye

1 2

=slx =yl x* +xy + ¥ +5lx —yl.lx + vl
1 2
S;Ix—y|.3+;|x—y|.2

=Zlx -y

olur. Boylece L = g alimirsa veya herhangi bir L € E, 1) sec¢imi i¢in T dontisiimiiniin

daraltan doniisiim oldugu goriliir [37].

0, x € [0,1]
Ornek 3.9. T:[0,2] = [0,2] , Tx =
1, x € (1,2]

olsun. T doniisiimii x = 1 de siireksizdir. Bu nedenle T bir Lipschitzian doniisiim
degildir [41].

Tammm 3.31. (X, ||.||) bir normlu uzay ve T:X — X bir doniisim olsun. f bir

fonksiyon olmak tizere, bir sabit nokta iterasyon yontemi genel olarak
Xo €EX

Xpnse1 = f(T,x,); n=012,..

bagintisi ile tanimlanir [36].
Literatiirde en ¢ok calisilan iterayon yontemlerini verelim:

Tamim 3.32. (Picard Iterasyonu) (X, d) bir metrik uzay, K ¢ X ve T:K — K bir
doniistim olsun. x, € X olmak iizere, Picard iterasyonu,
Xp=Txp_1=T"x, , n=0,1,2, ... (3.5)

seklinde tanimlanir. Picard iterasyonu bazen ardisik yaklasiklar dizisi olarak da

adlandirilir [17]. Ayrica (3.5) Picard iterasyonu tarafindan iretilen {x,},—, iterasyon

17
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dizisi sabit noktaya yakinsiyorsa T bir Picard operatoriidiir denir [36]. Bir Picard
operatdrii siirekli olabilecegi gibi siireksiz de olabilir. Ornegin, bir daraltan doniisiim
tam metrik uzayda bir Picard operatoridiir. Banach Contraction prensibi olarak
bilinen bu teorem sabit nokta teorisindeki en kullanigh sonuglardan biridir. Dogrusal
ve dogrusal olmayan denklemlerin ¢Oziimiinde birgok uygulamaya sahip olan bu

onemli teorem asagidaki sekilde ifade edilir.

Teorem 3.3. (Banach Contraction Prensibi) (X, d) bir tam metrik uzay ve
T:X — X bir daraltan doniisiim olsun. Bu durumda,
. T, X te bir tek p sabit noktasina sahiptir,
ii. Herhangi bir x, € X i¢in x, = Tx,,.; = T"xy, n=0,1,2,- ile tanimh

Picard iterasyonu tarafindan tiretilen {x,},—, iterasyon dizisi p’ye yakinsar [44].

Ornek 3.10. X =R ve d(x,y) = |x—y| olmak iizere, T:X — X, Tx=§x

doniistimii é —daraltandir. T’nin sabit noktas1 0’dir. x, = % baslangi¢c kosuluyla

. . 1 1 1 L .
Xn41 = T™x, dizisi insa edelim. (—,—, ., ——, ) bu dizinin sabit nokta olan
5.10° 52.10 5M.10

0’a yakinsadigini kolaylikla gorebiliriz.

Banach contraction teoremi yalnizca bir sabit noktanin varligin1 insa etmekle
kalmaz, herhangi bir baglangic degeri icin bu sabit noktayr yaklasik olarak
hesaplamamiza da olanak saglar.

Diger yandan tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan doniisiimlerin sabit

noktaya sahip olmasi gerekmez.

Ornek 3.11. X = (0,1] olmak iizere, T: X — X ve Tx = ’2—‘ déniisiimiinii alalim.
1 1 1

e =Tyl = F -3 = fGe-»| <5 -yl =5d0y)

olup L = % € [0, 1) oldugundan bu T doniistimii daraltan doniisiimdiir. Fakat,

18
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Tx = ;—C =x=>2x—x=0=x=0¢& (0,1]’dir. Bu da T doniisiimiiniin X kiimesi

izerinde bir sabit noktasi olmadig1 anlamina gelir.

Uyant 3.4. X = [a,b], d(x,y) = |x —y| ve T: X - X bir doniisiim olsun. Eger T,
[a, b] kapali araliginda siirekli, (a, b) agik araliginda tiirevlenebilir bir doniisiim ve

Vx € (a, b) igin,

IT'x| <k<1

ise, T’nin tek bir sabit noktasi vardir. Gergekten de Ortalama deger teoreminden,

Vx,y € [a, b] igin,

ITx =Tyl = |T"(c). (x = y)| < klx =yl

olacak sekilde bir ¢ € (a, b) vardir. Buradan T’nin bir daraltan doniisiim oldugunu

goriiriiz. Boylece Banach contraction prensibi geregince T 'nin bir tek sabit noktasi

vardir [32].

Picard iterasyonu genislemeyen doniisiimlerin sabit noktasina yaklasmada basarili

olmayabilir:

Ornek 3.12. X = [0,1] olmak iizere, T:[0,1] — [0,1] , T(x) = 1 — x olsun.

d(Tx,Ty) =1 -x+y—1| =[x -yl =d(xy)
oldugundan T genislemeyen bir doniisiim ve

T(x)=1—x=x=x=%:FT’dir.

Herhangi bir x, = a # %noktas1 icin Picard iterasyonu,
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n

Xy =Txp_q = T?xp_y = - =T"x,

seklinde olup bu ise (a,1—a,a,1—a,---) dizisine karsilik gelir. Bu dizi a i%

icin yakinsak olmadigindan, Picard iterasyonu doniisiimiin sabit noktasina
yakinsamaz [36]. Dolayisiyla aranan sabit noktayr bulmak igin bagka iterasyon
yontemlerine ihtiyag¢ vardir.

Picard iterasyonunun  genislemeyen doniisiimlerin  sabit  noktasina
yakinsamasindaki yetersizligi gdz oniinde bulunduran Krasnoselskij, Krasnoselskij

yontemini tanimlayarak bu yetersizligi ortadan kaldirmistir [45].

Tamm 3.33. (Krasnoselskij Iterasyonu) (X,||.|]) bir normlu uzay, K c X bos
olmayan konveks bir alt kiime ve T: K — K bir doniistim olsun. x, € K ve 1 € [0,1]

icin Krasnoselskij iterasyonu,
Xpe1 = (1 — Dx, + ATx, (3.6)

seklinde tanimlanir [45].

Bu iterasyon A = 1 i¢in Picard iterasyonuna indirgenir [45].

Ornek 3.13. X =[0,1] olmak iizere, Vx € [0,1] i¢in T:X » X, T(x) =1—x
doniistimiinii ele alalim. T genislemeyen bir donlisimdiir ve Fr = {%}’dir. Herhangi

birx, = a # %ve A= % noktasi i¢in (3.6) Krasnoselskij iterasyonu,
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1 1 1
xn = (1 - 5) xn_l + ETxn_l = E,

seklinde olup bu da G,%,%,%,---) dizisine karsilik gelir. Bu dizi a ¢% icin T

doniistimiiniin sabit noktasina yakinsar [46].

Tamim 3.34. (Mann Iterasyonu) X bir normlu uzay, K < X bos olmayan konveks

bir alt kiime, T: K — K bir doniisiim ve x, € K olmak iizere, Mann iterasyonu,
le+1 = (1 - an)xn + anTx‘n ) n= 011121 (37)

seklinde tanimlanir [19].
Burada {a,,}n=o, [0,1] araliginda bir kontrol dizisidir. Mann iterasyonunda, a,, = 4

(sabit) olarak alinirsa bu iterasyon Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir [47].

Ornek 3.14. X = E,O] kiimesi lzerinde T: X - X , Tx =§ olarak tanmimlanirsa

Mann iterasyonu bu doniisiimiin sabit noktasina yakinsar.

Tamm 3.35. (Ishikawa Iterasyonu) X bir normlu uzay, K € X bos olmayan
konveks bir alt kiime, T: K = K bir doniisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak iizere,

Ishikawa iterasyonu,

Xpt1 = (1 —ap)xy, + anTyy,
n=012-- (3.8)
Yo = A = Bp)xn + fnTx,
seklinde tanimlanir [48].
Burada {a,; };=0, {Bn}ne=o € [0,1] kontrol dizileridir.
(3.8) ile verilen iterasyonda B, = 0 alinirsa, bu iterasyon Mann iterasyonuna
indirgenir [48].
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Tamim 3.36. (Noor iterasyonu) X bir normlu uzay, K c X bos olmayan bir konveks
alt kiime, T: K — K bir doniisim ve x; € K keyfi bir nokta olmak iizere, Noor

iteasyonu,

I(xn+1 =1- an)xn + anTyn,

4 Yo =1 = B)xn + BTz, n=0,12,.. (3.9
Zn = (1 = vp)xn + vaTxy

seklinde tanimlanir [2].

Burada {a,} oo, {Brtmeo (¥ntmeo dizileri [0,1] arahiginda kontrol dizilerdir. (3.9)

ile verilen iterasyonda

a, =1, £, =0, ¥, = 0 icin Picard iterasyonuna indirgenir.

a, = A, B = 0, ve y,, = 0 alinirsa Krasnoselskij iteraayonuna indirgenir.

Bn = 0 ve y, = 0 alinirsa Mann iteasyonuna indirgenir.

¥n = 0 alinirsa Ishikawa iterasyonuna indirgenir.
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4. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde konveks minimizasyon probleminin ¢oziimii i¢in kullanilan
gradient projeksiyon algoritmasi, Xu’nun ortali doniisimler yaklasimi ile ele
alacaktir. Bu yaklasimin daha iyi anlasilmasi i¢in yaklasgimda bahsi gecen

kavramlar1 tanimlayalim. Bu boliim boyunca H bir reel Hilbert uzaymi gostersin.

4.1. Projeksiyon Déniisiim ve Ozellikleri

Tamm 4.1.1. (Metrik Projeksiyon) C, H’nin bostan farkli bir alt kiimesi ve x € H
olsun. Eger Vz € C i¢in ||y — x|| < ||z — x|| sartim1 saglayan bir y € C varsa y’ye
x’in C Tlzerindeki metrik izdisimi (metrik projeksiyonu) denir. y = Pcx ile
gosterilir. Yani, metrik projeksiyonu H’nin herhangi bir x elemanina C’deki en yakin
noktay1 bulur.

Eger Vx € H igin Pcx var ve tek ise P;.:H — C operatoriine projeksiyon (metrik
izdiisiim operatorti) denir.

Metrik izdiisiim tanimindan Vx € C i¢in, Pcx = x’dir.

Eger Vx ¢ C i¢in P;x izdiisiimii varsa Pcx € oC’dir.

Sekil 4.1 Metrik Projeksiyon [49].

Ornek 4.1.1. H = R ve C = [0,1] olsun. Po(=2) = 0, P.(3) = 1ve P, (%) = dir.

Yani,

23



4. MATERYAL VE YONTEM Asiye SUCU

0, x € (—,0)
Pcx =4 x, x €[0,1] ‘dir.
1, x€(1,00)

Teorem 4.1.1. C, H’nin kapal1 ve konveks alt kiimesi olsun. Bu durumda her x € H
igin, Pox vardir ve tektir (Varlik ve teklik i¢in C’nin kapali ve konveksligi yeter)
[49].

Bagka bir deyisle, H’den C {iizerine projeksiyon (en yakin nokta, metrik izdiisim
fonksiyonu) her bir x € H igin bir tek Pcx € C tanimlayan ve asagidaki ozelligi

saglayan fonksiyondur [28].
llx — Pex|| = inf{||x — yll:y € C}.

Sonug 4.1.1. X bir i¢ carpim uzayi, C, X’in tam ve konveks bir alt kiimesi olsun. Bu

durumda C, normu minimum olan bir vektor igerir [28].

Teorem 4.1.2. C, H’nin kapali ve konveks alt kiimesi x € H ve y € C olsun. Bu
durumda asagidakiler denktir.

a) y = Pcx,

b) (x —y,z—y) < 0’dir [49].

Ispat: @) > b) : y = Pcx , z € C ve 1 € (0,1) olmak iizere,
z; =y + A(z — y) olarak tanimlansin.
C konveks oldugundan z; € C oldugu agiktir.

a) sikki ve i¢ carpim ozelliginden,
llx = ylI? < llx = 17
=llx—y - Az -y)I?
= llx = ylI> = 24x = y,z — y) + 2*|lz — y|I?

yazilabilir. A € (0,1) oldugu goz Oniine alinirsa yukaridaki esitsizlikten,

A
(x—y,z=y)<Zllz—yl?
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bulunur. Buradan A — 0 i¢in b) sikki elde edilir.
b) = a) : i¢ carpim 6zelliginden ve b) kabuliinden, herhangi bir z € C icin,

lz=xl* =llz—y+y—x|?
=llz=yll?+lly —xl* + 2z y,y = x) > lly — x||?

elde edilir.
Bu son esitsizlik ve projeksiyon tanimindan,

ly — x||? < ||z — x||? yani, y = Pcx oldugu elde edilir.

Lemma4.1.1. x,y,z € H alalim. Bu durumda asagidakiler denktir.
a) (x-y,z-y)=<0,
b) (z—xy—x)=|ly — x|,
) llz=yl* =llz—xII* = lly — xlI?,
d) (z—x,z—y) = 0dir [49].

Teorem 4.1.3. C, H’nin kapal1 ve konveks alt kiimesi olsun. Vz € C igin asagidakiler
denktir.

a) y = Pex,

b) (v,z—y) = (x,z — y)’dir [49].

Sonug¢ 4.1.2. C, H’nin kapali ve konveks alt kiimesi olsun. P;: H — C projeksiyon
dontisiimii nonexpansie donisiimdiir [49].

spat: x,x* € H, y = P;x,y* = Pcx* olsun. Teorem 4.1.3.’den,
z—-y)=z(x,z—y) (4.1)

(yhz—y)=2(x",z—y") (4.2)

(4.1yda z = y*, (4.2)’de z = y alip taraf tarafa toplayip ardindan Schwarz esitsizligi

kullanilirsa,
IPcx —Pex*|I> = lly—y* I =y -y y—y) < (x—xy —y*)
< lx —x*|llly — y*l
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elde edilir. Buradan, ||y — y*|| < ||lx — x*|| yani ||Pcx — Pcx*|| < ||lx — x™|| olur.

Onerme 4.1.1. C, H’nin kapal1 ve konveks alt kiimesi olsun. Asagidakiler denktir.
a) llx — Pex|l = d(x, €),
b) Vy € C i¢in (x — Pcx, Pcx — y) = 0’dir [50].

4.2. Bazi Ozel Doniisiimler

T lineer olmayan bir doniisiim olsun. D(T), T’nin tamim kiimesi, R(T) de

T’nin deger kiimesi olsun. Bu takdirde asagidaki tanimlar1 verebiliriz:

Tanim 4.2.1. (Monoton Doéniisiim) V x,y € D(T) icin,
(Tx—Ty,x—y)=0

ise T’ye monoton doniisiim denir [51].

Ornek 4.2.1. H = R, C = [0,1] olmak iizere, T: C — C bir doniisiim olsun.

Tx = x3i olarak alalim. T monotondur. Ciinkii;

_x+2 y+2 _ X+2-y-2 _ _ ﬂz
(Tx—Tyx—y)= T——,x—y)— 2 (x y)—(s) >0

olur.

Tanim 4.2.2. (Kesin Monoton Doniisiim) V x,y € D(T),x # y 1i¢in,
(Tx—Ty,x—y)>0
ise T’ye kesin monoton (strictly monotone) doniisiim denir [32].

Ornek 4.2.2. H =R, C = [0,1] olmak iizere, T: C — C bir doniisiim olsun.

Tx = xgi olarak alalim. T kesin monotondur.
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Tamim 4.2.3. (B-kuvvetli Monoton Doniisiim) V x,y € D(T),x #y igin,

(Tx—=Ty,x—y)=Bllx—yll?

olacak sekilde B >0 sayist varsa T’ye [ — kuvvetli monoton (S —strongly

monotone) doniisiim denir [51].

Ornek 4.2.3. H = R, C = [0,1] olmak iizere, T: C = C bir doniigiim olsun.

T x = 7x olarak alalim.

(Tx—Ty)x—y)=Tx=7y)(x—y) =7x—y)?
oldugundan, V x,y € C i¢in, (Tx — T y)(x —y) = 7(x — y)?°dir. O halde T, 7—

kuvvetli monotondur.

Tamim 4.2.4. (v -ters Kuvvetli Monoton Déniisiim) V x,y € D(T) ig¢in,
(Tx=Tyx—y)=vlTx =Tyl

olacak sekilde v > 0 sayisi varsa T’ye v — ters kuvvetli monoton (v —inverse

strongly monotone) doniisiim denir [51]. Bu ifade v — tkm seklinde kisaltilacaktir.

Ornek 4.24. H =R, C = [0,1] olmak iizere, T:[0,1] = R bir doniisiim olsun.

T x = 2x + 3 olarak alalim.

(Tx—-Ty,x—y)=2x+3-2y—-3,x—y)=2(x—y)? = 4v(x — y)?

esitsizligi v = % icin saglanir. O halde T, v = % — ters kuvvetli monotondur.

Onerme 4.2.1. C, H’nin kapali ve konveks alt kiimesi ve ¢:C — H bir v — tkm
olsun. 0 < s < 2v igin I — s ¢ bir genislemeyen doniisiimdiir [52].
Ispat: Her vV x,y € C igin,

(I —s@)x—U—-5s@yl* = llx — ylI* — 2s{(px — @y, x — y) + s*|lox — @y||?
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< llx = ylI* = 2svllox — @yll* + s*llox — @ylI*
= |lx — ylI*> — s(2v — s)llox — @ylI?
<|lx —yll?

oldugundan, I — s ¢ bir genislemeyen doniistimdiir.

Tamim 4.2.5. (Firmly Genislemeyen Doniisiim) 7: H — H bir doniisiim olsun. Eger

2T — I dontisiimii genislemeyen doniisiim ise veya denk olarak her x,y € H igin,
(x —y,Tx = Ty) = [Tx — Ty||?

oluyorsa T firmly genislemeyen doniisiimdiir denir. Eger T firmly genislemeyen
dontigtim ise T = %(1 + S) olacak sekilde S:H — H bir genislemeyen doniisiimii

vardir [1]. Ciinki,
T:%(1+S)=>2T—I = S’dur.

Ornek 4.2.5. Projeksiyon doniisiimler firmly genislemeyen déniisiimdiir [50].

Gergekten, Vx,y € H i¢in,
(x —y,Pcx — Pcy) = (x — Pcx,Pcx — Pcy) + (Pcx — Pcy, Pcx — Pcy)

+(Pcy —y,Pcx — Pcy)

yazabiriz. Onerme 4.1.1.’den,
(x — Pex, Pcx — Pcy) = 0 ve (Pcy — y, Pcx — Pcy) = 0°dir. Boylece,
(x —y,Pcx — Pcy) = (Pcx — Pcy, Pcx — Pey)=|Pcx — Peyll?

olur.
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Tamm 4.2.6. (a¢ —Ortalh Doniisiim) 7:H — H bir dontsim olsun. Eger T
dontistimii, I 6zdes doniisim ve bir genislemeyen doniisiimiin ortalamasi olarak
yazilabilirse yani, « € (0,1), S: H = H genislemeyen doniisiim olmak iizere,

T=0-a)+asS

seklinde yazilabilirse T’ye a — ortali doniisiim denir [1].

Ornek 4.2.6. C, H’nin kapali ve konveks alt kiimesi, P, firmly genislemeyen

doniisiim oldugundan,

1,1 1 1 1 A
Pe=-1+ ES = (1 - E)I + ES olup P, i ortali doniistimdiir [1].

Onerme 4.2.2. S:H —» H,T:H — H,V:H — H déniisiimleri i¢in,
a) T=AQ—-a)S+aV, a€(0,1) ve S ortali ve V genislemeyen doniisiim
olsun. Bu durumda T ortal1 doniisimdyiir.
b) T firmly genislemeyen doniisimdiir < [ — T bir genislemeyen doniistimdiir.
c) T=A—-a)S+aV, a€(0,1), S firmly genislemeyen doniisim ve V
genislemeyen dontisiim ise bu durumda T ortalidir.

d) Sonlu sayida ortali déniisiimiin bileskesi de ortalidir. Ozellikle,

Ty, a, — ortali ve T,, a, — ortali olsun. Bu takdirde,

T\T,, @ = a; + a, — ay.a, ortali olur ([13],[53]).

Uyar1 4.2.1.
a) T genislemeyen doniistim ise, I — T monotondur.

b) P projeksiyonu 1 — tkm’dir [1].

Onerme 4.2.3.
a) T genislemeyen donilisimdir < [ — T, % — tkm’dir.

b) T,v —tkm isey > 0 igin yT, :—/— tkm’dr.
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¢) T, ortadir & v >~ igin I — T, v — tkm’dir. Gergekten de her a € (0,1)

igin T, & — ortaldir & [ — T, —— — tkm’dir ([13],[54]).

4.3. Varyasyonel Esitsizlik Problemi ve Sabit Nokta Denklemi Olarak Yazilmasi

Tamm 4.3.1. (Varyasyonel Esitsizlik Problemi) C, H’nin bostan farkli kapali ve
konveks bir alt kiimesi olmak {izere F:C — H fonksiyonu verilsin. Vx € C igin,
(F(x*),x —x*) = 0 olacak sekilde bir x* € C bulma problemine varyasyonel

esitsizlik problemi denir ve VI(F, C) ile gosterilir.

Ornek 4.3.1. C = [0,1] olmak iizere, F: C — R fonksiyonunu F(x) = 5x seklinde

tanimlayalim. Bu durumda her x € [0,1] igin,
F(x")(x—x") =5x"(x—x") =0

varyasyonel esitsizliginin ¢6zimii x* = 0 noktasidir.

Teorem 4.3.1. C, H’nin kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. Bu durumda x* € C,
VI(F, C)’nin bir ¢dziimiidiir ancak ve ancak herhangi bir 4 > 0 i¢in P-(I — AF)’nin

bir sabit noktasidir. Yani,

x* = Po(x* — AF (x*)) dir.

spat: x*, VI(F, C)’nin bir ¢6ziimii olsun. Yani, Vx € C igin,
(Fx*,x — x*) = 0 olsun. Bu esitsizligin her iki tarafint —A < 0 ile garparak ve her

iki tarafina (x*, x — x*) ekleyerek,
(x",x —x*) = (x*—AF(x*),x —x*),Vx € C
elde edilir. Teorem 4.1.3.’den x* = P.(x* — AF(x*)) oldugu goriiliir. Tersine A > 0

i¢in, x* = Po(x* — AF(x™)) olsun. Bu durumda,
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(x5 x—=x*)y=>(x*—AF(x*),x —x*), Vx €C

olur. Buradan da Vy € C igin (F(x™),y — x*) = 0 oldugu elde edilir.

Teorem 4.3.2. F, C lizerinde tanimli kesin monoton bir operatdr olsun. Bu durumda
VI(C, F)’nin bir ¢6ziimii varsa tektir [50].
Ispat: x; ve x, birbirinden farkl iki ¢6ziim olsun. Bu durumda her x € C igin x; ve

X, sirastyla,

(F(x1),x —x1) =0 (4.3)
ve
(F(x2),x —x3) 2 0 (4.4)

esitsizliklerini saglar. (4.3) ve (4.4) esitsizliklerinde x yerine sirasiyla x, ve x;

yazilirsa,
(F(xq) — F(x3),x; —x1) =0

elde edilir. Fakat bu esitsizlik kesin monotonluk tanimiyla ¢elisir. Dolayisiyla

X1 = xz’dil’.

4.4. Minimizasyon Probleminin Sabit Nokta Denklemi Olarak ifade Edilmesi

Bu boéliimde, (2.1) minimizasyon probleminin varyasyonel esitsizlik yardimiyla

bir sabit nokta denklemi olarak yazilabilecegini gosterelim.

Tamim 4.4.1. (Fréchet Diferansiyellenebilme) f: H — R fonksiyonu igin,

[fCAN-FO-N _
Iyl

limyy) -0

olacak sekilde j € H varsa j elemani f’nin x’teki Fréchet diferansiyeli olan Vf

olarak tanimlanir [32].
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Uyar1 4.4.1. Eger H = R ise bu durumda Fréchet tiirevi klasik

f/(x) — limy_,o f(x+32—f(x)

tirevidir.

Ornek 4.4.1 f:R? > R doniisimii f(x) = x2 + x2 olsun. Bu durumda f£’nin

Fréchet tirevi,

Vf = (2x4, 2x,) olarak bulunur.

Onerme 4.4.1. C kiimesi, bir X i¢ carpim uzaymin konveks bir alt kiimesi olsun ve
f: C = R fonksiyonu diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

her x,y € C igin, f konvekstir ancak ve ancak f(y) — f(x) = (Vf(x),y — x)’dir
[50].

Onerme 4.4.2. (2.1) minimizasyon probleminin en az bir ¢oziimii olsun. x* € C ve
y > 0 olsun. Asagidakiler denktir.
) x*, (2.1) minimizasyon probleminin bir ¢oziimiidiir.
i) x*, ayn1 zamanda asagidaki varyasyonel esitsizlik probleminin de bir
¢Ozimudiir:
(Vf(x*),x —x*)=0,VxeC

Yani, x*, VI(Vf, C)’nin bir ¢6ziimiidiir.

iii)  Pc(I—=yVf):C - C donisiimiiniin sabit noktast x*’dir, yani

x* = Pc(x* — ny(x*))

dir [50].
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Ispat: Once i) ve ii)’nin birbirine denk oldugunu gosterelim. x* minimizasyon
probleminin bir ¢6ziimii olsun. Her t € [0,1] i¢in, g(t) = f(x" +t(x —x))
seklinde bir fonksiyon tamimlayalim. g(t) fonksiyonu t = 0 da minimum degerini
alir. Bu durumda, g'(0) = 0°dir. g'(0) = (Vf(x*),x — x*) oldugundan
(VFf(x*),x —x*) = 0’dir. Yani, x*, VI(Vf, C)’nin bir ¢éziimudiir.

Diger yandan f konveks bir fonksiyon oldugundan Onerme 4.4.1. geregince

her x € C igin,

fO) = fOx) +(Vf(x),x —x7)

yazariz. (Vf(x*),x — x*) = 0 oldugu kabuliinden f(x) = f(x*) elde edilir. Yani x*,
f fonksiyonunun bir minimum noktasidir.

i) ve iii)’nin denkligini Terorem 4.3.1.’de F yerine Vf alarak goriiriiz.
4.5. Gradient Projeksiyon Algoritmasi

Bu boliimde (2.1) minimizasyon probleminin ¢oziimlerinin kiimesi olan S
@den farkli olsun.

Minimizasyon probleminin ¢oziimlerinin T := P (I — yVf) doniisiimiiniin sabit
noktalar1 ile olan iligkisi, minimizasyon problemini ¢6zmek igin, gradient

projeksiyon algoritmasi (GPA) olarak adlandirilan

Xn+1 = Pe(on — v Vf (x)), n=0,1,2, ... (4.5)

sabit nokta iterasyon yonteminin giiclii bir arag olarak g6z oniine alinmasina yol acar.
Bu iligki g6z oniine alindiginda, T := P-(I — yVf) doniisiimiiniin tagiyacagi hangi

ozelliklere gore bu ¢oziime nasil yaklasilacagini bilmek kiymetlidir.
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4.5.1. Minimizasyon Probleminin Coziimiine GPA’nin Giiclii Yakinsakhgi

Onerme 4.5.1.1. Vf, L —Lipschitzian ve 8 — kuvvetli monoton olsun. y > 0 olmak

tizere, T =T,: Pc(I1—yVf)olsun. 0 <y < ZL—f icin T bir daraltan doniistimdiir.

Daha acik bir ifadeyle; V x,y € H igin T = \/1 —v(2B —yL?) < 1 olmak lizere,

ITx = Tyll < zllx — yldir [5].

Ispat: V x,y € C icin,

ITx = Tyll? = | (A= yV)x = Pc(I—yV )yl

< A=yVHx— A=yV)yll?

< |lx = ylI> = 2v(Vf (%) = Vf(y), x =) + Y2IIVF(x) = VFD)II?

< llx = ¥lI> = 2yBllx — yII* + y2L2|lx — ¥l

= (1-y@2B —yL?))lx — ylI?

oldugundan T, \/ 1 —y(2B — yL?) < 1 igin bir daraltan doniisiim olur.

Teorem 4.5.1.1. Vf, L —Lipschitzian ve § — kuvvetli monoton olsun. y,, dizisi igin,

0 < lim,,_, infy, <lim,,_ supy, < i—f (4.6)
oldugunu varsayalim. Bu durumda, (4.5) ile verilen GPA, minimizasyon probleminin
bir tek ¢oziimiine kuvvetli yakinsar [5].

Ispat: V£, B — kuvvetli monoton oldugundan, ayni zamanda kesin monotondur.
Teorem 4.3.2. geregince VI(Vf,C) nin ¢oziimii tektir. Onerme 4.4.2. geregince bu

¢ozim T =T, : Pc(1 — y,Vf)’ nin bir tek sabit noktasi olur.
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(4.6) varsayimindan her n > N i¢in,

2P
0<a£9<L—2 vea <y, <60

olacak sekilde bir N dogal say1s1 vardir.

h =maxge, <py 1 —y(28 —yL?) dersek, 0 < h < 1°dir ve her n > N igin

0< \/1 - Yn(zﬁ - Van) <h
olur.

Bir onceki 6nermeden T =T, : Pc(I—y,Vf) bir daraltan doniisiimdiir. Banach
contraction teoremi geregince (4.5) ile iiretilen GPA, T’nin bir tek sabit noktasina

yakinsar.
4.5.2. Minimizasyon Probleminin Coziimiine GPA’nin Zayif Yakinsamasi

Yukaridaki bilgiler 1s18inda, eger Vf bir Lipschitzian doniisiim olup fakat S-
kuvvetli monoton bir doniisiim degilse, bu durumda T := P;(I — yVf) doniisimii
her zaman bir daraltan donisiim olmaz. Asagida uygun sartlart tasiyan pozitif y
sayist ve Vf dontsimi i¢in T := P.(I — yVf) doniisiimiiniin bir genislemeyen
doniisiim oldugu ifade edilmistir. Ardindan, GPA’nin minimizasyon probleminin bir

¢Ozlimiine zay1f yakinsadigi Xu’nun ortali doniistimler yaklagimiyla gosterilmistir.

Onerme 4.52.1. f:C - R fonksiyonu f Fréchet diferansiyellenebilir fonksiyon

olsun. Eger Vf bir L -Lipschitzian doniisiim ise Vf ayni1 zamanda % — tkm’dir [55].

Sonu¢ 4521 0<y< %olsun. Onerme 4.5.2.1. ve Onerme 4.2.1.’den dolay1

T := P;(1—yVf) bir genislemeyen doniisiimdiir.

Lemma 4.5.2.1. Vx,y € H ve A € [0,1] i¢in asagidaki esitlik gecerlidir.
1Ax + (1 = Dyll? = Allxll* + (1 = Dllyll* = 21 = Dllx = ylI? (4.7)

olur [36].
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Lemma 4.5.2.2. (Demiclosedness Prensibi) C, H’nin kapali ve konveks bir alt
kiimesi, T:C = C bir genislemeyen donisim ve Fr # @ olsun. Eger C’de bir
{xn}n=o dizisi x’e zayif yakimsiyor ve (I —T)x, bir y’ye giiclii yakimnsiyorsa bu
takdirde,

(I1—T)x = y’dir. Ozellikle y = 0 ise x € Fy olur [56].

Lemma 4.5.2.3. C c H kapali ve konveks bir kiime olsun ve H’de bir {x,},—, dizisi
asagidaki sartlari saglasin.

i) Vx € C igin lim ||x,, — x|| mevcuttur,
n—oo

i) {x; ;e dizisinin zayif yakinsak alt dizilerinin limitlerinin kiimesi
wy, (x,): = {x: Axy, = x} c C olsun.

Bu takdirde {x;,}n-, dizisi C’de bir noktaya zayif yakinsar [57].

Teorem 4.5.2.1. (2.1) ile verilen konveks minimizasyon probleminin ¢dziimii var

olsun ve S bu problemin tiim ¢6ziimlerinin kiimesini gostersin, Vf Lipschitz sartini
saglasin. {y,}m=o parametreler dizisi i¢in 0 < lim,_, infy, < lim,_. supy, <%

saglansin. Bu takdirde GPA algoritmasi (2.1)’in bir ¢6ziimiine zayif yakinsar [5].

Ispat: Onerme 4.4.2.°den x*, (2.1) minimizasyon probleminin bir ¢oziimiidiir ancak
ve ancak x* = P(x* — yVf(x*)) dur.
O0<a=<sy, <0< % oldugunu kabul edelim.

Vf, L —Lipschitzian oldugundan her x,y € C igin,

IVFC) = VE)II? < L2lx — ylI?

dir.

Onerme 4.5.2.1.den V£, %— tkm'dir. Onerme 4.2.3. b)’den yVf, yiL — tkm’dir.
Onerme 4.2.3. ¢)’den yVf, y—lL — tkm oldugundan I — yVf, % — ortalidir.

P.:’nin %—ortah doniisiim oldugunu biliyoruz. P, % — ortali ve [ — yVf, VZ—L —ortal

oldugundan Onerme 4.2.2. d)’yi kullanarak P.(I — yVf) déniisiimiiniin
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1 YL yL _ 2+yL

2 2 4 4

ortali oldugunu elde ederiz. 0 <y < % olmak iizere, P.(I — yVf)

dontistimii bir ortal1 doniisiim oldugundan,

2+YyL 2+yL
P —yVf) = (1-22 )1+ 227

olacak sekilde bir T: H - H genislemeyen doniisiim vardir. Yani, 0 <y < % olmak
lizere,

Pc(I —yVf) = (1 - (“4“))1 + 22 dr,

Boylece her bir n i¢in T,, doniisiimleri genislemeyen doniisiim olmak tizere,

2 — ynlL 2+ y,L
PC(I_Van)=( I )I+ I T
4 4
olur. a; = 2+4aL, 6, = 2+49L, 0<a<sy, <6< % olmak tizere, 5, = # diyelim.
Bn € [ay,60;] € (0,1) dir. Bu durumda,
Pc(I - anf) == B+ pnTy (4.8)

yazilabilir.

(4.8) kullanilarak, (2.3) ile verilen GPA algoritmas1 asagidaki sekilde yazilir:

Xne1 = Pc(I— anf)xn =[(1- Bl + ﬁnTn]xn
=1 = BI(xp) + BnTr(xn) = (1 = Bp)xn + BnTrxy.

Herhangi bir x* € S i¢in T,,x* = x™’dur.
Simdi {||x,, — x*||};r=0 dizisinin limitinin mevcut oldugunu gosterelim. Her bir n igin
T,, donilistimlerinin genislemeyen donilisiim oldugunu kullanarak, Lemma 4.5.2.1.

yardimiyla,

341 — 1% = I[(1 = B)I + BuTplxn, — x7|I?
= ”(1 - ﬁn)xn + ﬁnTnxn - x*”2

=[1(1 - ﬁn)xn + BnTnxn — (1= B + ﬁn)x*llz
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=11 = Br)xn + BnTnxn — (1 = Brp)x™ — Brx”|I?

=12 = Br) (e — x7) + Bu(Trxy — x|

=1 = Bllxn = x"II? + Bull Toxn — x7II?

—=Bn(1 = B)llxn — Tpxnll?

= (1 = Bllxn = x"II? + Bl Taxn — Tpx"II?

—=Bn(1 = B)llxn — Tpxnll?

< (@ = Bllxn = x7NI% + Bullaey — 7112 = Bn (1 = Bo)llxtn — T l?
= [lxtn = 7117 = B (1 = B llxn — TnxplI? (4.9)

oldugu goriiliir. (4.9)’dan |[x,.1 — x*||? < llx, — x*||> oldugu elde edilir. Yani,
{llxe1 — x*||}Im=o dizisi artmayan bir dizidir.
Dolayisiyla Vx* € S igin, lim,,_,||x, — x*|| limiti mevcuttur. Bu durumda Lemma

4.5.2.3. 1) sart1 saglanmis olur.
(4.9)’den,

1
Bn(1=Bn)

1Gen = T II? = (e = %7117 = lltnes — x*11%)

1
T a1(1-61)

(e = %117 = lltnes — %" 11%)

elde edilir.

lim [lx, — x*[|> = lim [|x,44 — x*[|?
n—-oo n—-oo

oldugundan,

limn—mo”xn - Tnxn” =0
oldugu goriiliir. Ayrica,
”xn+1 - xn” = ”[(1 - ﬁn)xn + ﬁnTnxn] - xn”

= ”_ﬁnxn + ﬁnTnxn” = ﬁn”xn - Tnxn” < blllxn - Tnxn”
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esitsizligi yardimiyla,
limy, o0 [l2n 41 — Xl = 0 (4.10)

elde edilir.
Simdi, w,,(x,) € S oldugunu gosterelim:

X € wy,(x,) alalm. Bu durumda, {x,}y=, dizisinin X’a zayif yakinsayan bir

{xnj} alt dizisi vardir. Yn; =V oldugunu varsayalim. Bu durumda, 0 <y <%
j=0

“dir.

T = P.(I — yVf) diyelim. Sonug 4.5.2.1.’den T genislemeyen déniisiimdiir. Ucgen

esitsizligi yardimiyla,

”xn]. - Txnl.” = |xnj = Txnj — X, T Xnj,,

< (|xn. —x + |9an.+1 - Txnj”

j Mjt1

< xnj_xnj+1 + |PC (I_anvf)xnj_PC(I_ny)xnj”

IA

Xng = Xy || T Vny T V| ”Vf (x"j)”

INA

xnj - xnj+1 + M |YH] - )/| (411)
elde edilir.

=0 ve

(4.11) esitsizliginin her iki tarafimin limiti alinip lim;_e ”xnj — Xn,,,

lim;_, e, |yn]. - y| = 0 oldugu kullanilarak, lim ”xnj — Txp, ” = 0 elde edilir.

j—ooo

Demiclosedness prensibinden, X € Fr sonucuna varilir. Fr-=S oldugundan,
X € S’dir. Ayrica, Lemma 3.1.’den, Fr kapali ve konveks bir kiimedir. Vx* € S i¢in
lim,,_, || 2;, — x*|| limiti mevcuttur ve w,, (x,,) < S oldugundan, Lemma 4.5.2.3.’den

{xn}n=o S’deki bir noktaya zayif yakinsar.
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4.6. SFP icin GPA’ min Uygulanmasi

C ve Q sirasiyla H; ve H, Hilbert uzayinin bostan farkli kapali ve konveks alt

kiimesi olsun ve A: H; — H, sinirl bir lineer operator olsun. SFP,

x€CveAx € Q (4.12)

Ozelligini saglayan bir x noktasi bulma problemi olarak formiile edilir. SFP’nin
¢oziimlerinin kiimesini T = {xeC:AxeQ } = C N A™1Q ile gosterelim. Uygunluk
agisindan, I''nin kapali ve konveks oldugunu kabul edelim.

Simdi SFP’ye GPA uygulamak amaciyla SFP’nin bir minimizasyon problemi
olarak nasil ifade edildigini gorelim:
Aciktir ki xel’ olmasi, bazi q € Q i¢cin, Ax — q = 0 olacak sekilde x € C oldugu

anlamma gelir. Bu da d(Ax,q) = ||Ax —q|| wuzaklik fonksiyonunun ve

. 1 2 r .. .. .
min = ||Ax — PQAx” minimizasyon probleminin géz 6niine alinmasina yol agar.
x€C,qeQ 2

Eger q € Q ya gore minimize edilirse bu durumda,
: 1 2
min,ec f(x): = > ||Ax - PQAx” (4.13)

minimizasyon problemi elde edilir.

f fonksiyonu siirekli diferansiyellenebilirdir ve Vfx = A" (I - PQ)Ax‘dir. (I - PQ)
dontisimiiniin firmly genislemeyen doniisiim oldugunu kullanarak, her x,y € C i¢in
IVfx — Vfyll < ||A]1%]lx — yl| esitsizligini elde edilir. Bu esitsizlikten V/f nin bir
|A]|? — Lipschitzian déniisiim oldugu sonucu ¢ikar [17].

SFP’nin  minimizasyon problemi olarak ifade edilebilmesi SFP i¢in GPA’nin

kullanilmasina olanak saglamistir.

2

Byrne [13], (4.12) ile verilen SFP’yi ¢b6zme amaciyla 0 < 1 < ME olmak
tizere asagidaki sekilde tanimlanan CQ algoritmasini tanimladi:
Xn+1 = Pc(I — 247(1 = Py)A)x,, n =0,1,2, ... (4.14)
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2
llAll?

Teorem 4.6.1. SFP’nin ¢6ziimlii oldugunu varsayalim. Eger 0 < A1 < ise (4.14)
ile tiretilen CQ algoritmasi SFP’nin bir ¢6zlimiine zayif yakinsar [13].

Ispat : Vf = A*(I — Py)A doniisiimiiniin [|4||* —Lipschitzian déniisiim oldugunu
g6z Oniine alarak Teorem 4.5.2.1°den CQ algoritmasinin SFP’nin bir ¢dziimiine zayif

yakinsadigini goriiriiz.
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5. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliim boyunca H bir reel Hilbert uzayini, C onun kapali ve konveks bir
alt kiimesini gostersin. Ayrica f:C — R konveks bir fonksiyon olsun. Tezin bu
bolimiinde, konveks bir f:C - R  fonksiyonunu minimum yapan degerlere
yaklasmak amaciyla yeni bir gradient projeksiyon algoritmasinin zayif yakinsaklig
incelenecektir. Burada goz oniine alinan fonksiyonun Vf gradienti L —Lipschitzian
bir doniisiim olup kuvvetli monoton olmayan bir doniisiimdiir. Onerdigimiz bu yeni
algoritmada, kuvvetli monoton olan bir genislemeyen doniisiim yardimiyla
varyasyonel esitsizliklerin yaklasik ¢oziimlerinin elde edilmesi amaciyla tanimlanan
Noor iterasyonu [2] kullanild.

Bu yeni gradient projeksiyon algoritmasi asagidaki gibi tanimlanir:

(Xn+1 = (1 r an)xn + anPC(I - ynvf)yn:

Yo = (1 = bp)x, + bpPc(I — v, Vf)zZy, n=012,.. (5.1)
I
k Zp = (1 = cp)xp + cuPc( — ¥V )xp.
Bu algoritmanin (2.1) probleminin bir ¢dziimiine zayif yakinsak oldugu Xu’nun
ortali doniisiimler yaklasimiyla gosterilecektir. Ayrica sonsuz boyutlu bir Hilbert

uzayinda ornek vererek, (2.1) algoritmasinin zayif yakinsakligi agiklanacaktir. Son

olarak (2.1) algoritmasi SFP’ye uygulanacaktir.
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Teorem 5.1. (2.1) minimizasyon probleminin ¢oziilebilir ve f’nin Vf gradientinin

L > 0 sabiti ile L —Lipschitzian oldugunu varsayalim. {a,;}pm=o, {Pntmeo V€ {Cnlneo
dizileri [0,1] araliginda ve {y,,}n=o dizisi (O, %) araliginda asagidaki sartlar1 saglayan

diziler olmak tizere, {x, }n-o , Xo € C ile tiretilen (5.1) iterasyon dizisi olsun.

2
2+ynlL

(CD b, (1+c¢c,y <

(C2) 0 < liminf, o ¥y < limsup,oe ¥Vn < % ,

(C3) 0 < liminfa, <limsupa, < 1.

Bu takdirde, {x;,,}n=, dizisi (2.1) probleminin bir ¢dziimiine zayif yakinsar.

Ispat: Tezin 4. boliimiinde bahsedildidigi iizere x* € C’nin (2.1) minimizasyon
problemini ¢ozmesi igin gerek ve yeter sart y,, > 0 herhangi bir pozitif say1 olmak
uzere,

x* = Pe(x* — ¥, Vf(x")) olmasidir. Xu’nun ortali doniistimler yaklasimiyla her bir
n i¢in, T;, geniglemeyen donlisimve 0 < a <y, <60 < %,

__ 2+ynl
4

__ 2+al __2+0L

€ [alﬁel] c (0'1)! a, = Ti 61 -

< 1 olmak uzere,

Bn

PC(I - anf) =(1- ,Bn)l + BTy

oldugu 4.boliimde agiklanmistir. (5.1) iterasyon dizisini Xu’nun yaklagimiyla,

Xpi1 = (1 —ap)x, + an[(l — Br)yn + ﬁnTnyn]'
Yn = (1 - bn)xn + bn[(l - ﬁn)zn + ﬁnTnzn]' n=0,12,.. (5-2)
k Zp = (1- Cn)xn + Cn[(l - ﬁn)xn + ﬁnTnxn]

seklinde yazabiliriz.
Teorem 4.5.2.1.’den herhangi bir x* € S i¢in, T,x* = x* olduguna dikkat ederek ve

her bir n igin T;,’in genislemeyen doniisiim oldugunu kullanarak,
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Xn+1 = 2711 = (1 = ap)xn + an[(1 = Br)yn + BrToynl — x|
< (= apllxn = x7|l + anll(X = Br)yn + BuTnyn — X7l
< (1 =a)llxn = %7l + an(X = B llyn = 27| + @nBnllToyn — %7l
< (A =ap)llxn = x|l + an (X = B)llyn = x"[l + anBnllyn — 7|l

= (1 —an)llxy — "Il + apllyn — x| (5.3)

[y = X1l = (X = bp)xn + byp[(1 = Br)zy + BrpTozn] — 7|
< (X =b)llxn = 27| + bull(X = Br)zn + B Tozn — x|
< (@ = b)llxn = 7| + bu(1 = Bz — X7 || + by Byl Tz, — 7l
< (1= b)llxn = 27| + by (1 = Bz — x7|| + bnBullzn — x7||

= (1 = bp)llxn = x"|| + byllzy, — x| (5.4)

1z — 2"l = [[(X = cn)xn + ol (1 = Brxn + BpTnxn] — x|

= 11 = caBr)xn + cnPnTnXy — X7

< (1 = enBllxy = x|l + cpBullToxn — x7|]

< (1= cuB)lln = %'l + cobiullen — ¥

= Il = ¥l (55)
esitsizlikleri elde edilir.
(5.5)’1 (5.4)’de yerine yazarak,
lyn — 2"l < ll2xp, — x7|] (5.6)
esitsizligi elde edilir.

(5.6)’y1 (5.3)’de kullanarak,

41 = 7| < |l — x| (5.7)

esitsizligini buluruz.
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Buradan {||x,4+1 — x*||};m=o dizisi sinirli ve artmayan bir dizidir. Dolayisiyla,
Vx* € Sigin lim,_||x,+1 —x*[| mevcuttur. (5.8)
Simdi {||x;, — Tpnxnll}neo  dizisinin limitini arastiralm. Her bir n igin T;,’in
genislemeyen doniisiim oldugunu kullanarak,
”xn - Tnxn” < ”Tnxn - Tnyn” + ”Tnyn - yn” + “yn - xn”

< zllyn - xn” + ”Tnyn - yn” (59)

elde edilir. Ayrica, her bir n igin,

”yn - xn” = ”(1 - bn)xn + bn[(l - ﬁn)Zn + ﬁnTnzn] - xn”

= bn”xn - (1 - Bn)zn - BnTnZn”

< bn(l - ﬁn)”xn - Zn” + bnﬁn”Tnzn - xn” (5-10)
”xn - Zn” = ”xn - [(1 - Cnﬁn)xn i CanTnxn]”

= Cnﬁn”xn - Tnxn” (5-11)
”Tnzn - xn” < “Tnzn - Zn” + ”Zn - xn” (512)
ve
”TnZn - Zn” = ”TnZn - (1 - Cnﬁn)xn - CnﬁnTnxn”

< (1 - Cnﬁn)”TnZn - xn” + Cnﬁn”xn - Zn” (5-13)

dir.

(5.13) ve (5.11)’i, (5.12) esitsizliginde yerine koyarsak,

”Tnzn - xn” < (1 + Cnﬁn)”xn - Tnxn” (5-14)

oldugu goriiliir.

(5.14) ve (5.11) esitsizlikleri (5.10)’da kullanilirsa,

”yn - xn” < bn(l - .Bn)cn,Bn”xn - Tnxn” + bnﬁn(l + Cn.Bn)”xn - Tnxn”
= (bn - bnﬁn)cnﬁn”xn - Tnxn” + (bn.Bn + bncnﬁnz)”xn - Tnxn”
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= ([bucnBn = bncnBn’] + [buBn + bacnBn”|)lIxn — Tuxnll

= [bncnBn + buPnlllxn — Tnxall

= bnBn(1 + cp)llxy — Tyl (5.15)
elde edilir.
(5.15)’i (5.9)’da yerine koyarak,
I, = Tnxnll < 2bpBn(1 + cp)llxn — Toxnll + [IT0yn — yaull,

= [1 - anﬁn(l + Cn)]”xn - Tnxn” < ”Tnyn - yn”

1

—_ < _

”Tnyn - yn” (516)

elde edilir.

Lemma 4.5.2.1. yardimiyla,

lne1 = x"11% = 12 = an)xn + @nl(1 = B)yn + BnTnyn] — x*II?
= (1= a)llxn = x> + anll(1 = B)yn + BnTnyn — x"II?
—an(1 = a) (1 = B)yn + BuTndn — xall?
< (1= a)llxn = %"l + anll(1 = B)yn + BnTnyn — x*II?
=1 = allxn = "I + anl(@ = B)llyn — x"112 + Bull Tnyn — X711
—Bn(1 = B llyn — Tuyull?]
< (= a)llxn = "1 + an(1 = B llyn — x"1I* + anBallyn — x7II?
=B (1 = B)llyn — Toynll®
< (1= allxn = x"II? + anllyn — x*II?
=@nfn(1 = B llyn — Todnll? (5.17)

elde edilir.
(5.6)’y1 (5.17)’de kullanarak,

an(1 = Br)Ballyn — Tayull® < llxn — x*11? = llxp4q — x7|I? (5.18)
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elde edilir.
(5.18)’den,
1 " .
1y = Tuynll® < an(1—Bn)fn (loen = 27112 = lltng1 — x*11%)
1 . i
< o Ul = 2712 = s — 2711 (5.19)
elde edilir.

(C3) sartindan ¢, d € (0,1] olmak iizere,
0<c<a,<d<1

yazabiliriz. Buradan,

“yn - nynllz < m(”xn F x*”2 - ”xn+1 2 x*llz) (520)
elde ederiz.

(5.20)’da her iki tarafin limitini alirsak,

limy,Soollyn — Tuynll = 0 (5.21)

elde edilir.
(5.16)’da her iki tarafin limitini alip (5.21)’i de burda kullanirsak,

lim, ||, — Txyll = 0 (5.22)

olur. Ayrica (5.22)’den,

limn—mo”yn - xn” =0
(5.23)

elde edilir.

Ucgen esitsizligi yardimiyla,

”xn+1 - xn” = ”[(1 - an)xn + an[(l - .Bn)yn + .BnTnyn]] - xn”

= an”(1 - ﬁn)yn + ﬁnTnyn - xn”
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< an(1 = Bllyn — xull + anBnllTnyn — xnll

< an(1 = Bllyn = xull + anBnllTuyn — yull + anBnllyn — xxll

= apllxn = Ynll + anBullTyn — wall (5.24)
oldugu goriiliir.
(5.24)’de limit alinip (5.21) ve (5.23) kullanilirsa,
limp oo [|Xp41 = xnll = 0 (5.25)

elde edilir.
Simdi {x,}5=, dizisi i¢in w,,(x,) € S oldugunu gosterelim. Bunun i¢in Lemma
4.5.2.3.’1n i) sartin1 saglatacagiz.

x" € wy,(x,) olsun. x" € S oldugunu gosterelim.

[ee)

x' € W, () ise Xy, = x' olacak sekilde {x,}, dizisinin bir {xnj}j=0 alt dizisi

vardir.
¥Yn; =¥ oldugunu varsayalim. Bu durumda, 0 <y < %’dir. T = Pc(I1 —yVf)

diyelim. Sonug 4.5.2.1.’den T’nin bir genislemeyen doniisiim oldugunu biliyoruz.

Uggen esitsizligi yardimuyla,
[, = Tt || < [|o0m, = 9, | + [y = Ty || + | T, = T |

<2l o - 52
R T B o2
ve
[, = T3 || = [y = 200, || + [[20j00 = T |

= ¥nje — Xny ”

+ (1 - an]-) xnj + an]-PC (1 - anvf) yn]- - PC(I - yvf)}’nj”
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= ”xnm - xnj” + (1 - an],) ”xnj B Tynf”
+an]- ||PC (I_anvf)ynj _PC(I_yvf)ynj” (5-28)

esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikten,

xnj+1 — Xn, || T+ |PC (1 _anvf)ynj _PC(I _yvf)ynj”

]

”x"j - Ty"i” S

< xnj+1 - xnj + |(1 - )/njvf) ynj - (I - va)ynj”

xnj+1 - xnj + an > )/| ||nynj|| (5-29)

elde edilir.
(5.29)’1i (5.27)’de yerine yazarsak,

”y”j B Ty”j” = ”x"j = In; ” 5 a_; Xnjeq x”f” W |y"1' B y| ”ny"j ” (5:30)

esitsizligi elde edilir.

(5.30)’11 (5.26)’da yerine yazip sonuglanan esitsizlikte limit alinirsa,

lim; o, ”xnj — Txnj” =0

oldugu elde edilir.

{xnj}:(), x"’ye zayif yakinsak iken, {”xnj —Txnj”};ozodizisi 0’a giiglii

yakinsadigi igin Lemma 4.5.2.2°den x' € F; =S’dir. Ayrica Fr konveks
oldugundan S de konvekstir. Yani,
wy (x,) € S (5.31)

bulunur.
(5.8) ve (5.31), Lemma 4.5.2.3.’nin iki sartidir. Dolayisiyla Lemma 4.5.2.3.”in iKi

sart1 gerceklendigi igin {x, }n=o dizisi S’deki bir elemana zayif yakinsaktir.
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Ornek 51. H=1,={x = (x5,x1,%3 ) 22 olx,|?> < o, her nicin x,, € R}

olsun.
H, |Ix|| = V{x,x) = (Z,szolxnlz)l/ 2 normu ile bir reel Hilbert uzayidir.

€ = fx = Gxo 1,223, eIl = (Eiizoltal®)2 < 3}, Hnim kapalt ve konveks

bir alt kiimesidir.

f:C — R donigimii,

)

2
L ) ” ile tanimlansin.

(sinx1 sinx, sinxz
2 ' 3 4

£ ((xg, %1, 22, %3,++)) = |

vVt € [—%,%] i¢in, sin?t bir konveks fonksiyon oldugundan f:C — R doniisiimii
asagida gosterildigi iizere bir konveks fonksiyondur.
f(Ox + (1 =my)

= f((xo + (1 = Myo,nxy + A =My, nxz + (A =Myz, )

=y sin? (g +(1-n)yg)
T Lk=1 (k+1)2

(sin(nx1+(1—n)y1) sin(xp+(1-1)yz) sin(mxs+(1-n)ys) )”2
2 ! 3 ! 4 !

o 7Msin?(xgp)+(1-n)sin?(yy)
< Yk=1 (k+1)2

sin?(xy) _ o sin®(yg)
(k+1)2 + (1 T]) Zk:z (k+1)2

=1 Yk=1

= r,f((xO, X1, X, X3, """ )) + (1 — T])f((yo' V1, V2, V3, ))
11 . . . L.
Ayrica, S = {x = (x0,0,0,0,- )i xg € [_E'E]} kiimesi f’nin minimumlarinin

kiimesidir. Herhangi bir karigikliga yol agmamak igin [, deki bir diziyi {x(n)}:lozo ile

gosterelim.

Simdi,
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i) f’nin gradienti fo=(O,Sizzle,Sir;xz.---,E:fg';.--')’dir- Gergekten  f
Fréchet diferansiyellenebilir ise
. If Gx+y)=f C)—(y. )
llm”y”_,o =0 (532)

Iyl

olacak sekilde j = Vf € [, vardir.
t > 0 ve herhangi z # (0,0,0, -+ ) i¢in y = tz olsun. (5.32)’ yi kullanirsak,

|||(sin(x1+tzl) sin(xp+tzy) sin(x3z+tz3) )”2 ||(sinx1 sinx, sinx3 )”2 t(z ])|
) )

l. 2 ’ 3 ’ 4 2 7 3 7 4’
Mo tllzIl
sin? (xp +tzy)—-sin?x, ,
_ B I S )|
= limyo tllz]
. (2.sin(tzz—k).cos%)(sin(xkﬁzkﬁsinxk) ]
Yk=1 D2 t(z,j)
= limeo clizIl
=0 (5.33)
bulunur.

(5.33)’den f’nin x = (xg, X1, X2, X3, *++ )’da Fréchet tiirevini

sin2x; sin2x, sin2xy
fo=(0! 2 ) 2 y " 2)'“
2 3 (k+1)

olarak hesaplariz.

i) Vf dontisiimii kuvvetli monoton degildir.
Eger Vf doniistimii kuvvetli monoton ise, Vx,y € C igin,
(Vfx = Vfy,x —y) = ((x0,0,0,0,:-) = (30,0,0,0,-),x — y) = allx — y|I* (5.34)

olacak sekilde en az bir a > 0 reel sayisinin bulunmasi gerekir.

X = G, 0,0,0,--- ) vey = (—%, 0,0,0, ) alinirsa,

(Vfx = Vfy,x —y) =((0,0,0,-) = (0,0,0,),(1,0,---))

= ((0’0’0’...)’(1,0,...)) =0
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elde edilir. Diger yandan a||x — y||? = « olarak hesaplanir.
0 = a esitsizligini gergekleyen bir a > 0 sayisi bulunmadigi i¢in Vf kuvvetli
monoton degildir.

iii) Vf, 2 — Lipschitziandir.

Gergekten, Vx,y € C icin,

2
IVfx = Vfyll
_ 0 sin2x; sin2x, sin2xy 0 sin2y; sin2y, sin2yy 2
= B v ,...,(k+1)2,... e S NLrT ’...,(k+1)2,...
_ 0 sin2x,—sin2y; sin2x,—sin2y, sin2xy—sin2yy 2
- ) 22 ) 32 "t (k+1)2 )

_Zoo (sin2xk—sin2yk)2
T ck=1 (k+1)2

2X1,—2 2X+2y
Zsin( al yk).coo(( k k))

— 200 2 2
k=1 (k+1)2

_ 2
< Y1 (Zsin —(Zxk22yk)>

< 4Yq (g — J’k)z < 4 Y=ol — }’k)z = 4||x — )’”2

oldugundan Vf, 2 — Lipschitziandir.
iv) Pc:(I — v, Vf) bir daraltan doniigiim degildir.

Eger Pc(I — y,,Vf) bir daraltan doniisiim ise Vx,y € C igin,

1P =¥V )x = Pc(I = v VA)yll < 6llx — vl (5.35)

olacak sekilde bir § € [0,1) olmalidir. Ayrica, P.: H - C,
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(XO,Xl,XZ,X3,”') ’ (XO,XI,XZ,X:;,"') eC

PC(XOJ X1)X2,X3,""" ) = (536)

1
M(XO;X1;X2,X3,..-) , (xg, %1, %5,%3,°+) € C

ile tanimlanar.
x=(,000-) , y=(-3000-)ve her n igin 0<y, <>=1 sartins

saglayan herhangi bir {y;, }y=o icin,
IPc(I = vuV)x — Pc(I = va VO

= |~ (G 0,00, ) = 1(0,0,0, )) 2 ((—% 0,00, ) = (0,00, ))||

=11(1,0,0,--)|[ =1
ve

Sllx—yll=46
elde ederiz.

Acikca gortilebilir ki, (5.35)’i saglayan § € [0,1) yoktur. Bu nedenle, T bir daraltan
doniisiim degildir.
3n+4

. . 1 -
v) Her n icin y, = 2 T Tons1s by = 8(n+1) Ve tn = 5(n+1)2+1

alinirsa,

1 1 2 .
8(n+1)( 5(n+1)2+1) < 24yl 3 yani

2
2+ynlL

b,(1+c,) < oldugu elde edilir.

Bu da Teorem 5.1.°in (C1l) sartinin saglandigini gosterir. Ayrica diger iki sartin
saglandig asikardir.

Bu se¢imlerle (5.1) algoritmast,
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( x@M+1) :M( ) 0 )
10n+15\"0 71 72
3nts_ y(n) (n)_lsinZyE") (n)_lsin2y§")
1on+15 €\ \7/0 71 2 22 72 2 32 '

_ 8n+7 n  m M
y(n)__( M M S )

8(n+1)
) 1 n @ _ lsinZzin) n _ lsinZZgn) (5.37)
sm+n ¢\ \%0 %1 2 22 % 2 32 '’

(n)_5n2+10n+5 n @ @
z _5(n+1)2+1( o X1 X2 )

+;P x(n) x(n) _lSmngn) x(n) _lsinzxg‘n) .
L s(+1)2+1 © 0 »*1 ST X2 T

algoritmasi haline gelir.
Teorem 3.1.°in i) sart1 olan, her n icin, ||x,|| < M olacak sekilde bir M > 0

oldugu kolayca goriilebilir. Simdi, (5.37) algoritmasinin farkli baslangi¢ degerleri ile
nasil davrandigini arastiralim. Gergekten, x,, [— %, %] araliginda herhangi bir eleman

olmak iizere, bir x(® = (x,,0,0,0---) baslangic noktas: icin, (5.37) iterasyon

algoritmasi S’nin de bir {iyesi olan (xg, 0,0,0 -+ ) elemanina yakinsar.

111 1

Baslangi¢ noktasim x(® = (E'Z’E’m’ﬁ'm) olarak alalim. Asagidaki tabloda

(5.37) algoritmasinin yakinsaklik davranisi gosterilmistir.
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Cizelge 5.1 (5.37) iterasyon algoritmasininin yakinsaklik davranisi

g' (5.37) algoritmasinin bilesenleri
<
=}
=
%
0. 1. bilesen 2. bilegen 3. bilegen 49. bilesen 99. bilesen 149. 199.
bilese bilesen bilesen
n
0 1 1 1 1 1 T T 1
2 4 6 8 100 200 300 400
1 1 0.221652 0.156875 0.120637 0.999279x 0.499940x 0.333316x 0.249993x
2 102 10-2 10-2 102
2 1 0.205968 0.151781 0.118406 0.999279x 0.499940x 0.333307x 0.249989x
2 102 102 10-2 102
3 3 0.191296 0.146876 0.116235 0.999041x 0.499880x 0.333298x 0.249985x
2 102 102 102 102
4 1 0.177547 0.142112 0.114099 0.998804x 0.499850x 0.333289x 0.249982x
2 10-2 10-2 10-2 10-2
50 l 0.504907x 0.302206x 0.480537x 0.987853x 0.498475x 0.332875x 0.249816x
2 10-2 10t 10t 10-2 10-2 10-2 10-2
100 l 0.102821x 0.555713x 0.186760x 0.976069x 0.496978x 0.332427x 0.249640x
2 103 102 10! 102 102 102 102
150 1 0.209027x | 0.102104x | 0.725231x 0.964430x 0.495493x 0.331979x 0.249464x
105 102 102 102 102 102 102
200 1 0.424642x | 0.187552x | 0.281573x 0.952939x 0.494007x 0.331543x 0.249281x | 1
2 107 10-3 10-2 10-2 10-2 10-2 10-2 2
250 l 0.862331x 0.344459x 0.109310x 0.941599x 0.495522x 0.331119x 0.249095x
2 10-° 10+ 10-2 10-2 10-2 10-2 10-2
300 l 0.175079x 0.632599x 0.424343x 0.930344x 0.491048x 0.330675x 0.248903x
2 10-10 10-5 10-3 10-2 10-2 10-2 10-2
400 l 0.721362x 0.213323x 0.639436x 0.908285x 0.488108x 0.329812x 0.248535x
2 10-14 105 104 102 102 102 102
500 1 0.297102x | 0.719265x | 0.963502x 0.886748x 0.485187x 0.328951x 0.248181x
2 1017 108 105 102 102 102 102

Tabloya bakildiginda, (5.37)

iterasyon algoritmasimin birinci bileseni

haricindeki diger tiim bilesenlerin 0’a yakinsadigini goriiliir. Yani Teorem 3.1.’in ii)

sartt saglanmig olur. Boylece Teorem 3.1°den (5.37) iterasyon algoritmasi

G, 0,0, )’a zayif yakinsaktir.
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Teorem 5.2. (4.10) ile verilen SFP’nin ¢6ziilebilir oldugunu varsayalim. {a,}n=o,
(b} Ve {calio dizileri [0,1] arabiginda ve {3}, dizisi (0, ﬁ) araliginda

asagidaki sartlar1 saglayan diziler olmak tizere, {x,}y=0, Xo € C ile Uretilen,

(xn+1 =1 —apx, + anPC(I - AnA*(I - PQ)A)yn;
{ Vn = (1 = bp)xn + by Pe(I — 2,4 (1 — Py)A)zy, n=012,..

U (= c)an + cnPe(l — 1,4°(1 — Py)A)xy,

iterasyon dizisi olsun.

(CL) b, (1 + ¢) < ——,

2+ynlL
(C2) 0 < liminfy,, < limsupy, < T

(C3) 0 < liminfa, <limsupa, <1.

Bu takdirde {x,}n—, dizisi (4.10) ile verilen SFP’nin bir ¢oziimiine zayif yakinsar.

Ispat: Tezin 4. boliimiinde ifade edildigi iizere SFP’nin minimizasyon problemi
olarak yazilabilmesi ve Vf nin ||A||? —Lipschitzian olmasi ile, Teorem 5.1.’de
Vix = A*(1 — Py)Ax

oldugunu g6z 6niine alirsak istenen sonuca ulasiriz.
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6. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tezin ana temasmi olusturan besinci bolimiinde Noor iterasyonu
kullanilarak Xu’nun ortali doniisiim yaklasimi yardimiyla konveks minimizasyon
probleminin ¢6ziimiine zayif yakinsayan yeni bir gradient projeksiyon algoritmasi
tanimlanmistir. Bir 6rnek yardimiyla, bu algoritmanin sonsuz boyutlu bir Hilbert
uzaymndaki yakisaklik davranisi incelenmistir. Onerilen bu yeni iterasyonu cesitli
sekillerde modifiye ederek, konveks minimizasyon problemine hangi kosullar altinda
giiclli yakinsadigi arastirilabilir. Farkli iterasyon yoOntemleri i¢in yeni GPA
algoritmalar1 tanimlanabilir. Tanimlanan bu algoritmalarin giiglii ve zayif

yakinsaklig: calisilabilir.
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