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OZET

DEGISMELI HALKALARIN BAZI OZEL IDEALLERI VE
MODULLERIN BAZI OZEL ALT MODULLERI

Bu tezin amaci asal ideallerin ve r-idealin ¢esitli genellestirmelerini tanimlamak ve
bu genellestirmeleri bircok halka ve modiil karakterizasyonunda kullanmaktir. R.
Mohamadian degismeli halkalardaki r-idealleri tanimlayarak bu ideal sinifinm1 tamlik
bolgelerini, quasi-regiiler halkalar1 ve (A)-0zelligini saglayan halkalar1 karakterize

etmede kullanmigtir.

Bu kavramdan esinlenerek tezin 2. boliimiinde r-ideal kavraminin modiillere iki farkl
genislemesi olan r-alt modiil ve sr-alt modiil ortaya konulmustur. Bu iki alt modiil sinifi
arasindaki iligkiler incelenerek basit ve serbest burulmali modiillerin karakterizasyonlari

verilmigtir.

Tezin 3. boliimiinde r-ideallerden daha giiglii bir ideal simnifi olan n-ideal simifi
tanimlanmis ve r-ideal, asal ideal, asalimsi ideal gibi bazi klasik ideal siniflariyla
arasindaki iligkiler arastirilmistir. Dahasi n-idealler, von Neumann regiiler (von Neumann
regular) halkalarm ve Calugareanu tarafindan tamimlanan UN-halkalarinin

karakterizasyonunda kullanilmistir.

Tezin 4. bolimiinde asalimsi ve quasi asalimsi (quasi primary) ideal siniflar1 arasinda
kalan giiglii quasi asalimsi (strongly quasi primary) idealler tanimlanmistir. Oncelikle
giiclii quasi asalimsi ideallerin asal, asalimsi, quasi asalimsi, 2-asal ideallerle iligkileri
ortaya konulmustur. Ayrica, deger halkasinin bir genellemesi boliinmiis halkalar (divided
rings), bu ideal sinifi yardimiyla karakterize edilmistir. Daha sonra, Redmond tarafindan
tanimlanan ideal bazli sifir bolen grafigi [y (H) nin alt grafigi I'"y(H) calisiimistir.
Ayrica, H nin cebirsel 6zellikleriyle I'*;; (H) nin grafiksel 6zellikleri arasidaki baglantilar

arastirilmastir.

Tezin son boliimiinde asal ideallerin yeni bir genellemesi n-asal idealler verilmistir. Bu
ideal sinifi lizerinde Zariski Topolojisine benzer yeni bir topoloji kurulmustur. Boylece,

bu topolojinin topolojik 6zellikleriyle verilen halkanin cebirsel 6zellikleri arasindaki



iligkiler aragtirilmistir. Dahasi bu idealler yardimiyla tek maksimali nil radikal olan s6zde-

yerel (quasi-local) halkalar karakterize edilmistir.



ABSTRACT

SOME SPECIAL IDEALS OF COMMUTATIVE RINGS
AND SOME SPECIAL SUBMODULES OF MODULES

The aim of this thesis is to define various generalizations of prime ideals and r-ideal

and to use them in several ring and module characterizations.

R. Mohamadian used this class of ideals to characterize integral domains, quasi regular
rings and rings satisfying property (A4) by defining r-ideals in commutative rings.
Inspired by this notion, in Section 2 of the thesis, r-submodules and sr-submodules which
are two different extensions of the concept of r-ideal are introduced. The relations
between these two submodules are examined and the characterizations of simple and

torsion-free modules are given.

In Section 3 of the thesis, the class of n-ideals which is stronger than r-ideals is defined
and its relations between some classical ideals such as r-ideal, prime ideal and primary
ideal are investigated. Furthermore, the n-ideals are used to characterize von Neumann

regular rings and UN-rings defined by Calugareanu.

In Section 4 of the thesis, strongly quasi primary ideals which are between the class of
primary ideals and the class of quasi primary ideals are defined. Firstly, the relations of
strongly quasi primary ideals with prime, primary, quasi primary, 2-prime ideals are
given. Furthermore, divided rings, which are a generalizations of valuation domains are
characterized in terms of this class of ideals. Then a subgraph I'*;;(H) of an ideal based
zero divisor graph I'y (H) defined by Redmond is studied. Also, the relationships between

the algebraic properties of H and graphical properties of I'*;(H) are investigated.

In the last part of the thesis, n-prime ideal which is a new generalization of prime ideal
is given. A new topology on this new class of ideals which is similar to Zariski Topology
has been established. Thus, the relationships between the topological properties of this
topology and the algebraic properties of the given ring are investigated. Further, quasi-
local rings with nil maximal ideal, namely, rings with unique nil maximal ideal are

characterized in terms of this class of ideals.

Vi



YENILIK BEYANI

Tezin 2.bolimiinde r-ideallerin modiillere iki farkli genislemesi olarak r-alt modiil ve
sr-alt modil kavramlar1 tanimlanmistir. Bu alt modul simiflarinin cebirsel 6zellikleri ve
aralarindaki iligkiler detaylariyla incelenmistir. Bu ¢alisma asagidaki gibi
yayinlanmistir:

> Koc, S., Tekir, U. r-Submodules and sr-Submodules. Turkish Journal of
Mathematics, 42(4) (2018), 1863-1876.

Tezin 3.bolimiinde r-ideallerden esinlenerek bu ideallerden daha kuvvetli n-idealler
tanimlanmustir. Bu ideal simifinin tiim cebirsel ozellikleri ve asal, asalimsi, r-idealler
gibi bazi1 klasik ideallerle aralarindaki iliskiler arastirilmistir. Bu ¢alisma asagidaki gibi
yayinlanmistir:

» Tekir, U., Koc, S., Oral, K. H. n-ldeals of commutative rings. Filomat, 31(10)
(2017), 2933-2941.

Tezin 4. boliimiinde asalimsi ve quasi asalimsi idealler sinifi arasinda yer alan giiclii
quasi asalimsi idealler tanimlanmistir. Ayrica bu boliimde degismeli halkalarin verilen
bir ideale gore yeni bir sifir bolen grafigi elde edilmis olup bu grafigin 6zellikleriyle
degismeli halkalarin cebirsel 6zellikleri arasindaki iligkiler arastirilmistir. Bu ¢alisma
asagidaki gibi yaymlanmigtir:

> Koc, S., Tekir, U., Ulucak, G. On Strongly Quasi Primary Ideals. Bulletin of the
Korean Mathematical Society, 56(3) (2019), 729-743.

Tezin son boliimiinde asal ideallerin bir genellemesi olan n-asal idealler tanimlanarak
degismeli halkalarin n-asal ideallerinin kiimesi lizerinde bir topoloji kurulmustur. Bu
topolojinin topolojik 6zellikleri ile verilen halkanin cebirsel 6zellikleri arasindaki
iligkiler belirlenmistir. Bu ¢alisma asagidaki gibi yaymlanmistir:

» Sevim, E. S., Koc, S. On N-Prime Ideals. University Politehnica Of Bucharest

Scientific Bulletin-Series A-Applied Mathematics And Physics, 80(2) (2018),
179-190.
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR

sup: Supremum

g.y.s: gerek ve yeter sart
€: Elemanidir

¢: Elemani degildir

N: Dogal sayilar kiimesi
C: Alt kiime

C: Has alt kiime

R

: Izomorfizma

& gerek ve yeter sart

H / y: Boliim Halkasi

S™1H: Kesir halkas1

VH': H' niin radikali

N (H): Nilpotent elemanlarin kiimesi

Ker(h): h homomorfizmasinin ¢ekirdegi
(ag,aq, ...,ay): Ay, Ay, ..., Ay ile tretilmis ideal

H « E: Triviyal genisleme
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1. GIRIS
1.1 Modiiller Hakkinda On Bilgiler

Tezin bu ve sonraki boliimlerinde aksi ifade edilmedik¢e s6z konusu tiim halkalar
birimli ve degismeli, ayrica tiim modiiller ise birimsel olarak géz 6niine alinacaktir. H her
zaman boyle bir halkay1 E ise boyle bir H-modiili temsil edecektir. Bu boliimde tezin 2.

kisminda kullanilacak olan bazi notasyon, tanim ve teoremler ifade edilecektir.

Tamm 1.1.1 (Sharp, 2000)
(i) E', E nin bir alt modiilii ve @ = D < E olsun. (E": D) ideali {h € H: hD <
E'} olarak tanimlanir. Ozel olarak (0: D) ideali yerine ann(D) kullanilir.
(i) D, E nin bir alt modiiliive @ # T < H olsun. (D:g T) alt modiili Te' € D
olacak sekilde e’ € E elemanlarindan olugur. D = 0 ise (0:z T) yerine
anng(T) kullanilir.

(ili)  ann(E) = 0 ise E ye bir sadik modiil denir.

Tanmim 1.1.2 (Calhalp ve Tekir, 2009)
(i) anng(h) = 0 ise h € H ye H-modiil E nin bir sifir boleni denir ve H-modiil
E nin tiim sifir bolenlerinin kiimesi z(E) ile gosterilir. Ozel olarak H halkasi
H-modiil olarak gz 6niine alindiginda z(H) yerine zd (H) kullanilir.
(i) e’ € E elemanina ann(e’) # 0 ise bir burulmali eleman denir ve E nin tim
burulmali elemanlarinin kiimesi t(E) ile gosterilir.

(iii)  t(E) = 0 ise E ye bir serbest burulmali modiil denir.

Tamm 1.1.3 (Sharp, 2000)
(1) @+ T S Holmak tizere 0 ¢ T,1 € T ve her t,,t, € T igin t;t, € T sartlar1
saglaniyorsa T ye bir carpimsal kapali kiime denir. Ozel olarak Reg(H) =
H — zd(H) ve H — z(E) kiimeleri birer ¢arpimsal kapali kiimedir.
(i) S S H bir carpimsal kapal1 kiime ve E bir H-modiil olsun. E' nin Kesir

modiilii ST'E = {X:3e' € E,s € Siginl = %’} olarak tanimlanir. Dikkat

edilirse S™1E hem H-modiil hem de S~ !H-modiildiir.



(ili)  E' € E alt modiiliiniin kesir modiiliindeki genislemesi S™1E’' = {}: 3¢’ €

E',s € S igin 3 = =} de S™*E nin bir 7' H- alt modiiliidir.

1.2 r-idealler

Degismeli halkalarin r-idealleri (Mohamadian, 2015) de tanimlanmis ve asal
ideallere benzer birgok 6zelligi verilmistir. Ayrica tamlik bolgeleri, sdzde regiiler (quasi
regular) ve (A)-6zelligini saglayan halkalar gibi baz1 6zel halkalar karakterize

edilmistir. Simdi bu boliimde r-ideallerle ilgili birtakim tanim ve teoremleri verecegiz.

Tamm 1.2.1 (Mohamadian, 2015) U, H nin bir has ideali ve her y,z € H i¢in yz € U

ve ann(y) = 0 iken z € U oluyorsa U ya bir r-ideal denir.

Tamm 1.2.2 (Lu, 1984) E' € E bir has alt modiil olsun. Her z € H,e' € E i¢in ze' € E’
iken z € (E':E) veya e’ € E' oluyorsa E’ ne E nin bir asal alt modiilii denir. Ozel

olarak, H-modiil H nin asal alt modilleri asal ideallerdir.

Bir H halkasia zd (H) = 0 ise tamlik bolgesi denir. Bir cisimde sifir ideali tek
maksimal idealdir. Ayrica herhangi bir tamlik bolgesinde sifir ideali asaldir fakat tek

asal olmayabilir. Simdi bu durumu bir 6rnekle ifade edelim.
Ornek 1.2.3 Z[X] polinom halkasinda (X) temel ideali sifirdan farkl bir asal idealdir.

(Mohamadian, 2015) de tamlik bolgelerini karakterize eden asagidaki ilging sonug

verilmistir.

Onerme 1.2.4 (Proposition 2.8, (Mohamadian, 2015)) H halkas1 icin asagidakiler
denktir:

(1) H tamlik bolgesidir.

(i) Sifir ideali tek r-idealdir.

(ili)  Her z,t € H i¢in ann(zt) = ann(z) U ann(t) dir.

Tamim 1.2.5 (Sharp, 2000)



()  H',H ninbir ideali ise VH' = {h € H:3n € N icin h™ € H'} kiimesine H’
niin radikali denir. Ozel olarak v/0 yani tiim nilpotent elemanlarin kiimesi
N(H) ile gosterilecektir.

(i)  H' = VH'ise yani denk olarak h™ € H' (n € N,h € H) iken h € H' oluyorsa
H' ne radikal ideal denir. Ozel olarak 9t(H) = 0 ise H ye bir indirgenmis
(reduced) halka denir.

Tanim 1.2.6 (Huckaba, 1988) H bir halka olsun.
(1) Her y € H igin y = y?z sartim saglayan bir z € H varsa H ye bir von
Neumann regiiler (von Neumann regular) halka denir.
(i) Her h € H i¢in h? = h yani her eleman idempotent ise H ye bir Bool
(Boolean) halkasi denir.
(ili) S = Reg(H) olmak iizere S~ H bir von Neumann regiiler halka ise H ye bir

sozde regiiler (quasi regular) halka denir.

von Neumann regiiler halkalar ilk kez (Neumann, 1936) da ¢alisilmistir ve bu zamana
kadar bir¢ok arastirmacinin dikkatini ¢ekmistir (bkz: (Jayaram ve Tekir, 2018)). Bir H
halkasinin von Neumann regiiler halka olmasi i¢in g.y.s asagidaki denk kosullardan

birinin saglanmasidir:

(1) Her V,U ideali icin VU =V n U.
(i)  HerVidealiigin V = V2.
(iti)  Her ideal radikal idealdir (bkz: (Theorem 1, (Jayaram ve Tekir, 2018))).

Yukaridaki tanimlardan her Bool halkasinin bir von Neumann regiiler halka ve
ayrica her von Neumann regiiler halkanin da bir s6zde regiiler halka oldugu goriliir.
Fakat bu ifadelerin tersi dogru olmayabilir. Ornegin cisim olmayan tamlik bdlgeleri bir
sozde regiiler halka fakat von Neumann regiiler halka degildir. Ayrica Z¢ halkasi bir

von Neumann regiiler halka fakat Bool halkas1 degildir.

Onerme 1.2.8 (Proposition 3.6, (Mohamadian, 2015)) H halkasmin szde regiiler
olmasi i¢in g.y.s her r-ideal bir radikal idealdir.

Tanm 1.2.9 (Huckaba, 1988) H halkasinda U € zd (H) sartin1 saglayan her sonlu
tiretilmis U ideali igin ann(U) # 0 ise H ye (A)-ozelligini saglar denir.

3



von Neumann regiiler halkalar, Noetherian halkalar (yani her ideali sonlu tiretilmis
halkalar), polinom halkalar1 gibi bir¢ok halka sinifi (4)-6zelligini saglamaktadir.
(Theorem 4.2, (Mohamadian, 2015)) te (A)-6zelligi r-idealler yardimiyla asagidaki gibi

karakterize edilmistir.

Teorem 1.2.10 (Theorem 4.2, (Mohamadian, 2015)) H halkas: i¢in asagidakiler
denktir:

(1) H, (A)-0zelligini saglar.

(i) U nun H nin r-ideali olmasi i¢in g.y.s U[X] in H[X] halkasinin bir r-ideali

olmasidir.

1.3 Asal Ideallerin Genellestirmeleri

Bu boliimde asal ideallerin literatiirde mevcut olan ve tezin 3., 4. ve 5. boliimlerinde
karsilasacagimiz genellestirmeleri verilecektir. Asal idealler ve genellestirmeleri bir¢ok
halka Kkarakterizasyonunda kullanildiklar1 i¢in degismeli cebirde Onemli bir yer
tutmaktadir. Ornegin deger bolgeleri (valuation domains) (Beddani ve Messirdi, 2016) da
2-asal idealler kullanilarak karakterize edilmistir. Simdi asal ideallerin bu

genellestirmelerinden ve birtakim 6zelliklerinden bahsedelim.

Tamm 1.3.1 (Calhalp ve Tekir, 2009) U < H bir has ideal ve her z,t € H i¢in zt € U

iken z € U veya t € v/U oluyorsa U ya asalimsi ideal denir.

Asalimsi idealler oncelikle (Atani ve Farzalipour, 2005) te zayif asalimsi ideallere

genellenmistir.

Tamim 1.3.2 (Atani ve Farzalipour, 2005) U < H bir ideal ve her z,t € H igin 0 # zt €

U iken z € U veya t € v/U oluyorsa U ya zayif asalimst ideal denir.

Asal ve asalimsi ideallerin farkli genellestirmeleri sirasiyla (Badawi, 2007), (Badawi

ve ark., 2014) ve (Badawi ve ark., 2015) de ¢alisilmistir.

Tamm 1.3.3 U & H ideali verilsin.
(1) (Badawi, 2007) Her z,t,u € H i¢in ztu € U iken zt € U veya zu € U veya

tu € U oluyorsa U ya bir 2-yutan ideal denir.



(i) (Badawi ve ark., 2014) Her z,t,u € H igin ztu € U iken zt € U veya zu €
VU veya tu € VU oluyorsa U ya 2-yutan asalims1 ideal denir.
(i)  (Badawi ve ark., 2015) Her z,t,u € H i¢in 0 # ztu € U iken zt € U veya

zu € U veya tu € /U oluyorsa U ya zayif 2-yutan asalims1 ideal denir.

Teorem 1.3.4 (Theorem 2.4, (Badawi, 2007)) U & H bir 2-yutan idealse asagidakilerden
biri gecerlidir:

(1) VU =V ve V2 € U sartini saglayan bir V asal ideali vardir.

(i) JU=V,nV, WW,cU ve \/ﬁz C U sartlarin1 saglayan U nun farkli

minimal asal idealleri V;, V, vardir.

Tamim 1.3.5 U & H ideali verilsin.
(i) (Fuchs, 1947) U bir asal ideal ise U ya bir quasi asalimsi (quasi primary)
ideal denir.
(i)  (Beddani ve Messirdi, 2016) Her z,t € H igin zt € U iken z2 € U veya t? €

U oluyorsa U ya bir 2-asal ideal denir.

Tanim 1.3.6 (Larsen ve McCarthy, 1971) H bir tamlik bolgesi; H', H nin kesir cismi ve
her h € H' igin h € H veya h™! € H oluyorsa H ye bir deger bolgesi (valuation domain)

denir.

Tanim 1.3.7 (Calhalp ve Tekir, 2009) z,t € H olmak {izere z = tu olacak sekilde bir

u € H varsa t elemanina z yi boler denir ve t|z ile gosterilir.

Teorem 1.3.8 (Theorem 2.4, (Beddani ve Messirdi, 2016)) H tamlik bolgesi igin
asagidakiler denktir:

(i) H bir deger bolgesidir.

(i) Her has temel ideal 2-asaldir.

(ili)  Her has ideal 2-asaldir.

Tanmmm 1.3.9 (Badawi, 1999) H nin her asal ideali U her temel ideali (z) ile
karsilastirilabiliyorsa yani (z) € U veya U € (z) oluyorsa H ye bir bolinmiis halka

(divided ring) denir.



H halkasinin bir boliinmiis halka olmasi igin g.y.s her z,t € H igin z|t veya bir k € N
icin t|z* oldugu gosterilmistir (bkz: Proposition 2, (Badawi, 1999)).

Tamm 1.3.10 (Calugareanu, 2016) Degismeli olmasi gerekmeyen bir H halkasinin her
elemani bir birimsel ve nilpotent elemanin ¢arpimi seklinde yazilabiliyorsa H ye bir UN-

halkasi denir.

Onerme 1.3.11 (Proposition 2, (Cilugireanu, 2016)) H degismeli halkasiin UN-halka
olmasi icin g.y.s N(H) tek maksimal idealdir.

Bolim 3., 4. ve 5. te tipki (Beddani ve Messirdi, 2016) da yapildig1 gibi “UN-
halkalarini, von Neumann regiiler halkalari, Bool halkalarini, indirgenmis halkalar1 ve
boliinmiis halkalar1 karakterize edebilecek asal ideallerin yeni genellemeleri verilebilir
mIi?” sorusuna cevap aranacaktir. Ortaya konulacak yeni ideal siniflarinin asal idealler ve
literatiirde mevcut genellestirmelerinin sahip oldugu 6zelliklere sahip olup-olmadig
problemi irdelenecektir. Simdi asal ideallerin en bilinen 6zelliklerinden birini vererek bu

kism1 noktalayalim.

Teorem 1.3.12 (Asaldan Kacinma Teoremi) U S H bir ideal ve V,,V,, ..., 1}, de asal

idealler olsun. U € U7, V; ise bir k € {1,2, ...,n} i¢in U < V dir.
1.4 Polinom Halkasi ve Kuvvet Serisi Halkasi

Bu boliimde polinom halkas1 ve kuvvet serisi halkasina iliskin ileride kullanilacak
notasyonlar, tanimlar ve teoremler verilecektir. H[X] ile her zaman H den katsayili

polinom halkas1 ve H[[X]] ile kuvvet serisi halkas1 gosterilecektir.

Tamm 1.4.1 (Gilmer, 1972)
(1) h(X) =ty + t;X + t,X% + -+ t,X™ € H[X] icin h nin kapsam1 (content)
to, t, -, ty elemanlarinin drettigi ideal olarak tanimlanir ve c(h) =
(to, ty, ty, ..., ty) ile temsil edilir.
(i)  hX) =Xt X* € H[[X]] igin h nin kapsam1 c(h) = ({t,:z € NU{0})

olarak tanimlanir.

Tamim 1.4.2 (Calhalp ve Tekir, 2009) U € H ideali verilsin.



(1) U[X] = {h € H[X]: c(h) € U} € H[X] in bir idealidir.
(i)  U[[X]] = {h € H[[X]]: c(h) € U} < H[[X]] in bir idealidir.

Simdi kapsamlara iliskin siklikla kullanilan Dedekind-Mertens teoremini verecegiz.

Teorem 1.4.3 (Theorem 28.1, (Gilmer, 1972)) u nun derecesi m olmak tizere 0 # h,u €
H[X] igin c(h)™*1c(u) = c(h)™c(hu) gerceklenir.

Asagidaki teorem Dedekind-Mertens teoreminin kuvvet serisi halkasindaki

versiyonudur.

Teorem 1.4.4 (Theorem 2.6, (Epstein ve Shapiro, 2015)) H bir Noetherian halka olmak
tizere 0 # h € H[[X]] verilsin. c¢(h) nin H nin her sm maksimal idealine gore
lokalizasyonu c(h),, maksimum k tiretegliyse her u € H[[X]] igin

cw)*c(h) = c(w)* tc(uh)
saglanir.
Lemma 1.4.5 (Lemma 2.2, (Achraf ve ark., 2017)) H, Noetherian halka ve U € H bir
idealse

VUIIXT] = VU[IX]]

saglanir.
1.5 Triviyal Genisleme

Bu boliimde tezin 3., 4. ve 5. boliimlerinde karsimiza ¢ikacak ve literatiirde karst 6rnek

bulmak i¢in siklikla kullanilan triviyal genislemeden (trivial extension) bahsedilecektir.

Tamim 1.5.1 (Huckaba, 1988) E bir H-modiil ise H « E = H X E kiimesi asagidaki
islemlerle birlikte birimli ve degismeli bir halkadir: her z,t € H; e, e’ € E igin,
(z,e) + (t,e')=(z+te+e')
(z,e)(t,e') = (zt, ze' + te).

Ozel olarak, H < E ye H-modiil E nin triviyal genislemesi denir.

Teorem 1.5.2 (Theorem 3.1 ve Theorem 3.2, (Anderson ve Winders, 2009)) E bir H-
modiil olsun.

M H « E nin asal idealleri U, H nin asal ideali olmak {izere U « E seklindedir.
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(i) U € H bir ideal, D € E bir alt modiil ise U « D € H « E nin ideal olmasi
icin g.y.s UE € D dir. Bu durumda U « D ye homojen ideal denir.

(iii) U S H birideal, D € E bir alt modiil ve UE € D ise VU < D =+/U « E dir.
Ozel olarak N(H < E) = N(H) « E dir.

Teorem 1.5.3 (Theorem 25.2, (Huckaba, 1988)) E bir H-modiil olsun. zd(H < E) =
{(z,e):z € z(E) U zd(H)} gergeklenir.

1.6. Degismeli Halkalarin Sifir Bolen Grafigi

Burada tezin 4. boliimiinde ihtiya¢ duyulacak grafiksel tanimlara ve literatiirde var olan

degismeli halkalar iizerinde kurulmus bazi grafiklere yer verilecektir.

Tamm 1.6.1 (Livingston, 1997)
(1) C kose noktalarinin kiimesi K de C iizerinde simetrik fakat yansima ozelligi
olmayan bir bagint1 olmak tizere G = (C, K) ikilisine bir basit grafik (simple
graph) denir. Burada K kiimesi G grafiginin kenar kiimesi olarak adlandirilir.

(i) (z,t) € K ise z ile t ye komsu kdseler denir ve kisaca z — t ile gosterilir.

Bu tezdeki tiim grafikler basit grafik oldugundan bundan sonra yalnizca grafik olarak

adlandirilacaktir.

Tamim 1.6.2 (Belobas, 1988) G = (C, K) bir grafik olmak iizere C' € C ve K’ € K ise
G' = (C',K") ikilisine G nin bir alt grafigi denir.

Tamim 1.6.3 (Belobas, 1998) G = (C, K) bir grafik olsun.
(i) z € C ye komsu olan tiim kdse noktalariin kiimesine z nin komsulugu denir
ve N (z) ile gosterilir.
(i)  z € C olmak tizere N;(z) = @ ise z ye izole nokta denir.
(iii)  |C| = n olmak iizere G grafiginin tim koseleri izole nokta ise G ye bir n-bos
grafik denir.
(iv) G bir 0-bos grafik ise G ye kisaca bos grafik denir.

Tamim 1.6.4 (Diestel, 2012) ¢ = (C, K) grafigi verilsin.



(i) 20, Z1, -, Zn € C tumiyle farkli kdse noktalar igin zy — z; — -+ — z,, IS€ zy —
7z, — - — Z, Y€ z, dan z,, ye n uzunluklu bir yol (path) denir.

(i) G nin her iki farkli kose noktasi arasinda bir yol varsa G ye baglantili aksi
takdirde baglantisiz grafik denir.

(iii)  z ile t birbirinden farkli kése noktalar1 olmak tizere z ile t arasindaki en kisa
yolun uzunluguna z ile t arasindaki uzaklik denir ve d(z, t) ile gosterilir. Ozel
olarak z ile t arasinda bir yol yoksa d(z,t) = oo olarak tanimlanir.

(iv) G nin ¢ap1 (diameter) diam(G) = sup{d(z,t):z,t € C,z #t} olarak

tanimlanir.

Tamim 1.6.5 (Diestel, 2012) G = (C,K) bir grafik olmak tizere C = C; UC, ve C; N
C, = 0 sartlarin1 saglayan C;, C, < C var olsun.

(i) z,t e Cicinz—t iken z € Cy,t € C, veya z € C,,t € C; oluyorsa yani her
kenarin baslangi¢ ve bitis noktalar1 ayn1 kose kiimesinde degilse G ye iki
pargali (bipartite) grafik denir.

(i) G bir iki pargali grafik olsun. Her z € C; ve t € C, igin z — t ise G ye iKi

pargali tam grafik denir.

Degismeli halkalarin sifir bolen grafigi ilk kez (Beck, 1988) de calisilmistir. Yazar bu
caligmasinda halkay1 renklendirme problemiyle ilgilenmistir. Daha sonra (Anderson ve
Livingston, 1999) makalesinde halkalarin sifir bolen grafiginin ¢izgesel 6zellikleriyle s6z
konusu halkanin cebirsel 6zellikleri arasindaki iliskiler ortaya konulmustur. H bir halka
ve zd*(H) = zd(H) — {0} olsun. T'(H), H nin sifir blen grafigini gostermek {izere C =
zd*(H) bu grafigin kose noktalarimin kiimesi olsun. I'(H) grafiginde birbirinden farkli
z, t koselerinin komsu olmasi i¢in g.y.s zt = 0 dir (Anderson ve Livingston, 1999). Daha
sonra (Redmond, 2003) te sifir bolen grafigi, H nin herhangi bir U idealine gore
genellenmistir. U € H ideali verilsin. T;(H) kose noktalarinin kiimesi C = Cy(H) =
{z€ H—U:3t € H— U igin zt € U} olan bir grafik olmak iizere, herhangi iki farkli
kose noktasi z, t nin komsu olabilmesi i¢in g.y.s zt € U dur (Redmond, 2003). I'; (H) ye
H nin U idealine gore ideal bazli sifir bolen grafigi denir. Dikkat edilirse U = 0 i¢in
Iy(H) = T'(H) gergeklenir. Boylece, Iy (H) nin T'(H) nin bir genellemesi oldugu ortaya
cikar. (Redmond, 2003) te I';(H) nin grafiksel 6zellikleri H nin cebirsel yapisini

belirlemede kullanilmistir.



Onerme 1.6.6 (Proposition 2.2, (Redmond, 2003)) 0 # U € H ideali verilsin. I}y (H)
nin bos bir grafik olmasi i¢in g.y.s U bir asal idealdir.

Teorem 1.6.7 (Thoerem 2.4, (Redmond, 2003)) 0 # U < H ideali verilsin. I';(H)
baglantilidir ve diam(Iy (H)) < 3 tiir.

Biz de yukaridaki 6nermeden esinlenerek 4. boliimde gii¢lii quasi asalimsi idealleri, 2-
yutan idealleri ve von Neumann regiiler halkalar1 karakterize edebilecek halkalar tizerinde
yeni bir grafik kurulabilir mi? sorusuna yanit arayacagiz. Bu yeni grafigin I';(H) ile

benzer 6zellikler tastyip tasimadigini gosterecegiz.
1.7. Topolojik Uzaylar

Bu bolimde tezin son kisminda tanimlanan n-asal idealler kiimesi tizerinde kurulacak

topoloji i¢in gerekli tanimlar verilecektir.

Tamim 1.7.1 (Munkres, 2014) Y topolojik uzay, D € Y igin cl(D), D yi igeren tiim kapali
kiimelerin kesigimi olarak tanimlanir. O halde cl(D),D vyi igeren en kiigiik kapali
kiimedir.
Tamim 1.7.2 (Kelley, 1975) Y bir topolojik uzay olsun.
(i) Her z # t € Y icin bu noktalardan birini kapsayan fakat digerini kapsamayan
bir agik kiime bulunabilirse Y ye bir T,,-uzay denir.
(i) Y ninbir Ty-uzay olmasi igin g.y.s her z, t € Y i¢in cl({z}) = cl({t}) ikenz =
t dir.
(i) Herz+teVYicinz€e At ¢ Avez & B,t € B sartlarin1 saglayan A, B agik
kiimeleri varsa Y ye T; aksiyomunu saglar denir.
(iv) Y nin T; aksiyomunu saglamasi i¢in g.y.s her z € Y igin cl({z}) = {z} dir.
(v) Her z # t € Y icin sirasiyla z ve t yi igeren ayrik acik A, B kiimeleri varsa Y

ye bir T,-uzay denir.

Tamm 1.7.3 (Dugundji, 1966) Y topolojik uzay1 verilsin.
(1) Dy, D, G Y kapali alt kiimeleri i¢in Y = D; U D, seklinde yazilamiyorsa D ye

indirgenemez uzay denir.
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(i) Dy, D, € Y ayrik kapali alt kiimeleri i¢in Y = D; U D, seklinde yazilamiyorsa
Y ye baglantili uzay denir.

Tamim 1.7.4 (Calhalp ve Tekir, 2009) Y = Spec(H), H nin asal ideallerinin kiimesi
olsun. U' € H igin V(U") = {U € Spec(H):U' < U} kiimelerini kapali kiimeler olarak
gdz Oniine alirsak, 7 ={0(U"):0U") =Y —V(U")veU' < H} ailesi Y igin bir

topolojik uzay olur. Bu uzaya H nin asal spektrumu veya Zariski Topolojisi denir.

11



2. r-ALT MODULLER VE sr-ALT MODULLER

Bu boliimde halkadaki r-ideal kavraminin modiillere iki farkli genislemesi r-alt modiil
ve sr-alt modiillerin cebirsel 6zelliklerini ¢alisacagiz. Ayrica bu iki farkli genigleme

arasindaki benzerlikleri ve farkliliklar1 ortaya koyacagiz.
2.1. r-Alt Modiiller

Tanmm 2.1.1 E' € E bir alt modiil, z € H ve e’ € E i¢in ze' € E' ve anng(z) = 0 iken

e’ € E' oluyorsa E' ne r-alt modiil denir.

Tanimdan kolaylikla H-modiil H nin r-alt modiillerinin tam olarak r-idealler oldugu
goriiliir. Asagidaki lemma bir alt modiiliin r-alt modiil olup olmadigini kolaylikla

belirlememizi test eden bir metod onermektedir.

Lemma2.1.2 E' ¢ E alt modiilii verilsin. E’ niin r-alt modiil olmasi i¢in g.y.s z(E/E") <
z(E) olmasidir.

Ispat E’ bir r-alt modiil olsun. Simdi z(E/E’) € z(E) kapsamasin1 gosterelim. z €
z(E/E") — z(E) secelim. z(e + E') = ze + E' = E' = O/, sartim saglayan Og /g, #
e + E' € E/E' bulunur. Buradan ze € E' gergeklenir. E’ bir r-alt modiil ve anng(z) = 0
oldugundan e € E’ geliskisi bulunur. O halde z(E/E") € z(E) kapsamas1 gegerlidir.
Tersine z(E/E") < z(E) gegerli olsun. ze € E' ve anng(z) = 0g sartin1 saglayan z € H
ve e €E verilsin. Buradan z(e+E')=ze+E =E =0g; bulunur. Ayrica
anng(z) = 0 oldugundan z ¢ z(E) ve buradan z ¢ z(E/E") elde edilir. Ohalde e + E' €
anng g, (z) = Og/g yani e + E' = O /g, gergeklenir. Sonug olarak, e € E' yani E’ bir -

alt modiil olur.
Simdi r-alt modiillere iligskin birka¢ 6rnek verelim.

Ornek 2.13n>2, H=7 ve E =7, olsun. (¥) G E alt modiilii verilsin. Buradan
ebob(x,n) =d >1 oldugu kolayca goriilir. Boylece (¥) = (d) ve E/(X) = Zg4
bulunur. Ayrica z(Z;) = z(E /(X)) € z(E) oldugundan Lemma 2.1.2 den (x), r-alt
modiildiir.

Ornek 2.14 H=17, F=Q/H olsun. p bir asal say1 olmak iizere E = E(p) =
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{a €EF:3teNU{0}ver eHigina = #+ H} C F bir alt modiildiir. Ayrica E nin alt
modiilleri t, € NU {0} icin E, = {a EF:Ir e Higina = pTTO + H} bi¢imindedir.
Simdi E;, € E alt modiilii verilsin. Oncelikle (Et E ) = 0 oldugu kolaylikla goriliir.

Ayrlcap( o T H) — T HEeE fakatp ¢ (Et E) ve —— + H & E;, oldugundan

t +1
Ey, bir asal alt modiil olamaz. Simdi E;, n r-alt modiil oldugunu gosterelim. m € H igin
anng(m) = 0g olmasi igin g.y.s ebob(m, p) = 1 oldugu kolayca goriiliir. m (# +H ) =
% + H € E; sartim saglayan m € H ve # + H € E elemanlari verilsin. anng(m) = Og

rpto—t
pto

oldugunu kabul edelim. O halde ebob(m,p) = 1 bulunur. t < t, ise Lt +H=
p

H € E;, olur. Simdi ¢, < t oldugunu kabul edelim. % + H € E;  oldugundan % +H =

k < . k —kpt~to .
—+ H sartim saglayan bir k € H bulunur. Buradan % ~ T % € H yani

mr = kpt~t(mod p*) elde edilir. ebob(m,p) =1 oldugundan ebob(m,p') =1

bulunur ve buradan bir k' € H i¢in r = k'kp*~t°(mod p*) olur. O haIde —+H= ﬂ +

H € E;, yani E;, bir r-alt modiildiir.

Lemma 2.1.5 E’ ¢ E bir r-alt modiilse (E": E) < z(E) dir.

Ispat ann(E/E") € z(E/E") oldugu kolayca goriiliir. E’ & E, r-alt modiilii verilsin.
Lemma 2.1.2°den z(E /E") € z(E) ve boylece (E": E) = ann(E/E") € z(E/E") < z(E)

gerceklenir.

Asagidaki ornek Lemma 2.1.5’in tersinin dogru olmadigini gostermektedir yani E' &

E alt modiilii igin (E": E) € z(E) iken E’ niin r-alt modiil olmasi gerekmez.

Ornek 2.1.6 H=7, E=7ZXTZ ve E' =2Zx0 alalim. (E:E) = (0) S z(E) ve
E/E" =7, X Z oldugu kolayca goriiliir. 2 € z(Z, X Z) — z(E) oldugundan z(Z, X
Z) ¢ z(E) yani E' niin r-alt modiil olmadig1 anlagilir.

Simdi asal alt modiil ve r-alt modiil kavramlarmin farkini ortaya koyan asagidaki

Ornegi verelim.

Ornek 2.1.7 (i) E' =3Z ve H =7 alalim. E' € H bir asal H-alt modiildiir. Fakat
(E":H) = E' € z(H) oldugundan Lemma 2.1.5’ten H, r-alt modiil degildir.
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(i) H = Z ve E = Z,g verilsin. Ornek 2.1.3’ten E nin her alt modiilii ve 6zel olarak E’ =

(9), r-alt modiildiir. Ayrica, E' niin asal olmadig1 kolayca anlasilir.

Bir vektor uzaymin tiim alt uzaylarinin asal oldugunu biliyoruz. Bu gergek, r-alt

modiiller i¢in de dogrudur.

Onerme 2.1.8 H bir cisim olmak iizere bir H-modiil E verilsin. Her E' & E alt uzay1 bir
r-alt modiildiir.
Ispat E' G E alt uzay1 verilsin. z € z(E/E") secelim. O halde bir e’ & E' icin
z(e' + E') = ze' + E' = Og /g, yani ze' € E' elde edilir. z # 0 ise z~! € H ve buradan
e' =z 1(ze") € E’' geliskisi bulunur. O halde z = 0 yani 0 = z(E/E") € z(E) bulunur.
Boylece Lemma 2.1.2 den E’, r-alt modildiir.
Onerme 2.1.9 E’' ¢ E bir asal alt modiil olsun. E’ niin r-alt modiil olmasi igin g.y.s
(E":E) < z(E) dir.
Ispat E' € E asal alt modiilii verilsin. z(E/E") = (E": E) oldugu kolayca gdriilebilir. O
halde Lemma 2.1.2°den E' niin r-alt modiil olmasi i¢in g.y.s (E": E) € z(E) dir.
Onerme 2.1.10 Bir H-modiil E i¢in asagidakiler gecerlidir:

(1) Sifir r-alt modiildiir.

(i)  r-alt modiillerin arakesiti de r-alt modiildiir.
Ispat (i) E' =0 olsun. ze € E' ve anng(z) = 0 sartim saglayan z€ H ve e € E
elemanlarini secelim. Buradan ze = 0 ve e € anng(z) = 0 yani e = 0 € E’ gergeklenir.
O halde, E’ bir r-alt modiildiir.
(ii) 1 bir indis kiimesi ve @ # {E;};c r-alt modiillerin bir ailesi olsun. E' = N E;
diyelim. ze € E' ve anng(z) = 0 olacak sekilde z € H ve e € E elemanlarin secelim.
ze € E' oldugundan her t €1 igin ze € E; dir. E; bir r-alt modiil ve anng(z) =0
oldugundan e € E; bulunur. O halde e € N E; = E’ yani E' bir r-alt modiildiir.

Asagidaki Ornek r-alt modiillerin toplaminin 7-alt modiill olmayabilecegini

sOylemektedir.

Ornek 2.1.11 H = Z ve E = Z,, alalim. Ornek 2.1.3’ten E’ = (2) ve D' = (5) birer r-
alt modiildiir. Fakat E' + D" = E bir r-alt modiil degildir.

E' € E asal alt modiilken (E':E) € H bir asal idealdir fakat bu o6zelligi r-alt
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modiillere genelleyemeyiz.

Ornek 2.1.12 H = Zve E = Z, olsun. E' = (2) S E bir r-alt modiildiir fakat bir tamlik
bolgesinin sifirdan farkli r-ideali olamayacagindan (E':E) = 2Z S H bir r-ideal
degildir.

S € H carpimsal kapali kiime olmak iizere S™1E kesir modiiliinii H-modiil olarak goz

oniine alalim. Asagidaki 6nermede m: E — S™1E fonksiyonu her e € E icin m(e) =§

olarak tanimlanan dogal homomorfizmadir.

Onerme 2.1.13 E’ € E alt modiilii igin asagidakiler denktir:

(i) E’ bir r-alt modiildiir.

(i) Herz e H—z(E) igin zE N E' = zE' diir.

(ili) Herz e H — z(E) igin E' = (E":g 2) dir.

(iv) E'=m~1(D) sartim saglayan S~ H-modiil S~1E nin bir D alt modiilii vardur.
Ispat (i) = (ii) E' € E r-alt modiilii verilsin. Her z € H igin zE' € zE N E’ gegerlidir.
Simdi z € H — z(E) ve e € zE N E' segelim. O halde e = ze' sartin1 saglayan e’ € E
bulunur. anng(z) =0 ve e = ze' € E' oldugundan e’ € E' gergeklenir. Boylece e =
ze' € zE' yani zE N E' = zE' gergeklenir.

(ii) = (iii) z € H i¢in E' € (E":5 z) kolayca goriiliir. Simdi z € H —z(E) ve e €
(E":g 2) secelim. e € (E":g z) oldugundan ze € E’ ve buradan ze € zE N E' = zE' elde
edilir. O halde ze = ze' bigiminde e’ € E' bulunur. e — e’ € anng(z) = 0 oldugundan
e =e' € E' yani E' = (E":p z) gergeklenir.

(iii) = (iv) E' € 77 1(S71E") oldugunu biliyoruz. e € m~1(S71E") segelim. O halde
n(e) = ; € ST1E’ ve buradan 3z € S i¢in ze € E' olur. (iii)’den e € (E:zz) = E
bulunur.

(iv) = (i) D,S™YE nin S™1H-alt modiilii ve E' = w~1(D) olsun. ze € E' ve anng(z) =
0 sartin1 saglayan z € H ve e € E secelim. Buradan 1 (ze) = ? € D bulunur. D,S™1E

nin bir S~1H-alt modiilii oldugundan 7(e) = % = i% € D ve boylece e € t~1(D) = E’
yani E’ bir r-alt modiildiir.
Tanim 2.1.14 (Ribenboim, 1972) E' € E alt modiilii ve her z € H i¢in zE N E' = zE'

saglaniyorsa E' ne bir saf (pure) alt modiil denir.
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Tanim 2.1.14 ve Onerme 2.1.13’ten her saf alt modiiliin r-alt modiil oldugu kolayca

goriiliir. Bu ifadenin tersinin her zaman dogru olamayacagina iligkin bir 6rnek verelim.

Ornek 2.1.15H = Z, E = Z,¢ ve E' = (2) olsun. Ornek 2.1.3’ten E’ bir r-alt modiildiir.
2E' = (4) € 2E n E' = (2) oldugundan E’ bir saf alt modiil degildir.
Sonug 2.1.16 ann(E) = z(E) sartin1 saglayan bir E modiilii verilsin. E’' € E nin r-alt
modiil olmasi i¢in g.y.s E' niin saf olmasidir.
Ispat = E' € E r-alt modiilii verilsin. z & z(E) ise E’ bir r-alt modiil oldugundan
Onerme 2.1.13 (ii)’den zE N E' = zE' gerceklenir. Simdi z € z(E) = ann(E) secelim.
O halde zE N E' = 0 = zE' yani E’ bir saf alt modiildiir.
< Aciktir.
Onerme 2.1.17 E' € E r-alt modiilii ve T & (E":E) kosulunu saglayan T € H igin
(E":z T) bir r-alt modiildiir. Ozel olarak T & ann(E) ise anng(T) € E de bir r-alt
modiildiir.
Ispat ze € (E":; T) ve anng(z) = 0 sartin1 saglayan z € H ve e € E secelim. Buradan
her t € T igin t(ze) = z(te) € E' bulunur. E’ bir r-alt modiil oldugundan te € E’ ve
boylece e € (E":g T) yani (E":g T) € E bir r-alt modiildiir.
Sonug 2.1.18 E bir H-modiil ve z € ann(E) ise anng(z) € E, r-alt modiildiir.
Onerme 2.1.19 Tek r-alt modiilii sifir olan bir E modiilii i¢in asagidakiler gergeklenir.
(1) Sifir alt modiilii asaldir.
(i)  ann(E) € H ideali asaldir.
Ispat (i) ze =0 ve z ¢ ann(E) sartim saglayan z € H ve e € E segelim. Sonug
2.1.18’den anng(z) € E bir r-alt modiildiir. Varsayimdan e € anng(z) = 0 elde edilir.
(if) (i)’ den elde edilir.
Teorem 2.1.20 E' & E alt modiilii verilsin.
(1) E’ niin r-alt modiil olmasi igin g.y.s U N (H — z(E)) # @ sartin1 saglayan her
U € H ideali ve D € E alt modiilii i¢in UD € E' iken D € E’ diir.
(i)  (E":E) < z(E)veE' C E birr-alt modiil degilse U n (H — z(E)) # 0, E' &
D, (E:E) € U ve UD < E' sartlarin1 saglayan U € H ideali ve D C E alt
modiili vardir.
Ispat (i) E' € E bir r-alt modiil olsun. U N (H — z(E)) # @ ve UD C E' sartin1 saglayan
U € H ideali ve D € E alt modiilii verilsin. U N (H — z(E)) # @ oldugundan 3z € U
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icin anng(z) = 0 gergeklenir. Ayrica UD € E’ oldugundan her e € D i¢in ze € E’
bulunur. E’, r-alt modiil oldugundan e € E' yani D € E' olur. Tersine ze € E' ve
anng(z) = 0 sartin1 saglayan z € H ve e € E segelim. U = Hz ve D = He diyelim.
UD =Hze CE'veUnN (H — z(E)) # @ oldugundan D = He € E' yani e € E' olur.
(ii) E' < E bir r-alt modiil olmasm. O halde ze € E’, anng(z) = 0 ve e € E' kosullarini
saglayan z € H, e € E vardir. Simdi U = (E":e) ve D = (E":z U) alalim. UD € E’
oldugu kolayca anlasilir. ze € E' oldugundan z € U dur. Ayrica anng(z) =0
oldugundan z € z(E) ve bdylece U N (H - Z(E)) # @ dir. Dahasi (E":E) < z(E)
oldugundan (E":E) € U gergeklenir. Ayrica Ue = (E":e)e € E’ oldugundan e € D =
(E":g U) bulunur yani E’ < D elde edilir.

Teorem 2.1.21 U N (H — Z(E)) # @ kosulunu saglayan U € H ideali ve E;,E,,D <
E alt modiilleri i¢in agagidakiler gecerlidir.

(i) E,,E, € E, r-alt modiiller ve UE; = UE, ise E; = E, dir.

(i) UD C E, r-alt modiil ise UD = D dir. Ozel olarak, D bir r-alt modiildiir.
Ispat (i) UE, = UE, € E,, Un(H —2z(E)) # @ Ve E, bir r-alt modiil oldugundan
Teorem 2.1.20’den E; € E, bulunur. Benzer sekilde E, S E; ve boylece E; = E, olur.
(ii) UD <€ E, r-alt modiil olsun. UD < UD ve U n (H — z(E)) # ® oldugundan Teorem
2.1.20°den D € UD < D ve bdylece UD = D gergeklenir.

Teorem 2.1.22 Dy, D,, ..., D,, € E birer asal alt modiil ve her 1 < i # j < nig¢in (D;: E)
ile (Dj: E) karsilastirilamasin. Ny, Dy € E bir r-alt modiilse her 1 < i < ni¢in D; de r-
alt modiildiir.

Ispat Teoremin tiim kosullar1 altinda D, nin r-alt modiil oldugunu gdsterelim. Bunun igin
ze € D, ve anng(z) =0 sartini saglayan z € H ve e € E segelim. (D;:E) ler
karsilastirilamadigi i¢in y € (N¢xx(Ds: E)) — (Dy: E) bigiminde y € H bulunur.

Aksi takdirde (N¢zx(Di:E)) S (Dy:E) ve (Dy:E) asal oldugundan bir m €
{1,2,...,n} — {k} i¢in (Dp,:E) S (Dy:E) celiskisi bulunur. O halde yze = z(ye) €
Nf=; D; ve N}~ D; r-alt modiil oldugundan ye € N}{=; D; € Dy olur. Ayricay & (Dy: E)
ve D, asal oldugundan e € Dy, yani D, bir r-alt modiildiir.

Onerme 2.1.23 E’' € E maksimal r-alt modiil ise yani r-alt modiiller sinifinin bir
maksimal elemaniysa asaldir.

Ispat ze € E' ve z ¢ (E': E) sartin1 saglayan z € H ve e € E segelim. Onerme 2.1.17°den
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(E":g z) de r-alt modiildiir. Ayrica E' € (E':g 2z) ve E' maksimal r-alt modiil oldugundan
e € (E":p z) = E' elde edilir.

Asagidaki sonug¢ Asaldan Kaginma Teoreminin r-alt modiiller i¢in bir versiyonudur.

Onerme 2.1.24 D,D;,D,,...,D, € E alt modiiller olmak iizere D € U, D, olsun.
Ayrica, Dy bir r-alt modiil, her j # k i¢in (D;j: E) N (H — z(E)) # @ ve D & U, D; ise
D < D, dir.

Ispat k =1 icin iddiayr kamitlayalm. D & U’ D; oldugundan 3e € D — U}, D;
bulunur. e € D € U, D; oldugundan agik¢a e € D; bulunur. Simdi e’ € DN D, N
...N Dy, secelim. Buradan e + e’ € D — U}, D; ve bdylece e +e' € D; olur. e € D,
oldugundan e’ = (e + €') — e € D; ve béylece D N D, N ...N D,, © D; bulunur. Ayrica
her j # k igin (D;: E) N (H — z(E)) # @ oldugundan anng(z;) = 0 olacak sekilde bir
z;j € (Dj: E) vardir. Simdi z = 2,23 ...z, ve U = N}_,(D;: E) diyelim. anng(z;) = 0
oldugundan anng(z) =0 olur. Ayrica ze UNn(H—2z(E)) ve UDSDND,N..N
D,, € D, oldugundan Teorem 2.1.20’den D < D; bulunur.

Tamm 2.1.25 H —z(E) ST S H verilsin. Her ze H —z(E) ve t €T igin zt €T
saglantyorsa T ye r-carpimsal kapali kiime denir.

Ornek 2.1.26 E’ € E, r-alt modiilii verilsin. Simdi H — (E": E) nin r-carpimsal kapali
kiime oldugunu gosterecegiz. E', r-alt modiil oldugundan Lemma 2.1.5’ten (E":E) <
z(E) ve boylece H — z(E) € H — (E": E) elde edilir. Simdi z€ H —z(E) ve t € H —
(E":E) segelim. zt € (E": E) oldugunu varsayalim. Buradan her e € E igin zte € E’ elde
edilir. Ayrica z € H — z(E) oldugundan anng(z) = 0 ve E’ bir r-alt modiil oldugundan
te € E' yani t € (E': E) geliskisi bulunur. Demek ki, zt € H — (E": E) yani H — (E": E)
bir r-carpimsal kapali kiimedir.

Tamim 2.1.27 T € H bir r-¢arpimsal kapali kiime ve @ # T* C E olsun. te € T* kosulu
her t € T ve e € T™ igin saglantyorsa T™* a bir T-kapali kiime denir.

Teorem 2.1.28 T < H bir r-¢carpimsal kapali kiime ve T* € E, bir T-kapal1 kiime olsun.
D C E, DNT* = @ sartin1 saglayan alt modiilse D € E’' ve E' N T* = @ sartin1 saglayan
E' € E, r-alt modulu vardir.

Ispat £ = {D": D' € E bir alt modiil, D € D' ve D' NT* = @} kiimesini gz oniine
alalim. D € ¥ oldugundan X # @ dir. Simdi X dan bir D, €D, € D; < :-C D, C -
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zincirini alalm. D’ = U2, D, diyelim. D € D" ve T* N D' = @ oldugu kolayca goriiliir.
Boylece Zorn Lemma’dan X bir maksimal elemana sahiptir, biz bu maksimal elemana E’
diyelim. E' N T* = @ oldugundan E’ € E oldugu goriiliir. E’ r-alt modiil olmasm. Bu
durumda ze € E',e & E' ve anng(z) = 0 sartin1 saglayan z € H ve e € E segelim. e &
E' ve e € (E":gz) oldugundan E’' < (E':gz) bulunur. E’ € ¥ maksimal eleman
oldugundan (E':zz) N T* #+ @ ve buradan Je* € E i¢in e € T* N (E":g z) olur. T* bir
T-kapali kiime z € H — z(E) S T oldugundan ze* € T* N E' geliskisi bulunur. O halde
E' bir r-alt modiildiir
Teorem 2.1.29 H- modiil E i¢in asagidakiler denktir.

(i) Her alt modiil r-alt modiildiir.

(i)  zD =D herz € H — z(E) ve D alt modiilii igin saglanir.
Ispat (i) = (ii) D € E alt modiilii ve z € H — z(E) segelim. D = E oldugunu kabul
edelim. zD < E oldugunu varsayalim. Varsayimdan zD bir r-alt modiildiir. ze € zD (e €
D) ve anng(z) = 0 oldugundan e € zD yani zD = D c¢eliskisi bulunur. O halde zD = D
gergeklenir. Simdi D # E olsun. Buradan zD € D # E ve boylece zD bir r-alt modiil
olur ve benzer sekilde zD = D bulunur.
(ii) = (i) E' € E alt modiilii ve z € H — z(E) verilsin. (ii)’den zE' = E', zE = E ve
boylece zE' = E' = E N E' = zE N E' bulunur. Onerme 2.1.13’ten E’, r-alt modiildiir.
Sonug 2.1.30 z € H ve e € E verilsin. anny.z(z, e) = 0 olmasi i¢in g.y.s anng(z) = 0
ve ann(z) = 0 dr.
Onerme 2.1.31 U C H bir r-idealse U « E € H o E de bir r-idealdir.
Ispat U < H bir r-ideal olsun. (z,e)(t,e’) = (zt,ze’ + te) € U < E ve annysz(z,€) =
0 olacak sekilde z,t € H; e, e’ € E alalim. Buradan zt € U ve ann(z) = 0 olur. U, r-
ideal oldugundan t € U boylece (t,e") € U « E bulunur. O halde U « E, r-idealdir.

Asagidaki 6rnek Onerme 2.1.31°in tersinin her zaman dogru olmayacagini

gostermektedir.

Ornek 2.1.32 Z « Z, halkasinda ve 27Z o Z, idealini gbz oniine alalim. Z bir tamlik
bolgesi oldugundan sifirdan bagka hicbir r-ideali yoktur boylece 27 bir r-ideal degildir.
Fakat 2Z o< Z, idealinin bir r-ideal oldugunu gosterelim. (a,m)(b,n) = (ab,an +

bm) € 27 x Z, ve anngyy,(a,m) = 0 olacak sekilde a, b € Z ve m, n € Z, elemanlar
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segilsin. anngeyz,(a,M) = 0 oldugundan anng,(a) =0 ve bdylece ebob(a,2) =1
oldugu gorilir. Ayrica (ab,an + bm) € 2Z < Z, oldugundan 2|ab elde edilir.
ebob(a,2) = 1 oldugundan 2|b yani b € 2Z ve boylece (b,n) € 2Z « Z, bulunur.
Sonug olarak, 27 o« Z, bir r-idealdir.

Teorem 2.1.33 U € H bir r-ideal, UE € E' ve E' € E bir r-alt modiilse U x E' € H
E de bir r-idealdir.

Ispat (z,e)(t,e") = (zt,ze' + te) € U « E’ ve anny.z(z, e) = 0 sartin1 saglayan z,t €
H; e,e' € E alalim. Buradan ann(z) = 0 ve zt € U elde edilir. U, r-ideal oldugundan
t € U bulunur. Boylece te € UE < E’ olur. Ayrica ze' + te € E' oldugundan ze' € E’
bulunur. Diger yandan anng«g(z,e) = 0 oldugundan anng(z) = 0 dir. Boylece E’, r-
alt modiil ve ze' € E' oldugundan e’ € E’ elde edilir. O halde (¢, e") € U o E’ ve buradan

U o« E' niin bir r-ideal oldugu goriiliir.

Ornek 2.1.32, Teorem 2.1.33’iin tersinin de her zaman dogru olamayacagini

gostermektedir. Simdi Teorem 2.1.33’{in tersinin ne zaman dogru olacagini gosterelim.

Teorem 2.1.34 z(E) = zd(H) sartin1 saglayan bir H-modil E verilsin. U < E' € H < E
bir r-ideal ve E' € E ise U € H, r-ideal ve E' € E, r-alt modiildiir.
Ispat U o E' € H « E bir r-ideal olsun. zt € U ve ann(z) = 0 olacak sekilde z,t € H
elemanlan segilsin. Buradan (z,0)(t,0) = (zt,0) € U « E' elde edilir. ann(z) = 0 ve
z(E) = zd(H) oldugundan anng(z) = 0 ve boylece annyz(z,0) = 0 elde edilir. U «
E’, r-ideal oldugundan (t,0) € U o E' ve buradan t € U bulunur. Simdi de E’ niin bir r-
alt modiil oldugunu gosterelim. ze € E’ ve anng(z) = 0 olacak sekilde z € H ve e € E
elemanlar1 verilsin. Yukaridakine benzer sekilde anngy.g(z,0) =0 oldugu goriiliir.
Ayrica (z,0)(0,e) = (0,ze) € U < E' oldugu kolaylikla goriiliir. U « E’, r-ideal
oldugundan (0, e) € U « E' ve boylece e € E’ elde edilir. O halde E’, r-alt modiildiir.
Lemma 2.1.35 E; bir H;-modiil ve E, de bir H,-modiil olmak tizere H = H; X H, ve
E = E; X E, olsun. Ayrica her i = 1,2 igin E;’, E; nin bir alt modiilii ve E' = E;' X E,’
olsun. Asagidakiler denktir:

(i) E' € E bir r-alt modiildiir.

(i)  E," = E; ve E,’, E; nin bir r-alt modiilii veya E;’, E; in bir r-alt modiilii ve

E," = E, veya E,’, E;' birer r-alt modiildiir.
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Ispat (i) = (ii) Oncelikle E/E’ modiilii (E;/E;") x (E,/E,") modiiliine izomorftur ve
ayrica z(E/E") = (z(E,/E,") X Hy) U (H, X z(E,/E,")) esitligi saglanir. Simdi E’ niin
bir r-alt modiil ve E;' = E; oldugunu varsayalim. E', E nin has alt modiilii oldugundan
E,'+ E, dir. O halde z(E/E") = H, X z(E;/E,") € z(E) = (z(E;) X H,) U (H; X
z(E,)) ve boylece z(E,/E,") € z(E,) elde edilir. O halde Lemma 2.1.2°den E,’ bir r-
alt modiildiir. Diger durumlarda da benzer sekilde (i) = (ii) gerektirmesinin dogru
oldugu gosterilebilir.
(ii) = (i) Tersine (ii) nin dogru oldugunu kabul edelim. Genelligi bozmadan E;’, E,’
niin birer r-alt modiil oldugunu varsayalim. Buradan z(E; /E,") € z(E,) ve z(E,/E,") €
z(E,) elde edilir. Boylece z(E/E") = (z(Ey/E:") X Hy) U (H; X z(E,/E;")) <
(z(Ey) X Hy) U (H; X z(E,)) = z(E) bulunur. O halde E’, E nin bir r-alt modiiliidiir.
Diger durumlarda da E' niin bir r-alt modiil oldugu benzer sekilde goriiliir.
Teorem 2.1.36 n > 1, her 1 < t < n i¢in E; bir H;-modiil, H = H; X H, X ... X H,, ve
E=E, XE, X ..xXE, olsun. O halde E' = E;" X E,’ X ... X E,,' € E alt modiilii i¢in
asagidakiler denktir.

(i) E', r-alt modiildiir.

(i) Her t e {t,,t,, ..,t,ym<n} i¢in E/=E, ve her te€{1,2,..,n}—

{t1,ty, ..., ty} i¢in E." € E, bir r-alt modiildiir.

Ispat Ispati tiimevarim ile yiiriitecegiz. n = 1 igin (i) © (ii) gerektirmesi agiktir. n = 2
i¢in (i) © (ii) gerektirmesi Lemma 2.1.35’ten elde edilir. Iddianin her k < n i¢in dogru
oldugunu kabul edelim ve k = n i¢in dogru oldugunu gosterelim. Simdi E* = E; X E, X
.. X E,,_; olmak lizere E = E* X E,, diyelim. Lemma 2.1.35’ten E' niin E nin bir r-alt
modiilii olmasi i¢in g.y.s E,' € E,, bir r-alt modiil olmak lizere E' = E* X E,,' veya
E** € E*1n bir r-alt modiilii olmak lizere E' = E** X E, veya E*™* € E*ve E,' € E,, birer
r-alt modiil olmak iizere E' = E** X E,' seklinde olmasidir. Ispatin geri kalan

timevarim adimindan elde edilir.
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2.2 sr-Alt Modiiller

Bu boélimde r-ideallerin diger bir genislemesi sr-alt modiilleri tanimlayacagiz.
Ayrica bu genislemenin bir 6nceki genislemeyle benzerliklerini ve farkliliklarini

ortaya koyacagiz.

Tanmm 2.2.1 E’' € E alt modiilii verilsin. Her z € H, e € E igin ze € E' ve anny(e) = 0

iken z € (E": E) saglaniyorsa E’ ne bir sr-alt modiil denir.

H halkasin1 H-modiil olarak gz oniine alirsak r-alt modiiller ve sr-alt modiillerin denk

oldugu kolayca goriiliir. Simdi birka¢ sr-alt modiil 6rnegi verelim.

Ornek 2.2.2 Ornek 2.1.3’ten Z-modiil Z,,’nin her has alt modiiliiniin bir r-alt modiil
oldugunu biliyoruz. Ayrica her m € Z, i¢in nm = 0 oldugundan annz(m) # 0 ve
boylece Z-modiil Z,, nin her has alt modiiliiniin asikar olarak bir sr-alt modiil oldugu

anlasilir. Simdi Z-modiil E(p) yi gbz Oniine alalim. Yukaridakine benzer bi¢imde

annz(pﬁn+ Z) # 0 oldugundan Z-modiil E(p) nin de her has alt modiilii bir sr-alt

moduldir.

Yukaridaki 6rnekte yine r-alt modiil ve sr-alt modiiller ¢akismaktadir. Aslinda bu

tanimlardan biri digerini gerektirmez. Simdi bu duruma birer 6rnek verecegiz.

Ornek 2.2.3 (i) R-modiil E = R?yive E' = {(x,0):x € R} alt uzaym goz 6niine alalim.
Onerme 2.1.8’den E’, E nin bir r-alt modiiliidiir. Simdi E’ niin bir sr-alt modiil olmadigin:
gosterelim. 2(1,0) = (2,0) € E', annk(1,0) =0ve 2 ¢ (E": E) = 0 oldugundan E' bir
sr-alt modiil degildir.

(i) H=ZXZ, E=7X1Z, ve E'=2Zx0 olsun. Her e € E igin anny(e) =0
oldugundan E’ bir sr-alt modiildiir. Ayrica (2,1)(1,0) = (2,0) € E’, anng(2,1) = 0 ve
(1,0) & E’ oldugundan E’ niin bir r-alt modiil olmadig: anlasilir.

Lemma 2.2.4 E' € E bir sr-alt modiilse E’ < t(E) dir.

Ispat E' & t(E) olsun. Buradan anny(e) = 0 olacak sekilde e € E' bulunur. 1le = e €
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E' ve E', sr-alt modiil oldugundan 1 € (E": E) ve boylece E' = E geliskisi elde edilir. O
halde E' < t(E) bulunur.

Asagidaki 6rnek Lemma 2.2.4’{in tersinin dogru olmayacagini gostermektedir.

Ornek 2.2.5 H = R X Z ve E = C X Z olmak iizere E nin has alt modiilii E' = R X 0’1
g6z Oniine alalim. Oncelikle t(E) = (0 X Z) U (C X 0) ve (E": E) = 0 oldugu kolaylikla
goriliir. Boylece E' € t(E) dir. (2,0)(2 + 0i,1) = (4,0) € E', anny (2 + 0i,1) = 0 ve
(2,0) € (E": E) oldugundan E' niin bir sr-alt modiil olmadig: anlagilir.

Asagidaki Ornek asal alt modil ve sr-alt modil kavramlarmin birbirini

gerektirmedigini gostermektedir.

Ornek 2.2.6 (i) Z-modiil Z nin sifirdan farkl asal alt modiilleri sr-alt modiil degildir.
(ii) Ornek 2.2.2°den (4), Z-modiil Z,, nin bir sr-alt modiiliidiir ancak asal alt modiilii
degildir.

Simdi asagidaki onermede bir asal alt modiiliin ne zaman sr-alt modiil oldugunu

gosterecegiz.

Onerme 2.2.7 E' C E, asal alt modiiliiniin sr-alt modiil olmas1 icin g.y.s E’' € t(E) dir.
Ispat E' € E, asal alt modiilii verilsin.
=: E' C E, sr-alt modiilse Lemma 2.2.4’ten E’ < t(E) elde edilir.
&: E' € t(E) olsun. Simdi, E' niin bir sr-alt modiil oldugunu gosterelim. ze € E' ve
anny(e) = 0 sartin1 saglayan z € H ve e € E secelim. Buradan e ¢ t(E) ve boylece e &
E’ olur. E' bir asal alt modiil ve ze € E' oldugundan z € (E': E) elde edilir.
Onerme 2.2.8 E bir H-modiil olsun. Asagidakiler gerceklenir:

(i) Sifir alt modiilii bir sr-alt modiildiir.

(i) sr-alt modiillerin arakesiti de bir sr-alt modiildiir.

Ispat (i) ze = 0 ve anny(e) = 0 olacak sekilde z € H ve e € E segelim. Buradan z =
0 € ann(E) elde edilir. Boylece sifir alt modiilii bir sr-alt modiildiir.

(ii) I bir indis kiimesi ve {E;}+¢, Sr-alt modiillerin keyfi bir kiimesi olsun. Simdi E' =
N¢er E¢ diyelim. E' niin bir sr-alt modiil oldugunu gosterecegiz. ze € E' ve anny(e) = 0

olacak sekilde z € H ve e € E elemanlar verilsin. ze € E' oldugundan (t € 1) igin ze €
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E; olur. E; bir sr-alt modiil oldugundan z € (E;: E) ve boylece z € N;e(Es: E) =
(N¢erE¢ : E) = (E'": E) elde edilir. O halde E' bir sr-alt modiildiir.

Asagidaki ornek E' bir sr-alt modiil olsa bile (E':E) nin her zaman r-ideal

olmayacagini gostermektedir.

Ornek 2.2.9 Z-modiil Z¢[X] ve alt modiilii E' = {h(X) € Z¢[X]: h(0) € (2)} yi goz
oniine alalim. Her h(X) € Z¢[X] i¢in annz(h(X)) # 0 oldugundan E’ asikar olarak bir
sr-alt modiildiir. Fakat (E': Z¢[X]) = 27Z tamsayilar halkasinin bir r-ideali degildir.
Onerme 2.2.10 E’ ¢ E alt modiilii igin asagidaki ifadeler denktir.

(i) E', sr-alt modiildiir.

(i) Here & t(E)i¢in He N E' = (E": E)e dir.

(iii) Here & t(E) i¢in (E": E) = (E": e) dir.

Ispat (i) = (ii) E’ € E bir sr-alt modiil olsun. (E’: E)e S He N E’ her zaman saglanur.
Simdi e ¢ t(E) yani anny(e) = 0 olsun. e’ € He N E' segelim. Buradan 3z € H igin
e' = ze € E' olur. E' bir sr-alt modiil ve anny(e) =0 oldugundan z € (E":E) ve
boylece e’ = ze € (E': E)e elde edilir.
(ii) = (iii) (E":E) € (E":e) kapsamasi her e € E igin gegerlidir. e ¢ t(E) ve z €
(E': e) alalim. Buradan ze € E' ve boylece ze € He N E' = (E': E)e elde edilir. O halde
3t € (E":E) igin ze = te yani (z — t)e = 0 ve buradan z = t € (E": E) bulunur.
(iii) = (i) Her e & t(E) i¢in (E":E) = (E":e) gegerli olsun. Simdi E’ niin bir sr-alt
modiil oldugunu gosterelim. ze € E' ve anny(e) = 0 sartin1 saglayan z € H ve e € E
alahm. Buradan z € (E':e) = (E": E) elde edilir yani E' bir sr-alt modiildiir.
Teorem 2211 h:E; - E, bir H-modil homomorfizmasi olsun. Asagidakiler
gerceklenir:
(i) h bir monomorfizma ve E' € E,, h™1(E") # E, olacak sekilde bir sr-alt
modiil olsun. h~1(E") € E,, bir sr-alt modiildiir.
(i) E < E;, Ker(h) yi kapsayan bir sr-alt modiil ve h bir epimorfizma olsun.
h(E) S E,, bir sr-alt modiildiir.

Ispat (i) ze € h™1(E") ve anny(e) = 0 olacak sekilde z € H ve e € E; elemanlar
segilsin. Buradan h(ze) = zh(e) € E' elde edilir. h bir monomorfizma oldugundan

anny (h(e)) = 0 bulunur. E' bir sr-alt modiil oldugundan z € (E": E;) € (h"*(E"): Ey)
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elde edilir. Boylece h™1(E"), E; in bir sr-alt modiiliidiir.
(ii) ze' € h(E) ve anny(e") = 0 olacak sekilde z € H ve e’ € E, elemanlarini alalim. h
bir epimorfizma oldugundan h(e) = e’ olacak sekilde e € E; vardir. Buradan ze' =
zh(e) = h(ze) € h(E) bulunur. Ker(h) € E oldugundan ze € E elde edilir. Ayrica
anny(e") = 0 oldugundan anny(e) = 0 oldugu kolayca goriiliir. E bir sr-alt modiil
oldugundan z € (E:E;) € (h(E):E,) bulunur. Boylece h(E), E, nin bir sr-alt
modiiliidiir.
Sonug¢ 2.2.12 D € E alt modiilii i¢in asagidakiler gegerlidir.
(i) E' € E, sr-alt modiil ve D € E' ise E' n D € D de sr-alt modiildiir.
(i)  E' <€ E, D yikapsayan bir sr-alt modiil ise E'/D de H-modiil E /D nin bir sr-
alt modiilidiir.
Ispat (i) inj:D > E, her e€D icin inj(e) =e seklinde tanimlanan igerme
homomorfizmasini gz dniine alalim. inj bir monomorfizma ve inj~1(E") = E' n D dir.
Boylece istenen Teorem 2.2.11 (i)’den elde edilir.
(i) m:E—>E/D, her e€E icin m(e) =e+ D bigciminde tanimlanan dogal
homomorfizmay1 diisiinelim. Burada Ker(m) = D € E' dir. Boylece istenen Teorem
2.2.11 (ii)’den elde edilir.
Not 2213 @+#TCH ve E'CE alt modili icin ((E:gT):E)= ((E:E):T)
gerceklenir.
Onerme 2.2.14
(i) E' € E, sr-alt modiil ve T ¢ (E":E) kosulunu saglayan T < H verilsin.
(E":g T) de sr-alt modiildiir. Ozel olarak, T & ann(E) ise anng(T) de sr-alt
modiildiir.

(i)  z & ann(E) ise anng(z) € E, bir sr-alt modiildiir.

ispat (i) ze € (E":xT) ve anny(e) = 0 olacak sekilde z € H ve e € E elemanlar
verilsin. O halde her t € T igin t(ze) = (tz)e € E' elde edilir. E' bir sr-alt modiil ve
anny(e) = 0 oldugundan tz € (E":E) yani z € ((E"E):T) = ((E":g T):E) bulunur.
(ii) Onerme 2.2.8 ve (i)’den elde edilir.

Teorem 2.2.15 E' ¢ E alt modiilii i¢in asagidakiler gergeklenir:
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(i) E' niin sr-alt modiil olmas: i¢in g.y.s her U S H ideali ve© D n (E —
—t(E)) # @ olacak sekilde her D € E alt modiilii icin UD S E' iken U S
(E': E) olmasidir.

(i) E'Ct(E) ve E',sr-alt modil degilse DN (E—t(E))#®, E &D,
(E':E) €U ve UD C E' sartlarim1 saglayan U € H ideali ve D C E alt
modiilii bulunur.

Ispat (i) UD € E’' ve D n (E — t(E)) # @ olacak sekilde U € H ideali ve D € E alt
modiilii verilsin. Buradan anny(e) =0 olacak sekilde e € D vardir. UD C E'
oldugundan her z € U i¢in ze € E' bulunur. Ayrica E' bir sr-alt modiil oldugundan z €
(E":E) olur. Boylece U € (E":E) c¢ikar. Tersine, ze € E' ve anny(e) = 0 sartini
saglayan z € H ve e € E elemanlarini alalim. Simdi U = Hz ve D = He diyelim. D n
(E—t(E)) #® ve UD = Hze S E' oldugu kolaylikla goriiliir. O halde varsayimdan
U=Hz< (E:E) ve boylece z € (E":E) elde edilir. Sonu¢ olarak, E’ bir sr-alt
modiildiir.

(ii) E' bir sr-alt modiil olmasin. O halde ze € E', anny(e) = 0 ve z € (E": E) sartlarini
saglayan z € H ve e € E segelim. Simdi D = (E":; z) ve U = (E": D) diyelim. Buradan
UD = (E":D)D < E' oldugu goriiliir. Ayrica e € (E":g z) — E' oldugundan E' & D dir.
zD = z(E":g z) € E' oldugundan z € U = (E': D) ve boylece (E":E) & U bulunur. O

halde istenen tiim kosullar gerceklenir.
Simdi Teorem 2.2.15°ten agike¢a elde edilen asagidaki sonucu verelim.

Teorem 2.2.16 D € E bir alt modiill ve DN (E —t(E)) # @ olsun. Bu durumda
asagidakiler gergeklenir:
(i) E,, E, birer sr-alt modiil ve (E;: E)D = (E,:E)D ise (Ey:E) = (E,: E) dir.
(i) U € H bir ideal ve UD € E bir sr-alt modiil ise UD = UE dir. Ozel olarak,
UE de sr-alt modildiir.

Teorem 2.2.17 Dy, D,, ..., D,, € E asal alt modiillerveher1 <t # k < ni¢in (D: E) ile
(D;: E) karsilastirilamasim. N}, D; bir sr-alt modiil ise her 1 < t < n i¢in D, de sr-alt
modiildiir.

Ispat Teorem 2.1.22’nin ispatia benzer bir sekilde elde edilir.

Asagidaki Teorem bize serbest burulmali modiillerin sr-alt modiiller yardimiyla
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karakterize edilebilecegini soylemektedir.

Teorem 2.2.19 E bir H-modiil olsun. Asagidakiler denktir:
(i) E bir serbest burulmali H-modiildiir.

(i)  E sadik bir modiil ve sifir alt modiilii E nin tek sr-alt modiiltidiir.

Ispat (i) = (ii) E bir serbest burulmali H-modiil olsun. E nin sadik modiil oldugu agiktir.
E' € E, herhangi bir sr-alt modiil olsun. Lemma 2.2.4°ten E' € t(E) =0 yani E' =0
elde edilir.
(ii) = (i) e € t(E) alalim. O halde ze = 0 olacak sekilde 0 # z € H vardir. E sadik
modiil oldugundan z & ann(E) ve bdylece Onerme 2.2.14 (ii)’den anng(z) bir sr-alt
modiil olur. Varsayimdan e € anng(z) = 0 elde edilir. Boylece t(E) = 0 yani E bir
serbest burulmal1 modiildiir.
Onerme 2.2.20 E' C E, sr-alt modiiller ailesinin bir maksimal elemaniysa E’ asaldir.
Ispat E’, sr-alt modiiller ailesinin bir maksimal elemani olsun. ze € E' ve z ¢ (E":E)
olacak sekilde z € H, e € E elemanlari verilsin. Simdi e € E’ oldugunu gosterecegiz.
Onerme 2.2.14 (i)’den (E': z), E' nii kapsayan bir sr-alt modiildiir. Varsayimdan E' =
(E":g z) ve boylece e € (E":g z) = E' elde edilir. O halde E’ bir asal alt modiildiir.
Teorem 2.2.21 H-modiil E icin asagidakiler denktir.

(i) Her has alt modiil bir sr-alt modiildiir.

(i) t(E) = E yadahere & t(E) icin He = E dir.
Ispat (i) = (ii) Her has alt modiil, E nin bir sr-alt modiilii olsun. t (E) # E kabul edelim.
e & t(E) alahm. He # E ise He bir has alt modiil olur. Béylece varsayimdan He bir sr-
alt modiildir. e € t(E) oldugundan anny(e) = 0 dir. Ayrica ze € He (z € H) ve He bir
sr-alt modiil oldugudan z € (He: E) yani (He: E) = H ve boylece E = He geliskisi elde
edilir. O halde varsayim yanlis yani He = E dir.
(ii) = (i) t(E) =E ise her e € E igin anng(e) # 0 oldugundan E nin her has alt
modiili asikar olarak sr-alt modiildiir. Simdi t(E) # E ve her e € t(E) i¢in He = E
olsun. E' € E alt modiiliinii alalm. ze € E’ ve anny (e) = 0 olacak sekilde z € Hve e €
E elemanlar1 verilsin. Buradan e € t(E) ve varsayimdan He = E elde edilir. ze € E’
oldugundan Hze = zHe = zE € E' yani z € (E':E) bulunur. O halde E' bir sr-alt
modiildiir.

Sonug 2.2.22: Serbest burulmali E modiilii i¢in asagidakiler denktir.
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(i) Her alt modiil sr-alt modiildiir.

(i)  E basit modiildiir.
Ispat (i) = (ii) 0 # E’ € E alt modiilii verilsin. t(E) = 0 & E’ oldugundan 3e € E' —
t(E) vardir. Boylece (i) ve Teorem 2.2.21’den He = E € E' € E yani E' = E elde edilir.
Sonug olarak E bir basit modiildiir.
(ii) = (i) E bir basit modiil olsun. Bu durumda E nin tek has alt modiilii sifir alt
modiiliidiir ve Onerme 2.2.8 (i) den sr-alt modiildiir.
Lemma 2.2.23 E,, E, sirasiyla birer H; ve H,-modiil olsun. Bu durumda t(E; X E;) =
(t(Ey) X E;) U (E; X t(E,)) gergeklenir.
Ispat (e;,e,) € t(E; X E;) olsun. Buradan (z,z,)(eq,e,) = (z1e4,2,e,) = (0,0)
olacak sekilde (0,0) # (z;,2z,) € Hy X H, eleman1 vardir. Béylece z,e; = 0,z,e, = 0
elde edilir. (z1,2z,) # (0,0) oldugundan z; # 0 veya z, # 0 bulunur ve buradan e; €
t(E;) veya e, € t(E,) elde edilir. O halde (eq,e;) € (t(E;) XE;) U (E1 X t(Ez))
bulunur. Tersine, (eq,e3) € (t(E;) X E3) U (E; X t(E;)) olsun. Bu durumda genelligi
bozmadan (e;, e,) € (t(E;) X E;) oldugunu kabul edebiliriz. Buradan e, € t(E;) elde
edilir. O halde z;e; = 0 olacak sekilde 0 # z; € H; vardir. Buradan (z,0) # (0,0) ve
ayrica (z1,0) (e, e2) = (z,e4,0) = (0,0) oldugu goriilir. O halde (eq, e;) € t(E; X E;)
bulunur. Diger durumda da benzer sekilde (eq, ;) € t(E; X E,) elde edilir. Sonug olarak,
t(E; X E;) = (t(E,) X E;) U (E; X t(E5)) bulunur.
Sonug 2.2.24 E,, E, sirastyla birer H; ve H,-modiil olsun. t(E,) = E; veya t(E,) = E,
ise t(Ey X E,) =E; XE, dir. Bu durumda E; X E, nin her has alt modili sr-alt
modiildiir.
Lemma 2.2.25 E,, E, sirasiyla birer H; ve H,-modiil ve her i = 1,2 i¢in t(E;) # E; olsun.
H=H; XxH,, E=E; XE,veayrica E' = E;' X E;’ € E alt modiil olsun. Asagidakiler
denktir:

(i) E’', sr-alt modiildiir.

(i)  E,' = E,veEj C E,,bir sr-alt modiil veya E; € E, bir sr-alt modiil ve E," =

E, veya E,', E,' birer sr-alt modiildiir.

Ispat (i) = (ii) E’' € E, bir sr-alt modiil olsun. E;" = E; oldugunu kabul edelim. E’ bir
has alt modiil oldugundan E," # E, dir. Simdi E," niin bir sr-alt modiil oldugunu

gosterecegiz. Aksini varsayalim. z,e, € E,’, anny,(e;) = 0 ve z, & (E;": E;) olacak
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sekilde z, € H, Ve e, € E, elemanlar1 vardir. t(E;) # E; oldugundan anny, (e;) =0
olacak sekilde bir e; € E; vardir. Boylece anng(e;,e;) = (0,0) ve (0,z,)(e;,e,) =
(0,2z,e,) € E' elde edilir. Ayrica (E":E) = (E;":E;) X (E,'": E3) oldugundan (0, z,) ¢
(E'":E) bulunur. Bu ise E' niin bir sr-alt modiil olusuyla ¢elisir. Boylece, E,’, E, nin bir
sr-alt modiilidiir. E," = E, ise benzer sekilde E;’, E; in bir sr-alt modiludiir. E;" # E;
ve E," # E, ise E;', E;' niin birer sr-alt modiil oldugu benzer sekilde gosterilir.
(i) > (i) E;,E,’ birer sr-alt modiil olsun. (zy,2,)(eq,e;) = (z,€4,2,€,) € E' ve
anny(eq,e;) = (0,0) olacak sekilde (zq,2z,) € H ve (e, e,) € E elemanlar verilsin.
Buradan her i = 1,2 igin anny (e;) = 0 ve ze; € E;’ elde edilir. E;" bir sr-alt modiil
oldugundan z; € (E;":E;) ve boylece (z1,z,) € (E\":E;) X (E,":E;) = (E":E) elde
edilir. Boylece E’ € E, sr-alt modiildiir. Diger durumlarda da E’ niin bir sr-alt modiil
oldugu benzer sekilde gosterilir.
Teorem 2.2.26 n > 1, her 1 < t < n i¢in E; bir H;-modiil, H = H; X H, X ... X H,, ve
E=E XE,x..XxE,olsun.Her 1 <t <n i¢in t(E;) # E; ve ayrica E' = E] X E; X
.. X E;, € E, alt modiilii verilsin. Asagidakiler denktir.

(1) E', sr-alt modiildiir.

(i) Her t € {t;,ty, ..., t,xm <n} icin E;/=E; ve her te{1,2,..,n}—

{t1,ts, .., t} igin E] € E;, sr-alt modiildiir.

Ispat Lemma 2.2.25 kullanilarak Teorem 2.1.36 ya benzer sekilde elde edilir.
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3. DEGISMELI HALKALARIN n-iIDEALLERI

Bu boliimde degismeli halkalarin r-ideallerinden daha kuvvetli olan n-idealleri
tanimlayip cebirsel 6zelliklerini inceleyecegiz. Bu yeni ideal sinifinin r-ideal, asalimsi,

2-yutan asalims1 ve zayif 2-yutan asalimsi ideallerle iliskilerini belirleyecegiz.

Tammm 3.1 U & H ideali verilsin. Her z,t € H ig¢in zt € U ve z & N(H) iken t € U
saglaniyorsa U ya bir n-ideal denir.

Ornek 3.2 H halkas: tek asal ideali m olan bir s6zde yerel halka olsun. Bu durumda
N(H) = m tim birimsel olmayan elemanlarin kiimesidir. Simdi H halkasinin bir has
ideali U yu alalim. zt € U ve z € Jt(H) olmak iizere z,t € H elemanlar1 verilsin. z € m
oldugundan z birimseldir ve bdylece t = z~1(zt) € U elde edilir. O halde U bir n-
idealdir.

Ornek 3.3 H bir tamlik bdlgesi ve U = 0 olsun. Béylece H bir indirgenmis halkadir yani
JN(H) =0 olur. zt =0 ve z ¢ JN(H) sartin1 saglayan z,t € H segilsin. H bir tamlik
bolgesi ve z # 0 oldugundan t = 0 € U elde edilir. O halde her tamlik bolgesinde sifir

idealinin bir n-ideal oldugu anlagilir.
Asagidaki 6rnek her halkanin n-ideale sahip olmadigini gostermektedir.

Ornek 3.4 H, 0 ve 1 den farkli bir y € H idempotent elemani olan bir indirgenmis halka
olsun. Simdi H nin hi¢bir n-idealinin olmadigin1 gésterecegiz. U & H idealini alalim. U
has oldugundan y veya 1 — y elemanlarindan birini icermez. Genelligi bozmadan y & U
oldugunu kabul edebiliriz. y(1 —y) =0 € Uve 1 —y & NN(H) oldugundan U nun bir n-
ideal olmadig1 goriiliir. Ozel olarak, tam sayilarin modiilo 6 halkasi Zg nin higbir n-ideali
yoktur.

Onerme 3.5 U € H, bir n-idealse U € 9t(H) dir.

Ispat U € H, bir n-ideal fakat U & 9t(H) olsun. Bu durumda z ¢ 9t(H) olacak sekilde
bir z € U vardir. U, n-ideal ve z = z1 € U oldugundan 1 € U geliskisi bulunur.
Onerme 3.6 n-ideallerin arakesiti de n-idealdir.

Ispat {U,};c;, H nin n-ideallerinin keyfi bir kiimesi olsun. U = N.g U, diyelim. zt € U

ve z & Jt(H) olacak sekilde z,t € H elemanlar verilsin. Buradan her t € li¢in zt € U,
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elde edilir. U, bir n-ideal oldugundan t € U, ve boylece t € U oldugu anlasilir yani U bir
n-idealdir.

Onerme 3.7 Her n-ideal bir r-idealdir.

Ispat U © H, n-ideali verilsin. zt € U ve ann(z) = 0 olacak sekilde z,t € H elemanlar1
verilsin. ann(z) = 0 oldugundan z ¢ 9t(H) dir. Boylece, U bir n-ideal oldugundan t €

U bulunur. Sonug olarak, U bir r-idealdir.
Onerme 3.7’nin tersi dogru olmayabilir, simdi buna bir 6rnek verelim.

Ornek 3.8 H = Z halkasmi ve U = (0) idealini goz éniine alalim. ab = 0 ve ann(a) =
0 olacak sekilde a, be Z¢ elemanlarimi alalim. H bir sonlu halka ve & bir regiiler eleman
oldugundan a terslenebilirdir. Boylece b = c_l"l(c_lE) = 0 elde edilir. O halde sifir ideali
bir r-idealdir. Fakat Ornek 3.4 ten sifir idealinin bir n-ideal olmadig1 anlagilir.
Not 3.9 Herhangi bir H halkasinda 9t(H) S zd(H) dir. Tersine sifir ideali bir asalimsi
ideal ise 9t(H) = zd(H) olur. O halde bir H halkasinda sifir ideali asalimsi idealse bu
halkanin tiim r-idealleri ve n-idealleri ¢akisir.
Teorem 3.10 U & H ideali i¢in asagidakiler denktir.

(1) U, n-idealdir.

(i) Her z ¢ N(H) i¢in U = (U: z) dir.

(i) vycuUveVn(H-NH)) # @ kosulunu saglayan V,Y € H idealleri igin

Y € U dur.

Ispat (i) = (ii) U € H, n-ideali ve z ¢ N(H) verilsin. U € (U:z) oldugu kolayca
goriiliir. Simdi t € (U: z) alalim. Buradan zt € U elde edilir. U bir n-ideal oldugundan
t € U ve boylece U = (U: z) bulunur.

(i) = (iii) VY € U ve VN (H—N(H)) # @ kosulunu saglayan V,Y € H idealleri
verilsin. V.n (H — N(H)) # @ oldugundan 3z & N(H) i¢in z € V olur. Ayrica zY €
VY € U oldugundan Y € (U: z) = U elde edilir.

(iii) = (i) zt € U ve z & N(H) olacak sekilde z,t € H elemanlar1 verilsin. V = Hz ve
Y = Ht diyelim. Buradan VY = Hzt € U ve V. N (H — N(H)) # @ oldugu anlasilir. O
halde (iii)’den Y = Ht € U yani t € U elde edilir.

Onerme 3.11 U € H, asal idealinin n-ideal olmas1 igin g.y.s t(H) = U dur.

Ispat U € H, asal ideali verilsin.
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= U bir n-idealse Onerme 3.5’ten U € t(H) ve bdylece U = 9t(H) elde edilir.
< U = N(H) oldugunu kabul edelim. z,t € H olmak lizere zt e U ve z € R(H) = U
olsun. U bir asal ideal oldugu i¢in t € U bulunur.
Sonug¢ 3.12 Herhangi bir H halkasi i¢in asagidakiler gegerlidir.
(i) Jt(H) bir n-idealdir & N(H), asaldur.
(i) Tamlik bolgesi olmayan indirgenmis halkalarda higbir n-ideal yoktur.
(ili)  H bir indirgenmis halka olsun. H nin tamlik bdlgesi olmasi igin g.y.s sifir

ideali n-idealdir.

Ispat (i) M(H) S H, bir asal ideal olsun. Onerme 3.11°den 9t(H) bir n-idealdir. Simdi
JN(H) nin bir n-ideal oldugunu kabul edelim. zt € 9(H) olacak sekilde z,t € H
elemanlar1 verilsin. z € M(H) oldugunu kabul edelim. Bu takdirde 9t(H), n-ideal
oldugundan t € (H) bulunur. Boylece 9t(H) nin asal oldugu anlasilir.

(ii) H tamlik bolgesi olmayan bir indirgenmis halka olsun. Bu durumda 9t(H) = 0 bir
asal ideal degildir. (i)’den 9t(H) = 0 bir n-ideal de olamaz. Diger taraftan U € H,
sifirdan farkl1 bir n-ideal olsun. Onerme 3.5’ten U € 9t(H) = 0 yani U = 0 geliskisi elde
edilir. Boylece, H nin higbir n-ideali yoktur.

(iii) H bir indirgenmis halka olsun. H tamlik bolgesi ise Jt(H) = 0 bir asal idealdir.
(i)’den M(H) = 0 bir n-idealdir. Tersine sifir idealinin bir n-ideal oldugunu kabul
edelim. H bir indirgenmis halka oldugundan 9t(H) = 0 bir n-idealdir. (i)’den 9t(H) = 0

1n bir asal ideal oldugu anlasilir yani H bir tamlik bolgesidir.
Simdi degismeli halkalarin n-ideallerine dair birka¢ 6nemli 6rnek verecegiz.

Ornek 3.13 n > 2 olmak iizere Z, halkasim gz 6niine alalim. p bir asal say1 ve k > 1
olmak iizere n = p* ise Z, tek asal ideali (p) olan bir sézde yerel halkadir. Boylece
Ornek 3.2°den Z, nin her ideali bir n-idealdir. Simdi Z,, halkasinin bir n-ideale sahip
olabilmesi i¢in p bir asal say1 ve k > 1 olmak iizere n = p* bigiminde olmas1 gerektigini
gosterelim. n = p;™1p,"2 ... p,t oldugunu kabul edelim. Burada t > 2 ve p;’ler farkli

asal sayilar olsun. N(Z,) = (p1pz ---p:) oldugu aciktir. U S Z,, n-ideali verilsin.

Genelligi bozmadan U = (p;51p,*?...p,St) alabiliriz. Onerme 3.5’ten U =

(p151p2"% ... %) € (P12 - Pr) = N(Zy) ve bdylece her i = 1,2,...,tigin 1 < 5; < my
dir. Ayrica p,%2 ..p.5t € N(Z,) ve p;5t € U oldugu kolaylikla goriilir. O halde
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P151(p232 ... p¢St) € U oldugundan U nun bir n-ideal olmadig1 anlasilir. Sonug olarak n =

p* bicimindedir.

Asagidaki 6rnegin (ii) sikkinda H halkasimin n-idealleri olsa bile Onerme 3.5’in

tersinin dogru olmadig1 gosterilmektedir.

Ornek 3.14 (i) Z[X] polinom halkas1 ve U = (X) asal idealini goz oniine alalim. n > 2
olmak iizere H = Z[X]/U™ ve U’ = U?/U™ olsun. Oncelikle, #(H) = U/U™ dir. Simdi
(g+UM)(h+U™) =gh+U"€U' ve (g+U") ¢ N(H) olacak sekilde g, h € Z[X]
elemanlarin1 alalm. Buradan gh € U? = (X?) ve g € U ¢ikar. O halde X2, gh
polinomunu béler fakat X,g polinomunu bdlemez. Bdylece X2 nin h polinomunu
boldiigii anlagilir yani h + U™ € U’ olur. Boylece U’ € H, bir n-idealdir.

(i) H=Z[X,Y]/(Y*) ve U = (xy,y?) olsun. Burada x =X + (Y*) ve y =Y + (Y*)
dir. Oncelikle, :t(H) = (y) nin asal ideal oldugu kolaylikla goriilebilir. Bdylece, Sonug
3.12’den H nin bir n-ideale sahip oldugu anlasilir. Ayirca U € 9t(H) dir. Simdi, U nun
n-ideal olmadigimi gosterecegiz. y(x+y) €U fakat x+y & N(H) ve y¢U
oldugundan U bir n-ideal degildir.

Onerme 3.15¢ # T € H, U € H bir n-ideal ve T & U ise (U:T) de n-idealdir.

Ispat zt € (U:T) ve z & 9N(H) olacak sekilde z,t € H elemanlar1 verilsin. Buradan her
y €T igin y(zt) = z(yt) € U elde edilir. U bir n-ideal oldugundan yt € U yani t €
(U:T) dir. Boylece (U:T) bir n-idealdir.

Teorem 3.16 H halkasinin n-idealler ailesinin maksimal eleman1 9t(H) dir.

Ispat U € H, n-idealler ailesinin bir maksimal elemani olsun. U nun asal oldugunu
gosterecegiz. Bdylece Onerme 3.11°den U = 9t(H) bulunur. zt € U ve z ¢ U olacak
sekilde z,t € H elemanlarii secelim. U bir n-ideal ve z ¢ U oldugundan, Onerme 3.15
yardimiyla (U: z) nin de bir n-ideal oldugu goriiliir. U, n-idealler ailesinin bir maksimal
elemani ve U € (U: z) oldugundan U = (U:z) yani t € (U:z) = U bulunur.

Teorem 3.17 Bir H halkasinin n-idealinin var olmasi i¢in g.y.s H nin tek minimal asal
ideale sahip olmasidir, yani 9t(H) asaldir.

Ispat: U € H, n-ideali verilsin. Simdi € = {V:V bir n-ideal} kiimesini géz oniine alalim.
U € € oldugundan € # @ dir. Ayrica € nin “C” bagntisina gore bir kismi sirali kiime

oldugu aciktir. € den asagidaki zinciri alalim:
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VvNSV,c-cV,C -

Simdi V = U2 V; nin bir n-ideal oldugunu gosterecegiz. zt € V ve z ¢ 9(H) olacak
sekilde z,t € H elemanlar verilsin. zt € V oldugundan zt € V,, olacak sekilde bir m €
N bulunabilir. V;,, bir n-ideal oldugundan t € V},,, € V elde edilir. O halde V nin bir n-
ideal oldugu anlasilir. Boylece Zorn Lemma kullanilarak € nin U’ gibi bir maksimal
elemani oldugu goriiliir. Teorem 3.16’dan U’ = 9(H) nin bir asal ideal oldugu anlagilir.
Tersine, 9t(H) nin bir asal ideal oldugunu varsayalim. Sonug 3.12’den 9t(H) bir n-
idealdir.

Sonuc 3.18 Her n-ideal bir (zayif) asalimsi idealdir yani (zay1f) 2-yutan asalims1 idealdir.
ispat U € H, n-ideali verilsin. Bu durumda Onerme 3.5’ten /U = 9t(H) bulunur. zt €
Uvet&U = RN(H) olacak sekilde z,t € H elemanlar segilsin. U bir n-ideal ve zt =

tz € U oldugundan z € U elde edilir. Sonug olarak U bir asalims1 idealdir.

Asagidaki Ornek Sonu¢ 3.18’in tersinin her zaman dogru olmayacagini

gostermektedir.

Ornek 3.19 p, g birbirinden farkli asal sayilar olmak iizere Z,, halkasini distinelim.
Ornek 3.13’ten U = (p) bir n-ideal degildir fakat bir asal ideal dolayisiyla bir asalimsi
idealdir.
Sonuc¢ 3.20 U € N(H) S H ideali i¢in asagidakiler denktir.

(1) U, n-idealdir.

(ii) U, asalimsi idealdir.
Ispat (i) = (ii) Sonug 3.18’den elde edilir.
(ii) = (i) U € N(H) olacak sekilde U asalimsi ideali verilsin. zt € U ve t & t(H)
olacak bigimde z,t € H elemanlarim alalim. VU = 9t(H) ve U bir asalimsi ideal
oldugundan z € U elde edilir.

Yukaridaki sonugtan U bir n-ideal ise U nun bir zay1f asalimsi1 ve 2-yutan asalimsi ideal

oldugu bilinmektedir. Fakat U € Jt(H) olsa bile bu ifadenin tersi dogru degildir.

Ornek 3.21 H = Zve E = Zg alalm. Buradan t(H « E) = 0 « E olur. Ayricall = 0
(0) € H o E, bir zayif asalims1 idealdir. Simdi U nun 2-yutan asalimsi ideal oldugunu

gosterecegiz. (z,e)(t,e’)(u,e’”) = (0,0) olacak sekilde z,t,u € H ve e,e’,e"” €E
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elemanlar1 verilsin. Buradan ztu =0 ve zte” + zue' +ute =0 dir. Genelligi
bozmadan z = 0 oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda (z,e)(u,e’) = (zu,ze" +
ue) = (0,ue) € 0 « Zyg = VU olur. Simdi ise U nun n-ideal olmadigin1 gosterelim. x =
(3,0) ve y = (0,3) diyelim. Buradan xy = (0,0) € U ve x & 0 « Zq = Nt(H o E) elde
edilir. Fakat y € U oldugundan U nun bir n-ideal olmadig1 anlagilir.
Sonuc¢ 3.22 U € N(H) S H ideali i¢in asagidakiler denktir.

(1) U bir zayif 2-yutan asalimsi ideal ve 9t(H) asal idealdir.

(i) U, 2-yutan asalimsi ideal ve 9t(H) asaldir.
Ispat (i) = (ii) U, zayif 2-yutan asalimsi ideal ve Jt(H) asal olsun. ztu € U olacak
sekilde z,t,u € H elemanlarin1 alalim. U zayif 2-yutan asalimsi oldugundan ztu = 0
kabul edebiliriz. O halde ztu = 0 € 9t(H) ve 9t(H) asal oldugundan z € 9t(H) veya
tu € N(H) yani zu € VU veya tu € VU bulunur.
(ii) = (i) Agiktir.
Sonug 3.23 U < Jt(H) < H ideali verilsin. H halkasinin en az bir n-ideali var olsun. Bu
durumda U, zayif 2-yutan asalimsidir < U, 2-yutan asalimsidir.
Ispat H halkasmin en az bir n-ideali var oldugundan Teorem 3.17 yardimryla Jt(H) nin

asal ideal oldugu goriiliir. Boylece istenen, Sonug 3.22°den elde edilir.

Her tamlik bodlgesinde sifir idealinin asal oldugu bilinir fakat sifir idealinin tamlik
bolgelerinde tek asal ideal oldugunu sdyleyemeyiz. Ornegin R reel sayilar cismi olmak
tizere R[X] polinom halkas1 bir tamlik bolgesi olup (X) temel ideali bu halkanin asal
ideallerinden biridir. Asagidaki Teoremde tamlik bolgelerinin n-idealler ile farkli bir

karakterizasyonu verilmektedir.

Teorem 3.24 Herhangi bir H halkasi i¢in asagidakiler denktir.

(i) H bir tamlik bolgesidir.

(i) Sifir ideali H nin tek n-idealidir.
Ispat (i) = (ii) H bir tamlik bolgesi olsun. Ornek 3.3’ten sifir idealinin bir n-ideal
oldugunu biliyoruz. Simdi U, H halkasinin bir n-ideali olsun. Onerme 3.5°ten U €
JN(H) = 0yani U = 0 elde edilir. Boylece, H nin tek n-ideali sifir idealidir.
(ii) = (i) H nin tek n-idealinin sifir ideali oldugunu varsayalim. Teorem 3.16 ve Sonug

3.12 (i)’den N(H) = 0 bir asal idealdir. Boylece, H bir tamlik bolgesidir.
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Teorem 3.25 Bir H halkasi i¢in asagidakiler denktir.

(i) H nin cisim olmasi i¢in g.y.s H nin von Neumann regiiler halka olmasi ve sifir

idealinin bir n-ideal olmasidir.

(i) H bir Bool halkasi olsun. H nin cisim olmasi igin g.y.s sifir idealinin n-ideal

olmasidir. Bu durumda H = Z, dir.
Ispat (i) H bir cisim olsun. O halde H bir von Neumann regiiler halkadir. Ayrica Teorem
3.24’ten sifir ideali bir n-idealdir. Tersine, H bir von Neumann regiiler halka ve sifir ideali
bir n-ideal olsun. 0 # z € H alalim. H bir von Neumann regiiler halka oldugundan z =
z2t olacak sekilde bir t € H vardir. Buradan z(1 — zt) = 0 olur. H indirgenmis halka
boylece z € N(H) dir. Sifir ideali bir n-ideal oldugundan 1 — zt = 0 yani 1 = zt elde
edilir. Boylece, H bir cisimdir.
(ii) H bir Bool halkasi olsun. Boylece, H bir von Neumann regiiler halkadir. O halde
(i)’den H nin cisim olmasi igin g.y.s sifir ideali n-idealdir.
Onerme 3.26 V N (H — N(H)) # @ sartin1 saglayan V € H ideali verilsin.

(1) Uy, U,, H halkasiin n-idealleri ve U,V = U,V ise U; = U, dir.

(i) U,V, H halkasmin bir n-ideali ise U,V = U, dir.

Ispat (i) Uy, U,, H halkasinin n-idealleri ve U,V = U,V oldugunu varsayalim. U; bir n-
ideal ve U,V < U; oldugundan Teorem 3.10’dan U, € U, olur. Benzer sekilde U; € U,
bulunur. Boylece U; = U, elde edilir.

(ii) U,V, H halkasinin bir n-ideali olsun. U;V € U,V oldugundan Teorem 3.10’dan U; <
U,V € U, ve boylece U,V = U; elde edilir.

Teorem 3.27 h: H —» H' bir halka homomorfizmasi olsun. Asagidakiler gegerlidir.

(i) h bir epimorfizma ve U < H, Ker(h) yi kapsayan bir n-ideal ise h(U) da H’

niin bir n-idealidir.

(i)  h bir monomorfizmave U’ € H’, bir n-ideal ise h=1(U") de H nin n-idealidir.
Ispat (i) z't' € h(U) ve z' ¢ 9(H") olacak sekilde z',t' € H' elemanlari segilsin. h
epimorfizma oldugundan h(z) =z’ ve h(t) =t’ olacak sekilde z,t € H elemanlar
vardir. Bu durumda z't’ = h(z)h(t) = h(zt) € h(U) elde edilir. Ker(h) €U
oldugundan zt € U bulunur. Ayrica z' € t(H') oldugundan z & N(H) dir. U, n-ideal
oldugundan t € U boéylece h(t) =t' € h(U) olur.

(i) h bir monomorfizma ve U’ € H, bir n-ideal olsun. z,t € H olmak iizere zt €
h~1(U") ve z & N(H) saglansin. Buradan h(zt) = h(z)h(t) € U’ elde edilir. h bir
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monomorfizma ve z ¢ N(H) oldugundan h(z) ¢ N(H") bulunur. O halde U’, n-ideal
oldugundan h(t) € U’ yani t € h=1(U") elde edilir.
Sonug 3.28 H bir halka ve V € U da H nin iki ideali olsun.
(i) U € H, bir n-idealse U/V de H/V boliim halkasinin bir n-idealidir.
(i) U/V,H/V bolim halkasinin bir n-ideali ve V € 9t(H) ise U da H nin n-
idealidir.
(ili)  U/V,H/V bolim halkasiin bir n-ideali ve V, H halkasinin bir n-idealiyse U

da n-idealdir.

Ispat (i) Her z € H igin n(z) = z+V bigiminde tanimlanan m:H —» H/V dogal
homomorfizmasini diistinelim. 7 bir epimorfizma ve Ker(mr) =V < U dur. Boylece
Teorem 3.27 (i)’den w(U) = U/V de H/V nin n-idealidir.

(ii) zt €U ve z & N(H) olacak sekilde z,t € H elemanlart verilsin. Buradan
Z+V)t+V)=zt+V eU/V bulunur. z ¢ N(H) ve V € N(H) oldugundan z + V ¢
JN(H/V) elde edilir. U/V,H/V boliim halkasinin bir n-ideali oldugundan t + V € U/V
ve buradan t € U elde edilir.

(iit) V, H halkasmin n-ideali oldugundan Onerme 3.5°ten V € 9t(H) dir. istenen (ii)’den
elde edilir.

Ornek 3.29 Sonug 3.28 (i) nin tersi dogru degildir. Ornegin, H = Z, U = 3Z ve V = 97
olsun. Buradan, H/V = Zq ve U/V = (3) bulunur. Ayrica (3) = N(Zy) ve (3),Zq un
asal ideali oldugundan Sonug 3.12 (i)’den (3), Zs un bir n-idealidir ve bdylece U/V de
H/V nin bir n-idealidir. Fakat U € 9t(Z) = 0 oldugundan Onerme 3.5 nedeniyle U, H
nin bir n-ideali olamaz.

Sonug¢ 3.30 D € H bir alt halka, U € H bir n-ideal ve D € U ise D nU € D, bir n-
idealdir.

Ispat Her d €D icin inj(d) =d biciminde tanimlanan inj:D — H igerme
homomorfizmas1 monomorfizmadir. O halde Teorem 3.27 (ii)’den inj~1(U) = U n D de

D nin n-idealidir.

H bir halka, S € H bir ¢arpimsal kapali kiime ve S~*H, H nin kesir halkas1 olsun. Her

z € H igin n(z) =§ seklinde tanimlanan 7: H - S™'H dogal homomorfizmasin1 goz

oniine alalim. Bu durumda U’,S~'H halkasmin bir ideali ise U’ nin m altinda ters
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goriintiistinii U'¢ ile gosterelim. Ayrica U, H nin bir idealiyse U nun genislemesini

STlU={1€ ST'H:3z€eU,tesS A = %} ile gosterelim.

Onerme 3.31 S € H, carpimsal kapal1 kiime ve U & H bir ideal olsun.

(i) U, n-idealse S~1U da S~!H halkasimnm n-idealidir.

(i) S=Reg(H)veU' < S 1H,n-idealse U'® da bir n-idealdir.
Ispat (i) %%: % eSU ve %eE N(S™IH) olacak sekilde %,% € S™'H elemanlarn
verilsin. %e N(S7IH) oldugundan kolaylikla z ¢ M(H) oldugu goriiliir. Ayrica i—); €
S71U oldugundan v(zy) = z(vy) € U olacak sekilde bir v € S vardir. U, n-ideal
oldugundan vy € U béylece% = % € S~1U elde edilir.

(ii) Reg(H) = Sve U' € S™1H, bir n-ideal olsun. zt € U'¢ ve z ¢ R(H) olacak sekilde

z,t € H elemanlar1 verilsin. Buradan ?; = th =m(zt) € U' elde edilir. Simdi %&

n

N(S™IH) oldugunu gosterelim. % € N(S~1H) ise (é)” = ZT = 0 olacak sekilde bir n €
N bulunabilir. Buradan uz™ = 0 olacak sekilde bir u € Reg(H) vardir. u bir regiiler
eleman oldugundan z" =0 bulunur bu ise z ¢ N(H) olusuyla gelisir. U',S™'H

halkasinin bir n-ideali oldugundan 7(t) = % € U’ ve boylece t € U’ bulunur. O halde

U'¢, H halkasmin bir n-idealidir.

Carpimsal kapali kiimeler asal ideallerin karakterizasyonunda 6nemli bir rol oynar.
Buradan yola ¢ikarak n-ideallerin karakterizasyonunda kullanacagimiz ¢arpimsal kapali

kiimelere benzer n-¢arpimsal kapal1 kiime tanimini veriyoruz.

Tammm 3.32 H—-9t(H) €T S H verilsin. Her ze H—N(H) ve t €T igin zt €T
oluyorsa T ye n-carpimsal kapali kiime denir.

Onerme 3.33 U < H nin n-ideal olmasi i¢in g.y.s H — U bir n-garpimsal kapali kiimedir.
Ispat U € H, bir n-ideal olsun. O halde Onerme 3.5’ten U € 9t(H) bdylece H — t(H) S
H — U dur. Simdi H — U nun n-¢arpimsal kapal1 kiime oldugunu gésterelim. Bunun igin
z€H—MN(H) vet € H—U alahm. zt € U oldugunu kabul edelim. U, n-ideal ve z ¢
Jt(H) oldugundan t € U geliskisi bulunur. O halde zt € H — U yani H — U, n-¢carpimsal
kapali kiimedir. Tersine H — U nun n-carpimsal kapali kiime oldugunu varsayalim. O
halde Tanim 3.32°den H — Jt(H) € H — U yani U € N(H) dir. zt € U ve z & (H)
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sartin1 saglayan z,t € H segilsin. t € U ise H— U bir n-garpimsal kapali kiime
oldugundan zt € H — U c¢eliskisi bulunur. O halde t € U yani U, n-idealdir.
Teorem 3.34 T € H bir n-garpimsal kapali kiime, U € H biridealveUNT =@ ise U <
VveV NT = @ sartin1 saglayan V € H, n-ideali vardir.
Ispat £ = {U": U’ bir ideal,U € U’ ve U' N T = @} kiimesini gézoniine alalm. U € X
oldugundan X # @ dir. Ayrica X, “C” bagintisina gore bir kismi sirali kiimedir. Simdi X
dan agagidaki gibi bir zincir alalim:

Uy SU, S CU, S
U' = Uiz, U diyelim.Hert > 1i¢ginU € U, veU; N T = @ oldugundan U € U' ve U' N
T =@ olur. Ayrica U',H halkasinin bir ideali oldugundan U’ € ¥ verilen zincirin
supremumudur. Boylece Zorn Lemma’dan X bir maksimal elemana sahiptir, biz buna V
diyelim. Oncelikle V N T = @ ve T, n-carpimsal kapal1 kiime oldugundan, V € H — T C
JN(H) bulunur. V, n-ideal olmasin. O halde zt € V, z &€ 9t(H) ve t € V olacak sekilde
z,t € H elemanlar1 bulunabilir. Buradan t € (V:z) —V ¢ikar. V€ (V:2) ve VEX
maksimal eleman oldugundan (V:z) N T # @ dir. O halde 3t’ € (V:z) N T olur. Buradan
zt' € V elde edilir. T bir n-¢arpimsal kapal kiime, z € H — Rt(H) ve t' € T oldugundan
zt' € T NV geliskisi elde edilir. O halde V bir n-idealdir.

Asagidaki Onerme Asaldan Kaginma Teoreminin n-idealler igin bir versiyonunu ifade

etmektedir.

Onerme 3.35 H bir halka ve U, Vy, ..., V, de H halkasmin birer idealleri olsun. Ayrica, V;
bir n-ideal ve U € V; UV, U ...U V;, olsun. Her k # i i¢in V}, ideali nilpotent olmayan
elemanlar igeriyor ve U & Uj,; V; ise U S V; dir.

Ispat Genelligi bozmadan i = 1 oldugunu kabul edelim. U & V, U ... U V,, oldugundan
Onerme 2.1.24’¢ benzer bigimde U N (V, N V5 N ...N V) C V; gegerlidir. Diger taraftan,
H nin n-ideali var oldugundan Teorem 3.17’den 9t(H) bir asal idealdir. Boylece H —
Jt(H) bir carpimsal kapal1 kiime yani nilpotent olmayan elemanlarin ¢arpimi da nilpotent
degildir. Varsayimdan her k > 2 i¢in z;, € V}, olacak sekilde bir nilpotent olmayan z;, €
H vardir. O halde z = 7,75 ...z, € (V,V53 ...V,)) N (H — Jt(H)) dir. Ayrica, U(V, ... V,) S
uUnW,nVs;n..nV,) €V, veV; bir n-ideal oldugundan Teorem 3.10 (iii)’den U € V;

elde edilir.
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Simdi n-idealler yardimiyla UN-halkalarini karakterize edecegiz.

Teorem 3.36 Bir H halkasi i¢in asagidakiler denktir.

(1) H halkasinin her elemani ya birimsel ya nilpotenttir.

(i) Her has temel ideal bir n-idealdir.

(ili) ~ Her has ideal bir n-idealdir.

(iv)  H nintek asal ideali 9t(H) dir.

(v) H bir UN-halkasidir.

(vi)  H/9(H) bir cisimdir.
Ispat (i) = (ii) H halkasmin her elemani ya birimsel ya nilpotent olsun. Simdi H
halkasinin herhangi bir has temel ideali (x) in bir n-ideal oldugunu gésterecegiz. z,t €
H olmak tlizere zt € (x) ve z & Jt(H) olsun. z nilpotent olmadigindan varsayimdan z
birimseldir yani t = z71(zt) € (x) elde edilir. O halde (x) bir n-idealdir.
(ii) = (iii) H halkasmin her has temel ideali bir n-ideal olsun. U € H idealini alalim.
zt € U ve z € J(H) olacak sekilde z, t € H elemanlari verilsin. U has ideal oldugundan
(zt) ideali bir has temel idealdir. O halde varsayimdan (zt) temel ideali bir n-idealdir.
Boylece zt € (zt) ve z & N(H) oldugundan t € (zt) < U elde edilir.
(iii) = (iv) H halkasinin her has idealinin bir n-ideal oldugunu varsayalim. U bir asal
ideal olsun. Varsayimdan U bir n-idealdir. Boylece Onerme 3.11°den U = 9t(H) dir. O
halde H nin tek asal ideali 9t(H) dir.
(iv) © (v) Onerme 1.3.11°den elde edilir.
(iv) = (vi) Agiktir.
(vi) = (i) H/M(H) bir cisim olsun. Simdi H halkasinin nilpotent olmayan bir z
elemanini alalim. Boylece z + Jt(H) € H/Jt(H) cisminin sifirdan farkli bir elemanidir.
Bu durumda (z + N(H))(t+ N(H)) =1+ N(H) olacak sekilde bir t € H vardir.
Buradan zt — 1 € ft(H) boylece 1+ (zt — 1) = zt birimsel yani z € H elemaninin
birimsel oldugu anlagilir.
Onerme 3.37 H, ve H, iki halka olsun. H; x H, halkasinn hicbir n-ideali yoktur.
Ispat U; x U,, H; X H, halkasinin bir n-ideali olsun. (0,1)(1,0) = (0,0) € U; x U,
oldugu kolaylikla goriilebilir. (0,1) & Jt(H, X H,) ve U, X U, bir n-ideal oldugundan
(1,0) € U; X U, elde edilir. Benzer bigimde (0,1) € U; X U, bulunur. O halde U; = H,

ve U, = H, oldugu goriiliir bu ise U; X U, nin has olmasiyla ¢elisir.
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Onerme 3.38 U € H bir n-idealse U « E de H « E nin bir n-idealidir.

Ispat (z,e1)(2;,€;) = (2125, 2165 + 226,) € U X E Ve (z;,e;) & N(H « E) olacak
sekilde z;,z, € H; eq, e, € E elemanlar1 verilsin. Teorem 1.5.2°den z; & 9(H) bulunur.
U bir n-ideal ve z,z, € U oldugundan z, € U boylece (z,, e,) € U o E bulunur. Sonug
olarak U « E de bir n-idealdir.

Ornek 3.39 U C H bir n-ideal, E’' € E bir alt modiil ve UE € E' olsun. U <« E' € H «
E bir n-ideal olmayabilir. Ornegin, Z o Z halkasmni géz dniine alalim. Burada, Z « Zg
halkasinin nilpotent elemanlarinin kiimesi (Z o« Zg) = (0) o Z¢ dir. Ayrica U = (0),
Z tam sayilar halkasinin bir n-idealidir. Simdi Zg nin E' = (0) alt modiiliinii alalim. Bu
durumda UZg € E' yani U < E' € 7 o Zg, bir idealdir. Ayrica (2,0)(0,3) = (0,0) €
U x E' fakat (2,0) & N(Z x Zg) ve (0,3) ¢ U < E' oldugundan U « E' bir n-ideal
degildir.

Simdi U « E nin homojen ideallerinin ne zaman n-ideal oldugunu arastiracagiz.

Tamim 3.40 E bir H-modiil ve z € H olsun. 3n € N i¢in z"E = 0 ise z ye E modiiliinde
bir nilpotent eleman denir ve E modiliindeki tiim nilpotent elemanlarinin kiimesini

Nil(E) ile gosterecegiz.

Yukaridaki tanimdan 9t(H) € Nil(E) oldugu agikga goriiliir. Simdi asagidaki tanimla

birlikte degismeli halkalardaki n-ideal kavramini modiillere genisletelim.

Tamm 3.41 E' & E alt modiilii verilsin. Her z € H,e € E igin ze € E' ve z & Nil(E)
iken e € E' saglaniyorsa E' ne E nin bir n-alt modiilii denir.

Teorem 3.42 U € H bir ideal ve E’ S E alt modiil olsun. U « E' € H « E bir n-idealse
U, n-ideal ve E’, n-alt modiildiir.

Ispat U « E' € H « E bir n-ideal olsun. zt € U ve z & N(H) olacak sekilde z,t € H
elemanlarini alalim. Buradan (z,0)(t,0) = (zt,0) € U < E' elde edilir. U « E' bir n-
ideal ve (z,0) ¢ N(H o« E) oldugundan (¢t,0) € U « E' ve boylece t € U bulunur. Yani
U bir n-idealdir. Simdi E" niin bir n-alt modiil oldugunu gésterelim. Bunun igin ze € E’
ve z & Nil(E) olacak sekilde z € H ve e € E elemanlarini alalim. Buradan (z,0)(0,e) =
(0,ze) € U « E' bulunur. Ayrica W(H) € Nil(E) ve z € Nil(E) oldugundan z ¢ N(H)
elde edilir. Boylece (z,0) ¢ R(H « E) bulunur. U o E’ bir n-ideal oldugundan (0, e) €
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U o« E' yani e € E' bulunur. Béylece E' bir n-alt modiildiir.

Ornek 3.43 Teorem 3.42 nin tersi dogru degildir. Z-modiil Zy u g6z 6niine alalim. Burada
(0), Z tam sayilar halkasmin bir n-idealidir. Simdi (0) nin Z-modiil Zy un bir n-alt
modiilii oldugunu gésterelim. Oncelikle Nil(Zo) = 3Z oldugu acik¢a goriiliir. am =
am =0 ve a¢& Nil(Z,) olacak sekilde a € Z ve m € Zy elemanlarin1 alalim. Bu
durumda a ile 9 aralarinda asaldir ve boylece xa + 9y = 1 olacak sekilde x,y € Z tam
sayilar1 bulunabilir. Buradan m = xam + 9my = xam + y9m = 0 € (0) elde edilir.
Boylece (0), Z-modiil Zy un bir n-alt modiiliidiir. Simdi, Z < Zg halkasmin | = (0) «
(0) idealinin bir n-ideal olmadigimi gosterelim. Ilk olarak, N(Z o« Zy) = (0) x Z,g
oldugunu kolaylikla gérebiliriz. Ayrica, (3,0)(0,3) = (0,0) € J fakat (3,0) ¢ N(Z «
Zs) ve (0,3) & J oldugundan J,Z « Zg halkasinin bir n-ideali degildir.

Teorem 3.44 E bir H-modiil ve Nil(E) € 9t(H) olsun. U € H bir n-ideal; E’' < E bir n-
alt modiil ve UE S E'ise U « E' € H « E bir n-idealdir.

Ispat (z,e,)(2,,€,) = (2125, 2165 + 2,6,) EU < E' Ve (zy,e;) & N(H « E) olacak
sekilde z;,z, € H ve e, e, € E elemanlarini alalim. Buradan z,z, € U ve z;e, + z,e; €
E’ elde edilir. Ayrica, (z4,e;) € N(H « E) oldugundan z; & 9(H) bulunur. U bir n-ideal
oldugundan z, € U bulunur ve boylece z,e; € UE S E' elde edilir. Buradan z;e, +
Z,e; € E' oldugundan z;e, € E' bulunur. Ayrica, z, € R(H) ve Nil(E) € N(H)
oldugundan z; ¢ Nil(E) elde edilir. Diger yandan z;e, € E' ve E' bir n-alt modiil

oldugundan e, € E’ bulunur. Sonug olarak (z,,e,) € U « E’ yani U « E' bir n-idealdir.

Simdi Teorem 3.42 ve Teorem 3.44 den yararlanarak H « E nin homojen n-ideallerini

karakterize eden asagidaki sonucu verelim.

Sonug¢ 3.45 E bir H-modiil ve Nil(E) € 9t(H) olsun. U € H ideal, E' € E alt modiil ve
UE < E' olsun. U o< E' € H « E nin n-ideal olmasi i¢in g.y.s U bir n-idealdir ve E' bir

n-alt moduldiir.
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4. GUCLU QUASI ASALIMSI IDEALLER

Bu boliimde asalimsi idealler ile quasi asalimsi idealler sinifi arasinda yer alan ayrica
n-ideallerin de bir genellemesi olan gii¢lii quasi asalimsi (kisaca, gii¢lii g-asalimsi) ideal
sinifin1 tanitacagiz. Bu ideal simifinin cebirsel 6zellikleri incelenerek s6z konusu idealler
ile aralarindaki iligkiler arastirilacaktir. Dahas1 giiclii g-asalimsi ideallerden esinlenerek

degismeli halkalarin sifir bolen grafiginin bir alt grafigi incelenecektir.

4.1 Giiclii q-Asalimsi Ideallerin Karakterizasyonu

Tamm 4.1.1 U & H ideali verilsin. Her z,t € H icin zt € U iken z2 € U veya 3n € N
icin t™ € U oluyorsa U ya giiglii quasi asalims1 (kisaca, giiglii g-asalims1) ideal denir.
Onerme 4.1.2 U € H ideali igin asagidakiler gegerlidir.

(1) U, asalimsi idealse giiglii g-asalimsidir.

(i) U, 2-asal idealse giiglii g-asalimsidir.

(ilf) U, glicli gq-asalimsi1 idealse quasi asalimsidir.

(iv) VU 2 C U olsun. U, 2-asaldir & U, gii¢lii g-asalimsidir & U, quasi asalimsidir.
Ispat (i), (ii) Agiktir.
(iii) U giiclii q-asalims1 ideal olsun. zt € VU olacak sekilde z,t € H elemanlarim alalim.
Buradan (zt)™ = z"t™ € U olacak sekilde birn € N bulunur. U bir giiglii q-asalims1 ideal
oldugundan (z™)? = z?" € U veya bir m € N i¢in (t®)™ = t™™ € U olur. Buradan z €
VU veya t € VU elde edilir yani vU bir asal idealdir.
(iv) (ii)’den her 2-asal idealin bir gii¢lii g-asalimsi ideal ve (iii)’den her giiglii q-asalimsi
idealin bir quasi asalimsi ideal oldugunu biliyoruz. Simdi U nun bir quasi asalims1 ideal

oldugunu varsayalim. zt € U € VU olacak sekilde z,t € H elemanlar verilsin. VU bir
2
asal ideal oldugundan z € VU veya t € VU elde edilir. VU < U oldugundan z? €

2 2 . . .
VU c Uveyat? €U < U bulunur. Buise U nun 2-asal ideal oldugunu gosterir.
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Asagidaki drnekler giiclii q-asalimst idealler ile Onerme 4.1.2°de yer alan ideal smiflar

arasindaki farki ortaya koymaktadir.

Ornek 4.1.3 Z[X] in alt halkas1 S = {ay + a;X + a,X? + -+ + a,X™: a,, 3 iin kat1} yi
g0z Oniine alalim.

(i) U = (9X2,X3,X* X°,X°) olsun. Buradan VU = (3X,X% X?) olup S/~/U = Z dir.

Béylece VU, S nin bir asal ideali yani U bir quasi asalims: idealdir. Ayrica, \/Uz =
(9X2,3X3,X* X5 X% € U oldugundan Onerme 4.1.2 (iv)’ye gére U nun bir giiclii q-
asalimsi ideal oldugu anlasilir. 9X? € U fakat X2 € U ve her n€N icin 9" ¢ U
oldugundan U bir asalims1 ideal degildir.

(i) U = (27X,27X?%,X3,X*, X5, X®) olsun. Buradan, VU = (3X,X?,X3) bir asal ideal
yani U bir quasi asalims: idealdir. (3X).9 = 27X € U fakat (3X)? = 9X2 ¢ U ve her
n € N igin 9" &€ U oldugundan U gii¢lii g-asalimsi degildir.

Ornek 4.1.4 (i) k bir cisim, H = k[X,Y] ve U = (X3,XY,Y3) olsun. VU = (X,Y) € H
bir maksimal ideal oldugundan U asalimsidir. Onerme 4.1.2 (i)’den U nun bir gii¢lii -
asalimsi ideal oldugu anlasilir. XY € U fakat X% ¢ U ve Y2 & U gerceklendiginden U, 2-
asal degildir.

(ii) H bir Temel Ideal Bolgesi olsun. H bir cisim ise (0) ideali asalimst, giiglii q-asalimsi
ve quasi asalimsidir. H cisim olmayan bir Temel Ideal Bélgesi olsun. Burada her sifirdan
farkli asal ideal maksimaldir. 0 # U, bir quasi asalimsi ideal ise VU maksimal ideal
oldugundan U asalimsidir boylece giiclii g-asalimsidir. O halde bir Temel ideal

Bolgesinde asalimsi, giiclii g-asalims1 ve quasi asalimsi idealler denktir.

Simdi gii¢lii g-asalimsi ideal sifinin tiim ideal smiflar1 arasindaki yerini gdsteren

asagidaki semay1 verecegiz.
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Asalimsi ideal \

Giiclii g-Asalimsi ideal ———  Quasi Asalimsi ideal

2-Asal ideal /

Sekil 4.1.1 Giiglii q-Asalims1 idealler

Ornek 4.1.5 H halkas1 von Neumann regiiler olsun. Boylece her U ideali igin U2 = U =

VU gergeklenir. Onerme 4.1.2°den von Neumann regiiler halkada asal ideal, 2-asal ideal,
asalimsi ideal, gliglii q-asalimsi ideal ve quasi asalimsi idealler denktir.
Tamim 4.1.6 (Anderson ve ark, 1994) U,H halkasinin bir ideali olsun. U daki
elemanlarin n. kuvvetlerinin trettigi ideal U,, = ({a": a € U}) olarak tanimlanir.
Not 4.1.7 (Anderson ve ark, 1994) U, H halkasinin bir ideali olsun. Her n € N i¢in U,, €
U™ € U kapsamasi saglanir. Ayrica n = 1 iken esitlik durumu s6z konusudur. n!, H
halkasinin bir birimsel elemani ise U,, = U™ esitligi gerceklesir.
Onerme 4.1.8 U € H ideali igin asagidakiler denktir.

(1) U, gliglii g-asalimsidir.

(i) Her z € H igin (z) € (U: z) veya (U:z) € /U dur.

(iii)  Her V,Y ideali i¢in VY € U iken V, € U veya Y € /U dur.

(iv) HerzeHigin (U:z), € U veyabirm € Nigin z™ € U dur.
Ispat (i) = (ii) U € H giiglii g-asalims1 ideal olsun. Simdi herhangi bir z € H elemanini
alalim. z? € U ise (z) € (U: z) olur. z% ¢ U oldugunu varsayalm. Simdi (U:z) € VU
oldugunu gosterecegiz. t € (U: z) bigiminde t € H elemani segilsin. Buradan zt € U elde

edilir. U bir giiglii q-asalimsi ideal ve z? ¢ U oldugundan bir m € N igin t™ € U yani
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t € VU bulunur. Béylece (U: z) € U olur.

(ii) = (iii) VY S U olacak sekilde V,Y € H idealleri verilsin. Y & +U olsun. Buradan
t & \/U olmak iizere bir t € Y vardir. Ayrica VY S U oldugundan her z € V igin zt € U
olur. Boylece t € (U:z) —+/U oldugundan (ii)’den (z) € (U: z) ve buradan z2 € U elde
edilir. Buradan V, € U oldugu anlasilir.

(iii) = (iv) z € H alalim. z € VU ise 3m € N icin z™ € U dur. z ¢ VU olsun. Simdi
V = (U:2) ve Y = (2) diyelim. Buradan VY = (U:z)(z) € U elde edilir. Y ¢ VU
oldugundan (iii)’den V, = (U:z), € U bulunur.

(iv) = (i) zt € U olacak sekilde z,t € H elemanlar1 verilsin. Bir n € N i¢in t" € U ise
ispat tamamlanir. Simdi t € VU oldugunu varsayalim. zt € U oldugundan z € (U:t) ve
(iv)’den z2 € (U:t), € U yani z2 € U elde edilir. O halde, U giiclii g-asalimsidir.

Asagidaki sonug Not 4.1.7 ve Onerme 4.1.8’den dogrudan ¢ikar.

Sonug¢ 4.1.9 2 € H bir birimsel eleman olsun. U € H ideali i¢in asagidakiler denktir.

(1) U, gliglii g-asalimsidir.

(i)  Herz € H igin (2) € (U:z) veya (U: z) €U dur.

(iii)  V,Y C H idealleri i¢in VY € U iken V2 € U veya Y € U dur.

(iv) Herz € Higin (U:2)? € U veya 3m € N i¢in z™ € U dur.
Onerme 4.1.10 U C H bir giiclii g-asalims1 ideal, z ¢ U ve (z) = (z2) ise (U: z) de giiclii
g-asalimsidir.
Ispat U € H bir giiclii q-asalims1 ideal, z € U ve (2) = (z?) olsun. (z) € (U:z)
oldugundan Onerme 4.1.8’den /(U:z) = VU elde edilir. Simdi (U:z) nin giglii g-
asalimsi ideal oldugunu gosterelim. tu € (U:z) ve her n € N i¢in u™ ¢ (U: z) sartin1
saglayan t,u € H elemanlar verilsin. Buradan (tu)z = (zt)u € U bulunur. m =
VU oldugundan u & VU ve bdylece her n € N i¢in u™ € U olur. U bir gii¢lii g-asalims1
ideal oldugundan (zt)? = z%t% € U ve buradan t? € (U: z?) = (U: z) elde edilir.
Onerme 4.1.11 h: H » H' halka homomorfizmast verilsin.

(i) h orten ve U € H, Ker(h) yi kapsayan bir gii¢lii g-asalims1 idealse h(U) <

H' de giiglii q-asalimsi idealdir.
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(i) U’ € H'bir giiglii q-asalims: idealse h~1(U") € H de bir giiglii g-asalims1
idealdir.
Ispat (i) z't’ € h(U) olacak sekilde z',t' € H' elemanlarmi alalim. h &rten oldugundan
z' = h(z) ve t' = h(t) olacak sekilde z,t € H elemanlari vardir. Buradan z't’ =
h(z)h(t) = h(zt) € h(U) bulunur. Diger yandan Ker(h) S U oldugundan zt € U elde
edilir. Boylece U bir giiclii g-asalimsi ideal oldugundan z? € U veya bir n € N i¢cin t" €
U olur. Buradan z'? = (h(2))? = h(z?) € h(U) veya t'™ = (h(t))" = h(t™) € h(U)
bulunur. Bu ise h(U) nun bir giiglii g-asalims1 ideal oldugunu gosterir.
(i) zt € h1(U") olacak sekilde z,t € H elemanlar1 verilsin. Buradan h(zt) =
h(z)h(t) € U’ elde edilir. U’ bir giiclii q-asalims1 ideal oldugundan (h(z))? = h(z?) €
U’ veya bir n € N i¢in (h(t))" = h(t") € U’ olur. Buradan z2 € h™1(U’) veya t" €
h~1(U") elde edilir.
Sonuc¢ 4.1.12 V & H ideali i¢in asagidakiler gecerlidir.
(1) U S H, V yi igeren bir ideal olsun. U nun bir gii¢lii q-asalimsi1 ideali olmas1
icin g.y.s U/V € H/V, bir giiglii q-asalimsidir.
(i)  H' < H bir alt halka, U € H giiglii g-asalims1 ideal ve H' € U ise H N U <
H' de giiglii g-asalimsidir.
Ispat (i) Onerme 4.1.11 (i)’den bulunur.
(ii) Onerme 4.1.11 (ii)’den bulunur.
Sonuc¢ 4.1.13 U & H ideali i¢in agagidakiler denktir.
(1) U € H, giiglii g-asalimsidir.
(i) (U, X),H[X] halkasimnin bir gii¢lii q-asalims1 idealidir.
Ispat (i) © (ii) 1lk olarak (U,X)/(X) = U ve H[X]/(X) = H oldugu kolayca goriiliir.
Istenen, Sonug 4.1.12 (i) den elde edilir.

V € H ideali i¢in zdy (V) = {z € H: 3t ¢ V igin zt € V} olarak tanimlanir.

Onerme 4.1.14 S € H carpimsal kapali kiime ve U € H ideali icin asagidakiler
gecerlidir.
(i) UCH gicli g-asalms1 ve UNS =0 ise ST1UC S 1H de gicli q-
asalimsidir.
(i)  S7U < S7H bir giiglii q-asalims1 ideal ve zdy(U) NS =@ ise U € H de
giiclii g-asalimsidir.
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Ispat (i) EE = i—z € S71U olacak sekilde z,t € H;u,s € S elemanlar verilsin. Buradan
v(zt) = (vz)t € U olacak sekilde bir v € S bulunur. U bir giiglii g-asalims: ideal

oldugundan (vz)? = v?z% € U veya bir n € N igin t™ € U elde edilir. Buradan (2)? =

Z _ v2z? -1 E n _ ﬁ -1 . o -1 -1 T
— =55 €5 Uveya ()" = €S57U elde edilir. Boylece, S™°U € S™"H giiclii q
asalimsidir.

(if) zt € U olacak sekilde z,t € H elemanlar1 verilsin. Buradan %% = th € S71U elde
2
edilir. S~1U < S1H giiclii g-asalims1 oldugundan (;)2 = ZT € S™1U veyabirn € N igin

(E)” = % € S71U bulunur. O halde uz? € U veya st™ € U olacak sekilde u,s € S

elemanlar1 vardir. uz? € U ise zdy(U)NS = @ oldugundan z? € U bulunur. Aksi
takdirde, z? ¢ U ise uz? € U oldugundan u € S N zd, (U) celiskisi elde edilir. Diger
yandan st™ € U ise zdy(U) NS = @ oldugundan benzer sekilde t™ € U elde edilir. O
halde U da giiglii g-asalimsidir.

Onerme 4.1.15 Uy, U,, ..., U, S H birer giiclii g-asalims1 idealler ve her 1 < t < n i¢in
\/Ft = V olsun. Bu durumda U = N}=; U; de giigli g-asalimsidir.
ispat Oncelikle VU = m A \/E = I/ oldugu kolaylikla goriiliir. Simdi zt €
U olacak sekilde z,t € H elemanlarini alalim. t € V ise bir m € N i¢in t™ € U bulunur.
O halde t ¢ V olsun. zt € U oldugundan her 1 < t < n i¢in zt € U, elde edilir. U, bir
giiclii g-asalimsi ideal ve t € V = \/Ft oldugundan her 1 <t < n i¢in z2 € U, olur.
Buradan z? € N}~ U; = U yani U = N}, U, bir giiglii g-asalims1 idealdir.
Lemma4.1.16 H,, H, birer halka; U;, U, de sirasiyla idealleri olmak tizere H = H, X H,
ve U = U; X U, igin asagidakiler denk olur.

(1) U € H, giiglii g-asalimsidir.

(i) U, = H; ve U,, H, nin bir gii¢lii g-asalimsi ideali veya U;, H; in bir gii¢lii g-

asalimsi ideali ve U, = H, dir.

ispat (i) = (ii) U, H nin bir giiclii g-asalims1 ideali olsun. Onerme 4.1.2 (iii)’den VU =
JU1 x /U, bir asal idealdir. (1,0)(0,1) = (0,0) € VU = /U; x /U, ve VU bir asal
ideal oldugundan (1,0) € VU veya (0,1) € VU olur. Buradan 1 € U; veya 1 € U,
bulunur. Béylece U; = H; veya U, = H, elde edilir. Genelligi bozmadan U; = H; kabul

edelim. Simdi U, nin bir gii¢lii g-asalimsi ideal oldugunu gdsterelim. Bunun i¢in zt € U,
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olacak sekilde z,t € H, elemanlarmi alalim. Buradan (1,z)(1,t) = (1,zt) € U elde
edilir. U, H nin bir giiglii q-asalimst ideali oldugundan (1, z)? = (1,z%) € U veyabirm €
N i¢in (1,£)™ = (1,t™) € U olur. Buradan z? € U, veyat™ € U, elde edilir ve bdylece
U,, giiglii g-asalimsidir.
(ii) = (i) U; = H, ve U,, H, nin bir gliglii g-asalimsi ideali olsun. Simdi U nun bir gii¢li
g-asalimsi ideal oldugunu gosterecegiz. (z,t)(z',t") = (zZ',tt’) € U olacak sekilde
z,7' € Hy; t, t' € H, elemanlar verilsin. Buradan tt’ € U, elde edilir. U,, H, nin bir giigli
g-asalimsi ideali oldugundan t2? € U, veya bir m € N i¢in t'™ € U, elde edilir. Boylece
(z,t)? = (z%,t?) € U veya (Z,t")™ = (z'™,t'™) € U bulunur. O halde U,H nin bir
giiclii g-asalimsi idealidir. Uy, H; in bir gii¢lii g-asalims1 ideali ve U, = H, iken U nun bir
giiclii g-asalimsi ideal oldugu benzer sekilde gosterilir.
Teorem 4.1.17 n > 1, Hy, H,, ..., H, birer halka ve Uy, U,, ..., U, de sirasiyla idealleri
olsun. H = H; X H, X ...X H,, Kartezyen ¢arpim halkasinin U = U; X U, X ... X U,
ideali i¢in asagidakiler denktir.

(1) U giicli g-asalimsidir.

(i) Birt € {1,2, ...,n} i¢in U; € H, giiglii g-asalims1 ve her k € {1,2, ...,n} — {t}

icin U, = H, dir.

Ispat Lemma 4.1.16 kullanilarak Teorem 2.1.36 ya benzer sekilde tiimevarimdan istenen

bulunur.

Simdi giiclii g-asalims1 ideal kavramiyla boliinmiis tamlik bolgelerini karakterize

edecegiz.

Teorem 4.1.18 H bir tamlik bolgesi olsun. Asagidakiler denktir:
(1) H bir boliinmiis halkadir.
(i)  Her has temel ideal bir gii¢lii q-asalimsi idealdir.

(i)  Her has ideal bir gii¢lii q-asalimsi idealdir.

Ispat (i) = (ii) H bir boliinmiis halka ve z € H olmak iizere (2) bir has ideal olsun. tu €
(z) olacak sekilde t,u € H elemanlar1 verilsin. H bir boliinmiis halka oldugundan u|t
veya 3m € N i¢in t|u™ olur. u|t ise t = vu olacak sekilde v € H vardir. Boylece t? =
v(ut) € (z) bulunur. tju™ ise u™ = v't olacak sekilde bir v' € H vardir. Boylece

u™ = v'(ut) € (2) olur. O halde, (2) giiglii g-asalimsidir.
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(ii) = (iii) U < H ideali ve zt € U olacak sekilde z,t € H elemanlar1 verilsin. zt € (zt)
ve (zt) temel ideali bir giiglii q-asalims1 ideal oldugundan z? € (zt) € U veya bir m €
N igin t™ € (zt) < U olur.
(iii) = (i) z,t € H birimsel olmayan ve sifirdan farkli elemanlar olsun. Varsayimdan
(zt) bir giiclii g-asalims1 idealdir. zt € (zt) oldugundan z? € (zt) veya bir m € N i¢in
t™ € (zt) elde edilir. z? € (zt) ise z? = v(zt) olacak sekilde bir v € H vardir. H bir
tamlik bolgesi oldugundan z = vt yani t|z elde edilir. t™ € (zt) ise t™ = v'zt olacak
sekilde bir v' € H bulunur. Buradan t™~1 = v'z ve bdylece z|t™ ! olur. O halde H bir
boliinmiis halkadir.
Teorem 4.1.19 H bir halka ve 2 € H birimsel olsun. Asagidakiler denk olur.

(1) U € H, giiglii g-asalimsidir.

(i)  U[X] € H[X], gigli g-asalimsidir.

Ispat (i) = (ii) U € H, giiglii q-asalims1 olsun. Oncelikle \/m = +/U[X] oldugu
kolayca goriilebilir. Simdi gh € U[X] ve h & \/m olacak sekilde g,h € H[X]
elemanlart verilsin. h € \/m = VU[X] oldugundan c(h) € VU dur. Ayrica gh €
U[X] oldugundan c(gh) S U oldugu goriliir. Simdi g nin derecesine m € N diyelim. Bu
durumda Teorem 1.4.3’ten c¢(g)c(h)™ = c(h)™c(gh) €U olur. c(h) €U
oldugundan c(h)™*! & /U elde edilir. U bir giiclii q-asalimsi ideal oldugundan Sonug
4.1.9°dan ¢(g)? < U bulunur. c(g?) € c(g)? oldugundan c(g?) € U ve bdylece g2 €
U[X] bulunur.

(ii) = (i): U[X] € H[X], giilii g-asalims1 olsun. H den H[X] e her z € H igin inj(z) =
z seklinde tanimlanan icerme homomorfizmasim goz &niine alalim. Oncelikle
inj "Y(U[X]) = U oldugu kolaylikla goriilebilir. U[X] bir giicli g-asalims1 ideal
oldugundan, Onerme 4.1.11(ii)’den inj "1 (U[X]) = U € H giiclii q-asalimsidur.
Teorem 4.1.20 H halkas1 Noetherian ve 2 € H birimsel olsun. U € H nin bir gigli g-
asalimsi ideal olmasi i¢in g.y.s U[[X]] € H[[X]] bir giigli q-asalimsidir.

Ispat U[[X]], H[[X]] in bir giiclii q-asalims1 ideali olsun. H, H[[X]] in bir alt halkas1 ve
U = U[[X]] n H oldugundan Sonug 4.1.12 (ii)’den U da H nin bir giglii g-asalimsi

idealidir. Tersine U, H nin bir giiclii q-asalims1 ideali olsun. H bir Noetherian halka

oldugundan Teorem 1.4.5’ten \/U[[X]] = VU[[X]] bulunur. Simdi gh € U[[X]] ve h ¢
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VU[[X]] olacak sekilde g, h € H[[X]] elemanlar: verilsin. Buradan c(gh) € U vec(h) &

VU oldugu goériiliir. H, Noetherian oldugundan c(g) sonlu iiretilmistir. Simdi c(g) nin

minimal sayidaki iireteg kiimesi (aq, ..., ax) olsun. O halde c(g) nin minimal sayida

iiretecini u(c(g)) = k ile gosterelim. #m, H nin herhangi bir maksimal ideali olsun. c(g)
ay

nin 7 maksimal idealine gore yerellestirmesi c(g),, = < ...,%) olur ve boylece

c(g) ., nin minimal sayida tretici u(c(g),,) < k olur. O halde tiim maksimal idealler
tizerinden u(c(g),,) sayillarimin maksimumuna n diyelim. Teorem 1.4.4’ten
c(g)c(W)™ = c(h)™ c(gh) € U elde edilir. c(h) € VU oldugundan c(h)" & VU
bulunur. U bir giiglii g-asalims1 ideal oldugundan Sonug 4.1.9°dan ¢(g?) € c(g9)? € U
elde edilir. Buradan g? € U[[X]] bulunur ve bdylece U[[X]] in bir giiclii q-asalims1 ideal
oldugu anlasilir.

Teorem 4.1.21 U < E' € H < E homojen ideali i¢in asagidakiler gegerlidir.

(i) U « E' giiglii g-asalimsi idealse U S H giiglii g-asalimsi idealdir.

(i) U S H giiclii g-asalims ideal ve VUE € E' ise U « E’ giiglii q-asalimsidr.
Ispat (i) zt € U olacak sekilde z,t € H elemanlar: verilsin. Buradan (z,0)(t,0) =
(zt,0) € U < E’ elde edilir. U o E" giiclii g-asalims1 oldugundan (z,0)% = (z%,0) €
U « E' veya bir m € N i¢in (t,0)™ = (t™,0) € U o« E’ bulunur. Buradan z? € U veya
t™ € U elde edilir. Sonug olarak, U qii¢lii q-asalimsidir.

(i) (z,e)(t,e") = (zt,ze’ + te) € U « E' olacak sekilde z,t € H; e,e’ € E elemanlari
verilsin. Buradan zt € U ve ze' + te € E’ elde edilir. U, gii¢lii g-asalims1 oldugundan
z% € U veya bir m € N igin t™ € U bulunur. z2 € U ise ze € VUE S E' ve boylece
2ze € E' elde edilir. Buradan (z,e)? = (z%,2ze) € U < E' olur. t™ € U ise t™e' €
UE € VUE € E' ve boylece (t, )™ = (t™*1,(m + 1)t™e") € U « E' bulunur.

Sonuc¢ 4.1.22 U € H bir ideal, E' € E alt modiil ve (E":E) = m olsun. U < E' <

H o E homojen idealinin giiglii g-asalimsi olmasi igin g.y.s U gii¢lii q-asalimsidir.
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4.2 Degismeli Halkalarin Sifir Bolen Grafigi

Bu boliimde giiglii g-asalimsi ideallerden esinlenerek olusturdugumuz Iy (H) nin bir
alt grafigini ¢alisacagiz. U € H bir ideal olmak tizere I';(H); kose noktalar1 kiimesi

Cy(H) olan bir grafik olmak tizere herhangi iki kdse noktasi z # t nin komsu olabilmesi

icin zt € U ve ayrica z? & U,t ¢ VU veya z & \/U, t? ¢ U gerceklensin.

Asagidaki 6nermede I} (H) nin ¢izgesel 6zelligini kullanarak H halkasmin giiglii g-

asalimsi ideallerini karakterize edecegiz.

Onerme 4.2.1 U < H ideali verilsin.
(i) I'7(H), Ty (H) nin bir alt grafigidir.
(i) U nun asal olmasi i¢in g.y.s I';(H) bir bos grafiktir. Bu durumda I';(H) =
Iy (H) dir.
(ili) U asal olmayan bir ideal olsun. |Cy;(H)| = 1 ise I;(H) kenarsiz bir grafiktir.
Bu durumda, I'y (H) = I;(H) dir.
(iv)  |Cy(H)| = 2 olsun. U nun gii¢lii g-asalims1 olmasi i¢in g.y.s [;(H) kenarsiz
bir grafiktir.
(v) U giiglii g-asalimsi ideal olmasin. Bu durumda, |Cy(H)| = 2 dir ve I';(H)
kenarsiz bir grafik degildir.
(vi) U birradikal idealse I'; (H) = I (H) dir. Ozel olarak, H indirgenmis bir halka
ise I'; (H) ve I'(H) grafikleri gakisir.
Ispat (i) I}, (H) ve I'y (H) nin kdse noktalar kiimesi Cyy (H) dir. Simdi I} (H) de birx — y
kenar1 alalim. Buradan xy € U elde edilir ve boylece x — y kenar1 [';(H) grafiginin de
bir kenaridir. O halde I};(H), Iy (H) nin bir alt grafigidir.
(ii) U asal olsun. Bu durumda C,; (H) = @ dur. Bunu gostermek igin bir x € Cy; (H) alalim.
Buradan x ¢ U ve biry € U i¢in xy € U dur. U asal ve xy € U oldugundan x € U veya
y € U geliskisi bulunur. O halde Cy;(H) = @ yani I[;(H) bir bos grafiktir. Tersine I';;(H)
bir bos grafik olsun. Simdi U nun asal oldugunu gdsterelim. zt € U olacak sekilde z,t €
H elemanlari verilsin. z € Uvet € Uise z,t € Cy(H) yani Cy;(H) # @ dir. Buise I, (H)
nin bos grafik olmastyla ¢elisir.
(111) Agiktir.

(iv) |Cy(H)| = 2 olsun. U nun bir gii¢lii g-asalimsi ideal oldugunu varsayalim. Simdi
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I (H) nin kenarsiz bir grafik oldugunu gosterecegiz. x,y € Cy(H) olmak tizere I';(H)
grafiginde x —y kenar1 var olsun. Buradan xy € U ve (x2¢ U,y € VU veya x ¢
VU, y? ¢ U) elde edilir. Simdi x> ¢ U,y & VU oldugunu varsayalim. U bir gii¢lii g-
asalimsi ideal ve xy € U oldugundan x? € U veya y € VU olur. Bu ise x* ¢ U,y & VU
kosulu ile celisir. Simdi x & VU, y? ¢ U oldugunu kabul edelim. U bir giiclii q-asalimst
ideal ve xy = yx € U oldugundan y? € U veya x € /U celiskisi elde edilir. O halde x
ile y komsu olamazlar yani I';; (H) kenarsiz bir grafiktir. Tersine I'; (H) bir kenarsiz grafik
olsun. U nun bir gii¢lii g-asalims1 ideal olmadigini varsayalim. O halde xy € U,x? ¢ U
ve y & VU kosullarin1 saglayan x,y € H elemanlari vardir. Buradan x # y ve ayrica
I (H) grafiginde x — y oldugu ¢ikar. Bu ise [;(H) nin kenarsiz olmasiyla gelisir. Sonug
olarak, U bir gii¢lii g-asalimsi idealdir.

(V) (iv)’den kolaylikla elde edilir.

(vi) U=+U olsun. |Cy(H)| =2 oldugunu varsayalm. U bir giicli g-asalimsi
idealse VU = U oldugundan Onerme 4.1.2 (iii)’den U bir asal idealdir. Béylece Cy (H) =
@ olur. Buradan U nun bir gii¢lii g-asalimsi ideal olmadigi anlasilir. I;;(H) nin I'y (H)
grafiginin bir alt grafigi oldugunu biliyoruz. Simdi tersini gosterelim. z ve t koseleri
Iy(H) grafiginde komsu fakat Ij(H) grafiginde komsu olmasin. Buradan zt € U
bulunur. z ve t, T;(H) grafiginde komsu olmadigindan z? ¢ U,t € VU veya z ¢
VU, t? ¢ U kosulu saglanmaz. Buradan z € VU veya t € VU elde edilir. Boylece U =
VU oldugundan z € U veya t € U bulunur. Bu ise z,t € C;;(H) olmasyla gelisir. Yani
z ve t, Iy (H) grafiginde de komsudur. O halde I';(H) = I7;(H) elde edilir.

Ornek 4.2.2 (i) Z¢ halkasim géz &niine alalim. U = 0 ideali igin T5(Zg) nin Sekil
4.2.1°den bir dogru grafigi oldugu goriilmektedir.

(ii) Z,, halkasmi ve U = 0 idealini goz 6niine alalim. Sekil 4.2.2°de T (Z,,) Ve Ty (Z,,)
grafiklerine bakilirsa, [5(Zq,) baglantili olmasina karsin [j(Z,;) nin baglantili

olmayabilecegi goriilir. Boylece I';(H) ve I');(H) grafikleri her zaman esit olmayabilir.
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Sekil 4.2.2 I (Z4,) Ve Ty (Z4,) Grafikleri

Onerme 4.2.3 z € C;(H) olsun. Her t ¢ (U: z) igin Np+(tz) = Np(tz) ise /(U:z) =

(U:z) veya /(U: z) = VU olur.

ispat (U:2) UVU m kapsamasi her zaman gergeklenir. Simdi her t € (U: z) i¢in
Nr+(tz) = Np(tz) kosulu altinda ters kapsamanin da gegerli oldugunu gosterelim. u €
J/(U:2) olsun. Buradan bir k € N igin u*z € U elde edilir. u*z € U kosulunu saglayan
en kiiciik k € N sayis1 k = m olsun. O halde u™z € U olur. m = 1 ise u € (U: z) olur.
Simdi m > 2 oldugunu kabul edelim. Boylece u™ 1z & U oldugu goriiliir. u = u™ 1z
ise u(u™ 1z) = u? = u™z € U ve boylece u € VU olur. O halde u # u™ 'z oldugunu
varsayalim. u(u™ 'z) € U oldugundan u € Np(u™ 1z) bulunur. Np(u™ 1z) =
Np-(u™~1z) oldugundan u € Np-(u™ 1z) yani I}, (H) grafiginde u — u™ 'z elde edilir.
Buradan u? ¢ U,u™ 'z ¢ VU veya (u™ 'z)? ¢ U,u & VU olur. m > 2 oldugundan
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2m—2>m Ve bdylece (u™ 1z)2=u?m2z2€ U elde edilir. Bu ise u?¢
U,(u™1z) € VU veya u ¢ VU, w™ 'z)? ¢ U kosuluyla celisir. Boylece /(U:2) €
(U:z) UV elde edilir. O halde \/(U:z) = (U:z) U~T bulunur. Buradan \/(U:z) =
(U:z) veya /(U: z) = VU elde edilir.

Sekil 4.2.2°de I;(H) grafiginin izole noktalar1 olabilecegi goriilmektedir. Asagidaki

onerme I';(H) nin koselerinin ne zaman izole nokta olacagini ifade etmektedir.

Onerme 4.2.4 z € Cy;(H) olsun.

(i) z € VU ve 6zel olarak z2 € U ise Np-(z) = @ dir.

(i)  z €U fakat z% & U olsun. Np+(z) = @ olmasi i¢in g.y.s (U:z) € VU dur.

(iii)  z & VU olsun. Np+(z) = @ olmasi igin g.y.s (U: z), S U dur.
Ispat (i) Agiktir.
(i) z € VU ve z% ¢ U olsun. (U:z) €U oldugunu kabul edelim. t € Np-(z) alalim.
I (H) grafiginde t — z oldugu anlasilir. Buradan zt € U ve (z2 € U,t ¢ VU veya z ¢
VU, t? ¢ U) elde edilir. z € VU oldugundan z? & U,t & VU kosulu gerceklenir. Diger
yandan zt € U oldugundan t € (U:z) S VU ¢eliskisi bulunur. O halde Np-(z) = @ olur.
Tersine Np+(z) = @ olsun. Simdi (U: z) € VU oldugunu gosterelim. Aksini kabul edelim.
Buradan 3t € H icin t € (U:z) — VU olur. Buradan zt € U ve t & VU elde edilir. Ote
yandan z2 & U ve zt € U oldugundan z # t dir. Béylece zt € U ve z2 ¢ U,t € VU
kosullar1 saglandigindan t € Np-(z) celiskisi elde edilir. Sonug olarak, (U:z) € VU
bulunur.
(iii) z&VU olsun. Ayrica Np+(z) = @ oldugunu varsayalm. Simdi (U:z), S U
oldugunu gosterecegiz. Bunun igin herhangi bir t € (U: z) elemanimm alalim. t? ¢ U
oldugunu kabul edelim. Buradan zt € U ve z & VU, t? ¢ U gergeklenir ve boylece t €
Nr+(z) celiskisi elde edilir. O halde t? € U ve buradan (U:z), € U elde edilir. Simdi
tersine (U: z), < U oldugunu kabul edelim. t € Np+(z) alalim. Buradan zt € U ve (z2 ¢
U,t ¢ VU veya z ¢ VU, t2 ¢ U) bulunur. Fakat t € (U:z) ve (U:z), S U oldugundan
t2 € U celiskisi bulunur. Boylece Np+(z) = @ dir.

Simdi Onerme 4.2.4’ten kolaylikla elde edilen asagidaki sonucu verelim.
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Sonug 4.2.5 (i) z € Cy(H) ve z% ¢ U olsun. (U: z) & VU ise Np-(z) # @ dir.
(i) U < H ideali verilsin. Her z € Cy(H) igin z? ¢ U ve (U:z) € VU ise I (H) izole

noktas1 olmayan bir grafiktir.

Sekil 4.2.2°den de goriilecegi tlizere I;(H) ve Ty(H) esit olmayabilir veya I7;(H)
baglantili olmayabilir. Asagidaki teorem "I};(H) ve I'y(H) ne zaman esit olur ?” ve

“Ty (H) ne zaman baglantili olur ?” sorularina cevap vermektedir.

Teorem 4.2.6 U < H bir ideal ve |Cy(H)| = 2 olsun. Asagidakiler denktir.
(1) I (H) bir baglantili grafiktir.
(i) U = +/U yani H/U bir indirgenmis halkadur.
(iii) T[;(H) =Ty(H) dir.

ispat (i) = (ii) I};(H) bir baglantili grafik olsun. Simdi VU = U oldugunu gosterecegiz.
U # VU olsun. Boylece x € VU — U olacak sekilde x € H eleman1 vardir. Buradan bir
n € N igin x™ € U bulunur. n bu 6zellikteki en kiiciik dogal say1 olsun. O halde x"~ 1 ¢
U dur. xx™1=x"€ U ve x € U oldugundan x™ 1 € Cy;(H) olur. Ij;(H) baglantili
oldugundan x™~! — y olacak sekilde bir y € C;(H) vardir. Buradan x" 1y € U ve
((x" D2 ¢ U,y & VU veya x™ ' ¢ VU, y? & U) bulunur. Diger yandan 2(n — 1) > n
oldugundan (x™® )2 = x2""2 € U olur. Bu ise bir ¢eliskidir. Béylece U = VU oldugu
anlagilir.
(ii) = (iii) Onerme 4.2.1 (vi)’den elde edilir.
(iit) = (i) Teorem 1.6.7’den bulunur.
Sonu¢ 4.2.7 U < H bir ideal ve |Cy(H)| = 2 olsun.

(i) U=#+VUise diam(Ij(H)) = oo dur.

(i) U =+Uisediam(T;(H)) < 3 tiir.

Ispat (i),(ii) Teorem 4.2.6 ve Teorem 1.6.7’den elde edilir.

Simdi Teorem 4.2.6 ve giiglii g-asalimsi1 idealler yardimiyla von Neumann regiiler

halkalar1 karakterize edecegiz.

Sonuc 4.2.8 H halkas: i¢in asagidakiler denktir.

(1) H, von Neumann regiilerdir.
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(i)  Her gii¢lii g-asalimsi ideal bir asal idealdir ve giiglii g-asalims1 olmayan tiim

U idealleri igin Iy (H) = Ij;(H) dir.

Teorem 4.2.9 U & H ideali i¢in asagidakiler denktir.
(i) I, (H) tam iki pargal1 grafiktir.
(i) U = U; N U, olacak sekilde U nin farkli iki minimal asal ideali U;, U, vardir.

Ispat (i) = (ii) I';(H) tam iki parcal grafik olsun. O halde |Cy; (H)| = 2 ve ayrica I, (H)
baglantilidir. Teorem 4.2.6’dan U = /U ve Ty (H) = I};(H) dir. Simdi U nun 2-yutan
ideal oldugunu gosterecegiz. ztu € U olacak sekilde z, t,u € H elemanlarini alalim. zt &
U ve zu & U olsun. Simdi tu € U oldugunu gésterelim. zt = zu ise ztu = zu? € U ve
boylece zu € VU = U celiskisi elde edilir. Boylece zt # zu dur. Ayrica I'y(H) de zt —
zu oldugu agiktir. Ayrica I[;(H) = I'y(H) tam iki pargali grafik oldugundan Cy(H) =
C; U C, ve C; N C, = @ olacak sekilde C;,C, kiimeleri vardir. Genelligi bozmadan zt €
C; ve zu € C, diyebiliriz. Simdi z nin bir kése olamayacagini gosterelim. z bir kdse olsun.
Buradan z € C; veya z € C, olur. Once z € C; oldugunu kabul edelim. z = zt ise zu =
ztu € U geliskisi elde edilir. Boylece z # zt dir. [';(H) tam iki parcali grafik oldugundan
z — zu dir. Buradan z(zu) = z%u € U yani zu € /U = U celiskisi elde edilir. z € C, ise
benzer bigimde zt € U celiski elde edilir. O halde z bir kése olamaz. Yani z ¢ Cy(H) dir.
Simdi (U:z) € U oldugunu gosterelim. Aksini varsayalim. Boylece 3t' € H igin t' €
(U:z) — U olur. Boylece zt' € U,t" ¢ U ve z ¢ U oldugundan z € Cy(H) geliskisi elde
edilir. O halde (U:z) < U bulunur. Buradan ztu € U oldugundan tu € (U:z) € U elde
edilir. Boylece U bir 2-yutan idealdir. Teorem 1.3.4’ten bir V asal ideali i¢in U = VU =
V veya U nun iki farkli minimal asal ideali V;,V, i¢in U = VU = V; n V, gerceklenir.
U =+U =V ise I'y(H) = I;;(H) bos grafik olur bu ise celiskidir. Béylece U = V; NV,
dir.

(i) = () V4, V,; U nun minimal asal idealleri ve U =V, NV, olsun. C; ={z € H —
UizeV,—-V,}ve C, ={z€H—-U:z€V,—V;} diyelim. Buradan Cy;(H) = C; UC,
ve C; N C, = @ oldugu kolayca goriiliir. Simdi [;(H) nin tam iki pargali grafik oldugunu
gorelim. Bununicinz € C; vet € C, alalim.z € V; ve t € V, oldugundanzt € V; NV, =

U bulunur. z% ¢ U ve t & VU oldugundan z — t sonucu elde edilir.
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5. n-ASAL iDEALLER

Bu boliimde asal ideal ve quasi asalimsi ideal sinifi arasinda bulunun degismeli
halkalarin n-asal ideallerini c¢alisacagiz. n-asal ideallerin, asal ideallere benzer
Ozelliklerini ~ arastirarak n-asal ideallerin UN-halkalarimin karakterizasyonunda
kullanilabilecegini gdsterecegiz. Ayrica n-asal idealler kiimesi {izerinde bir topoloji insaa
edip halkanin cebirsel 6zellikleriyle bu yeni kurdugumuz topolojinin topolojik 6zellikleri

arasindaki iliskileri inceleyecegiz.

5.1 n-Asal idealler

Tamim 5.1.1 U & H ideali verilsin. Her z,t € Higinzt € U ikenz € U + 9t(H) veyat €
U + N(H) saglanyorsa U ya H nin bir n-asal ideali denir.

Simdi n-asal ideallere iliskin birka¢ 6rnek verelim.

Ornek 5.1.2 (i) H bir indirgenmis halka yani 9t(H) = 0 olsun. Bu durumda H halkasinin
asal idealleri ve n-asal idealleri cakisir. Ozel olarak, von Neumann regiiler halkalarda asal
ve n-asal idealler aynidir.

(if) H tek maksimal ideali nil radikal yani 9t(H) olan bir s6zde yerel halka olsun. U & H
ideali verilsin. zt € U olacak sekilde z,t € H elemanlarini alalim. z birimsel bir eleman
ise t =z 1(zt) € U € U+ N(H) olur. z birimsel degilse N(H) tek maksimal ideal
oldugundan z € N(H) < U + N(H) elde edilir. Boylece U, n-asal idealdir. O halde H
tek maksimal ideali nil radikal olan bir halka ise H nin tiim has idealleri n-asal idealdir.
(iii) k bir cisim olmak tizere H = k[X,Y]/(X?) boliim halkasim ve U = (X?,XY,Y?)/
(X?) idealini gdz 6niine alalim. Burada (H) = (X)/(X?) oldugu kolaylikla goriiliir.
Buradan U + N(H) = (X,Y?)/(X?) elde edilir. (Y + (X?))?2=Y?+ (X?) € U fakat
Y + (X?) € U + N(H) oldugundan U bir n-asal ideal degildir.

Ornek 5.1.3 (i) U & H ideali icin U + 9t(H) asalsa U da n-asaldir. Bunu gostermek igin
zt € U olacak sekilde z,t € H elemanlarini alalim. U + 9t(H) bir asal ideal ve zt € U <
U+ 9(H) oldugundan z € U + N(H) veya t € U + N(H) elde edilir. Boylece U, n-

asaldir.
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(i) Her asal ideal 9t(H) yi kapsadigindan her asal ideal ayrica n-asaldir. Tersi dogru
olmayabilir. Simdi Z5¢ halkasmi ve U = (4) idealini goz oniine alalm. 2.2 =4 € U
fakat 2 ¢ U oldugundan U bir asal ideal degildir. Ayrica, 9t(Zs¢) = (6) oldugundan U +
N(Z3¢) = (2) asaldir bdylece (i)’den U, n-asaldur.

(iii) U € H bir n-asal ideal ve :t(H) < U ise U bir asal idealdir.

Simdi Ornek 5.1.3’ten agikca elde edilen asagidaki sonucu verecegiz.

Sonug 5.1.4 U & H idealinin asal olmas i¢in g.y.s U bir n-asal idealdir ve St(H) € U

dur.
Asagidaki 6rnek asalimsi ve n-asal idealler arasindaki farkliliklar ortaya koymaktadir.

Ornek 5.1.5 (i) H bir Temel Ideal Bolgesi ve 0 # p bir indirgenemez eleman olsun. Bu
durumda her n > 1 i¢in (p™) bir asalimsi idealdir fakat n-asal degildir.

(i) H = Zg[X,Y] ve Y: H = Z,[X, Y] asagidaki bicimde tanimlanan bir homomorfizma
olsun:

PY(ho(X) + Ly (X)Y + hy(X)Y2 + -+ h,,(X)Y™) = hy(X) + hy(X)Y + - + h,,(X)Y"

Burada h.(X) polinomu h.(X) € Zg[X] polinomunun Katsayilarinin mod2 ye gore
yeniden yazilmastyla elde edilir. Buradan Ker(y) = Nt(H) = 2Zg[X, Y] elde edilir.
Y bir 6rten homomorfizma oldugundan H/9(H) = Z,[X, Y] bulunur. Z,[X, Y] bir tamlik
bolgesi oldugundan 9t(H), H nin bir asal idealidir. Simdi U = (4XY) € 9t(H) alalim.
U+ N(H) = N(H) bir asal ideal oldugundan Ornek 5.1.3 (i)’den U bir n-asal ideal olur.
Ote yandan, Y(4X) = 4XY € U,4X & U ve her n € N i¢in Y™ & U oldugundan U bir
asalimsi ideal olamaz.
Onerme 5.1.6 U < H ideali bir n-asal idealse VU bir asal idealdir.
ispat zt € VU olacak sekilde z, t € H elemanlari segilsin. Buradan 3m € N igin (zt)™ =
z™t™ € U bulunur. U bir n-asal ideal oldugundan z™ € U + Nt(H) € VU veya t™ €
U+ RN(H) <VU olur. Buradan z € VU veya t € VU bulunur. O halde, VU bir asal
idealdir.

Onerme 5.1.6°dan her n-asal idealin bir quasi asalims: ideal oldugu gériiliir. Fakat

asagidaki ornek bu ifadenin tersinin her zaman dogru olmayacagini géstermektedir.
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Ornek 5.1.7 Z[X]’in alt halkas1 H = {ay + a;X + a,X? + -+ a,X™: a, € 37} yi goz
o6niine alalim. U = (9X?2,3X3, X% X5 X°) ideali olsun. Buradan VU = (3X, X%, X?) ve
H/NU = Z olur. Boylece, U bir quasi asalims idealdir. Ayrica St(H) = 0 yani U +
N(H) = Uolur. 9X%2 € U fakat 9 ¢ U + 9N(H) ve X? & U + N(H) oldugundan U bir n-
asal ideal degildir.

Asagidaki sema n-asal idealler ile diger idealler arasindaki iligkiyi gostermektedir.

n-Asal ideal

\\)
&
@Q(\N/

Quasi Asalimsi

Asal |deal ideal

Vo\\
e

Asalimsi ideal

Sekil 5.1.1 n-Asal Idealler

Onerme 5.1.8 U € H ideali igin asagidakiler denktir.
M U, n-asaldir.
(i) VY <€ U olacak sekilde her V,Y € H idealii¢cinV € U + N(H) veyaY € U +
N(H) dir.

Ispat (i) = (ii) VY € U olacak sekilde V,Y € H idealleri verilsin. V & U + 0t(H)
oldugunu kabul edelim. O halde 3z € V — (U + N(H)) vardir. Her t € Y igin zt € U ve
U bir n-asal ideal oldugundan t € U + 9t(H) yani Y < U + 9t(H) olur.
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(ii) = (i) zt € U olacak sekilde z, t € H elemanlari verilsin. V = Hzve Y = Ht diyelim.
VY = Hzt € U oldugundanV = Hz € U + N(H)veyaY = Ht < U + N(H) bulunur. O
halde U, n-asaldir.
Onerme 5.1.9 U, ve U, sirastyla H; ve H, halkalarinin idealleri olsun. U = U; x U, S
H = H; X H, ideali i¢in asagidakiler denktir.

0] U, n-asaldur.

(i) U,, Hy in bir n-asal ideali ve U, = H, veya U; = H; ve U,, H, nin bir n-asal

idealidir.

ispat (i) = (i) U, n-asal olsun. Onerme 5.1.6’dan VU = \/U; x /U, bir asal idealdir.
Boylece U; = H; veya U, = H, olur. Genelligi bozmadan U; = H; oldugunu kabul
edelim. zt € U, olacak sekilde z, t € H, elemanlar1 verilsin. (0, z)(0,t) = (0,zt) € U ve
U bir n-asal ideal oldugundan (0,z) € U + N(H) veya (0,t) € U + N(H) bulunur. Ote
yandan (H) = N(Hy) X N(H,) ve béylece U+ N(H) = (Uy + N(H,)) % (U, +
N(H,)) = Hy x (U, + N(H,)) olur. (0,2) € U + N(H) ise z € U, + N(H,) elde edilir.
Benzer sekilde (0,t) € U + N(H) ise t € U, + N(H,) ¢ikar.
(ii) = (i) Uy, H; in n-asal ideali olmak tizere U = U; X H, olsun. (z,t)(z',t") =
(zz',tt") € U olacak sekilde z,z" € Hy; t,t' € H, elemanlar verilsin. Buradan zz' € U;
elde edilir. U;, n-asal oldugundan z € U; + N(H,) veya z' € U; + N(H,) olur. Buradan
(z,t) € U+ N(H) veya (z',t") € U + N(H) bulunur.
Teorem 5.1.10 n > 1 ve Hy, H,, ..., H,, birer halka ve sirasiyla Uy, U,, ..., U, de idealleri
olsun. H = H; X H, X ...X H, ve U = U; X U, X ... X Uy, i¢in asagidakiler denktir.

(i) U € H, n-asaldir.

(i) Birt € {1,2, ...n} i¢in Uy, H, nin bir n-asal ideali ve her k € {1,2, ...,n} — {t}

icin U, = H,, dir.

Ispat Onerme 5.1.9 kullanilarak Teorem 2.1.36 ya benzer bicimde tiimevarimla elde

edilir.

Asagidaki sonu¢ Asaldan Kaginma Teoreminin n-asal idealler iginde dogru oldugunu

gostermektedir.

Sonug 5.1.11 Uy, U,, ..., U,, € H, birer n-asal ideal; U, H nin bir ideali ve U € U}, U,
olsun. \/7] ile /Uy her 1 < j # k < n i¢in karsilagtirilamiyorsa bir m € {1,2, ...n} i¢in
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U c U, + R(H) dir.
Ispat U € U, U, olsun. Burada bir m € N i¢in U & U, U, varsayabiliriz. Onerme
2.1.24°¢ benzer bigimde U N (N¢erp Us) € Uy, olur. Boylece U([1i2m Us) € Uy, elde
edilir. Onerme 5.1.6’dan m bir asal ideal oldugundan, varsayimdan [[;.,, U € U, +
9(H) olur. Onerme 5.1.8’den U € U,, + 9t(H) elde edilir.
Teorem 5.1.12 h: H — H' bir 6rten homomorfizma ve U da H nin Ker(h) yi kapsayan
bir n-asal idealiyse h(U) da H' niin bir n-asal ideali olur.
Ispat U € H bir n-asal ideal ve Ker(h) € U olsun. Simdi h(U) nun da H’ niin bir n-asali
oldugunu gosterelim. z't’ € h(U) olacak sekilde z',t' € H' elemanlar verilsin. h 6rten
oldugundan z' = h(z) ve t' = h(t) olacak sekilde z,t € H elemanlar1 bulunur. z't’ =
h(z)h(t) = h(zt) € h(U) ve Ker(h) S U oldugundan zt € U elde edilir. zt € U ve U
bir n-asal ideal oldugundan z € U + 9t(H) veyat € U + Jt(H) bulunur. Buradan h(z) =
Z € h(U +N(H)) € h(U) + N(H") veya h(t) =t € h(U) +N(H) elde edilir.
Boylece h(U), H' niin bir n-asahdir.
Sonug 5.1.13 U € H, V idealini kapsayan bir n-asal idealse U/V de H/V halkasinin bir
n-asal idealidir.
Onerme 5.1.14 U € H ideali i¢in (U,X) € H[X], bir n-asal idealse U, H nin bir n-asal
idealir.
Ispat Her h(X) € H[X] i¢in ¥(h(X)) = h(0) bi¢iminde tanimlanan ¥: H[X] > H
homomorfizmasini géz oniine alalim. Ker(y) = (X) € (U, X) ve ¥ nin 6rten oldugu
aciktir. (U, X) € H[X] bir n-asal ideal oldugundan Teorem 5.1.12’den ¥ ((U, X)) = U,H
nin bir n-asal idealidir.
Onerme 5.1.15 U € H bir ideal, S € H bir carpimsal kapali kiime ve UNS = @ ise
asagidakiler gecerlidir:

(i) U, H nin bir n-asal idealiyse S~*U da S~1H nin bir n-asal idealidir.

(i)  S™U,S™'H ninbirn-asal ideali ve S N zdy (U + M(H)) = @ ise U, H nin bir

n-asal idealidir.

Ispat (i) E% = g € S™1U olacak sekilde z,t € H; s,u € S elemanlar verilsin. Buradan
Jv € Sicinv(zt) = (vz)t € U olur. U bir n-asal ideal oldugundan vz € U + NN(H) veya
t € U + N(H) elde edilir. Buradan E = E € STY U+ N(H)) =S71U + N(S™1H) veya
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5 € STIU + N(STH) elde edilir. Boylece S™1U, S*H halkasimin bir n-asal idealidir.

(i) zt € U olacak sekilde z,t € H elemanlari verilsin. th = %% € S™1U oldugu kolaylikla
goriiliir. S™1U, n-asal oldugundan f € ST+ N(STIH) = S~H(U + N(H)) veya { €
S~H(U + N(H)) elde edilir. Buradan vz € U + N(H) veya v't € U + N(H) olacak

sekilde v, v’ € S bulunur. vz € U + N(H) olsun. z ¢ U + N(H) ise v € S N zdy (U +

N(H )) celiskisi elde edilir. Boylece z € U + (H) olur. Benzer sekilde v't € U + N(H)
iset € U+ N(H) olur.
Teorem 5.1.16 E' € E bir alt modiil, U € H bir ideal ve UE € E' olsun. U x E' € H x
E nin bir n-asal ideal olmasi i¢in g.y.s U, bir n-asaldur.
Ispat U « E' € H « E, bir n-asal ideal olsun. zt € U olacak sekilde z, t € H elemanlari
verilsin.  Buradan (z,0)(t,0) = (zt,0) € U < E' olur. U «< E’ bir n-asal ideal
oldugundan (z,0) € U < E' + |(H « E) veya (t,0) € U < E' + N(H « E) elde edilir.
Boylece z € U + N(H) veya t € U + 9(H) bulunur. Boylece U bir n-asal idealdir.
Tersine, U, H halkasimin bir n-asal ideali olsun. (z;, e,)(2,, e5) = (2125, 2,65 + z,€1) €
U « E' olacak sekilde z;,z, € H; e, e, € E elemanlan1 verilsin. Buradan z,z, € U
bulunur. U, n-asal oldugundan z; € U + 9t(H) veya z, € U + N(H) olur. Boylece
(z1,61) EU < E' + N(H x E) = (U + N(H)) x E veya (z;,e,) €U x E' + N(H
E) gergeklenir.
Teorem 5.1.17 Bir H halkas igin asagidakiler denktir.

(1) Her has ideal n-asaldir.

(i)  Her z € H ya birimsel ya da nilpotenttir.

(ili)  H tek maksimal ideali 9t(H) olan sozde yerel halkadir.

(iv)  H bir UN-halkadir.
ispat (i) = (ii) H nin her has ideali n-asal olsun. (0) bir n-asal ideal oldugundan
Onerme 5.1.6°dan 9t(H) bir asal idealdir. z € H birimsel olmasin. (z2), H nin bir has
idealidir ve boylece varsayimdan (z2) bir n-asal idealdir. (z)(z) € (z?) oldugundan
Onerme 5.1.8°den (z) € (z2) + N(H) elde edilir. Béylece z = z2t + u olacak sekilde
t € H,u € N(H) vardir. Buradan z — z%t = z(1 — zt) = u € N(H) elde edilir. N(H)
asal oldugundan z € Nt(H) veyal — zt € N(H) olur. 1 —zt € N(H) ise1 — (1 — zt) =

zt birimsel ve boylece z birimsel olur. Bu ise bir ¢eligkidir. Dolayisiyla z € 9t(H) olur.
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(it) = (iii) Agiktir.
(iii) = (i) Ornek 5.1.2 (ii)’den elde edilir.

(iii) © (iv) Onerme 1.3.11°den elde edilir.
5.2 Degismeli Halkalarin n-Asal Spektrumu

H halkasimin tiim n-asal ideallerinin kiimesini nSpec(H) ile gosterelim. Bu boliimde
amacimiz nSpec(H) kiimesi {izerinde bir topoloji kurmak ve ayrica bu topolojinin
topolojik 6zellikleriyle H nin cebirsel 6zellikleri arasinda baglantilar1 incelemektir. E S
H olmak tizere E nin varyetesi

V*(E) = {U € nSpec(H):E € VU}

olarak tanimlanir.

Onerme 5.2.1 E C H icin asagidakiler gergeklenir:

(i) U', E ile iiretilen bir ideal ise V*(E) = V*(U") = V*(U") olur.

(i)  V*(0) = nSpec(H) ve V*(H) = @ olur.

(iii)  Her {E¢}ieailesiigin V* (Ui  Er) = Neerl V™ (E) Olur.

(iv)  U,U' < Hideallerii¢cin V*(U)uV*(U") =V*(UnNnU") =V*UU") olur.
Ispat (i),(ii) Aciktir.
(iii)

ﬂ V* (Ey) = {U € nSpec(H): her t € ligin E, € VU}

tel

= {U € nSpec(H): UEt c \/U}

tel

=v( Jo
oldugu goriiliir.

(iv) UU'CUNU CUU oldugundan V*(U)UV*(U") CV*U NU") S V*UU")
oldugu kolayca goriiliir. Tersine U'" € V*(UU") alalim. Buradan UU' € vU" elde edilir.

Onerme 5.1.6°dan VU"" asal ideal oldugundan U € VU" veya U’ € VU" bdylece U €
V*(U) uV*(U") elde edilir. Sonug olarak V*(U) uV*(U") =V*(UnU") =V*(UU"

olur.
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Her E € H alt kiimesi i¢in 0*(E) = nSpec(H) — V*(E) dersek Onerme 5.2.1°den
T ={0"(E):E € H} ailesinin nSpec(H) tizerinde topoloji aksiyomlarini gergekledigi
goriiliir. Bu topolojiye degismeli halkalarin n-asal spektrumu denir ve kisaca nSpec(H)
ile gosterilir. Bu topolojinin kapali kiimeleri E € H alt kiimesi olmak tizere V*(E)
varyeteleridir. Degismeli halkalarin asal spektrumunun yani Zariski Topolojisinin bir T,-

uzayi oldugunu biliyoruz. Fakat nSpec(H) her zaman T,-uzay olmayabilir.

Ornek 5.2.2 p bir asal say1 ve n € N olmak iizere Zpn halkasini diisiinelim. Z,n tek
maksimali nil radikal yani %t(Z,») = (p) olan bir sdzde-yerel halkadir. Ornek 5.1.2°den
Z,n nin her has idealinin bir n-asal ideal oldugu goriiliir. Simdi nSpec(Z,n) nin bir Ty-
uzay olmadigin1 gosterelim. 1 < t # k < n olacak sekilde t, k dogal sayilarini alalim.
nSpec(Zyn) topolojik uzaymm kapali alt kiimelerinin @ veya nSpec(Z,n) oldugunu
gormek kolaydir. {(p¥)} # {(?)} olmasia karsin {(p_k)} y1 igeren tiim agik kiimeler
{(17)} yi de icerir. Benzer sekilde {(F)} yi iceren agik kiimeler {(ﬁ)} y1 da igerir.
Dolayisiyla nSpec(Z,n) bir Ty-uzay degildir.
Onerme 5.2.3 z € H, Y = nSpec(H) ve Y, = nSpec(H) — V*(z) olsun. {Y,:z € H} n-
asal spektrum igin bir baz olusturur.
Ispat: O bir agik kiime olsun. Buradan 0 = Y — V*(E) olacak sekilde bir E € H bulunur.
Boylece Onerme 5.2.1°den 0 =Y —V*(E) = Y=V*(Uyep{z}) =Y — Nyee Vi (2) =
Uzee(Y = V*(2)) = Uyep Y, bulunur.
Onerme 5.2.4 z € H, Y = nSpec(H) ve Y, = nSpec(H) — V*(z) olsun. Asagidakiler
saglanir.

(i) Her z,t € H igin Y, NY, =Y, dir.

(i) Y,=0zeNH)dr.

(ili) Y, =Y o z € H birimseldir.

(iv) Y, =Y, e . /(2= dr

(v) Y, quasi-kompakttir.

(vi) Y quasi-kompakttir.
ispat (i) U€Y,nY, olsun. Buradan z & VU ve t & \/U bulunur. U € nSpec(H)
oldugundan Onerme 5.1.6’dan v/U nun asal ideal oldugu goriiliir. Boylece z & VU ve t &
VU oldugundan zt & /U elde edilir. O halde U € Y,, bulunur. Tersine U € Y,, olsun.
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Boylece zt ¢ VU ve buradan z ¢ VU ve t & VU bulunur. Buradan U € Y, n'Y; elde edilir.
O halde Y,; = Y, nY; dir.

(ii) Y, = @ olsun. Buradan V*(z) = nSpec(H) elde edilir. U bir asal ideal olsun. Sonug
5.1.4’ten U bir n-asal idealdir ve boylece U € nSpec(H) = V*(z) elde edilir. Buradan
z € VU = U bulunur. Bdylece z € Nyespecny U = N(H) elde edilir. Tersine, z € (H)
olsun. Simdi U* € nSpec(H) alalim. Onerme 5.1.6’dan v/U* m bir asal ideal oldugunu
biliyoruz. Boylece z € 9t(H) € VU* ve buradan U* € V*(z) elde edilir. O halde
V*(z) = nSpec(H) yani Y, = @ bulunur.

(iii) Y, = Y olsun. Buradan V*(z) = @ elde edilir. z birimsel eleman olmasa z yi igeren
en az bir m, maksimal ideali bulunur. Bu durumda 1, bir asal ideal ve boylece n-asal
idealdir. Buradan m, € V*(z) = @ ¢eliskisi elde edilir. O halde z bir birimsel elemandir.
Tersine z birimsel eleman olsun. Béylece (z) = H ve Onerme 5.2.1°den V*(z) =
V*(H) = @ elde edilir. O halde Y, = Y dir.

(iv) Y, =Y, yani V*(z) = V*(¢t) olsun. Sonug 5.1.4’ten her asal ideal bir n-asal ideal ve
V*(z) = V*(t) oldugundan z ve t yi kapsayan asallar aynidir. Boylece /(2) = +/(t)
bulunur. Tersine ,/(z) = 4/(t) olsun. Simdi U* € V*(z) alalim. Buradan (z) € VU* ve

boylece (£) € /(t) =+/(2) € JVU* = T* bulunur. Boylece U™ € V*(t) bulunur. O
halde V*(z) € V*(t) dir. Benzer sekilde V*(t) € V*(z) kapsamasinin da dogrulugu
gosterilebilir. Sonug olarak iki tarafli kapsamadan V*(z) = V*(t) yani Y, = Y; bulunur.
(V) Y, nin bir agik ortisii Y, € Uy O; olsun. {Y;:t € H},nSpec(H) nin bir baz
oldugundan genelligi bozmadan O, =Y, alabiliriz. Boylece Y, & U.¢ Y, Ve buradan
Y=V"(2) S UaY =V (2)) =Y — N V7 (20) =Y — V" (Urerfz.}) bulunur.
Buradan V*(Ue{z:}) € V*(2) ve boylece /(2) € /(User{z:}) elde edilir. O halde bir
m € N i¢in z™ € (Ue{z:}) ve buradan z™ = z,t; + z,t, + -+ + z,t, olacak sekilde
74,25, ... Zyn, € H bulunur. Boylece z™ € (Uj~,{z;}) bulunur ve buradan V* (U {z:}) €
V*(z™) = V*(2) elde edilir. O halde Y, € Y — V*(Ui=1{z.}) = Ui=1 Y;, bulunur. Yani
Y, quasi-kompakttir.
(vi) z = 1 alip (v) kullanilirsa istenen gergeklenir.
Onerme 5.2.5 Bir H halkasi i¢in asagidakiler denktir.

(1) nSpec(H) bir indirgenemez uzaydir.
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(i)  H/I(H) bir tamlik bolgesidir.
Ispat (i) = (ii) nSpec(H) indirgenemez uzay olsun. zt € 9t(H) olacak sekilde z,t € H
verilsin. U =Hz ve U' = Ht diyelim. Oncelikle V*(UU)=V*U)uV*U’") =
V*(N(H)) = nSpec(H) oldugu kolaylikla goriiliir. nSpec(H) indirgenemez oldugundan
V*(U) = nSpec(H) veya V*(U") = nSpec(H) elde edilir. Buradan z € #(H) veya t €
Jt(H) yani 9t(H) nin bir asal ideal oldugu anlagilir.
(ii) = (i) H/MN(H) bir tamlik bolgesi yani 9t(H) bir asal ideal olsun. V*(U) u V*(U") =
nSpec(H) oldugunu kabul edelim. Onerme 5.2.1°den V*(UU") = nSpec(H) elde edilir.
Yani UU' € R(H) bulunur. N(H) bir asal ideal oldugundan U € N(H) veyaU' < N(H)
olur. Buradan V*(U) = nSpec(H) veya V*(U") = nSpec(H) bulunur yani nSpec(H) bir
indirgenemez uzaydir.
Lemma5.2.6 U,U’ € H idealleri i¢in asagidakiler gergeklenir.

(i) V) =V*U") e VU = VU dir.

(i) U € nSpec(H) ise V*(U) = cl(U) dur.
Ispat (i) Agiktir.
(ii) Oncelikle U € V*(U) yani V*(U) nun U yu kapsayan bir kapali kiime oldugu
kolaylikla goriiliir. Simdi U yu igeren herhangi bir V*(U") kapali kiimesini alalim. U €
V*(U") oldugundan U’ €U olur. Simdi V*(U) € V*(U') oldugunu gosterecegiz.
Bunun i¢in U"" € V*(U) alahm. Buradan U € VU ve béylece U’ € VU < W =VU"
bulunur. O halde U"' € V*(U") elde edilir yani V*(U) <€ V*(U") dir. Boylece V*(U),U
YU igeren en kiigiik kapali kiimedir yani V*(U) = cl(U) olur.

Ornek 5.2.2°de nSpec(H) nin Ty-uzay olmayabilecegi gdsterilmisti. Simdi nSpec(H)

nin ne zaman T,-uzay olacagini gosterecegiz.

Teorem 5.2.7 Bir H halkasi verilsin. nSpec(H) nin bir Ty-uzay olmasi i¢in g.y.s her n-
asal ideal asaldir.

Ispat Her n-asal ideal asal olsun. nSpec(H) nin Ty-uzay oldugunu gdstermek igin
cl(U) = cl(U") olacak sekilde U,U’ € nSpec(H) alaim. Lemma 5.2.6’dan V*(U) =
V*(U") ve bdylece VU = VU’ olur. Her n-asal ideal asal boylece U = U = VU = U’
elde edilir. Boylece nSpec(H) bir Ty-uzaydir. Tersine nSpec(H) bir Ty-uzay olsun. U €
nSpec(H) alalim. Lemma 5.2.6 ve Onerme 5.2.1°den cl(U) = V*(U) = V*(\/ﬁ) =
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cl(\/ﬁ) bulunur. Ayrica, Onerme 5.1.6°dan /U bir asal idealdir. nSpec(H) bir Ty-uzay

ve cl(U) = cl(VU) oldugundan U = /U yani U bir asal ideal olur.
Teorem 5.2.8 Bir H halkasi i¢in asagidakiler denktir.

(i) Her n-asal ideal bir maksimal idealdir.

(i)  nSpec(H) bir T,-uzaydir.

(ili)  nSpec(H) bir T;-uzaydir.
Ispat (i) = (ii) Her n-asal ideal bir maksimal ideal olsun. Béylece her n-asal ideal bir
asal idealdir. O halde H halkasinda asal ve n-asal idealler denktir. Boylece nSpec(H) =
Spec(H) olur. Ayrica her asal da maksimal oldugundan nSpec(H) = Spec(H) bir T,-
uzaydir.
(ii) = (iii) Agiktir.
(iii) = (i) nSpec(H) bir T,-uzay olsun. U € nSpec(H) alalim. Lemma 5.2.6’dan
cl(U) =V*(U) olur. nSpec(H) bir T,;-uzay oldugundan cl(U) = {U} = V*(U) olur.
Simdi U yi kapsayan bir #2 maksimal ideali alalim. Buradan U € m = +/m bulunur. m
bir n-asal ideal oldugundan m € V*(U) = {U} yani m = U bulunur. Boylece her n-asal
ideal bir maksimal idealdir.
Teorem 5.2.9 Bir H halkasi i¢in asagidakiler denktir.

(i) H nin idempotent elemanlar1 sadece 0 ve 1 dir.

(i)  nSpec(H) bir baglantili uzaydir.
Ispat (i) = (ii) H nin idempotent elemanlar1 sadece 0 ve 1 olsun. Simdi V*(U) U
V*(U") =v*UuU" ve V*(U) nV*(U") = @ olacak sekilde U, U’ < H ideallerini alalim.
Buradan U + U’ = H ve UU' € N(H) elde edilir. Boylece z + t = 1 ve bir k € N i¢gin
(zt)¥ = zFt* = 0 olacak sekilde z € U ve t € U’ elemanlar1 vardir. (z) + (t) = H
oldugundan (2)* + (t)* = H elde edilir. Ayrica (2)*(t)* = (0) oldugu kolaylikla
goriiliir. Boylece Cin Kalan Teoreminden H = H/(z)* x H/(t)* bulunur. H nin 0 ve 1
den baska hicbir idempotent elemani olmadigindan H/(2)* =0 veya H/(t)* =0
bulunur. Buradan z birimsel veya t birimsel ¢ikar. O halde V*(U) = @ veya V*(U') = @
bulunur. Sonug olarak, nSpec(H) bir baglantili uzaydir.
(ii) = (i) nSpec(H) baglantili uzay ve z € H idempotent olsun. Buradan z(1 — z) =
0 € N(H) ve bdylece V*((2))uV*((1—2))=nSpec(H) ve ayrica V*((z))n
V' (1-2)=V(2)+1—-2)=V(H) =0 elde edilir. nSpec(H) bir baglantils
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uzay oldugundan V*((e)) = nSpec(H) veya V*((e)) = @ bulunur. Béylece z € H ya
nilpotent veya birimseldir. Bu durumda z idempotent oldugundan z = 0 veya z = 1 elde

edilir.
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6. SONUCLAR

Bu tezde tartismalar ve bulgulara tezin 2., 3., 4. ve 5. béliimlerinde yer verilmistir.

Tezin 2. boliimiinde, r-ideallerin modiillere iki farkli genislemesi olan r-alt modiil ve sr-
alt modiil kavramlar1 verilmistir. r-alt modiil ve sr-alt modiillerin birbiriyle iliskisi
incelenerek asal alt modiillere benzeyen birtakim 6zellikleri elde edilmistir. Ayrica basit

ve serbest burulmali alt modiiller bu iki genisleme yardimiyla karakterize edilmistir.

Tezin 3.boliimiinde ise r-ideallerden esinlenerek bu yapidan tanimca daha giiglii olan yeni
bir ideal siifi n-idealler verilmistir. n-ideallerin cebirsel ozellikleri ve r-ideallerle olan
iligkisi detaylica incelenmistir. Ayrica Bool halkasi, von Neumann regiiler halkalar ve
Calugareanu tarafindan (Calugareanu, 2016) da tanimlanan UN-halkalar1 n-idealler

yardimiyla karakterize edilmistir.

Tezin 4. boliimiinde asalims1 ve quasi asalimsi ideal siniflar1 arasinda yer alan giiclii g-
asalimsi idealler tanimlanarak cebirsel Ozellikleri incelenmistir. Ayrica A. Badawi
tarafindan (Badawi, 1999) da tanimlanan ve deger halkalarinin bir genellemesi olan
boliinmiis halkalarin karakterizasyonu gii¢lii q-asalimsi idealler yardimiyla verilmistir.
Bu boéliimde ayrica, Redmond tarafindan (Redmond, 2003) te tanimlanan ideal bazli sifir
bolen grafiginin bir alt grafigi tanimlanarak grafiksel 6zellikleri incelenmistir. Bu alt

grafik yardimiyla indirgenmis halkalar karakterize edilmistir.

Tezin son boliimiinde ise asal ideallerin yeni bir genellemesi n-asal idealler tanitilmistir.
Bu ideal sinifi iizerinde Zariski Topolojisine benzer yeni bir topoloji kurulmustur. Bu
topolojinin ayirma aksiyomlarmi saglaylp saglamadigi arastirlmistir. Ayrica bu
topolojinin topolojik 6zellikleriyle halkanin cebirsel 6zellikleri arasindaki iligkiler elde

edilmistir.

Bu tezde ortaya koyulan konularin devami olarak cesitli genellestirmeler elde etmek
miimkiindiir. Ornegin, Temmakante ve Bouba (Temmakante ve Bouba, 2019) da n-
ideallerin bir genellemesini elde etmislerdir. Buna benzer olarak r ve sr-alt modiillerin,

gliclii g-asalimsi ideallerin ve n-asal ideallerin de genellestirmelerini elde etmek

mumkindiir.
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