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ÖZET

HEMEN HEMEN KONTAK B-METRİK MANİFOLDLAR

Sevgi Enveş ERMİŞ

Matematik Anabilim Dalı

Geometri Bilim Dalı

Anadolu Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Mayıs 2019

Danışman: Doç. Dr. Şenay BULUT

Bu tezde hemen hemen kontak B−metrik manifoldların sınıflandırılması incelen-

miştir. İlk olarak hemen hemen kontak manifoldlar, hemen hemen kontak B−metrik

manifoldlar ve Sasaki-like hemen hemen kontak B−metrik manifoldlar ile ilgili bazı

temel tanım ve teoremler ele alınmıştır. Sasaki-like hemen hemen kontak B−metrik

manifoldların D−homotetik deformasyonunun yine Sasaki-like hemen hemen kontak

B−metrik manifoldlar olduğu gösterilmiştir. İki hemen hemen kontak B−metrik

manifoldun çarpımlarının verilen kompleks yapı ve verilen B−metrik ile hemen

hemen kompleks B−metrik manifold olduğu ispatlanmıştır. Hemen hemen kontak

B−metrik manifoldların sınıflandırılmaları yapılmış ve bazı örnekleri incelenmiştir.

Sasaki-like hemen hemen kontak B−metrik manifoldların hangi sınıfa düştüğü be-

lirlenmiştir. Belli sınıf içerisindeki hemen hemen kontak B−metrik manifoldların

D−homotetik deformasyonunun da aynı sınıf içerisinde kaldığı gösterilmiştir.

Orijinal olan tezin son bölümünde ise 5−boyutlu nilpotent Lie cebirleri üz-

erinde hemen hemen kontak B−metrik yapıları çalışılmış ve bu B−metrik yapısıyla

5−boyutlu nilpotent Lie cebirlerinin hangi sınıfa düştüğü araştırılmıştır.

Anahtar Sözcükler: Hemen hemen kompleks B−metrik manifold, hemen hemen

kontak manifold, hemen hemen kontak B-metrik manifold, hemen hemen kontak

B-metrik yapısı ile 5−boyutlu nilpotent Lie cebirleri.
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ABSTRACT

ALMOST CONTACT B-METRIC MANIFOLDS

Sevgi Enveş ERMİŞ

Department of Mathematics

Programme in Geometry

Anadolu University, Graduate School of Sciences, May ,2019

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Şenay BULUT

In this thesis, the classification of almost contact B−metric manifolds are exam-

ined. Firstly, some basic definitions and theorems regarding almost contact mani-

folds, almost contact B−metric manifolds, and Sasaki-like almost contact B−metric

manifolds are given. It is shown that D−homothetic deformation of Sasaki-like al-

most contact B−metric manifolds is also Sasaki-like almost contact B−metric man-

ifold. It is proved that the product of two almost contact B−metric manifolds with

given a complex structure and a B−metric is a almost complex B−metric manifold.

The classification of almost contact B−metric manifolds is done and some examples

of these are investigated. It is determined which class of Sasaki-like almost con-

tact B−metric manifolds fall into. D−homothetic deformation of almost contact

B−metric manifolds within certain class is shown to be within the same class.

In the last part of the thesis which is original, the contact B−metric structures

are studied on 5−dimensional nilpotent Lie algebras. It is investigated which class

of 5−dimensional nilpotent Lie algebras with the B−metric structure fall into.

Keywords: Almost complex B−metric manifold, almost contact manifold, almost

contact B−metric manifold, 5−dimensional nilpotent Lie algebras with the almost

contact B−metric structure.
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1. GİRİŞ

Günümüzde hemen hemen kontak manifoldlar matematikte ve fizikte yaygın

olarak çalışılmaktadır. Hemen hemen kontak manifold kavramı ilk olarak Gray

[15] tarafından tanımlanmıştır. Bu manifoldların tanjant demedinin yapı grubu

U(n) × 1 dir. Literatürde hemen hemen kontak manifoldların "Sasakian, normal,

quasi Sasakian" gibi bazı sınıfları incelenmiştir. Belli koşulu sağlayan g Riemann

metriği ile donatılan hemen hemen kontak manifoldlar tanımlanmış ve bu mani-

foldlar hemen hemen kontak metrik manifoldlar olarak adlandırılmıştır. Chinea ve

Gonzales bu manifoldları temel formun kovaryant türevi yardımıyla elde edilen (0, 3)

tipindeki tensörün dekompozisyonu yardımıyla 12 temel sınıfa ayırmıştır. Daha

sonra hemen hemen kontak manifoldlar üzerinde belli koşulu sağlayan (n + 1, n)

tipinde g yarı-Riemann metriği tanımlanarak hemen hemen kontak B−metrik mani-

foldlar Ganchev, Mihova ve Gribachev tarafından inşa edilmiş ve 11 temel sınıfa

ayrılmıştır [1]. S. Ivanov, H. Manev ve M. Manev, Sasaki-like hemen hemen kontak

B−metrik manifoldları incelemişlerdir.

Hemen hemen kontak metrik manifoldların D−homotetik deformasyonu kavramı

ilk olarak Tanno tarafından tanımlanmıştır [16]. Benzer şekilde literatürde hemen

hemen kontak B−metrik manifoldların D−homotetik deformasyonları çalışılmak-

tadır [17]. Özel olarak Sasaki-like hemen hemen kontak B−metrik manifoldun

D−homotetik deformasyonunun yine Sasaki-like hemen hemen kontak B−metrik

manifold olduğu gösterilmiştir.

M , hemen hemen kontak B−metrik manifold ise M × R çarpım manifoldu in-

celenmiş ve bu çarpım manifoldunun da sınıflaması yapılmıştır [19]. M1 ve M2 iki

hemen hemen kontak metrik manifoldlar olmak üzere M1 ve M2 üzerindeki hemen

hemen kontak metrik yapılarının belirlediği M1 ×M2 çarpım manifoldunun hemen

hemen kompleks yapıya sahip olduğu gösterilmiştir [18]. Ayrıca M × R çarpım

manifoldu üzerinde hemen hemen hermityen yapılar çalışılmıştır.

G, (2n+1)−boyutlu bağlantılı bir Lie grubu ise G Lie grubu sol invaryant hemen

hemen kontak metrik yapıya sahiptir ve karşılık gelen g Lie cebri üzerinde hemen

hemen kontak metrik yapı mevcuttur [20]. Ayrıca literatürde bu yapıların bazı

sınıfları ve özellikleri çalışılmıştır. 5−boyutlu nilpotent Lie cebirlerinin sınıflandırıl-

ması Dixmier tarafından yapılmıştır ve 9 sınıfa ayrılmıştır [12]. Ayrıca bu cebirlerin

farklı boyutlardaki sınıflandırılması çalışılmıştır [14].
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Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına son bölüm

sonuç kısmına ayrılmıştır. İkinci bölümde temel tanım ve teoremler verilmiştir.

Üçüncü bölümde iki M1 ve M2 hemen hemen kontak B−metrik manifoldlarının

çarpımı olan M ×M2 çarpım manifoldu üzerinde J kompleks yapısı ve g Norden

metriği tanımlanmış ve bu yapılarla çarpım manifoldunun kompleks B−metrik man-

ifold olduğu gösterilmiştir. [1] de verilen hemen hemen kontak B−metrik manifold-

ların sınıflan- dırılması incelenmiş ve bazı örnekler verilmiştir. Sasaki-like hemen

hemen kontak B−metrik manifoldların sınıfı belirlenmiştir. Tezin son bölümünde

Dixmier’in nilpotent Lie cebirleri için verdiği sınıflandırmayı kullanarak 5−boyutlu

nilpotent Lie cebirleri üzerinde hemen hemen kontak B−metrik yapısı tanımlan-

mıştır. Hemen hemen kontak B−metrik manifoldlar için yapılan sınıflandırmaya

göre verilen B−metrik yapısıyla 5−boyutlu nilpotent Lie cebirlerinin hangi sınıfa

girdiği belirlenmiştir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanım 2.0.1. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Diferansiyellenebilir vek-

tör alanlarının uzayı χ(M) veM den R ye diferansiyellenebilir fonksiyonların kümesi

C∞(M,R) olmak üzere M üzerinde

g : χ(M)× χ(M)→ C∞(M,R)

şeklinde tanımlanan pozitif tanımlı, simetrik ve 2-lineer g metriği varsa (M, g) ye

bir Riemann manifoldu denir.

Tanım 2.0.2. g Riemann metriğinde pozitif tanımlılık aksiyomu yerine non-dejenere

aksiyomu alınırsa (M, g) ikilisine bir yarı-Riemann manifoldu denir.

Tanım 2.0.3. M diferansiyellenebilir bir manifold olsun. Her X, Y, Z ∈ χ(M) ve

her f ∈ C∞(M,R) için,

∇ : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

(X, Y ) 7−→ ∇(X, Y ) = ∇XY

bilineer dönüşümü

1) ∇fXY = f∇XY

2) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y (Leibnitz koşulu)

özelliklerini sağlıyorsa ∇ ya M üzerinde tanımlı bir afin konneksiyonu veya ko-

varyant türev denir.

Tanım 2.0.4. (M, g) bir yarı-Riemann manifoldu ve ∇, M üzerinde tanımlı bir

afin konneksiyonu olsun. Her X, Y, Z ∈ χ(M) olmak üzere ∇ dönüşümü

i) [X, Y ] = ∇XY −∇YX (Sıfır torsiyon özelliği) (2.1)

ii)Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) (Metrik Uyumluluk Koşulu)(2.2)

koşullarını sağlıyorsa ∇ ya M üzerinde Levi-Civita konneksiyonu denir. Ayrıca, bu

kovaryant türev

2 〈∇VW,X〉 = V 〈W,X〉+W 〈X, V 〉 −X 〈V,W 〉

− 〈V, [W,X]〉+ 〈W, [X, V ]〉+ 〈X, [V,W ]〉
(2.3)
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şeklindeki Koszul formülüyle tek türlü belirlidir.

2.1. Hemen Hemen Kompleks Manifoldlar

Tanım 2.1.1. M bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. M üzerinde bir J,

(1,1) tensör alanı

J : χ(M) −→ χ(M)

J2 = −I

şartını sağlıyorsa J dönüşümüne bir hemen hemen kompleks yapı denir. Bu yapı

ile M manifoldu hemen hemen kompleks manifold olarak adlandırılır ve (M,J) ile

gösterilir.

Tanım 2.1.2. M Riemann manifoldu üzerinde J hemen hemen kompleks yapısı

verilsin. Eğer

g(JX, JY ) = g(X, Y )

koşulu sağlanıyorsa (M,J, g) üçlüsüne hemen hemen kompleks metrik manifold denir.

Tanım 2.1.3. M yarı-Riemann manifoldu üzerinde J hemen hemen kompleks yapısı

verilsin. Eğer

g(JX, JY ) = −g(X, Y )

koşulu sağlanıyorsa (M,J, g) üçlüsüne hemen hemen kompleks B−metrik manifold

denir.

Örnek 2.1.4. R2n = {(u1, . . . , un, v1, . . . , vn) | ui, vi ∈ R} manifoldunun

J : χ (R2n) −→ χ(R2n)

∂

∂ui
7−→ ∂

∂vi

∂

∂vi
7−→ − ∂

∂ui

ile tanımlanan J yapısı ile hemen hemen kompleks manifold olduğunu gösterelim.

λi, µi ∈ C∞(M,R) , X =
n∑
i=1

(
λi

∂

∂ui
+ µi

∂

∂vi

)
olmak üzere
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J(X) = J

(
n∑
i=1

(
λi

∂

∂ui
+ µi

∂

∂vi

))
=

n∑
i=1

(
λi

∂

∂vi
− µi

∂

∂ui

)
dir. Kompleks yapı olması için J2 = −I olmalıdır.

J2(X) = J(J(X)) = J

(
n∑
i=1

(
λi

∂

∂vi
− µi

∂

∂ui

))

=
n∑
i=1

(
λiJ

(
∂

∂vi

)
− µiJ

(
∂

∂ui

))

=
n∑
i=1

(
−λi

∂

∂ui
− µi

∂

∂vi

)

= −
n∑
i=1

(
λi

∂

∂ui
+ µi

∂

∂vi

)

= −X

elde edilir. O halde (R2n, J) hemen hemen kompleks manifolddur.

Şimdi R2n üzerinde g(X,X) =
n∑
i=1

(
−λ2i + µ2

i

)
ile tanımlanan g metriğini aldığımızda

(R2n, J, g) nin hemen hemen kompleks B−metrik manifold olduğunu gösterelim.

g(JX, JX) = g

(
n∑
i=1

(
−µi

∂

∂ui
+λi

∂

∂vi

)
,

n∑
j=1

(
−µj

∂

∂uj
+λj

∂

∂vj

))

=
n∑

i,j=1

(
µiµjg

(
∂

∂ui
,
∂

∂uj

)
−µiλjg

(
∂

∂ui
,
∂

∂vj

))

−λiµjg
(
∂

∂vi
,
∂

∂uj

)
+λiλjg

(
∂

∂vi
,
∂

∂vj

)
dir. Burada i 6= j iken;

g

(
∂

∂ui
,
∂

∂uj

)
= g

(
∂

∂vi
,
∂

∂vj

)
= g

(
∂

∂ui
,
∂

∂vj

)
= 0

dır.
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i = j iken;

g

(
∂

∂ui
,
∂

∂ui

)
= −1 , g

(
∂

∂vi
,
∂

∂vi

)
= 1

olur. O halde,

g(JX, JX)

= g

(
n∑
i=1

(
−µi

∂

∂ui
+ λi

∂

∂vi

)
,

n∑
j=1

(
−µj

∂

∂uj
+ λj

∂

∂vj

))

=
n∑

i,j=1

[
µiµjg

(
∂

∂ui
,
∂

∂uj

)
− µiλjg

(
∂

∂ui
,
∂

∂vj

)
− λiµjg

(
∂

∂vi
,
∂

∂uj

)
+ λiλjg

(
∂

∂vi
,
∂

∂vj

)]

=
n∑
i=1

[
µ2
i g

(
∂

∂ui
,
∂

∂ui

)
+ λ2i g

(
∂

∂vi
,
∂

∂vi

)]

=
n∑
i=1

(
−µ2

i + λ2i
)

= −g(X,X)

dir. Sonuç olarak (R2n, J, g) hemen hemen kompleks B−metrik manifolddur.

Tanım 2.1.5. X, Y ∈ χ (M), f ∈ C∞ (M) olmak üzere X ve Y vektör alanlarının

Lie braketi

[X, Y ] (f) = X (Y (f))− Y (X (f))

şeklinde tanımlanır.

Tanım 2.1.6. M hemen hemen kompleks manifoldu için Nijenhuis tensörü her

X, Y ∈ χ(M) için

NJ : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

olmak üzere,

NJ(X, Y ) : = J2([X, Y ]) + [J(X), J(Y )]− J [J(X), Y ]− J [X, J(Y )]

şeklinde tanımlanır.
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Teorem 2.1.7. (M,J) hemen hemen kompleks manifold olsun. Bu durumda J nin

bir kompleks yapı olması için gerek ve yeter koşul NJ = 0 olmasıdır.

2.2. Hemen Hemen Kontak Manifoldlar

Tanım 2.2.1. M diferensiyellenebilir manifold,

ϕ : χ(M) −→ χ(M) ; (1, 1) tensör

η : χ(M) −→ C∞(M,R) ; (0, 1) tensör yani 1− form

ξ : χ∗(M) −→ C∞(M,R) ; (1, 0) tensör yani vektör alanı

olmak üzere

i) η(ξ) = 1 (2.4)

ii) ϕ2(X) = −X + η(X)ξ (2.5)

koşullarını sağlıyorsa (M,ϕ, η, ξ) dörtlüsüne hemen hemen kontak manifold denir.

(2.5) de X yerine ξ yazarsak ϕ2 (ξ) = 0 elde edilir. ϕ (ξ) = 0 eşitliğini olmayana

ergi yöntemiyle ispatlayalım. ϕ (ξ) 6= 0 olsun. ϕ2 (ξ) = 0 ifadesinde ξ yerine ϕ (ξ)

alınırsa

ϕ
(
ϕ2 (ξ)

)
= ϕ2 (ϕ (ξ)) = −ϕ (ξ) + η (ϕ (ξ)) ξ = 0

elde edilir. Buradan ϕ (ξ) = η (ϕ (ξ)) ξ dir. Burada η (ϕ (ξ)) = 0 veya η (ϕ (ξ)) 6= 0

olmak üzere iki durum ortaya çıkar.

i) η (ϕ (ξ)) = 0 ise ϕ (ξ) = 0 olup çelişki elde edilir.

ii) η (ϕ (ξ)) 6= 0 olduğunda ϕ (ξ) = η (ϕ (ξ)) ξ eşitliğine ϕ yi uygularsak

ϕ2 (ξ) = η (ϕ (ξ))ϕ (ξ)

olur. Burada ϕ2 (ξ) = 0 ve η (ϕ (ξ)) 6= 0 olduğundan ϕ (ξ) = 0 çelişkisi elde edilir.

Sonuç olarak

ϕ (ξ) = 0 (2.6)

olmalıdır.
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(2.5) de X yerine ϕ (ξ) yazarsak

ϕ2 (ϕ (X)) = −ϕ (X) + η (ϕ (X)) ξ (2.7)

ϕ3 (X) = ϕ (ϕ2 (X))

= ϕ (−X + η (X) ξ)

= −ϕ (X) + η (X)ϕ (ξ)

ϕ (ξ) = 0 olduğunu biliyoruz. O halde

ϕ3 (X) = −ϕ (X) (2.8)

elde edilir. (2.7) ve (2.8) den η (ϕ (X)) ξ = 0 elde edilir. ξ 6= 0 olduğundan

η ◦ ϕ = 0 (2.9)

elde edilir.

Tanım 2.2.2. (M,ϕ, η, ξ) hemen hemen kontak manifold olsun. M üzerinde g Rie-

mann metriği var öyle ki

i) g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )

ii) η(X) = g(X, ξ)

koşullarını sağlıyorsa (M,ϕ, ξ, η, g) beşlisine hemen hemen kontak metrik manifold

denir.

i) koşulundan dolayı

g(X,ϕY ) = g(ϕX,ϕ2Y )

= g(ϕX,−Y + η(Y )ξ)

= −g(ϕX, Y ) + η(Y )g(ϕX, ξ)

= −g(ϕX, Y ) + η(Y )η(ϕX)

= −g(ϕX, Y )

elde edilir.

Tanım 2.2.3. M hemen hemen kontak manifoldu için Nijenhuis tensörü her

X, Y ∈ χ(M) için
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Nϕ : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

olmak üzere

Nϕ(X, Y ) : = ϕ2([X, Y ]) + [ϕX,ϕY ]− ϕ [ϕX, Y ]− ϕ [X,ϕY ]

şeklinde tanımlanır.

Tanım 2.2.4. M , (2n + 1)−boyutlu hemen hemen kontak manifold olsun. Bu du-

rumda M × R üzerinde,

χ(M × R) =

{(
X, f

d

dt

)
| X ∈ χ(M), f

d

dt
∈ χ(R)

}
olmak üzere

J : χ(M × R) lineer−−−→ χ(M × R)(
X, f

d

dt

)
7−→ J

(
X, f

d

dt

)
: =

(
ϕ(X)− fξ, η(X)

d

dt

)
şeklinde tanımlanırsa J2 = −I koşulu sağlanır. Bu durumda J , M × R manifoldu

üzerinde bir kompleks yapı olur. Şimdi J2 = −I olduğunu gösterelim.

J2

(
X, f

d

dt

)
= J

(
J

(
X, f

d

dt

))

= J

(
ϕX − fξ, η(X)

d

dt

)

=

(
ϕ(ϕX − fξ)− η(X)ξ, η(ϕX − fξ) d

dt

)

=

(
ϕ2X − fϕ(ξ)− η(X)ξ, η(ϕX)

d

dt
− fη(ξ)

d

dt

)
(2.4), (2.5), (2.6), (2.9) eşitliklerinden

J2

(
X, f

d

dt

)
=

(
−X + η(X)ξ − η(X)ξ,−f d

dt

)
= −

(
X, f

d

dt

)
dir. O halde J, M × R üzerinde bir kompleks yapıdır. Ayrıca J dönüşümünün
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C∞(M,R)-lineer olduğu kolaylıkla görülür. O halde (M × R, J), (2n + 2)−boyutlu

hemen hemen kompleks manifolddur.

Tanım 2.2.5. (M×R, J) hemen hemen kompleks manifoldu için Nijenhuis tensörü

N : χ(M × R)× χ(M × R) −→ χ(M × R)

olmak üzere

N

((
X, f

d

dt

)
,

(
Y, g

d

dt

))
=

J2

([(
X, f

d

dt

)
,

(
Y, g

d

dt

)])
+

[
J

(
X, f

d

dt

)
, J

(
Y, g

d

dt

)]

−J
[
J

(
X, f

d

dt

)
,

(
Y, g

d

dt

)]
− J

[(
X, f

d

dt

)
, J

(
Y, g

d

dt

)]

şeklinde tanımlanır.

Tanım 2.2.6. M2n+1, hemen hemen kontak manifold olsun. M × R üzerinde Lie

braket operatörü,

[ , ] : χ(M × R)× χ(M × R) −→ χ(M × R)

((
X, f

d

dt

)
,

(
Y, g

d

dt

))
7−→

(
[X, Y ] , (X(g)− Y (f))

d

dt

)

şeklinde tanımlanır.

M ⊂ M̄, yarı-Riemann alt manifoldu olsun. M nin Levi-Civita konneksiyonu

∇ ve M̄ nin Levi-Civita konneksiyonu ∇̄ olsun. TpM̄ = TpM ⊕ TpM
⊥ olarak

yazabiliriz. p ∈ M , x ∈ TpM̄, olmak üzere x = teğ x + nor x şeklinde yazabiliriz.

Burada teğ x ∈ TpM, ve nor x ∈ TpM⊥ dir. X ∈ χ̄ (M) , teğ X ∈ χ (M) ,

nor X ∈ χ (M)⊥ olmak üzere

X = teğ X + nor X

şekinde yazabiliriz.
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M nin Levi-Civita konneksiyonu ∇ için ∇XW : = teğ ∇̄VW olmak üzere

∇̄VW = teğ ∇̄VW + nor ∇̄VW

= ∇XW + π (V,W )

yazılabilir.

Tanım 2.2.7. Mk ⊂ Rn, her p ∈M için Rn de p nin U komşuluğu vardır.

X : U −→ X (U) fonksiyonu diferensiyellenebilir öyle ki X (M ∩ U) , X (U) ile

k boyutlu düzlemin arakesitidir. O halde M ye gömülmüş alt manifold denir. Eğer

k = n− 1 ise Mn−1 alt manifolduna gömülmüş hiperyüzey denir [6].

2.3. Bir Lie Grubun Lie Cebiri

Tanım 2.3.1. (G, ·) bir grup ve diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Eğer

a) m : G×G −→ G

(g, h) 7−→ m (g, h) = g · h

b) i : G −→ G

g 7−→ i (g) = g−1

şeklindeki çarpım ve inversiyon dönüşümleri diferensiyellenebilir ise G grubuna bir

Lie grubu denir. Diferensiyellenebilir dönüşümler sürekli oldukları için bir Lie grup

özellikle bir topolojik gruptur.

Önerme 2.3.2. (G, ·) bir grup ve diferensiyellenebilir bir manifold olmak üzere

G×G −→ G

(g, h) 7−→ g · h−1

dönüşümü diferensiyellenebilir ise G bir Lie gruptur.

Örnek 2.3.3. (Lie Grubu Örnekleri)

Aşağıdaki her bir manifold belirtilen grup işlemine göre bir Lie gruptur.

(a) GL(n,R) genel lineer grup, reel girdili n×n tipinde terslenebilir matrisler

kümesi matris çarpım işlemi altında bir gruptur ve M(n,R) vektör uzayının açık bir

alt manifoldudur. Bir AB matris çarpımının matris girdileri A ve B girdilerinde

polinom olduğu için çarpma türevlenebilirdir. A−1 in girdilerini A nın girdilerinin

rasyonel fonksiyonları olarak tanımlandığı için tersi de türevlenebilirdir.
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(b) GL(n,C) kompleks lineer grup yani matris çarpımı altında n × n tipindeki

terslenebilir kompleks matrislerin grubudur. M(n,C) nin açık bir alt manifoldudur

ve böylece bir 2n2 boyutlu bir diferensiyellenebilir manifolddur. Aynı zamanda matris

çarpımı ve tersleri, matris girdilerinin imajiner ve reel kısımlarının türevlenebilir

fonksiyonları oldukları için bir Lie gruptur.

(c) Eğer V keyfi bir reel veya kompleks vektör uzayı ise , GL(V ) ile V den ken-

disine terslenebilir lineer dönüşümlerin kümesini gösterelim. GL(V ) bileşke işlemi

altında gruptur. Eğer V sonlu boyutlu ise V nin herhangi bir tabanı GL(V ) ile

GL(n,R) veya GL(n,C) nin n = boyV olacak şekilde bir izomorfizmini tanım-

lar, dolayısıyla GL(V ) bir Lie gruptur. Herhangi iki izomorfizmin arasındaki geçiş

dönüşümü A 7−→ BAB−1 formunda bir dönüşüm ile verilmiştir ve diferansiyel-

lenebilirdir. (B matrisi iki taban arasındaki geçiş matrisidir.) Böylece GL(V ) üze-

rinde diferensiyellenebilir manifold yapısı taban seçiminden bağımsızdır.

(d) x−y koordinatları (x, y) nin türevlenebilir fonksiyonları olduğundan, R cismi

ve Rn Öklid uzayı toplam altında Lie gruptur.

(e) R∗ = R− {0} reel çarpım işlemi altında 1-boyutlu bir Lie gruptur.( Aslında

tanımlayacak olursak girdileri reel sayılar olan 1 × 1 tipindeki matris kümesi olan

GL(1,R) dir.) R+ bir açık alt gruptur ve böylece kendisi 1-boyutlu Lie gruptur.

(f) C∗ = C−{0} kompleks çarpım işlemi altında 2-boyutlu bir Lie gruptur ki bu

GL(1,C) ile tanımlanabilir.

(g) S1 ⊂ C∗ çemberi bir diferensiyellenebilir manifold ve kompleks çarpım işlemi

altında bir gruptur. S1 in açık alt kümeleri üzerindeki lokal koordinatlar olan uy-

gun açı fonksiyonları ile çarpma ve ters çevirme (θ1, θ2) 7→ θ1 + θ2 ve θ 7→ θ−1

türevlenebilir koordinat tanımlarına sahiptir, böylece S1 çemberi bir Lie gruptur.

Tanım 2.3.4. Herhangi a ∈ G olmak üzere

La (x) = ax , Ra(x) = xa

şeklinde tanımlanan dönüşümler sırasıyla sol öteleme dönüşümü ve sağ öteleme

dönüşümü olarak adlandırılır. la (x) = (a, x) ve m çarpım dönüşümü olmak üzere

La : G
la→ G×G m→ G

diferensiyellenebilir dönüşümlerinin birleşimi olarak yazılabileceğinden La diferen-
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siyellenebilirdir.

La−1 diferensiyellenebilir dönüşümü La dönüşümünün tersi olduğundan La dif-

feomorfizmdir. Benzer şekilde, Ra : G→ G dönüşümü de bir diffeomorfizmdir.

Tanım 2.3.5. G bir Lie grup ve X, G üzerinde bir vektör alanı olsun. Eğer her

a, á ∈ G için

(La)∗Xá = Xaá

oluyorsa X vektör alanına sol invaryant vektör alanı denir.

La bir diffeomorfizm olduğundan, bu her a ∈ G için (La)∗X = X olarak kısaltıla-

bilir. Çünkü

(La)∗ (c1X + c2Y ) = c1 (La)∗X + c2 (La)∗ Y

olduğundan G üzerindeki tüm düzgün sol invaryant vektör alanlarının kümesi, χ (M)

nin bir lineer alt uzayıdır. Ayrıca Lie braket altında kapalıdır.

Önerme 2.3.6. [21] G bir Lie grup olsun. X ve Y , G üzerinde sol invaryant vektör

alanı ise [X, Y ] sol invaryanttır.

Tanım 2.3.7. g bir reel vektör uzayı olmak üzere X, Y ∈ g için

g× g −→ g

(X, Y ) 7−→ [X, Y ]

dönüşümü

i) Bilineerlik: a, b ∈ R için,

[aX + bY, Z] = a [X,Z] + b [Y, Z] ,

[Z, aX + bY ] = a [Z,X] + b [Z, Y ] .

ii) Antisimetriklik:

[X, Y ] = − [Y,X]

iii) Jakobi Özdeşliği:

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0

koşullarını sağlıyorsa g reel vektör uzayına bir Lie cebiri denir.
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Örnek 2.3.8.
(
Lie Cebir Örnekleri

)
a) Bir diferensiyellenebilirM manifoldu üzerinde tüm diferensiyellenebilir vektör

alanlarının χ (M) uzayı, Lie braket altında bir Lie cebridir.

b) G bir Lie grup ise G üzerinde diferensiyellenebilir tüm sol invaryant vektör

alanlarının kümesi χ (G) nin bir Lie alt cebiridir, böylece bir Lie cebirdir.

c) K = R veya C olmak üzere reel veya kompleks girdili n × n tipinde vektör

uzayı

[A,B] = AB −BA

şeklindeki braket dönüşümü ile bir Lie cebiri olur. M (n,K) nın Lie cebiri gl (n,K)

ile gösterilir.

d) V bir vektör uzayı ise V den kendisine tüm lineer dönüşümlerin uzayı,

[A,B]x = A (Bx)−B (Ax)

braket dönüşümü ile bir Lie cebiridir ve gl (V ) ile gösterilir.

e) V keyfi bir vektör uzayı üzerinde tüm braketleri sıfır olacak şekilde tanımlanan

braket dönüşümü ile bir Lie cebiri olur.

Tanım 2.3.9. Bir G Lie grubu üzerindeki tüm düzgün sol değişmez vektör alan-

larının Lie cebiri, G nin Lie cebiri olarak adlandırılır ve Lie(G) ile gösterilir.

Teorem 2.3.10. G bir Lie grup olsun. e, G nin birim elemanı olmak üzere

Lie (G) → Te (G)

X 7−→ Xe

ile tanımlanan dönüşüm bir vektör uzayı izomorfizmidir.

Bu teoremden G Lie grubunun Lie cebirinin aslında G nin birimdeki tanjant

uzayı olduğu sonucuna varılır [21].

G Lie grubu ve g, G nin Lie cebiri olsun. G üzerinde g metriği sol invaryant

yarı-Riemann metriği ise yani her a, b ∈ G için

gb(Xb, Yb) = gab(Xab, Yab) (2.10)

ise g yarı-Riemann metriği g üzerinde her X, Y ∈ g için
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< X, Y >:= g(X, Y )

şeklinde metrik indirger. Tersine g = TeG üzerindeki her metrik G üzerinde bir

sol invaryant yarı-Riemann metriği belirler. (G, g) nin Levi-Civita konneksiyonu sol

invaryant afin konneksiyondur. Yani, X, Y ∈ g için ∇XY ∈ g dir. G Lie grubu

üzerindeki J hemen hemen kompleks yapısı her a ∈ G için

dLa ◦ J = J ◦ dLa (2.11)

koşulunu sağlıyorsa J kompleks yapısına sol invaryanttır, denir. Böylece J ,

Je : TeG → TeG lineer kompleks yapısı ile tam olarak belirlidir. Tersine g = TeG

üzerinde her lineer kompleks dönüşüm G üzerinde J sol invaryant hemen hemen

kompleks yapıyı belirler. g üzerindeki N Nijenhuis tensörü integrallenebilir ise yani

N = 0 ise G üzerindeki N Nijenhuis tensörü integrallenebilirdir.

Tanım 2.3.11. g bir Lie cebiri olsun.

g1 = g ⊇ g2 = [g, g1] ⊇ g3 = [g, g2] ⊇ ... ⊇ gn = [g, gn−1] ⊇ ...

zincirine g Lie cebirinin alt merkez serisi denir.

Tanım 2.3.12. gn = 0 olacak şekilde bir n ∈ N sayısı varsa, g Lie cebirine nilpotent

lie cebiri denir.

Tanım 2.3.13. G bağlantılı bir Lie grubu olsun. G Lie grubunun Lie cebiri

Lie(G) = g nilpotent ise G Lie grubuna nilpotent denir.
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3. HEMEN HEMEN KONTAK B-METRİK MANİFOLDLAR

Tanım 3.0.1. M , (2n + 1)−boyutlu hemen hemen kontak manifold olsun. M üze-

rinde g yarı-Riemann metriği var öyle ki

i) g(ϕX,ϕY ) = −g(X, Y ) + η(X)η(Y ) (3.1)

ii) g(X, ξ) = η(X) (3.2)

koşulları sağlanıyorsa M ye hemen hemen kontak B−metrik manifold denir.

(3.1) ve Tanım 2.2.1 den dolayı ϕ(ξ) = 0, η ◦ ϕ = 0 olduğu kolaylıkla görülür.

(3.1) koşulundan

g(X,ϕY ) = g(ϕX, Y ) (3.3)

elde edilir.

Örnek 3.0.2. R2n+1 = {(u1, ..., un, v1, ..., vn, t) | ui, vi, t ∈ R} olmak üzere

ξ =
∂

∂t
, η = dt

ϕ

(
∂

∂ui

)
=

∂

∂vi
, ϕ

(
∂

∂vi

)
= − ∂

∂ui
, ϕ

(
∂

∂t

)
= 0

olsun.

X =
n∑
i=1

(
λi

∂

∂ui
+ µi

∂

∂vi

)
+ v

∂

∂t
için g(X,X) =

n∑
i=1

(−λi2 + µi
2) + v2

olmak üzere (R2n+1, ϕ, ξ, η, g) nin hemen hemen kontak B−metrik manifold olduğunu

gösterelim. Şimdi (2.4) ve (2.5) eşitliklerinin sağlandığını gösterelim.

η(ξ) = dt

(
∂

∂t

)
= 1

ϕ2(X) = ϕ

(
n∑
i=1

(
λiϕ

(
∂

∂ui

)
+ µiϕ

(
∂

∂vi

))
+ vϕ

(
∂

∂t

))

= ϕ

(
n∑
i=1

(
λi

∂

∂vi
− µi

∂

∂ui

))

=
n∑
i=1

(
λiϕ

(
∂

∂vi

)
− µiϕ

(
∂

∂ui

))
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= −
n∑
i=1

(
λi

∂

∂ui
+ µi

∂

∂vi

)

= −
n∑
i=1

(
λi

∂

∂ui
+ µi

∂

∂vi

)
− v ∂

∂t
+ v

∂

∂t

= −X + v
∂

∂t
(η(X) = v olduğundan)

= −X + η(X)ξ

(3.1) eşitliğinin varlığını söylemek için

g(ϕX,ϕX) = −g(X,X) + η(X)η(X) (3.4)

olduğunu göstermek yeterlidir.

ϕX =
n∑
i=1

(
λi

∂

∂vi
− µi

∂

∂ui

)
olmak üzere,

g(ϕX,ϕX) = g

(
n∑
i=1

(
λi

∂

∂vi
− µi

∂

∂ui

)
,

n∑
j=1

(
λj

∂

∂vj
− µj

∂

∂uj

))

=
n∑

i,j=1

g

(
λi

∂

∂vi
− µi

∂

∂ui
, λj

∂

∂vj
− µj

∂

∂uj

)

=
n∑

i,j=1

λiλjg

(
∂

∂vi
,
∂

∂vj

)
−

n∑
i,j=1

λiµjg

(
∂

∂vi
,
∂

∂uj

)

−
n∑

i,j=1

µiλjg

(
∂

∂ui
,
∂

∂vj

)
+

n∑
i,j=1

µiµjg

(
∂

∂ui
,
∂

∂uj

)

=
n∑
i=1

[
λiλig

(
∂

∂vi
,
∂

∂vi

)
− λiµig

(
∂

∂vi
,
∂

∂ui

)

−µiλig
(
∂

∂ui
,
∂

∂vi

)
+ µiµig

(
∂

∂ui
,
∂

∂ui

)]

=
n∑
i=1

(
λ2i − µ2

i

)
elde edilir.
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Diğer taraftan

−g(X,X) + η(X)η(X) = −

(
n∑
i=1

(−λ2i + µ2
i ) + v2

)
+ v2

=
n∑
i=1

(λ2i − µ2
i )

olup (3.4) eşitliği sağlanır. O halde (R2n+1, ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak B−metrik

manifolddur.

Teorem 3.0.3. M2n+1 hemen hemen kontak manifold olsun. Hemen hemen kontak

manifoldu varsa belirli bir U açığında (2n+ 1)−boyutlu

{e1, e2, . . . , en, ϕ(e1), ϕ(e2), . . . , ϕ(en), ξ}

tabanı vardır.

Kanıt. Kerϕ = Span {ξ} olmak üzere χ (M) = Span {ξ} ⊕ Span {ξ}⊥ dir. Bu-

rada x ∈ Span {ξ}⊥ ise g (x, ξ) = η (x) olup η (x) = 0 dır. O halde (2.5) den

ϕ2(x) = −x elde edilir. Sonuç olarak ϕ|Span{ξ}⊥ bir hemen hemen kompleks

yapıdır. Buna göre Span {ξ}⊥ nin {e1, . . . , en, ϕe1, . . . , ϕen} şeklinde bir ortonor-

mal bir tabanı vardır. χ (M) = Span {ξ} ⊕ Span {ξ}⊥ olduğundan χ (M) nin de

{e1, . . . , en, ϕe1, . . . , ϕen, ξ} şeklinde bir ortonormal tabanı vardır.

Tanım 3.0.4. (M2n+1, ξ, η, ϕ, g) hemen hemen kontak B−metrik manifold olsun.

F : χ(M)× χ(M)× χ(M) −→ C∞ (M,R)

(X, Y, Z) 7−→ g((∇Xϕ)Y, Z): =g(∇X(ϕY )−ϕ(∇XY ), Z)

şeklinde tanımlanan F, (0, 3) tipinde tensör alanıdır ve aşağıdaki özellikleri sağlar:

F1) F (X, Y, Z) = F (X,Z, Y ) (3.5)

F2) F (X,ϕY, ϕZ) = F (X, Y, Z)− η(Y )F (X, ξ, Z)− η(Z)F (X, Y, ξ) (3.6)

F3) F (X, ξ, ξ) = 0 (3.7)

Şimdi (3.5),(3.6) ve (3.7) koşullarının sağlandığını görelim.
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F1) F (X,Z, Y ) = g((∇Xϕ)Z, Y )

= g(∇X(ϕZ)− ϕ(∇XZ), Y ) (g tensör alanı)

= g(∇X(ϕZ), Y )−g(ϕ(∇XZ), Y ) ((3.3) den dolayı)

= g(∇X(ϕZ), Y )−g(∇XZ, ϕY )

elde edilir. Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z)+g(Y,∇XZ) metrik uyumluluk koşulunda Z yeri-

ne ϕY , Y yerine Z yazarsak, g(∇XZ, ϕY )=Xg(Z, ϕY )−g(Z,∇X(ϕY )) elde edilir.

Y yerine ϕZ, Z yerine Y yazarsak, g(∇X(ϕZ), Y )=Xg(ϕZ, Y )−g(ϕZ,∇XY ) elde

edilir. Bu iki eşitliği kullanırsak
F (X,Z, Y ) = g(∇X(ϕZ), Y )− g(∇XZ, ϕY )

= Xg(ϕZ, Y )− g(ϕZ,∇XY )

−Xg(Z, ϕY ) + g(Z,∇X(ϕY ))

= −g(ϕZ,∇XY ) + g(Z,∇X(ϕY ))

= −g(Z, ϕ(∇XY )) + g(Z,∇X(ϕY ))

= g(Z,−ϕ(∇XY ) +∇X(ϕY ))

= g(∇X(ϕY )− ϕ(∇XY ), Z) (g simetrik tensör alanı)

= g((∇Xϕ)Y, Z)

= F (X, Y, Z)

elde edilir.

F2) F (X,ϕY, ϕZ)

= g((∇Xϕ)(ϕY ), ϕZ)

= g(∇X(ϕ(ϕY ))− ϕ(∇X(ϕY )), ϕZ)

= g(∇X(−Y + η(Y )ξ)− ϕ(∇X(ϕY )), ϕZ)

= g(−∇XY +∇X(η(Y )ξ)− ϕ(∇X(ϕY )), ϕZ) (Leibnitz kuralından)

= g(−∇XY +X(η(Y ))ξ + η(Y )∇Xξ − ϕ(∇X(ϕY )), ϕZ)

= −g(∇XY, ϕZ) + g(X(η(Y ))ξ, ϕZ)

+g(η(Y )∇Xξ, ϕZ)− g(ϕ(∇X(ϕY )), ϕZ)

(3.1), (3.2), ve (3.3) eşitliklerinden

F (X,ϕY, ϕZ) = g(∇X(ϕY )−ϕ(∇XY ), Z)

+η(Y )g(∇Xξ, ϕZ)−η(∇X(ϕY ))η(Z)

= F (X, Y, Z)+η(Y )F (X, ξ, Z)−η(Z)F (X, Y, ξ)

elde edilir.
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F3) F (X, ξ, ξ) = g((∇Xϕ)ξ, ξ)

= g(∇X(ϕξ)−ϕ(∇Xξ), ξ) ((2.6) dan)

= −g(ϕ(∇Xξ), ξ) ((3.2) den)

= −η (ϕ(∇Xξ)) ((2.9) dan)

= 0

dır.

Her X, Y, Z ∈ χ(M) için F (X, Y, Z) = 0 ise M manifolduna F0 sınıfındandır,

denir.

Örnek 3.0.5. R2n+1 = {(u1, u2, . . . un, v1, v2, . . . vn, t) | ui, vi, t ∈ R} olmak üzere

ξ =
∂

∂t
, η = dt , ϕ

(
∂

∂ui

)
=

∂

∂vi
, ϕ

(
∂

∂vi

)
= − ∂

∂ui
, ϕ

(
∂

∂t

)
= 0

X = λi
∂

∂ui
+ µi

∂

∂vi
+ v

∂

∂t
için g(X,X) = −δijλiλj + δijµ

iµj + v2 verilsin.

Y = aj
∂

∂uj
+ bj

∂

∂vj
+ c

∂

∂t
olsun. g metriğine karşılık gelen R2n+1 nin Levi-Civita

konneksiyonu ∇XY =
∑
i

X(Yi)∂i ile verilir. Şimdi ∇ϕ = 0 olduğunu göstermek

için (∇Xϕ)Y = ∇X(ϕY )−ϕ(∇XY ) eşitliğinden dolayı ∇X(ϕY )=ϕ(∇XY ) olduğu

gösterilmelidir.

∇XY =
∑
i

X(Yi)∂i

=
n∑
j=1

(
X(aj)

∂

∂uj
+X(bj)

∂

∂vj

)
+X(c)

∂

∂t

ϕ(∇XY ) =
n∑
j=1

(
X(aj)ϕ

(
∂

∂uj

)
+X(bj)ϕ

(
∂

∂vj

)
+X(c)ϕ

(
∂

∂t

))

=
n∑
j=1

(
X(aj)

∂

∂vj
−X(bj)

∂

∂uj

)
(3.8)

elde edilir.

ϕ(Y ) =
n∑
j=1

(
ajϕ

(
∂

∂uj

)
+ bjϕ

(
∂

∂vj

))
+ cϕ

(
∂

∂t

)

=
n∑
j=1

(
aj

∂

∂vj
− bj ∂

∂uj

)
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∇X(ϕY ) =
n∑
j=1

(
X(aj)

∂

∂vj
−X(bj)

∂

∂uj

)
(3.9)

(3.8) ve (3.9) eşitliklerinden ϕ(∇XY ) = ∇X(ϕY ) olup ∇ϕ = 0 dır. Bu nedenle F0

sınıfındandır.

Tanım 3.0.6. (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak B−metrik manifold olsun. Eğer

her X, Y, Z ∈ Çekη = H için

i) F (X, Y, Z) = F (ξ, Y, Z) = F (ξ, ξ, Z) = 0 (3.10)

ii) F (X, Y, ξ) = −g(X, Y ) (3.11)

koşullarını sağlıyorsa M manifolduna Sasaki-like hemen hemen kontak B−metrik

manifold denir.

Teorem 3.0.7. [7] (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak B−metrik manifold olsun.

O halde aşağıdaki koşullar denktir:

i) (M,ϕ, ξ, η, g) Sasaki-like hemen hemen kontak B−metrik manifolddur.

ii) (∇Xϕ)Y = −g(X, Y )ξ − η(Y )X + 2η(X)η(Y )ξ eşitliği vardır.

iii) Nϕ Nijenhuis tensörü olmak üzere Nϕ = 0 dır.(
M2n+1

1 , ϕ1, ξ1, η1, g1
)
ve
(
M2m+1

2 , ϕ2, ξ2, η2, g2
)
hemen hemen kontak B−metrik

manifoldları olsun. M1 ×M2 çarpım manifoldu üzerinde

J : χ (M1 ×M2) −→ χ (M1 ×M2)

(X1, X2) 7−→ J (X1, X2) : = (ϕ1X1 − η2 (X2) ξ1, ϕ2X2 + η1 (X1) ξ2)

tanımlansın.

J2 (X1, X2) = J (J (X1, X2))

= J ((ϕ1X1 − η2 (X2) ξ1, ϕ2X2 + η1 (X1) ξ2))

= (ϕ1 (ϕ1X1 − η2 (X2) ξ1)− η2 (ϕ2X2 + η1 (X1) ξ2) ξ1,

ϕ2 (ϕ2X2 + η1 (X1) ξ2) + η1 (ϕ1X1 − η2 (X2) ξ1) ξ2)

= (ϕ2
1X1 − η1 (X1) η2 (ξ2) ξ1, ϕ

2
2X2 − η2 (X2) η1 (ξ1) ξ2)

= (−X1 + η1 (X1) ξ1 − η1 (X1) ξ1,−X2 + η2 (X2)− η2 (X2) ξ2)

= − (X1, X2)

olduğundan J2 = −I dir. Yani J, M1 ×M2 üzerinde bir kompleks yapıdır.
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g = g1− g2 olarak tanımlayalım. Bu durumda g metriğinin hemen hemen komp-

leks B−metrik olduğunu yani

g (J (X1, X2) , J (Y1, Y2)) = −g ((X1, X2) , (Y1, Y2))

olduğunu görelim.

g (J (X1, X2) , J (Y1, Y2))

= g ((ϕ1X1 − η2 (X2) ξ1, ϕ2X2 + η1 (X1) ξ2) , (ϕ1Y1 − η2 (Y2) ξ1, ϕ2Y2 + η1 (Y1) ξ2))

= g1 (ϕ1X1 − η2 (X2) ξ1, ϕ1Y1 − η2 (Y2) ξ1)− g2 (ϕ2X2 + η1 (X1) ξ2, ϕ2Y2 + η1 (Y1) ξ2)

= g1 (ϕ1X1, ϕ1Y1) + η2 (X2) η2 (Y2)− g2 (ϕ2X2, ϕ2Y2)− η1 (X1) η1 (Y1)

(3.1) den dolayı

g (J (X1, X2) , J (Y1, Y2))

= −g1 (X1, Y1) + η1 (X1) η1 (Y1) + η2 (X2) η2 (Y2) + g2 (X2, Y2)

−η2 (X2) η2 (Y2)− η1 (X1) η1 (Y1)

= − (g1 − g2) ((X1, X2) , (Y1, Y2))

= −g ((X1, X2) , (Y1, Y2))

elde edilir. Sonuç olarak (M1 ×M2, J, g = g1 − g2) hemen hemen kompleksB−metrik

manifolddur.

X ∈ TpM ve {e1, ..., en, en+1 = ϕe1, ..., e2n = ϕen, ξ}, TpM nin bir tabanı olmak

üzere F ile ilişkili 1−formlar:

θ(x) = gijF (ei, ej, x)

θ∗(x) = gijF (ei, ϕej, x)

ω(x) = F (ξ, ξ, x)

(3.12)

ile verilir.

Teorem 3.0.8. (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak B−metrik manifold olsun.

t ∈ R+ olmak üzere

η̃ = tη , ξ̃ =
1

t
ξ , ϕ̃ = ϕ , g̃ = −tg + t(t+ 1)η ⊗ η

olsun. Bu durumda
(
M, ϕ̃, ξ̃, η̃, g̃

)
hemen hemen kontak B metrik manifolddur [17].
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Kanıt.

g̃ (ϕ̃X, ϕ̃Y ) = −g̃ (X, Y ) + η̃ (X) η̃ (Y ) (3.13)

g̃
(
X, ξ̃

)
= η̃ (X) (3.14)

olduğunu görelim.

g̃ (ϕ̃X, ϕ̃Y ) = g̃ (ϕX,ϕY )

= −tg (ϕX,ϕY ) + t(t+ 1)η ⊗ η (ϕX,ϕY )

= −tg (ϕX,ϕY ) + t(t+ 1)η (ϕX) η (ϕY )

= −t (−g (X, Y ) + η (X) η (Y ))

= tg (X, Y )− tη (X) η (Y ) (3.15)

elde edilir. Ve

−g̃ (X, Y ) + η̃ (X) η̃ (Y ) = tg (X, Y )− t(t+ 1)η (X) η (Y ) + t2η (X) η (Y )

= tg (X, Y )− tη (X) η (Y ) (3.16)

dir. (3.15) ve (3.16) den (3.13) eşitliği elde edilir.

g̃
(
X, ξ̃

)
= −tg

(
X, ξ̃

)
+ t(t+ 1)η (X) η

(
ξ̃
)

= −g (X, ξ) + (t+ 1)η (X) η (ξ)

= −g (X, ξ) + tη (X) + η (X)

= tη (X)

= η̃ (X)

olduğundan (3.14) eşitliği elde edilir. Sonuç olarak
(
M, ϕ̃, ξ̃, η̃, g̃

)
hemen hemen

kontak B−metrik manifolddur.

F (X, Y, Z) = g ((∇Xϕ)Y, Z) ise F̃ (X, Y, Z) = g̃ ((∇Xϕ̃)Y, Z) dir. Buradan

F̃ (X, Y, Z) = tF (X, Y, Z) +
t(t+ 1)

2
{dη(ϕY, Z)η (X)− dη (Y, ϕZ) η (X)

−dη (X,ϕY ) η (Z)− dη (X,ϕZ) η (Y )}
(3.17)

şeklinde elde edilir.
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Şimdi F̃ nın (3.7), (3.10) ve (3.11) koşullarını sağladığını kontrol edelim. (3.17)

ve dη nın antisimetrik olması durumundan,

F̃ (X,Z, Y ) = tF (X,Z, Y ) +
t(t+ 1)

2
{dη(ϕZ, Y )η (X)− dη (Z, ϕY ) η (X)

−dη (X,ϕZ) η (Y )− dη (X,ϕY ) η (Z)}

= F̃ (X, Y, Z)

dir.

F̃ (X, ϕ̃Y, ϕ̃Z) = tF (X,ϕY, ϕZ) +
t(t+ 1)

2
{dη(ϕ2Y, ϕZ)η (X)− dη (ϕY, ϕ2Z) η (X)}

= tF (X,ϕY, ϕZ) +
t(t+ 1)

2
{[−dη(Y, ϕZ) + η (Y ) dη (ξ, ϕZ)] η (X)

+ [dη (ϕY, Z)− η (Z) dη (ϕY, ξ)] η (X)}

η̃ (Y ) F̃
(
X, ξ̃, Z

)
= η (Y )

[
tF (X, ξ, Z) +

t(t+ 1)

2
{−dη (ξ, ϕZ) η (X)− dη (X,ϕZ)}

]
η̃ (Z) F̃

(
X, Y, ξ̃

)
= η (Z)

[
tF (X, Y, ξ) +

t(t+ 1)

2
{dη (ϕY, ξ) η (X)− dη (X,ϕY )}

]
taraf tarafa toplarsak;

F̃ (X, ϕ̃Y, ϕ̃Z) + η̃ (Y ) F̃
(
X, ξ̃, Z

)
+ η̃ (Z) F̃

(
X, Y, ξ̃

)
= tF (X, Y, Z) +

t(t+ 1)

2
{dη(ϕY, Z)η (X)− dη (Y, ϕZ) η (X)

−dη (X,ϕZ) η (Y )− dη (X,ϕY ) η (Z)}

= F̃ (X, Y, Z)

dir.

F̃ (X, ξ, ξ) = tF (X, ξ, ξ) +
t(t+ 1)

2
{dη(ϕξ, ξ)η (X)− dη (ξ, ϕξ) η (X)

−dη (X,ϕξ) η (ξ)− dη (X,ϕξ) η (ξ)}

olup (3.11) ve (2.6) eşitliklerinden F̃ (X, ξ, ξ) = 0 dır. O halde F̃ istenilen koşulları

sağlar.

Teorem 3.0.9. θ̃ (x) = −θ(x), θ̃∗ (x) = −θ∗(x) ve ω̃ (x) =
1

t
ω (x) dir.

Kanıt. ei, ej ∈ Çekη olmak üzere g̃(ei, ej) = −tg(ei, ej) olduğundan

i, j ∈ {1, 2, . . . , n} iken
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g̃ij =

 −
1

t
i = j iken

0 i 6= j iken

ve g̃(ϕei, ϕej) = −g̃(ei, ej) = tg(ei, ej) olduğundan i, j ∈ {n+ 1, . . . , 2n} iken

g̃ij =


1

t
i = j iken

0 i 6= j iken

olur. (3.17) den

F̃ (ei, ei, x) = tF (ei, ei, x) +
t(t+ 1)

2
{−dη (ei, ϕei) η (x)}

= tF (ei, ei, x) +
t (t+ 1)

2
dη (ϕei, ei) η (x)

F̃ (ϕ̃ei, ϕ̃ei, x) = F̃ (ϕei, ϕei, x)

= tF (ϕei, ϕei, x) +
t(t+ 1)

2
{−dη (ϕei, ϕ

2ei) η (x)}

= tF (ϕei, ϕei, x) +
t(t+ 1)

2
dη (ϕei, ei) η (x)

olmak üzere

θ̃ (x) = g̃ijF̃ (ei, ej, x)

=
n∑
i=1

−1

t
F̃ (ei, ei, x) +

2n∑
i=n+1

1

t
F̃ (ei, ei, x)

=
n∑
i=1

−1

t
F̃ (ei, ei, x) +

n∑
i=1

1

t
F̃ (ϕei, ϕei, x)

=
n∑
i=1

−1

t

[
tF (ei, ei, x) +

t (t+ 1)

2
dη (ϕei, ei) η (x)

−tF (ϕei, ϕei, x)− t(t+ 1)

2
dη (ϕei, ei) η (x)

]

=
n∑
i=1

(−F (ei, ei, x) + F (ϕei, ϕei, x))

= −θ (x)
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dir. (3.17) den

F̃ (ei, ϕ̃ei, x) = tF (ei, ϕei, x) +
t(t+ 1)

2
{−dη (ei, ϕ

2ei) η (x)}

= tF (ei, ϕei, x) +
t (t+ 1)

2
{dη (ei, ei) η (x)}

= tF (ei, ϕei, x)

F̃ (ϕ̃ei, ei, x) = tF (ϕei, ei, x) +
t(t+ 1)

2
{−dη (ϕei, ϕei) η (x)}

= tF (ϕei, ei, x)

olmak üzere

θ̃∗ (x) = g̃ijF̃ (ei, ej, x)

=
n∑
i=1

−1

t
F̃ (ei, ϕei, x) +

2n∑
i=n+1

1

t
F̃ (ei, ϕei, x)

=
n∑
i=1

−1

t
F̃ (ei, ϕei, x)−

n∑
i=1

1

t
F̃ (ϕei, ei, x)

=
n∑
i=1

−1

t

[
F̃ (ei, ϕei, x) + F̃ (ϕei, ei, x)

]

=
n∑
i=1

−F (ei, ϕei, x)− F (ϕei, ei, x)

= −θ∗ (x)

dir. (3.17) den F̃ (ξ, ξ, x) = tF (ξ, ξ, x) olmak üzere

ω̃ (x) = F̃ (ξ̃, ξ̃, x)

=
1

t2
F̃ (ξ, ξ, x)

=
1

t2
tF (ξ, ξ, x)

=
1

t
F (ξ, ξ, x) =

1

t
ω (x)

elde edilir.
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Şimdi θ (ξ) , θ∗(ξ) nin sırasıyla θ̃
(
ξ̃
)
ve θ̃∗

(
ξ̃
)

ile olan ilişkilerini inceleyelim.

(3.17) eşitliğinden

F̃ (ei, ei, ξ) = tF (ei, ei, ξ) +
t(t+ 1)

2
{−dη (ei, ϕei)} (3.18)

F̃ (ϕ̃ei, ϕ̃ei, ξ) = F̃ (ϕei, ϕei, ξ)

= tF (ϕei, ϕei, ξ) +
t(t+ 1)

2
{−dη (ϕei, ϕ

2ei)}

= tF (ϕei, ϕei, ξ) +
t(t+ 1)

2
dη (ϕei, ei) (3.19)

elde edilir. Buradan

θ̃
(
ξ̃
)

= g̃ijF̃
(
ei, ej, ξ̃

)

=
1

t
g̃ijF̃ (ei, ej, ξ)

=
1

t

[
n∑
i=1

−1

t
F̃ (ei, ei, ξ) +

2n∑
i=n+1

1

t
F̃ (ei, ei, ξ)

]

=
1

t

[
n∑
i=1

−1

t
F̃ (ei, ei, ξ) +

n∑
i=1

1

t
F̃ (ϕei, ϕei, ξ)

]

(3.18) ve (3.19) eşitliklerini kullanarak

θ̃
(
ξ̃
)

=
1

t

[
n∑
i=1

−1

t

(
tF (ei, ei, ξ)−

t(t+ 1)

2
{dη (ei, ϕei)}

)

+
n∑
i=1

1

t

(
tF (ϕei, ϕei, ξ) +

t(t+ 1)

2
dη (ϕei, ei)

)]

=
1

t

[
n∑
i=1

−F (ei, ei, ξ) +
n∑
i=1

F (ϕei, ϕei, ξ)

]

= −1

t
θ (ξ)

elde edilir. (3.17) eşitliği kullanılarak

27



F̃ (ei, ϕ̃ei, ξ) = F̃ (ei, ϕei, ξ)

= tF (ei, ϕei, ξ) +
t(t+ 1)

2
{−dη (ei, ϕ

2ei)}

= tF (ei, ϕei, ξ) +
t(t+ 1)

2
dη (ei, ei)

= tF (ei, ϕei, ξ) (3.20)

F̃ (ϕ̃ei, ei, ξ) = F̃ (ϕei, ei, ξ)

= tF (ϕei, ei, ξ) +
t(t+ 1)

2
{−dη (ϕei, ϕei)}

= tF (ϕei, ei, ξ) (3.21)

elde edilir. Buradan

θ̃∗
(
ξ̃
)

= g̃ijF̃
(
ei, ϕ̃ej, ξ̃

)

=
1

t
g̃ijF̃ (ei, ϕ̃ej, ξ)

=
1

t

[
n∑
i=1

−1

t
F̃ (ei, ϕei, ξ) +

2n∑
i=n+1

1

t
F̃ (ei, ϕei, ξ)

]

=
1

t

[
n∑
i=1

−1

t
F̃ (ei, ϕei, ξ)−

n∑
i=1

1

t
F̃ (ϕei, ei, ξ)

]
(3.20) ve (3.21) eşitlikleri kullanılarak

θ̃∗
(
ξ̃
)

=
1

t

[
n∑
i=1

−1

t
(tF (ei, ϕei, ξ))−

n∑
i=1

1

t
(tF (ϕei, ei, ξ))

]

= −1

t
θ∗ (ξ)

elde edilir.

Teorem 3.0.10. (M,ϕ, ξ, η, g) Sasaki-like hemen hemen kontak B−metrik manifold

ise D homotetik deformasyonu olan
(
M, ϕ̃, ξ̃, η̃, g̃

)
hemen hemen kontak B−metrik

manifoldu da Sasaki-like hemen hemen kontak B−metrik manifolddur [17].
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Kanıt. (M,ϕ, ξ, η, g) Sasaki-like hemen hemen kontakB−metrik manifold ise dη = 0

dır. O halde F̃ nın (3.5) ve (3.6) koşullarını sağladığı açıkça görülmektedir.

Sonuç olarak (M,ϕ, ξ, η, g) nın D homotetik deformasyonu olan
(
M,

∼
ϕ,
∼
ξ,
∼
η,
∼
g
)

manifoldu da Sasaki-like hemen hemen kontak B−metrik manifolddur.

g̃ : χ(M)× χ(M) −→ C∞(M,R)

g̃(X, Y ) = g(ϕX, Y ) + η(X)η(Y )

olmak üzere g̃, (0, 2) tipinde bir tensör alanı ve B−metriktir.

∇̃, g̃ metriğinin Levi-Civita konneksiyonu olsun.X, Y ∈ χ(M) olmak üzere,

Φ : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

(X, Y ) 7−→ ∇̃XY −∇XY
(3.22)

olarak tanımlayalım. Φ nın (1, 2) tipinde simetrik tensör alanı olduğunu gösterelim.

f ∈ C∞(M,R) ve X, Y ∈ χ(M) olmak üzere,

Φ(fX, Y ) = ∇̃fXY −∇fXY ( ∇̃, ∇ konneksiyon)

= f∇̃XY − f∇XY

= f(∇̃XY −∇XY )

= fΦ(X, Y )

X1, X2, Y ∈ χ(M) olmak üzere,

Φ(X1 +X2, Y ) = ∇̃X1+X2Y −∇X1+X2Y

= ∇̃X1Y + ∇̃X2Y −∇X1Y −∇X2Y

= ∇̃X1Y −∇X1Y + ∇̃X2Y −∇X2Y

= Φ(X1, Y ) + Φ(X2, Y )

olduğundan Φ, 1.bileşene göre C∞(M,R) lineerdir.

Φ(X, fY ) = ∇̃XfY −∇XfY (Leibnitz kuralından)

= X(f)Y + f∇̃XY −X(f)Y − f∇XY

= f(∇̃XY −∇XY )

= fΦ(X, Y )
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X, Y1, Y2 ∈ χ(M) olmak üzere,

Φ(X, Y1 + Y2) = ∇̃X(Y1 + Y2)−∇X(Y1 + Y2) ( ∇̃, ∇ konneksiyon)

= ∇̃XY1 + ∇̃XY2 −∇XY1 −∇XY2

= ∇̃XY1 −∇XY1 + ∇̃XY2 −∇XY2

= Φ(X, Y1) + Φ(X, Y2)

olduğundan Φ, 2.bileşene göre C∞(M,R) lineerdir. Yani Φ, C∞(M,R) lineerdir.

Şimdi Φ nin simetrik olduğunu görelim. (3.22) den

Φ(Y,X) = ∇̃YX −∇YX

= ∇̃XY − [X, Y ]−∇XY + [X, Y ]

= ∇̃XY −∇XY

= Φ(X, Y )

dir. Sonuç olarak Φ, (1, 2) tipinde simetrik tensör alanıdır.

Ψ : χ(M)× χ(M)× χ(M) → C∞(M,R)

(X, Y, Z) 7→ g(Φ(X, Y ), Z)

olmak üzere Ψ, (0, 3) tipinde tensör alanıdır. X, Y, Z ∈ χ(M) olmak üzere,

1) Ψ(X, Y, Z) =
1

2
{{−F (X, Y, ϕZ)− F (Y,X, ϕZ) + F (ϕZ,X, Y )}

+η(X){F (Y, Z, ξ) + F (ϕZ, ϕY, ξ)}+ η(Y ){F (X,Z, ξ)

+F (ϕZ, ϕX, ξ)}+ η(Z){F (X, Y, ξ) + F (Y,X, ξ) + F (X,ϕY, ξ)

+F (Y, ϕX, ξ)− F (ξ,X, Y )} − η(Z){η(X)ω(ϕY ) + η(Y )ω(ϕX)}

2) Ψ(X, Y, ξ) =
1

2
{{F (X, Y, ξ) + F (Y,X, ξ) + F (X,ϕY, ξ)

+F (Y, ϕX, ξ)− F (ξ,X, Y )}

−{η(X)ω(ϕY ) + η(Y )ω(ϕX)}}

3) Ψ(X, ξ, ξ) = 0

4) Ψ(ξ,X, Y ) =
1

2
{{F (X, Y, ξ) + F (ϕY, ϕX, ξ)− F (X,ϕY, ξ)

+F (ϕY,X, ξ)− F (ξ,X, ϕY )}

+η(X)ω(Y )}

5) Ψ(ξ, ξ,X) = ω(X)− ω(ϕX)
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1) Gerekli işlemler yapıldığında eşitliği elde ederiz. Zahmetli, uzun bir hesabı

olduğundan burada ele alınmamıştır.

2) (1) de Z yerine ξ yazarsak;

Ψ(X, Y, ξ) =
1

2
{{−F (X, Y, ϕξ)− F (Y,X, ϕξ) + F (ϕξ,X, Y )}

+η(X){F (Y, ξ, ξ) + F (ϕξ, ϕY, ξ)}

+η(Y ){F (X, ξ, ξ) + F (ϕξ, ϕX, ξ)}

+η(ξ){F (X, Y, ξ) + F (Y,X, ξ) + F (X,ϕY, ξ)

+F (Y, ϕX, ξ)− F (ξ,X, Y )}

−η(ξ){η(X)ω(ϕY ) + η(Y )ω(ϕX)}}

=
1

2
{{F (X, Y, ξ) + F (Y,X, ξ) + F (X,ϕY, ξ)

+F (Y, ϕX, ξ)− F (ξ,X, Y )}

−{η(X)ω(ϕY ) + η(Y )ω(ϕX)}}

elde edilir.

3) (2) de Y yerine ξ yazarsak;

Ψ(X, ξ, ξ) =
1

2
{{F (X, ξ, ξ) + F (ξ,X, ξ) + F (X,ϕξ, ξ)

+F (ξ, ϕX, ξ)− F (ξ,X, ξ)}

−{η(X)ω(ϕξ) + η(ξ)ω(ϕX)}}

=
1

2
{F (ξ, ξ, ϕX)− ω(ϕX)}

=
1

2
{ω(ϕX)− ω(ϕX)}

= 0

4) (1) de X yerine ξ, Y yerine X, Z yerine Y yazarsak;

Ψ(ξ,X, Y ) =
1

2
{{−F (ξ,X, ϕY )− F (X, ξ, ϕY ) + F (ϕY, ξ,X)}

+η(ξ){F (X, Y, ξ) + F (ϕY, ϕX, ξ)}

+η(X){F (ξ, Y, ξ) + F (ϕY, ϕξ, ξ)}

+η(Y ){F (ξ,X, ξ) + F (X, ξ, ξ) + F (ξ, ϕX, ξ)

+F (X,ϕξ, ξ)− F (ξ, ξ,X)}

−η(Y ){η(ξ)ω(ϕX) + η(X)ω(ϕξ)}}
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=
1

2
{{−F (ξ,X, ϕY )− F (X,ϕY, ξ) + F (ϕY,X, ξ)}

+F (X, Y, ξ) + F (ϕY, ϕX, ξ) + η(X)F (ξ, ξ, Y )

+η(Y )F (ξ, ξ, ϕX)− η(Y )ω(ϕX)}

=
1

2
{{−F (ξ,X, ϕY )− F (X,ϕY, ξ) + F (ϕY,X, ξ)}

+F (X, Y, ξ) + F (ϕY, ϕX, ξ) + η(X)ω(Y )

+η(Y )ω(ϕX)− η(Y )ω(ϕX)}

=
1

2
{{F (X, Y, ξ) + F (ϕY, ϕX, ξ)− F (X,ϕY, ξ)

+F (ϕY,X, ξ)− F (ξ,X, ϕY )}

+η(X)ω(Y )}

elde edilir.

5) (4) de X yerine ξ, Y yerine X yazarsak;

Ψ(ξ, ξ,X) =
1

2
{{F (ξ,X, ξ) + F (ϕX,ϕξ, ξ)− F (ξ, ϕX, ξ)

+F (ϕX, ξ, ξ)− F (ξ, ξ, ϕX)}+ η(ξ)ω(X)}

=
1

2
{F (ξ, ξ,X)− F (ξ, ξ, ϕX)

−F (ξ, ξ, ϕX) + ω(X)}

=
1

2
{ω(X)− ω(ϕX)− ω(ϕX) + ω(X)}

=
1

2
{2(ω(X)− ω(ϕX))}

= ω(X)− ω(ϕX)

elde edilir. X, Y, Z ∈ χ(M) olmak üzere (1), (2), (3), (4) ve (5) eşitliklerden Ψ için

ifade edilen F formülünü

F (X, Y, Z) = Ψ(X, Y, ϕZ) + Ψ(X,Z, ϕY )

+
1

2
η(Y ){Ψ(X,Z, ξ)−Ψ(X,ϕZ, ξ) + Ψ(ξ,X, Z)−Ψ(ξ,X, ϕZ)}

+
1

2
η(Z){Ψ(X, Y, ξ)−Ψ(X,ϕY, ξ) + Ψ(ξ,X, Y )−Ψ(ξ,X, ϕY )}

şekilde yazabiliriz.
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X ∈ χ(M) olmak üzere Ψ ile ilişkili 1-formlar:

f(x) = gijΨ(ei, ej, x) , f ∗(x) = gijΨ(ei, ϕej, x)

dir [1].

3.1. ϕ Yapısının Kovaryant Türevlerinin Uzayı

Tanım 3.1.1. V, (2n + 1) boyutlu vektör uzayı üzerinde, (ϕ, ξ, η) hemen hemen

kontak yapısı ve g, B−metriği tanımlı olsun. F , V üzerindeki tüm (0, 3) tipindeki

tensör alanlarının vektör uzayı öyle ki aşağıdaki koşulları sağlasın:

x, y, z ∈ V olmak üzere,

1) F (x, y, z) = F (x, z, y)

2) F (x, ϕy, ϕz) = F (x, y, z)− η(y)F (x, ξ, z)− η(z)F (x, y, ξ)

F1, F2 ∈ F ve V nin {ei, e2n+1 = ξ}, (i = 1, 2, ..., 2n) tabanı için

〈F1, F2〉 = giqgjrgksF1(ei, ej, ek)F2(eq, er, es) (3.23)

olmak üzere 〈, 〉, F üzerinde bir iç çarpımdır. g metriği ile tanımlı olan iç çarpım

bilineer ve simetriktir.

G bir grup olmak üzere,

GL(n,C) = {A ∈M(n,C) | A terslenebilir}

= {A = C + iD | C,D ∈M(n,R), A terslenebilir}

q : Cn → C, z = (z1, . . . zn) ∈ Cn için q (z) = z21 + . . .+ z2n olmak üzere

O(n,C) = {T : Cn −→ Cn | ∀ z ∈ Cn için q (Tz) = q(z)}

=
{
A ∈ GL(n,C) | ATA = I

}
şeklinde tanımlanır. Ve q : R2n → R, x = (x1, . . . xn, xn+1, . . . , x2n) ∈ R2n için

q (x) = x21 + . . .+ x2n − x2n+1 − . . .− x22n olmak üzere

O(n, n) = {T : R2n −→ R2n | ∀ x ∈ R2n için q(Tx) = q(x)}

=

A ∈ GL(2n,R) | ATMA = M, M =

 In×n 0

0 −In×n


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şeklinde tanımlanır.

Teorem 3.1.2. O(n,C) = GL(n,C) ∩O(n, n) dir.

Kanıt. X ∈ O(n,C) ise XTX = I dir. X = A + iB, (A + iB)T (A + iB) = I

yazılabilir. Buradan,

I = (A+ iB)T (A+ iB)

= (AT + iBT )(A+ iB)

= ATA+ iATB + iBTA−BTB

= (ATA−BTB) + i
(
ATB +BTA

)
olmak üzere, ATA−BTB = I, ATB +BTA = 0 olmalıdır.

X = A+ iB ∈ GL(n,C) ↪→ X =

 A B

−B A

 ∈ GL(2n,R)

şeklinde gömme dönüşümü yazabiliriz.

XTMX =

 A B

−B A

T  I 0

0 −I

 A B

−B A



=

 AT −BT

BT AT

 I 0

0 −I

 A B

−B A



=

 AT BT

BT −AT

 A B

−B A



=

 ATA−BTB ATB +BTA

BTA+ ATB BTB − ATA



=

 I 0

0 −I

 = M

dir.
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O halde

 A B

−B A

 ∈ O(n, n) elde edilir. X ∈ GL(n,C) ∩ O(n, n) dir. Tersi de

doğrudur. Sonuç olarak O(n,C) = GL(n,C) ∩O(n, n) dir.

G× I =

 G2n×2n 0

0 1


(2n+1)×(2n+1)

olmak üzere x, y, z ∈ V, a ∈ G× I ve F ∈ F için,

λ : G× I −→ EndF

a 7−→ λ(a) : F → F

F 7−→ λ(a)F (x, y, z) := F (a−1x, a−1y, a−1z)

(3.24)

şeklinde tanımlansın. Burada a−1x, G×I grubunun V üzerindeki standart temsilidir.

Böylece bu standart temsil λ doğal temsilini belirler.

a ∈ G× I, F1, F2 ∈ F olmak üzere

〈λ(a)F1, λ(a)F2〉 = 〈F1, F2〉

olduğunu görelim. (3.23) ve (3.24) kullanılarak,

〈λ(a)F1, λ(a)F2〉 = giqgjrgks(λ(a)F1)(ei, ej, ek)(λ(a)F2)(eq, er, es)

= giqgjrgksF1(a
−1ei, a

−1ej, a
−1ek)F2(a

−1eq, a
−1er, a

−1es)

elde edilir. Burada a = (Sij)(2n+1)×(2n+1) olmak üzere

a−1ei =
2n+1∑
u=1

(S−1)uieu a−1eq =
2n+1∑
t=1

(S−1)tqet

a−1ej =
2n+1∑
v=1

(S−1)vjev a−1er =
2n+1∑
y=1

(S−1)yrey

a−1ek =
2n+1∑
w=1

(S−1)wkew a−1es =
2n+1∑
z=1

(S−1)zsez

olsun.
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〈λ(a)F1, λ(a)F2〉

= giqgjrgksF1

(
2n+1∑
u=1

(S−1)uieu,
2n+1∑
v=1

(S−1)vjev,
2n+1∑
w=1

(S−1)wkew

)

F2

(
2n+1∑
t=1

(S−1)tqet,
2n+1∑
y=1

(S−1)yrey,
2n+1∑
z=1

(S−1)zsez

)

=
2n+1∑

i,q,j,r,k,s,
u,v,w,t,y,z=1

giqgjrgks(S−1)ui(S
−1)vj(S

−1)wk(S
−1)tq(S

−1)yr(S
−1)zsF1(eu, ev, ew)F2(et, ey, ez)

olur. Burada g = (Bij)(2n+1)×(2n+1) olmak üzere

(S−1)uig
iq(S−1)tq = (S−1)ui(B

−1)iq((S
−1)T )qt = (S−1B−1(S−1)T )ut = B−1ut = gut

(S−1)vjg
jr(S−1)yr = (S−1)vj(B

−1)jr((S
−1)T )ry = (S−1B−1(S−1)T )vy = B−1vy = gvy

(S−1)wkg
ks(S−1)zs = (S−1)wk(B

−1)ks((S
−1)T )sz = (S−1B−1(S−1)T )wz = B−1wz = gwz

olup sonuç olarak,

〈λ(a)F1, λ(a)F2〉 =
2n+1∑

u,v,w,t,y,z=1

gutgvygwzF1(eu, ev, ew)F2(et, ey, ez)

= 〈F1, F2〉

elde edilir.

h : V −→ V

x 7−→ h(x) = −ϕ2x : = x− η(x)ξ
(3.25)

olmak üzere

x = hx+ η(x)ξ (3.26)

h2 = h (3.27)

elde edilir.
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Ayrıca i = 1, ..., 2n olmak üzere

h(ei) = ei (3.28)

h(ξ) = 0 (3.29)

dır.

x, y, z ∈ V , F ∈ F olmak üzere P1 operatörünü,

P1 : F −→ F

F 7−→ P1(F )(x, y, z) : = F (hx, hy, hz)

şeklinde tanımlayalım.

Önerme 3.1.3. P1 operatörü aşağıdaki özelliklere sahiptir:

1) F1, F2 ∈ F , 〈P1F1, F2〉 = 〈F1,P1F2〉

2) P1 ◦ P1 = P1

Kanıt. 1) F1, F2 ∈ F olmak üzere,
〈P1F1, F2〉 = giqgjrgksP1(F1)(ei, ej, ek)F2(eq, er, es)

= giqgjrgksF1(hei, hej, hek)F2(eq, er, es) ((3.28) den)

= giqgjrgksF1(ei, ej, ek)F2(heq, her, hes)

= giqgjrgksF1(ei, ej, ek)P2(F2)(eq, er, es)

= 〈F1,P1F2〉

elde edilir.

2) F ∈ F ve x, y, z ∈ V olmak üzere
(P1 ◦ P1)(F )(x, y, z) = P1(P1(F )(x, y, z))

= P1(F (hx, hy, hz))

= F (h2x, h2y, h2z) ((3.27) dan)

= F (hx, hy, hz)

= P1(F )(x, y, z)

elde edilir.

W1 = GörP1 ⊂ F olsun. O halde Önerme 3.1.3 den dolayı

1) W1 = {F ∈ F | P1F = F}

2) W⊥
1 = ÇekP1 = {F ∈ F | P1F = 0}

olduğunu görelim.

1)P1 : F −→ F olmak üzere
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W1 = GörP1 olduğundan, F ∈ W1 alırsak P1(F1) = F olacak şekilde F1 ∈ F

vardır. P1 ◦ P1 = P1 eşitliğindenP1(P1(F1)) = P1F1 olur. Buradan

(P1 ◦ P1)(F1) = F

P1(P1(F1)) = F

P1(F ) = F

elde edilir.

2)W⊥
1 = {F ∈ F | ∀F ′ ∈ W1 için

〈
F, F

′〉
= 0} olmalıdır.

0 =
〈
F, F

′
〉

=
〈
F,P1F

′
〉

=
〈
P1F, F

′
〉

Her F ′ ∈ W1 için
〈
P1F, F

′〉
= 0 olduğundan P1F = 0 olmalıdır. Yani F ∈ ÇekP1

dir.

x, y, z ∈ V , F ∈ W⊥
1 olmak üzere,

P2 : W⊥
1 −→ W⊥

1

F 7−→ P2(F )(x, y, z) : = η(y)F (hx, ξ, hz) + η(z)F (hx, hy, ξ)

operatörünü tanımlayalım.

Önerme 3.1.4. P2 operatörü aşağıdaki özelliklere sahiptir.

1) F1, F2 ∈ W⊥
1 , 〈P2F1, F2〉 = 〈F1,P2F2〉

2) P2 ◦ P2 = P2

Kanıt. 1) F1, F2 ∈ W⊥
1 olmak üzere

〈P2F1, F2〉 = giqgjrgksP2(F1)(ei, ej, ek)F2(eq, er, es)

= giqgjrgks(η(ej)F1(hei, ξ, hek)

+η(ek)F1(hei, hej, ξ))F2(eq, er, es)

= 0

〈F1,P2F2〉 = giqgjrgksF1(ei, ej, ek)P2(F2)(eq, er, es)

= giqgjrgksF1(ei, ej, ek)(η(er)F2(heq, ξ, hes)

+η(es)F2(heq, her, ξ))

= 0

Sonuç olarak 〈P2F1, F2〉 = 〈F1,P2F2〉 dir.
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2) x, y, z ∈ V , F ∈ W⊥
1 olmak üzere,

(P2 ◦ P2)(F )(x, y, z)

= P2(P2(F )(x, y, z))

= P2(η(y)F (hx, ξ, hz)+η(z)F (hx, hy, ξ))

= η(y)P2(F )(hx, ξ, hz)+η(z)P2(F )(hx, hy, ξ))

= η(y) (η(ξ)F (h2x, ξ, h2z) + η(hz)F (h2x, hξ, ξ))

+η(z) (η(hy)F (h2x, ξ, hξ) + η(ξ)F (h2x, h2y, ξ))

= η(y)F (h2x, ξ, h2z) + η(z)F (h2x, h2y, ξ)

= η(y)F (hx, ξ, hz) + η(z)F (hx, hy, ξ)

= P2(F )(x, y, z)

elde edilir.

W2 = GörP2 olarak alalım. O halde

1) W2 = {F ∈ W⊥
1 | P2F = F}

2) W⊥
2 = ÇekP2 = {F ∈ W⊥

1 | P2F = 0}

olduğunu görelim.

1)P2 : W⊥
1 −→ W⊥

1

F ∈ W2 = {P2(F ) | ∀F ∈ W⊥
1 } alalım. O halde P2(F1) = F olacak şekilde

F1 ∈ W⊥
1 vardır. P2◦P2 = P2 eşitliğinden P2(P2(F1)) = P2(F1) dir. Yani P2(F ) = F

elde edilir.

2)W⊥
2 = {F ∈ W⊥

1 | ∀F
′ ∈ W2 için

〈
F, F

′〉
= 0}

∀F ′ ∈ W2 için
〈
F, F

′〉
= 0 olmalıdır. O zaman

0 =
〈
F, F

′
〉

=
〈
F,P2F

′
〉

=
〈
P2F, F

′
〉

Her F ′ için
〈
P2F, F

′〉
= 0 olduğundan P2F = 0 olmalıdır. Yani F ∈ ÇekP2 dir.

x, y, z ∈ V , F ∈ W⊥
2 olmak üzere,

P3 : W⊥
2 −→ W⊥

2

F 7−→ P3(F )(x, y, z) : = η(x)F (ξ, hy, hz)

operatörünü tanımlayalım.
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Önerme 3.1.5. P3 operatörü aşağıdaki özelliklere sahiptir:

1) F1, F2 ∈ W⊥
2 için 〈P3F1, F2〉 = 〈F1,P3F2〉

2) P3 ◦ P3 = P3

Kanıt. 1) F1, F2 ∈ W⊥
2 olmak üzere,

〈P3F1, F2〉 = giqgjrgksP3(F1)(ei, ej, ek)F2(eq, er, es)

= giqgjrgks(η(ei)F1(ξ, hej, hek))F2(eq, er, es)

= gjrgksF1(ξ, ej, ek))F2(ξ, er, es)

〈F1,P3F2〉 = giqgjrgksF1(ei, ej, ek)P3(F2)(eq, er, es)

= giqgjrgksF1(ei, ej, ek)(η(eq)F2(ξ, her, hes))

= gjrgksF1(ξ, ej, ek))F2(ξ, er, es)

olup 〈P3F1, F2〉 = 〈F1,P3F2〉 dir.

2) x, y, z ∈ V , F ∈ W⊥
2 olmak üzere,

(P3 ◦ P3)(F )(x, y, z) = P3(P3(F )(x, y, z))

= P3(η(x)F (ξ, hy, hz))

= η(x)P3(F )(ξ, hy, hz)

= η(x)(η(ξ)F (ξ, h2y, h2z)) ((2.4) ve (3.27) dan)

= η(x)F (ξ, hy, hz))

= P3(F )(x, y, z)

dir. W3 = GörP3 ve W4 = ÇekP3 olsun. O halde W3 = {F ∈ W⊥
2 | P3F = F}

olduğunu görelim.

F ∈ W3 alalım. O halde P3(F1) = F olacak şekilde F1 ∈ W⊥
2 vardır. P3◦P3 = P3

eşitliğindenP3(P3(F1)) = P3(F1) dir. Yani P3(F ) = F olur.

Önerme 3.1.6. F =W1 ⊕W2 ⊕W3 ⊕W4 dir [1].

Önerme 3.1.7. Keyfi x, y, z ∈ V ve i = 1, ..., 4 olmak üzere Wi ler

1) W1 = {F ∈ F |F (ξ, x, y) = F (x, ξ, y) = 0},

2) W2 = {F ∈ F |F (ξ, y, z) = F (x, hy, hz) = 0},

3) W3 = {F ∈ F |F (x, y, ξ) = F (hx, y, z) = 0},

4) W4 = {F ∈ F |F (hx, y, z) = F (x, hy, hz) = 0}

şeklinde karakterize edilir.
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Kanıt. 1) W1 = {F ∈ F | P1F = F} dir. Buradan

P1F (x, y, z) = F (hx, hy, hz) = F (x, y, z)

dir. hξ = 0 olduğundan

x yerine ξ alırsak F (ξ, x, y) = F (hξ, hx, hy) = 0

y yerine ξ alırsak F (x, ξ, y) = F (hx, hξ, hy) = 0

elde edilir. Sonuç olarakW1 = {F ∈ F |F (ξ, x, y) = F (x, ξ, y) = 0} dir.

2) W2 = {F ∈ W⊥
1 | P2F = F} dir. Buradan

P2F (x, y, z) = η(y)F (hx, ξ, hz) + η(z)F (hx, hy, ξ)

= F (x, y, z)

eşitliği vardır. Burada x yerine ξ alırsak hξ = 0 olduğundan

F (ξ, y, z) = η(y)F (hξ, ξ, hz) + η(z)F (hξ, hy, ξ) = 0

ve y yerine hy, z yerine hz alırsak η ◦ h = 0 olduğundan

F (x, hy, hz) = η(hy)F (hx, ξ, h2z) + η(hz)F (hx, h2y, ξ) = 0

elde edilir. Sonuç olarak W2 = {F ∈ F |F (ξ, y, z) = F (x, hy, hz) = 0} dır.

3) W3 = {F ∈ W⊥
2 | P3F = F} dir. Yani

P3F (x, y, z) = η(x)F (ξ, hy, hz)

= F (x, y, z)

eşitliği vardır. Burada z yerine ξ alırsak hξ = 0 olduğundan

F (x, y, ξ) = η(x)F (ξ, hy, hξ) = 0

ve x yerine hx alırsak η ◦ h = 0 olduğundan

F (hx, y, z) = η(hx)F (ξ, hy, hξ) = 0

dır. Sonuç olarak W3 = {F ∈ F |F (x, y, ξ) = F (hx, y, z) = 0} dır.
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4) W4 = {F ∈ W⊥
2 | P3F = 0} dır.W⊥

2 nin tanımından yani P2F = 0 olduğun-

dan

0 = η(y)F (hx, ξ, hz) + η(z)F (hx, hy, ξ)

= F (hx, η(y)ξ, hz) + F (hx, hy, η(z)ξ)

= F (hx, y − hy, hz) + F (hx, hy, z − hz)

= F (hx, y, hz)− F (hx, hy, hz) + F (hx, hy, z)− F (hx, hy, hz)

Burada aynı zamanda F ∈ W⊥
1 olduğundan P1F = 0 yani F (hx, hy, hz) = 0 dır.

O halde

F (hx, y, hz) + F (hx, hy, z) = 0 (3.30)

olur.

W⊥
2 nin tanımından

0 = η(y)F (hx, ξ, hz) + η(z)F (hx, hy, ξ)

= η(y)F (hx, ξ, z − η(z)ξ) + η(z)F (hx, y − η(y)ξ, ξ)

= η(y)F (hx, ξ, z)− η(y)η(z)F (hx, ξ, ξ)

+η(z)F (hx, y, ξ)− η(z)η(y)F (hx, ξ, ξ)

(3.30) denkleminde y = z = ξ yazılırsa F (hx, ξ, ξ) = 0 elde edilir. O zaman

0 = η(y)F (hx, ξ, z) + η(z)F (hx, y, ξ)

= F (hx, η(y)ξ, z) + F (hx, y, η(z)ξ)

= F (hx, y − hy, z) + F (hx, y, z − hz)

= F (hx, y, z)− F (hx, hy, z) + F (hx, y, z)− F (hx, y, hz)

Burada (3.30) dan F (hx, hy, z) +F (hx, y, hz) = 0 dır. Sonuç olarak F (hx, y, z) = 0

elde edilir. W4 ün tanımından ve (3.30) dan F (hx, hy, hz) = 0 olduğundan

0 = η(x)F (ξ, hy, hz)

= F (η(x)ξ, hy, hz)

= F (x− hx, hy, hz)

= F (x, hy, hz)− F (hx, hy, hz)

= F (x, hy, hz)

elde edilir.
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Şimdi
−
V , ξ tarafından kapsanan alt uzayın ortogonal tamamlayıcısı olsun. En-

domorfizm ϕ ,
−
V üzerinde kompleks bir yapı oluşturur ve g,

−
V üzerindeki kompleks

B-metriktir.

W =

{
α ∈

3
⊗
−
V
∗
| α(x, y, z) = α(x, z, y) = α(x, ϕy, ϕz), x, y, z ∈

−
V

}
olmak üzere,

L : W → W dönüşümünü

L(α)(x, y, z) =
1

2
[α(y, z, x) + α(z, x, y) + α(ϕy, ϕz, x) + α(ϕz, x, ϕy)]

şeklinde tanımlayalım. α ∈ W olsun. Bu durumda

L(α)(x, z, y) =
1

2
[α(z, y, x) + α(y, x, z) + α(ϕz, ϕy, x) + α(ϕy, x, ϕz)]

= L(α)(x, y, z)

L(α)(x, ϕy, ϕz) =
1

2
[α(ϕy, ϕz, x) + α(ϕz, x, ϕy) + α(ϕ2y, ϕ2z, x) + α(ϕ2z, x, ϕ2y)]

=
1

2
[α(ϕy, ϕz, x) + α(ϕz, x, ϕy) + α(y, z, x) + α(z, x, y)]

= L(α)(x, y, z)

olduğundan L(α) ∈ W dur. Şimdi L2(α) = α olduğunu görelim.

L2(α)(x, y, z) = L(L(α)(x, y, z))

=
1

2
L [α(y, z, x) + α(z, x, y) + α(ϕy, ϕz, x) + α(ϕz, x, ϕy)]

=
1

2
[L(α)(y, z, x) + L(α)(z, x, y) + L(α)(ϕy, ϕz, x) + L(α)(ϕz, x, ϕy)]

=
1

4
[α(z, x, y) + α(x, y, z) + α(ϕz, ϕx, y) + α(ϕx, y, ϕz) + α(x, y, z)

α(y, z, x) + α(ϕx, ϕy, z) + α(ϕy, z, ϕx) + α(ϕz, x, ϕy) + α(x, ϕy, ϕz)

−α(z, ϕx, ϕy)− α(ϕx, ϕy, z) + α(x, ϕy, ϕz) + α(ϕy, ϕz, x)

−α(ϕx, y, ϕz)− α(y, ϕz, ϕx)]

= α(x, y, z)

olup L2 = I dir. O halde L nin özdeğerleri ∓1 , özvektörleri
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W+ = {α ∈ W | Lα = α}

W− = {α ∈ W | Lα = −α}

dır. Keyfi x, y, z ∈
−
V için W nun alt uzaylarını

U1 =

{
α ∈ W |α(x, y, z) =

1

2n
{g(x, ϕy)θ(ϕz) + g(x, ϕy)θ(ϕy)

−g(ϕx, ϕy)θ(z)− g(ϕx, ϕy)θ(y)}}

U2 = {α ∈ W |α(x, y, ϕz) + α(y, z, ϕx) + α(z, x, ϕy) = 0, θ = 0}

U3 = {α ∈ W |α(x, y, z) + α(y, z, x) + α(z, x, y) = 0}

olarak tanımlayalım.

Önerme 3.1.8. α ∈ W , W ⊥ U1 ⇔ θ = 0 dır [3].

Önerme 3.1.9. α ∈ W olsun.
i) α ∈ W+ ⇔ α(x, y, ϕz) + α(y, z, ϕx) + α(z, x, ϕy) = 0

ii) α ∈ W− ⇔ α ∈ U3

dür.

Kanıt. i) α ∈ W+ ise

L(α)(x, y, z) =
1

2
[α(y, z, x) + α(z, x, y) + α(ϕy, ϕz, x) + α(ϕz, x, ϕy)]

= α(x, y, z)

dir. O halde 2α(x, y, z) = α(y, z, x) + α(z, x, y) + α(ϕy, ϕz, x) + α(ϕz, x, ϕy) olur

ve buradan

2α(x, y, ϕz) = α(y, ϕz, x) + α(ϕz, x, y)− α(ϕy, z, x)− α(z, x, ϕy)

2α(y, z, ϕx) = α(z, ϕx, y) + α(ϕx, y, z)− α(ϕz, x, y)− α(x, y, ϕz)

2α(z, x, ϕy) = α(x, ϕy, z) + α(ϕy, z, x)− α(ϕx, y, z)− α(y, z, ϕx)

ifadelerini taraf tarafa toplarsak;

α(x, y, ϕz) + α(y, z, ϕx) + α(z, x, ϕy) = 0

elde edilir.
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ii) α ∈ W− ise

L(α)(x, y, z) =
1

2
[α(y, z, x) + α(z, x, y) + α(ϕy, ϕz, x) + α(ϕz, x, ϕy)]

= −α(x, y, z)

dir. O halde −2α(x, y, z) = α(y, z, x) +α(z, x, y) +α(ϕy, ϕz, x) +α(ϕz, x, ϕy) olur

ve buradan

−2α(x, y, z) = α(y, z, x) + α(z, x, y) + α(ϕy, ϕz, x) + α(ϕz, x, ϕy)

−2α(y, z, x) = α(z, x, y) + α(x, y, z) + α(ϕz, ϕx, y) + α(ϕx, y, ϕz)

−2α(z, x, y) = α(x, y, z) + α(y, z, x) + α(ϕx, ϕy, z) + α(ϕy, z, ϕx)

ifadelerini taraf tarafa toplarsak;

α(x, y, z) + α(y, z, x) + α(z, x, y) = 0

olup α ∈ U3 dür.

Teorem 3.1.10. W = U1 ⊕ U2 ⊕ U3 dür. Böylece

W+ = U1 ⊕ U2

W− = U3

dür [1].

W1, W ya doğal olarak izomorfik olduğundan sırasıyla U1, U2, U3 ; F1,F2,F3 ∈ F

ye izomorfiktir. O halde

F1 =

{
F ∈ F |F (x, y, z) =

1

2n
{g(x, ϕy)θ(ϕz) + g(x, ϕy)θ(ϕy)

−g(ϕx, ϕy)θ(z)− g(ϕx, ϕy)θ(y)}}

F2 = {F ∈ F |F (x, y, ϕz) + F (y, z, ϕx) + F (z, x, ϕy) = 0, θ = 0}

F3 = {F ∈ F |F (x, y, z) + F (y, z, x) + F (z, x, y) = 0}

yazılabilir. Bundan dolayı aşağıdaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.1.11. W1 = F1 ⊕F2 ⊕F3 dir [1].
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W2 = {F (x, y, z) = η(y)F (hx, ξ, hz) + η(z)F (hx, hy, ξ)}

= {F (x, y, z) = η(y)F (ϕ2x, ξ, ϕ2z) + η(z)F (ϕ2x, ϕ2y, ξ)}

için L1,2 : W2 → W2 olmak üzere

L1(F )(x, y, z) = F (ϕx, ϕy, ξ)η(z) + F (ϕx, ϕz, ξ)η(y)

L2(F )(x, y, z) = F (ϕ2y, ϕ2x, ξ)η(z) + F (ϕ2z, ϕ2x, ξ)η(y)

tanımlayalım.

Önerme 3.1.12. L bir lineer dönüşüm olmak üzere
i) L2

j = I ( j = 1, 2)

ii)
〈
LjF

′
, LjF

′′〉
=
〈
F
′
, F
′′〉

iii) Lj (λ(α)F ) = λ(α)Lj (F )

dir [3].

W2 nin tanımından P2F = F olmak üzere,

W
′
= {F ∈ F |F (x, y, z) + F (ϕx, ϕy, z) + F (ϕx, y, ϕz) = 0},

W
′′

= {F ∈ F |F (x, y, z)− F (ϕx, ϕy, z)− F (ϕx, y, ϕz) = 0}.

kümelerinin W2 nin alt uzayları olduğunu gösterelim.

1. (3.6) eşitliğinde x yerine ϕx, y yerine ϕy yazalım.

F (ϕx, ϕ2y, ϕz) = F (ϕx, ϕy, z)− η(ϕy)F (ϕx, ξ, z)− η(z)F (ϕx, ϕy, ξ)

= F (ϕx, ϕy, z)− η(z)F (ϕx, ϕy, ξ)

= F (ϕx, ϕy, z)− F (ϕx, ϕy, η(z)ξ)

= F (ϕx, ϕy, z − η(z)ξ)

= F (ϕx, ϕy,−ϕ2z)

elde edilir. Buradan

F (ϕx, ϕ2y, ϕz) + F (ϕx, ϕy, ϕ2z) = 0 (3.31)

dır. F ∈ W ′ ise F (x, y, z) = −F (ϕx, ϕy, z)− F (ϕx, y, ϕz) olduğundan

F (hx, ξ, hz) = −F (ϕhx, ϕξ, hz)− F (ϕhx, ξ, ϕhz) ((3.25) ve (2.6) dan)

= −F (ϕ3x, ξ, ϕ3z) ((2.5) den)

= −F (ϕx, ξ, ϕz)
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F (hx, hy, ξ) = −F (ϕhx, ϕhy, ξ)− F (ϕhx, hy, ϕξ) ((3.25) ve (2.6) dan)

= −F (ϕ3x, ϕ3y, ξ) ((2.5) den)

= −F (ϕx, ϕy, ξ)

dir. Buradan,

η(y)F (hx, ξ, hz) + η(z)F (hx, hy, ξ)

= −η(y)F (ϕx, ξ, ϕz)− η(z)F (ϕx, ϕy, ξ)

= −F (ϕx, η(y)ξ, ϕz)− F (ϕx, ϕy, η(z)ξ)

= −F (ϕx, ϕ2y + y, ϕz)− F (ϕx, ϕy, ϕ2z + z)

= −F (ϕx, ϕ2y, ϕz)− F (ϕx, ϕy, ϕ2z)

−F (ϕx, y, ϕz)− F (ϕx, ϕy, z) ((3.31) den)

= F (x, y, z)

dir. Sonuç olarak F ∈ W2 olur.

2. F ∈ W ′′ ise F (x, y, z) = F (ϕx, ϕy, z) + F (ϕx, y, ϕz) dir.

F (hx, ξ, hz) = F (ϕhx, ϕξ, hz) + F (ϕhx, ξ, ϕhz) ((3.25) ve (2.6) dan)

= F (ϕ3x, ξ, ϕ3z) ((2.5) den)

= F (ϕx, ξ, ϕz)

F (hx, hy, ξ) = F (ϕhx, ϕhy, ξ) + F (ϕhx, hy, ϕξ) ((3.25) ve (2.6) dan)

= F (ϕ3x, ϕ3y, ξ) ((2.5) den)

= F (ϕx, ϕy, ξ)

dir. Buradan,

η(y)F (hx, ξ, hz) + η(z)F (hx, hy, ξ) = η(y)F (ϕx, ξ, ϕz) + η(z)F (ϕx, ϕy, ξ)

= F (ϕx, η(y)ξ, ϕz) + F (ϕx, ϕy, η(z)ξ)

= F (ϕx, ϕ2y + y, ϕz) + F (ϕx, ϕy, ϕ2z + z)

= F (ϕx, ϕ2y, ϕz) + F (ϕx, ϕy, ϕ2z)

+F (ϕx, y, ϕz) + F (ϕx, ϕy, z) ((3.31) den)

= F (x, y, z)

dir. Sonuç olarak F ∈ W2 dir.
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Teorem 3.1.13. W2 = W
′ ⊕W ′′ dir.

Kanıt. W2,W
′ ve W ′′ nün tanımlarını kullanarak;

W
′ ∩W ′′

= {0} ve

F ∈ W2 olsun. F = A + B olacak şekilde en az bir A ∈ W
′
, B ∈ W

′′ vardır,

ifadelerinin doğruluğunu görelim.

F (x, y, z) + F (ϕx, ϕy, z) + F (ϕx, y, ϕz) = 0

ve

F (x, y, z)− F (ϕx, ϕy, z)− F (ϕx, y, ϕz) = 0

eşitliklerini taraf taraf toplarsak F (x, y, z) = 0 dır. Sonuç olarak W ′ ∩W ′′
= {0}.

F ∈ W2 iken F = A+B olacak şekilde en az bir A ∈ W ′
, B ∈ W ′′ var mıdır?

F = A+B ise B = F − A dır.

B ∈ W ′′ ise B(x, y, z)−B(ϕx, ϕy, z)−B(ϕx, y, ϕz) = 0 dır. Burada

B(x, y, z) = F (x, y, z)− A(x, y, z)

−B(ϕx, ϕy, z) = −F (ϕx, ϕy, z) + A(ϕx, ϕy, z)

−B(ϕx, y, ϕz) = −F (ϕx, y, ϕz) + A(ϕx, y, ϕz)

eşitliklerini taraf tarafa toplarsak;

0 = F (x, y, z)− F (ϕx, ϕy, z)− F (ϕx, y, ϕz)

−A(x, y, z) + A(ϕx, ϕy, z) + A(ϕx, y, ϕz) ; A ∈ W ′

= F (x, y, z)− F (ϕx, ϕy, z)− F (ϕx, y, ϕz)− 2A(x, y, z)

A(x, y, z) =
1

2
(F (x, y, z)−F (ϕx, ϕy, z)−F (ϕx, y, ϕz)) dir. B = F −A olduğundan

B(x, y, z) = F (x, y, z)− A(x, y, z)

= F (x, y, z)− 1

2
(F (x, y, z)− F (ϕx, ϕy, z)− F (ϕx, y, ϕz))

=
1

2
(F (x, y, z) + F (ϕx, ϕy, z) + F (ϕx, y, ϕz))

dir. A ∈ W ′ ve B ∈ W ′′ olduğu kolaylıkla görülür.

48



x, y, z ∈ V olmak üzere

F7 = {F ∈ W ′ | F (x, y, z) + F (y, z, x) + F (z, x, y) = 0} ⊂ W
′

olarak tanımlansın. F7 nin dik izdüşümü

F⊥7 = {F ∈ W ′ | F (x, y, z) + F (y, z, x)− F (z, x, y) + 2F (ϕx, ϕy, z) = 0}

dır. F⊥7 nin alt uzayları,

F4 = {F ∈ F⊥7 | F (x, y, z) = −θ(ξ)
2n
{η(y)g(ϕx, ϕz) + η(z)g(ϕx, ϕy)}

F5 = {F ∈ F⊥7 | F (x, y, z) = −θ
∗(ξ)

2n
{η(y)g(ϕx, z) + η(z)g(ϕx, y)}

F6 = {F ∈ F⊥7 | θ(ξ) = θ∗(ξ) = 0}

dır.

Teorem 3.1.14. W ′
= F4 ⊕F5 ⊕F6 ⊕F7 dir [1].

W
′′ nün aşağıdaki F8 ve F9 alt uzayları vardır.

F8 = {F ∈ W ′′ | F (x, y, z) + F (y, z, x)− F (z, x, y)− 2F (ϕx, ϕy, z) = 0},

F9 = {F ∈ W ′′ | F (x, y, z) + F (y, z, x) + F (z, x, y) = 0}.

Buradan

F8 : F (x, y, z) = F (ϕx, ϕy, z) + F (ϕx, y, ϕz);

F (x, y, z) = −F (y, z, x) + F (z, x, y) + 2F (ϕx, ϕy, z),

F9 : F (x, y, z) = F (ϕx, ϕy, z) + F (ϕx, y, ϕz);

F (x, y, z) = −F (y, z, x)− F (z, x, y)

olduğu açıkça görülmektedir. Bu eşitlikler kullanılarak;

F8 den F (x, y, ξ) = F (y, ξ, x) = F (ϕx, ϕy, ξ),

F9 dan F (x, y, ξ) = −F (y, ξ, x) = F (ϕx, ϕy, ξ)

ve
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F (x, y, z)

= F (ϕx, ϕy, z) + F (ϕx, y, ϕz)

= F (ϕ2x, ϕ2y, z) + F (ϕ2x, ϕy, ϕz) + F (ϕ2x, ϕy, ϕz) + F (ϕ2x, y, ϕ2z)

= F (−x,−y + η(y)ξ, z) + F (−x, ϕy, ϕz) + F (−x, ϕy, ϕz) + F (−x, y,−z + η(z)ξ)

= F (x, y, z)− F (x, η(y)ξ, z)− 2F (x, ϕy, ϕz) + F (x, y, z)− F (x, y, η(z)ξ)

= 2F (x, y, z)− η(y)F (x, ξ, z)− 2F (x, ϕy, ϕz)− η(z)F (x, y, ξ)

F (x, y, z)

= η(y)F (x, z, ξ) + 2F (x, ϕy, ϕz) + η(z)F (x, y, ξ)

; F (x, ϕy, ϕz) = F (x, y, z)− η(y)F (x, z, ξ)− η(z)F (x, y, ξ)

= η(y)F (x, z, ξ) + η(z)F (x, y, ξ)

dir. Sonuç olarak

F8 : F (x, y, z) = η(y)F (x, z, ξ) + η(z)F (x, y, ξ);

F (x, y, ξ) = F (y, x, ξ) = F (ϕx, ϕy, ξ),

F9 : F (x, y, z) = η(y)F (x, z, ξ) + η(z)F (x, y, ξ);

F (x, y, ξ) = −F (y, x, ξ) = F (ϕx, ϕy, ξ).

dir.

Teorem 3.1.15. W ′′
= F8 ⊕F9 dur.

Kanıt. F8 ∩ F9 = {0} ve F ∈ W ′′ olmak üzere, F = A + B olacak şekilde en az

bir A ∈ F8, B ∈ F9 olduğu gösterilmelidir.

F8 ve F9 u ortak çözersek F (x, y, ξ) = 0 ve F (x, z, ξ) = 0 olduğu kolaylıkla

görülür. Sonuç olarak F (x, y, z) = 0 yani F8 ∩ F9 = {0} olduğu elde edilir.

F ∈ W ′′ ise F (x, y, z) = F (ϕx, ϕy, z) + F (ϕx, y, ϕz)

A ∈ F8 ise A(x, y, z) + A(y, z, x)− A(z, x, y)− 2A(ϕx, ϕy, z) = 0

B ∈ F9 ise B(x, y, z) +B(y, z, x) +B(z, x, y) = 0

dır.
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B(x, y, z) = F (x, y, z)− A(x, y, z)

B(y, z, x) = F (y, z, x)− A(y, z, x)

B(z, x, y) = F (z, x, y)− A(z, x, y)

eşitliklerini taraf tarafa toplarsak;

0 = F (x, y, z) + F (y, z, x) + F (z, x, y)

−A(x, y, z)− A(y, z, x)− A(z, x, y) ; A ∈ F8

= F (x, y, z) + F (y, z, x) + F (z, x, y)

−2A(z, x, y)− 2A(ϕx, ϕy, z)

dir. Burada x yerine ϕ2x, y yerine ϕ2y, yazarsak;

0 = F (ϕ2x, ϕ2y, z) + F (ϕ2y, z, ϕ2x) + F (z, ϕ2x, ϕ2y)

−2A(z, ϕ2x, ϕ2y)− 2A(ϕ3x, ϕ3y, z)

;A ∈ W2,A(z, ϕ2x, ϕ2y) = 0, ϕ3x = ϕx

= F (x, y, z) + F (y, z, x) + F (z, x, y)− 2A(z, x, y)

−F (ϕ2x, ϕ2y, z)− F (ϕ2y, z, ϕ2x)− F (z, ϕ2x, ϕ2y)

2A(z, x, y) = F (x, y, z) + F (y, z, x) + F (z, x, y)

−F (ϕ2x, ϕ2y, z)− F (ϕ2y, z, ϕ2x)− F (z, ϕ2x, ϕ2y)

elde edilir. Burada z yerine x, x yerine y, y yerine z yazalım.

A(x, y, z) =
1

2
{F (y, z, x) + F (z, x, y) + F (x, y, z)

−F (ϕ2y, ϕ2z, x)− F (ϕ2z, x, ϕ2y)− F (x, ϕ2y, ϕ2z)}

B(x, y, z) = F (x, y, z)− A(x, y, z)

=
1

2
{F (x, y, z)− F (y, z, x)− F (z, x, y)

+F (ϕ2y, ϕ2z, x) + F (ϕ2z, x, ϕ2y)− F (x, ϕ2y, ϕ2z)}

dir. A ∈ F8 ve B ∈ F9 olduğu kolaylıkla görülür. Son olarak F10 = W3 ve F11 = W4

olarak alalım. Bu durumda aşağıdaki teorem geçerlidir.
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Teorem 3.1.16. F = F1 ⊕ . . .⊕F11 dir [1].

i = {1, . . . , 11} için Fi ler aşağıdaki şekilde karakterize edilir. x, y, z ∈ V olmak

üzere,

F1 : F (x, y, z) =
1

2n
{g(x, ϕy)θ(ϕz) + g(x, ϕz)θ(ϕy)

+g(ϕx, ϕy)θ(ϕ2z) + g(ϕx, ϕz)θ(ϕ2y)},

F2 : F (ξ, y, z) = F (x, ξ, z) = 0;

F (x, y, ϕz) + F (y, z, ϕx) + F (z, x, ϕy) = 0 ; θ = 0,

F3 : F (ξ, y, z) = F (x, ξ, z) = 0;

F (x, y, z) + F (y, z, x) + F (z, x, y) = 0,

F4 : F (x, y, z) = −θ(ξ)
2n
{η(y)g(ϕx, ϕz) + η(z)g(ϕx, ϕy)},

F5 : F (x, y, z) = −θ
∗(ξ)

2n
{η(y)g(ϕx, z) + η(z)g(ϕx, y)}

F6 : F (x, y, z) = −F (ϕx, ϕy, z)− F (ϕx, y, ϕz);

F (x, y, z) = −F (y, z, x) + F (z, x, y)− 2F (ϕx, ϕy, z);

θ(ξ) = θ∗(ξ) = 0,

F7 : F (x, y, z) = −F (ϕx, ϕy, z)− F (ϕx, y, ϕz);

F (x, y, z) = −F (y, z, x)− F (z, x, y),

F8 : F (x, y, z) = F (ϕx, ϕy, z) + F (ϕx, y, ϕz);

F (x, y, z) = −F (y, z, x) + F (z, x, y) + 2F (ϕx, ϕy, z),

F9 : F (x, y, z) = F (ϕx, ϕy, z) + F (ϕx, y, ϕz);

F (x, y, z) = −F (y, z, x)− F (z, x, y)

F10 : F (x, y, z) = η(x)F (ξ, ϕy, ϕz) olduğunu gösterelim.

F10 = W3 = {F ∈ F |P3F (x, y, z) = η(x)F (ξ, hy, hz)} dir.

F (x, ϕy, ϕz) = F (x, y, z)− η(y)F (x, ξ, z)− η(z)F (x, y, ξ) , F ∈ F

Burada x yerine ξ, y yerine ϕy, z yerine ϕz yazalım. (3.25) den
F (ξ, ϕ2y, ϕ2z) = F (ξ, ϕy, ϕz)− η(ϕy)F (ξ, ξ, ϕz)− η(ϕz)F (ξ, ϕy, ξ)

= F (ξ, ϕy, ϕz)

F (ξ, hy, hz) = F (ξ, ϕy, ϕz)

elde edilir.
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F11 : F (x, y, z) = η(x){η(y)ω(z) + η(z)ω(y)} olduğunu gösterelim.

F11 = W4 = {F ∈ W⊥
2 | P3F = 0, η(x)F (ξ, hy, hz) = 0}

W⊥
2 ve W⊥

1 tanımlarını kullanarak F ∈ F olmak üzere

F (x, y, z) = F (x, z, y)

F (x, ϕy, ϕz) = F (x, y, z)− η(y)F (x, ξ, z)− η(z)F (x, y, ξ)

F (x, ξ, ξ) = 0

eşitlikleri vardır. F11 in tanımından;

0 = η(x)F (ξ, hy, hz)

= F (η(x)ξ, hy, hz) ((3.26) den)

= F (x− hx, hy, hz)

= F (x, hy, hz)− F (hx, hy, hz)

= F (x, y − η(y)ξ, z − η(z)ξ)

= F (x, y, z − η(z)ξ)− η(y)F (x, ξ, z − η(z)ξ)

= F (x, y, z)− η(z)F (x, y, ξ)− η(y)F (x, ξ, z) + η(y)η(z)F (x, ξ, ξ)

= F (x, y, z)− η(z)F (x, y, ξ)− η(y)F (x, ξ, z)

elde edilir. Yani F (x, y, z) = η(z)F (x, y, ξ) + η(y)F (x, ξ, z) dir. Buradan

F (x, y, ξ) = F (ξ, ξ, y)η(x)

F (x, ξ, z) = F (x, ξ, ξ, )η(x)

durumlarından bahsedilebilir. η(y)F (hx, ξ, hz) + η(z)F (hx, hy, ξ) = 0 denkleminde

y yerine ξ yazalım.

0 = η(ξ)F (hx, ξ, hz) + η(z)F (hx, hξ, ξ) ((2.4) ve (3.29) dan)

= F (hx, ξ, hz)

= F (ϕ2x, ξ, z − η(z)ξ)

= F (ϕ2x, ξ, z)− η(z)F (ϕ2x, ξ, ξ)

= F (ϕ2x, ξ, z)
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F (ξ, y, ξ)η(x) = F (η(x)ξ, y, ξ)

= F (x+ ϕ2x, y, ξ)

= F (x, y, ξ) + F (ϕ2x, y, ξ)

= F (x, y, ξ)

elde edilir.
F (ξ, ξ, z)η(x) = F (η(x)ξ, ξ, z)

= F (x+ ϕ2x, ξ, z)

= F (x, ξ, z) + F (ϕ2x, ξ, z)

= F (x, ξ, z)

olup sonuç olarak

F (x, y, z) = η(z)F (x, y, ξ) + η(y)F (x, ξ, z)

= η(z)F (ξ, y, ξ)η(x) + η(y)F (ξ, ξ, z)η(x)

= η(x){η(z)F (ξ, y, ξ) + η(y)F (ξ, ξ, z)}

= η(x){η(z)ω(y) + η(y)ω(z)}

dir. Hemen hemen kontak B−metrik manifoldlarının sınıflandırmasını aşağıdaki

diagramla verebiliriz:
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Teorem 3.1.17. Sasaki-like hemen hemen kontak B−metrik manifoldlar F4 sınıfın-

dandır.

Kanıt. Sasaki-like hemen hemen kontak B−metrik manifoldları için

F (x, y, z) = g ((∇xϕ) y, z)

= g (−g (x, y) ξ − η (y)x+ 2η (x) η (y) ξ, z)

= −g (x, y) g (ξ, z)− η (y) g (x, z) + 2η (x) η (y) g (ξ, z)

= −g (x, y) η (z)− η (y) g (x, z) + 2η (x) η (y) η (z)

(3.32)

şeklinde yazılabilir. Ayrıca F (ei, ei, ξ) = −g(ei, ei) olmak üzere

θ (ξ) = gijF (ei, ej, ξ)

=
n∑
i=1

gijF (ei, ei, ξ) +
2n∑

i=n+1

gijF (ei, ei, ξ)

=
n∑
i=1

(−1) +
2n∑

i=n+1

(−1)

= −n− n = −2n

(3.33)

dir. (3.32) ve (3.33) dan dolayı F4 koşulunu sağlayan F (x, y, z) leri düzenleyecek

olursak

F (x, y, z) = −θ(ξ)
2n
{η(y)g(ϕx, ϕz) + η(z)g(ϕx, ϕy)}

= −θ(ξ)
2n
{η(y) (−g(x, z) + η (x) η (z)) + η(z) (−g(x, y) + η (x) η (y))}

= −θ(ξ)
2n
{−η(y)g(x, z) + η(y)η (x) η (z)− η(z)g(x, y) + η(z)η (x) η (y)}

= −θ(ξ)
2n
{−η(y)g(x, z)− η(z)g(x, y) + 2η (x) η (y) η(z)}

olur. θ(ξ) = −2n olduğundan Sasaki-like hemen hemen B-metrik manifoldlar için

F (x, y, z), F4 sınıfının koşulunu sağlar.
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Teorem 3.1.18. [2] (M,ϕ, ξ, η, g) , Fi (i = 0, 1, 4, 5) sınıfından olsun. Bu durumda

aşağıdaki koşullar sağlanır:

a) M ∈ F0 ise N = [ϕ, ϕ] = dη = F = ∇ϕ = ∇η = ∇ξ = θ = θ∗ = ω = 0;

b) M ∈ F1 ise N = [ϕ, ϕ] = dη = ∇η = ∇ξ = θ (ξ) = θ∗ (ξ) = ω = 0;

c) M ∈ F4 ise N = [ϕ, ϕ] = dη = θ∗ = ω = 0;

d) M ∈ F5 ise N = [ϕ, ϕ] = dη = θ = ω = 0.

Teorem 3.1.19. (M,ϕ, ξ, η, g) , Fi (i = 0, 1, 4, 5) sınıfından olsun. Bu durumda

(M,ϕ, ξ, η, g) nin D homotetik deformasyonu olan
(
M, ϕ̃, ξ̃, η̃, g̃

)
de Fi sınıfın-

dandır.

Kanıt. M manifoldu Fi sınıfından ise önceki teoremden dη = 0 dır. Dolayısıyla

(3.17) eşitliğinden

F̃ (x, y, z) = tF (x, y, z) (3.34)

elde edilir.

1) M, F0 sınıfından ise F = 0 ve dη = 0 dır. O halde F̃ = 0 olur. Yani(
M, ϕ̃, ξ̃, η̃, g̃

)
F0 sınıfındandır.

2) M, F1 sınıfından ise dη = 0 ve F1 sınıfının koşulu sağlanır. O halde (3.34)

eşitliği sağlanır. Ve

1

2n
{g̃(x, ϕ̃y)θ̃(ϕ̃z) + g̃(x, ϕ̃z)θ̃(ϕ̃y)− g̃(ϕ̃x, ϕ̃y)θ̃(ϕ̃2z)− g̃(ϕ̃x, ϕ̃z)θ̃(ϕ̃2y)}

=
1

2n
{tg(x, ϕy)θ(ϕz) + tg(x, ϕz)θ(ϕy)− tg(ϕx, ϕy)θ(ϕ2z)− tg(ϕx, ϕz)θ(ϕ2y)}

= t

[
1

2n
{g(x, ϕy)θ(ϕz) + g(x, ϕz)θ(ϕy)− g(ϕx, ϕy)θ(ϕ2z)− g(ϕx, ϕz)θ(ϕ2y)}

]

= tF (x, y, z) = F̃ (x, y, z)

elde edilir. O halde
(
M, ϕ̃, ξ̃, η̃, g̃

)
F1 sınıfındandır.

3) M, F4 sınıfından ise dη = 0 ve F4 sınıfının koşulu sağlanır. O halde (3.34)

eşitliği sağlanır ve

− 1

2n
θ̃(ξ̃){η̃(y)g̃(ϕ̃x, ϕ̃z) + η̃(z)g(ϕ̃x, ϕ̃y)}

= − 1

2n

(
−1

t
θ (ξ) {−t2η(y)g(ϕx, ϕz)− t2η(z)g(ϕx, ϕy)}

)
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= t

[
− 1

2n
θ (ξ) {η(y)g(ϕx, ϕz) + η(z)g(ϕx, ϕy)}

]
= tF (x, y, z) = F̃ (x, y, z)

elde edilir. O halde
(
M, ϕ̃, ξ̃, η̃, g̃

)
F4 sınıfındandır.

4) M, F5 sınıfından ise dη = 0 ve F5 sınıfının koşulu sağlanır. O halde (3.34)

eşitliği sağlanır ve

− 1

2n
θ̃∗(ξ̃){η̃(y)g̃(ϕ̃x, z) + η̃(z)g(ϕ̃x, y)}

= − 1

2n

(
−1

t
θ∗ (ξ) {−t2η(y)g(ϕx, z)− t2η(z)g(ϕx, y)}

)

= t

[
− 1

2n
θ∗ (ξ) {η(y)g(ϕx, z) + η(z)g(ϕx, y)}

]

= tF (x, y, z) = F̃ (x, y, z)

elde edilir. O halde
(
M, ϕ̃, ξ̃, η̃, g̃

)
F5 sınıfındandır.

3.2. Hemen Hemen Kontak B-Metrik Manifoldların Örnekleri

(M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak B-metrik manifold olsun. p ∈ M için V =

TpM olmak üzere F uzayını kullanarak ϕ yapısının kovaryant türevine göre hemen

hemen kontak B-metrik manifoldları sınıfının alt sınıflarını tanımlayabiliriz. Her

p ∈ M için V = TpM olmak üzere F (x, y, z) = g((∇xϕ)y, z) tensörü Fi sınıfına ait

ise hemen hemen kontak B-metrik manifoldun i = 1, ..., 11 olmak üzere Fi sınıfına

ait olduğu söylenir. Böylece, hemen hemen kontak B-metrik manifoldların 11 temel

sınıfı tanımlanır. Benzer şekilde Fi ⊕ Fj, Fi ⊕ Fj ⊕ Fk ,... sınıflarını da tanım-

layabiliriz. Böylece hemen hemen kontak B-metrik manifoldların 211 tane sınıfı

mümkündür.

Hemen hemen kontak B-metrik manifoldlarının F0 sınıfı F (x, y, z) = 0 koşuluyla

tanımlanır.

Örnek 3.2.1. R2n+2 = {(u1, ..., un+1, v1, ..., vn+1) | ui, vi ∈ R} uzayı üzerinde g metriğini

X =
n+1∑
i=1

(
λi

∂

∂ui
+ µi

∂

∂vi

)
için g(X,X) =

n+1∑
i=1

(
−λ2i + µ2

i

)
aldığımızda ve
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J : χ (R2n+2) −→ χ(R2n+2)

∂

∂ui
7−→ ∂

∂vi

∂

∂vi
7−→ − ∂

∂ui

olarak alındığında (R2n+2, J, g) hemen hemen kompleks Riemann manifoldu olduğunu

söylemiştik.

S : g(Z,Z) = −1

g, B−metrikli küre olsun. p ∈ S olmak üzere Z, TpS tanjant uzayının nor-

mal vektörüdür. S üzerinde ξ vektör alanını aşağıdaki koşulları sağlayacak şekilde

belirleyelim.

ξ = λZ + µJZ, g(Z, ξ) = 0, g(ξ, ξ) = 1

0 = g(Z, ξ) = g(Z, λZ + µJZ)

= λg(Z,Z) + µg(Z, JZ)

= −λ+ µg(Z, JZ)

ise g(Z, JZ) =
λ

µ
elde edilir. ∀p ∈ S için g(Z, JZ) = tan t ,t ∈

(
−π

2
,
π

2

)
olsun.

λ

µ
= tan t ise λ = sin t, µ = cos t dir. O halde ξ = sin tZ + cos tJZ ,

Jξ = − cos tZ + sin tJZ , Z =
Jξ − sin tJZ

− cos t
dir.

g(ξ, ξ) = g(sin tZ + cos tJZ, sin tZ + cos tJZ)

= sin2 tg(Z,Z) + 2 sin t cos tg(Z, JZ) + cos2 tg(JZ, JZ)

= − sin2 t+ 2 sin t cos t
sin t

cos t
+ cos2 t

= sin2 t+ cos2 t

= 1

g(Jξ, Z) = g(− cos tZ + sin tJZ, Z)

= − cos tg(Z,Z) + sin tg(JZ, Z)

= cos t+
sin2 t

cos t

=
cos2 t+ sin2 t

cos t
=

1

cos t
6= 0

olduğundan Jξ, TpS nin üzerinde değildir.
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ϕx, Jx vektörünün Jξ ye karşılık gelen TpS üzerindeki izdüşümü yani x ∈ TpS

olmak üzere ϕx = Jx− λJξ dir.

O halde

0 = g(ϕx, Z) = g(Jx− λJξ, Z)

= g(Jx, Z)− λg(Jξ, Z)

ise λ =
g(Jx, Z)

g(Jξ, Z)
dir. O halde

ϕx = Jx− λJξ = Jx− g(Jx, Z)

g(Jξ, Z)
Jξ

dir.

g(Jx, Z)

g(Jξ, Z)
=

g

(
Jx,

Jξ − sin tJZ

− cos t

)
g

(
Jξ,

Jξ − sin tJZ

− cos t

)

=
g(Jx, Jξ)− sin tg(Jx, JZ)

g(Jξ, Jξ)− sin tg(Jξ, JZ)

=
−g(x, ξ)− sin tg(x, Z)

−g(ξ, ξ)− sin tg(ξ, Z)

; g(x, Z) = 0, g(ξ, Z) = 0, g(ξ, ξ) = 1

= g(x, ξ)

eşitliğinden dolayı η(x) = g(x, ξ) diyelim. O zaman ϕx = Jx− η(x)Jξ olur.
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Şimdi (2.5) eşitliğinin sağlandığını gösterelim.

ϕ(ϕx) = ϕ(Jx)− η(x)ϕ(Jξ)

= J2x− η(Jx)Jξ − η(x){J(Jξ)− η(Jξ)Jξ}

= −x− η(Jx)Jξ − η(x){−ξ − η(Jξ)Jξ}

= −x− g(Jx, ξ)Jξ + g(x, ξ)ξ + g(x, ξ)g(Jξ, ξ)Jξ

elde edilir. ϕ2x = −x+ η(x)ξ olması için g(x, ξ)g(Jξ, ξ)− g(Jx, ξ) = 0 olmalıdır.

g(Jξ, ξ) = g(− cos tZ + sin tJZ, sin tZ + cos tJZ)

= − cos t sin tg(Z,Z)− cos2 tg(Z, JZ) + sin2 tg(JZ, Z) + sin t cos tg(JZ, JZ)

= 2 sin t cos t− tan t(cos2 t− sin2 t)

= tan t

g(Jx, ξ) = g(Jx, sin tZ + cos tJZ)

= sin tg(Jx, Z) + cos tg(Jx, JZ) ; g(Z, x) = 0

= sin tg(Z, Jx)

g(x, ξ) = g(x, sin tZ + cos tJZ)

= sin tg(x, Z) + cos tg(x, JZ) ; g(Z, x) = 0

= cos tg(Z, Jx)

dir. Buradan g(x, ξ)g(Jξ, ξ)− g(Jx, ξ) = cos tg(Z, Jx) tan t− sin tg(Z, Jx) = 0 elde

edilir. Böylece (2.5) sağlanır. Ayrıca

η(ξ) = g(ξ, ξ) = 1

η(ϕx) = g(ϕx, ξ)

= g(Jx− η(x)Jξ, ξ)

= g(Jx, ξ)− η(x)g(Jξ, ξ)

= sin tg(Z, Jx)− g(x, ξ) tan t

= sin tg(Z, Jx)− cos tg(Z, Jx) tan t

= 0

ϕξ = Jξ − η(ξ)Jξ

= − cos tZ + sin tJZ + cos tZ − sin tJZ

= 0

eşitlikleri sağlanır.
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x, y ∈ TpS olmak üzere

g(ϕx, ϕx) = g(Jx− η(x)Jξ, Jy − η(y)Jξ)

= g(Jx, Jy)− η(y)g(Jx, Jξ)− η(x)g(Jξ, Jy) + η(y)η(x)g(Jξ, Jξ)

= −g(x, y) + η(y)g(x, ξ) + η(x)g(ξ, y)− η(y)η(x)

= −g(x, y) + 2η(x)η(y)− η(y)η(x)

= −g(x, y) + η(x)η(y)

dir. Böylece S küresi üzerinde (ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak B−metrik yapısı

vardır. Şimdi S ⊆ R2n+2 hiperyüzeyi için Levi-Civita kovaryant türevini bulalım.

∇, R2n+2 nin ∇̄, S nin Levi-Civita konneksiyonu ve Z ∈ R2n+2 yer vektör alanı ve

X ∈ χ (S) olsun. Z =
∑

ui∂i şeklinde yazılabilir.

∇̄XZ =
∑

X(ui)∂i = X

dir. X, Y ∈ χ (S) olmak üzere Gauss ve Weingarten formüllerinden,

g(π(X, Y ), Z) = g(nor(∇̄XY ), Z)

= g(∇̄XY, Z) ((2.2) den)

= −g(Y, ∇̄XZ)

= −g(Y,X)

dir. Yani π(X, Y ) = g(X, Y )Z dir. Sonuç olarak

∇̄XY = ∇XY + g(X, Y )Z, X, Y ∈ χ (S) ;

∇̄XZ = X, X ∈ χ (S)

elde edilir. x, y ∈ TpS olmak üzere,

∇xξ = cos tϕx− sin tϕ2x+ 2η(x) cos tJξ

F (x, y, ξ) = g((∇xϕ)ξ, y) = − cos tg(ϕx, ϕy)− sin tg(ϕx, y)

dir. İlk olarak ξ yi (− sin t) ve Jξ yi (cos t) ile çarpıp taraf tarafa toplarsak;

Z = sin tξ − cos tJξ , JZ = sin tJξ + cos tξ

elde edilir.
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∇xξ = ∇̄xξ − g(x, ξ)Z

= ∇̄x (sin tZ + cos tJZ)− η(x)Z

= sin t∇̄xZ + cos tJ(∇̄xZ)− η(x)Z

= sin tx+ cos tJx− η(x)Z

= sin t(−ϕ2x+ η(x)ξ) + cos t(ϕx+ η(x)Jξ)− η(x)Z

= − sin tϕ2x+ η(x) sin tξ + cos tϕx+ η(x) cos tJξ − η(x)Z

= − sin tϕ2x+ cos tϕx+ η(x) (sin tξ + cos tJξ − Z)

= − sin tϕ2x+ cos tϕx+ η(x) (sin tξ + cos tJξ − sin tξ + cos tJξ)

= − sin tϕ2x+ cos tϕx+ 2η(x) cos tJξ

elde edilir. Burada x in içinde ξ bulunmadığından η(x) = 0 dır. O halde

∇xξ = − sin tϕ2x+ cos tϕx

dir.
F (x, y, ξ) = g((∇xϕ)ξ, y)

= g(∇xϕξ − ϕ(∇xξ), y)

= −g(ϕ(∇xξ), y)

= −g(ϕ(cos tϕx− sin tϕ2x), y)

= −g(cos tϕ2x− sin tϕ3x, y)

= − cos tg(ϕ2x, y)− sin tg(ϕx, y)

= − cos tg(ϕx, ϕy)− sin tg(ϕx, y)

dir. cos t =
θ(ξ)

2n
; sin t =

θ∗(ξ)

2n
olduğunu görelim.

θ(ξ) = gijF (ei, ej, ξ), θ∗(ξ) = gijF (ei, ϕej, ξ) olduğunu biliyoruz.

F (ei, ej, ξ) = − cos tg(ϕei, ϕej)− sin tg(ϕei, ej)

= − cos tg(ϕei, ϕej)

= cos tg(ei, ej) = cos tgij

F (ei, ϕej, ξ) = − cos tg(ϕei, ϕ
2ej)− sin tg(ϕei, ϕej)

= cos tg(ei, ϕej) + sin tg(ei, ej)

= sin tg(ei, ej) = sin tgij

dir.
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O halde

θ(ξ) =
2n∑
i,j=1

gij cos tgij =
2n∑
i,j=1

gijgij cos t = 2n cos t ise cos t =
θ(ξ)

2n

θ∗(ξ) =
2n∑
i,j=1

gij sin tgij =
2n∑
i,j=1

gijgij sin t = 2n sin t ise sin t =
θ∗(ξ)

2n

elde edilir. Şimdi ∇xϕ yi hesaplayalım.

(∇xϕ) y = ∇x(ϕy)− ϕ (∇xy)

= ∇̄xϕy − g(x, ϕy)Z − ϕ
(
∇̄xy − g(x, y)Z

)
= ∇̄x(Jy − η(y)Jξ)− g(x, ϕy)Z − ϕ(∇̄xy) + g(x, y)ϕZ

= ∇̄x(Jy)− ∇̄x(η(y)Jξ)− g(x, ϕy)Z − ϕ(∇̄xy) + g(x, y)JZ

= ∇̄x(Jy)− xη(y)Jξ − η(y)∇̄xJξ − g(x, ϕy)Z − J(∇̄xy)

+ η(∇̄xy)Jξ + g(x, y)JZ

= −(x(g(y, ξ))Jξ + g(∇̄xy, ξ))Jξ − η(y)J(∇̄xξ)− g(x, ϕy)Z

+ g(x, y)JZ

(2.2) eşitliği kullanılarak,

(∇xϕ) y = −g(y, ∇̄xξ)Jξ − η(y)J(∇̄xξ) + g(x, ξ)Z)− g(x, ϕy)Z

+ g(x, y)JZ

= −g(y,∇xξ)Jξ − η(x)g(y, Z)Jξ − η(y)J(∇xξ)− η(x)η(y)JZ

− g(x, ϕy)Z + g(x, y)JZ

= − cos tg(y, ϕx)Jξ + sin tg(y, ϕ2x)Jξ − η(x)g(y, Z)Jξ

− η(y) cos tJ(ϕx) + sin tη(y)J(ϕ2x)− η(x)η(y)JZ

− g(x, ϕy)Z + g(x, y)JZ

= − cos tg(y, ϕx)Jξ − sin tg(y, x)Jξ + sin tη(x)g(y, ξ)Jξ

− η(x)g(y, Z)Jξ − η(y) cos tϕ2x− sin tη(y)ϕx

− g(ϕx, ϕy)JZ − g(x, ϕy)Z

= − cos tg(y, ϕx)Jξ − sin tg(y, x)Jξ + sin tη(x)η(y)Jξ

− η(y) cos tϕ2x− sin tη(y)ϕx− g(ϕx, ϕy)(cos tξ + sin tJξ)

− g(x, ϕy)(sin tξ − cos tJξ)
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= − cos tg(y, ϕx)Jξ − sin tg(y, x)Jξ + sin tη(x)η(y)Jξ − η(y) cos tϕ2x

− sin tη(y)ϕx− cos tg(ϕx, ϕy)ξ − sin tg(ϕx, ϕy)Jξ − sin tg(x, ϕy)ξ

+ cos tg(x, ϕy)Jξ)

= − cos tg(y, ϕx)Jξ − sin tg(y, x)Jξ + sin tη(x)η(y)Jξ − η(y) cos tϕ2x

− sin tη(y)ϕx− cos tg(ϕx, ϕy)ξ − sin tg(x, y)Jξ − sin tη(x)η(y))Jξ)

− sin tg(x, ϕy)ξ + cos tg(x, ϕy)Jξ)

= −η(y) cos tϕ2x− sin tη(y)ϕx− cos tg(ϕx, ϕy)ξ − sin tg(x, ϕy)ξ

= − cos t{−η(y)ϕ2x+ g(ϕx, ϕy)ξ}− sin t{η(y)ϕx+ g(x, ϕy)ξ}

= −θ(ξ)
2n
{−η(y)ϕ2x+ g(ϕx, ϕy)ξ}−θ

∗(ξ)

2n
{η(y)ϕx+ g(x, ϕy)ξ}

dir. Böylece

F (x, y, z) = g((∇xϕ)y, Z)

= g

(
−θ(ξ)

2n
{η(y)ϕ2x+ g(ϕx, ϕy)ξ} − θ∗(ξ)

2n
{η(y)ϕx+ g(ϕx, y)ξ}, Z

)

= −θ(ξ)
2n

η(y)g(ϕ2x, Z)− θ(ξ)

2n
g(ϕx, ϕy)g(ξ, Z)

−θ
∗(ξ)

2n
η(y)g(ϕx, Z)− θ∗(ξ)

2n
g(ϕx, y)g(ξ, Z)

= −θ(ξ)
2n

η(y)g(ϕx, ϕZ)− θ(ξ)

2n
g(ϕx, ϕy)η(Z)

−θ
∗(ξ)

2n
η(y)g(ϕx, Z)− θ∗(ξ)

2n
g(ϕx, y)η(Z)

= −θ(ξ)
2n
{η(y)g(ϕx, ϕZ) + η(Z)g(ϕx, ϕy)}

−θ
∗(ξ)

2n
{η(y)g(ϕx, Z) + η(Z)g(ϕx, y)}.

elde edilir. Sonuç olarak (S2n+1, ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak B−metrik manifold

F4 ⊕F5 sınıfındandır.
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Örnek 3.2.2. M , 3−boyutlu hemen hemen kontak B−metrik manifold yapısı

e0 = ξ , e2 = ϕe1

g(e0, e0) = g(e1, e1) = −g(e2, e2) = g(ξ, ξ) = 1

g(ei, ej) = 0 , i 6= j

şeklinde verilsin. {e0, e1, e2} TpM nin tabanı olmak üzere 3−boyutlu M manifoldu

için θ, θ∗ ve ω yı (3.12) formüllerini kullanarak hesaplayalım.

1) θ(X) =
3∑

i,j=1

gijF (ei, ej, X)

i = j = 0 iken,

θ(e0) = θ0 = g00F (e0, e0, e0) + g11F (e1, e1, e0) + g22F (e2, e2, e0)

= F (ξ, ξ, ξ) + F (e1, e1, e0)− F (e2, e2, e0)

= F (e1, e1, e0)− F (e2, e2, e0)

= F110 − F220

i = j = 1 iken,

θ(e1) = θ1 = g00F (e0, e0, e1) + g11F (e1, e1, e1) + g22F (e2, e2, e1)

= F (e0, e0, e1) + F (e1, e1, e1)− F (e2, e2, e1)

= F001 + F111 − F221

i = j = 2 iken,

θ(e2) = θ2 = g00F (e0, e0, e2) + g11F (e1, e1, e2) + g22F (e2, e2, e2)

= F (e0, e0, e2) + F (e1, e1, e2)− F (e2, e2, e2)

= F002 + F112 − F222

dir.

2) θ∗(X) =
3∑

i,j=1

gijF (ei, ϕej, X)

i = j = 0 iken,

θ∗(e0) = θ∗0 = g00F (e0, ϕe0, e0) + g11F (e1, ϕe1, e0) + g22F (e2, ϕe2, e0)

= F (e0, ϕξ, e0) + F (e1, e2, e0) + F (e2, e1, e0)

= F (e1, e2, e0)− F (e2, e1, e0)

= F120 − F210
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i = j = 1 iken,

θ∗(e1) = θ∗1 = g00F (e0, ϕe0, e1) + g11F (e1, ϕe1, e1) + g22F (e2, ϕe2, e1)

= F (e0, ϕξ, e1) + F (e1, e2, e1) + F (e2, e1, e1)

= F121 − F211

i = j = 2 iken,

θ∗(e2) = θ∗2 = g00F (e0, ϕe0, e2) + g11F (e1, ϕe1, e2) + g22F (e2, ϕe2, e2)

= F (e0, ϕξ, e2) + F (e1, e2, e2) + F (e2, e1, e2)

= F122 − F212

dir.

3) ω(X) = F (ξ, ξ,X)

ω(e0) = F (ξ, ξ, e0) = F (ξ, ξ, ξ) = 0

ω(e1) = F (ξ, ξ, e1) = F (e0, e0, e1) = F001

ω(e2) = F (ξ, ξ, e2) = F (e0, e0, e2) = F002

F (X,ϕY, ϕZ) = F (X, Y, Z)− η(Y )F (X, ξ, Z)− η(Z)F (X, Y, ξ) koşulundan,

F (e1, ϕe1, ϕe1) = F (e1, e1, e1)

F (e1, e2, e2) = F (e1, e1, e1)

F122 = F111

dir. X, Y, Z ∈ TpM , X =
2∑
i=0

xiei, Y =
2∑
j=0

yjej, Z =
2∑

k=0

zkek olsun. Doğrudan

hesaplamalar yaparsak, yapı tensörünün Fi (i = 1, 2, ., 11) bileşenleri, karşılık gelen

tabanda Fi sınıfları şu şekildedir:

F1(x, y, z) = (x1θ1 − x2θ2) (y1z1 + y2z2),

θ1 = F111 = F122, θ2 = −F211 = −F222;

F2(x, y, z) = F3(x, y, z) = 0;

F4(x, y, z) = 1
2
θ0 {x1 (y0z1 + y1z0)− x2 (y0z2 + y2z0)} ,

1

2
θ0 = F101 = F110 = −F202 = −F220;
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F5(x, y, z) = 1
2
θ∗0 {x1 (y0z2 + y2z0)− x2 (y0z1 + y1z0)} ,

1

2
θ∗0 = F102 = F120 = F201 = F210;

F6(x, y, z) = F7(x, y, z) = 0;

F8(x, y, z) = λ {x1 (y0z1 + y1z0) + x2 (y0z2 + y2z0)} ,

λ = F101 = F110 = F202 = F220;

F9(x, y, z) = µ {x1 (y0z2 + y2z0)− x2 (y0z1 + y1z0)} ,

µ = F102 = F120 = −F201 = −F210;

F10(x, y, z) = vx0 (y1z1 + y2z2) , v = F011 = F022;

F11(x, y, z) = x0 {(y1z0 + y0z1)ω1 + (y2z0 + y0z2)ω2} ,

ω1 = F010 = F001, ω2 = F020 = F002.

3−boyutlu hemen hemen kontak B−metrik manifoldlarının sınıfı

F1 ⊕F4 ⊕F5 ⊕F8 ⊕F9 ⊕F10 ⊕F11

dır.

Örnek 3.2.3. G, (2n + 1)−boyutlu reel bağlantılı Lie grup ve global bir taban

{E0, E1, . . . E2n} olsun öyle ki i ∈ {1, 2, . . . n} olmak üzere

[E0, Ei] = −aiEi − an+iEn+i
[E0, En+i] = −an+iEi + aiEn+i

ve diğer durumlarda [Ei, Ej] = 0 olsun. Hemen hemen kontak yapıyı da şu şekilde

tanımlayalım:

ϕE0 = 0, ϕEi = En+i , ϕEn+i = −Ei , ξ = E0, η(E0) = 1 , η(Ei) = η(En+i) = 0.

g hemen hemen kontak B−metriği,

g(E0, E0) = g(Ei, Ei) = −g(En+i, En+i) = 1

g(E0, Ej) = g(Ej, Ek) = 0

şeklinde tanımlansın. Özel olarak n = 1 için (G,ϕ, ξ, η, g) 3−boyutlu hemen hemen

kontak B−metrik manifold olsun.

68



(2.3) deki Koszul formülünde V → Ei,W → Ej, X → Ek yazalım.

2g(∇Ei
Ej, Ek) = Ei(g(Ej, Ek)) + Ej(g(Ek, Ei))− Ek(g(Ei, Ej))

−g(Ei, [Ej, Ek]) + g(Ej, [Ek, Ei]) + g(Ek, [Ei, Ej])

= −g(Ei, [Ej, Ek]) + g(Ej, [Ek, Ei]) + g(Ek, [Ei, Ej])

= g([Ei, Ej], Ek) + g([Ek, Ei], Ej) + g([Ek, Ej], Ei)

dir. i = j = 1 olsun.

2g(∇E1E1, Ek) = g([E1, E1], Ek) + g([Ek, E1], E1) + g([Ek, E1], E1)

= 2g([Ek, E1], E1)

∇E1E1 =
2∑
i=0

λiEi olup g(∇E1E1, Ek) =
2∑
i=0

λig(Ei, Ek) dir.

Buradan λkg(Ek, Ek) = g([Ek, E1], E1) dir.v

k = 0 ise
λ0g(E0, E0) = g([E0, E1], E1)

= g(−a1E1 − a2E2, E1)

= −a1g(E1, E1)− a2g(E2, E1)

= −a1

k = 1 ise

λ1g(E1, E1) = g([E1, E1], E1) = 0

k = 2 ise

λ2g(E2, E2) = g([E2, E1], E1) = 0

olup
∇E1E1 = λ0E0 + λ1E1 + λ2E2

= −a1E0

elde edilir. Diğerleri de benzer şekilde Koszul formülünden,

∇E2E2 = −a1E0

∇E0E1 = −a2E2

∇E0E2 = −a2E1

∇E1E0 = a1E1

∇E2E0 = −a1E1
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elde edilir. Şimdi

Fijk = F (Ei, Ej, Ek) = g((∇Ei
ϕ)Ej, Ek)

= g((∇Ei
ϕEj, Ek)− g(ϕ(∇Ei

Ej), Ek)

olmak üzere Fijk ları hesaplayalım.

F011 = g((∇E0ϕ)E1, E1)

= g((∇E0ϕE1, E1)− g(ϕ(∇E0E1), E1)

= g((∇E0E2, E1)− g(ϕ(−a2E2), E1)

= g(−a2E1, E1) + g(a2ϕ(E2), E1)

= −a2g(E1, E1)− a2g(E1, E1)

= −2a2

F022 = g((∇E0ϕ)E2, E2)

= g((∇E0ϕE2, E2)− g(ϕ(∇E0E2), E2)

= −g((∇E0E1, E2)− g(ϕ(−a2E1), E2)

= −g(−a2E2, E2) + g(a2ϕ(E1), E1)

= a2g(E2, E2) + a2g(E2, E2)

= −2a2

Benzer şekilde

F102 = F121 = −F201 = −F210 = a1

elde edilir.

F (x, y, z) = F

(
2∑
i=0

xiEi ,
2∑
j=0

yjEj ,
2∑

k=0

zkEk

)

=
2∑

i,j,k=0

xiyjzkFijk

= x0y1z1(−2a2) + x0y2z2(−2a2) + x1y0z2(a1)

+x1y2z0(a1) + x2y0z1(−a1) + x2y1z0(−a1)

= (−2a2)x0(y1z1 + y2z2)

+a1{z0(x1y2 − x2y1) + y0(x1z2 − x2z1)}

dir. Yani F (x, y, z) = F9(x, y, z)+F10(x, y, z) dir. Sonuç olarak 3 boyutlu manifold

F9 ⊕F10 sınıfındandır.
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Örnek 3.2.4. M , R2n+2 = {(u1, u2, . . . un+1, v1, v2, . . . vn+1) | ui, vi ∈ R} de

M : g(Z, JZ) = 0; g(Z,Z) > 0

şeklinde tanımlanan bir hiperyüzey olsun. M nin her p noktasında t > 0 olmak üzere

g(Z,Z) = cosh2 t olsun. JZ vektör alanı M nin normalidir. N =

(
1

cosh t

)
JZ

birim normal olarak seçilebilir. Öyle ki

g(N,N) = g

((
1

cosh t

)
JZ,

(
1

cosh t

)
JZ

)

=

(
1

cosh2 t

)
g(JZ, JZ)

= − 1

cosh2 t
g(Z,Z) = −1

olur. ξ = −JN =

(
1

cosh t

)
Z olarak tanımlansın.

TpM üzerinde keyfi bir x vektörü için Jx vektörünü düşünelim. ϕx ile TpM üze-

rine Jx in dik izdüşümünü gösterimi ϕx olarak tanımlayalım.

ϕx = Jx− g(Jx,N)

g(N,N)
N ( g(N,N) = −1)

= Jx+ g(Jx,N)N

= Jx+ g(x, JN)N ( ξ = −JN)

= Jx− g(x, ξ)Jξ

dir. g(x, ξ) = η(x) olsun. Bu durumda ϕx = Jx+ η(x)Jξ elde edilir.
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x ∈ TpM olmak üzere (2.4), (2.5) , (2.6) ve (2.9) eşitliklerinin sağlandığını göre-

lim.
g(Jx, ξ) = g

(
Jx,

(
1

cosh t

)
Z

)
=

(
1

cosh t

)
g(Jx, Z) = 0,

g(x, ξ) = g

(
x,

(
1

cosh t

)
Z

)
=

(
1

cosh t

)
g(x, Z),

g(Jξ, ξ) = g(N, ξ) = 0

eşitlikleri kullanılarak,

ϕ(ϕx) = ϕ(Jx)− η(x)ϕ(Jξ)

= J2x− η(Jx)Jξ − η(x)ϕ(Jξ)

= −x− g(Jx, ξ)Jξ − η(x){Jξ − η(Jξ)Jξ}

= −x+ η(x)Jξ − η(x){g(Jx, ξ)Jξ − η(Jξ)Jξ}

= −x+ η(x)ξ − g(x, ξ){g(Jξ, ξ)Jξ − g(Jx, ξ)Jξ}

= −x+ η(x)ξ

elde edilir.
η(ξ) = g(ξ, ξ) =

1

cosh2 t
g(Z,Z) = 1

η(ϕx) = g(ϕx, ξ)

= g(Jx− η(x)Jξ, ξ)

= g(Jx, ξ)− η(x)g(Jξ, ξ)

= g

(
Jx,

1

cosh t
Z

)

=
1

cosh t
g(Jx, Z) = 0

ϕξ = Jξ − η(ξ)Jξ = 0 ((2.4) den )

dır. x, y ∈ TpM olmak üzere

g(ϕx, ϕy) = g(Jx− η(x)Jξ, Jy − η(y)Jξ)

= g(Jx, Jy)− η(y)g(Jx, Jξ)− η(x)g(Jξ, Jy) + η(y)η(x)g(Jξ, Jξ)

= −g(x, y) + η(y)g(x, ξ) + η(x)g(ξ, y)− η(y)η(x)

= −g(x, y) + 2η(x)η(y)− η(y)η(x)

= −g(x, y) + η(x)η(y)

dir.Sonuç olarak (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak B−metrik manifolddur.
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∇, R2n+2 nin ∇̄, M nin Levi-Civita konneksiyonu olsun. Z ∈ R2n+2 yer vektör

alanı ve X ∈ χ(M) olsun. Z =
∑

ui∂i şeklinde yazılabilir.

∇̄XZ =
∑

X(ui)∂i = X

dir. Buradan
∇̄XN = ∇̄X

(
1

cosh t

)
JZ

=

(
1

cosh t

)
∇̄XJZ

=

(
1

cosh t

)
J
(
∇̄XZ

)

=

(
1

cosh t

)
J (X)

=
1

cosh t
ϕ (X)

elde edilir. X, Y ∈ χ(M) olmak üzere Gauss ve Weingarten formüllerinden,

g(π(X, Y ), N) = g(nor(∇̄XY ), N)

= g(∇̄XY,N)

= −g(Y, ∇̄XN)

= −g
(
Y,

1

cosh t
ϕX

)
= − 1

cosh t
g (Y, ϕX)

dir. Yani π(X, Y ) =
1

cosh t
g (ϕX, Y )N dir. Sonuç olarak

∇̄XY = ∇XY +
1

cosh t
g(ϕX, Y )N ; X, Y ∈ χ(M)

∇̄XN =
1

cosh t
ϕX; X ∈ χ(M)

elde edilir. x ∈ TpM olmak üzere

∇̄xξ = −∇̄xJN = −J∇̄xN = −J
(

1

cosh t
ϕx

)
= − 1

cosh t
J(ϕx) = − 1

cosh t
ϕ2x

dir. Buradan

73



F (x, y, ξ) = F (x, ξ, y) = g ((∇xϕ)ξ, y)

= g ((∇xϕξ − ϕ(∇xξ), y)

= −g(ϕ(∇xξ), y)

= −g
(
ϕ

(
∇̄xξ +

1

cosh t
g(ϕx, ξ)N

)
, y

)

= −g
(
ϕ

(
− 1

cosh t
ϕ2x

)
, y

)
+

1

cosh t
g(ϕx, ξ)g(Jξ, y)

=
1

cosh t
g (ϕ (ϕ2x) , y)

=
1

cosh t
g (ϕx, y)

elde edilir. Bu eşitlik yardımıyla

θ(ξ) = 0 ;
θ∗(ξ)

2n
=

1

cosh t

olduğunu gösterelim.

θ(ξ) =
2n∑
i,j=1

gijF (ei, ej, ξ) =
2n∑
i,j=1

gij
(
− 1

cosh t
g(ϕei, ej)

)
= 0

θ∗(ξ) =
2n∑
i,j=1

gijF (ei, ϕej, ξ) =
2n∑
i,j=1

gij
(
− 1

cosh t
g(ϕei, ϕej)

)

=
2n∑
i,j=1

gij
(

1

cosh t
g(ei, ej)

)
=

2n∑
i,j=1

gijgij

(
1

cosh t

)

= 2n

(
1

cosh t

)
⇒ θ∗(ξ)

2n
=

1

cosh t

dir. Son olarak x, y ∈ TpM olmak üzere
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(∇xϕ) y = ∇x(ϕy)− ϕ (∇xy)

= ∇̄xϕy −
1

cosh t
g(ϕx, ϕy)N − ϕ

(
∇̄xy −

1

cosh t
g(ϕx, y)N

)

= ∇̄x(Jy − η(y)N)− 1

cosh t
g(ϕx, ϕy)N − ϕ(∇̄xy)

+
1

cosh t
g(ϕx, y)ϕN

= ∇̄x(Jy)− ∇̄xη(y)N − 1

cosh t
g(ϕx, ϕy)N − J(∇̄xy) + η(∇̄xy)N

+
1

cosh t
g(ϕx, y)ϕN

= −x(η(y))N − η(y)∇̄xN −
1

cosh t
g(ϕx, ϕy)N + g(∇̄xy, ξ)N

+
1

cosh t
g(ϕx, y)ϕN

=
[
−x(η(y)) + g(∇̄xy, ξ)

]
N − η(y)

1

cosh t
ϕx− 1

cosh t
g(ϕx, ϕy)N

+
1

cosh t
g(ϕx, y)ϕN

= −g(y, ∇̄xξ)N − η(y)
1

cosh t
ϕx− 1

cosh t
g(ϕx, ϕy)N

+
1

cosh t
g(ϕx, y)ϕN

= −g
(
y,− 1

cosh t
ϕ2x

)
N − η(y)

1

cosh t
ϕx− 1

cosh t
g(ϕx, ϕy)N

+
1

cosh t
g(ϕx, y)ϕN

= −g
(
y,− 1

cosh t
(−x+ η(x)ξ)

)
N − η(y)

1

cosh t
ϕx

− 1

cosh t
(−g(x, y) + η(x)η(y))N +

1

cosh t
g(ϕx, y)ϕN
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= − 1

cosh t
g(y, x)N +

1

cosh t
η(x)η(y)N − η(y)

1

cosh t
ϕx

+
1

cosh t
g(x, y)N − 1

cosh t
η(x)η(y)N +

1

cosh t
g(ϕx, y)ϕN

= −η(y)
1

cosh t
ϕx+

1

cosh t
g(ϕx, y)ϕN

= − 1

cosh t
(η(y)ϕx− g(ϕx, y)ϕN)

elde edilir. JN = ϕN + g(N, ξ)N , −ξ = ϕN + g(Jξ, ξ)N ve −ξ = ϕN olduğundan

(∇xϕ)y = −θ
∗(ξ)

2n
{η(y)ϕx+ g(ϕx, y)ξ}

elde edilir. Buradan

F (x, y, z) = g((∇xϕ)y, z)

= g

(
−θ
∗(ξ)

2n
{η(y)ϕx+ g(ϕx, y)ξ}, z

)

= −θ
∗(ξ)

2n
{η(y)g(ϕx, z) + g(ϕx, y)g(ξ, z)}

= −θ
∗(ξ)

2n
{η(y)g(ϕx, z) + g(ϕx, y)η(z)}

elde edilir. Böylece (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak B−metrik manifoldu F5

sınıfındandır.

Örnek 3.2.5. G, 5−boyutlu bir Lie grubu ve g Lie cebiri olsun. Eğer {ei} G nin

sol-invaryant vektör alanlarının global bir tabanı ise (ϕ, ξ, η) hemen hemen kontak

yapısını ve g, B−metriğini aşağıdaki gibi tanımlayabiliriz:

ϕ(e1) = e3 , ϕ(e2) = e4 , ϕ(e3) = −e1 , ϕ(e4) = −e2 , ϕ(e5) = 0;

ξ = e5 ; η(ei) = 0 (i = 1, 2, 3, 4), η(e5) = 1;

g(e1, e1) = g(e2, e2) = −g(e3, e3) = −g(e4, e4) = g(e5, e5) = 1

g(ei, ej) = 0 , i 6= j , i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.

5 boyutlu (G,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak B−metrik manifolddur. ∇, Levi-Civita
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konneksiyonu olmak üzere Koszul formülünden,

2g(∇eiej, ek) = ei(g(ej, ek)) + ej(g(ek, ei))− ek(g(ei, ej))

−g(ei, [ej, ek]) + g(ej, [ek, ei])− g(ek, [ei, ej])

= −g(ei, [ej, ek]) + g(ej, [ek, ei])− g(ek, [ei, ej]) (3.35)

elde edilir.

2F (ei, ej, ek) = 2g(∇ei(ϕej), ek)− 2g(∇eiej, ϕek)

= g([ei, ϕej], ek) + g([ek, ei], ϕej) + g([ek, ϕej], ei)

−g([ei, ej], ϕek)− g([ϕek, ei], ej)− g([ϕek, ej], ei)

= g([ei, ϕej]− ϕ[ei, ej], ek) + g(ϕ[ek, ei]− [ϕek, ei], ej)

+g([ek, ϕej]− [ϕek, ej], ei).

U2 = F4⊕F5⊕F6⊕F7 deki herhangi bir manifoldda F (ei, ej, ξ) = −F (ϕei, ϕej, ξ)

ve F (ξ, ei, ej) = 0 eşitlikleri vardır [2]. O halde

F (x, y, z) = g((∇xϕ)y, z) = g(∇x(ϕy)− ϕ(∇xy), z)

F (x, ϕy, ξ) = (∇xη)y = g(∇xξ, y) , η(∇xξ) = 0

olduğundan son iki eşitlik sırasıyla ∇ϕeiξ = ϕ∇eiξ ve ∇ξϕei = ϕ∇ξei olmasına

denktir.

F (ei, ξ, ej) = −F (ϕei, ξ, ϕej)

g((∇eiϕ)ξ, ej) = −g((∇ϕeiϕ)ξ, ϕej)

g(∇ei(ϕξ)− ϕ(∇eiξ), ej) = −g(∇ϕei(ϕξ)− ϕ(∇ϕeiξ), ϕej)

−g(ϕ(∇eiξ), ej) = −g(∇ϕeiξ, ϕ
2ej)

−g(ϕ(∇eiξ), ej) = −g(∇ϕeiξ, ej)

g(ϕ(∇eiξ)−∇ϕeiξ, ej) = 0

elde edilir. g(ϕ(∇eiξ) − ∇ϕeiξ, ej) = 0 olması için ϕ(∇eiξ) − ∇ϕeiξ = 0 olmalıdır.

Yani ϕ(∇eiξ) = ∇ϕeiξ olmalıdır.

F (ξ, ei, ej) = 0

g((∇ξϕ)ei, ej) = 0

g(∇ξ(ϕei)− ϕ(∇ξei), ej) = 0
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olması için ∇ξ(ϕei) − ϕ(∇ξei) = 0 olmalıdır. Bu da ∇ξ(ϕei) = ϕ(∇ξei) olmasına

denktir. Bu eşitlikler U2 manifoldu üzerinde

[ϕei, ξ] = ϕ [ei, ξ]

özelliğini gösterir. Şöyle ki,

[ϕei, ξ] = ∇ϕeiξ −∇ξ(ϕei),

[ei, ξ] = ∇eiξ −∇ξei,

ϕ [ei, ξ] = ϕ(∇eiξ)− ϕ(∇ξei)

= ∇ϕeiξ −∇ξ(ϕei)

= [ϕei, ξ] .

dir.

F (x, y, ξ) = F (y, x, ξ) = −F (ϕx, ϕy, ξ)

ve
2F (ei, ej, ek) = g([ei, ϕej]− ϕ[ei, ej], ek) + g(ϕ[ek, ei]− [ϕek, ei], ej)

+g([ek, ϕej]− [ϕek, ej], ei)

özellikleri ile U1 = F4 ⊕F5 ⊕F6 içindeki bir manifold için

η([ei, ej]) = 0

eşitliği vardır [2]. F6 da bulunan manifold için θ(ξ) = θ∗(ξ) = 0 olacak şekilde

ayarladık.

θ(z) = gijF (ei, ej, z), θ
∗(z) = gijF (ei, ϕej, z), ω(z) = F (ξ, ξ, z)

ve

F (ei, ej, ξ) =
1

2
{g([ei, ϕej]− ϕ[ei, ej], ξ) + g(ϕ[ξ, ei]− [ϕξ, ei], ej)

+g([ξ, ϕej]− [ϕξ, ej], ei)}

=
1

2
{g([ei, ϕej], ξ)− g(ϕ[ei, ξ], ej) + g([ξ, ϕej], ei)}

= −1

2
{g([ei, ξ], ϕej) + g([ej, ξ], ϕei)} (3.36)
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eşitliğinin bir sonucu olarak,

θ(ξ) = gijg([ei, ξ], ϕej) = 0 , θ∗(ξ) = gijg([ei, ξ], ej) = 0

elde ederiz.

θ(ξ) = gijF (ei, ej, ξ)

= −1

2
gij(g([ei, ξ], ϕej) + g([ej, ξ], ϕei))

= −1

2

4∑
i,j=1

gijg([ei, ξ], ϕej)−
1

2

4∑
i,j=1

gijg([ej, ξ], ϕei)

= −1

2

4∑
i,j=1

gijg([ei, ξ], ϕej)−
1

2

4∑
i,j=1

gjig([ei, ξ], ϕej)

= −
4∑

i,j=1

gijg([ei, ξ], ϕej)

dir. (3.36) dan

F (ei, ϕej, ξ) = −1

2
{g([ei, ξ], ϕ

2ej) + g([ϕej, ξ], ϕei)}

=
1

2
{g([ei, ξ], ej)− g(ϕ[ej, ξ], ϕei)}

=
1

2
{g([ei, ξ], ej)− g([ej, ξ], ϕ

2ei)}

=
1

2
{g([ei, ξ], ej) + g([ej, ξ], ei)}

dir. Bunun yardımıyla

θ∗(ξ) = gijF (ei, ϕej, ξ)

=
1

2
gij(g([ei, ξ], ej) + g([ej, ξ], ei))

=
1

2

4∑
i,j=1

gijg([ei, ξ], ej) +
1

2

4∑
i,j=1

gijg([ej, ξ], ei)

=
1

2

4∑
i,j=1

gijg([ei, ξ], ej) +
1

2

4∑
i,j=1

gjig([ei, ξ], ej)

=
4∑

i,j=1

gijg([ei, ξ], ej)

elde edilir.
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Şimdi, g Lie cebirini düşünelim, [ϕei, ξ] = ϕ [ei, ξ] ve η([ei, ej]) = 0 koşullarını

sağlayan aşağıdaki sıfır olmayan komütatörler tarafından belirlenir:

[e1, ξ] = λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 + λ4e4,

[e2, ξ] = µ1e1 + µ2e2 + µ3e3 + µ4e4,

[e3, ξ] = [ϕe1, ξ] = ϕ[e1, ξ]

= λ1ϕ(e1) + λ2ϕ(e2) + λ3ϕ(e3) + λ4ϕ(e4)

= −λ3e1 − λ4e2 + λ1e3 + λ2e4,

[e4, ξ] = [ϕe2, ξ] = ϕ[e2, ξ]

= µ1ϕ(e1) + µ2ϕ(e2) + µ3ϕ(e3) + µ4ϕ(e4)

= −µ3e1 − µ4e2 + µ1e3 + µ2e4.

Burada µi, λi ∈ R, (i = 1, 2, 3, 4) dir.

θ(ξ) = −
4∑

i,j=1

gijg([ei, ξ], ϕej)

= −(g([e1, ξ], ϕe1) + g([e2, ξ], ϕe2)− g([e3, ξ], ϕe3)

− g([e4, ξ], ϕe4) + g([e5, ξ], ϕe5))

= −(g([e1, ξ], e3) + g([e2, ξ], e4) + g([e3, ξ], e1)

+ g([e4, ξ], e2))

= −(−λ3 − µ4 − λ3 − µ4)

= 2λ3 + 2µ4

2λ3 + 2µ4 = 0 olmalıdır. O halde µ4 = −λ3 koşulu elde edilir.

θ∗(ξ) =
4∑

i,j=1

gijg([ei, ξ], ej)

= g([e1, ξ], e1) + g([e2, ξ], e2)− g([e3, ξ], e3)

− g([e4, ξ], e4) + g([e5, ξ], e5)

; g([e5, ξ], e5) = 0

= λ1 + µ2 + λ1 + µ2

= 2(λ1 + µ2)

2(λ1+µ2) = 0 olmalıdır. O halde µ2 = −λ1 koşulu elde edilir. Bu koşullardan dolayı
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[e1, ξ] = λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 + λ4e4,

[e2, ξ] = µ1e1 − λ1e2 + µ3e3 − λ3e4,

[e3, ξ] = −λ3e1 − λ4e2 + λ1e3 + λ2e4,

[e4, ξ] = −µ3e1 + λ3e2 + µ1e3 − λ1e4 (3.37)

elde ederiz. Diğer komütatörlerin sıfır olduğunu bulmak kolaydır. (3.36) ve (3.37) ü

kullanarak sıfır olmayan bileşenlerinden aşağıdakileri elde ettik:

Fijk = F (ei, ej, ek) olmak üzere Fij5 = F (ei, ej, ξ) = −1

2
{g([ei, ξ], ϕej)+g([ej, ξ], ϕei)},

i, j ∈ {1, 2, 3, 4} olduğunu biliyoruz.

i = j = 1 iken

F115 = −1

2
{g([e1, ξ], ϕe1) + g([e1, ξ], ϕe1)}

= −g([e1, ξ], e3)

= −(λ3g(e3, e3))

= λ3

elde edilir. Benzer şekilde

F115 = −F225 = −F335 = F445 = λ3 , F135 = −F245 = λ1,

F145 = F235 =
1

2
(λ2 + µ1) , F125 = −F345 =

1

2
(λ4 + µ3)

dir.

(G,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak B−metrik manifoldu F6 sınıfına aittir. Çünkü

istenilen koşullar sağlanacak şekilde ayarlama yaptık. Bu sınıfa ait olan hemen

hemen kontak B−metrik manifoldunun Levi-Civita kovaryant türevinin tabanlar cinsin-

den ifadesini (3.35) ve (3.37) ü kullanarak hesaplayabiliriz. k = 1, 2, 3, 4 için

g(∇e1e1, ek) = 0 olduğundan ∇e1e1 = a1e1 + a2e2 + a3e3 + a4e4 şeklinde yazılır.

Buradan,
k = 1 için g(∇e1e1, e1) = 0 yani a1 = 0,

k = 2 için g(∇e1e1, e2) = 0 yani a2 = 0,

k = 3 için g(∇e1e1, e3) = 0 yani a3 = 0,

k = 4 için g(∇e1e1, e4) = 0 yani a4 = 0,

dır.

81



2g(∇e1e1, ek) = g([e1, e1], ek) + g([ek, e1], e1) + g([ek, e1], e1)

= 2g([ek, e1], e1) (ek = ξ yazarsak)

= 2g([ξ, e1], e1)

= −2λ1g(e1, e1)

= −2λ1

g(∇e1e1, ξ) = −λ1 dir. Yani a5 = −λ1 olup sonuç olarak ∇e1e1 = −λ1ξ elde edilir.

Benzer şekilde

∇e1e1 = −∇e2e2 = −∇e3e3 = ∇e4e4 = −λ1ξ

olduğu kolaylıkla görülür.

2g(∇ξξ, ek) = g([ek, ξ], ξ) + g([ek, ξ], ξ)

= 2g([ek, ξ], ξ)

= 0

elde edilir. O halde ∇ξξ = 0 dır.

2g(∇e1e2, ek) = g([e1, e2], ek) + g([ek, e1], e2) + g([ek, e2], e1)

= g([ek, e1], e2) + g([ek, e2], e1)

k = 1, 2, 3, 4 için eşitliğin sağ tarafı sıfır olur. k = 5 için

2g(∇e1e2, e5) = g([ξ, e1], e2) + g([ξ, e2], e1)

= −g([e1, ξ], e2)− g([e2, ξ], e1)

= −λ2 − µ1

elde edilir. O halde ∇e1e2 = −1

2
(λ2 + µ1) dir. Benzer şekilde

∇e1e2 = ∇e2e1 = −∇e3e4 = −∇e4e3 = −1

2
(λ2 + µ1)

olduğu kolaylıkla görülür.

2g(∇e1e3, ek) = g([e1, e3], ek) + g([ek, e1], e3) + g([ek, e3], e1)

= g([ek, e1], e3) + g([ek, e3], e1)

k = 1, 2, 3, 4 için eşitliğin sağ tarafı sıfır olur.
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k = 5 için
2g(∇e1e3, e5) = g([ξ, e1], e3) + g([ξ, e3], e1)

= −g([e1, ξ], e3)− g([e3, ξ], e1)

= λ3 + λ3 = 2λ3

elde edilir. O halde g(∇e1e3, ξ) = λ3 olup buradan ∇e1e3 = λ3ξ dir. Benzer şekilde

∇e1e3 = −∇e2e4 = ∇e3e1 = −∇e4e2 = λ3ξ

olduğu kolaylıkla görülür.

2g(∇e1e4, ek) = g([e1, e4], ek) + g([ek, e1], e4) + g([ek, e4], e1)

= g([ek, e1], e4) + g([ek, e4], e1)

k = 1, 2, 3, 4 için eşitliğin sağ tarafı sıfır olur. k = 5 için

2g(∇e1e4, e5) = g([ξ, e1], e4) + g([ξ, e4], e1)

= −g([e1, ξ], e4)− g([e4, ξ], e1)

= −(−λ4) + µ3

elde edilir. O halde g(∇e1e4, ek) =
1

2
(λ4 + µ3) olup buradan ∇e1e4 =

1

2
(λ4 + µ3) dir.

Benzer şekilde

∇e1e4 = ∇e2e3 = ∇e3e2 = ∇e4e1 =
1

2
(λ4 + µ3)

olduğu kolaylıkla görülür.

2g(∇e1ξ, ek) = g([e1, ξ], ek) + g([ek, e1], ξ) + g([ek, ξ], e1) olduğundan k = 1 için

2g(∇e1ξ, e1) = g([e1, ξ], e1) + g([e1, e1], ξ) + g([e1, ξ], e1)

= 2g([e1, ξ], e1)

= 2λ1

olup g(∇e1ξ, e1) = λ1 dir. k = 2 için

2g(∇e1ξ, e2) = g([e1, ξ], e2) + g([e2, e1], ξ) + g([e2, ξ], e1)

= g([e1, ξ], e2) + g([e2, ξ], e1)

= λ2 + µ1
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ise g(∇e1ξ, e2) =
1

2
(λ2 + µ1) dir. k = 3 için

2g(∇e1ξ, e3) = g([e1, ξ], e3) + g([e3, e1], ξ) + g([e3, ξ], e1)

= g([e1, ξ], e3) + g([e3, ξ], e1)

= −λ3 − λ3 = −2λ3

olduğundan g(∇e1ξ, e3) = λ3 dür. k = 4 için

2g(∇e1ξ, e4) = g([e1, ξ], e4) + g([e4, e1], ξ) + g([e4, ξ], e1)

= g([e1, ξ], e4) + g([e4, ξ], e1)

= −λ4 − µ3

olduğundan g(∇e1ξ, e4) =
1

2
(λ4 + µ3) dür. Sonuç olarak

∇e1ξ = λ1e1 +
1

2
(λ2 + µ1) e2 + λ3e3 +

1

2
(λ4 + µ3) e4

elde edilir. Benzer şekilde,

∇e2ξ =
1

2
(λ2 + µ1) e1 − λ1e2 +

1

2
(λ4 + µ3) e3 − λ3e4

∇e3ξ = −λ3e1 −
1

2
(λ4 + µ3) e2 + λ1e3 +

1

2
(λ2 + µ1) e4

∇e4ξ = −1

2
(λ4 + µ3) e1 + λ3e2 +

1

2
(λ2 + µ1) e3 − λ1e4

olduğu kolaylıkla görülür.

2g(∇ξe1, ek) = g([ξ, e1], ek) + g([ek, ξ], e1) eşitliğinden k = 1 için

2g(∇ξe1, e1) = g([ξ, e1], e1) + g([e1, ξ], e1)

= −g([e1, ξ], e1) + g([e1, ξ], e1)

= 0

k = 2 için
2g(∇ξe1, e2) = g([ξ, e1], e2) + g([e2, ξ], e1)

= −g([e1, ξ], e2) + g([e2, ξ], e1)

= −λ2 + µ1
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olup g(∇ξe1, e2) = −1

2
(λ2 − µ1) dir. k = 3 için

2g(∇ξe1, e3) = g([ξ, e1], e3) + g([e3, ξ], e1)

= −g([e1, ξ], e3) + g([e3, ξ], e1)

= λ3 − λ3 = 0

k = 4 için
2g(∇ξe1, e4) = g([ξ, e1], e4) + g([e4, ξ], e1)

= −g([e1, ξ], e4) + g([e4, ξ], e1)

= λ4 − µ3

olup g(∇ξe1, e4) = −1

2
(λ4 − µ3) dür. Sonuç olarak,

∇ξe1 = −1

2
(λ2 − µ1)e2 −

1

2
(λ4 − µ3)e4

elde edilir. Benzer şekilde,

∇ξe2 =
1

2
(λ2 − µ1)e1 +

1

2
(λ4 − µ3)e3,

∇ξe3 =
1

2
(λ4 − µ3)e2 −

1

2
(λ2 − µ1)e4,

∇ξe4 = −1

2
(λ4 − µ3)e1 +

1

2
(λ2 − µ1)e3.

olduğu kolaylıkla görülür.
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4. 5-BOYUTLU NİLPOTENT LİE CEBİRLERİNİN

SINIFLANDIRILMASI

Tanım 4.0.1. G bağlantılı bir Lie grubu ve (ϕ, ξ, η), G üzerinde bir hemen hemen

kontak yapı olsun. Her a ∈ G için, La : G→ G sol öteleme dönüşümü olmak üzere,

ϕ ◦ dLa = dLa ◦ ϕ, dLa(ξ) = ξ

koşulları sağlanıyorsa bu yapıya G üzerinde bir sol invaryant hemen hemen kontak

yapı denir. Eğer G hemen hemen kontak B−metrik manifold ve g metriği sol in-

varyant yani (2.10) koşulunu sağlıyorsa G ye sol invaryant hemen hemen kontak

B−metrik manifold denir.

Tanım 4.0.2. g, (2n+ 1) boyutlu bir Lie cebiri olsun. η 1-form, ϕ ∈ End(g), ξ ∈ g

olmak üzere, her X, Y ∈ g için

η(ξ) = 1, ϕ2 = −I + η ⊗ ξ, g(ϕ(X), ϕ(Y ) = −g(X, Y ) + η(X)η(Y )

koşulları sağlanıyorsa (ϕ, ξ, η, g) yapısına g Lie cebiri üzerinde bir hemen hemen

kontak B−metrik yapı denir.

Bu durumda Lie cebirleri üzerindeki hemen hemen kontak B−metrik yapıların

sınıfları da benzer şekilde tanımlanabilir. G bağlantılı Lie grubu, sol invaryant hemen

hemen kontak B−metrik yapıya sahip ise G üzerindeki bu yapı, g üzerinde bir tek

hemen hemen kontak B−metrik yapıyı belirler. Kolaylık olması açısından g üze-

rindeki yapı yine (G,ϕ, ξ, η, g) ile gösterilecektir. Boyutu ≤ 5 olan nilpotent Lie

cebirlerinin sınıflandırılması Dixmier tarafından yapılmıştır [12]. Ayrıca bu cebirlerin

farklı boyutlardaki sınıflandırılması da çalışılmıştır [14].

5−boyutlu nilpotent Lie cebirleri dokuz sınıfa ayrılmıştır [12]. {e1, . . . , e5} Lie

cebirlerinin üreteçleri olmak üzere gi Lie cebirleri aşağıdaki şekilde tanımlanır:

g1 : [e1, e2] = e5, [e3, e4] = e5

g2 : [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e5, [e2, e4] = e5

g3 : [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e4, [e1, e4] = e5, [e2, e3] = e5

g4 : [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e4, [e1, e4] = e5

g5 : [e1, e2] = e4, [e1, e3] = e5

g6 : [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e4, [e2, e3] = e5
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g7, g8, g9 sınıfları ise abelyen olup braketleri sıfırdır. gi, (i = 1, . . . , 9) Lie ce-

birleri için hemen hemen kontak metrik yapıları tanımlanmış ve hangi sınıflara ait

olduğu belirlenmiştir [22]. Bu bölümde, bu cebirler üzerinde hemen hemen kontak

B−metrik yapısı verip tanımlanan hangi sınıfa düştüğünü belirleyelim.

g (e1, e1) = g (e2, e2) = g (e5, e5) = −g (e3, e3) = −g (e4, e4) = 1

ϕ (e1) = e3, ϕ (e2) = e4, ϕ (e3) = −e1, ϕ (e4) = −e2, ϕ (e5) = 0

ξ = e5, η = e5

eşitlikleri hemen hemen kontak B−metrik yapısı tanımlar.

Teorem 4.0.3. g1 Lie cebiri F8 ⊕F10 sınıfındandır.

Kanıt. g1 : [e1, e2] = e5, [e3, e4] = e5 olmak üzere (2.3) den,

∇e1e2 =
1

2
e5, ∇e1e5 = −1

2
e2, ∇e2e1 = −1

2
e5, ∇e2e5 =

1

2
e1,

∇e3e4 =
1

2
e5, ∇e3e5 =

1

2
e4, ∇e4e3 = −1

2
e5, ∇e4e5 = −1

2
e3,

∇e5e1 = −1

2
e2, ∇e5e2 =

1

2
e1, ∇e5e3 =

1

2
e4, ∇e5e4 = −1

2
e3

elde edilir. i = 1, . . . , 5 olmak üzere F (ei, ei, x) = 0 ve F (ei, ϕei, x) = 0 dır. O

halde (3.12) den θ (x) = θ∗ (x) = 0 elde edilir.

F (ei, ej, ek) = Fijk olmak üzere Tanım 3.0.4 den

F145 = F415 = F154 = F451 = −1

2
F514 = F541 = −1

F235 = F325 = F253 = F352 =
1

2
F523 = F532 = 1

elde edilir. Buradan

F (x, y, z) = F

(∑
i

xiei,
∑
j

yjej,
∑
k

zkek

)

=
∑
i,j,k

xiyjzkF (ei, ej,ek)
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= −1

2
x1y4z5 −

1

2
x4y1z5 −

1

2
x1y5z4 −

1

2
x4y5z1 − x5y1z4 − x5y4z1

+
1

2
x2y3z5 +

1

2
x3y2z5 +

1

2
x2y5z3 +

1

2
x3y5z2 + x5y2z3 + x5y3z2

olur. Burada
F8(x, y, z) = −1

2
x1y4z5 −

1

2
x4y1z5 −

1

2
x1y5z4 −

1

2
x4y5z1

+
1

2
x2y3z5 +

1

2
x3y2z5 +

1

2
x2y5z3 +

1

2
x3y5z2

F10(x, y, z) = −x5y1z4 + x5y2z3 + x5y3z2 − x5y4z1
olduğundan F (x, y, z) = F8(x, y, z) + F10(x, y, z) dir. Yani F ∈ F8 ⊕F10 elde edilir.

O halde g1 Lie cebiri F8 ⊕F10 sınıfına aittir.

Teorem 4.0.4. g2 Lie cebiri F2 ⊕F8 ⊕F10 sınıfındandır.

Kanıt. g2 : [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e5, [e2, e4] = e5 olmak üzere (2.3) den,

∇e1e2 =
1

2
e3, ∇e1e3 =

1

2
e2 +

1

2
e5, ∇e1e5 =

1

2
e3, ∇e2e1 = −1

2
e3,

∇e2e3 = −1

2
e1, ∇e2e4 =

1

2
e5, ∇e2e5 =

1

2
e4, ∇e3e1 =

1

2
e2 −

1

2
e5,

∇e3e2 = −1

2
e1, ∇e3e5 =

1

2
e1, ∇e4e2 = −1

2
e5, ∇e4e5 =

1

2
e2,

∇e5e1 =
1

2
e3, ∇e5e2 =

1

2
e4, ∇e5e3 =

1

2
e1, ∇e5e4 =

1

2
e2

elde edilir. (3.12) den θ(ξ) = θ∗(ξ) = 0 ve x =
5∑
i=1

xiei olmak üzere θ (x) = x2,

θ∗ (x) = x4 elde edilir.

F (ei, ej, ek) = Fijk olmak üzere Tanım 3.0.4 den

F112 = F121 = F134 = F143 = F341 = F314 =
1

2

F115 = F225 = F335 = F445 = F151 = F252 = F353 = F454 =
1

2

F332 = F323 = −1

2
F511 = F522 = F533 = F544 = 1

elde edilir. Buradan
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F (x, y, z) = F

(∑
i

xiei,
∑
j

yjej,
∑
k

zkek

)

=
∑
i,j,k

xiyjzkF (ei, ej,ek)

=
1

2
x1y1z2 +

1

2
x1y2z1 +

1

2
x1y3z4 +

1

2
x1y4z3 +

1

2
x3y4z1 +

1

2
x3y1z4

+
1

2
x1y1z5 +

1

2
x2y2z5 +

1

2
x3y3z5 +

1

2
x4y4z5 +

1

2
x1y5z1 +

1

2
x2y5z2

+
1

2
x3y5z3 +

1

2
x4y5z4 −

1

2
x3y3z2 −

1

2
x3y2z3 + x5y1z1 + x5y2z2

+x5y3z3 + x5y4z4

olur. Burada

F8(x, y, z) =
1

2
x1y1z5 +

1

2
x2y2z5 +

1

2
x3y3z5 +

1

2
x4y4z5 +

1

2
x1y5z1

+
1

2
x2y5z2 +

1

2
x3y5z3 +

1

2
x4y5z4

F10(x, y, z) = x5y1z1 + x5y2z2 + x5y3z3 + x5y4z4

ve diğer terimler F2 sınıfına ait olup F (x, y, z) = F2(x, y, z)+F8(x, y, z)+F10(x, y, z)

olur. Yani F ∈ F2⊕F8⊕F10 elde edilir. O halde g2 Lie cebiri F2⊕F8⊕F10 sınıfına

aittir.

Teorem 4.0.5. g3 Lie cebiri F1 ⊕F2 ⊕F3 ⊕F8 ⊕F10 sınıfındandır.

Kanıt. g3 : [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e4, [e1, e4] = e5, [e2, e3] = e5

olmak üzere (2.3) den,

∇e1e2 =
1

2
e3, ∇e1e3 =

1

2
e2 +

1

2
e4, ∇e1e4 = −1

2
e3 +

1

2
e5, ∇e1e5 =

1

2
e4,

∇e2e1 = −1

2
e3, ∇e2e3 = −1

2
e1 +

1

2
e5, ∇e2e5 =

1

2
e3, ∇e3e1 =

1

2
e2 −

1

2
e4,

∇e3e2 = −1

2
e1 −

1

2
e5, ∇e3e4 = −1

2
e1, ∇e3e5 =

1

2
e2, ∇e4e1 = −1

2
e3 −

1

2
e5,
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∇e4e3 = −1

2
e1, ∇e4e5 =

1

2
e1, ∇e5e1 =

1

2
e4, ∇e5e2 =

1

2
e3, ∇e5e3 =

1

2
e2, ∇e5e4 =

1

2
e1

elde edilir. (3.12) den θ(ξ) = θ∗(ξ) = 0 ve x =
5∑
i=1

xiei olmak üzere θ (x) = x2,

θ∗ (x) = x4 elde edilir.

F (ei, ej, ek) = Fijk olmak üzere Tanım 3.0.4 den

F112 = F121 = F123 = F132 = F125 = F152 = F134 = F143 =
1

2

F215 = F251 = F314 = F341 = F345 = F354 = F435 = F453 =
1

2

F114 = F141 = F312 = F321 = F323 = F332 = F334 = F343 = −1

2
F211 = F233 = F433 = F411 = −1

F512 = F521 = F534 = F543 = 1

elde edilir. Buradan

F (x, y, z) = F

(∑
i

xiei,
∑
j

yjej,
∑
k

zkek

)

=
∑
i,j,k

xiyjzkF (ei, ej,ek)

=
1

2
x1y1z2 +

1

2
x1y2z1 +

1

2
x1y2z3 +

1

2
x1y3z2 +

1

2
x1y2z5

+
1

2
x1y5z2 +

1

2
x1y3z4 +

1

2
x1y4z3 +

1

2
x2y1z5 +

1

2
x2y5z1

+
1

2
x3y1z4 +

1

2
x3y4z1 +

1

2
x3y4z5 +

1

2
x3y5z4 +

1

2
x4y3z5

+
1

2
x4y5z3 −

1

2
x1y1z4 −

1

2
x1y4z1 −

1

2
x3y1z2 −

1

2
x3y2z1

−1

2
x3y2z3 −

1

2
x3y3z2 −

1

2
x3y3z4 −

1

2
x3y4z3 − x2y1z1

−x2y3z3 − x4y3z3 − x4y1z1 + x5y1z2 + x5y2z1 + x5y3z4 + x5y4z3

dir. Burada

F8(x, y, z) =
1

2
x1y2z5 +

1

2
x2y1z5 +

1

2
x3y4z5 +

1

2
x4y3z5 +

1

2
x1y5z2

+
1

2
x2y5z1 +

1

2
x3y5z4 +

1

2
x4y5z3
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F10(x, y, z) = x5y1z2 + x5y2z1 + x5y3z4 + x5y4z3

ve diğer kalan terimler W1 = F1(x, y, z) + F2(x, y, z) + F3(x, y, z) uzayında olup

F (x, y, z) = W1 + F8(x, y, z) + F10(x, y, z) dir. Yani F ∈ F1 ⊕ F2 ⊕ F3 ⊕ F8 ⊕ F10

elde edilir. O halde g3 Lie cebiri F1 ⊕F2 ⊕F3 ⊕F8 ⊕F10 sınıfına aittir.

Teorem 4.0.6. g4 Lie cebiri F2 ⊕F3 ⊕F8 ⊕F10 sınıfındandır.

Kanıt. g4 : [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e4, [e1, e4] = e5 olmak üzere (2.3) den,

∇e1e2 =
1

2
e3,∇e1e3 =

1

2
e2 +

1

2
e4,∇e1e4 = −1

2
e3 +

1

2
e5,∇e1e5 =

1

2
e4,

∇e2e1 = −1

2
e3, ∇e2e3 = −1

2
e1, ∇e3e1 =

1

2
e2 −

1

2
e4, ∇e3e2 = −1

2
e1,

∇e3e4 = −1

2
e1, ∇e4e1 = −1

2
e3 −

1

2
e5, ∇e4e3 = −1

2
e1, ∇e4e5 =

1

2
e1,

∇e5e1 =
1

2
e4, ∇e5e4 =

1

2
e1

elde edilir. (3.12) den θ(ξ) = θ∗(ξ) = 0 ve x =
5∑
i=1

xiei olmak üzere θ (x) = θ∗ (x) = 0

elde edilir.

F (ei, ej, ek) = Fijk olmak üzere Tanım 3.0.4 den

F112 = F121 = F123 = F132 = F125 = F152 = F134 = F143 =
1

2

F314 = F341 = F435 = F453 = F512 = F521 = F534 = F543 =
1

2

F114 = F141 = F312 = F321 = F323 = F332 = F334 = F343 = −1

2
F411 = F433 = −1

elde edilir. Buradan

F (x, y, z) = F

(∑
i

xiei,
∑
j

yjej,
∑
k

zkek

)

=
∑
i,j,k

xiyjzkF (ei, ej,ek)
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=
1

2
x1y1z2 +

1

2
x1y2z1 +

1

2
x1y2z3 +

1

2
x1y3z2 +

1

2
x1y2z5

+
1

2
x1y5z2 +

1

2
x1y3z4 +

1

2
x1y4z3 −

1

2
x3y2z3 −

1

2
x3y3z2

+
1

2
x4y3z5 +

1

2
x4y5z3 +

1

2
x5y1z2 +

1

2
x5y2z1 +

1

2
x5y3z4

+
1

2
x5y4z3 −

1

2
x1y1z4 −

1

2
x1y4z1 −

1

2
x3y1z2 −

1

2
x3y2z1

+
1

2
x3y1z4 +

1

2
x3y4z1 −

1

2
x3y3z4 −

1

2
x3y4z3 − x4y1z1 − x4y3z3

dir. Burada

F8(x, y, z) =
1

2
x1y2z5 +

1

2
x3y4z5 +

1

2
x1y5z2 +

1

2
x4y5z3

F10(x, y, z) =
1

2
x5y1z2 +

1

2
x5y2z1 +

1

2
x5y3z4 +

1

2
x5y4z3

ve diğer terimler F2(x, y, z) ve F3(x, y, z) sınıfları içerisine düşmekte olup F (x, y, z) =

F2(x, y, z) +F3(x, y, z) +F8(x, y, z) +F10(x, y, z) olur. Yani F ∈ F2⊕F3⊕F8⊕F10

elde edilir. O halde g4 Lie cebiri F2 ⊕F3 ⊕F8 ⊕F10 sınıfına aittir.

Teorem 4.0.7. g5 Lie cebiri F1 ⊕F3 ⊕F8 ⊕F10 sınıfındandır.

Kanıt. g5 : [e1, e2] = e4, [e1, e3] = e5 olmak üzere (2.3) den,

∇e1e2 =
1

2
e4, ∇e1e3 =

1

2
e5, ∇e1e4 =

1

2
e2, ∇e1e5 =

1

2
e3,

∇e2e1 = −1

2
e4, ∇e2e4 = −1

2
e1, ∇e3e1 = −1

2
e5, ∇e3e5 =

1

2
e1,

∇e4e1 =
1

2
e2, ∇e4e2 = −1

2
e1, ∇e5e1 =

1

2
e3, ∇e5e3 =

1

2
e1

elde edilir. (3.12) den θ(ξ) = θ∗(ξ) = 0 ve x =
5∑
i=1

xiei olmak üzere θ (x) = −x1,

θ∗ (x) = −x3 elde edilir.

F (ei, ej, ek) = Fijk olmak üzere Tanım 3.0.4 den

F115 = F151 = F335 = F353 = F414 = F441 =
1

2

F212 = F221 = F234 = F243 = F423 = F432 = −1

2
F122 = F144 = F511 = F533 = 1
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elde edilir. Buradan

F (x, y, z) = F

(∑
i

xiei,
∑
j

yjej,
∑
k

zkek

)

=
∑
i,j,k

xiyjzkF (ei, ej,ek)

=
1

2
x1y1z5 +

1

2
x1y5z1 +

1

2
x3y3z5 +

1

2
x3y5z3 +

1

2
x4y1z4

+
1

2
x4y4z1 −

1

2
x2y1z2 −

1

2
x2y2z1 −

1

2
x2y3z4 −

1

2
x2y4z3

−1

2
x4y2z3 −

1

2
x4y3z2 + x1y2z2 + x1y4z4 + x5y1z1 + x5y3z3

dir. Burada

F8(x, y, z) =
1

2
x1y1z5 +

1

2
x3y3z5 +

1

2
x1y5z1 +

1

2
x3y5z3

F10(x, y, z) = x5y1z1 + x5y3z3

ve kalan diğer terimler F1(x, y, z) ve F3(x, y, z) sınıfları içerisine düşmekte olup

F (x, y, z) = F1(x, y, z) + F3(x, y, z) + F8(x, y, z) + F10(x, y, z) olur. Yani F ∈

F1 ⊕ F3 ⊕ F8 ⊕ F10 elde edilir. Sonuç olarak g5 Lie cebiri F1 ⊕ F3 ⊕ F8 ⊕ F10

sınıfına aittir.

Teorem 4.0.8. g6 Lie cebiri F1 ⊕F2 ⊕F3 ⊕F8 ⊕F10 sınıfındandır.

Kanıt. g6 : [e1, e2] = e3, [e1, e3] = e4, [e2, e3] = e5 olmak üzere (2.3) den,

∇e1e2 =
1

2
e3, ∇e1e3 =

1

2
e2 +

1

2
e4, ∇e1e4 = −1

2
e3, ∇e2e1 = −1

2
e3,

∇e2e3 = −1

2
e1 +

1

2
e5, ∇e2e5 =

1

2
e3, ∇e3e1 =

1

2
e2 −

1

2
e4, ∇e3e2 = −1

2
e1 −

1

2
e5,

∇e3e4 = −1

2
e1, ∇e3e5 =

1

2
e2, ∇e4e1 = −1

2
e3, ∇e4e3 = −1

2
e1, ∇e5e2 =

1

2
e3, ∇e5e3 =

1

2
e2

elde edilir. (3.12) den θ(ξ) = θ∗(ξ) = 0 ve x =
5∑
i=1

xiei olmak üzere θ (x) = x2,

θ∗ (x) = x4 elde edilir. F (ei, ej, ek) = Fijk olmak üzere Tanım 3.0.4 den
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F112 = F121 = F123 = F132 = F215 = F251 = F134 = F143 =
1

2

F314 = F341 = F512 = F521 = F534 = F543 = F345 = F354 =
1

2

F114 = F141 = F312 = F321 = F323 = F332 = F334 = F343 = −1

2
F211 = F233 = F433 = F411 = −1

elde edilir. Buradan

F (x, y, z) = F

(∑
i

xiei,
∑
j

yjej,
∑
k

zkek

)

=
∑
i,j,k

xiyjzkF (ei, ej,ek)

=
1

2
x1y1z2 +

1

2
x1y2z1 +

1

2
x1y2z3 +

1

2
x1y3z2 +

1

2
x2y1z5 +

1

2
x2y5z1

+
1

2
x1y3z4 +

1

2
x1y4z3 +

1

2
x3y1z4 +

1

2
x3y4z1 +

1

2
x5y1z2 +

1

2
x5y2z1

+
1

2
x5y3z4 +

1

2
x5y4z3 −

1

2
x1y1z4 −

1

2
x1y4z1 −

1

2
x3y1z2 −

1

2
x3y2z1

−1

2
x3y2z3 −

1

2
x3y3z2 −

1

2
x3y3z4 −

1

2
x3y4z3 +

1

2
x3y4z5 +

1

2
x3y5z4

−x2y1z1 − x2y3z3 − x4y3z3 − x4y1z1

dir. Burada

F8(x, y, z) =
1

2
x2y1z5 +

1

2
x3y4z5 +

1

2
x2y5z1 +

1

2
x3y5z4

F10(x, y, z) =
1

2
x5y1z2 +

1

2
x5y2z1 +

1

2
x5y3z4 +

1

2
x5y4z3

ve diğer kalan terimler W1 = F1(x, y, z) + F2(x, y, z) + F3(x, y, z) uzayında olup

F (x, y, z) = W1 + F8(x, y, z) + F10(x, y, z) dir. Yani F ∈ F1 ⊕ F2 ⊕ F3 ⊕ F8 ⊕ F10

elde edilir. O halde g6 Lie cebiri F1 ⊕F2 ⊕F3 ⊕F8 ⊕F10 sınıfına aittir.

Teorem 4.0.9. gi (i = 1, ...6) Lie cebirleri üzerinde tanımlanan ξ vektör alanı

Killing vektör alanıdır.
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Kanıt. X =
∑
i

xiei ve Y =
∑
j

yjej olmak üzere

g (∇xξ, y) = −g (∇yξ, x) (4.1)

ise ξ Killing vektör alanıdır.

g1 Lie cebiri için

g (∇xξ, y) =
∑
i,j

xiyjg (∇eiξ, ej)

= −x1y2
1

2
+ x2y1

1

2
− x3y4

1

2
+ x4y3

1

2

g (∇yξ, x) =
∑
i,j

yjxig
(
∇ejξ, ei

)
= −y1x2

1

2
+ y2x1

1

2
− y3x4

1

2
+ y4x3

1

2

eşitliklerinden (4.1) sağlanır. Yani g1 Lie cebiri için ξ Killing vektör alanıdır.

g2 Lie cebiri için

g (∇xξ, y) =
∑
i,j

xiyjg (∇eiξ, ej)

= −x1y3
1

2
− x2y4

1

2
+ x3y1

1

2
+ x4y2

1

2

g (∇yξ, x) =
∑
i,j

yjxig
(
∇ejξ, ei

)
= −y1x3

1

2
− y2x4

1

2
+ y3x1

1

2
+ y4x2

1

2

eşitliklerinden (4.1) sağlanır. Yani g2 Lie cebiri için ξ Killing vektör alanıdır.

g3 Lie cebiri için

g (∇xξ, y) =
∑
i,j

xiyjg (∇eiξ, ej)

= −x1y4
1

2
− x2y3

1

2
+ x3y2

1

2
+ x4y1

1

2

g (∇yξ, x) =
∑
i,j

yjxig
(
∇ejξ, ei

)
= −y1x4

1

2
− y2x3

1

2
+ y3x2

1

2
+ y4x1

1

2

95



eşitliklerinden (4.1) sağlanır. Yani g3 Lie cebiri için ξ Killing vektör alanıdır.

g4 Lie cebiri için

g (∇xξ, y) =
∑
i,j

xiyjg (∇eiξ, ej)

= −x1y4
1

2
+ x4y1

1

2

g (∇yξ, x) =
∑
i,j

yjxig
(
∇ejξ, ei

)
= −y1x4

1

2
+ y4x1

1

2

eşitliklerinden (4.1) sağlanır. Yani g4 Lie cebiri için ξ Killing vektör alanıdır.

g5 Lie cebiri için

g (∇xξ, y) =
∑
i,j

xiyjg (∇eiξ, ej)

= −x1y3
1

2
+ x3y1

1

2

g (∇yξ, x) =
∑
i,j

yjxig
(
∇ejξ, ei

)
= −y1x3

1

2
+ y3x1

1

2

eşitliklerinden (4.1) sağlanır. Yani g5 Lie cebiri için ξ Killing vektör alanıdır.

g6 Lie cebiri için

g (∇xξ, y) =
∑
i,j

xiyjg (∇eiξ, ej)

= −x2y3
1

2
+ x3y2

1

2

g (∇yξ, x) =
∑
i,j

yjxig
(
∇ejξ, ei

)
= −y2x3

1

2
+ y3x2

1

2

eşitliklerinden (4.1) sağlanır. Yani g6 Lie cebiri için ξ Killing vektör alanıdır.
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5. SONUÇ

Hemen hemen kontak B−metrik manifoldların sınıflandırılması incelenmiş ve

bu manifoldlar 211 sınıfa ayrılmıştır. Bazı hemen hemen kontak B−metrik man-

ifold örnekleri incelenip hangi sınıf içerisinde olduğu belirlenmiştir. Tezin orijinal

bölümünde ise 5−boyutlu nilpotent Lie cebirleri üzerinde hemen hemen kontak

B−metrik yapısı tanımlayıp hangi sınıflara ait olduğu belirlenmiştir.

Fi sınıfına aitM1 veM2 hemen hemen kontak B−metrik manifoldlarının çarpımı

ile elde edilen M1 ×M2 hemen hemen kompleks B−metrik manifoldunun hangi

sınıflara düştüğünü bulmak ayrı bir araştırma konusudur.
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