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OZET

MEDYAN iSTATISTIiGINIiN DAGILIMI
VE
KARAKTER ISTIKLER i

KITAPCI, Burak

Yuksek Lisans Teziistatistik Anabilim Dall
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Muhammet BEKC
Temmuz 2010, 67 sayfa

Bu tezde medyan istatiginin dagilimi ve karakteristikleri incelenmi bazi
surekli da&ilimlar icin medyan istatistinin olasilik ygunluk fonksiyonu ve
dagilim fonksiyonu elde edilngtir. Bu daihimlar igin farkli 6rneklem
Olcimlerinde medyan istatigtnin merkezi momentleri hesaplangtmr.

Medyan istatisgiinin dagilim fonksiyonu ve olasilik ygunluk fonksiyonu
sira istatistiklerinden yararlanilarak hem tek heencift drneklem ol¢cimleri icin
sunulmytur. Bu fonksiyonlar elde edildikten sonra sire#tlizgiin dgilimlarin
Ozelliklerinden yararlanilarak medyan istagstin bu da&ilimlardaki d&ilim
fonksiyonu ve olasilik ygunluk fonksiyonu bulunmyur. incelenen dahmlar igin
medyan istatisginin ilk iki merkezi momenti elde edilerek farklirrieklem
Olcimlerinde bu momentlerin aldiklari ggxler hesaplanmgtir.

Anahtar soOzcukler: Medyan istatisfii, sira istatistikleri, Duzgun gaim,
dagihm fonksiyonu, olasilik ygunluk fonksiyonu, beklenen ger ve varyans.
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ABSTRACT

DISTRIBUTION OF MEDIAN STATISTIC
AND
ITS CHARACTERISTICS

KITAPCI, Burak

MSc in Statistics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Muhammet BEKC
July 2010, 67 pages

In this thesis, sample median and its charactesisire studied, for some
continuous distributions, distribution function apcbbability density function of
the sample median are obtained. For these functioastral moments of the
sample median are calculated for different samipless

The distribution function of the sample median resented for odd and
even sample sizes by using order statistics. Affietaining these functions,
distribution function and probability density furmt of the sample median is
found for the continuous uniform distributions bwing properties of these
distributions. First two central moments of the panmedian are obtained for
uniform distributions which are studied and somé&es of these moments are
calculated for different sample sizes.

Keywords: Median statistic, order statistics, Uniform distrion,
distribution function, probability density functipexpected value and variance.
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1. dRIS

X1, X5, ... , X, rasgele dg@skenleri birbirlerinden b@amsiz ve ayni
F(x) dagilim fonksiyonuna sahip n birimlik 6rneklem olsufy, X,, ... , X,
orneklemi kiglkten blUye dgru Xy < Xp) < .. < X, seklinde
siralandginda, i = (1,2,... ,n) olmak kauluyla, X(;) rasgele dgiskenine
I'nci sira istatistgi adi verilir.

Sira istatistikleri, bu siralargnrasgele dgiskenlerin ve onlari
kapsayan fonksiyonlarin 6zellikleri ve uygulamalale ilgilenir. Sira
istatistikleri gunlik hayatta rasgelelik icerenydéa ve sistemler agisindan
pek cok uygulama alanina sahiptir. Onemli 6rneldardiri medyar(M)
istatistigidir. Medyan istatisfii, bir Orneklemdeki go6zlemler kigukten
biyUge siralandiinda ortadaki gozlemi temsil edergdf n cift bir sayi ise

M = %(X(g) + X(§+1)> ya da n tek bir say! isd = X(nTH) olur.
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2. SIRAISTATISTIKLER ININ DAGILIMLARI

Xy, X,, ..., X, rasgele dgskenleri birbirlerinden bamsiz ve ayniF(x)
dagihm fonksiyonuna sahip rasgelegigkenler olsunlar. Bu rasgele gligkenler
kicukten bly@ie da@ru Xy < X <+ <X seklinde siralandiklarinda,
i =1,2,..,nolmak Uzere&(;, rasgele dgiskeninei. sira istatistii adi verilir.

2.1. Xy Sira Istatistiginin Olasilik Yogunluk Fonksiyonu ve
Dagilim Fonksiyonu

Xy, X5, ..., X, rasgele dg@skenleri birbirlerinden bgaimsiz ve ayniF(x)
dagihm fonksiyonuna sahim birimlik érneklem olsunr =1, 2,...,n olmak
UzereX, sira istatistiinin olasilik ygunluk fonksiyonuf,.(x) ve surekli halde

dagilim fonksiyonuF, (x) sirasiyla gagidaki gibidir.

n!
r—D!'(n—nr)!

Cr,n =
£00) = Cn(FOO)  (1-F@)" f®) (2.1)

X

F () = j Crn(FO) (L = F)" 7 f(x) dx

2.2)

2.1.1. Duzgln(0,1) dghmi icin X, sira istatistiginin olasilk
yogunluk fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu

Xy, X5, ..., X, rasgele dgskenleri birbirlerinden b@msiz ve Duzgin(0,1)
dagimindan gelem birimlik 6rneklem olmak uzere;. (r =1, 2,... , n) sira
istatistiginin olasilik ygunluk fonksiyonuf,.(x) ve da&ihm fonksiyonuk,. (x)
asagida verilmektedir.



n!

£ = =gy G = (23)
0 , x<0
¥ n! r—1 n-r
E.(x) = J;)(r—l)!(n—r)!(x) 1—-x)""dx , 0<x<1
1 , x=>1
(2.4)

2.1.2. Duzgin(a,b) dgihmi igin X, sira istatistiginin olasilik
yogunluk fonksiyonu ve daggilim fonksiyonu

X1, X5, ..., X, rasgele dgskenleri birbirlerinden bamsiz ve Duzgin(a,b)
dagihmindan gelem birimlik 6érneklem olmak Uzere;. (r =1,2,...,n) sira
istatistiginin olasilik ygunluk fonksiyonuf,.(x) ve da&ilim fonksiyonuE.(x)
asagida verilmektedir.

n! x—a\""l/b—x\""" 1
fr(x)z(r—l)!(n—r)!(b—a) <b—a) b—a (2:5)
{ 0 , x<a
n! X ox—a\"l/b—x\"T 1
Fr(x):i(r—l)!(n—r)!_]; (b—a) (b—a) b—adx y a<x<b
1 , xX=b

(2.6)
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2.2. Xy Ve X5 Sira Istatistiklerinin Bile sik Olasilik Yogunluk
Fonksiyonu ve Bilgik Dagilim Fonksiyonu

Xy, X5, ... , X, rasgele dgskenleri birbirlerinden bamsiz ve aynF(x)
dagilim fonksiyonuna sahim birimlik rneklem olsunX,y r. sira istatisgi
(r=1,2,..,n)veXg s.siraistatistii (s = 1,2, ..,n) olmak Uzerd <r <s <
n igin X,y ve X sira istatistiklerinin bilgk olasilik ygsunluk fonksiyonu
fr.s(x,y) ve surekli halde bikgk dagilim fonksiyonuk, ¢(x, y) sirasiyla sagidaki
gibidir.

n!
T r-DiG—r-1D!(n-s)

A

olmak Uzerec < y icin

fsy) = AF@) (FO)—F@) ™ (1=F»)"  FOfG)

(2.7)
F;*,s(x; y) =
0 , X —> —ooveyay —> —®
| x Y r-1 s-r—1
_ j j A(F) (Fy)—F()) , —o<x<y<®
|x (1= FO)" fFf 0)dydx
k 1 ) X > ovpvey —
(2.8)

2.2.1. Duzgun(0,1) dguthmi igin X, ve X(5 sira istatistiklerinin
bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu ve bilesik dagilim fonksiyonu

Xy, X,, ..., X, rasgele dgskenleri birbirlerinden b@imsiz ve Duzgin(0,1)
dagimindan gelem birimlik 6rneklem olmak Gzerd, <r < s < nicginr. ves.
sira istatistiklerinin bilgik olasilik ygsunluk fonksiyonuf, ;(x,y) ve bileik
dagihm fonksiyonuk, ¢(x, y) asagida verilmektedir.

n!

A DI Gor =D tm—9)




olmak Uzere,
frsCoy) = A Hy —x)* (A - )" (2.9)
E’,s(x: y) =
( 0 , x<0veyay<o0
|
B 4] f AC)™ Iy — )57 11 — y) Sdydx 0<x<y<l1,
=170 Jo
1 , x=>1lvey=>1
(2.10)

2.2.2. Duzgun(a,b) dgilimi icin Xy ve X(s) sira istatistiklerinin
bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu ve bilesik dagilim fonksiyonu

Xy, X,, ..., X, rasgele dgiskenleri birbirlerinden bamsiz ve Dizgtin(a,b)
dagihmindan gelem birimlik 6rneklem olmak Gzerd, <r < s < nicginr.ves.
sira istatistiklerinin bilgik olasilik ygsunluk fonksiyonuf; s(x,y) ve bileik
dagihm fonksiyonuk, ¢ (x, y) asagida verilmektedir.

n!
A_(r_l)!(s_“f—l)!(n—s)!
olmak uzere,
X —an"1 y—X s—r—1 b_yn—s 1 2
E’,s(x::V)z
( 0 , X<aveyay<a
xry x —anT"1 Y —X s—-r-1 b_yn—s
4 b
_ LL (b—a) (b_a) (b—a) ’ a<x<y<
R NER
X
b—a yax
k 1 4 be:}’Zb
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3. MEDYAN ISTATISTiIGINiN DAGILIMI

Medyan istatigti, bir érneklemdeki gozlemler kicukten biggi dgru
siralandginda ortadaki gozlemi ifade edek;, X,, ... ,X, n olcimlu bir
orneklem veU medyan istatisgini temsil etmek tzere,

X(m+1) , n= 2Zm+1
Medyan =U = X(m)+X(m+1)

. , n=72m

olarak tanimlanir.

Bu balik altinda medyan istatiginin dagilimi Gzerinde durulmaktadir.
Oncelikle medyan istatiginin olasilik ygunluk fonksiyonu ve dalm
fonksiyonu genel halde sunulgiur. Daha sonra bu genel halden yola cikilarak
Duzgin(0,1) ve Duzgun(a,b) giamlari altinda medyan istatigtnin olasilik
yogunluk fonksiyonu ve dalim fonksiyonu elde edilngtir. Bu fonksiyonlardan
yola cikilarak medyan istatigtnin merkezi momentleri elde edilgibu merkezi
momentlere igkin bazi dgerler hesaplanarak tablolar halinde sunulitiu

3.1. Medyan Istatistiginin Olasilik Yogunluk Fonksiyonu ve
Dagilim Fonksiyonu

Teorem 3.1.0rneklem o6l¢limin = 2m seklinde bir cift sayr oldgunda
medyan istatisginin olasilik ygunluk fonksiyonufy (u) ve da&ilim fonksiyonu
Fy(u) asagida verilmitir.

[oe)

2m)!
fyw) =2 % [ F@u= vyt - Fopyreu - v e
m-1!)" 1
(3.1)
om) (%[
Fy(w) =2 ﬁf ](F(Zu — )™ (1 - F(v))™?!
m — ! —00 o

X fu—v)f(v)dvdu (3.2)
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Orneklem olcumiin = 2m + 1 seklinde bir tek sayl ise medyan
istatistiginin olasilik ygunluk fonksiyonufy,(x) ve da&ihm fonksiyonuFy (x)
asagidaki gibi elde edilmitir.

(2m+1)!

o) = = (P~ FE () (33)
2 ! r*
R =S [ F@ya - ey s (3:4)

Ispat. X, X,,.. , X, birbirinden baimsiz ve ayniF(x) dagilimina
sahipn birimlik bir drneklem olsunX(;) < Xz) < ... < X, sira istatistikleri
olmak Uzerel <r <s <n kosulu altindaX,y r. sira istatisfii ve X, s. sira

istatistigi olsun.

Orneklem élciimin = 2m seklinde bir cift say! oldgunda,

(2m)!

B= DG D am =9

olmak lizere
fsy) =B(F) (FO)-F@) ™ (1-FO) ™ FOOf®)
(3.5)
X(m) VEX(m+1) icin;
(6y) = ——ymi(R () — F0)°
fm,m+1 x:y - (m _ 1)| 0| (m _ 1)| (X) y (X)
X (1= FO))™  fOf ()
(Zm)! m—1 m—1
=——|(F 1—-F 3.6
n O (F)"  (1=FO)™ F)f ) (3.6)

Orneklem 6lcim2m oldugundan medyan istatigtim’nci ve(m + 1)’inci
sira istatistiklerinin ortalamasi olacaktir:



Xom +X2m

& TG X(m) + Xom+1)
U= > > (3.7)
Ximy = X VeX(m41) =Y denirsel = % olur.
y = v denirsex = 2u — v olur.
fuyWv) = frame1Qu—v,v) ] | (3.8)
du dv
det = |det
det ()| AXm+1)  AX(m+1)
du dv
2 -1 _
Jdet [0 1 ||=2
Bu durumda
(2m 1
fuyuw,v) = Zﬁ (Feu-v)""(1-Fw)"™" Y Qu - v)f()
m —
3.9

Oyleyse medyan istatigthin olasilik ygunluk fonksiyonuf,(u) ve
dagilim fonksiyonuF; (u) sirasiyla sagidaki gibi elde edilmtir.

fo) = 221 f (F(2u — v))™ (1 = F@)™ ' f (2u — v)f (v)dv
((m— ))

ve
(2m)!

Fy(u) = 2———— F(2u —v))™ (1 — F(v))™!

o) =27 = ))f f( (Qu =)™ (1~ ()

X f(2u —v)f(v)dvdu

Orneklem o6lglimin = 2m + 1 seklinde bir tek sayi ise, medyan istafisti
(m + 1)’inci sira istatistgine sit olacaktir. Bu durumda = 2m + 1 6rneklem



dlcimu icin medyan istatiginin olasilik ygunluk fonksiyonuf, (x) ve da&ilim
fonksiyonuFy,(x) , formdl (2.1) ve (2.2)'den yararlanilarak, siydaiasagidaki
gibi elde edilmjtir.

fu(x) = (22" +) D! p ey - Py
Fy(x) = (Zm * 1)' f FOO™(L— F)™f () dx

3.1.1. Dizgiun(0,1) dglmi icin medyan istatistiginin olasilik
yogunluk fonksiyonu ve daggilim fonksiyonu

X rasgele dgskeni Duzgin(0,1) dalimina sahip iseX rasgele
degiskeninin olasilik ygunluk fonksiyonu ve dalim fonksiyonu sirasiyla
asagida verilmitir.

1, 0<x<1

f@) = {0, diger yerlerde (3.10)
0o , x<0

F(x) = {x , 0<x<1 (3.11)
1 , x=>1

Teorem 3.2. X;, X,,... , X, birbirinden b&msiz ve Dlzgin(0,1)
dagilmina sahipn birimlik bir 6rneklem olsun. Orneklem olgumii = 2m
seklinde bir ¢ift saylr oldgunda medyan istatiginin olasilik ygunluk
fonksiyonufy (u) ve da&ihm fonksiyonuF, (u) sirasiyla gagida verilmitir.

fw =
(2m)! & (2u — 1)1k (1 — )Mk _ (1 — 2y)mHk 1
{(Z(m—l)!kzzok!(m—l—k)! —— » O<u<y
) em) & Qu— 1tk (1 — gk 1
lkz(m—l)!kzok!(m—l—k)! Mtk » gsus<d
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Ao 2(2m)!
T km-D!'(m-1-k)!(m+k)

olmak Uzere,
F(u) =
f 0 ) u<o0
k=0 j=0 m—k+j Jl(m+ k — j)12mtk+t ’ u >
(—D)™(2u — 1)2™ — 1)
4m
a mz_l p 'ik (m + k)l (~1)mkezi+1 L
L\ L jlm A+ k= I2mR (m =k + ) , 5 <u
= ]:
(—1)m+k+1 N Tik (m n k)' (_1)1(2u _ 1)m—k+i
4m = iV(m+k—0)2mk+1(m — k + i)
i=
\ ! ) uz=1
(3.13)

Orneklem 6lglimin = 2m + 1 gibi bir tek sayl ise medyan istatjgtin
olasilik yagunluk fonksiyonu f;(x) ve da&ihim fonksiyonu Fy(x) sirasiyla
asagidaki gibi elde edilmitir.

2m + 1)!

m _ m
fr0 =1 @z X A =R, 0<x<1 (3.14)
0 , d.y.
0 , x<0
m
_J@m+1)! (—1)kxmti+l
Fu() == Lk =l (m +k+1) 0<x<l
k 1 , x=>1
(3.15)

Ispat. Orneklem o6lciimin = 2m seklinde cift bir sayl ise medyan
istatistiginin  olasilik ygunluk fonksiyonunun elde edilmesi igin o6ncelikle
fonksiyonun tanimli oldgu bolgenin belirlenmesi gerekmektedir.
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0<2u—-v<1 sitsizliginden yola cikilarakv <2u ve v>2u—1
esitsizlikleri elde edilir.

0 < v < 1 ssitsizligi ve u < v kosulu unutulmamalidir.

Bdylece medyan istatigtin olasilik ygunluk fonksiyonunu bulmak icin
alinacak integralin sinirlarini  belirlemek amaciylgrafik yonteminden
yararlanilabilir.

Sekil 3.1. Diizgun(0,1) dalimi igin f; (w)’nun taniml oldgu bdlge

v v+1
\ u=-
2

| »
»

Sekil 3.1'de gosterilen tarali alan medyan istaiisin olasilik ygunluk
fonksiyonunun tanimli oldtu bélgedir. Bu bolge'dan 1/,'ye ve 1/,'den1e

olmak Uzere iki alt bolgeden aimaktadir. Bu nedenle elde edilecek olasilik
yogunluk fonksiyonu parcali bir fonksiyon olacaktir.

1
(O, E) bolgesi icin:

2u
f(u) = 2%-{ (2u — U)m_l(l - U)m_ldv (3.16)
m — . u

l—-v=tisev=1-—tvedv = —dt olur.

(2m)!

1-2u
mfl_u tm‘l(Zu -1+ t)m_l(—dt)

fw =2
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m-—1

(Qu—-1)+ 1:)m_1 = Z m (Zn__lli! o] (2u — 1)Mm~1-k¢k (3.17)
k=0

Oyleyse

Fu) = 2—2m! S

((m _ 1)')2 - k! (m —1-— k)' (Zu - 1)m—1—k fl_u th tm—l(_dt)

) = 2 em = (2u— 1)k
—p _

tm+k—1dt
((m—1)) e ktm—1-Kk)'J, 5y

@m) N Qu— 1"k (1 - - (1 - 2w

f(“)zz(m—1)!k=0k!(m—1—k)! m+k
(3.18)
elde edilir,
E 1) bélgesi icin:
fQu) = %f;@u — )11 — p)"1dy (3.19)
1-v=tisev=1—tvedv = —dt olur.
Bu durumda
f(u) = %L:((Zu 1)+ t)m_ltm‘l(—dt)

o 202m)! (m — 1)! (u — 1)m-1-kgm+k=1
f(u)—((m_l)' f kzo k!'(m—1-k)! dt

22m)! &= (m—1)! U
f(u):((m—1)!)2kzok!(m—l—k)!(zu_l) kfo tmrk-1ge
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2(2m)! R (2u — 1)1k (1 — w)mek

faw Tm-D L m-1-0 mtk (3:20)
elde edilir.
Bu durumda medyan istatgtin olasilik ygunluk fonksiyonu
fa) = |
( 2m)! O Qu-—1)m 17k (1 — w)m+k — (1 — 2y)m+* . 1
(m— D! £kl (m—1— k)l m+k  Ususy
] em) & Qu— 1ymik (1 — wmk 1.
m—D! L m—1-K! m+k 2=

olarak elde edilir.

Medyan istatigtinin dagilim fonksiyonuF (u) asagida elde edilmtir.

1
(O, E) bolgesi icin:

m-—1

B 2(2m)!
FQu) = kzzok!(m—l)!(m—l—k)!(m+k)
X [0 =™ — (1= 2u)™) (2u — 1)K du] (3.21)

u u
C= f (1 —w)™kQu — )™ *qu — f (1 —2w)™*Q2u—-1)""1"*qu
0 0

(3.22)

A= j u(1 — W)™ Qu — 1) 1 kqu (3.23)

ve
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u
B = j (1 —2w)™*Qu - 1)™1"*qu (3.24)
0
C=A-B (3.25)
A integrali igin:
2 1=tised _dt 1 —q t+1_1—t 1
u = tr1se u—zve u = > = > olur.
Bu durumda
2u—1 m+k 2u—-1
(1-1) L dt 1 L
A= L " k7:—2m+k+1f_ (1 — )ym*kem=1-kqe
(3.26)
olur. Burada
m+k m+k
a-gree=>" (" N ") COLEDY A1y @327)
: J L jt(m+k —j)! '
j=0 j=0
Oyleyse
m+k . _
iy (m + k)t (=1)/ f Cmek-14] gy
L j! (m+ k —j)l2m+k+t |
]:
. ’i" M+ (—1)  (2u— 1)+ — (—1ym-k+i .
L jlmt k- ramik (m—k+j) (3.28)
]:

esitli gi elde edilir.
B integrali igin:

dw 2u—-1 dw
2u—1=wisedu = > ise B = f (_V,,)m+kwm—1—k7
-1

-1 m+k (2u-—-1
B = —( ) f w2m=1ldw
2 -1
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™R (Qu-1)Pm -1

2 2m
_(=D™(Qu—-1)Pm - 1)
_ — (3.29)
Sonug olarak
- 2(2m)!

Flw = kZOk!(m—l)!(m—1—k)!(m+k)(C)

m-—1
B 2(2m)! A_p
_kzok!(m—l)!(m—1—k)!(m+k)( )
kS 2(2m)! T (m+ k)1 (~1))
S Lkl(m—-1D)!(m-1-k)!(m+k) Z m—k+j

k=0 j=0

(Qu— )™ *H — (=)™ k) (=)™ (Q2u — 1)?™ — 1)
Tt k—przmEe 4m >

(3.30)

elde edilir.
1
[5' 1) bolgesi icin:

m-—1
~ 2(2m)!
F(u) = kzz()k!(m_l)!(m_l_k)!(m+k)

1
X { j 2[(1 — W)™ — (1 = 2u)™ ] (2u — 1)™ 1k dy

+ Lu(Zu — Mk —w)™tdy (3.31)

2
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N[~

A= f [(1—w)™ — (1 - 2u)™*]|(2u — 1)™ 1 kdy (3.32)
0

ve
u

B = _[1 Qu — D™ 17k(1 —u)™*du ise

2
W=A+B (3.33)

Bu boélim hesaplamrkeﬁO,%) bdlgesi icin yapilan doguamlerden

yararlanilabilir. A integrali formul (3.22)’tekiC integralinin aynisidir. Sadece
integrallerin sinirlar désecektir.

m+k

4= Z (m + k)! (_1)]' (_1)m—k+j+1 (_1)m+k+1
B ,Oj!(m+k—j)!2m+k+1 (m—k+)) 4m
]:
m+k (m + k)l (_1)m—k+2j+1 (_1)m+k+1
= — 3.34
Z)j!(m+k—j)!2m+"+1(m—k+j) 4m ( )
]:
u
B = fl 2u — 1)"“1‘"(1 — u)m”‘du (3.35)
2
dt 1—t
2u—1=tisedu=?ve1—u= olur.
Bu durumda
2u—1 m+k 2u—1
L . (1=1) dt 1 L
B:f tm k 1W?:WI tm k 1(1_t)m+kdt
0 0
olur. Burada
m+k " k m+k (m n k)'
_Nmtk _ m )_ii_z L anigd
1-t —Z( ;o )EDt = i!(m+k_l,)!( 1)t (3.36)

i=0 i=0
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Boylece

il(m+ k — i)l 2m+k+1 |

m+k . _
B = Z (m+ k) (=1)' qu 1tm—k—1+idt
i=0

m+k . ]
_ (m+ k)! (=1D)*(2u — 1)mk+t
- ; it(m+k — )12+ (m — k + 1) (3.37)
Sonug olarak
= 2(2m)!
P = kzzok!(m—l)!(m—1—k)!(m+k)(A+B)
F(u) =
_ < 2(2m)! = (m + k)! (=1)m-k+2j+1
= kzzok!(m—l)!(m—l—k)!(m+k) ;j!(m+k_j)!2m+k+1(m_k+j)
(_1)m+k+1 m+k (m + k)! (_1)i(2u _ 1)m—k+i
—_— 4m + ; 0! (m +k— l)' 2m+k+1(m —k+ l)) (338)

elde edilir.

Sonug olarak medyan istagigtin dasilim fonksiyonunu

Ao 2(2m)!
T km-D!'(m-1-k)!(m+k)

olmak Uzere,
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F(u) =
( 0 ) u<o
m—1A = (m + k)l (-1) ((2u — 1)m=k+J — (—1)m=k+)) o
k=0 =0 m—k+j Jl(m + k — j)! 2m+k+1 ) u >
(D™ (Qu—-1)"m-1)
4m
=4 m—lA Tik (m + k)! (_1)m—k+2j+1 1 3 < 1
P j_Oj!(m+k—j)!2m+k+1(m_k+j) , 5 Su
k . .
(—1)miett + mz+: (m+k)! (=1)'(Ru — 1)™mk+
4m e i(m+k—D12mk+1(m — k + i)
L=
\ ! ’ u=1

olarak elde edilir.

Medyan istatisti 6rneklem o6lgimin = 2m + 1 seklinde bir tek sayi olan

ve Duzgin(0,1) dalimindan gelen bir 6rneklem Uzerinden elde eglidie
medyan istatisgi X4,y olur. Bu durumda medyan istat@gtin olasilik

yogunluk fonksiyonuf;(x) ve da&ilhim fonksiyonu F;(x), formil (2.1) ve
(2.2)'den yararlanilarak, sirasiylgagidaki gibi elde edilmtir.

2m+ 1)! m m
fy(x) = { (m!)2 —x™(1 —x)
0

2m+ 1)!

Fy(x) = (mh)?

X
f x™(1—x)Mdx
0

em+D! (¥ om!
BCDE fo x Zk! (m—k)z(_l)kxkd"
k=0

em+ DI (D
T ml kzok!(m—k)!

X
f x™Mrk gy
0

m

_@m+1)! Z (—1)fxmrit

m! k=0k!(m—k)!(m+k+1)

olarak elde edilir.

, O0<x<1

, d.y.

(3.39)
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Oyleyse
0 , x<0
m
Fy() = (meJ: - Z Kl (m(: ic))k!)zr"rl:-llcfli T ¢ Osx<l
k = 1 , x=1
olur.

3.1.2. Dizgun(0,1) dguhmi icin medyan istatistiginin  ilk iki
merkezi momenti ve varyansi

Teorem 3.3. X;, X,,.. , X, birbirinden bg&msiz ve Duzgun(0,1)
dagilimina sahipn birimlik bir 6rneklem olsun. Orneklem 6lglimii = 2m
seklinde bir ¢ift sayl oldgunda medyan istatiginin beklenen dgeri E(U), ikinci
merkezi momentE (U?) ve varyansV (U) siraslyla gagida verilmitir.

m-—1 m+k i
B 2(2m)! (m + k)l (—1)m-k+2i+1
EU) = kzzok!(m—l)!(m—k—l)!(m+k)(; [ (m + k — D)l 22
1 (_1)m+k+1 1
X((m—k+i)(m—k+i+1)>_ 4 2mC2m+ 1)
m+k .
(m+ k) (—1)/ 2m—k+j)+1
+]Zoj!(m+k—j)!2m+k+2 ((m—k+j+1)(m—k+j)> (3.40)
m-—1 m+k .
B 2(2m)! (m+ k)! (—1)mFer2itl
E() = kzok!(m—l)!(m—k—l)!(m+k)<; [ (m + k — 1)l 2+
1 2 1 (—1)m+k
X(m—k+i+2_m—k+i+1+m—k+i)_ 8
m+k i
1 2 - (m + k) (=1))
x(2m+2+2m+1+%)Jr jZOj!(m+k—j)!2m+k+3

1 2 1
X + + 3.41
(m—k+j+2 m—k+j+1 m—k+j>> ( )
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_k 0k!(m—1)!(m—k—1)!(m+k) - i'(m+ k — i) 2m+k+3
= =
X( 1 2 N 1 ) (—=1)mtk
m—-k+i+2 m-k+i+1 m-k+i 8
X( s S )+’§:" (m + k) (=1))
2m+2 2m+1 2m _Oj!(m+k—j)!2m+k+3
]:
x( 1 N 2 N 1 )
m—k+j+2 m—-k+j+1 m-k+j
mf 2(2m)! N (m+ )l (-
kok!(m—l)!(m—k—l)!(m+k) ,Oi!(m+k—i)!2m+"+2
= =

1 (_1)m+k+1 1
X((m—k+i)(m—k+i+1)>_ 4 2m@m+ 1)

2
m+k

+z (m + k)! (=1)/ ( 2m—k+j)+1 )) (3.42)

jlim+k—j2mtkr2\(m—k+j+ 1) (m—k+j)

j=0

Orneklem 6lgcimth = 2m + 1 seklinde tek bir sayi oldiunda medyan
istatistizinin beklenen dgeri E(X), ikinci merkezi momentE (X?) ve varyansi
V(X) sirasiyla gagida verilmétir.

Q2m+ 1) v (—=1)k
EQX) =— Lkl (m =10} (m +k +2) (3.43)
m LY
) — (2m + 1)! (-1) (3.44)

m! k=0k!(m—k)!(m+k+3)

V(X)) =EX?) - [EO]
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2m+ 1) v (-1)*

Ve =—/ Lk m =10} (m +k +3)

2

m _1\k
_ <(2m +1)! 1) ) (3.45)

m! kzok!(m—k)!(m+k+2)

ispat. Duzgin(0,1) dalimindan gelen ve orneklem Olcimii= 2m
seklinde bir ¢ift sayr olan drneklem igin medyanatsgtisinin beklenen dgeri
E(U), ikinci merkezi momentk (U?) ve varyansV (U) sirasiyla gagidaki gibi
elde edilmgtir.

1 1

EU) = j+oouf(u)du = jiuf(u)du +J-1 uf (u)du (3.46)

1

> 1
A= jzuf(u)du veB = _[1 uf (u)du

ise

m-—1
B 2(2m)!
A= kzzok!(m—l)!(m—k—l)!(m+k)

X fzu(Zu — )™ k11 — w)™k — (1 — 2u)™*]du
0

k=0

m-1 .
2(2m)! : - N
=Zk!(m—l)!(m—k—l)!(m+k)<jo uRu — 1)™ k1 (1 — W)™k gy

ey

2
- j uu — 1)m k=1 (1 - 2u)m+"du> (3.47)

1

2
C = f uu — 1)™ k=1 (1 — u)™t*qu, (3.48)
0
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1

D =.fzu(Zu——1)m’k‘1(1——2u)m+kdu (3.49)
0

diyelim. Bu durumda

m—1
B 2(2m)!
A= kzzok!(m—1)!(m—k—1)!(m+k)(C_D)

olacaktir.

C integrali icin:

) 1= tisel 11—t t+1 p _dt 1
u = tr1se u= > ,u = ) ve u—zour.

J‘ t+1)(1- )m+ktmrk—1§£

2m+k 2

1

= 2m+k+2

0
-1

2m+k+2f (™ k4 gm—k= 1) Z (m + k! (—1)iti dt

i'm+k—

T mARIED (0 0

il (m+k—-1i)!2 1 1
B nik (m + k)' (_1)1 0— (_1)m—k+i+1 N 0— (_1)m—k+i
_,0i!(m+k—i)!2m+k+2 m—k+i+1 m—k+i

l=

m+k .
_ Z (m+ k) (-1)! —1ym k+l+1( 1 B 1 )

i'!(m+k — i) 2m+k+2 m—k+i m—k+i+1

i=0

tk (m + k)' (_l)m—k+2i+1( 1

ilm+k—=0D12mk2 \(m—k+i)(m—k+i+ 1)) (3.50)

i=0
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D integrali igin:

t+1 dt
vedu = > olur.

2u—1=tisel —2u=—-t,u=
0

(t+1) dt

D = tm—k—l -1 m+ktm+k_

| e )

-1 m+k (0
4 -1

-1 m+k (0
= LJ- (th + th—l)dt
4 -1

_1\ym+k —_ (—_1\2m+1 _(_1\2m
_&D <o (-1 +o (1)>

B (_1)m+k+1 1
- 4 2mQ2m+ 1D (3.51)
ise
- 2(2m)!
A= kzzok!(m—1)!(m—k—1)!(m+k)(C_D)
_ = 2(2m)! s (m + k)! (—=1)mk+2i+1

1 (_1)m+k+1 1 :
X((m—k+i)(m—k+i+1)>_ 4 2m(2m+1)> (3.52)

m—1 2(2m)! 1 . o
- ;k!(m_l)!(m_k—l)!(m+k)j% u(@ =)™ 2 = 1) du

Integral incelenecek olursa,

t+1 1—-t dt
2u—1=tiseu=T,1—u:
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L Lit+1) (1 =t)mtk dt
fl u(l _ u)m+k(2u _ 1)m—k—1du — f ( > ) ( ) tm—k—l_
= 0

2m+k 2

1

2m+k+2

1
0

m+k

1 1 (m+ k)! o

— m—k m—k—1 —1YJ+J
2m+"+2_[0(t +t )Z)j!(m+k—j)!( 1)/e’ d
]:

m+k

m+ k) (—1)/ o o
= Z m ( ).(, T,)H,Hz (f tm+1"kdt+f tm“‘k‘ldt)
jlim+k—j)'2 0

j=0 0

m+k

_Z (m+k)! (-1)/ ( 1 N 1 )
CLjlmtk=pr2mtk2\m—k+j4+1 m-—k+j

j=0

m+k

(m +k)! (-1) ( 2m—k+j)+1 ) (3.53)

- Zj!(m+k—j)!2m+"+2 m—k+j+1)(m—k+))

j=0

olup
i m+k ]
= 2(2m)! (m+ k) (=1)/
- kz—ok!(m_1)!(’"_"_1)!(m+k)(}.Z;j!(m+k—j)!2m+k+z
2(m—k+j)+1
* <(m —k+j+1D(m—k +j)>) (3.54)

bulunur. Sonug olarak,

m-1 m+k .
2(2m)! (m + k) (=1)m—k+2i+1
EW) = kZOk!(m—l)!(m—k—l)!(m+k)( 4 i'(m+ k — i) 2m+k+2

i=

1 (_1)m+k+1 1
X((m—k+i)(m—k+i+1)>_ 4 2m@m+ 1)

m+k

(m+k)! (-1)/ 2m—k+j)+1
+Zj!(m+k—j)!2m+k+2((m—k+j+1)(m—k+j)>

j=0
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Duzgin(0,1) dalimindan gelenn = 2m o6lcimltu  bir 6rneklem icin
medyan istatisginin ikinci merkezi momentiggidaki gibi elde edilntir.

L 1

E(U?) = f+oou2fu(u)du = fzuzfu(u)du + fl u?fy(w)du=A+B (3.55)
— 00 0

1

A =f0 u?fy(u)du ve B =f% u?fy (uw)du olur.

N[~

N 2(2m)!
B k=0k!(m—1)!(m—k—1)!(m+k)
1
2
X f u?Ru — ™R (1 —w)™k — (1 — 2u)™ ] du
ey 2(2m)! 7
_ kzo 1 g T e (fo u?(2u — ML (1 — )™ du
- fiuz(Zu —1)mk-1(1 — Zu)m”‘du) (3.56)
0
W= fiuz(Zu — )M k=1 (1 —w)™trdu (3.57)
0
ve
1
2
V= f u?Ru — )™ k1 (1 — 2u)™rdu (3.58)
olsun.
Bu durumda
A= 2(2m)! W -1

0k!(m—l)!(m—k—l)!(m+k)

&
Il
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W integrali icgin:

5 1=tisel _1—t _1+t d _dt 1
u = tise u=——u=——vedu=— olr

0 2 k
W = f ((t : 1)) a-o= tm‘"‘1£
1 2 2m+k 2

1 0
= W[ (tz + 2t + 1)(1 — t)m+ktm—k_1dt
-1

1 0 m+k ( " k)'
— m—k+1 m-—k m—k—-1 AN 4L
_2m+’<+3j_1(t et tt )Zoi!(m+k—i)!( Ditdt
1=
m+k .
(m+ k)!'(—1) fo : : .
— . i (tm—k+1+l + 2¢m—k+i + tm—k—1+1) dt
Z i'(m+k — i)l 2m+k+3 )

i=0

"‘i" (m + k)! (=1)! (o - (Dm0 (e

_Oi!(m+k—i)!2m+’<+3 m—k+i+2 m—k+i+1
=

0— (-1 m—k+i
R e
m-—k+i
m+k (m+k)!(—1)i (_l)m—k+i+3 (_l)m—k+i+2
_Zi!(m+k—i)!2m+’<+3(m—k+i+2 2m—k+i+1

=0

_1\ym—k+i+1
+L)

m—k+i

k ,

& (m + k)l (=1)mkr2i ( 1 2 L2 )
i'm+k—0D12Mm**k3 \m—k+i+2 m—-k+i+1 m-k+i

(3.59)
V integrali igin:

t+1 dt
ve du = — olur.

2u—1=tisel —2u=—-t,u=
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O (t+1)2 dt
V= tm—k—l -1 m+ktm+k_

—1 m+k (0
= %f (t? + 2t + D™ 1dt
-1

(_1)m+k 0
— 8 f (t2m+1 + 2t2m + th—l)dt
-1

0— (_1)2m+1

8 2m+ 2

_1m+k 0— _12m+2
_D n=
2m+1

(—1)"‘*" -1 2 -1
- ( + 4 —)
8 2m+2 2m+1 2m

Sonug olarak

m+k

m—1
B 2(2m)!
A= ;k!(m—n!(m—k—n!(mm)(z

i=0

2m

_ (_1\2m
L0 (1)>

(3.60)

(m + k)! (_1)m—k+2i+1

i'(m+k — i)l 2m+k+3

B (_1)m+k

( 1 2 1
X —
m—-k+i+2 m-—-k+i+1

x( -1 N 2 +—1)
2Zm+2 2m+1 2m

B integrali igin:

2(2m)!

m-—1 1
b= kzzok!(m—l)!(m—k—l)!(m+k)f% “

Integral incelenecek olursa:

t+1 1-t

2u—1=tiseu=——,1
u 1seu >

—-—Uu =

+
m-—k+i

8

(3.61)

2(1 _ u)m+k(2u _ 1)m—k—1du

(3.62)

dt

vedu = > olur.
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! Lt + 12 (1 —t)mtk dt
fl u?(1 —w)™kQu — )™ 1dy = f ( > )" ( ) gm—k-12°
2 0

2m+k 2

1 1
k+3j (tz + 2t + 1)tm—k—1(1 _ t)m‘l-kdt
0

2m+

m+k

1 1 . . .
= A A A Z —1)/t/ dt
2m+k+3j0 ( + + ) jzoj! (m+k —j)!( )

~ mik (m + k) (=1))

£ 1 (m+ k — )1 2m+3
]:

1
0

m+k

_z (m+ k) (-1)/ ( 1 N 7 L1 )
T Lijimtk—D2mtk3\m—k+j+2 m—k+j+1 m—k+j

j=0

Oyleyse

m-1 m+k ]
_ 2(2m)! (m + k)! (1)’
= kzzok!(m—l)!(m—k—l)!(m+k) jZ()j!(m+k_j)!2m+k+3

1 2 1
x .
(m—k+j+2+m—k+j+1+m—k+j> (3.63)

Sonug olarak medyan istatigtiin ikinci merkezi momenti

E(U?) = 75:1 2(2m)! <m+k (m + k)! (—1)m-k+2i+1

Kk(m-D!(m—-k—-1D!'(m+k) . it(m+ k — i) 2m+k+3

k=0 -

X( 1 2 N 1 ) (—1)m+k
m—k+i+2 m-—-k+i+1 m-k+i 8

—1 2 -1 (m+k)!(-1)/
><< + +—>+ E . :
2m+2 2m+1 2m £ j! (m+ k — j)l 2m+k+3

J=0

1 2 1
(m—k+j+2 m—k+j+1 m—k+j>>
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olarak elde edilir.
X rasgele dgskeni Duzgin(0,1) dalimina sahip oldgunda ve 6rneklem

Olcimin = 2m gibi ¢ift bir sayl oldgunda medyan istatiginin varyansi
asagidaki gibi elde edilir.

V(U) = E(U?) - [E()]? (3.64)

flamte m+k .
_ 2(2m)! (m + k)! (—1)m-k+2i+1
_kzzok!(m—l)!(m—k—l)!(m+k)( i'(m+k — i)l 2m+k+3

i=

X( 1 2 N 1 ) (—=1)mtk
m—k+i+2 m-k+i+1 m-k+i 8

( s S )+’§:" (m + k) (=1))
X —

2m+2 2m+1 2m Ly jl(m+k — j)l2m+k+3

Jj=0

1 2 1
X + +
(m—k+j+2 m—k+j+1 m—k+)>

- 2(2m)! iy (m+ k)! (_1)m—k+2i+1
- kzzok!(m—l)!(m—k—l)!(m+k) i'(m + k — i)l 2m+k+2

i=

1 (_1)m+k+1 1
X((m—k+i)(m—k+i+1)>_ 4 2m@m+ 1)

2

m+k .
(m + k)1 (1)) 2m—k+j) +1
+Zj!(m+k—j)!2m+"+2<(m—k+j+1)(m—k+j)>>

j=0

Orneklem o6lcimi = 2m + 1 gibi bir tek sayl ise medyan istatigtiin
beklenen dgeri E(X), ikinci merkezi momentk (X?) ve varyansV (U) sirasiyla
asagidaki gibi elde edilir.
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1

E(X) =] Xfy(x)dx

0

(2m+1)!

E(X) = )2

1
f xx™(1 — x)™dx
0

em+D! (1 m
G DE fo x Zk!(m—k)!(_l)kxk dx
k=0

em+DIe (CDE ot
T T kzok!(m—k)!fox dx
@em+ DI (—1k

m! kzok!(m—k)!(m+k+2)

1

E(X?) =f x2fy(x)dx

0

em+0!(t, "
:WJ;XX (1—X) dx
C@m+DIC (DF
T m ;k!(m—k)!jox o dx
@em+ DI (—1k

T m! kzzok!(m—k)!(m+k+3)

(3.65)

(3.66)

X rasgele dgskeni Duzgun(0,1) dalimina sahipse ve 6rneklem 6lcimu
n = 2m + 1 gibi bir tek sayI ise medyan istatigtin varyansi gagidaki gibi elde

edilir.

V(X)) =EX?) - [EO]

(3.67)
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m _1\k
Voo = (2m + 1)! (-1) <(2m +1)!

ml k_Ok!(m—k)!(m+k+3)_ m!

2

N (-D*
X;k!(m—k)!(m+k+2)>

olarak elde edilir.

3.1.3. Duzgin(0,1) dghmi icin  medyan istatistiginin
hesaplanms ilk iki merkezi momenti ve varyansi

Bu bolimden = 2m ve n =2m+ 1 6rneklem duzeylerinde farkin
degerleri icin medyan istatigtinin beklenen dgeri, ikinci merkezi momenti ve

varyans! hesaplanarak tablolar halinde vesilimi

Duzgun(0,1) dgihmi ve n = 2m Orneklem olcimui icin elde edilen
sonugclar gagida verilmitir.

Tablo 3.1.Duzgin(0,1) ver = 2m i¢in elde edilen sonuclar

m E) E(U?) V(U)

1 0,5 0,291667 0,041667
2 0,5 0,283333 0,033333
3 0,5 0,276786 0,026786
4 0,5 0,272222 0,022222
5 0,5 0,268939 0,018939

Duzgun(0,1) daulimi ven = 2m + 1 6rneklem 6lcimu icin elde edilen
sonuclar gagida verilmitir.
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Tablo 3.2.Dizgun(0,1) ver = 2m + 1 i¢in elde edilen sonuglar

m EU) EU?) V)

1 0,5 0,300000 0,050000
2 0,5 0,285714 0,035714
3 0,5 0,277778 0,027778
4 0,5 0,272727 0,022727
5 0,5 0,269231 0,019231

3.1.4. Duzgin(a,b) dgilimi icin medyan istatistiginin olasilik

yogunluk fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu

X rasgele dgiskeni Duzgun(a,b) dalimina sahip iseg < b olmak lzere

1

f(x)=yb—a’
0,
0 ,

F _ X —a

(x)_ b—a 1]
1 ,

Teorem 3.4. X, X,,

a<x<b

diger yerlerde

x<a
a<x<b

x=b

(3.68)

(3.69)

.., X, birbirinden b&msiz ve Dizgin(a,b)
(a < b) dagilimina sahipn birimlik bir 6rneklem olsun. Orneklem 6lgimu
n = 2m seklinde bir ¢ift sayl oldgunda medyan istatiginin olasilik ygunluk
fonksiyonufy (u) ve daihm fonksiyonuF, (u) sirasiyla gagida verilmitir.
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fw =

55 22m)!' (2u — b — a)™ k-1
kzzo m—-—D'kIm—k—1)!'(b—a)?™(m+ k)

X (b —wW)™* — (b + a — 2u)™tk)

= Til 2(2m)!
i (m— Dk (m —k — DI (b — a)?™

_ m+k
X (2u—b —a)™ k-1 —(bmzf}_)k
\ 0
K= 2(2m)!
S m=-Dk!'(m—k -1 (b—a)®™(m+k)
olmak Uzere
FU(U) =

( 0 )
m—1 m+k . :
(m+k)!' (b — a)™k-i{(—1)
OK<Z Tm+k—012m i (m—k+0)
X (2u— (b + a))™ k) — (a — p)ym K+
_ (_1)m+k

— (Qu—-(Gb+a)* - (a- b)zm))

k= i=0

4m

N, ’i" (m + )1 (b = ™)
i'm+k—0D12m* 1 (m—k+i)
(_1)m+k+1

4m
(m+ k)! (b — a)™tk=J(—1)/
* Zj!(m+k—j)!2m+"+1(m—k+j)

7=0
X (2u — (b + a))™ k)
\ 1 )

k=0 i=0
X (a _ b)m—k+i _

m+k

(a — b)*™

a+b
, a<<u<

a+b
, > <u<b

, diger yerlerde

(3.70)

u<sa

a+b

a<<u<
2

a+b

<u<b

u=b>b

(3.71)

Eger Orneklem olgumin = 2m + 1 seklinde bir tek sayr ise medyan
istatistiginin olasilik ygunluk fonksiyonufy(x) ve da&ilim fonksiyonuFy (x)

sirasiyla gagida verilmatir.
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Cm+DIx—a)™(b—x)™

) b
fulx) = (m!)2 (b — a)?m+1 a<x<
0 , diger yerlerde
(3.72)
I{ 0 ) x<a
m
(2m + 1)! (b — a)m_k(—l)k (x — a)m+k+1
Fu(x)_4 m! kZO k!'(m —k)! mtk+1 a<x<b
L 1 ) x=b
(3.73)

Ispat. Orneklem 6lciimin = 2m seklinde cift bir sayr ise medyan
istatistiginin olasilik yg@unluk fonksiyonunun elde edilmesi icin 6ncelikle
fonksiyonun tanimli oldgu bolgenin belirlenmesi gerekmektedir.

a < 2u — v < b esitsizliginden yola cikilarak v < 2u —a vev > 2u —
b ssitsizlikleri elde edilir.

a < v < b ssitsizligi ve u < v kosulu unutulmamalidir.
Bdylece medyan istattin olasilik ygunluk fonksiyonunu bulmak icin

alinacak integralin sinirlarini  belirlemek amaciylgrafik yonteminden
yararlanilabilir.
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Sekil 3.2. Duzgun(a,b) dahmi icin f; (w)’'nun tanimh oldgu bolge

v

v=a

! : » U
a+b
- a — b
2 2

Sekilde gOsterilen tarali alan medyan istagisin olasilik ygunluk
fonksiyonunun tanimh oldiu bélgedir. Bu bélge’dan%b'ye ve%b’den b’'ye

olmak Uzere iki alt bolgeden almaktadir. Bu nedenle elde edilecek olasilik
yogunluk fonksiyonu parcali bir fonksiyon olacaktir.

at+by .
(a, > )bolgesn(;ln:

=2 [T ) =)
(3.74)
22m)! (2 (Qu—v —a)(b—v))™ !
sy fu e dv
b—v=tisedv=—dtvev =>b—tolur.
2(2m)!

fw =

b+a-2u
((m — 1)')2(b _ q)2m fb_u (t(zu —b+t— a))m_l(—dt)
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B 2(2m)!
(m — D) (b — )2

b—u
f t™ 1 ((Qu—-b—a)+ t)m_ldt (3.75)
b+a-2u

m—1
(Qu—b—a)+ t)m_l = kZO (m; 1) 2Qu —b — a)™ -1tk (3.76)
Oyleyse
) = 2(2m)! mz_l (m — 1) (2u— b — aynk-t
(m-D)'b-a)2m &\ k

b—u
X f tm+k—1dt
b+a-2u

_ 2(2m)! & m = D! Qu— b — a)m k-
Bl ((m - 1)!)2(b —q)2m & k'(m—k—1)!(m+ k)

X (b —wW)™* — (b +a— 2u)™tk)

o~ 2(2m)! 2u — b — @)™k 1
B kZO m—-D'k!(m—k—-1)!(b—a)®™(m+k)

X ((b —w)™* — (b + a — 2u)™**) (3.77)
elde edilir.
[a b b) bolgesi icin:
2 gesiigin:
_22m) (Pru—v—a\™! v—aym1 1
ro-c =L G (52D e

(3.78)

Burada integral hesaplanirken yapilacakiglimler (a,azi)bblgesi Icin

nedenle bu bolge icin bulunan olasilikgyaluk fonksiyonuf (u) asagidaki gibi
elde edilmgtir.
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m-—1
B 2(2m)! S
fw = kzzo(m—l)!k!(m—k—1)!(b—a)2m(2u_b_a) -
_ m+k
elde edilir.

Sonug olarak medyan istatigtiin olasilik ygunluk fonksiyonu gagidaki gibidir.

f@ =
(mz: 22m)! 2Qu — b —a)™ k1 ey’ +b
L m—DIkm—k—-DI(G - (m+k) susT
X ((b —w)™* — (b + a — 2u)™*tk)
m—1
= 2(2m)! a+b - b
Z(m—l)!k!(m—k—l)!(b—a)zm T =S
k=0
(b _ u)m+k
—h m—k—1
X R2u—>b—a) ——
\ 0 , diger yerlerde

(3.80)

Simdi F(u) dagihm fonksiyonunu elde edelim,

a+by
(a, > )bolgesn(;ln;

m-1 2(2m)!
F(w) = kZO(m—1)!k!(m—k—1)!(b—a)2m(m+k)

u

X f Qu — (a+ b)™* (b —uw)™*k — (b +a—2u)"*)du (3.81)

A= ju(Zu — (a+ b)™ k(b —w)™* — (b +a—2u)™*)du
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u

X (b +a—2u)™*kdu

B = fu(Zu — (a+ b))™ k" 1(h —u)™tkdu

u
C = f Qu — (a+ b))™* (b + a — 2u)™ *du
a

A=B-C

B integrali igin:

dt t+(a+b
2u—(b+a)=tisedu=7,u=%,

_t+(a+b)_(b—a)—t

b—u=5» 5 > olur.
Bu ssitliklerden yola cikilirsa
— m+k
. f2u (b+a) S (b—a)—t) at
2m+k 2
a-b

1 2u—(b+a)
f tmk=1((b—a) — )" " dt
a-b

= 2m+k+1

m+k

(b-ay -0 = O gymeki(pyie

itm+k—10)

i=0

Oyleyse

m+k

B = Z (m+ k)! (b — a)™*k=t(—1)! fzu_(b+a)

it(m+k — i)l 2mtkst )

m+k

_ (m + k)! (b — a)™*k~i(—1)!
B Z i'(m+k — i) 2m+k+l(m — k + i)

=0

_(a _ b)m—k+i)

= f Qu — (a + b)™*1(b —uw)™tkduy — fu(Zu — (a + b)) k-1

tm—k+i—1dt

(Qu — (b + a))™ K+

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)
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olarak elde edilir.

C integrali igin:

dw
2u—(b+a)=wisedu=7

w w =

2u—(b+ +k 2u—(b+
C =f v m—k—l(_l)m+k m+kd_W_ (_1)m j U a)WZm—ldW
a-b 2 2 a

-b

B (_1)m+k

(Qu— (b + a))*™ — (a — b)*™) (3.89)

m+tk o Nmtk—if_17i
A= Z (m+k)!b-a) (-1) (Qu— (b + @+
i=0

il(m+k —)12mTk+1(m — k + i)

(_1)m+k

_(a _ b)m—k+i) _ oo

(Qu— (b + a))*™ — (a — b)*™) (3.90)

Sonug olarak

m-1 2(2m)!
F(w) = kZO(m—1)!k!(m—k—1)!(b—a)2m(m+k)

Luil(m+k—i)2mtk+l(m — k + i) ((Zu —(b+ a))m‘k"'i

=0

y (7"2" (m + K0! (b — a)™Hei(—1)i

(_1)m+k

_(a _ b)m—k+i) _ i

(Qu-(b+a)*™ - (a— b)Zm)> (3.91)

elde edilir.
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a+b ) o
[ > ,b) bolgesi i¢in;

s 2(2m)!
F(w) = kZO(m—1)!k!(m—k—1)!(b—a)2m(m+k)

a+b
x (f ’ (Zu —(a+ b))m_k_l((b — W)™k — (b +a—2u)" ) du

+ f;b(Zu —(b+a)™ (b~ u)’“*"du) (3.92)

a+b

Bzf : (2u—(a+b))

m—k—1

(b —w)™* — (b +a—2u)""du
v (3.93)

u
¢= LH,(Zu — (b +a)™ (b —w)™ *du diyelim. (3.94)
2

B integrali igin:

. rik (m+ k) (b — a)™k-i(=1)! ((2 a+b L, a)m—k+i

i'(m+k— ) 2m K+ (m — k + 0) >
. -1 m+k +b 2m
—(2a—b — @)™ k) — ( 42n ((2 a — - b— a) —Qa—-b - a)2m>

_ "i:k (m+ k) (b — )™ i(=1)!

i=

(=D (a - b)m—k+i

(_1)m+k
4m

(~Da— by

m+k

— Z (m + k)' (b — a)m+k_i(_1)i+1

= i(m+k — )1 2mk+1(m — k + i)
=

(a _ b)m—k+i

(_1)m+k+1

el Chal (3.95)
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C integrali icin:
dt b+a)+t b—a)—t
2u— (b + a) =tisedu=—,u=Lveb—u=¥
2 2 2
Bdylece

m+k

C = zulbray tm—k—l ((b a) B t)
N 0 2m+k 2

m+k . )
_ N\ m+ b — ey (1) J-Z”_("+a)tm_k+j_1dt

ol (mt k= lamrkent
]:

JU(m + k = D12mH+ I (m — k + ) 2u — (b + a))™ ** elde edilir.
=0

(3.96)
Bu durumda
_ - 2(2m)!
Flu) = kZo (m—Dk!(m—k—1D!(b—a)®™(m+k) (B+0) (3.97)
_ 2(2m)!
a kz=0 m-D'k!'m—-k—-1)!'(b—a)?™(m+ k)
m+k . ]
(m + ) (b — Q)™*=i(— 1)1 -
% (Z m+k—0D12mk+1(m — k + Q) (@ —b)ym™*
( )m+k+1 om (m + k)' (b — a)m+k—j(_1)j
_ — b)*™ + Z JIim + k — )1 2™ (m — k + )
G (3.98)

elde edilir.
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Sonug olarak medyan istatigtin dagilim fonksiyonu

_ 2(2m)!
T m=-D'k!'(m—k—1!(b—a)®™(m+k)

K

olmak Uzere,

FU(U) =
0 , us<a

p
m—1 m+k . .
(m+ k) (b —a)™*t(=1) a+b
;K<; Dmtk—Di2meim—k+y °~ 2%
X (2u— (b + a))™ k) — (a — p)ym K+
(_1)m+k
 4m

:<m21K ’i" (m+k)! (b — a)™k-{(—1)*? a+b< <)
Nmt+k—D 2" T m—k+i) ' 2 ¢

_1\ym+k+1
X (a _ b)m—k+i _ ( ]‘L)l-m
’i" (m + k)! (b — @)™k (—1)

£ Jt(m+ ke = PI2m L m —k + )

X (2u — (b + a))™ k)
\ 1

(Qu—-(b+a)*™ - (a- b)zm))

k=0 i=0

(a — b)*™

olarak bulunur.
Orneklem o6l¢ciimii = 2m + 1 seklinde bir tek sayi ise medyan istagigtin

olasilik ygunluk fonksiyonufy (x) ve da&ilim fonksiyonuF; (x) asagidaki gibi
elde edilmgtir.

fulx) =

(2m+1)!(x—a)m( _x—a)mb 1 (3.99)

(mH2z \b-a b—a —-a

_Cm+ D ((x—a)b—a—x+a) ™o
B ( ) b—a

(m1)? (b —a)?

_Cm+DIx—a)"(b—x)"
- (m!)z (b _ a)2m+1

Sonug olarak medyan istatigtiin olasilik ygunluk fonksiyonu gagidaki gibidir.
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)2 b — @)z , a<x<hbh, a<b

Cm+DIx—a)™(b—x)™
fux) = {
0 , diger yerlerde

F(x) =

2m+1)! x . .
(m!)Z(b — a)2m+1fa (x —a)™(b —x)Mdx (3.100)

X
f (x —a)™(b — x)™dx integralini inceleyelim:
a

x—a=tisedx=dt,x=t+aiseb—x =b—a—tolur.

Boylece
f X(x —a)™(b — x)Mdx = f x_atm((b —a) —t)"dt olur, (3.101)
a 0
n !
(b-a)—t)" = kzﬂ,m(b — @)™k (—1)ktk ise (3.102)
fx_atm((b —a)—t)"dt
Z k)' (b _ a)m k( 1)kj; tm+kdt
Z —(b —a)™ k(- 1)’<(—)m+k+1 (3.103)
k!'(m — k)! m+k+1 '

2m+1)! i (b — a)m—k(_l)k (x — a)m+k+1

Fix) = m! (b — a)?m+1 o k!'(m—k)! m+k+1 (3.104)
Sonuc olarak medyan istatigtin dagilim fonksiyonu
, x<a
2m + 1)! (b — a)m (=1 (x — @)™+l
Fx) = m!(b—a)zmﬂz k'(m k)! m+k+1 ' a<x<b
k , x=b

olarak elde edilir.
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3.1.5. Duzgin(a,b) dgilimi i¢cin medyan istatistiginin ilk iki
merkezi momenti ve varyansi

Teorem 3.5. Xy, X,,... , X, birbirinden b&msiz ve Duizgin(a,b)
dagihmina sahipn birimlik bir 6rneklem olsun. Orneklem Olglinmii = 2m
seklinde bir cift sayl oldgunda medyan istatiginin beklenen dgeri E(U), ikinci
merkezi momentk (U?) ve varyansV (U) sirasiyla gagida verilmitir.

m-—1
B 2(2m)!
EWU) = kzzok!(m—1)!(m—k—1)!(b—a)2m(m+k)

) <<m+k (m + k) (b — a)m+k_i(_1)i+1 ((a _ b)m—k+i+1

- i'(m+ k — i)l 2mtk+2 m—k+i+1
1=

(a + b)(a _ b)m—k+i (_1)m+k+1 (a _ b)2m+1 (a + b)(a _ b)Zm
H—— ) 4 ( 2m +1 2m )

N T (m + k) (b — @)™+ (= 1))
(m + k — )1 j1 2m+kez

j=0
(b _ a)m—k+j+1 (b _ a)m—k+j
X(m—k+j+1+(a+b)m——k+j>> (3:105)
S 2(2m)!
EUT) = ;)k!(m—l)!(m—k—1)!(b—a)2m(m+k)
mtk (m + k)' (b _ a)m+k—i(_1)i+1(a _ b)m—k+i (a _ b)z
% ; i1 (m + k — i)l 2m+k+3 <m—k+i+2
—b —1 m+k+1
+2(a+b)m_(c;(—+i)+1+(a+b)2m_k+i>—( )8 (a — b)y?m

(a—b)*> 2(a+b)(a—b) (a+b)? m+k(m+k)!(b_a)2m(_1)j
x<2m+2+ 2m+1 | 2m ) T L T m + k= )1 e

j=0

L= +2(a+b) i A
m—k+j+2 4 m—k+j+1 (@ )m—k+j

(3.106)
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Duzgun(a,b) dalimi altinda,n = 2m 6rneklem 6l¢imu icin medyan
istatistiginin varyansi gagidaki gibi elde edilmtir.

~ 2(2m)!
r= kzo k! (m— D! (m—k — Db — a)*™(m + k)

(m + k)' )m+k—i( 1)i+1(a _ b)m—k+i (a _ b)z
Z i'(m+k — i)l 2m+k+3 (m—k+i+2

20t ) —"D L pyr—
4 m—k+i+1 (@ )m—k+i

(_1)m+k+1

g (

a— b)Zm

X

a—b? 2atb)a=b) (a+b) & (m + k) (b — a)2m(=1))
2m+2 2m+1 * 2m >+]= jl(m+ k — j)l 2m+k+3

m— m—k+j+1

2(2m)!
kK'(m-1)!(m—-—k—-1D!(b—a)™(m+k)

x< L E Rt S

m+k (m + k)! (b _ a)m+k—i(_1)i+1 (a _ b)m—k+i+1
i'(m+ k — i)l 2m+tk+2 m—k+i+1

(a + b)(a _ b)m—k+i (_1)m+k+1 (a _ b)2m+1 (a + b)(a _ b)Zm
L —— >_ 4 ( om+1 2m )

5 (m+ k) (b — @)™ (—1))
(m + k — j)! j1 2m+ke2

j=0

(b_a)m—k+j+1 . (b_a)m—k+j 2107
X(m—k+j+1+(aJr )m——k-l—j> (3.107)
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Medyan istatisfiinin, n = 2m + 1 o6rneklem 6lcimi ve Duzgin(a,b)
dagilimi icin beklenen dgeri E(X), ikinci merkezi momentk'(X?) ve varyansi
V' (X) asagidaki gibi elde edilmtir.

Cm+ DI (-DF b-a a
E(X) = ml k=0k!(m—k)!<m+k+2+m+k+1> (3.108)
em+ DI (D (- a)? (b—a) a’
E(x*) = m! kzok!(m—k)!<m+k+3+2am+k+2+m+k+1)

(3.109)
_(2m+1)!m (—1D)* (b — a)? (b—a) a?
e =—u ;k!(m—k)!<m+k+3+2am+k+2+m+k+1>
Cm+ DI (—1)k b—a a :
_( m! kzok!(m—k)!(m+k+2+m+k+1>> (3.110)

ispat. Duzgin(a,b) dalimindan gelen ve o6rneklem Olcimi= 2m
seklinde bir ¢ift sayr olan drneklem igin medyanatsgtisinin beklenen dgeri
E(U), ikinci merkezi momentE(U?) ve varyansW (U) asagidaki gibi elde
edilmistir.

a+b b

E(U) = foouf(u)du =f L ufdu+ L+buf(u)du (3.111)

2

a+b

b
2
A= j uf(u)du ve B = '];Hb uf (w)du dersek, E(U) = A + B olur.
a atb

2

(3.112)

3
N

2(2m)!
kk(m-1)!'(m—-k—-1D!(b—-a)’™(m+k)

W
I
=
I
o

a+b

X fT(Zu —(@a+ b)) (b —w)™* - (b+a—-2u)"udu (3.113)

a



a7

Integrali inceleyecek olursak,

&
W= j u(b —uw)™*Q2u — (a + b)) *1du ve (3.114)
a
atb
z
V= f uu — (a+ b)) * (b + a — 2u)™*du ise (3.115)
a

a+b

[* Gu @+ ym st - wme - 4 a - 20y

=W-v (3.116)
W integrali igin:
dt t+(a+b b—a)—t
2u—(a+b) =tisedu=—,u=¥veb—u=¥ olur.
2 2 2
W_JO t+(a+b)((b—a)—t)m+kt e dt
- ab 2 om+k 2

m+k

= —2m+1k+2f ™+ (a+b)t™ (b —a) —t)

0 m+k (m n k)'
tm—k b tm—k—l :
2m+k+2fa b( + (a + ) ) E . l' (m + k _ l)'
=

x (b — a)™Hk-i(=1)itidt

1 (4! (b — a)™thi(—1)

~ omtk+z ’ if(m+k—1)!
i=

0
xf (E™ T 4 (a + b)Ytk de
a-b
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B mtk (m + k)' (b _ a)m+k—i(_1)i (—1)(61 _ b)m—k+i+1
B i'(m+ k — i)l 2m+k+2 m-—k+i+1

i=0

+(a+Db) R

(m+ k) (b — a)™Tk-i(=1)i1
i1(m + k — [l 2m+k+2

(—1)(61 _ b)m—k+i>

m+k

i=0

a—>b m—k+i+1 a+ba—->b m—k+i
X ( ) - +( ) )_ (3.117)
m—k+i+1 m—k+i
V integrali icin:
dt t+(a+b
2u—(a+b)=tisedu=—,u=¥ve(a+b)—2u=—tolur.

2 2

0
V = f wtm—k—l(_l)m+ktm+kﬂ
2

a—b 2
—1 m+k 0
= #f (t+ (a+ b))t tdt
4 a—b
-1 m+k 0
= %f (t*™ + (a + b)t*™ 1)dt
a—-b
(_1)m+k+1 (a _ b)2m+1 (a + b)(a _ b)Zm
- 4 om+1 T 2m (3.118)
Oyleyse

m—1
B 2(2m)!
A= kzzok!(m—1)!(m—k—1)!(b—a)2m(m+k)

y m+tk (m + k)' (b _ a)m+k—i(_1)i+1 (a _ b)m—k+i+1
i'(m+ k — i)l 2m+tk+2 m—k+i+1

i=0

(a + b)(a _ b)m—k+i (_1)m+k+1 (a _ b)2m+1 (a + b)(a _ b)Zm
Tkt ) 4 ( 2m +1 2m )

(3.119)
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olarak elde edilir.

m-—1
B 2(2m)!
b= kzzok!(m—1)!(m—k—1)!(b—a)2m(m+k)

b
X '];Hbu(Zu — (a+ b))™*1(b —u)™tkdu (3.120)

2

Integrali incelenecek olursak,

dt t+(a+b b—a)—t
2u—(a+b)=tisedu=7,u=+) — =Lolur.
b

J;Hbu(Zu — (a+ b))™*1(b —u)™tkdu (3.121)
2
- m+k
=J-b at+(a+b)tm_k_1((b—a)—t) ﬂ
0 2 2m+k 2

= 2m+k+2

b—a
! j ™k + (a+ Bk D)((b—a) — £)" " de

1 b—a
= ez f (™ + (a + b)t™m 1)
0

& (m + k)l (b — @)™ ET (—1))
X m+k—-)!

t/dt
j=0

~ "i" (m + k)! (b — @)™k (—1)

B (m + k — j)! jI 2m+k+2

b-a
f (™4 + (a + b)t™ k=14 )dt
j=0 0

m+k

N m+ ) (b - (-1))
B (m+ k — j)!j! 2m+k+2

j=0

y ((b _ a)m—k+j+1 (b _ a)m—k+j>

b 3.122
m—k+j+1+(a+ ) m—k+j ( )
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Oyleyse

m-—1
B 2(2m)!
b= kzzok!(m—1)!(m—k—1)!(b—a)2m(m+k)

LS 0L (b = @™ (1)) ((b — @y

i (m+ k — j)!jl2am+k+2 m—k+j+1
]:
(b _ a)m—k+j

olarak elde edilir.

Sonug olarak medyan istatghin beklenen dgeri

m-l 2(2m)!

i'(m+k — i)l 2mtk+2 m—k+i+1

i=0

. <<m+k (m + k)! (b — @)™+k=i(—1)i*1 ((a — p)m-k+it1

(a + b)(a _ b)m—k+i (_1)m+k+1 (a _ b)2m+1 (a + b)(a _ b)Zm
L >_ 4 < am+1 2m )

N T (m + k) (b — a)y™+ki(=1)J
(m + k — )1 j1 2m+ke2

j=o

y (b_a)m—k+j+1+ h (b_a)m—k+j
m—k+j+1 (@+b) m—k+j

olarak elde edilir.

Duzgin(a,b) dalimindan gelen birn =2m o6lcimli 6rneklem icgin
medyan istatisginin ikinci merkezi momentiggidaki gibi elde edilntir.
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a+b

00 b
E(U?) = j u?f(uw)du =f ’ uzf(u)du+ﬁl+bu2f(u)du
(3.124)
arb b
A= f u?f(u)du ve B = L+bu2f(u)du olsun. (3.125)
a 2
= 2(2m)!
A= kzzok!(m—1)!(m—k—1)!(b—a)2m(m+k)
X fT(Zu —(a+ b)) (b —w)™* —(b+a—2u)""*)uldu
o~ 2(2m)!
B L k! m—1D!m—k—-1!(b—a)®™(m+k)
a+b
X (f ‘w2 (b —w)™*(2u — (a + b))™ * 1du
a+b
—j L Qu-(a+b)™*1(b+a- 2u)m+"du> (3.126)
a+b
W= j ’ u?(b — w)™*Qu — (a + b))™ *1du ve (3.127)
a+b
v=| " w Qu — (a+ b))™* (b + a — 2u)™*du diyelim. (3.128)
W integrali igin:
2u—(a+b)=tisedu=£,u=t+(a+b) — =Molur.

2 2 ve 2
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m+k

*(t+@t+bh)?(b-a)-t)" e
w :-fa—b 22 ( 2m+k ) tmk 1?
0
= ﬁj (t?2+2t(a+b)+(@+b)?)((b—a) - t)m+ktm—k—1dt
a-b
(3.129)
. m+k (m n k)'
(¢-a-9"" = Z Ttk —piP - (3.130)

=0
1 0
~ omtk+3 f @™+ 4 2¢™ % (a + b) + (a + b)2t™ 1)
a-b

m+k

(m + k)! o iy
XZi!(m+k—i)!(b_a) T

i=0

m+k k—i i
_ (m+k)! (b —a)™ki(—1)! fo (tm—k+i+1 + 2(a + b)tm-k+i
a—b

! it(m+ k — i)l 2m+k+3
L=

_|_(a + b)ztm—k+i—1)dt

_ N (m +k)! (b — &)™ (=1)’ (fo pm—k+i+1 gy
i1 (m + k — )] 2m+k+3 i

i=0

0 0
+2(a + b) j tm=k+idt + (a + b)? f tm"‘”‘ldt)
a-b a—

b

B Tik (m + k)' (b _ a)m+k—i(_1)i+1(a _ b)m—k+i ( (a _ b)z

i'(m+k — i)l 2m+k+3 m—k+i+2
(a—b) )
+2(a+b) e + (@t ) (3.131)

olarak bulunur.
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V integrali icin:

dt  t+(a+b)

2u—(a+b)=tisedu=7,u > ve (a + b) — 2u = —t olur.

O (t+ (a+b))? dt
V — .]- ( (22 )) (_1)m+ktm+ktm—k—17 (3.132)
a—b

B (_1)m+k

0
3 f (t? + 2(a + b)t + (a + b)>)t>™ 1dt
a—-b

(_1)m+k 0
== f (t*™*1 + 2(a + b)t*™ + (a + b)*t*™ 1)dt
a-b

(_1)m+k 0 0 0
= (f t?m+1dt + 2(a + b) f t?™mdt + (a + b)? f t2m-1 dt)
8 a-b a—b a

-b

_ (D™ (=D (a-b)*™*? (=D2(a+b)(a—b)*™
-8 < 2m + 2 * 2m + 1

2m

NN b)2t2m>

(=1)m+k+1 om ((@—Db)? 2(a+b)(a—b) (a+b)?
=~ @b <2m+2+ 2m+1 | 2m >
(3.133)
Oyleyse

< 2(2m)!
4= ; kl'(m—1D!'(m—k—1!'(b—a)’™(m+k) w-V) (3.134)
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m-—1

B 2(2m)!
B Z kl(m—-1)!(m—-k—-1)!(b—-a)™(m+k)

k=0

% <7§k (m + k)! (b — a)m+k—i(_1)i+1(a _ b)m—k+i < (a — b)z

- i'(m+k — i)l 2m+k+3 m—k+i+2
=
(a _ b) (_1)m+k+1
2(a+bh)————— b)? - — b)?m
t2(a+ )m—k+i+1+(a+ )m—k+i 8 (@ )
(a—b)* 2(a+b)a—b) (a+b)?
><<2m+2+ am+1 | om (3.135)
olarak elde edilir.
b
— 2
B = fﬂu f(wdu (3.136)
2
~ 'il 2(2m)!
B £ k! (m — D! (m —k — DI (b — a)*™(m + k)
b
X .L“’ u?(b —w)™*Q2u — (a + b))™ *1du (3.137)
2
Integral incelenirse,
dt t+(a+b b—a)—t
2u — (a + b) =tisedu=?,u=%veb—u=¥ olur.
b
L+bu2(b —u)™k(2u — (a + b)) * 1du (3.138)
2
2 +k
_ fb-a (t+@+b) (b-a)—t)" jmoe-1 9t
0 22 2m+k 2
k
1 (b-e = (m+k)! |
— 2 2 _ o \m+k—j
2’”*"+3jo (t2 + 2(a + b)t + (a + b)?) ;}_!(Mk EPTICRED

x tmk=1(—1)it/dt
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S+ )L (b — )T (—1))
a Z jl(m 4+ k — j)l2m+k+3

j=0

+(a + b)?tm k1) dt)

S 4 )L (b — )T (—1)) <(b — qymk+it2

i jl(m+ k — j)l 2m+k+3 m—k+j+2
]:
(b _ a)m—k+j+1 (b _ a)m—k+j
2 b by ——
+2(a+ )m—k+j+1 +(a+b) m—k+j
~ "‘i‘ (m + k! (b — @)™k~ (=1)I (b — @)K+
Z . jl(m+k — j)l2m+k+3
]:
+2(a+b)—(b_a) +(a+b)?2——
m—k+j+1 m—k+j
Bu durumda

=~ 2(2m)!
b= ;k!(m—1)!(m—k—1)!(b—a)2m(m+k)

& (m+ k) (b — )2 (~1)) ( (b — a)?

jlm+k—j2m+k+s3 \m—k+j+2
+2(a+b)—(b_a) +(a+ b2 ——
m—k+j+1 m—k+j

olarak elde edilir.

Buradan

m—k+j+2

b-a
<] (tm—k+j+1 + z(a + b)tm—k‘l-]
0

(3.139)

(3.140)
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m-—1
- 2(2m)!
E(Uz) = kzzo k'(m—-1)!(m—-k—-1D!(b—-a)*™(m+k)

m+k ; . .
(m + k)! (b _ a)m+k—1(_1)1+1(a _ b)m—kﬂ( (a _ b)z
X

i'(m+k — i)l 2m+k+3 m—k+i+2
(a—b) (_1)m+k+1
2 h)——MM— b)? — — b)*m
+2(a+ )m—k+i+1+(a+ )m—k+i 8 (a )

. <(a b 20atb)a=b) (ot b)2> N = (m + )1 (b~ )™ (-1
2m + 2 2m+1 2m — jl(m+ k — j)l 2m+k+3

- - ‘ 2 -
m—k+j+2+2(a+b)m—k+j+1+(a+b) m—k+j>>

b — a)? b —
><< (b—-a) (b—a)
olarak elde edilngiolur.
X rasgele dgiskeni Dizgin(a,b) dalimina sahip ise ve 6rneklem dl¢cimu
n = 2m seklinde bir c¢ift sayl ise medyan istat@tin varyansi sagidaki gibi

olacaktir.

V(U) = E(U?) — [E(U)]? (3.141)

o~ 2(2m)!
B kzzok!(m—1)!(m—k—1)!(b—a)2m(m+k)

mtk (m + k)' (b _ a)m+k—i(_1)i+1(a _ b)m—k+i (a _ b)z
X Z (m —k+i+2

(a—-b)

(_1)m+k+1
m—k+i+1 B

+2(a + b) m—k+i> 3

+ (a+ b)? (a — b)*™

m+k .
(a—b)* 2(a+b)(a—b) (a+b)? (m+k)!' (b — a)*™(—-1)/
X<2m+2+ 2m+1 * 2m >)+Z jl(m+ k — j)l 2m+k+3
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(b — a)? (b—a) ) 1
X<m—k+j+2+2(a+b)m—k+j+1+(a+b) m—k+j

~ 2(2m)!
- Z k'(m—D!'(m—k—D'(b—a)>™(m+k)

k=0

y m+tk (m + k)! (b _ a)m+k—i(_1)i+1 (a _ b)m—k+i+1
i'(m+ k — i)l 2m+tk+2 m—k+i+1

i=0

(a + b)(a _ b)m—k+i (_1)m+k+1 (a _ b)2m+1 (a + b)(a _ b)Zm
L —— >_ 4 ( om+1 2m )

N T (m + k) (b — @)™tk (—1))
(m + k — )1 j1 2k

j=0

2
(b_a)m—k+j+1 (b_a)m—k+j
X(m—k+j+1+(a+b) m—k+j

Orneklem 6lglimie = 2m + 1 seklinde bir tek sayl oldiunda medyan
istatistizinin beklenen dgeri E(X), ikinci merkezi momentE (X?) ve varyansi
V' (X) asagidaki gibi elde edilmtir.

b
E(X) =] xXfy(x)dx ise (3.142)
Cm+D! > x—a)™(b—-x)™
E(X) = (m!)2 f X (b — a)2m+1 dx
2m + 1)!

b
= D2 —a)Pm fa x(x—a)™(b—x)™dx

x —a =tisedx = dt, x=t+aveb—x=(b—a)—tolur.

(2m+1)!

b-a
E(X) = CNEE a)2m+1j0 t+a)t™((b—a)—t) dt
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@m+1)! e oml(b— @) (=1
(mz)Z(b—a)Zmﬂjo (™ +at ); Mm—or Ld

Cm+1)! o b-amR=Dk e
= m! (b — a)2m+1 Z k! (m — k)! fo (t 1+k 4 a0t k) dt
k=0

B (Zm + 1)| m (b _ a)m—k(_l)k (b _ a)m+k+2 (b _ a)m+k+1
_m!(b—a)zm“kzzo k!'(m —k)! (m+k+2 ta m+k+1 >

_ (@m+1)! S (b — a)™ *(=1D)*(b — a)m+k+1
T m! (b—a)2m+1kzzo K (m — )l

x( b—a N a )
m+k+2 m+k+1

_(2m+1)!m (-1 <b—a N a )
oom Lkim-k\m+k+2 m+k+1

Orneklem élcuimin = 2m + 1 seklinde bir tek sayi oldtunda medyan
istatistiginin ikinci merkezi momentisagidaki gibi elde edilmtir.

b
E(X?) =f x2 fy(x)dx (3.143)
_Cm+D! P (x—a)"(b— )"
=, T e
x —a =tisedx = dt, x=t+aveb—x=(b—a)—tolur.

~_ Cm+1) b-a o m
E(X?) = 20 a)2m+1f0 (t+a)?t™((b—a)—t) dt
2m+1)!

b—a
= D - oozmﬂj0 (¢* +2at +a)t™((b~a) —t) " dt
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2m+1)! b-a
= 2 — ) jo (t**™ 4 2at™* + a®t™)

o m! (b — a)™ K (—1)k

k
Km—tr L4

k=0

_em+ D (b - @Rk
 ml(b —a)z”’“flkz:=0 k!(m—k)!

b—-a
Xf (t2+m+k +2atm+k+1 +a2tm+k)dt
0

_ (2m + 1)! “ (b —a)mK(=1)K /(b — a)m+k+3
_m!(b—a)2m+1kz=0 k! (m — k! ( m+k+3

20 (b _ a)m+k+2 N ) (b _ a)m+k+1>

m+k+2 @ m+k+1

_@Em+ DI (-DF [ (b—a)? by b0 @
- m! k_Ok!(m—k)!m+k+3 Tmtk+2 mak+l

X rasgele dgiskeni Duzgun(a,b) dalimina sahip ise ve drneklem olcimu
n = 2m + 1 seklinde bir tek sayi ise medyan istafigtin varyansi gagidaki gibi
olacaktir.

V(X) = E(X?) — [E(X)]? (3.144)

em+ DI (D [ (b-a)? (b — a) a?
T ml Zk!(m—k)!<m+k+3+2am+k+2+m+k+1)

k=0

2

Cm+ DI (—1)F b—a a
B m! _Ok!(m—k)!(m+k+2+m+k+1>
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3.1.6. Duzgin(a,b) dglimi icin medyan istatistiginin
hesaplanms ilk iki merkezi momenti ve varyansi

Bu bélimden = 2m ven = 2m + 1 6rneklem dizeylerinde fark{a, b)

degerleri ve farklim degerleri icin medyan istatigtinin beklenen dgeri, ikinci
merkezi momenti ve varyansi hesaplanarak tabl@ndie verilmgtir.

Orneklem o6lgimin = 2m ve Diizgin(1,2) dahmi icin hesaplanan

degerler gagidaki gibidir.

Tablo 3.3.Duzgun(1,2) ver = 2m icin elde edilen sonuclar

m EU) EU?) V()

1 1,5 2,291667 0,041667
2 1,5 2,283333 0,033333
3 1,5 2,276786 0,026786
4 1,5 2,272222 0,022222
5 1,5 2,268939 0,018939

Orneklem élgcuimih = 2m + 1 ve Diizgun(1,2) dalimi igin hesaplanan

degerler gagidaki gibidir.

Tablo 3.4.Dizgun(1,2) ver = 2m + 1 igin elde edilen sonuglar

m EU) EU?) V()

1 1,5 2,300000 0,050000
2 1,5 2,285714 0,035714
3 1,5 2,277778 0,027778
4 1,5 2,272727 0,022727
5 1,5 2,269231 0,019231




Orneklem o6lgimin = 2m ve Diizgiin(0,2) dalmi igin hesaplanan

deserler gagidaki gibidir.
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Tablo 3.5.Diizglin(0,2) ver = 2m icin elde edilen sonuclar

m EU) EU?) V)

1 1 1,166667 0,166667
2 1 1,133333 0,133333
3 1 1,107143 0,107143
4 1 1,088889 0,088889
5 1 1,075758 0,075758

Orneklem oélguimih = 2m + 1 ve Diizgun(0,2) dalimi igin hesaplanan

degerler gagidaki gibidir.

Tablo 3.6.Duzgun(0,2) ver = 2m + 1 igin elde edilen sonuglar

m EU) EU?) V()

1 1 1,200000 0,200000
2 1 1,142857 0,142857
3 1 1,111111 0,111111
4 1 1,090909 0,090909
5 1 1,076923 0,076923




Orneklem o6lgimin = 2m ve Diizgin(1,3) dalimi icin hesaplanan

deserler gagidaki gibidir.
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Tablo 3.7.Duzgun(1,3) ver = 2m icin elde edilen sonuclar

m EU) EU?) V)

1 2 4,166667 0,166667
2 2 4,133333 0,133333
3 2 4,107143 0,107143
4 2 4,088889 0,088889
5 2 4,075758 0,075758

Orneklem oélgcuimih = 2m + 1 ve Diizgun(1,3) dalimi igin hesaplanan

degerler gagidaki gibidir.

Tablo 3.8.Diizguin(1,3) ver = 2m + 1 igin elde edilen sonuglar

m EU) EU?) V()

1 2 4,200000 0,200000
2 2 4,142857 0,142857
3 2 4111111 0,111111
4 2 4,090909 0,090909
5 2 4,076923 0,076923
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Orneklem o6lgimin = 2m ve Diizgiin(0,3) dalmi icin hesaplanan
deserler gagidaki gibidir.

Tablo 3.9. Diizguin(0,3) ver = 2m icin elde edilen sonuclar

m EU) EU?) V)

1 1,5 2,625000 0,375000
2 1,5 2,550000 0,300000
3 1,5 2,491071 0,241071
4 1,5 2,450000 0,200000
5 1,5 2,420455 0,170455

Orneklem élgcuimih = 2m + 1 ve Diizgun(0,3) dalimi igin hesaplanan
degerler gagidaki gibidir.

Tablo 3.10.Duzgiin(0,3) ver = 2m + 1 i¢in elde edilen sonuglar

m EU) EU?) V()

1 1,5 2,700000 0,450000
2 1,5 2,571429 0,321429
3 1,5 2,500000 0,250000
4 1,5 2,454545 0,204545
5 1,5 2,423077 0,173077
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Orneklem o6lgimin = 2m ve Diizgin(2,3) dalimi icin hesaplanan
deserler gagidaki gibidir.

Tablo 3.11.Diizgiin(2,3) ver = 2m icin elde edilen sonuglar

m EU) EU?) V)

1 2,5 6,291667 0,041667
2 2,5 6,283333 0,033333
3 2,5 6,276786 0,026786
4 2,5 6,272222 0,022222
5 2,5 6,268939 0,018939

Orneklem oélgcuimih = 2m + 1 ve Diizgun(2,3) dalimi igin hesaplanan
degerler gagidaki gibidir.

Tablo 3.12.Diizguin(2,3) ver = 2m + 1 igin elde edilen sonuglar

m EU) EU?) V()

1 2,5 6,300000 0,050000
2 2,5 6,285714 0,035714
3 2,5 6,277778 0,027778
4 2,5 6,272727 0,022727
5 2,5 6,269231 0,019231
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4. SONUC VE TARTISMA

Bu tezde medyan istatigtnin dagsilimi ve karakteristikleri incelenrtir.
Medyan istatisgii 6rneklem 6lciminin tek veya cift bir sayl olmasibali
olarak dgisiklik gosterdginden her iki durum icinde ayri ayri genel olasilik
yogunluk fonksiyonu ve genel gdim fonksiyonu elde edilngtir.

Calisma boyunca sira istatistiklerinden ve onlarigitian 6zelliklerinden
yararlaniimgtir. Elde edilen genel olasilik ganluk fonksiyonlari ve genel
dagihm fonksiyonlari bazi sirekli gaimlar dizeyinde 6rneklendirilrgtir. Bu
orneklendirme kapsaminda incelenen surekdildalar icin medyan istatistinin
olasilik ygunluk fonksiyonu ve dalim fonksiyonu bulunmgtur. Bu
fonksiyonlardan yola c¢ikilarak medyan istafistin ilgili dagilimlar altindaki ilk
iki merkezi momenti ile varyansi, farkli 6érneklerici@mleri icin, elde edilnstir.
Tez kapsaminda incelenengdanlar Diizgiin(0,1) ve Duzgun(a,b)gamlaridir.

Elde edilen sonuclar incelergde, deisik parametreli Duzgln
dagihmlar icin beklenen deerin tanimli oldgu bélgenin orta noktasi olgu
sonucuna ukalmistir. Bu bulgular ise, elde edilen sonuclaringddugunu
desteklemektedir. Ayrica, 6rneklem oOlcimu artigidda medyan istatigiinin
varyansinin incelenen tim glhmlar altinda azalgh gézlemlenmektedir. Diizgin
dagihm altinda yapilan hesaplamalar sonucgildain tanimli oldgu bdlgenin alt
ve Ust sinir dgerleri arasindaki aciklik azaffinda medyan istatiginin
varyansinin da azalgligézlemlenmitir. Bunlara ek olarak, érneklem élgcimi cift
sayida oldgunda, tek érneklem 6lgcimiine gére daha kucik vargageri elde
edilmistir. Bunun durum ise, iki rasgele ggkenin ortalamasinin varyans
degerinin daha da kucik olmasinin bir sonucudur. Dslgla bu sonuclarin
uygun bulgular oldgu gortulmektedir.

Elde edilen bu teorik sonuclar; gigik parametreli Dizgun gaimlar igin,
tek ya da cift sayida orneklem 6lciminidn olmasiucwunda, medyan
istatistiginin olasilik ygunluk fonksiyonu, d@lim fonksiyonu, beklenen deri
ve varyansi konusunda anamacilara yol gosterici olabilir.
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