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BOLUM I
GIRIS
Non-Oklidyen Geometriden s6z edildigi zaman hemen akla Oklid’in bes temel
postiiladindan besincisi gelir. Ciinkii Oklidyen olmayan Geometrilerin ¢ikist bu bes
temel postiilattan besincisine dayanmaktadir. Oklid’in bes temel postiiladi asagidaki
sekildedir.
e iki noktadan bir ve yalniz bir dogru gecer.
e Bir dogru siirsiz bir sekilde uzatilabilir.
e Merkezi ve yarigap1 verilen bir cember ¢izilebilir.
e Biitiin dik agilar esittir.
e Farkli iki dogruyu kesen bir dogru bu iki dogru ile aym tarafta es agilar

olusturursa iki dogru veya bunlarin uzantilart birbirini kesmez, veya uzantilari

birbirini keserse kestigi tarafta olusan agilarin toplami 180° den kiigiiktiir.
Besinci postiiladin yerine paralellik postiiladi (fair play) da kullanilmaktadir.
Paralellik postiilati: Diizlemde bir nokta ve bu noktay1 lizerinde bulundurmayan bir
dogru verildigi zaman, bu noktadan gecen ve verilen dogruya paralel bir tek dogru gecer.
19. yiizyilda bu konu {izerine olduk¢a yogun caligmalar yapilmis ve besinci postiilati
degisik bir acidan incelemeye calismislardir. Carl Friedrich Gauss(1777-1855),
Lobatcsheski(1793-1856), Farkas(Wolfgang)(1775-1856), Janos Bolyai(1802-1860).
Lobatcshevskii Oklidyen geometrinin Trigonometrik formiillerine dayanarak bir Non-
Oklidyen trigonometri gelistirmistir. Hiperbolik Non-Oklidyen geometrinin analitik
calismasina esas gereksinim Euler, Gaspard Monge ve Gauss’un egrisel yiizeyler
lizerine yapmis oldugu calismalarda ortaya ¢ikmistir. Bernhard Riemann(1826-1866),
bu ylizeylerin olduk¢a genis bir genellemesini yapmistir. Riemann’in ¢aligmalar1 bir
sigrama tahtast olmustur. Yapilar arasindaki bagintilar Eugenio Beltrami tarafindan
1868’ de vurgulanmistir. Sonucta asagidaki postiilata ulasilmistir.
Bir dogru ve iizerinde olmayan bir nokta verildiginde, bu noktadan gecen ve
verilen dogruya paralel olan birden ¢cok dogru bulunabilir.
Sabit egrilikli {i¢ farkl1 geometrinin varlig1 kabul edilmis, bunlarn {i¢ii de Oklidin ilk

dort postiilatini aynen kullanmuglardir. Bu non-Oklidyen geometrilerden birincisi

1
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besinci postiilatt “ bir dogruya disindaki bir noktadan hicbir paralel ¢izilemez
seklinde alan Eliptik geometridir. Beltrami 1868 de ; bu giin adina Eliptik geometri
dedigimiz Kiiresel Geometrinin Oklid Geometrisi ile uyustugunu gostermistir Ikincisi
de “ Bir dogruya disindaki bir noktadan birden fazla paralel ¢izilebilir ” seklindeki
paralellik versiyonunu kullanan Hiperbolik geometridir. Hiperbolik geometri de benzer
ticgenler kongriienttir, bir tiggende agilarin toplami 180° degildir gibi.

Diger taraftan sabit egrilikli tam semi Riemann manifoldlar da ¢ok yiizliilerin hacim
hesaplamalar1 oldukca ilgingtir. Bu dogrultuda bazi c¢alismalar J.M. Schlenker

tarafindan yapilmistir. J.M. Schlenker sabit egriligi 1 olan tam Lorentz manifoldu

olarak S de Sitter kiiresini g6z Oniine almustir [1,2]. S de Sitter kiiresi ile H"
Hiperbolik uzayr R'"' Minkowski uzayimin alt manifoldlar1 olarak gbz &niine
alindiginda, bunlar arasinda bir dualitenin varligi s6z konusudur. Bu ise S| de Sitter

kiiresindeki her bir v noktasi, H" Hiperbolik uzaymin bir hiperdiizleminin birim

normali olarak diistiniiliir [3]. Boylece S/ de Sitter kiiresindeki bir ¢ok yiizliiniin hacmi

icin Schlafli formiilii, H" deki hiperdiizlemlerin S ile arakesitinin olusturdugu
cokyiizliiniin hacminin duali olur. n=3 i¢in boyle bir formiil Santalo tarafindan

verilmistir[4]. Bodyle bir dualite s6z konusu oldugunda S de ¢okyiizlilerden

bahsedilmektedir. Fakat S de alinan noktalarin bir simplex olup olmadigi konusunda

her hangi bir yorum yapilmamaktadir.

Bernhard Riemann(1826-1866), ylzeylerin olduk¢a genis bir genellemesini
yapmistir[5]. Bu ise giiniimiizde Riemann Manifoldlar1 olarak adlandirilmaktadir.
Yapilar arasindaki bagintilar Eugenio Beltrami tarafindan acik bir sekilde ortaya
konmustur[6]. Oklidyen Geometri ne kadar tutarh ise non-Oklidyen Geometrinin de o
kadar tutarli oldugunun anlasilmasi iizerine, non-Oklidyen geometri igin analitik
modeller kurularak ¢aligmalar yapilmistir. Bu modellerin ii¢ tanesi konformal olup iki
tanesi Henri Poincare nin adiyla anilir.

Bu calismada, Hiperbolik uzayin modelleri arastirilmistir.



Bolim II de, Rl”+l Lorentz-Minkowski uzayinda temel tanimlar, Bolim III de ise

Hiperbolik uzayin modelleri verilmistir. Bolim IV de ise bu c¢alismanin neticesinde

yapilabilecekler tartigilmistir.



BOLUM 11

TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Lorentz-Minkowski Uzayi

X,y € R" iki vektor ve n> 1 olsun. X ile y nin Lorentzian i¢ ¢arpimi;
(CY) ==X+ XY XY, 2.1

ile tammlanan indefinit bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ ¢arpimla birlikte R" uzayna Lorentz

uzay1 denir ve R/ ile gosterilir [7]. R;' uzayinda bir x vektoriiniin Lorentz normu;
X[ =< %, x > |

ile, X ve y vektorlinlin Lorentz uzunlugu;
do (% y)=[x-y]

ile tanimlanir[7].

2.1.1. Tamm: R Lorentz uzayinda, X|| =0 olacak sekildeki biitlin X lerin kiimesine,

yani;
(XeR" | X=X +...4+ X}
seklindeki C"' kiimesine 1s1k-konisi (light-koni) denir. ||X|| =0 ise x vektoriine 151k

benzeri (light-like veya null) vektor denir [7,8].

2.1.2. Tanim: xe R/ igin,

X|| >0 ise X vektorline uzay benzeri (space-like) vektor

denir. C"" hiperkonisinin disi; R nin uzay benzeri vektdrlerden olusan acik alt

kiimesidir [7-9].



2.1.3. Tamim: xe R/ i¢in,

X|| <0 oluyorsa X vektdriine (time-like) vektdr denir. C™'

hiperkonisinin i¢i; R’ nin zaman benzeri vektorlerinden olusan agik alt kiimesidir. Eger,

X, >0 (X, <0)ise X vektoriine pozitif (negatif) zaman benzeri denir[7-9].

2.14. Tanm: X , y € R/ igin, <X,y > = 0 oluyorsa x , y vektorlerine Lorentz

ortogonal dir denir[7].

2.1.5. Teorem: X , y vektorleri, R;' de sifirdan farkli Lorentz ortogonal iki vektor olsun.

Eger x vektorii zaman benzeri (time-like) ise, Yy vektorii uzay benzeri (space-like)dir.

Ispat: [7] sayfa 60-61 den goriilebilir.

2.1.6. Onerme: R/ nin bir V alt vektér uzayinin;

1) Zaman benzeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart V nin en az bir zaman benzeri vektore

sahip olmasidir,

2) Uzay benzeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart V deki sifirdan farkli her vektoriin uzay

benzeri olmasidir,

3) Isik benzeri olmasi igin gerek ve yeter sart V deki sifirdan farkli her vektor i¢in

||X|| =0 olmasidir[7,8].

Ispat: [7] sayfa 61 den goriilebilir.

2.1.7. Tammm: x vey, R;" de pozitif (negatif) zaman benzeri iki vektor olsun.

<%y > = xly|coshn(x, y)

olacak sekilde negatif olmayan bir tek 7(X,Yy) reel sayist vardir. X ve y arasindaki

Lorentz zaman benzeri (time-like) ac1, 7(X, y) olarak tanimlanir[7-9].
5



2.2. Hiperbolik Uzay

X,y € R™" iki vektdr ve n> 1 olsun. X ile Yy nin Lorentzian i¢ carpimu;
<SKY>= XY X Y E XY T X Y
olmak {iizere; H, = {X € R1”+1|< X, X >= —1} kiimesine de n-boyutlu birim pseudo-

hiperbolik uzay denir. Hj uzaymin iki baglantili bileseni H;, ve H;_ olmak iizere,

bu bilesenlerin her biri n-boyutlu hiperbolik uzaymn bir modeli olarak alinabilir.

H'=H"C R olarak alinacaktir.

2.2.1. Tanm: X,y € H" c R ve X ile y arasindaki Lorentzian zaman benzeri ag1

11(X, y)olsun. X ve y arasindaki hiperbolik uzunluk;
dy (% y) =1(X.y)

seklinde tanimli bir reel sayidir. < X,y >, = —||X||||y||cosh n(x,y) oldugundan;
coshd, (X,y)=—<X,y>,

olur([7,8].

2.2.2. Teorem: d,, hiperbolik uzunluk fonksiyonu H" iizerinde bir metriktir.

Ispat: [7] den goriilebilir.

2.2.3. Tamm: d,, metrigi ile birlikte H" uzay1 hiperbolik n-uzay olarak adlandirilir[5].

2.2.4. Tamm: H" nin bir dogrusu R in iki boyutlu zaman benzeri alt vektdr uzay
ile H"nin arakesitidir. X, y € H" vektorleri R™" in V(x ,y) ile gdsterilen iki boyutlu bir
zaman benzeri alt uzaymi gererler. Boylece, L(x ,y) = H"m V(x ,y), X, Yy den gegen

iceren H" nin bir dogrusudur. Buna gére, H" nin jeodezikleri onun dogrularidir[7].
6



2.2.5. Tamm: S nin bir m-dizlemi R™' in (m+1) boyutlu zaman benzeri, uzay

benzeri ve 151k benzeri alt vektor uzaylari ile S nin arakesitidir[7].

S/ nin bir 1-diizlemi, onun uzay benzeri, 151k benzeri veya zaman benzeri dogrulari,

hiperbolik (n-1)-diizlemi onun hiperdiizlemi olarak adlandirilir.

=X
Hiperbolik Uzay

Sekil 2.1. Hiperbolik uzay



BOLUM 111
HIiPERBOLIK GEOMETRI

Gauss, Lobachevski ve Bolyai’ nin, Oklidyen olmayan geometrisi genellikle hiperbolik
geometri olarak bilinir. Ciinkii bunlar Oklidyen olmayan (non-Oklidyen) geometrinin
analitik modelleridir.

Klasik olarak, uzay ve zaman bagimsiz nicelikler olarak diisiiniiliir. R™' de

(X, %,,-..,X,,X,,,) koordinatlar1 verildigi zaman X, koordinati zamani temsil eder,

*2 o P+l

2
n+1

sadece pozitif tammli Oklidyen metrigi diisiiniilir ki bu metrik X’ +X +...+X

seklindedir.

Hipebolik Uzay

™~
Isik Konisi

Sekil 3.1. Minkowski Uzay1

Relativitede ise biitlin bunlar1 degistirmistir. Diizlemsel uzay-zaman geometrisinde

151811 h1z1 durgun bir gbzlemci agisindan sabit olmalidir.



Uzay-zaman geometrisi i¢in Minkowski modeli tekrar R"" dedir. Fakat uzaklik tanim

2
n+1

X+ X 4.+ X =X indefinit norm olarak tanimlanir. Isik konisi normu sifir olan

noktalarin kiimesi olarak tanimlanir. Isik konisi {izerindeki, (XI,XZ,X3,.. X, X )

°2 s n+l

1
noktalar1 i¢in, (Xf X A X )E seklinde ifade edilen Oklid uzaklig1, orijinden X,

zamanina esittir. Bu esitlik orijindeki 15181n sabit baslangi¢ hizin1 belirler.

({34

Bu normlar i¢ ¢arpimlar ile birlestirdigi zaman Oklid i¢ carpimu «.” ile non-Oklidyen i¢

€6y
%

carpimi ise ile gosterilir.

Eger noktalarin orijinden sabit karesel uzakliktaki kiimesi goz 6niine almnirsa; Oklidyen

durumda cesitli yarigapli kiireleri, Minkowski uzayinda bir veya iki kanath

hiperboloidler elde edilir. Boylece S" = {X e R"™ i Xxex = 1} formiilii ile R™"

Oklidyen uzaymnda n- boyutlu birim kiire tamimlanir ve {X eR™ ixxx= —1}
formiilii ile n- boyutlu hiperbolik uzay tanimlanir. Béylece hiperbolik uzay iki kanatl

bir hiperboloidin kanatlarindan bir tanesi olarak ve yarigapt -1 veya i =+/—1 olan bir

“kiire” olarak diisiiniiliir. Bu sekilde elde edilen yap1 ise hiperbolik geometridir.

Hiperboloidin iki kanadi projektif olarak 6zdes oldugundan genellikle tek kanadi
Hiperbolik uzay olarak bilinir.

3.1. Bir Boyutlu Durum

H" hiperbolik uzaymi anlamak i¢in onun indefinit Minkowski i¢ ¢arpimindan gelen

kendine 6zgii metrigi vardir. n=1 i¢in bu durum incelenebilir. Bunun igin Oklid

durumundaki S' cember hatirlanarak baslanabilir.
p:(-0,0)—>S" e p(0)=(1,0) diizgin bir egri olsun p(t):(x(t),y(t))
koordinatlarindan x> +y*=1 olacak sekilde yazar ve bu denklemin

diferansiyellenmesinden,
2x(t)x'(t)+2y(t)y'(t)=0

elde edilir. Veyahut da diger bir ifadeyle p(t).p'(t)=0 dur.

9



Yani, p'(t) iz vektorii , p(t) yer vektoriine Oklidyen anlamda diktir. Gergekten
p'(t)= k(t)(—y(t),x(t)) yazilabilir. Ciinkii p(t) noktasindaki S' teget uzay bir
boyutludur ve (- y(t),x(t)) ye Oklidyen diktir (Sekil 3. 2).

p'(t)= (~sint,cost)
N

p(t)=(x(), Y1) _ P(®)=(cost,sint)

p'(t) |

k=1

t=Yay uzunlugu

Sekil 3.2. S' Cember

Eger p(t) yi toplaminin sabit hiz1 1 kabul edilirse

1=[p(0) = (O] J((-y)" +x) =k (1)

dir ve boylece Kk =F1 olur.
k=1 alinirsa , p(x, y) noktas1 Oklid diizleminde sabit 1 hiztyla birim ¢ember etrafinda

dolanir.
Sonug olarak, birim ¢cember iizerindeki Oklidyen yay uzunlugu ile t 6zdeslenebilir ve
X= X(t) yerine cost ve y= y(t) yerine sint alinirsa, analizden hatirlanacagi gibi

cosinisiin turevi eksi siniis ve sinlisun turevi eksi cosinustur.

Formiillerden, k=1 alinarak x ve y ( cosiniis ve siniis) asagidaki diferansiyel

denklemleri saglar.

x'(t)==y(t), y'(t)=x(t)

10



ile baslangi¢ sartlari X(O)zl , y(O): 0 olacak sekilde sin ve cos i¢in klasik kuvvet

serilerinin agilim1 goz Oniine alinirsa bilinmeyen katsayilar belirlenir.

2 t4
cost=1-—+—+
20 4
3 tS
sint=t——+—+
3! 5!

H' de hiperbolik hesaplama yapilirken yeni baslangic noktasi (1,0) yerine (0,1) , S'
yerine H' i, Oklid i¢ ¢arpmu “.” yerine “* “hiperbolik i¢ carpimini, +1 yerine - 11,
Oklid yay uzunlugu yerine hiperbolik yay uzunlugunu, cosiniis yerine hiperbolik siniis
ve siniis yerine hiperbolik cosiniis alinir.

Buradan;

p:(—oo,oo)—> H' e p(0)=(0,1) diizglin bir egri olursa. p(t)=(x(t),y(t))

2 2 _1

koordinatlarindan X" -y’ = olacak sekilde yazilan denklemin

diferansiyellenmesinden
2x(t)x'(t)-2y(t)y'(t)=0

elde edilir.
Diger bir ifadeyle p(t)p'(t)=0

Yani, p'(t) hiz vektdrii, p(t) yer vektdriine hiperbolik anlamda diktir. Gergekten
p'(t)=k(t)(y(t),x(t)) yazabiliriz. Ciinkii p(t) noktasindaki H' hiperbolik uzay:

bir boyutludur ve (y(t),x(t)) , p(x,y) ye hiperbolik diktir (Sekil 3.3).

11



P’(t)= (c osht,sinht)

P(®)= (sinht,c osht)

Sekil 3.3. H' de Hiperbolik Dogru

Eger p(t) toplaminin sabit hiz1 1 kabul edilirse

p'(t) = |k(t1w/iy2 —x*)= k(t)

boylece k=F1 olur.k =1 ahmrsa, p(x,y) Minkowski diizleminde sabit 1 hiziyla

1=

“birim” hiperbol etrafinda dolanir.
Sonug olarak, H' birim hiperbolde hiperbolik yay uzunlugu ile t’yi dzdesleyebilir ve
X = X(t) yerine sinht ve y = y(t) yerine cosht almirsa, analizden hatirlanacag: gibi

hiperbolik cosiniisiin tiirevi hiperbolik siniistiir ve hiperbolik siniisiin tlirevi hiperbolik
cosintistir.
Formiillerden, k = 1 alinarak x ve y ( hiperbolik cosiniis ve hiperbolik siniis) asagidaki

diferansiyel denklemleri saglar.

x'(t)=y(t) . y'(t)=x(t)

12



ile baslangig sartlari  x(0)=0, y(0)=1 olacak sekilde hiperbolik siniis ve hiperbolik

cosiniis icin klasik kuvvet serilerinin ag¢ilimi géz oniine alinirsa bilinmeyen katsayilar

belirlenir.

2 4
cosht=1+—+—+...
21 4]

3 5
sinht=t+—+—+...
31 5!

H' e sifirdan farkli teget vektor indefinit * i¢ carpimima gére pozitif bir kare normun
varhigini gosterir yani Minkowski diizlemi tizerindeki indefinit i¢ ¢arpim, hiperbolik bir
uzay lizerine pozitif taniml i¢ carpim tahsis eder. Benzer sonu¢ daha yiiksek boyutlar

icinde gegerlidir.

3.2. Yiiksek Boyutlu Durum
Daha yiiksek boyutlarda, H" i¢inde R"™" de bir hiperboloid olarak gz 6niine almirsa.
Eger p:(-o0,00)—>H" egride diizgiin bir yay pargasi ise p(t) noktasinda

herhangi bir dogrultuda yon segilirse p(t)*p'(t)=0 a p(t) vektdrinin hiperbolik

ortogonal tiimleyeni olarak diisiiniilebilir. p(t) de H" e tegettir.( * i¢ ¢arpimu sifir ise

vektorler hiperbolik ortogonaldir .)
Indefinit i¢c carpimimin tanjant uzaya kisitlamsinin pozitif tanimli oldugu iki sekilde
belirlenebilir.
Birinci metod Cauchy- Schwartz esitsizligi ile verilir.
Cauchy- Schwartz esitsizligi;
(xy)" < (xx)y.y)
seklindedir.
p=(p,p,,) ve x=(&X,,)#0 olsun

> n+l
p, H" tanjant uzayidir. Burada
p,XxeR"
13



Eger X,,, =0 ise X*X=X-X dir.
Boylece
X*X>0.

Eger, X,,, =0 ise varsayalimki X, , # 0 olsun.

n n+1

0=x* p:)z'p_xml'pnﬂ ve —1= p* p= ﬁp_ prirl
Bundan dolayt;

()z)z)( f) p) 2 (),z p)2 = (Xn+1 pn+1 )2 = X§+1( pp + 1)
Cauchy- Schwartz esitsizligini verir.

Ikinci metod ise
(x*xx)(P-P) =%,

X*x >0 igerir ki, eger X # 0 ise * i¢ carpiminin cebirsel analizi ile miimkiindiir.

P, Pis Pys-..» P, (n+1)-lisi R icin bir baz olsun. Burada; p, H" de bir nokta kalan

vektorler ise  p noktasinda H" e teget uzay olsun. Gram — Schmidt ortogonallestirme

yontemine bagvurulursa p* p=-1 den dolay1 H" i¢in tanimlanan denklem, p vektor,

birim vektor olur ve kalan p’ nin ortogonal timleyeni olarak géz oniine alinabilir. H"

(33 333

e p noktasinda teget uzay verir. i¢ ¢arpimi non- dejenere oldugundan, sonug

matrisinde diagonal iizerindeki F1 olan elemanlardan sadece p vektdriine karsilik

gelen -1 dir. Digerleri +1 dir.

Sylvester * in teoremindeki diagonal tizerindeki +1 lerin ve -1 lerin sayis1 i¢ ¢arpimin
bir degismezidir. (+1 lerin sayist en biiyiik alt uzayin boyutudur ki burada metrik pozitif
tanimlidir.)

Fakat R™' igin standart baz alindiginda diagonal iizerinde bir tane -1 diger elemanlar
+1 dir. Bu durum bizim bazimiz iginde aymdir. I¢ ¢arpimin matrisi tanjant uzaya
kisitlanir ve nxn tipinde bir matrise karsilik gelir. Yani, metrigin tanjant uzayina

ek

kisitlanmasi pozitif tanimlidir. Sonug olarak i¢c carpimi H" e kisitlandiginda H "

tizerine gercek bir Riemann metrigi tanimlar.

14



3.3. Riemann Geometrinin Temel Bilgileri

Hiperbolik geometrinin analitik modelleri, bir Riemann metrikli diferansiyellenebilir

manifoldlar olacaktir. Ilk olarak Riemann metrigi tamimlanir ve Oklid uzaymdaki
geometrik kavramlar ile dzdeslenir. R" Oklidyen uzay iizerindeki ds® Riemann
metrigi her bir p € R" noktasinda, p noktasindaki tanjant uzaya pozitif taniml simetrik

bir i¢ ¢arpim koyar ki bu i¢ carpim p noktasindaki diferansiyellenebilme ile degismez.

: e 2 , . e . .
I¢ carpim verildigi zaman |X| = X.X olmak iizere bir x vektoriiniin |X| uzunlugu ile, iki

cosf = (X.y)/QX|.|y|) olmak iizere, x ve y vektdrleri aralarindaki ac1 0 ve ds =+/ds’

seklinde uzunluk elementi ve dA alan elementi hesaplanabilir. Alan elementi su sekilde

hesaplanir. Eger X, X,,..., X, R" nin standart koordinatlar1 ise bu takdirde

ds® = > g, ;dxdx;
¥

formundadir.

(g ij) matrisi X iizerindeki diferansiyellenebilmesine baghdir ve pozitif tanimh ve

simetriktir. |g , (g ij) determinantinin karekdkii olsun. Bu takdirde,

dA = \/@dxldxz -..dx,
dir.

Eger f:R¥ > R" diferansiyellenebilir bir doniisiim ise
f*(dsz)(v,w) = ds’ (Df (v), Df (w))

formiilii ile f° (ds2 ) pullback tanimlanabilir.

Burada v ve w vektorleri UeR*  noktasimin teget vektorleri ve Df  ise x = f(u)

noktasindaki teget vektorleri u noktasindaki teget vektorlere doniistiiren tiirevdir.

15



x € R" noktasinda g; j(X) ile g;;o f(u) yer degistirmesi ile pullback hesaplanabilir.

Burada ise ueR* ve f(u)=x dir ve dx, ile Z(@fi/auj)iuj yer

j
degistirmistir.
P tizerinden ds integrasyonu ile p: [a,b] — R" e giden yay par¢asmin uzunlugu

hesaplanabilir.

jds:ip*ws)

P a

pb)

ds

p(@)

p (ds)

Sekil 3. 4. Egrinin Uzunlugu

R" de p ve q gibi iki nokta arasindaki Riemann uzakligi, p den q ya giden yay
parcasinin infimumu olarak tanimlanir.

Sonug olarak, bu ifade edilen kavramlar manifoldlara genellenebilir. Yani, her bir
koordinat haritas1 lizerindeki bir Riemann metriginin varligi bu metrigin bu haritalar

tizerindeki tanimli fonksiyonlarin araciligiyla pullback doéniisiimleri altinda degismez.

Eger bir harita iizerindeki Riemann metrigi ds® ve f bu iki haritay1 baglayan bir

fonksiyon ise bu takdirde f° (d322 ) =ds;. Bu da gostermektedir ki uzunluklar ve alanlar

harita degisimi altinda invariant kalirlar.
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BOLUM 1V

HIiPERBOLIK UZAYIN MODELLERI

Burada hiperbolik uzayin bes modeli tanimlanmistir. Her bir modelin kendine 6zgil 6zel

metrigi , jeodezikleri, izometrileri gibi geometrik 6zellikleri vardir. Bu modeller:

H, yari-uzay modeli

I, disk modeli

J, yar1 kiire modeli

K, klein modeli

L, hiperboloid model

olarak adlandirilir. Bu modeller analitik diizlemde Sekil 4.1 de verilmistir.

17



Y 0,)

Sekil 4.1. Bes analitik model ve aralarindaki izometriler he H jiel,jeJ ,ke K ve

| e L noktalari hiperbolik uzayda ayni noktalar gibidir.

Her bir model, R"" ’ in farkl alt kiimelerinde tanimlanir ve n= 1 i¢in tanim kiimeleri

sekil 4.1 de sematik olarak verilmigtir[11].

Yukarida ifade edilen Hiperbolik uzayimn bes temel analitik modeli i¢in tanim kiimeleri

cebirsel olarak asagidaki sekilde verilir.

1- Yar1 Uzay Modeli:

H={(LX, X)X

©0 M+l

n+1 > 0} 5
2- Disk Modeli:

2 2 2 .
I ={(X X0 %,,0) 0 X 4G+ 4 X <1},

18



3- Yan Kiire Modeli:

I={(Xo Koo X )t XX 4 X0, =1 ve X, >0}
4- Klein Modeli:
K ={(X: XX 1) s X705 4.4 X2 <1
5- Hiperboloid Modeli:
L={(X. X0 Xo Xy )T X400+ 4% =X, =—1 ve X, >0}

Bu bes model iizerinde ds® Riemann metriklerinin tam analitik tanimlamasi asagidaki

gibidir.
2 2 2
ds? — dx; +dx; +...+dx,,,
H 2
Xn+1
dx’ +dx; +...+dx’
ds; =4.———2 n
: 1—x% —x2 2\?
(1-% =% ==
2 2 2
ds? = dx; +dx; +...+dx;,,
J 2
Xn+1
2 2 2
ds? = dx’ +...+dx’ +(x1dx1+...+xndxn)

(= Ry —

ds; =dx; +...+dx’ —dx’

n+l *

19



Burada; bu bes model arasindaki izometrik denkligi gorebilmek i¢in onlar arasindaki

izometrileri tanimlamak gerekir.
Modeller arasindaki izometriler asagida verilmistir.

1. Yar1 Uzay Modeli ile Yar1 Kiire Modeli arasindaki izometri:
a:J —>H  déniisimi , (-1,0,...,0) noktasindan merkezi izdiisiim olsun.
a:J —>H

(Xl,...,Xr1+1)—>(1,(2X2 _ 2%, ]

X +1)7 (% +1)

seklinde ifade edilirse, n=2 i¢in:

P(1,0) 0,0) (1,0)

A
v

Sekil 4.2. J den H ya Merkezi Izdiisiim

2X,
X, +1

20



(125

X +1

iki boyutlu durum ele alinirsa,

a0~ Pl

—_—

= 0P + APX
- Jo%)-
olur. Ifadeler yerine yazilirsa
(1%)=(-1,0)+ A[(%.%)~(-1.0)]
=(=1,0)+ A(x, +1,x,)
= [~ 1+ A(x, +1),Ax,]
1=—1+A(x, +1)

esitliginden

A=

X, +1

elde edilir.

X'=>1 ve X,'—>AX, oldugundan

2X,
X, +1

'
2

bulunur.

21



2. Yari Kiire Modeli ile Disk Modeli arasindaki Izometri:

f:J—> 1  doniisiimii, (0, 0,...,—1) noktasindan merkezi izdiistimdiir.

F:J -l

Xl Xn
0
. ’X"““[u BIRT +1y]

n+1 n+1

X (x.x,)

A

(4.0 I 0,00 /B (1,0)

PO,-1)

Sekil 4.3. J den I ya Merkezi Izdiisiim

22
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N

X, +1
iki boyutlu durum ele alinirsa,
08(x)=0X + XB(x)
=0X + AXP
=0X + A(0P —0X)
dir. Ifadeler yerine yazilirsa
(Xl '90) = (Xla X2)+ﬂ’[(09_1)_(xla Xz)]

:(Xlaxz)+/1[_ Xla_l_xz]

(%,50) =[A= )X, (X, — A1+ x,)]

X, —A(1+X,)=0

bulunur.

X' = (1-2)x

[fadesinde A degeri yazilacak olursa

ve X,' >0

elde edilir.

3. Klein Modeli ile Yar1 Kiire Modeli Arasindaki Izometri:

y: K — J doniisiimii, dik izdlistimdiir.
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y:K—>J

(xl,...,xn,l)—>(x1,...,xn,\/(1—xl2 —...—xf))

A

A0 0.0

v

P(x,0)

Sekil 4.4. K den J ye Dik izdiisiim

n=2 i¢in;

2
XX L % o (1-x7)

(xl,xz)—>(x1, 1-x; )

iki boyutlu durum ele alinirsa,

07(x)= 0P+ Py(x)

=@+/Iﬁ

dir. ifadeler yerine yazilirsa

24
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(Xl L% '):(Xl’0)+’1|:(xl’l)_(xl’0):|

(%% ") =(x,4)

ifadesinde X,' yerine A yazilirsa

XX+ =1 = i:,/il—xfi

bulunur.
1
X" X

X,' >4 den
' ' 2
X'o>x ve X'—>(1-%)
elde edilir.

4. Hiperboloid Modeli ile Yar1 Kiire Modeli Arasindaki Izometri:

0:L—>J doniisiimii, (0, 0,...,—1) noktasindan merkezi izdiistimdiir.

o:L—>1J

1
(xl,...,xn“)—)( AT ]

25



X (. x,)

5(X)

Sekil 4.5. L den J ye Merkezi Izdiisiim

iki boyutlu durum ele alinirsa,
05(x) = OP + P& (x)
= 0P + APX

= 0P+ A(0X —0P)

= (0.-1)+ 2[(x,.x,)- (0.-1)]

PO, 1)

26
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05(x) = [Ax,,—1+ A(x, +1)]
X 'A% ve X'—>—1+A(x,+1)

ifadesi genellenirse;

X "= AX,

Xpur ' =1+ (X, +1)

n+1 n+1

X2+ X XX =1

X'+ X =1-x .’

A2 (xf X+t x,f) :1—[—1+(/1(xn+1 +1))]2

22, —1)=[1=(=1+ Ax,,, + D)1+ 1+ A(x,,, +1))]

22 %oy = WXy +1)= (2= A%, + DNAK . +1))

Xy —A=2-AX,,, -4

2
A= = A=
2Xn+1 Xn+l
' Xl 1 X2 ' 1
X — , X, = , y Xy —
Xn+1 Xn+l n+1



()=

elde edilir.

X, 1
R
X2 X2

Her bir doniistim deger kiimesinden tanim kiimesine pullback doniisiimdiir. Riemann
metriginin standart bir sekilde pullback doniisiimii izometridir. Bu doniisiimler 20 farkl
sekilde olabilir. K Klein model iizerindeki metrige pullback uygulanirsa; J {izerinde

metrigin yapist y:K —J doniisimii yolu ile saglanir. Bunlar sira ile asagida

gosterilmistir.

1. o:J—H alinirsa; a*(dsﬁ >= ds;  oldugu goriilebilir.

_2x, 2%,
y2 - (X1 +1)a'-~a yn+1 - (Xl +1)
alindiginda,
22X
Lo +1
den
dy, :L( dx - dx, ) dy, =0
S+ T () 1
dir.

XX+ X, =1

n+l

den dolay1

x,dx, = —(%,d%, + X,0%; +...+ X, dx,., )

Ve

2 —
n+l

2 2 2
Xy + X +...+X 1-X

Asagidaki basit hesaplama denklemi dogrular.
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« 1
a’(ds)) =T(dy22 +...+dy§+l)

n+1

X, +12 4 n+1 2dX n+l n+1
_(4x2) 2(,2 x> — Zde +( 7 ZX,ZJ

2 (x +1) X +1

n+ 2
{idx + 1)x dxf+L)2(l—xf)j

X, +1

—

n+1

1 n+1

X

n+l =l

o' (ds? )= ds?
dir.

2. B:J->lalinrsa; S *(ds,z)= ds; oldugu goriilebilir.

Y, = al > yzzLa T % 5 yn+1:0
(Xn+1 + 1) (Xn+l + 1) (Xn+1 + 1)
alindiginda
__ X
yi - (Xn+1 + 1)
olur.

Diferansiyeli ise

X

X.
= ldx. —— ¢
n+l1 +1)|: XI (Xn+1 +1) Xn+l:|

dyi = ( l
seklindedir.
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n
2 2 2 2 2
X, +X o+ X, =1 = 2 X2 =1-=X

n+l T

den dolayz,
X, dx, +X,dX, +...+ X, dx ., =0 = Zn: X;dx; = —X,,,dX,,,
i=1
bulunur.
Simdi ;
S dy;
B (st )=4—"——
3]
i=1
1 . X ’
dx, — " dx
(XM +1)2 [ll [ I (Xn+1 +1) nHJ :l
= - X2 3
1_ ]
[ ; (Xn+1 + 1)2 j
1 n dx n dx’
dx; —2 " X, dx; + n+l
(kg 1) {Z L (at ); T (X, 1)
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( n+l+2xn+l+1 Xn+1) 2
Y {zdx & }

(Xt +1)°

|:2Xn+1 + 2Xn+1 :|2
( n+1 +1)

Rl
{zm +1>T

(Xpos +1)

— 4.

=4,

g (p +1)° ; [de —dxnﬂ}

(Xn+1 + 1) 4 Xn+1( n+1 +1

- [Z dx; —dxzﬂ}
i=1

n+1

sonu¢ olarak
A (s )= ds;
dir.

3. B: K — Jalinirsa; y*(dsf): ds; oldugu goriilebilir.

V=X, Y, =X, ve Yo =l-y - —yi=1-x - —X
Sonra
dy, = dx; i=12,...,n i¢in ve

Yo BYoer = — (X, 0%, +X,0X, +...+ x,dX,)
dir.
Boylece

y*(dsﬁ):y%(dyf+dy§+...+dy§)+ 1 dy?,,
n+1 n+1
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(%0, +...+x,dx, )’

(l—xf —...—xj)2

= )(dxf+...+dx§)+

4. B:L — Jalmirsa; & (ds§ ) =ds] oldugu goriilebilir.

X, X, X, 1
y, = s Y, = TR Yo = s Yo =T
Xn+1 Xn+1 Xn+1 Xn+1
alindiginda
Xi
Yi =
Xn+l
. dx
dyl = ! [dxl - an+1] > d n+1 __%
Xn+1 Xn+1 (Xn+l )
X AKX A X=X, =1 = Y X =-l+X,,
i=1
den dolay1
X, 0%+ X, 0%, +. X 0 =X 0%, = Y xdx =X, 0X
i-1
bulunur.
Asagidaki basit hesaplama denklemi dogrular;
n+l
Z:dyi2
(i) 5
j
(Yo )/
_ ! S dy; +dy +..+dy; +dy;, |
(yn+1
1 4 dx,., < dx;,, < dx;
= (X, V| ——| Dldx? —2—"L 3 x.dx, + —m xfj+ n:l
: |:(Xn+1 )2 (Z:ll n+l |Z=1: X§+1 IZ=1: (Xn+l )4
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n dx .. & dx?., & dx?

n+1

2 1 1 2
=D dx} -2 xdx Y X

i=1 Xps1 il S X1
n dx dx2, dx?
_ 2 n+1 2 n-+1 n-+1
=) dx; —2.—=X X+ (=1+ X)) —; —
i=1 n+1 n+l Xn+1
n dx’ dx’
— 2 2 n+1 2 n+l
=) dx; —2dx;,, ———+dx;,, +—;
i=1 n+l1 n+1
n
=) dx’ —dx’

4.1. Stereografik Izdiisiim

Buradaki modeller arasindaki iliskileri  anlamak i¢in doniigsiimlerin geometrik
Ozelliklerini anlamak faydalidir. Bunlarin iki tanesi kiireden diizleme dogru merkezi
veya stereografik izdiistimdiir. Bu boliimde, stereografik izdiisiimiin bazi 6zellikleri
verilecektir.

Genel olarak analitik ispat1 ve {i¢ boyutlu uzayda geometrik ispat1 verilecektir.

4.1.1. Tamm: (n+1)- boyutlu R™" Oklidyen uzayda; S", n- boyutlu kiire olsun.

P, S noktasinda S" kiiresinin teget diizlemi olsun. S noktasin1 S"’ nin giiney kutbu
gibi diistiniiliirse, N, S" de S noktasinin antipodal noktasini belirtsin. Buradaki noktay1
S"” nin kuzey kutubu gibi diisiiniilirse, eger S"\{N} ise, x ve N’ i igeren dogru
iizerinde P nin bir tek 7(x) noktasi vardir. Buna x den P ye bir stereografik izdiisiim

denir (Sekil 4.6).
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Sekil 4.6. Stereografik Izdiisiim

4.1.2. Teorem: ( A¢ilarin Korunumu =Konformallik )

S" < R"' ,P,S,Nve 7 (genisletilmis) yukaridaki gibi verilsin. Bu durumda 7,
S" \ {N} de egriler arasindaki agilar1 korur. Ayrica, eger xe S"\{N,S} ve T =xy; x
de S" nin teget dogru pargasi ise, ﬁ(x)xy ve X7[(X)7Z'(y) acilar1 ya esit ya da 7z(y)

oldugu zaman tiimleyen olarak tanimlanir.

Ispat:

Ilk olarak, keyfi boyutlarda S" \ {N} de ki egriler arasindaki acilar1 koruyan =
doniistimii verilirse.

Her sey acikc¢a normallestirebilirse dyle ki S, aslinda R™' de birim kiiredir.

S, (0,0,...,—1) koordinatlari ile nokta,
N, (0,0,...,1) koordinatlar ile nokta,

P, X, =-1 dizlemdir ve ¥ 7:S">P , 7z(X)=(Y,,Y,...,¥,,—1) formiilii

n+l
tarafindan verilir.

Burada
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dir.

N(0,0,...,1) \
3

POY= (V) Yoo Yorm D)

5(0,0,...,- 1)

0x(x)=ON + Nx(x)
= ON + ANXx
= 0N + A(0X —ON)
(Vs Yareos Yoo = 1) = (0,0, 1)+ A[ (X Xy X X ) = (0,0,...,1) ]

=[ A%, 1+ A (X —1) |

Bu durumda

Yi=AX s Yy =A%, o Vi =1+ﬂ(Xn+1 _1)
den
Yi :ﬂ“xi

dir.
Yo = -1
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oldugundan

~1=1+A(x,,, —1) = A=

Buradan

dir.

P de ds’=dy’+...+dy.  Oklidyen metrik ve S" e pull back edilirse

n

(7'(ds®) pullback déniisiim ), dy, nin pullback hali

dir.
x € S" oldugundan, asagidaki iki denklem yazilabilir;

n
2 2
XK +X + .+ +x, =1 = in =1-X,

ve

XX, + X, 0%, +...+ X dx +x dx , =0 = indxi:

n+1
i=1

dir.
Buradaki denklemlerden,

7' (ds?)=dyz,

(Xn+1 -

n+1

b e

(Xn+1 1

n+1

36
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4 : 2X . — Xy —1
= | Y x4 T Tl g2
o e

i=1

_ 4 N )
- PRSI {Z dx; +dxn+l}

7' (ds?) = (A +. 4+ dx} + X, )

n+1

(Xn+l - 1)
kolayca bu sonug ¢ikar.

Bu hesaplama aslinda 6zdeslemedir. Buradan su sonug ¢ikarilabilir ki, P {izerindeki
Oklidyen metrigin pullback i her bir noktada S" iizerindeki Oklidyen metriginin pozitif
bir ¢arpan ile ¢carpimina esittir.

Teget uzaydaki uzakliklarin pozitif sabite gore carpilmasi agilar1 degistirmez.
Dolayisiyla 7:S" \ {N} — P doniisimii agilar1 korur .

Teoremin ikinci iddiast i¢in n+1=3 boyutlu olmasi durumunda geometrik ispati

verilecektir.

(n+1)- boyutlu R™ Oklidyen uzayinda n- boyutlu P ve P’ diizlemlerini gdz oniine

alinsin. Bu iki diizlem (n-1)- boyutlu bir Q diizlemi boyunca kesigsin.

peP,geQ ve p'eP' noktalarini aldigimiz zaman pq ve p'g dogru pargalarinin

uzunluklar esittir ve Q ya diktir.
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P P

Sekil 4.7. gpr ve gp'r agilari

Yukaridaki sekil 4.7 den goriilecegi gibi r e Q ise qpr ve gp'r agilar esittir. Benzer
sekilde p'pr ve pp'r agilari da esittir.

Teorem 4.1.2 nin 2. iddiasini ispatlamak i¢in, X ve y yi i¢eren bir M dogrusu alindigi
zaman M ile P kesisir. Boylece M ve P nin kesistigini kabul edilebilir. 7 doniisiimii, M
nin noktalarmi z(x) ve z(y) yi igeren dogru olarak tammlanr.

Boylece kabul edilebilir ki y e P dir. Sekil 4.6 dan goriilebiliyor. P diizlemini S"

kiiresine teget olarak alinabilir. P' diizlemini de x noktasinda S" diizlemine teget
alinabilir. p'e P' ve p e P noktalari i¢in,p=7(x)eP ve p'=xeP' noktalarmi,
Q diizlemi i¢in P ve P' niin arakesiti olarak alinabilir. r noktasi i¢in y noktast
alinabilir. Simdi de soylenebilir ki p'pr ve pp'r agilan esittir, ii¢ boyutlu uzayda
ger ve gp’r agilarmin esit olmasi gostermektedir ki 7, verilen herhangi bir egri
arasindaki agty1 korumaktadir. Ciinkii bu a¢1 pq ve p'q teget dogrultular1 arasindaki

acidir. Teorem 4.1.2 nin ikinci iddiasini ispatlar.
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BOLUM V

SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismanin sonucunda Hiperbolik uzayin bes temel analitik modeli verilmis ve bu
modeller arasindaki izometriler gosterilmistir. Bu modellerden bazilarinin konformal
bazilarimin  projektif olarak denk oldugu ortaya konmustur. Daha ileriki
calismalarimizda bu modeller {izerinde tanimli geometrik nesnelerin 6zellikleri

arastirilacaktir.
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