T.C.
ERCIYES UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YIGINLAR VE SUZGECLER

Tezi Hazirlayan
Ahmet KILIC

Tezi Yoneten
Yrd. Do¢. Dr. Muammer KULA

Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi

Agustos 2010
KAYSERI



Yrd. Dog¢. Dr. Muammer KULA  damgmanhginda Ahmet KILIC tarafindan
hazirlanan *“Yiginlar ve Siizgecler” adli bu ¢ahsma. jiirimiz tarafindan Ercives
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiic Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans

tezi olarak kabul edilmisgtir.

03,08 /2010

Jinj H /
Baskan : Prof. Dr. Mehmer BARAN ")"'Jf({?t.mv;/\/’

')

1\
Uve : Yrd. Do¢. Dr. Muammer KULA }J}g—kh

Uve  : Yrd. Dog. Dr. Al DE]_.ICBOGLJ.“%F"(

ONAY :

Bu tezin kabiilii Enstitii Yonetim E(urulununli.lad.ﬂat"otarih ve 22UQ/3H 0 savili

karan ile onaylanmgtir,

3 & 20l0

Enstitii Miidiirii



il

TESEKKUR

“Yiginlar ve Siizgecler” isimli yiiksek lisans tezi ¢alismalarim siiresince destegini
esirgemeyen, bilgi ve tecriibeleriyle beni destekleyen ve yonlendiren saygi deger hocam

Sayimn Yrd. Dog¢. Dr. Muammer KULA” ya sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica, ¢aligmalarim esnasinda maddi ve manevi desteklerinden dolay1 aileme ve tim

arkadaslarima tesekkiir ederim.



il

YIGINLAR VE SUZGECLER
Ahmet KILIC

Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Agustos 2010
Tez Danismani: Yrd. Do¢. Dr. Muammer KULA

OZET

Bu tezde Yigin Yakinsak Uzaylar, Siizge¢ Yakinsak uzaylar, Limit Uzaylar1 ve
Pretopolojik  Uzaylar gibi topolojik kategorilerde genellestirilmis ayirma
aksiyomlarinin karekterizasyonunda ihtiya¢ duyulacak belli bazi sonuglari, teknik

teoremleri ifade ve ispat edecegiz.
Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde kisaca Yiginlar ve Siizgeclerin tarihgesi ilizerinde durulmus olup

litaratiir taramas1 mahiyetindedir.

Ikinci béliimde, amaca yonelik kategori, fanktor, topolojik fanktor, diskre ve indiskre
objeler, yiginlar, slizgecler ve topolojik kategori gibi temel tanimlara ve bunlarla ilgili

temel teoremlere yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde, siizgecler ve yigmlar hakkinda bazi teknik teoremler ifade ve ispat

edilmektedir. Bir B cilimlesi lizerinde Qi s 1, j=1, 2 siizgecleri verildiginde 7o =y, 1,
J=1, 2 (burada 7; projeksiyon fonksiyonlari cinsinden tanimlanmistir) olacak sekilde bir

o siizgecinin B>V, B’ iizerinde mevcut olmas igin gerek ve yeter sartlar1 veren temel

bir sonu¢ verilmektedir. Ayrica bu temel sonuctan bazi Onemli sonuglar elde

edilmektedir.

Dordiincii boliimde, Sabit Yakinsak Siizge¢ Uzay1 Kategorisi (ConFCO) da Pre T: ve

Pre T, objeleri karakterize edildi.

Anahtar Kelimeler: Yiginlar ve Siizgecler, Siizge¢ Yakinsak Uzay1, Limit Uzayi,
Pretopolojik Uzaylar.



STACKS AND FILTERS

Ahmet KILIC
Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M. Sc. Thesis, August 2010
Thesis Supervisor:Assist. Prof. Muammer KULA

ABSTRACT

In this thesis, we state and prove some certain results that will be needed to give an
expilicit characterization of each of these generalized seperation properties in categories
of Stack Convergence Spaces, Fitler Convergence Spaces, Limit Spaces and

Pretopological Spaces.
This thesis consists of four chapters.
In the first chapter, the historical devolopment of the stacks and filters is given.

In the second chapter, the basic definitions such as a category, fanctor, topological

fanctor, discre and indiscre objects, stacks, filters and topological category were given.

In the third chapter, we state and prove some technical theorems about stacks and filters.

The main result is concerned with finding necessary and sufficent conditions on filters

@, 1, j=1, 2 on set B for which there exists a fitler o on the wedge B*V,B? such that
mio = ay foralli, j=1, 2, where 7; are defined in terms of projections. We deduce

from this some certain results.

In the fourth chapter, Pre T, ve Pre T, objects are characterized in the category of

constant filter convergent spaces (ConFCO).

Keywords: Stacks and Filters, Filter Convergent Spaces, Limit Spaces, Pretopological

Spaces.
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FCO Yakinsak Stizge¢ Uzaylarin Kategorisi
ConFCO Sabit Yakinsak Suzge¢ Uzaylar Kategorisi
a, B, F, G Stizgegler
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[X] Tek nokta {x} ctimlesi tarafindan tretilen siizgeg



1. BOLUM
GIRIS
Topolojik uzay kavrami; yakinsak uzay, limit uzayi, bornolojik uzay ve preorder
uzaylarini da icine alarak Herlich [1], Kent [2], Wyler [3], Nell [4], Schwartz [5] ve
digerleri tarafindan topolojik kategori kavramina genellestirilmistir. Topolojik kategori
degisik yollarla tanimlanmistir. Ornegin, Herlich [1] de belli kaynaklarin baslangig
kaldirmalarinin (initial lift) varligina dayanarak topolojik kategoriyi tanimlamistir.

Wyler [3] de topolojik kategori tanimini tam lattice kategorisindeki fanktora

dayandirarak tanimlamistir.

Matematik bilim dalinin farkli branglardaki ayrisma (farklilagma) ve uzmanlagsmanin
(specialization) artmasi1 matematikgileri, bu ¢ok sayidaki farkli branglarin ortak bir alan
lizerinde diisiinmelerini zorunlu kilmistir. Iste kategori teorisi bu ortak alanlarda bir
tanesidir ki, farkli alanlardaki arastirmacilarin daha kolay bir iletisim kurmalar1 igin
ortak bir dil saglamaktadir. Genel topoloji matematigin cebir, analiz, fonksiyonel analiz,
olasilik teorisi, lattice teorisi gibi pek cok teoride uygulamalara sahip oldugundan

topologlar topolojik fikirleri (ideas) kategori diline ¢evirmeyi tercih ederler.

Eger Genel Topolojide ki teoremleri topolojik kategorilerde daha genel yapilarda
formiile etmek ve ispatlamak istenirse, Oncelikle baslangi¢ kaldirmasi, bitis kaldirmasi
ve diskre yapilar gibi belli temel kavramlari herhangi bir topolojik kategori igin

tekrardan formiile etmek gerekmektedir.

Topolojide ki baz1 énemli kavramlar (Kompaktlik, Baglantililik, Tam Baglantisizlik,
Ayrilma Aksiyomlari, Kapalilik vb.) Manes [6] ve Herrlich, Salicrup ve Strecker [7]
tarafindan degisik yollarla topolojik kategoriye genisletilmistir. Bu genislemelerin ¢ogu

kapanig operatorleri kullanilarak yapilmistir.



Tam (Complete) ve Cocomplete kategorileri i¢in kapanis operatorlerinin tanimlarini
Dikranjan ve Giuli [8] de verilmistir. Bu kapanis operatorleri kullanilarak Hausdorff

uzay1, kompaktlik ve baglantililik kavramlari karakterize edilmistir.

Yine ayni kapanis operatorleri, verilen her bir ¢ kategorisinin dolgun bir alt
kategorisi# nin epimorfizmlerini karakterize etmek icin de kullanilmistir. Brummer

[9], Hoffman [10], Marny [11] ve Baran [12], T, -aksiyomunu degisik yollarla topolojik

kategoriye genisletilmesini yaptilar. Hang [13], Schwartz [5] ve Baran [14] de bu
geniglemeler arasinda ki iliskileri incelediler. Baran [12] da ayrilma aksiyomlarini

(T,,1,,T,,,,T | ,T,,T5),[15] de kapalilik kavramini ve [16] da da kompaktlik kavramini
3—

2
kapanig operatorlerini  kullanmadan topolojik  kategoriye genisletmistir. Bu
geniglemeleri yapmanin bir amaci, bu kavramlarin topolojinin 6nemli teoremlerinden
Tietze Genisleme Teoremi, Urysohn Lemmasi, Urysohn Metriklesme Teoremi,
Tychnoff Teoremi gibi teoremlerin ifadelerinde yer almalaridir. Diger bir amacida,
kapalilik kavrami ile karakterize edilebilen kompaktlik ve baglantililik kavramlarini

topolojik kategoriye genisletmektir.

Bu tezde, Yi8in Yakinsak Uzaylar, Siizge¢ Yakinsak Uzaylar, Limit Uzaylar1 ve
Pretopolojik Uzaylar gibi kategorilerde bu genellestirilmis ayirma aksiyomlarinin
karakterizasyonunda ihtiya¢ duyulacak bazi belli sonuglari ifade ve ispat edilecek. Yani,
stizgecler ve yiginlar hakkinda bazi teknik teoremleri ifade ve ispat etmeye ¢alisacagiz.

Bir B ciimlesi tizerinde «.

ij?

1, j=1, 2stzgegleri verildiginde 7,0 =¢;, 1, j=1, 2
(burada 7; projeksiyon (izdiistim) fonksiyonlari cinsinden tanimlanmistir), olacak
sekilde bir o siizgecinin B*V,B*(B’nin iki ayr1 kopyasimin diagonali boyunca
kesismesi) lizerinde mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar1 veren temel bir sonucu
[17] makalesinde inceleyecegiz. Ayrica bu temel sonu¢ kullanilarak yeni sonuclar elde

edecegiz. Daha sonra bu sonuglarin yukarida bahsedilen kategorilerde nasil

kullanildigin1 6rneklerle agiklamaya calisacagiz.



2. BOLUM

TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boéliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan genel tanimlar ve bunlarla ilgili

bazi teoremler ifade edildi.

2.1. Kategori

Tamm 2.1.1. /C bir simnif olsun. K daki tiim nesnelerin (objelerin) sinifi, herhangi iki
nesne arasindaki doniisiimlerin (morfizimlerin) ciimlesi ve verilen iki doniisiim igin
bunlarin bileskesi verilsin. Bu bileske ayn1 zamanda asagidaki sartlar1 saglarsa K ya
bir Kategori denir.

1. £ da ki her 4 nesnesi i¢in 1,:4—> A birim donligimii vardir 6yle ki her
f:A4A— B doniisiimii igin fol,=f veher g:B—> A doniisimiiigin 1,0g=g

olmalidir.

2. f:A—>B, g:B—>C, h:C—> D olmak iizere bileske “o” islemi birlesme
ozelligine sahip olmalidir. Yani, Ao (g of ) = (h ° g)o f saglanmalidir.

U da ki tiim nesnelerin (objelerin) sinifi kisaca Ob( K) (veya Ok ) seklinde, herhangi
iki nesne arasindaki doniigiimlerin (morfizimlerin) ciimlesi;
K(4,B)=Hom(A,B)={f | f: A— B doniisim } seklinde verilen iki
doniistimiin bileskesi de

o: K(4,B)x K(B,C)— K(4,C)

(f.g)> o (f.g)=gof
seklinde gosterilebilir.



Ornek 2.1.2. £ nin objeleri(X,7), (Y,0), (Z,5),...topolojik uzaylar, déniisiimleri
f: (X , r) — (Y,0) siirekli fonksiyonlar ve bileskede fonksiyonlarin bileskesi olsun.
K nin kategori oldugunu gosterelim.

1. (X,7)—>(X,7) olacak sekilde 1, :X — X birim fonksiyonu vardir ve bu birim
fonksiyonu siireklidir. Ayrica her f:(X,7)—(Y,o) ig¢in fol,=f ve her
g:(Y,o0)—>(X,7) i¢in 1,0g=g dir

2. f:(X,7)>(Y,0), g:(Y,6)>(2,8) ve h:(Z2,6)—>(W,u) olmak iizere
f, g, h fonksiyonlarn siirekli olduklarindan bunlarin bileskeleri olan ho(go f ),
(hog)o f de siirekli ve esittirler.

Dolayisiyla K bir kategoridir. Bu kategoriye biitiin topolojik uzaylarin kategorisi denir
ve K =TOP seklinde gosterilir.

Ornek 2.1.3. K nim objeleri 4, B, C,... ciimleleri, doniisiimleri fonksiyonlar ve bileske

islemi olarak da fonksiyonlarin bileskesini alalim.

K nin kategori oldugunu gosterelim.

1. Her A climlesiicin 1,:4—> A birim fonksiyonu vardir. Ayrica her f: 4 — B
fonksiyonuicin fol,=f ve her g:B—> A fonksiyonu i¢in 1,0g=g dir.
2.f:4—> B, g:B->C, h:C—>D olmak lizere fonksiyonlarda
ho (g of ) = (h ° g)o f Dbirlesme 6zelligi saglanir.

Dolayisiyla K bir kategoridir. Bu kategoriye biitiin ciimlelerin kategorisi denir ve
IC =SET seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.4. C bir kategori ve T, K nin bir objesi olsun. Eger K nin herhangi bir

objesi A olmak tizere KC(A,T)={ f| f:A— T doniisiim } tek elemanliise T ye K

nun son (terminal) objesi denir [18].

Tanim 2.1.5. K bir kategori ve i, K nun bir objesi olsun. Eger K nin herhangi bir A
objesi i¢in (i, A)={ f| f:i > A doniisiim } tek elemanli ise i ye K nin ilk (initial)

objesi denir [18].



Tanim 2.1.6. K bir kategori ve Z, K nin bir objesi olsun. Eger Z, IC nin hem ilk hem
de son objesi ise Z ye K nin sifir (zero ) objesi denir [18].

Ornek 2.1.7. K = SET olsun. K nun varsa ilk, son ve sifir objelerini bulalim.

i = ilk objedir ; ¢linkii

Herhangi bir A objesi i¢in K (&, A) = { flf9—>A fonksiyon} = {bos fonksiyon}

tek elemanli ciimledir.

T= {x} tek elemanli ciimle, son objedir ; ¢iinkii
K (A, {x}) = { f ‘ fA> {x} fonksiyon} = {Sabit fonksiyon } tek elemanli ciimledir.

Sifir objesi yoktur ; giinkii i=g # {x}=T dir.
2.2. Fanktor

Tanmm 2.2.1. K ve £ iki kategori olsun. Eger K da ki her 4 nesnesi icin F(4),
L nin nesnesi ve K nmn her f: A— B donisimii icin F(f): F(4)— F(B),

L nin bir doniisiimii oluyorsa ve;

L F(l,)=1,, (Her Ac Ob(K) igin)

2. F(go f)=F(g)o F(f)
sartlart saglaniyorsa F: K — £ ye K dan £ ye bir fanktor denir [18].

Ornek 2.2.2. F:TOP—SET, F (X , ,u) =X seklinde tanimlanan F nin bir fanktor
oldugunu gosterelim.

F:TOP>SET de F(X,7)=X ve f:(X,7r)>(Y,0) igin F(f)=/:X>Y
olarak tanimlansin. Bu taktirde kolayca goriiliir ki £ bir fanktordur.

a) F(I(X,T)) =y =1k

b) F(gof) yine F(g)=g ve F(f)=f olduklarindan F(g)oF(f)=gof tir.

Dolayisiyla F' bir fanktordur. Bu fanktora unutkan (forgetful) fanktor denir.



Tamm 2.2.3. F: K — L fanktor olsun.

1. Her A,B €Ob(K) ve her f:F(A)—>F(B) icin en az bir g:4—>B ye
F (g)= f olacak sekilde bir doniisiimii varsa F ye dolgun (full) fanktor denir.

2. Egerher 4,Be Ob(K) ve f,g:A— B doniigiimleri i¢in F(f) = F(g) oldugunda

f =g ise F ye diizenli (faithful) fanktor denir.
3. F ye amnestik denir ancak ve ancak f:4—> A izomorfizmi icin eger
F(f):Id:IF(A) ise f=1Id,=1, olmaldir.

4. F hem diizenli fanktor hem de amnestik ise F ye belirli (concrete) fanktor denir

[18].

Ornek 2.2.4. F : SET — TOP déniisiimii dolgun ( full), diizenli (faitfull), amnestik

ve belirli ( concrete) fanktor dir.

X > F(X)AX, P(X))
f F(H)=f
siirekli

Y > F(Y)=(Y, P(Y))

1) VX, Y € Ob(SET) ve V h: F(X) > F(Y) i¢in en az bir g: X— Y doniisiimii var ve
F(g) =h ise F’ ye dolgun (full) fanktor denir.

g X—> Yise F(g): F(X) > F(Y) olur. F(g)=h oldugundan F dolgun (full) fanktor

dur.

il)) V X, Y € Ob(SET) olmak iizere f, g : X— Y doniistimleri icin F (f) =F (g)
oldugunda f=gise F °ye diizenli (faitfull) denir.

F (=1, F (g) =g olmak lizere F (g) =F (f) ise f=g oldugundan diizenli (faitfull) dir.

iii) F amnestiktir ancak ve ancak f: A—> A igin F (f) = 1, ve fizomorfizm ise f=1,

olmalidir.



f: A—> A 1: 1 fonksiyon ve F (f)= F (A)=(A, P(A)) = F (A) = (A, P(A)) siirekli ve
F () =1 ,py =1p dir. Buradan f: A — Aya f=1, birim fonksiyondur.

11i1) £ doniistimii hem diizenli, hemde amnestik oldugundan belirli (concrete) fanktor

dur.

Tamim 2.2.5. € ve £ iki kategori olsun. F': K — L fanktoru diizenli, dolgun ve her

AeOb(L) igin en az bir BeOb(K) vardir oyleki F (B);A oluyorsa K ve L

kategorilerine denktir denir [19].
2.3. Topolojik Fanktor

Topolojik uzay kavrami; yakinsak uzay, limit uzayi, bornolojik uzay ve preorder
uzaylarini da i¢ine alarak Herrlich [1], Kent [2], Wyler [3], Schwartz [5] ve digerleri
tarafindan topolojik kategori kavramina genellestirilmistir. Topolojik kategori degisik
yollarla tammlanmstir. Ornegin, Herrlich [1] de belli kaynaklarm baslangig
kaldirmalarinin (initial lift) varligina dayanarak topolojik kategoriyi tanimlamistir.
Wyler [3] de topolojik kategori tanimini tam lattice kategorisindeki fanktora

dayandirarak tanimlamistir.

Tamm 2.3.1. £ ve L kategorileri verilsin. Eger F: K — £ fanktoru asagidaki

sartlar1 sagliyorsa F' ye topolojik fanktor yada K ya L Kkategorisi iizerinde

topolojik kategori denir.
1. F belirli (concrete) olmalidir.

2. F kiigiik demetlere sahiptir. Yani, her B € Ob(£L) i¢in F~'(B) bir ciimledir.

Burada F' (B) = { X € Ob(K) | F (X ) =B } seklinde tanimlanir ve B

uzerindeki demet olarak adlandirilir.

3. Her F -kaynagiicinyani £‘de g,:B— F(X,) ailesi i¢cin K ‘da f,: X = X,

ailesi vardir 6yle ki F(f;)=g, dir ve eger F(h;:Y > X,)=g,0ok:F(Y) >B=



F(X)—> F(X,) ise bu taktirde k:F(Y)>F(X)=B nin en az bir

k:Y —> X kaldirmasi vardir, yani F(k)=k dir ve jio];=hi dir. Bunu diagramla

gosterelim.

K c
fi g
X—> X B—F(X.)
A F
k / "y F
Y F(Y)

Bu son sartin anlami, her F - kaynagi bir baslangic kaldirmaya (initial lift) sahiptir.
Keyfi bir F - kaynaginin baslangi¢c kaldirmasinin varligi, keyfi F -kavsagi ( F -sink)
icin bitis kaldirmasma (final lift) denktir (Bitis kaldirma, baslangic kaldirmanin
dualidir) [1].

Tamm 2.3.2 F: K — L topolojik fanktorunda her Z e Ob(L) sabiti icin F' (L)

tek bir yapiya sahipse bu takdirde F ya normallestirilmis fanktor denir.
Burada son nesnenin alt nesneleri sabit olarak adlandirilir (Z sabittir ancak ve ancak

Z c 1 =son eleman olmalidir).

Teorem 2.3.3 f, :(A, u) - (Ai, M) stirekli fonksiyonlar ailesi olsun. =z, olmasi
igin gerek ve yeter sart her (B,o) topolojik uzay1 ve her g, :(B,0)—>(4;,4) siirekli
fonksiyonlar1 igin eger g, = f,oh olacak sekilde en az bir h: B —> 4 fonksiyonu

varsa, h stireklidir [18].

Burada x,, f; ler tarafindan dogrulan topolojidir. Yani, S=J { /' (H):Heu }

iel

alt baz1 tarafindan tretilen topolojidir. Buna dogrulan (induced) topoloji denir ve u,



ile gosterilir. Bu topoloji f; : (4, 1) —(4,,4,) fonksiyonlarim siirekli kilan en kiigiik

1

topolojidir [18].

Teorem 2.3.4. f,:(A;,4,)—> (A, 1) siirekli fonksiyonlar olsunlar. ;= " olmasi i¢in

gerek ve yeter sart her (B,o) topolojik uzayr ve her g, (A4, 1) (B,o) siirekli

fonksiyonlar1 igin g, = ho f, ise h fonksiyonu da siireklidir (2: 4 - B bir fonksiyon)
[18].

Burada 4" ={ U c 4 | herieligin £'(U)ew, } A iizerinde bir topolojidir. Bu
topolojiye zayif (coinduced) topoloji denir. Bu topoloji f; leri siirekli kilan en

biiyiik topolojidir [18].
Teorem 2.3.5. F :TOP— SET normallestirilmis topolojik fanktordur.

Ispat: 1. F nun belirli oldugunu gosterelim. /,g: (A, u)— (B, ,u') siirekli ki
fonksiyon ve F(f)=F(g) olsun. F:TOP—SET de F(X,u)=X ve

f: (X,,u) — (Y,O') igin F(f) = f: X — Y olarak tanimlansin. Béylece F unutkan

(forgetful) fanktor olur.
Bundan dolayr F(f)=f ve F(g)=g dir. Boylece f =g olur. Dolaysiyla F

faithfuldur.

f (A,,u) - (B, ,u') stirekli, F(f) =1, ve f homeomorfizm olsun. F(f) =f=1,
oldugundan 4 =B dir. Dolayisiyla [ :(4, 1) —> (A, ,u') olur. Bu durumda =4/
oldugunu gostermeliyiz.

f siirekli oldugundan £ (,u') cu dur. fof™ (,u') cf(¢) dan g'cf(u) olur.
f =1 oldugundan ,u' c u dur.

g: (A, ,u') — (A, ,u) olsun. g stirekli oldugundan g ( ,u) cu diir.

gog (1) g(,u') den uc g(,u') olur. ' =g=1I idi. Oyleyse uc ' olur.
Yani /' amnestiktir.

O halde F hem faithful, hem de amnestik oldugundan, belirli (concrete) dir.
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2. F! (A) = { (A,,u) | F(A,y) =4, uc P(A) ve f: (A,y) - (A,,ul) siirekli ve
F(f)=1,:4— 4 } ise herA€Ob(SET) i¢in F~'(A4) mn bir ciimle oldugunu
gosterecegiz.

F~! (A) , TOP un alt kategorisidir. Ote yandan;¢ :{ y7, | u, A Tluzerinde bir
topoloji } olsun. : F (4) > ¢ alahm. 0 ( A, ,u) = seklinde tanimlanirsa kolayca
goriiliir ki

@, bire bir ve Ortendir.

Dolayisiyla, F~'(A4)~¢c P*(A) dir,yani F'(A4) bir ciimledir.

3.Eger { f:A—>F(A4,1)=4,iel | SET de herhangi bir F - kaynagi ve 4,
tiretilen (induced) topoloji olsun.

Teorem 2.3.3 den f;:(A,u,)— (4, u,) verilen kaynagim baslangig kaldirmasidir.
Yine; { f,:F(A4,1)=4 — A, iel |, SET de herhangi bir F -kavsagi (F -sink)
ve u zayif (coinduced) topoloji olsun.

Teorem 2.3.4 den f,:(4,u,)— (A, ,u*) verilen kaynagm bitis kaldirmasidir.

Dolayisiyla  F :TOP—SET topolojik fanktordur.
Son olarak F' nun normallestirilmis olup olmadigina bakalim.

1= {x} tek nokta climlesi son nesne oldugundan bunun alt nesneleri
Z=@ ve Z={x} dir.

F (@) =(@,{D}) ve F'({x})=({x},{@,{x}}) dir.

Boylece tek nokta ve bos cilimle {izerinde sadece bir tek topoloji oldugundan
F :TOP — SET normallestirilmistir.

O halde F :TOP—SET normallestirilmis topolojik fanktordur.

2.4. Diskre ve Indiskre Yapilar

Tamm 2.4.1. ¥ ve K' birer kategori, F ve G de K dan X' ne iki fanktor olsunlar. Eger
her A,BeOb(K) ve her f:4— B doniisimii i¢in as: F(A)—> G(A) X' de bir
doniistim ve G(f)oa, = a, 0 F(f) oluyorsa a:F — G ya bir dogal déniisiim (natural

transformation) denir. Buda asagidaki diyagramin degismeli olmasina karsilik gelir.
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K » K’
oA
A F(A) G(A)
f F(f) lG(f)
B FB) —» G(B)
OB

Yani G(f)oa, = a, oF(f) olmasidir.

Tamm 2.4.2. K ve X' birer kategori, R ve L de fanktor olmak tizere; /CL) K'

L
fonksiyonlar1 i¢in asagidaki sartlar saglanirsa L ye R nin sol adjointi veya R ye L nin

sag adjonti denir ve L — R seklinde gosterilir. Bu sartlar;

(1) n:T—>RoLvee:LoR — I dogal doniistimler olmalidir.

(2) L— 5> LRL—% L de (sL)o(Ln)=1 ve

R—2 5RLR —% 3R ve (Re)o(nR) =1 esitlikleri saglanmalidr.

Tamm 2.4.3. 1)F :X— K' topolojik fanktoru bir D: ¥’ — K sol adjointine sahiptir
ki bu sol adjointe diskre fanktoru denir. Yani K = D( F (K)) nesnesi, K da diskre nesne

olarak adlandirilir.

2)F:K — k' topolojik fanktoru bir D": X' —% sag adjointine sahiptir ki bu sag
adjointe indiskre fanktoru denir. Yani X= D'( F (X)) nesnesi X da indiskre nesne olarak
adlandirilir [1].

Teorem 2.4.4. 1) E topolojik kategori olsun.e € E nesnesi diskredir. Yani e=DFe
olmas1 i¢in gerek ve yeter sart her ce E icin her Fe — Fc doniisiimiiniin, e > ¢

dontistimiine kaldirilabilir olmasidir.

2) d<E indiskre, yani d =D"Fd olmasi igin gerek ve yeter sart her ¢ € E i¢in her

Fc — Fd doniisiimiiniin, ¢ — d dontistimiine kaldirilabilir olmasidir.
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Ispat:1 (=) e diskre ve her c e Eicin f: F(e) = F(c) olsun. En az bir k:e >c¢

doniistimiiniin var oldugunu ve F (%) = f oldugunu gosterecegiz.

F topolojik fanktor oldugundan 7:2—) ¢, f nin baslangi¢ kaldirmasi olsun. Burada
F @ = F(e) ve e diskre oldugu i¢in tanim geregi e < e dir, yani h:e —>e bir dontisiim
vardir oyleki F(h)=1d: F(e) = F(e)=F(e) dir. k=Tfoholsun. F(k)=F(f oh) =

F(f)oF(h)= fol = f olur.

< Her hangi birc € E i¢inher ' (e) > F(c) doniislimii e—>cC dontisiimiine
kaldirilabilsin, e’nin diskre oldugunu gosterelim. Ozel olarak F (¢) — F (c) ve id:
F (e)— F (c) alalm. Hipotezden k=e —> ¢ ye bir doniisiim vardir dyle ki F (%) =1Id
dir. Bu demet iizerinde alinan her c nesnesi i¢in gecerli oldugundan, e bu demet de en

kiiclik nesnedir. Bu da e’nin diskre oldugunu gdosterir.

2 (=) d indiskre ve her ce E i¢in f:F(c)—> F(d) olsun. F topolojik fanktor

oldugundan f:c—d f'ninbitis kaldirmasi olsun.

Burada F(d)=F (&) ve d indiskre oldugu i¢in d<d dir. Yani h:d—d ye bir doniisiim
vardir, dyleki F(h)=1Id : F(d) = F(d) — F(d) dir. k =hof olsun.

F(ky=F(ho f)=F(h)oF(f)= lof =f dolayisiyla F(k)=f dir.

(<) Her ceE i¢in her F(c) —> F(d) donilisiimii, ¢ — d doniisiimiine kaldirilabilsin.

d’nin indiskre oldugunu gosterelim.

Ozel olarak F(d) = F(c) ve Id : F(c) = F(d) alalim. Hipotezden k : ¢ —> d déniisiimii

vardir, Oyle ki F (%) = Id dir. Bu déniisiim her ¢ i¢in gecerli oldugundan d bu demette

en biiyiik nesnedir. Bu da d’nin en biiyiik oldugunu gosterir, yani d indiskre nesnedir.

Gortlir ki e € E diskre nesne kavrami, topolojik uzaylarin kategorisi Top’daki e diskre
topolojik uzay1 kavraminin genellestirilmesidir. Ciinkii tanim climlesi diskre uzay1 olan

her fonksiyon siireklidir.
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2.5.Siizgecler

Tanim 2.5.1. (X,,u) bir topolojik uzay ve x € X olsun.

1. Bir A/ < X alt climlesine x noktasinin bir komsulugudur denir <> en az bir G € u
vardir dyleki x e G < A/ dur.

x noktasmin x topolojisine gore biitiin komsuluklarindan olusan ailesi A/, (x) veya

topolojinin belirtmenin gerekmedigi yerlerde kisaca A/ (x) ile gosterecegiz ve buna “x

in komsuluklar sistemi” diyecegiz.
2. M c X alt ciimle ise bir A/ < X alt climlesine M nin bir komsulugudur denir <

en az bir G € u vardir 6yleki M < G < A" dur [20].

Tanim 2.5.2. X bos olmayan bir ciimle ve P(X) = {A| Ac X} , X’in kuvvet ciimlesini
gostersin. F, P(X)in bir altsinifi agagidaki li¢ kosulu sagliyorsa X lizerinde bir (6z)

slizgectir.

f1) ¢ ¢ F dir.

f2) VA,Be F i¢cin AnBeF d.
f3) VAeF ve AcBise Be F dir[15].

(f1) ve (f2) aksiyomundan F siizgecine ait sonlu sayida kiimelerin kesigiminin bos

olamayacag1 ve (f3) aksiyomundan F siizgecine ait her sayida kiimelerin birlesiminin
F siizgecine ait oldugu anlasilir. Ayrica (f1) aksiyomundan P(X) kiimesinin kendisi
bir siizge¢ degildir. (f3) aksiyomu ise siizgeclerin artan bir yapida oldugunu gosterir.
Eger g€ F ve (£2) , (f3) sartlari saglanirsa F = P(X) dir. Bu durum da 7 e 6z olmayan

stizgec denir.

X kiimesi lizerinde bir F silizgeci var ise bu kiime ilizerinde bir yap1 tanimlanmis

demektir ve X kiimesi de F ile siizlilmiis kiimedir.

Ornek 2.5.3. X herhangi bir kiime ve X in bos olmayan bir alt kiimesi Y olsun. X’in alt

kiimesi olan Y’ yi kapsayan kiimelerin sinifi olan
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F={AlYcAcX]

kiimesi X iizerinde bir siizgectir. Gergekten,

1) Y#6=Y c A oldugundan Y ’nin iist kiimesi olan A ’larda bostan farklidir. O
halde ¢ ¢ F dir.

2) A BeF=YcAcXve YcBcX

=YcAnNnBcX

=>AnNnBeF
3)AeFise YcCAcXveAcBise YcAcBcX
=>BeF

Bu tiir stizgeglere temel siizgec denir.

Tamm 2.5.4. X {izerindeki tiim siizgeclerin sinifi F(X)ile gosterilir. Eger F ve G iki

stizge¢ ve F < G ise, G'ye F ’den daha incedir veya F ’ye G’den daha kabadir denir,
F < Gveya G 2F seklinde gosterilir. F silizgect i¢in ¢ = F oldugunda G =F
oluyorsa F ’e ultrasiizge¢ denir. Bu da F den daha ince siizgecin var olmadig:

anlamina gelir. X {izerinde ultrasiizgeclerin sinifi U(X) ile gosterilir.
F suzgeg ve m{}[ H e .7:} # ¢ 1se J ’e sabit slizge¢ denir. Ayrica m{}[ H e .7:} =¢
ise F e free siizge¢ denir.

Tanmm 255, F, (X,u) uzayindaki bir siizgeg ve  x e Xolsun.
N, ={U c X :3V 5 x agigi vardir 6ylekix eV cU}  ciimlesine x  noktasinin

komsuluklar ailesi denir.

Tanim 2.5.6. F, (X, ,u) uzayindaki bir stizgeg ve x € X olsun. Eger F siizgeci x

noktasinin N (X) komsuluklar siizgecinden daha ince ise, yani N (X)C]-" ise F

stizgeci x noktasina yakinsiyor denilir ve F — x veya lim F=x seklinde gosterilir.
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Eger X tizerindeki bir F slizgeci x noktasina yakinsiyor ise, X ilizerinde F den ince

olan tiim siizgeclerin de x noktasina yakinsayacagi tanimdan agikardir. Ayrica X kiimesi

lizerinde x noktasina yakinsayan tiim siizgeglerin arakesiti de N (X) komsuluklar

stizgecidir.

Teorem 2.5.7. X uzaymin Hausdorff uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu uzaydaki

yakinsak bir slizgecin tek bir noktaya yakinsamasidir.

Ispat: (:>): X uzay1 Hausdorff uzay1 olsun. Bu uzaydaki yakinsak bir F silizgecinin

tek bir noktaya yakinsadigini gosterecegiz. F siizgecinin x ve y gibi farkli iki noktaya

yakinsadigini kabul edelim. X uzay1 H-uzay1 oldugundan IN e N/ (x) ve M e N (y)
vardir ki NnM =@ dir. Oysa F siizgeci x noktasina yakinsadigindan N (x) c F dir
ve dolayist ile N eF dir. Benzer sekilde M e F dir. (fz) stizge¢ aksiyomundan
NnM=ZeF elde edilir ki, bu da (fl) ile ¢elisir. O halde x=y dir, yani F tek

noktaya yakinsar.

(<:): Yakinsak bir siizge¢ tek noktaya yakinsasin. X uzaymin H-uzayi olmadigini
kabul edelim. O halde 3x,y € X vardir ki VN e N (x),VMe N (y) igin NNM = &
dir. BuradanN & M°elde edilir ve YMe N (y) icin MeN(x) dir. O halde

N(y)c N (x) elde edilir ki bu da hipoteze aykiridir. Ciinkii X uzaymndaki A (x)

stizgeci hem x hem de y noktasina yakinsar.

Tamm 2.5.8. ¥, Ge F(A), He F(B) ve f:A — B bir fonksiyon olsun.
Fn G={U|Ue F ve Ueg}
FU G={UcA| USVNW,Ve F ve We G }ve

f(H)={U| Usf'(C) olacak sekilde en az bir C € H mevcuttur } seklinde

tanimlanirlar. Goriiliir ki bunlarin her biri birer siizgegtirler [14].
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2.6. Topolojik Kategori Ornekleri
A bir ciimle ve F CP(A) olsun. [F]={BcA| enazbir Ce F vardir oyle ki
CcB } seklinde tanimlansin [21].

Tanim 2.6.1. Eger [F]=F ise F P(A) ya A lstiinde bir yigin (stack) denir. Yani
F siiper climle altinda kapalidir [5].

F, A tlizerinde bos olmayan bir y1gin olsun. Eger B,C € ¥ iken BNCe ¥ oluyorsa ¥
ya A iizerinde siizge¢ (filter) denir [5].

F yigminin (siizgeg), 6z yigin (siizgeg) (proper) olmasi igin gerek ve yeter sart g ¢ F,
yani F # [P(A)] olmasidir. Aksi durumda F ya 6z olmayan yigin (siizgeg) (improper)
denir. A iizerinde y18in ve siizgeglerin ciimlesi sirasiyla S(A) ve F (A) ile gosterilir.
Eger Fve G € F(A) ise bu taktirde FNG ={Bc 4 |B € Fve Be @G }da bir slizgegtir.
Yani [FNG]=FNG dir. FNGc [FNG ] siizgecin tanimindan dolay: agiktir.

Simdi [FNG] < FNG oldugunu gosterelim. Be[F NG| alalim. En az bir Ge FNG

vardir dyle ki G B dir. Ge FnG oldugundan Ge ¥ ve Ge G dir. F ve G siizgeg
oldugundan Be ¥ ve Be ¢ dur.

A bir cimle ve K:A—P(S(A))her bir aeA i¢in K(a), A nin a noktasina

‘yakinsayan’ bos olmayan tiim siizgeclerin ciimlesi olacak sekilde tanimlanan bir

fonksiyon olsun.

Tanimm 2.6.2. Eger F, A iizerinde en biiyiik 0z silizge¢ ise F ya maksimum siizge¢

(ultrafilter) denir ve F asagidaki gibi karakterize edilebilir.
A nin her B alt climlesi i¢in ya Be ¥ yada B“e Fdur.

A bir ciimle ve K:A4— P(S(A)) seklinde tanimlanan bir fonksiyon olsun. Her bir
aceA i¢in K (a), A nin a noktasina “yakinsayan” bos olmayan tiim yiginlarin

cumlesidir.

Onerme 2.6.3. T, G € F (A) ve f: A— B bir fonksiyon olsun. Bu takdirde;

(D (FNG)=F(F)Nf(G)
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Q) f(FUG)Df(F)Vf(G)
3) [ f(F)c F dir[12].

Tanim 2.6.4. A bir ciimle ve KiA—P(F(A)) her bir a € A i¢in K(a), A nin a noktasina
“yakinsayan” bos olmayan tiim siizgeclerin ciimlesi olacak sekilde tanimlanan bir
fonksiyon olsun. Eger K asagidaki sartlar1 sagliyorsa (A,K) ciftine yakinsak siizgeg

uzay1 (filter convergence space) denir.

1. Her a € Aigin [a] € K(a),burada [a] = {B c A| ae B} dir.

2. Fve G, A ustiinde stizgegler ve ¥ < G olsun. Eger ¥ € K(a) ise G K(a) dir. (A, K)
dan (B, L) ye bir f doniisiimii, f: A—B fonksiyondur dyleki eger F €K(a) ise f(F)eL(f(a))

Yani f sureklidir.

Burada [f(F)]={ U | Uc B ve en az bir Ce ¥ icin U f (C) }seklinde tanimlanir.

Nesneleri yakinsak siizge¢ uzaylar ve doniisiimleri yukarida tanimlanan siifa yakinsak

stizgec uzaylar kategorisi denir ve FCO ile gosterilir [5].

Tanim 2.6.5. (A, K) yakinsak siizge¢ uzay olsun. Eger K sabit fonksiyon ise (A, K) ya
sabit yakinsak slizge¢c uzayr denir. Nesneleri sabit yakinsak slizge¢ uzaylar ve
doniistimleri Tanim 2.6.4 deki gibi tanimlanan sinifa sabit yakinsak siizge¢ uzaylarin

kategorisi denir ve ConFCO ile gosterilir. ConFCO, FCO nun dolgun alt kategorisidir.
Ornek 2.6.6. i) (A,K) €Ob(ConFCO) olsun. (A,K) nin diskre uzay olmasi i¢in gerek
ve yeter sart a € A i¢in K={[a],P(4)=[¢] |acA } olmahdir.

ii) (A,K) nin indiskre uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart K = F(A) olmasidir.

Ispat: Teorem 2.4.4 den yararlanarak;

i) e=(A,K)e Ob(ConFCO), ¢c=(B,L)eOb(ConFCO) olsun. Eger f:A —>B bir
fonksiyon ise bu takdirde f ConFCO’da (A, K) — (B,L) doniisiimiine kaldirilabilir.

Yani F €K ise f(F) € L oldugu gosterilmelidir.
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F eKolsun. F = [a] veya [¢], buradan f (¥ ) =[f(a)] veya [¢] dur.

Dolayisiyla f(F)€L, yani f stireklidir.

ii) d=(A,K) e Ob(ConFCO), c=(B,L) € Ob(ConFCO) olsun. Eger f:B—> A bir

fonksiyon ise f kaldirilabilir.
F €L ise f(F)eK oldugunu gosetermeliyiz. Hipotezden K=F(A) idi.
F €L olsun. Bu durumda f(F)eF(A) olur. O halde f(F)eK dur.

Teorem 2.6.7. F : ConFCO — SET topolojik fanktordur.

Ispat: Once fanktor oldugunu gosterelim. (A, K), (B, L) ConFCO uzaylarinda obje

olmak tizere;
F (A, K)=AecOb(SET) ve f: (A, K) > (B, L) i¢in
F (f) = f:A—>B tanimlasin.
1) F(lax) =1 FAK) oldugunu gosterelim
La, k) (A, K)=>(A, K) ConFCO ‘da birim morfizm olmak {izere

F (1a,x): F(A,K)=A - F (A, K)=A olan 1, birim fonksiyon ve

F (1) = 1a= L, = F (La k) =1y, g olur.

2) (AK) — (B.L) > (C.T) tanimlasim.

F (gof)=gof=F (g)o F (f)= F (gof)=F (g)o F (f) olur. Béylece bu bir fanktordur.
Simdi diizenli oldugunu gosterelim.

1) (A, K), (B, L) € Ob(ConFCO), f,g:(A, K) =>(B, L) ve F' (f) = F (g) olsun.

Tanimdan F (f) =f ve F (g) =g oldugundan f=g dir. Boylece F diizenlidir.
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f:(A, K)>(A, L) olacak sekilde F (f)=f=1A:A—A ve f izomorfizm olsun. K=L

oldugunu gosterelim:

F €K olsun. f siirekli oldugundan f(F) = 1o(F )= F €L olur ki Kc L dir.

Benzer sekilde f' siirekli oldugundan, €L olmak iizere f'(F )= F €K dir. F €K

oldugundan LcK dir. Boylece K=L elde edilir. f=1(sk) yani amnestik oldugunu
gosterir. O halde belirlidir.

2)F (A)={(A,K)| F(A,K)=A} ve ¢ = {K|Kc (A, P(F(A)))}olsun.
0: F'(A)—> ¢ de 0 (A, K) =K seklinde tanimlanir.

© nin birebir ve orten oldugu aciktir. Dolayisiyla F '(A) ~ ¢ ve ¢ ciimle
oldugundan F "'(A) bir ciimledir.

3) (Aj, Ki), ConFCO nun nesneleri ve f; : A— F (Ai, Ki)=A; (iel) Set de F' kaynag1
olsun. K={T| fi(F)eK,, iel} seklinde tanimlansin; (A,K)eOb(ConFCO) oldugunu
gosterelim. Va € Ai¢in fi[a]=[fi(a)] €K dir. Ciinkii (A;, Kj)e Ob(ConFCO) dur. K
nin tanimindan [a]eK olur. Yine ¥ €K ve F <G olsun. fi(FekK; ve F < G
oldugundan fi(F) cfi(G) dir. (Ai, K;)eOb(ConFCO) oldugundan f; (G)eK, K nin

tamimindan G €K dir.

Simdi fi:(A, K)—=>(Ai, Kj) nin fi:A—>A; kaynaginin baslangi¢c kaldirmasi oldugunu

gosterelim.

Her (B, L)e Ob(ConFCO), (Ai, Kj)e Ob(ConFCO) ve ConFCO da herhangi
h; :(B, L)—>(A;, K;) doniisiimlerin ailesi i¢in en az bir k:B—>A vardir ve F (fj)
ok=U(h;) dir.

(AK) fi (AK;) A > F (f)ok=F (h;)

F (hi)=h;

=l
=
=
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Gosterecegizki en az bir k :(B, L) —(A, K) morfizmi vardir, Syle ki F (k )=k dir. Yani
VF €L i¢in k( F)eL oldugunu gostermeliyiz. F (h;) =h; , F (f)) = f;

F €L olsun. h; stirekli olduklarindan h; (F)eK; dir.
Diger taraftan F (fj)ok= F (h;) oldugundan

hi(F) = (F (f)o F () F) =F (fi(k(F))) = f; (E( F))eK, olur. K nin tanimindan

k(F)eK dir.



3. BOLUM

YIGINLAR VE SUZGECLER

Bu béliimde, Yigin Yakisak Uzaylar, Stizge¢ Yakinsak Uzaylar, Limit Uzaylar ve
Pretopolojik Uzaylar gibi kategorilerde bu genellestirilmis ayirma aksiyomlarinin
karakterizasyonunda ihtiya¢ duyulacak bazi belli basli sonuclar1 ifade ve ispat edecegiz.
Yani, siizgecler ve yiginlar hakkinda bazi teknik teoremleri ifade ve ispat etmeye

calisacagiz.

3.1. Yi1gin ve Siizge¢ Tanim

Tamm 3.1.1. A bir ciimle ve o < P(A), A’nin alt climlelerinin bir sinift olsun.

[J] Z{B IBcA,CeocveCcB } olarak tanimlansin.

Tamm 3.1.2. A {izerinde bir yi18in [a] =0 olacak sekilde P(A) nin bir altciimlesidir.

Yani burada o iist climleler altinda kapalidir [5].
F, A iizerinde bos olmayan bir y1gin olsun. B, Ce F iken BN CeF oluyorsa F ye A

tizerinde bir siizge¢ denir [5].
3.2. Wedge Carpimi ve Doniisiimler

X’in iki ayr1 kopyasinin p noktasinda ¢akigmasina X ’in kendisi ile Wedge carpimi

denir ve X'V X seklinde gosterilir. XV, X te ki bir x noktasiX V X in birinci
bileseninde ise x, ile ikinci bileseninde ise x, ile gosterilir.

X bir climle ve pe X, X Vp X de X in p wedge ¢arpimi olsun.
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Tanim 3.2.1. p de Temel Eksen Doniisiimii (Principle p Axis Map):
A, XVX - X2, A, (x)=(X, p), A, (X,)=(p, X)

p de Skewed Eksen Doniisiimii (Skewed p Axis Map):

S, : XV, X - X, S (x,)=(x,x) ve S (x,)=(p, X)

p de Katlama Doniisiimii (The Fold Map):

VXV X - X, V. (x;)=x, i=1, 2 olarak tammlanir [12] ve [14].

Ornek 3.2.2. Eger X reel sayilar ciimlesi ve p=0 olursa p temel eksen doniisiimiiniin
(Principle p Axis map) goriintiisii x ve y eksenlerinin birlesimidir. p skewed eksen
dontisiimiinlin bir goriintlisii ise y=x dogrusu ve y ekseninin birlesiminden olusur.
Burada A ve S nin gorintiisiini X? de p orijinli eksenler olarak gdz oniine alabiliriz.

X bir ciimle ve X*=X x X, X in kendisi ile kartezyen ¢arpimi olsun.

X?nin iki ayr1 kopyasmin diagonal boyunca kesismesi X*V, X” ile gosterilir.

XZVAX2 de bir (x, y) noktas1 birinci bileseni ise(x,y)1 ile, ikinci bileseni ise (X,y) s
ile gosterilir.

Agik olarak (x,y),=(x,y), < x=y dir.

Tamim 3.2.3. Temel Eksen Doniisiimii(Principle Axis Map):

A: XzVAX2 - X, A(X, y)1 =(X, y, X) ve A(x, y)2 =(X, X, y) olarak tanimlanir.

Skewed Eksen Déniisiimii (Skewed Axis Map):S: X*V,X* - X, S(x,y),=(x, ¥,
y)ve S (X, y) , =(x, X, y) olarak tammlanr

Katlama Doniisiimii (The Fold Map):

VX'V, X? > X?, i=1, 2 i¢in V (x,y).=(x, y) olarak tamimlanir [12] ve [14].

Uyan 3.24. p,,p,,V,n; fonksiyonlarini ;

I+p, pt+l, 1+1:BVB—>B ve 7,+7,; :B*V,B> - B fonksiyonlar1 yardimi ile

tanimlariz. Burada sirasiyla 1: B — B birim fonksiyon, p: B — B p noktasindaki sabit
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fonksiyon ve 7z, : B* — B (i=1, 2) i inci izdiisiim fonksiyonudur. 7, B’ 5B j=1,2,3
1zdlistim fonksiyonuda benzer sekilde tanimlanabilir [12].

A, A,LS, S, temel ve skewend eksen doniisiimleri oldugundan,

I, Ap=pl =T, Sp , 7T, Ap=p2 , 7T, SPZV, T A=, =rS, 1,A=r,=nr,S, t;A=mr, ve
7, S=r,, dir.

3.3. Yignlar ile Ilgili Baz1 Teknik Sonuclar

Simdi Yiginlar ile ilgili baz1 teknik sonuglari ifade ve ispat edelim.

a ve X lizerinde iki y18in, y da Y iizerinde bir y18in ve f: X — Y bir fonksiyon

olsun.

Tanim 3.3.1.
auﬂ={U|UcX ve o yadaBdakibirViginVcU}

aﬂﬂZ{U\UCXveercveB}
f“)(y)={U|UcX vey dakibir W igin £ (W) U}
f(a)={V|V <Y veadakibir Uigin f(U)< V}

Bunlarin y1gin olduklar1 agiktir.

Lemma 3.3.2. f(auUB)=f(a)uf(p) ve f(anp)=f(a)nf(B)
Ispat: f(aUB)=f(a)Uf(B) oldugunu gdsterebilmek i¢in;
f(a)uf(B)cf(aup) ve f(aup)cf(a)uf(f) kapsamalarmin dogru

oldugunu gostermeliyiz.

acauf = f(a)cf(aup)

fcauf = f(f)cf(aup) =f(a)uf(f)ct(aup)..()

Uef(aupf)=3Ve(aup) 3U> (V)
Ve(aup)=IWeaveyadWe >V (W) dir

EIWea:>V:>W:>f(V)Df(W):UDf(W):Uef(a)
IWepf=>VoW=F(V)of(W)=>Usf(W)=Uef(f) olur.

Buradan

Uef(a)uf(B)=f(aup)cf(a)uf(f)..(2) olurki

(1)ve (2)den f(auB)=f(a)uUf(p) olur.



24

Simdide
f(anB)cf(a)nf(B) ve f(a)nf(B)cf(anpP) ifadelerini gostermeliyiz.

)
anfca=flanp)cf(a)
anpfcp=f(anp)cf(p) buradan

)

f(anp)cf(a)nf(B)...(1)olur.

Uef(a)nf(f)=WeaveW, efiginf(W)cUvef(W,)cUolur

Oysa £(W)UF(W,)=f(WUW,)c Uidi.

Boylece WU W, ean f oldugundan U e f(a N B) olurki

Buda f(a)nf(B) < f(anp)...(2) olmasim gerektirir.

(1) ve (2) den f(anPB)=f(a)Nf(B) olur.

Tamm 3.3.3. «, Biizerinde bir yigin veya siizge¢ olsun. Eger o # [@] ise a’ya

Ozdiir denir.
Lemma 3.3.4. Eger, i, j=1, 2 i¢in «;’ler B iizerinde y1gm ise bu durumda B*V,B’

uzerinde

2
o= U 7[;0{ y1gmi 6zdir < Vi, j=1, 2 i¢in a; Ozdir. Burada 7;’ler Uyar 3.2.4 de

i,j=1
ki gibi tanimlanur.

Ispat:

2
o=|J7\a dzdir © Beoc Vi, j=1,2 ikin Deo=r,'a, < Vi, j=1,2

i,j=1
i¢in 7; Orten oldugundan & ¢ oy < V i, j=1, 2 igin ¢ dzdir.

Lemma 3.3.5. Eger, i, j=1, 2 i¢in ¢; ler B iizerinde 6z y18in iseler bu taktirde B*V,B’
lizerinde V' 1, j=1, 2 i¢in 70 = ¢; olacak sekilde bir o 6z y1gin1 vardir.

Ispat:

Lemma3.3.4ten ¢  B’V,B’ iizerinde bir 6z y1gindir.

Simdi bazi1 k, 1 i¢in 7,0 hesaplayalim. Lemma 3.3.2 den; 7,,0= Uﬂk,ﬂ @, idi.
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Buradan eger k=i ve j=l ise 7,7; 'a,=a, dir. Ciinkii 7r; epiktir. Aksi halde
7,7 a;=[B] olur. B biitiin yiginlarda bulundugundan dolay: [B] < 7,,7; ', dir.

Eger Ue 7,7 a ise a; dekibaz1V = ler icin 7,7y 'VcU dur.

BuVeger k#ivej=1
mury V=mm, Vumm'V= VuUBegerk=i vej=1 =B

BUBegerk#i vej=1

Bu yiizden B=U €[B]ve dolayisiyla 7, 7;'e; =[B] dir

Eger ki k #i veya j # l ise & U[B] = &, oldugundan sonug dogrudur.

3.4. Siizgeclerle Ilgili Baz1 Teknik Teoremler
Bu béliimde stizgeglerle ilgili baz1 énemli teorem ve sonuglar1 verecegiz. Burada ki

temel sonug B Uizerinde i, j=1, 2 ¢; stizgeglerinin durumlar ile ilgilidir ki buradaV i,
j=1, 2 igin 7,0 =a; olacak sekilde B*V,B iizerinde biro siizgeci vardur.

a ve B A lizerinde iki slizgeg olsun.

Tamm 3.4.1. aU g ={UUc AvebirVeaveW e fi¢cin VAW c U}

Lemma 3.4.2. Eger f:A — Bbir fonkiyon, & ve f da sirastyla A ve B iizerinde siizgeg

ise; bu durumda

L. f'(f(a))ca

2. pcf(f'(B))

3. f(a)=t(f"(f(a)))

4. f(f7(B))=B<=f(A)ep

5. £1(Buy)=f"(B)uf"(y) (r Biizerinde bir siizgeg iken)
Ispat:1. Ue ' (f(a))=3Ve f(a)> U (V)

Buradan,Vef( ):>EIV eas V:)f( )olur
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Ut (V)of'(f(V,))2V, olur ki burada V,ea oldugundan Uea olur. Bu

sonugta ispat1 tamamlar.

2. Eger Ue fB ise f(f"1 (U)) € f(f_l (,B)) ve f(f_l (U)) < U oldugundan sonug olarak
Uef(f'(p))dir. Buradan < f(f"(B)) dur.
3. Eger f=f(a) ise Lemma 3.4.2 nin 2 sinden f(a)c f(f_l (f(a))) dir. Yine

Lemma 3.4.2 nin 1 incisinden f ) cf (a) dir. Buradan esitlik elde edilir.

(£
4. Kabul edelim ki f7'(f(f))=4 olsun. Biliyoruz ki Aef™(f) ve buradan
f(A)ef(f"(B))= yani f(A)e Bdr.
Aksine olarak, eger Ue f(f™'(8)) ise en az bir Ve £ igin U £(f'(V)) dir. Ciinkii
B bir siizgectir. VN f(A) € B ve dolayistyla Usf(f'(V))
ST (VAf(A)))=VAf(A) ve Uep dir. Yani f(f'(B))cp fakat 2.
ozellikten biliyoruz ki B f(f™()) dir. Bu yiizden f(f™'())=24 olur.

5. Agik olarak ™' (BuUy) > 7(B)Uf™ (y)dir. Eger Uef™(BUy) ise bu taktirde
en az bir Vef ve en az bir Wey ign USt'(VAW)
dir.f (V) (W)=f(VAW) ve (V)nf'(W)e (8)nf(y)
oldugundan U e ™' (8)Uf™ (») dir. Buradan £ (uUy)=f" (B)uf™(y) d.

Sonug 3.4.3. o, B’V,B? iizerinde bir siizgeg olsun.
2
Eger o, = U ;'m0 ise bu taktirde ¥ i, j=1, 2 i¢in 0, < o ve 7,0,=7,0 olur.
i,j=1
Ispat: Lemma 3.4.2. nin 1. dzelliginden 0, couocUocUo=0 yani c,c o dir.
Dolaysiyla 7,0, < 70 ...(1) olur.
Lemma 3.4.2. nin 3. 6zelliginden 7,7 7,0 =70 ve o, m tammndan

T,y 7z o c w0, dir. Buylizden 7,0  7;0,....(2) olurki (1) ve (2) den;

7o, =m0 (V1, j=1, 2igin) esitligi ¢ikar.

2
Lemma 3.4.4. 1, j=1, 2 i¢in «; ler B iizerinde 6z slizgeg ve o = U ﬂijf'aij olsun.
i,j=1
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(1) o ozdir <ya (a) (a,Vay,) ve (a,Ua,) ozdir, ya da (o, Va,, ) ve
(ay, Va,,) ozdir.

(2) Eger o 0z ise, bu taktirde;

(o, va,) eger (a) gecerli degilse
(o, Va,) eger (b) gegerli degilse

a,, V(a, Na,, ) eger hem (a) hem de (b) gegerli degilse

(o, Vay) eger (a) gegerli degilse
(o, Vay,) eger (b) gecerli degilse

a, U(a, Ma,,) eger hem (a) hem de (b) gegerli degilse

(o, va,,) eger (b) gegerli degilse

a, V(e Na,,)  eger hem (a) hem de (b) gegerli degilse

a,Va,) eger (a) gecerli degilse
a22 v 0521 eger (b) gecerli degilse

7[2] {
{(0{12 Uay,) eger (a) gegerli degilse
7[22 {

a] , Ny, ) eger hem (a) hem de (b) gegerli degilse

Ispat: (1) nin bir elamani

W= ﬂ z! ﬂ( 1U +7r ij) olacak sekilde W elemanini igerir. Burada W nin,

i,j=1 i,j=1

(i, j=1, 2) iken baz1 U; € ¢ ler i¢in
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W=(U,, nU,)x(U, nU, )x(U,, nU,,)x(U, NU,,) oldugu kolayca goriiliir.

Biz burada W yi kanonik formda belirtiyoruz. A¢ik olarak, W # J < wedge ¢arpiminin
en az bir bileseni bostan farklidir. Ciinkii bir ¢arpanin bostan farkli olmasi i¢in gerek ve
yeter sart her iki carpaninin da bostan farkli olmasi gerekir. Buradan ilk ¢arpan
(strastyla ikinci ¢arpan) bostan farklidir ancak ve ancak (a) (sirasiyla (b)) saglanmasi
gerekir.

(2) Kabul edelim ki o 6z olsun. Ispati sadece 7,0 igin yapacagiz. Ciinkii digerleri

icinde benzer sekilde yapilabilir.

Eger U e 7,0 ise, bu durumda 7, W — U olacak sekilde en az bir We o mevcuttur.

Hatta W y1 kanonik formda farz edelim. O halde;

(U, nU,) eger (a) gegerli degilse
7,W=1(U,nU,) eger (b) gecerli degilse
(U, nU,)u(U,, nU, ) =U, n(U, NU,, ) eger her ikisi de gegerli degilse

Su halde, eger (a) gegerli degilse 7,0cea,Va,, eger (b) gecerli degilse

7,0 <, Ja,, eger her ikiside gegerli degilse 7,0 < @, U(a,, Na,,) olur. Bunun

125
sonucunda eger Uea, U, ise i=1, 2 olmak ilizere bazi U;eeq; ler igin
U> U, nU,, dir. Eger (a) gecerli degilse,

W,=(&xB)v (U, nU, )xBeo dan

7, W,=(U,, nU,,) = U olur. Bu yiizden &, Ua,, < 7,,0 dur. Ikinci durumda benzer
sekilde ispatlanir. Sonug olarak, Ue e, U (e, Nar,,) ise bu taktirde U € igin
UsU,n(U,uU,) dr

W=(U,, nU,xBNU, )v(U, U, xBNU,) seklinde alahm.

Acik olarak W e o dir. Ciinkii B, B iizerindeki biitiin siizge¢lerin i¢indedir. Buradan
7,W=(U,, nU,,)u(U, "U, )<= U olur ki bu da ispat: tamamlar.
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Teorem 3.4.5. 1, j=1, 2 olmak lizere «; B tizerinde bir 6z stizgeg olsun. O halde her i,
J=1, 2 i¢in mo=q; olacak sekilde B*V,B? iizerinde bir 6z siizgegin mevcut olmasi
icin gerek ve yeter sart

1. Eger Lemma 3.4.4 iin (a) maddesi saglanmiyorsa, «,,=a,, ve a,,=a,, dir.

2. Eger Lemma 3.4.4 iin (b) maddesi saglanmiyorsa, ¢, =@, ve «,,=a,, dir.

3. Eger Lemma 3.4.4 te ne (a) ne de (b) saglanmiyorsa, o, Na,, =, Na,, dir.
Ispat: Kabul edelim ki her i, j=1, 2 igin 70 =ay olacak sekilde B*V,B? iizerinde bir

o slizgeci bulunsun. Eger,

2 2

o, =|J 7;'m,0 =7, 'a; ise bu taktirde Sonug 3.4.3 ten o, = & ve 7,0,=r 0 olur.

i,j=1 i,j=1

Su halde Lemma 3.4.4 teki o =0, alalim. Burada o, o6zdir. Lemma 3.4.4 teki (a)
saglanmiyorsa, bu taktirde 7,0,=0¢,,VaQ,, 7,0=0,90,, =7,,0 Ve
7,0 =a,, Ya,, dir. Buradan 7,0 = 7,0 yani o, =a,, Ve 7,,0 = 71,0 yani a,,=a,,
dir. Bu da (1) in saglandigin1 gosterir.

Lemma 3.4.4 te ki (b) saglanmiyorsa bu taktirde 7,,0 = o, V,,=7,0 yani a,,=q,,
V€ 7,0 = &, J &, = 7,0 yanl a,,=a,, dir. Bu da (2) nin dogru oldugunu gosterir.
Simdi ne (a) ne de (b) nin saglanmadigin1 kabul edelim.

Lemma 3.4.4 ten,

o, =7m7,0 =0a, U(alz m0’21) a, =1,0 = U(alz May, ) )

a, =7n,0=Qq), U(all ma‘zz)s A,y =70 =@y, U(all m0‘22) ve
ay, = 7y,0 =y, (e, Ny, ) esitlikleri elde edilir. Buradan o, Na,, c ), Ny,

a,Na, Ca, Na,,, ve dolayisiyla o, Na,,=a,, Nax,, olur. Bu da (3) tin dogru

oldugunu gosterir.

Aksine olarak kabul edelim ki (1) saglasin fakat (a) saglanmasin.

2

o= Uﬂijflaij ifadesini alahm. Bu durumda Lemma 3.4.4 iin (1) inden o B?V,B’
i,j=1

lizerinde bir 6z stizgectir. O halde geriye her i, j=1, 2 i¢in 7;0=¢; oldugunu

gostermek kalir. Lemma 3.4.4 iin (2) sinden biliyoruz ki 7,0 =¢,, va,, =, o dir.

Clinkii ¢, =a,,, 7,0 =0, ve =,0=a, dir. Hatta 7,,0=0a,, Va,=7,0 ve su
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halde kabulden «,, = ¢, dir. Buradan 7,0 =«,, ve 7,0 = o, olur. Eger (2) saglanir
ve (b) saglanmaz ise o y1 da yukarida ki gibi alalim. Yine Lemma 3.4.4 {in (2) sinden
T, =0,9a, =7T,0 V& T,0=0a, \Ja, =7r,0c ecsitlikleri elde edilir. Agik olarak
kabulllerden ¢, = «,, ve a,, =a,, dir. Buradan 7, 0=¢,,, 7,0 =0,,, 7,0 =a,, Ve
7,0 =0a,, dir. Son olarak kabul edelim ki (3) saglansin ve ne (a) ne de (b)
saglanmasin. Aym o igin Lemma 3.4.4 iin (2) sinden, 7,0=q, U(a, N, ),
mao=a, V(e Nay,), m,o=a, (e, Nay,) Ve 7,0 =a, J(a, Na,)olur.
Simdi (3) ten 7,0 =&, U(a,, Ny, )=, U(a,, Ny, )=, ve benzer olarak biitiin i,
J=1, 2 i¢in 70 = ifadesi i¢inde saglanir. Bu da ispati tamamlar.
Sonu¢ 3.4.6. ¢, a,,, ,, B iizerinde 6z siizgegler olsunlar. Eger, o =7, o, U7, a,,
7, a,, ise, bu taktirde

l. o ozdir < ya(a) o, va,, yada(b) ¢, Ua,, ozdiir.

2. Eger o 0z ise, bu taktirde

(o, Vay) eger (a) gecerli degilse

ro=< (e, Va,) eger (b) gegerli degilse

o, V(a, Na,, ) eger hem (a) hem de (b) gegerli degilse

a, eger (a) gegerli degilse
m,0=< (a,Va,) eger(b)gegerli degilse

a, eger hem (a) hem de (b) gegerli degilse

(o, Ve, ) eger (a) gegerli degilse
7y,0= a,, eger (b) gegerli degilse

a,, eger hem (a) hem de (b) gecerli degilse
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Ispat: Lemma 3.4.4 de a,, = [B] olarak alalim. B iizerinde herhangi « 0z siizgeci i¢in
a U [B]=a ve a n[B]=[B] oldugundan ispatin dogrulugu goriiliir.
Sonu¢ 34.7. ¢«,, «,, «a, B lzerinde 0z silizgegler olsun. Eger,

-1 -1 -1 . .
o =7, a, I, a, \JIT,0,, ise, bu taktirde

l. o ozdir < ya(a) a,, Va,, yada(b) ¢, Ua,, ozdir

2. Eger o 0z ise, buradan

(a,, V@, ) eger(a) gegerli degilse

m,0=< a, eger (b) gegerli degilse
a,, eger hem (a) hem de(b) gecerli degilse
(o, va,) eger (a) gecerli degilse

mTyo=< (a,va,) eger (b) gegerli degilse

a, V(e Nay,)  eger hem (a) hem de (b) gegerli degilse

a,, eger (a) gegerli degilse
myo=< (a,Ua,) eger(b)geserli degilse
a,, eger hem (a) hem de (b) gegerli degilse

Ispat: Lemma 3.4.4 de «,, =[B] olarak alalim. B iizerinde herhangi o 06z siizgeci i¢in

a U [B]=a ve a n[B]=[B] oldugundan ispatin dogrulugu goriiliir.
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Teorem 3.4.8. o,,, a,, ve «, B lizerinde 6z siizgegler olarak alalim. Bu taktirde,
T, 0=a,, T,0=a, Ve 7,0 =a, olacak sekilde B’V,B* iizerinde en az birc 6z
stizgeci vardir <

1. Eger Sonug 3.4.6 nin (a) s1 gegerli degilse, o, = a,, dir.

2. Eger Sonug 3.4.6 nin (b) s1 gegerli degilse, a,, =, dir.

3. Eger Sonug 3.4.6 nin ne (a) st ne de (b) si gegerli degilse, a,, Na,, < ¢, dur.

Ispat: Lemma 3.4.4 ten Teorem 3.4.5 in elde edilmesinde kullanilan verilere benzer
olarak Sonug 3.4.6 nin ispatina benzer olarak bununda ispat1 yapilir.

Teorem 3.4.9. «,,, o, ve a,, B lzerinde 6z siizgegler olsun. 7,0 =¢,,, 7,,0 =a,,

ve m,0=a, olacak sekilde B’V,B’ iizerinde en az bir tane o 0z siizgeci

mevcuttur <

1. Eger Sonug 3.4.7 nin (a) s1 gegerli degilse, o, = «,, dir.
2. Eger Sonug 3.4.7 nin (b) st gecerli degilse, «,, = «,, dir.
3. Eger Sonug 3.4.7 nin ne (a) s1 ne de (b) si gegerli degilse, ;, N a,, < a,, dir.

Ispat: Teorem 3.4.5 in ispatinda kullamlan aym y&ntemlerle Sonu¢ 3.4.7 nin

ispatindanda yararlanilarak teoremin ispati kolayca bulunur.

Bundan sonra Teorem 3.4.5 in bir yerel versiyonunu olan Teorem 3.4.11 verecegiz.
Bunu sonuglandirmak igin k: BV, B — B’V,B*  déniisiimii BV B yi B’V,B” nin
(pxBvpxB)=x;(p) alt ciimlesine gbtiiren i¢ine (inclusion) déniisiim olarak alalim.

Acik olarak 7, k =1+p=p,, 7,k =p+1=p,, ve 7,,k=V (Uyar1 3.2.4 e bak) dir.

Sonug 3.4.10. B iizerinde «,, i=1, 2, 3 6z siizgeglerini alahm. Eger, o =p,'a, Up,'a,

UV 'a, ise, bu taktirde

1. o oz sizgestireya (a) @, <[p] ve o Ua, ozdir ya da (b) «, <[p] ve

a, U a, ozdir.

2. Eger o 0z ise, bu taktirde
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[p] eger (a) gegerli degilse
po= <o Ua, eger (b) gecerli degilse

[p]N (e, wea,)  eger hem (a) hem de (b) gegerli degilse

/az U a, eger (a) gegerli degilse
p,o=< [p] eger (b) gecerli degilse

Jp] N(a, Ue;)  eger hem (a) hem de (b) gegerli degilse

a, va, eger (a) gegerli degilse

Vo= < o uUa eger (b) gecerli degilse

a,U(a,na,)  eger hem (a) hem de (b) gegerli degilse

Ispat: Bunu ispat etmek i¢in, ilk olarak «,=[p], @, =a,, a,=a, ve a,=a, ile
birlikte yukaridaki gibi tanimlanan k igine doniisiimii olmak {izere Lemma 3.4.4 iin o
s o=k’ (o’) oldugunu yani,

o=, Uy o, U, a, Uiy ay, =, [plu e v, a, Un,a, oldugunu

gosterelim.

Lemma 3.3.2. nin (5) inden;

k! (o’ ) =k, [p]uk'mla, UK 1, @, UK Ty, e

p,=m,k, p,=z,k, V=m,k, ve ptp=r,k bagmtilarmn goriintiisinden
ko = [BVPB] up,'a,up,'a, UV, =p/'a, up,'a, UV 'a, =0  oldugu  elde
edilir, yani k”'o”'=0 dir. k(BVpB) =7, /pec oldugundan Lemma 3.4.2. nin (4)
iincii ozelliginden kk™' o'=0" esitligi elde edilir(f=0", f =k, A=BV,B). 1. bdliim
Lemma 3.4.2 den kolayca ispatlanir ve au[p] 0zdiir< B tlizerindeki herhangi bir
a siizgecia < [p] olmasidir. 2. bélim p,o =7, kk™'o =7,0, p,o=7,kk"'o =7,0
ve Vo =r,kk'o' = 7,0 oldugu goz 6niine almarak Lemma 3.4.4 iin (2) sinden direkt

olarak ispatlanir.
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Teorem 3.4.11. «,, «,, a, B iizerinde 6z siizgecler olsun. poc=¢,, p,oc=0a, ve

Vo =, olacak sekilde BV B lizerinde en az bir o 6z siizgeci vardir <

1. Eger Teorem 3.4.10 un (a) st gegerli degilse, o, =, ve o, = [p] dir.

2. Eger Teorem 3.4.10 un (b) si gegerli degilse, o, =, ve @, =[p] dir.

3. Eger Teorem 3.4.10 un hem (a) s1 (b) s1 gecerli degilse, o, N, =a; N [p] dir.
Ispat: Teorem 3.4.5 ispatinda kullanilan ayni veriler kullanilarak Teorem 3.4.10 dan
kolayca ispatlanir.

Sonug 3.4.12. B iizerinde o, ve a, 0z siizgeglerini alalm. Eger o =p;'a, Up,'a, ise,
butaktirde

1. o ozdir < hem (a) a, =[p] hemde (b) o, =[p] dur.

2. o 0z ise, butaktirde

[p] eger (a) gecerli degilse
p,o= a, eger (b) gecerli degilse
a, eger hem (a) hem de (b) gecerli degilse
a, eger (a) gecerli degilse
p,0= [p] eger (b) gecerli degilse
a, eger hem (a) hem de (b) gegerli degilse

Ispat : o, =[B] ve B iizerinde ki her a siizgeci i¢in & U[B]=a oldugu géz oniine
aliarak Sonug 3.4.10 dan sonug ispatlanir.

Teorem 3.4.13. B iizerinde o, ve «, 0z siizgeglerini alalm. p,oc =, vep,0=q,

olacak sekilde BV, B iizerinde en az biro 0z slizgeci vardir <
1. Eger a, ¢ [p] ise, o =[p] dur.
2. Eger o, z[p] ise, o, =[p] dir.
3. Eger [p] @, ve a, yiigeriyor ise, bu taktirde her zaman bdyle bir o siizgeci

vardir.
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Ispat: Teorem 3.4.11 in ispatinda kullanilan ayni1 veriler kullanilarak Sonug 3.4.12 den

teorem ispatlanir.
Sonug 3.4.14. ¢, ve a, Biizerinde 6z siizgegler olsun. Eger o = p,'a, UV ', ise, bu
taktirde

1. o 6zdir< hem (a) @, U a, dzdiir hemde (b) ;, < [p] dir.

2. Eger o 0z ise, bu taktirde

[P] eger (a) gecerli degilse
p,o= o, Va, eger (b) gecerli degilse

a, U (a3 8 [p]) eger hem (a) hem de (b) gegerli degilse

a, eger (a) gegerli degilse
Vo= a, va, eger (b) gecerli degilse
a, eger hem (a) hem de (b) gecerli degilse

Ispat: a, Z[B] almarak Sonug 3.4.10 dan kolayca ispat1 yapilir.
Teorem 3.4.15. B lizerinde ¢, ve a; 0z siizgeglerini alalm. p,oc=¢, ve Vo=a,
olacak sekilde BV B lizerinde en az bir o 0z siizgeci vardir < Eger o, Ua, 0z
degilse, o, =[p] ve p,o =a; dir.

1. Eger o, «[p] ise, o, =a; ve p,o=[p] dur.

2. Eger o, c[p] ve oy Ua, bzise, o, D ay; N[p] ve p,o =a; N[p] dir.

Ispat: Teorem 3.4.5 in ispatinda kullamlan benzer veriler ile Sonug 3.4.14 ten
ispatlanir.

q:B— B/F doniisiimiinii B nin bos olmayan bir alt kiimesi F yi * a esleyen 6zdeslik
fonksiyonu olarak alalim.

Lemma 3.4.16. « y1 B lizerinde bir silizge¢ olarak alalim.
1. agF igin, q(a)c [q(a)] < acla] dir

2. q(a)c[*]e aU[F] bzdir.
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Ispat: 1. q(a) c I:q(a)] oldugunu varsayalim. Eger [a] a y1 kapasamaz ise,
butaktirde a¢ U olacak sekilde o nin i¢inde en az bir U vardir. Burada
q(U)eq(a)c [q(a)] ve sonug olarak q(a)=aeq(U) dur. Buradan q(x)=a olacak

sekilde U nun i¢inde en az bir x vardir. a ¢ F oldugundan, x =a € U almaliy1z ki bu da

bir geliskidir. Bunun sonucunda & < [a] olur. Tersini ispat: agiktir. Ciinkii o < [a] ise,
bu taktirde a ¢ F i¢in q(a) = q[a] Z[q(a)] dir.

2. Kabul edelim ki q(r) < [#] olsun. Eger o U[F] 6z degil ise, bu taktirde V A F=(
olacak sekilde & nim iginde en az bir V vardir. Buradan q(V) e q(a)<[*] ve sonug

olarak * e q(V) dir. Buradan q(x)=* olacak sekilde V nin iginde en az bir x vardir.

Bunun sonucunda x, VN F nin bir eleman1 olur ki bu da bir ¢eligkidir. Bu yiizden

oV [F] Ozdiir. Tersine olarak varsayalim ki o U [F] 0z olsun. Eger q( a) va [*] ise,
* ¢ W olacak sekilde W e q(a) vardir. W € q(«) oldugundan q(V) < W olacak
sekilde en az bir Ve a vardir. o U [F] 6z oldugundan, VN F # . Bunun
sonuncunda q(V NF)=+¢e q(V)c W yani * € W olur ki bu da bir geliskidir.
Buradan q(a) < [#] elde edilir ki bu da ispati tamamlar.

Uyan 3.4.17. a ve f A lizerinde siizgegler olsun. Eger f:A— B bir fonkiyon ise, bu
taktirde f(a N f)=f(a)Nf(p) dir. Buda Lemma 3.3.2 nin 6zel bir halidir.

Uyan 3.4.18. Eger f:A — B epik ve y B lizerinde bir siizgeg ise, f’l(;/) ozdir< y

0zdiir. Bunun ispat agiktir.

Lemma 3.4.19. o ve § B lizerinde siizgegler ve q:B—B/F F yi * a 6zdesleyen birim
doniisiim olarak alalim.

1. Eger a U[F] 6z degilise, q(c)cq(a) & oca dr.

2. Eger a U[F]| 6zise, q(0)cq(a) & on[F]ca ve a U[F] dzdiir.
Ispat: 1. « U[F] 0z olmasin. Bu taktirde VNF=C olacak sekilde en az bir Ve a
vardir. Eger q(o)cq(a) ve Ueo ise, q(U)eq(o)cq(a) ve en az bir V, igin

q(U) ) q(Vl) ) q(V N Vl) ve sonu¢ olarak V,N"Vea dir. Buradan
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UuUFoq* (q(U)) oq” (q(VmVl)) =VANV, ve su halde VAF=C oldugundan
VAV, c U dur. Bunun sonucunda Ue & yani o < & dir. Tersinin ispatt agiktr.

2. @ U[F] yi 6z olarak ifade edersek Lemma 3.4.16 nin (2) sinden q() < [#] ve
sonug olarak q(o)cq(a) ise, q(o) < [*] dir. Tekrar Lemma 3.4.16 dan o U[F]
ozdiir. Geriye oN[F]ca oldugunu gostermek kalir. Eger Ueon[F] ise,
FcUeoveq(U)eq(o)cq(a) dir. Su halde o U[F] 6z oldugundan VNF = &
olacak sekildekic  daki bir V igin  q(U)>q(V) dr. Sonug olarak
VcVUF=q"(q(V))=q'(q(U))=U yani cn[F]ca dir. Tersine olarak kabul
edelim ki on[Flca ve oU[F] 6z olsun. q(o)cq(a) oldugunu gosterelim.
o U[F] 6z oldugundan Lemma 3.4.16 min (2) sinden q(o’) < [*] dir. Uyar1 3.4.17 den
a(onlF)-a()r[a(P)]-a@)n[=a()  ve  somg olurak

q(a)zq(Jm[F])cq(a) yani q(o) < q(e) dirki bu da ispati tamamlar.



4. BOLUM

SABIT YAKINSAK SUZGEC UZAYI KATEGORISINDE PreT, OBJELER

Bu boéliimde Sabit Yakinsak Siizge¢ Uzayr Kategorisinin (ConFCQO) nun topolojik

kategori oldugu gosterildi. Ayrica 3. boliimde verilen teoremlerin kullanilmasina 6rnek

olmas1 agisindan Pre T ve Pre T, objeleri karakterize edildi.

4.1. Con FCO Topolojik Kategorisi
Teorem 4.1.1. F : Con FCO — SET topolojik fanktordur.
Ispat : Teorem 2.6.7 den ispat agiktir.

Tanim 4.1.2. (B,K)e Ob(ConFCO), (B,K) diskre ise K = { [a], [C]:
aeA}yapidadir.

4.2. ConFCO da PreT, Objeler

X bir ciimle ve X*=X x X, X in kendisi ile Kartezyen ¢arpimi olsun.
X’ nin iki ayr1 kopyasinin diagonali boyunca kesismesi XV, X* ile gdsterilir.

XZVAX2 de bir (x,y) noktas1 birinci bileseni ise (x,y)1 ile, ikinci bileseni ise

(x,y), ile gosterilir.

Agik olarak (x,y) =(x,y), < x=y dir.
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Tanim 4.2.1. Temel Eksen Doniisiimii(Principle Axis Map):
A: XZVAX2 - X, A(x,y)1 =(x,y, X) ve A(x,y)2 =(X, X, y) olarak tanimlanir.

Skewed Eksen Doniisiimii (Skewed Axis Map):

S: XV, X? —» X*, S(x,y),=(x, ¥, ¥) ve S(x,y), =(x, X, y) olarak tammlanir
Katlama Doniisiimii (The Fold Map):

VXV, X? > X?,i=1, 2 i¢in V (x,y) =(x, y) olarak tammlanir [12] ve [14].

i

Tamm 4.2.2. X in Pre T> olmasi i¢in gerek ve yeter sart {S: B*V,B’> - U(x3) = B3}

ve {A: BQVABZ—>U(X3 ):B3} U- kaynaklarinin baslangic kaldirmalarinin

cakigsmasidir [14].
Tamm 4.2.3. X in Pre T, olmasi igin gerek ve yeter sart {S: B’V,B’ > U(x3) = B3}

U- kaynaginin baslangic kaldirmasi ile {il,iZ:U(xz):B2—>B2VAB2} U-

kavsaginin bitis kaldirmasinin ¢akigsmasidir [14].
Uyan 4.2.4. {f:(BK) - (BiK;) i€l } kaynagi ConFCO baslangi¢ kaldirmadir

ancak ve ancak o € K oldugunda tiim i € I'i¢in f,(a) € K, dur.

Uyar 4.2.5. i, ve 1, kanonik doniisiimler olmak tizere {il, 1, :(BZ,K) - (BZVABz,L)}

orten kavsaginin (epi sink) ConFCO da bitis kaldirmadir ancak ve ancak wedgedeki

herhangi bir o siizgeci igin k=1 veya 2 iken en az bir ¢, e K i¢in @ D1, ¢, olmasidir.

Uyar 4.2.6. ©,:B’ — B i inci izdiisiim fonksiyonlari (i=1, 2, 3) olmak iizere T, ler
m;=m+m;:B* V,B* >B  seklinde tammlanmis  doniisimlerdir. ~ Buradan

nS=mn,=mA, n,S=mn, =n,A, T;A=n, ve n,.S=m,, dir [12].

Teorem 4.2.7. Con FCO da (B, K) objesi Pre T.dir ancak ve ancak herhangi

a,o0 €K 0z siizgecgleri icin a Uo 0z ise ano €K dir.

Ispat: Kabul edelim ki (B, K) Pre T> olsun. Yani Tamim 4.2.1, Tanim 4.2.2 ve

Uyar1 4.2.4 den wedge carpimindaki her hangibir /£ siizgeci icin eger =,/ ve

7, B, K daise 7, €K olmas: i¢in gerek ve yeter sart r,,8 €K olmasidir. K da
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verilen a, f siizgecleri i¢in Teorem 3.4.5 de ¢, =avo, a, =a, a,=pf ve
a, =ano olsun. Dikkat edelim ki ¢o,va,=avo, a,Va, =a,
a,va, =aJo ve a,Ja,=oc Ozdirler ve o, Na,, =anoc=a,Na, olur.
Boylece Teorem 3.4.5 den her i, j=1, 2 i¢in 7;f =¢; olacak sekilde wedge

lizerinde en az bir 6z f silizgeci vardir. Buradan o,, = a no €K dir.

Tersine olarak, kabul edelim ki istenilen sart saglansin. Eger £ 0z olmayan siizgeg
ise, butaktirde ispat agiktir. Varsayalim ki B 6z ve r, B, 7, €K olsun. Teorem
345 de o, =n,p, o, =n,p, a,=n, ve a,, =x, [ olarak alalim. Eger
Teorem 3.4.5 de ki (1) saglanirsa, «,, =, olur ve bunun sonucunda «,, €K
ancak ve ancak «;, € K dir. Eger Teorem 3.4.5 de ki (2) saglanirsa o, =, ve
a,, = a,, dir ve bunun sonucunda «,, € K ve ¢, € K olur. Eger Teorem 3.4.5 de
ki (3) saglanirsa o, N, =, N, dir. a=nx, f, c=xn,p, a, =aUoc olarak

3

alalim ve buradan o Uo 0Ozdiir. Kabulden ano € K ¢ y1 elde ederiz. Fakat

anNo Ca,=nr, olmast a, € K olmasmi gerektirir. Benzer olarak eger

. B, m, B, 7, K ise x, €K olur. Boylece (B, K) Pre T, dir.

Teorem 4.2.8. ConFCO da ki (B, K) objesi Pre T, dir ancak ve ancak (B, K)

diskre objedir.

Ispat: Kabul edelim ki (B, K) objesi Pre T, olsun. Yani Tanim 4.2.3, Uyar1 4.2.4
ve Uyart 4.2.5 den wedge iizerinde ki her hangi bir [ siizgeci icin (I)
7, B, 7B, 7, €K dir ancak ve ancak (II) B iizerinde ki garpim yapis1 K* ve
k=1 veya 2 igin herhangi bir S € K’ i¢in S >i, B olmasidir. a € K olsun. Eger

a 0z dedil ise ispat asikardir. Kabul edelim ki & 6z siizgec olsun. Teorem 3.4.9 u

uygulayalim. Teorem 3.4.9 da o¢,=a=a,=a, olsun. Dikkat edelim ki
o, va, =a=0o,\Ja,, ozdiir. Boylece Teorem 3.49 dan
n,.p=a=n,p=r,p €K olacak sekilde wedge lizerinde en az bir tane S 0z

siizgeci vardir. (B, K) objesi Pre T, oldugundan en az bir B € K’ ve k=1 veya 2
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icin o1, B dir. Eger k=1 ve Weipf, ise, en az bir Ver f ve Ter,B, igin
W o1, (VxT)=(VxT), ve bunun sonucunda da (VxT) €/ olur. Fakat # mn

tipik bir elemani, Teorem 3.4.9 da ki (3) saglandigindan dolay1 en az bir Ne«a

igin N*AN” formunda bir eleman igerir ve bunun sonucunda (VxT) > N*AN’

olur. Bu durumun gerceklesmesi i¢in gerek ve yeter sart en az bir yeB i¢in

N ={y} olmasidir. Boylece a =[y] dir. Benzer sekilde eger k=2 ve W i,/ ise

enazbiryeB i¢in o = [y] olur.

Tersine olarak, (B, K) diskre olsun. [22] den (II), (I) i saglar. Biz ise (I) in (II) yi
sagladigim1 gostermeliyiz. Eger £ 0z degilse, sonug¢ agiktir. Kabul edelim ki o 06z
olsun. Teorem 3.4.9 da «a,,=n, B, a, =x, B ve a,,=r, olarak alaim. Eger teorem
349 daki (1) saglanrsa 7,f=x, olur. (BK) diskre oldugundan
7, B =[x]=7, B ve 7,8 =[y] olacak sekilde Con FCO daki (B, K) i¢in B de x vey
noktalar1 vardir. B =7z, 'z, U, ' 7,,8 olsun ve dikkat edelim ki 3 € K* dir. Sonug
3.43 den f o1, oldugu goriilir. Eger Teorem 3.4.9 daki (2) sart1 saglanirsa benzer
olarak S o1, olur. Eger Teorem 3.4.9 daki (3) sart1 saglanirsa 7, SN x,,f < 7,
olur. (B, K) Con FCO da oldugundan x, yeB icin 7, = [x], ﬁzzﬂ:[y] dir ve
bunun sonucunda (B,K) diskre oldugundan 7, =[x] ve ya [y] olur. Béylece k=1 ve

ya2i¢in f o1, A dir. Buise ispati tamamlar.
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