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OZET

Bu ¢alisma alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, ¢alismada kullanilan temel tanimlar verilmistir.

Ikinci boéliimde, lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin ¢dziimleri igin yar
analitik metotlardan olan Adomian ayrisim metodu, Homotopi analiz metodu ve Homotopi
pertiirbasyon metodu analiz edilmistir.

Ucgiincii béliimde, Homotopi analiz metodu kullanilarak Adomian ayrisim metodunun
tiirevi incelenmistir.

Dérdiinct boliimde, dokuzuncu mertebeden Korteweg-de Vries denklemi sayisal olarak
irdelenmis, Adomian ayrisim metodu, Homotopi analiz metodu ve Homotopi pertiirbasyon
metodu, dokuzuncu mertebeden Korteweg-de Vries denklemine uygulanarak yaklasik ¢6ziim
serileri elde edilmistir.

Besinci boliimde, dordiincii boliimde elde edilen yaklagik ¢oziimler analitik ¢oziimler ile
karsilagtirilmig, yaklasik ¢oziim fonksiyonunun ve analitik ¢6ziim fonksiyonunun sekilleri
cizilmis, bulunan yaklagik ¢oziimde mutlak hatayr hesaplamak amaciyla tablolar
olusturulmustur.

Altinct boliimde, Adomian ayristm metodu, Homotopi analiz metodu ve Homotopi

pertiirbasyon metodu ile elde edilen sonuglarin genel bir degerlendirmesi yapilmustir.

Anahtar Kelimeler: Analitik ¢6zliim, dokuzuncu mertebeden Korteweg-de Vries denklemi,
Yart analitik metotlar, Seri ¢6ziim, Adomian ayrisim metot, Homotopi

analiz metot, Homotopi perturbasyon metot.



SUMMARY

The Solutions of Linear and Nonlinear Differential Equations and Analysis of

Numerical Solutions

This study is constructed in six chapters.

In chapter one, some fundamental definitions are given.

In chapter two, it is made analyze of Adomian decomposition method, Homotopy
analysis method and Homotopy perturbation method to obtain solutions of nonlinear partial
differential equations.

In chapter three, the derivation of Adomian decomposition method using the homotopy
analysis method is made analysis.

In chapter four, the ninth-order Korteweg-de Vries equation is made analyze as
numerical, it is obtained series solutions which are Adomian decomposition method,
Homotopy analysis method and Homotopy perturbation method apply to the ninth-order
Korteweg-de Vries equation.

In chapter five, it is compared analytic solution which are obtained series solution by in
fourth chapter. The figure is obtained approximate solution function and analytic solution
function.

In chapter six, it is made a generalized assessment by Adomian decomposition method,

Homotopy analysis method and Homotopy perturbation method.

Key Words: Analytical solution, The ninth-order Korteweg-de Vries equation, Semi
analytical methods, Series solution, Adomian decomposition method, Homotopy

analysis method, Homotopy perturbation method.
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KISALTMALAR

AAM Adomian ayristm metodu
HAM Homotopi analiz metodu
HPM Homotopi pertiirbasyon metodu
dmKdV Dokuzuncu mertebeden Korteweg-de Vries denklemi



1. TEMEL TANIMLAR

Tammm 1. 1. Bir fonksiyonu ve onun muhtelif mertebeden tiirevlerini igeren
matematiksel denklemler diferensiyel denklemler olarak isimlendirilir. Tek bir bagimsiz
degiskene gore tiirev iceren diferensiyel denklemlere adi diferensiyel denklemler denir. Bir
diferensiyel denklemin mertebesi denklemde goriilen en yiiksek mertebeden tiirevin

mertebesidir. n. mertebeden adi bir diferensiyel denklem genel olarak,

F(x,y,y',...,y("))Z 0
kapal1 formunda gosterilebilir [1].
Bir a < x <) araliginda taniml1 bir @ fonksiyonu a < x <b araliginda bulunan her x

icin taniml1 ve ilk n. mertebeden tiireve sahip fonksiyonu,
Flx, ®(x), @' (x),...,0" (x))= 0
ise ® fonksiyonuna F (x, A )= 0 denkleminin ¢oziimiidiir denir.

Bir adi diferensiyel denklemin genel ¢éziimii, diferensiyel denklemin mertebesi kadar sabit
degeri parametre olarak kabul eden bir egri ailesi olarak ortaya ¢ikar. Coziim fonksiyonundaki
sabitlere verilen herbir degere karsilik bulunan ¢éziime de 6zel ¢oziim denir [2].

Tamim 1. 2. Iginde en az iki bagimsiz ve bir bagimli degisken ile bagimli degiskenin
bagimsiz degiskenlere gore ¢esitli basamaktan kismi tiirevlerini kapsayan denklemlere kismi
tiirevli diferensiyel denklemler denir. z bagimli; x ve y bagimsiz degiskenler olmak tizere bir
kismi tiirevli diferensiyel denklem genel olarak,

F(x,y,zz Z,Z ,Z ,Z ):0

PEXI LY I T xx 2 Cxy s Syt
seklinde ifade edilir. Burada,
_ oz _ oz 0’z 0’z 0’z

V4

—,z, =,z ,Z,, = , Z e
ooax T oy ox* Y axoy U oy’

seklindedir.
n tane bagimsiz ve bir tane bagimli degiskene sahip kismi tiirevli denklemlerin genel
sekli,

x=(x1,x2,...,xn), z=1z(x)



olmak iizere,

F(xl,xz,...,xn,z,le,sz,...,zxn,lexl,lexz,...)ZO

formundadir. Burada x,,x,,...,x, bagimsiz degiskenleri; z ise bagimli degiskeni gostermekte
ve

oz 0’z

z =—, z
X, 3 Xy .
Tox; i 8xﬁy_i

;Lj=12,...,n

dir.

Bir kismi tiirevli diferensiyel denklemi 6zdes olarak saglayan ve keyfi fonksiyon veya
keyfi parametre icermeyen bir fonksiyona bu kismi tiirevli denklemin bir ozel ¢oziimii denir.
Diger taraftan bir kismi tlirevli denklemin basamagi kadar (stirekli tiiretilebilir) keyfi
fonksiyon kapsayan ve denklemi 6zdes olarak saglayan bir yiizey ailesine bu kismi tiirevli
denklemin genel ¢éziimii denir [3].

Tamm 1. 3. Bir kismi diferensiyel denklemin genel ¢oziimii, denklemin mertebesi
kadar keyfi fonksiyon icerir. Bu nedenle, adi diferensiyel denklemlere kiyasla kismi
diferensiyel denklemlerin ¢ézlimlerini bulmak daha zordur. Baslangigta modellenen probleme
uygun ¢éziimiin bulunabilmesi ig¢in problem olusturulurken bazi yardimc sartlar gerekir. Bu
sartlar genel olarak iki baslik altinda toplanabilir.

(i) Snir sartlar: : Smir sartlart kismi diferensiyel denklemin saglandigi Q bdlgesinin
I' sinir1 boyunca saglanmasi gereken sartlardir. Sinir sartlarinin ii¢ farkli sekli o, B ve g

fonksiyonlar1 I' lizerinde tanimli fonksiyonlar olmak tizere 6zel isimleriyle su sekildedir:

Dirichlet sarti : u|r =g,

ou
Neumann sarti : —| = g,

on|
: . ou
Karisik (mixed) veya Robin sarti : au+ [ ™ =g.
n

(ii) Baslangi¢ Sartlar: : Baslangig sartlan sistemin baslangicinda Q bolgesi boyunca
saglanmasi gereken sartlardir. Genel olarak, baslangic sartlar1 fonksiyonun ve zamana gore
tiirevinin kombinasyonu seklindedir.

Baslangi¢ sartlartyla birlikte verilmis kismi diferensiyel denkleme 'Cauchy problemi’

denir.



Ikinci mertebeden, iki bagimsiz degiskenli bir kismi diferensiyel denklem,

Au,, +Bu,, +Cu, +Du, +Eu,+Fu+G=0
genel sekliyle verilebilir. Burada A4,B,C,D,E,F katsay1 fonksiyonlar1 ve G fonksiyonu da

sabit veya degisken igeren fonksiyondur. Bu denklem, A= B>-44C diskriminantinin

isaretine gore su sekilde smiflandirilir;

Diskriminant Denklem Tipi
A>0, Hiperbolik,
A=0, Parabolik,
A<O0, Eliptik.

Herhangi bir tipteki problemin ¢6ziimii, klasik Hadamard testi geregince asagidaki ii¢
sart1 saglarsa problem, " iyi durumlu”, en az bir sarti saglamaz ise "kotii durumlu"” olarak
adlandirlir. Bu sartlar asagidaki sekilde ifade edilmektedir;

1) Varlhik,

2) Teklik,

3) Kararlilik.

Pratikte bir denklemin ¢dzlimiiniin varligini ifade etmenin en iyi yolu problemdeki
biitiin sartlar1 saglayan ve problemde yerine konuldugunda denklemi saglayan bir ¢6ziim
yapilandirmaktir. Eger ¢oziimiin tekligi gosterilirse denklemin ¢oziimii bulunmus demektir.
Adi diferensiyel denklemlere gore kismi diferensiyel denklemlerde ¢oziim tasvirleri seri veya
integraller gibi limit yontemleri icerir ve ¢oziimler her zaman elementer fonksiyonlarin kapali
sekillerinde ifade edilemez. Bu durumda, bir yaklasik ¢6ziim ele alinir, eger baslangic
sartindaki kiiciik bir degisim, ¢oziime kiigiik bir degisiklik olarak yansirsa bu ¢oziime
kararlidir denir ve ¢oziim kararli kabul edilir [4].

Tammm 1. 4. Eger bir diferensiyel denklem bagimli degiskenin veya herhangi bir
tiirevinin ikinci veya daha biiylik derecelerden kuvvetlerini igeriyorsa (veya birden kiiciik
derecelerden kuvvetlerini igeriyorsa), bagimli degisken ve bagimli degiskenin tiirevlerinin
carpimini igeriyorsa veya bagimli degiskenin trigonometrik, tistel, logaritmik fonksiyonlarini
iceriyorsa bu denklemlere /ineer olmayan diferensiyel denklem, aksi halde lineer diferensiyel

denklemdir denir.



Tanmmm 1. 5. Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri
iizerinde bagimsiz degiskenin ayni degerleri i¢in verilen sartlar altinda ¢oziimlerinin
problemine baslangi¢c deger problemi, verilen sartlara da baslangi¢ sartlar: adi verilir.

Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri iizerinde bagimsiz
degiskenin farkli degerleri i¢in verilen sartlar altinda ¢6ziimlerinin problemine smnir deger
problemi, verilen sartlara da sinir sartlar: adi verilir [5].

Tamm 1. 6. X ve Y bos olmayan kiimeler ve D < X olsun. D'nin her elemanima
Y 'nin bir elemanini karsilik getiren bir kurala D'den Y 'ye bir operatér veya doniisiim denir.

Tamm 1. 7. X ve Y ayni bir K cismi lizerinde iki lineer uzay ve 4: X —>Y
operatorii verilsin. X, climlesi X uzaymm bir alt uzayr olsun. Eger Vx,ye X, ve
Va,p eK igin,

Alooc+ py) = ad(x)+ pA(y)
ise A operatdriine /ineer operator denir.

Tanmm 1. 8. X ve Y ayni bir K cismi lizerinde iki lineer uzay ve 4: X —>7Y

operatorii verilsin. 4: X — Y operatoric D(A4) < X tanmim bolgesindeki farkli noktalara farkli
goriintiiler karsilik getiriyorsa, yani herhangi x,,x, € D(4) i¢in,
X, #Xx, = Ax, # Ax,
yada buna esdeger diger bir ifade ile,
Ax, = Ax, = x, = x,
oluyorsa, A:D(A)— Y operatdriine birebir operator ad verilir.
Boyle bir durumda, Vy, € R(A) elemanma Ax, =y, olacak sekilde x,e D(A)
elemanina doniistiiren,
A" 1 R(4) = D(A)
operatdrii vardir. 4™ operatdriine A lineer operatériiniin tersi adi verilir [6].
Tanmmm 1. 9. Eger belli bir kuralla her » e{l ,2,3,...} dogal sayisina bir x, sayisi

karsilik geliyorsa, x,,x,,x;,...,x, olarak numaralanmis gercel sayilar kiimesine dizi denir ve

(x,) ile gosterilir.



Ve>0 i¢in Oyle bir N(g) dogal sayisi vardir ki, Vn>N(e) olacak sekilde

X, —a| < saglaniyorsa (x,) dizisi yaknsakur ve limiti a’dir denir

a—-&g<x,<a+g& veya
ve asagidaki sekilde gosterilir;

limx, =a veya x, > a,n—> .

n—®0

Bagka bir deyisle, n> N(g) ise x, degerleri (a—s,a+g) araligina, yani a'nin ¢

civarina aittir. Yakinsak olmayan (xn) dizilerine 1raksaktir denir [7].

0
Tanmmm 1. 10. (xn) dizisi verilsin. Zxk =x,+x,+...+x,+... ifadesine seri denir.
k=1

Burada x, genel terimdir. S, =x,+x,+...+x, toplami, serinin kismi toplami olarak
adlandirlir.

(S,) kismi toplamlar dizisi yakinsak oldugunda seriye yakinsak seri, aksi taktirde

wraksak seri adi verilir. S, — S ise Zxk =S yazilir [7].

k=1
Tamm 1. 11. Kompleks degiskenli bir f fonksiyonu, bir z, noktasmin belli bir
D(z,,0) komsulugundaki biitiin noktalarda diferensiyellenebiliyorsa f', z, noktasinda

analitiktir denir.

Eger kompleks degiskenli bir f fonksiyonu, bir S kiimesinin biitiin noktalarinda
analitikse f', S tlzerinde analitiktir denir. Bir f fonksiyonu, C kompleks sayilar kiimesinin

tiim noktalarinda analitikse, f'e tam fonksiyon denir [8].



2. LINEER OLMAYAN KISMI DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
COZUMLERI ICIN BAZI YARI ANALITIK METOTLARIN ANALIZI

Dogadaki olaylarin ve problemlerin modellenmesi sonucunda genellikle lineer
olmayan denklemlerin ¢oziimleriyle karsilagilir. Lineer olmayan denklemler fizik ve
mithendislikte, Ozellikle 1s1 transferinde genis uygulamalara sahiptirler. Bugiine kadar
literatiirde pekcok lineer olmayan problem sunulmustur. Ornegin izole edilmis dalgalarin
hareketi, hidrodinamigin bir¢ok alani, plazma fizigi, lineer olmayan optik gibi alanlarda
karsimiza ¢ikar. Lineer olmayan denklemlerin tam ¢ozlimlerinin arastirilmasi lineer olmayan
fiziksel olaylarin ¢alisilmasinda 6nemli bir rol oynar.

Yiiksek performansli bilgisayarlarin ortaya ¢ikmasindan bu yana bir lineer problemi
cozmek daha kolaylagsmistir. Fakat genel olarak sdylenirse liner olmayan problemlerin kesin
¢oziimlerini elde etmek hala zordur. Ozellikle Mathematica, Maple, Matlap gibi baz1 yiiksek
performansli sembolik programlama dillerinin varligina ragmen verilen lineer olmayan
problemin analitik yaklasimini elde etmek, ¢ogunlukla sayisal yaklagimini elde etmekten daha
zordur. Baz1 durumlarda ele alinan diferensiyel denklemin tam ¢odziimlerini bulmak miimkiin
bile olmayabilir. Bu tiir durumlarda sayisal olarak yaklasik ¢oziimler elde edilir. Bu da analitik
metotlarin  yanisira Adomian ayrisim metodu, Homotopi analiz metodu ve Homotopi
pertiitbasyon metodu gibi bazi yari analitik metotlarin tasarlanmasi gerekliligini ortaya
koymustur. Bu {i¢ metot da lineer ve lineer olmayan adi ve kismi diferensiyel denklemlere

basaril1 bir sekilde uygulanmastir.

2.1. ADOMIAN AYRISIM METODU

Adomian ayrigim metodu (AAM) [9,12], Amerikali bilim adami1 Adomian tarafindan
sunulmustur. Metot, seri biciminde bir ¢6ziim elde edebilmek i¢in yapilan ¢aligmalara dayanir.
Bu metot mithendislik, fizik, biyoloji gibi birgok farkli alanda yapilan bilimsel ¢alismalarda
lineer veya lineer olmayan problemlerin ¢oziimlerinin elde edilmesinde kullanilan bir
yontemdir. 1980'lerin basindan beri, fonksiyonel denklemlerin genis bir sinifina

uygulanmustir.



AAM, lineer olmayan problemler i¢in etkili bir yontemdir. Uzerinde calisilan
diferensiyel denklemler kiiglik yada biiylik parametreler icerseler de icermeseler de adi ve
kismi diferensiyel denklemlere uygulanabilir. Yani, bu yontem oldukca geneldir. Bu metotla
bulunan ¢oziimler seri formunda olup, sinirli sayida ayrisim serisinin terimleri hesaplanarak
gergek ¢Oziime yakin sayisal sonuglar bulunur.

Yapilan c¢alismalarla [13-15]; AAM kullanilarak, geleneksel yontemlere gore
yaklasik ¢oziimleri olusturan serilerin elemanlarinin hesaplanmasinda daha hassas ve daha
hizl1 olundugu gézlemlenmistir. Ayrisim metodu yalnizca baglangi¢ sartinin kullanilmasiyla
¢Ozlimiin elde edilmesini de saglar. Metot, minimum hesaplama ve yiliksek dogruluklu, etkili
bir agik ¢ézliimii iiretir ve bu yoniiyle de birgok bilim adami tarafindan da giivenilir bir ydontem
olarak goriiliir. Ayrisim metodu; lineer, lineer olmayan, homojen veya homojen olmayan gibi
degisik tipteki diferensiyel denklemler igin kullanilabilir.

Yontemin geleneksel yontemlere gore birgok avantaji vardir. Bu metotla lineer ve
lineer olmayan problemlerde lineerlestirmelere veya indislemeye ihtiyag duyulmaksizin
yakinsak ¢oziimler elde edilebilir. Bazi durumlarda ele almman diferensiyel denklemin tam
¢coziimlerini bulmak miimkiin olmayabilir. Bu tiir durumlarda sayisal olarak yaklasik ¢oziimler
elde edilir. Ayrica AAM'de 6nemli bir yeri olan birbirini gotiiren terimler (noise terms)
olgusu, sadece birkag iterasyon kullanilarak ¢éziimiin bulunmasini saglar. Yanlizca homojen
olmayan problemlerde olusan noise terimler, ¢Oziimiin ¢esitli elemanlarinda olusabilecek
karsit durumlu 6zdes terimler olarak tanimlanir.

Ayrisim yonteminin bir seri metodu oldugu ve birgok cebirsel, lineer veya lineer
olmayan diferensiyel denklemlere basarili bir sekilde uygulandigi bilinmektedir [14,15].

Genel olarak bu metot verilecek olursa; F, hem lineer hem de lineer olmayan
terimleri iceren genel bir lineer olmayan adi diferensiyel operator olmak tizere;

Fu(t)=g(1), 2.1)
denklemi ele alinsin.

(2.1) denklemi, L; lineer operatorii (verilen diferensiyel denklemin en yiiksek
mertebeden tiirevini), R ; lineer operatoriin kalan kismmi ve N ; lineer olmayan terimi
gostermek lizere;

Lu+Ru+Nu=g, 2.2)



seklinde ayrigtirarak yazilabilir. Burada u(0)= 4, ' (0)=B baslangig sarti verilsin. (2.2)
esitligi

Lu=g—Ru—Nu, (2.3)
seklinde yazilabilir. L lineer operatoriiniin tersi mevcut olsun. Verilen baslangig sarti ile,

:dn

L ;
dt"

icin 0'dan 1'e tanimlanan L' operatdrii, n katli integral operatdriinii tanimlar. (2.3)

esitliginin her iki tarafina sol taraftan L' operatdrii uygulanirsa;

L'Lu=L"g—L"'Ru—L"Nu, (2.4)
elde edilir. L 'nin ikinci mertebeden ve tersi de mevcut olan lineer bir operator oldugu kabul
edilsin.

PP
- R

operatori i¢in,
L'Lu=u—u(0)—tu (0),
yazilir ve bdylece (2.4) esitliginde gerekli islemleri yaptiktan sonra;
u=u(0)+tu (0)+L'g—L"'Ru—L"Nu, (2.5)

¢oziim fonksiyonu bulunur. (2.5) ile elde edilen esitlikteki Nu lineer olmayan terim,

Nu = i A4,,
n=0

seklinde ifade edilmektedir. Buradaki 4, polinomlart 6zel polinomlardir ve bu polinomlar
daha sonra incelenecektir. (2.5) esitligindeki u, ayristirilmis seri ¢dziim fonksiyonudur. Bu
seri ¢6ziim fonksiyonunun birinci terimi u,,, verilen baslangi¢ degerlerinden,

u,=A+Bt+L'g,
seklinde (2.5) esitliginin ilk ii¢ terimine esittir.

Daha sonra u, terimi kullanilarak, u,,u,,u,,... terimleri elde edilerek ayristirilmis seri

¢ozliim fonksiyonu;

u(x,t) = iun (x,1), (2.6)



yazilabilir.
Bu seri ¢oziimii ve wu,=A+Bt+L'g esitligi kullamlarak (2.5) esitligi tekrar

yazilirsa;

Zun =u, —L_IRZun ~-L" ZAn , (2.7)
n=0 n=0 n=0
genel seri formu elde edilir. Benzer olarak (2.7) esitligi a1k sekilde;
u,=—L"'Ruy—L"4,
u,=—L"'Ru —L"4,
(2.8)
U, =—L"'Ru,—L"'4, n>0.
formunda yazilabilir.

Buradaki 4, polinomlar herbir lineer olmayan terim igin genellestirilebilir ve bu
genellestirmede 4, sadece u,'a, A, sadece u, ve u,'e, A, ise u,,u, ve u,'ye bagl ve benzer
sekilde (2.8) esitligindeki biitiin 4, adomian polinomlar elde edilebilir.

A, Adomian polinomunun ayristirilmis hali ise literatiirde asagidaki sekildedir [11];

Ay = f (1),

d d? u13 d’
4= u{d_u()]f(uo)"'uluz{d_ug f(u0)+(§}{d_u3)f(u0)’

_ d u; d’ ulu, [ d*
A, =u, {d_u())f(uo) +{2—!u1u3 )(ﬁg]f(uo)"‘ o (d_ug)f(u())




A, = {d/'t" [i/lkukJLO, n>0. 2.9)

Baz1 problemlerin sayisal ¢oziimlerinin daha hassas olmasinin istenildigi durumlarda
ayrisim serisi i¢in ¢ok sayida terimin hesaplanmasi gerekebilir. Bu gibi durumlarda (2.9) genel
formiilintiin kullanilmasi, (2.6) ayristirma serisinin ¢ok sayida teriminin hesaplanmasinda
kolaylik saglamaktadir.

Ayrisim metodu kullanilarak u(x,7) kapali ¢cziim fonksiyonunun ve bu fonksiyona
ait sayisal ¢oziimlerin elde edilmesi igin;
D, (x,0) =D u, (x,1), n>0, (2.10)
k=0

olmak iizere;

lim®, —Zuk(x 1) =u(x,1), (2.11)

n—®0 =0

ifadesi, (2.8) indirgeme bagmtis1 gozoniine alinarak kolayca hesaplanabilir.
Buna ilaveten (2.11) seklindeki ayrisim seri ¢oziimii, genel olarak fiziksel
problemlerde ¢ok hizli olarak yakinsayan sonuglar vermektedir. Ayrisim serisinin yakinsakligi

teorik olarak Cherruault ve arkadaglart [10] tarafindan incelenmistir.
2.2. HOMOTOPIi ANALIZ METODU

Bu metot ilk kez 1992 yilinda Liao [16] tarafindan sunularak, 2003 yilinda yine Liao
tarafindan yazilan bir kitapta [17] bu metodun fen ve miihendislik alanlarindaki uygulamalari
ve diger analitik teknikler ile arasindaki iligkileri ortaya koyulmustur. Homotopi analiz metodu
(HAM) pek cok lineer ve lineer olmayan adi ve kismi diferensiyel denklemlere [18-20]
basaril1 bir sekilde uygulanmistir. Bu tekniklerin ¢ogu Taylor serisine dayanmaktadir. Eger
baslangi¢c fonksiyonu iyi segilirse serinin birkag¢ teriminde bile ¢ok iyi yaklasimlar elde
edilebilir.

Genel olarak bu metot verilecek olursa;

N[V ()] =0, (2.12)

10



lineer olmayan bir diferensiyel denklem olsun. Burada N hem lineer hem de lineer olmayan
terimleri igeren genel bir lineer olmayan adi diferensiyel operatér, V(t) denklemin
cOziimidiir. Ayrica,

Im®(#;9) = ©(;0) =V, (1) , (2.13)

seklinde bir ®(z;q) fonksiyonu tanimlanir. Burada ¢ e [0,1] ve V() ise baslangi¢ veya simnir
sartlarin1  gergekleyen tahmini bir baslangic fonksiyonudur. Genel homotopi teknigi
kullanilirsa

lim®(;9) = D(51) =V (1), (2.14)

yazilir 6yleki g parametresi 0 dan 1'e artarken, ®(¢;q), V,(¢) baslangi¢ tahmininden V' (¢)
gercek c¢oOziimiine kadar degisir. Topolojide varyasyonun bu tiirii deformasyon olarak
adlandirilir. 220 ve H(t)#0 swasiyla yardimci parametre ve yardimci fonksiyonu
tanimlarsa;

(1= )L[@(5:9) =V, (0] = hgH (ON[®(1: )] (2.15)
sifirtnct mertebeden deformasyon denklemi elde edilir. Burada /4 yakinsaklik araligini
belirlemede kullanilan keyfi bir parametre, L lineer bir operatordiir.

Burada belirtilebilir ki; 4 yardimci parametresinin, H(¢) yardimer fonksiyonunun,
Vy(t) baslangic yaklasimmnin ve L yardimcr lineer operatdriiniin se¢iminde biiyiik 6zgiirliik
saglanir. Bu ozgiirliikk daha sonra gosterilecegi gibi, HAM’in gegerliliginin ve esnekliginin
kose tasini kurar ve 6nemli roller oynar.

®(t;q) nun g parametresine gore m.mertebeden tiirevi, yani;

yir = 2G| (2.16)
g

q=0
mevcuttur, burada m=1,2,3,... seklindedir. Kisaca VO['"](t), m. mertebeden deformasyon
tiirevi olarak adlandirilir.

e 1 0o g)

V= m! m!  oq"

: (2.17)

|q:0

tanimlanabilir.

11



Taylor acilimi ile, ®(¢;¢) asagidaki gibi yardimci parametre ¢ 'nun bir kuvvet
serisine agilabilir;

O(t;q) = D0y + S L TLED 2.18)
mm! Oq

q=0

(2.17) denkleminden yukaridaki kuvvet serisi,
D(t:q) =V, () + YV, (Dg" (2.19)
m=l1

seklinde olur.
h yardimci parametresinin, H(¢#) yardimci fonksiyonunun, V,(¢#) baslangi¢
yaklagiminin ve L yardimci lineer operatoriiniin 0yle uygun bir sekilde segildigini varsayalim

ki (2.19) serileri ¢ =1 de yakinsasinlar. O zaman, ¢ =1 de (2.19) serisi,

Ot =V, () + iVm ®)), (2.20)
m=l1
olur. Boylece (2.14) denklemi kullanilarak,
V)=V, + iVm ®, (2.21)
m=1
elde edilir.

Yukaridaki ifade su ana kadar bilinmeyen, V(¢) baslangi¢ tahmini ve V() gergek
¢Oziimii arasindaki iliskiyi V, (t) (m=1,2,3,...) terimleri vasitastyla verir.

(2.15) ile verilen sifirinci mertebeden deformasyon denklemi ¢ parametresine bagh
olarak m kez diferensiyellenir, sonra ¢ =0 almip ve son olarak m! ile boliiniirse, m.
mertebeden deformasyon denklemi olarak adlandirilan

LV, ()= 2,V (D]= RH(OR, (V). (2.22)
denklemi

V.(0)=0, (2.23)
baslangi¢ kosuluna bagli olarak elde edilir. Burada,

1 "'Nog)]

PR (2.24)

R,(V,. )=

q=0

Ve

12



0, m<liken
=17 2.25
X {1, m > 1iken ( )
dir. (2.24) denkleminden,
— . m_l
R,V )=V, )+ 2V, 0V, ,()-(1=7,), (2.26)
J=0

ifadesi yazilabilir. Burada nokta, ¢’ ye gore tiirevi ifade etmektedir.

Yukaridaki agiklama ile verilen R (I7m_1), sadece (2.22) ve (2.23) m. mertebeden
deformasyon denklemlerinin ¢6ziimiinden bilinen,

Vo).V, V(). V1 (1)
ifadesine baghdir.

V(t)'nin m. mertebeden yaklasima,

V(t) ~ iVn (1), (2.27)

ile verilir.

(2.15) sifirinc1 mertebeden deformasyon denklemi L lineer yardimce1 operatorii, V()
baslangi¢c yaklasimi, 4 yardimci parametresi ve H(¢) yardimci fonksiyonu ile tanimlidir.
Teorik olarak, yukaridaki yaklasim ile verilen V(¢) ¢6ziimii; L lineer yardimci operatdriine,
V,(¢) baslangic yaklasimina, A yardimci parametresine ve H(¢) yardimci fonksiyonuna

baghdir.

2.2.1. Yakinsaklik Teoremi

V)=V, (t)+ZVm (t) serisi yakinsak oldugu siirece, buradaki V, (¢), (2.25) ve

m=1
(2.26) tanimlarn altinda (2.22) ve (2.23) yiiksek mertebeden deformasyon denklemlerinden

etkilenmektedir.
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Ispat:

DV, (t) yakmsak ise, S(t)= YV, (¢) yazilabilir ve

m=0 m=0

lmV, (£)=0 (2.28)

elde edilir. y, 'in (2.25) tanimi kullanilirsa,

n

D=2,V O]=Vi+(V,=V)+ (V= V)4t (V, =V, ) =V, (0)

m=1

elde edilir. (2.28) denklemine gore,
tim DV, (6~ 2,7, (0] = lim¥, (5) =0,
el
dir. Buradan,
S L O 2V O] L 0= 2V 0] 0.
elde edilir. Yukaridaki agiklamadan ve (2.22) denkleminden,
S0 2,7 O} HHO SR, T, ) =0,

bulunur.

h#0 ve H(t)#0 iken,

me V,)=0, (2.29)

olmalidir. (2.26) tanimindan,

+o0 m—1

SR, )= 2| a0+ 21,0V, 1 (0-(1- 2,)

m=1 m=1
400 +00 m—1
= z V,@)-1+ ZZ V/(t)l/m—l—j(t)
m=0 m=1 j=0
=DV, =1+ Y V(0,0
m=0 Jj=0m=j+1
=DV O-14 V.0 V()
m=0 Jj=0 i=0
=S()+S*(t)-1 (2.30)

14



elde edilir. (2.29) ve (2.30) denklemlerinden,
S()+S8*(t)-1=0, >0

yazilabilir. (2.20) ve (2.23) denklemlerinden,
5©0) =2V, 0)=V,(0)+>_V,(0)=V,(0)=0,
m=0 m=1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
2.3. HOMOTOPIi PERTURBASYON METODU

Homotopi pertirbasyon metodu (HPM), ilk olarak lineer ve lineer olmayan
diferensiyel ve integral denklemlerinin ¢6ziimii i¢in 1999 yilinda He [21] tarafindan
tasarlanmistir ve ¢esitli mithendislik problemlerine basarili bir sekilde uygulanmistir. Metot,
topolojide tanimlanan homotopi ve geleneksel pertiirbasyon tekniklerinin birlesimidir. Bu
metot, uygulamali bilimlerde lineer olmayan problemlerin yaygin bir alani i¢in yaklagik
¢Ozlim saglamasi agisindan dnemli bir avantaj saglar.

Topolojide tanimlanan homotopi teknigi kullanilirsa, "kii¢iik parametre" olarak
diistiniilen bir p [0,1] parametresi ile bir homotopi kurulur [22-24].

Bu metodun temel kavramlarini tanimlamak igin,

Alw)-f(r)=0, reQq, (2.31)
lineer olmayan diferensiyel denklemi,

B(u,0u/on)=0, rel (2.32)
sinir kosullart ile verilsin. Burada A4 bir genel diferensiyel operatdrii, B sinir operatorii, f(r)
bilinen bir analitik fonksiyondur ve I', Q tanim kiimesinin smiridir.

Genelde, A operatorii L ve N olarak iki boliime ayrilabilir, burada L lineer fakat
N lineer olmayan terimdir. Bu nedenle (2.31) denklemi,

Lw)+Nu)-f(r)=0, (2.33)
seklinde yazilabilir. Homotopi teknigi ile [25], p e [0,1], r € Q olmak iizere,

H(V, p)= (1= p)LI) ~ L(uy) ]+ p[A0) — f(1)]=0, (2.34)
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veya

H(V, p)= L)~ L(uy) + pL(uy) + p[N(V) = £ ()] =0, (2.35)
sartlarin1 saglayan bir,

V(r,p):Qx[0,1] >R
homotopisi kurulsun.

Burada p e [O,l], parametre; u,, (2.32) simir sartlarin1 saglayan (2.31) denkleminin
baslangi¢ yaklagimidir.

Acikea, (2.34) ve (2.35) denklemlerinden;

HWV,0)=L(JV)-L(u,)=0, (2.36)

HWV,1)=A0V)- f(r)=0, (2.37)
olur. 0 dan 1 e p'nin degisim siireci, sadece V(r, p) nin u, () den u(r) ye kadar olanidir.
Topolojide bu ifade deformasyon olarak, L(V)—L(u,) ve A(V)— f(r) ise homotopik olarak
adlandirilir.

Ik olarak, p parametresi "kiiciik parametre" olarak kullanilir ve (2.34) ve (2.35)
denklemlerinin ¢dziimiiniin p nin kuvvet serisi olarak yazilabildigi varsayilir. Boylece,

V=V,+pV,+pV,+..., (2.38)
yazilabilir. (2.31) denkleminin yaklasik ¢éziimiinde p =1 alinirsa;

u=lmV =V, +V, +V,+..., (2.39)

Pl
elde edilir.

Pertlirbasyon metodunun ve homotopi metodunun birlesimi HPM olarak adlandirilir
ki bu metot genel pertiirbasyon metotlarinin smirlamalarint ortadan kaldirir [21]. Diger
taraftan, bu yontem genel pertiirbasyon yontemlerinin tiim avantajlarina sahip olabilir.

(2.39) serileri pek ¢ok durum i¢in yakinsaktir. Bununla beraber, yakinsaklik orani

lineer olmayan operatoér A(}') ye baghdir [22].
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3. HOMOTOPi ANALiZ METODU KULLANILARAK ADOMIiAN AYRISIM
METODUNUN TUREVI

Lineer olmayan diferensiyel denklemler genellikle cogu fiziksel sistemlerin
matematiksel modellenmesinden ortaya ¢ikar. Cogu durumlarda bu diferensiyel denklemlerin
analitik ¢oziimlerini bulmak c¢ok zordur. Sistemi lineerlestiren ortak analitik yaklasimlar
uygun metotlarla ¢oziime gidebilmek igin gergcek problemi degistirir. Daha 6nce anlatilan
sayisal metotlar ve lineerlestirmenin dezavantajlari, lineer olmayan diferensiyel denklemleri
¢ozmek icin; yar1 analitik ¢6ziim metotlarindan alternatif teknikler arastirmanin gerekliligidir.

AAM, verilen denklemin lineer ve lineer olmayan kisimlarmni ayirmaya, her iki
tarafindaki lineer operatorlerde kapsanan yliksek mertebe tlirev operatorlerine doniistiirmeye,
baslangi¢c yaklasimi olarak tek bagimsiz degisken iceren terimler ve baslangic veya sinir
sartlarin1 bilmeye, tanimlanabilen bilesenlerin bir serisi i¢inde bilinmeyen fonksiyonu
ayristirmaya, Adomian polinomlari olarak adlandirilan 6zel polinomlarin terimlerinde lineer
olmayan fonksiyonlar1 ayristirmaya ve Adomian polinomlan kullanilarak tekrarlayan iliski ile
¢Ozlim serilerinin dogru terimlerini bulmaya dayanir. Metot, kismi diferensiyel denklemlerin
yanisira lineer olmayan adi diferensiyel denklemlerde, analitik ¢0ziim tlirevi igin
kullanilmaktadir. Metodun degisik bir tiirii adi ve kismi diferensiyel denklemler i¢in analitik
¢ozlim tiirevinde kullanilmaktadir. Adi diferensiyel denklemler i¢in metodun uygulamasi ilk
olarak Shawagfeh [25,26] tarafindan ortaya ¢ikarilmistir.

Metodun yakinsaklik kriteri ve hata analizi ¢esitli yazarlar tarafindan arastirilmistir.
[10,27] de Cherruault sinir deger probleminin 6zel bir smifi i¢in uygulanan metodun
yakinsakligini arastirmistir. Ist iletiminde peryodik sicaklik alanlarinin 6zel bir problemi i¢in
uygulamada AAM'nin yakinsaklig1 [28] arastirilmistr.

Bir diger teknik olarak lineer olmayan operatdrler i¢in bir analitik ¢6ziim tiirevinde
kullanilan HAM, siirekli olarak ¢oziimiin bagli oldugu varsayilan parametreler ve operatorleri
olusturmay1 igerir. Metot, cogu yazar tarafindan yaygin olarak kullanilmaktadir ve lineer
olmayan diferensiyel denklemlerin bir analitik ¢éziimiiniin tiirevinde ¢ok etkin bir sekilde
uygulanmaktadir.

Bununla beraber AAM, lineer olmayan problemlerin ¢éziimii i¢in yaygin olarak



kullanilmasina ragmen, metodun yakinsaklig1 iizerine olan teori hakkinda bilinenler ¢ok azdir.
Bu bolimde AAM ve HAM yeniden analiz edilip, AAM’nin HAM kullanilarak
tiirevlenebilir oldugu gosterilmistir [30].

3. 1. Adomian Ayrisim Metodu

AAM

F(x,y(x))=0, (3.1)
lineer olmayan diferensiyel denklemini ayristirmaya dayanir. Sirasiyla F 'in lineer ve lineer

olmayan kisimlart L ve N olmak iizere,

L(y(x))+ N(y(x)) =0, (3.2)
seklinde iki bilesen igerir. L(y) i¢in ¢dzlim,
L(y)=-N(»), (3.3)

icin elde edilir. (3.3) denkleminin her iki yanmna L™ ters operatdrii uygulanirsa,

y=L' (N +o(x), (34)

elde edilir. Varsayalimki y ¢o6ziimi,

V=D Vs (3.5)
n=0
seklinde seriye agilabilsin ve lineer olmayan N(y) terimi,
N(y)=D 4, (3.6)
n=0

seklinde 4, Adomian polinomlarinin terimleriyle seriye agilabilsin. Burada (3.1) denklemi

kulanilarak N(y) nin 4, Adomian polinomlart,

a0 = LN 3|

b

n=0 2=0

seklinde elde edilir. (3.5) ve (3.6) denklemleri (3.4) denkleminde yerine yazilirsa,

i‘,yn =p(x) —L‘l(i A,,j, 3.7)

n=0

olur. (3.7) lineer denklem sisteminde terimler esitlenirse, tekrarlayan iliski ile,
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Yo = (%)

, 3.8
Vo =—-L"(4,), n=0 G:8)

N
elde edilir. Pratikte (3.7) serisinin tim terimleri tanimlanabilir ve ¢oziime z v, serisi ile
n=0

yaklagilir.

3. 2. Homotopi Analiz Metodu

Homotopi analiz metodunu tanimlayabilmek icin, N lineer olmayan bir diferensiyel

operator, 2 # 0, A bir kompleks say1 ve A1 ve BA,

ﬂ,| <1 bolgesinde sirastyla,
A0)=B(0)=0, A(1)=B()=1 (3.9)
denklemlerini saglayan iki kompleks analitik fonksiyon olsun.
AA ve BA nm |/1| <1 bolgesinde analitik olmasindan dolayr Maclaurin serileri

sirastyla,

AMzi@MﬂMMngMﬂ (3.10)
olsun. Bundan dolay,

A(l):ki:al’k:L B(l)zgﬁl’k =1, (3.11)

yazilabilir. Burada tanimlanan 44 ve BA fonksiyonlar, A ise parametredir.

Lineer olmayan diferensiyel denklem genel olarak,
N(y(x)=0, xeQ (3.12)

seklinde diisiiniilsiin. Burada N bir diferensiyel operatdr, y(x), x e Q bolgesinde tanimh bir

¢oziimdiir. (3.12) denkleminin ¢6ziimii i¢in HAM kullanilirsa,

[1- BOIL[T(x,4) = v, (x)] = RAD)N[F(x, )], (3.13)
denklemi elde edilir. Burada L,
L(0)=0, (3.14)

sartin1 saglayan yardimci bir lineer operator, 40 yardimci bir parametre, y,(x) baslangi¢
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yaklagimidir.
A(0)=0 ve B(0)=0 oldugu kullanilirsa, (3.13) denklemi,

L[7(x,0) -y, (x)] =0,
veya

Y(x,0) =y, (x), (3.15)
denklemini verir.

Benzer sekilde, A =1 iken (3.13) denklemi, (3.12) denkleminin aynisi olmasindan
dolay1,

y(x,1)= y(x) (3.16)
olur. (3.12) denklemi, 6zel olarak segilen i, A(4), B(A) ve tim 0< A <1 i¢in yakinsayan

Y(x,4) ¢Oziimiine sahip ve y(x,4), A =0 da sonsuz diferensiyellenebilen olsun. O halde

k=0,1,2,... icin,

0" ¥ (x,2)

, k=0,1,2,.. (3.17)
or*

=0

Yo (x)=

olur.

Boylece A;0’dan 1’e artarken, (3.13) denkleminin y(x,A) ¢oziimii, y,(x) baslangic
yaklagimindan (3.12) denkleminin y(x) genel ¢oziimiine kadar gider. (3.15) ve (3.16)
denklemleri y(x) genel ¢oziimii ile y,(x) baslangi¢ yaklasimi arasinda dogrusal olmayan bir
iliski verir. HAM, asagidaki gibi tanimlanan iki ¢6ziim arasinda dogrusal bir iliski bulma
tizerine kurulur.

A =0 iken y(x,A) nin Maclaurin serisi diisiiniilirse,

T 2) = 50+ Y S ]‘ (3.18)

k=1

= 0P (x, A) A
K’

olur. Bu serinin A =1 de yakinsadigi varsayilirsa (3.15) ve (3.16) denklemleri arasindaki iliski

ile,
YO =70+ Y7, (), (319

yazilabilir. Burada,
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0" y(x,2)

Y, (x) = Y énnf!x) = az;! =, m=l, (3.20)
dir.

Elde edilen y, (x) tirev denklemi i¢in, (3.13) denklemi A ya gore m defa
diferensiyellenirse,
S O s - o= 7 L AR A M) Gan
elde edilir.

(3.21) denklemi m! ile boliiniip A =0 alinirsa,

-l
L{ym (x)— ;ﬂl *Ymk (X)} =R, (%), (3.22)

m. mertebe deformasyon denklemi elde edilir. Burada R (x), daha 6nce hesaplanan y,(x),

» (%), y,(x), ..., ¥, ,(x) degerlerine baghdir ve

R, ()= 0ty (), (3.23)
k=1
ile verilir. Burada 4, (x) ler homotopi polinomlaridir ve

_ 1 d*N[F(x,2)]

3.24
kdaf 3:29

Iy (x)

b

2=0
ile verilir.
(3.22) denkleminin lineer oldugunun vurgulanmasi ¢ok onemlidir. Eger ilk (m-1).

mertebeden yaklasimlar elde edilebilirse R, (x) in sol tarafi elde edilebilir. Boylece secilen
¥,(x) baslangi¢ yaklasimi kullanilirsa  y,(x),y,(x), y5(x),... elde edilebilir. HAM, L
yardimer lineer operatorlerini, y,(x) baslangi¢ yaklasimmi, A4 ve BA fonksiyonlarini,

stfirdan farkli /4 yardimci parametrelerini segmek icin biiyiik 6zgiirliik saglar.
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3.3. Adomian Ayrisim Metodunun Matematiksel Tiirevi
Asagidaki teoremle AAM, HAM kullanilarak tiirevlenebilir [30].

Teorem 1.

AL=1 ve BA=21, (3.25)
ile verilen operatdrler AA ve BA, h=—1 yardimci parametre olsun. Bu durumda,

h,(x)=4,(x), (3.26)
yani, Homotopi analiz polinomlari Adomian polinomlarina indirgenebilir.

Ispat:

(3.1) denkleminin ¢oziimi, 0<A<1 i¢in A parametresine bagli olsun ve ¢oziim

o(x,A) ile verilsin. Bu ¢6ziim,

z )k o co(x 0 o(x,4)|
o)=Y - :
k=0 2=0
A =0 da analitik olan homotopi analiz polinomu olsun. Bu parametrelerin se¢imi ile (3.13)

denklemi,

(1= 2Rz, )] L]y, [} = ~2F[w(x, 1), (327)
olur. Burada y, baslangi¢ tahmini, L[a)(x,O)]z 0 lineer operatdriiniin ¢oziimiidiir. A =0 iken,
Y, (3.27) denkleminin ¢6ziimiidiir ve A =1 iken ¢oziim, F [a)(x,/l)]Z 0 lineer olmayan esas
denkleminin ¢6ziimii olan y(x) olacaktir.

(3.27) denkleminin her iki yan1i A ya gore diferensiyellenirse, Homotopi analiz

polinomlari i¢in asagidaki bagint1 elde edilecektir.

(1 - /I)W - {L[a)(x,/l)]— L[y0 ]} = —F[a)(x, ,1)]_ AW ,

ve =0 iken y, icin asagidaki denklem elde edilir.

L{O[a)(x, 2]
oA

REAR AR 329

A=0
veya

yi(x) =L (4)
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olur.

(3.27) denklemi A ya gore n defa diferensiyellenirse,

or ox

k=0

elde edilir.

S0 AL o}t =13 2O 2 o]

(3.29)

(3.29) denklemi diizenlenir, n! ile boliiniip ve A =0 alinirsa, y, i¢in asagidaki lineer

denklem elde edilir.

L(y,)=-4,,,
veya
yn = _L_l (An—l) 4
burada,
&:lanuJﬂ 5
n! oA

2=0

olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 2.
o)+ 3, ().
m=1
serisi yakinsak ise (3.1) denkleminin ¢éziimiidiir.
Ispat:
(3.22) denkleminden,

> R, (0= i{ym (D=2 B (x)} - L{i 5=,

m= m=1 k=1

m—1

ﬂl,kym—k (x)}

- L{iym CEID I (x)} - L{iym S WIS (x)}

k=1 m=k+1

elde edilir.
B(/l) = A oldugu hatirlanirsa (3.34) denklemi ile verilen
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0, k=0 iken
Bii=11, k=1 iken
0, k>1 iken

olur. O halde

DR, (x)=0, (3.35)
m=1
olur.
Diger yandan, (3.23) ve (3.24) denklemlerinden,
ZR (x)= ZhZalk ()= hZalkth L (%)
m=1
1 d"N|y(x,A
—hZalkZh (x)= hz lkZ # (3.36)
7 m! dA o
elde edilir.

A(2)= 2 oldugu hatirlanirsa (3.36) denklemi ile verilen s

0, k=0 iken
a, =31, k=1 iken
0, k>1 iken

olur. O halde Z(xl,k =1 olacagmdan

k=1

ZR (x) = hZh (x) = hz 1'% , (3.37)

elde edilir. 2= -1 oldugu dikkate alinirsa, (3.35) ve (3.36) denklemleri ile,

i M _ (3.38)
o 1! dr” 2=0 ,
elde edilir.

Ayrica y(x,A) genelde A#1 iken (3.1) denkleminin bir ¢oziimii degildir. (3.1)
denkleminin bir hatasi olarak,

A(x,2) = F[5(x, )]~ Fy(x)] = F[5(x,2)]

alinirsa bu hatanin Maclaurin serisi A =0 iken,
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A" d"AGx,A) iﬁ d"F[y(x,2)] (3.39)
sm A =~ m  dA" ’

=0 m A=0
olur. (3.33) denklemine gore, A =1 de yukaridaki maclaurin serisi yakinsaktir yani; (3.1)

denkleminin ¢éziimii olan

YO = F061) = 00+ X7, (0)

kullanilarak

A(x,1) = F[y(x,1)]= 3 %% =0, (3.40)

=0

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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4. DOKUZUNCU MERTEBEDEN KORTEWEG-DE VRIES (dmKdV)
DENKLEMININ SAYISAL OLARAK iRDELENMESI

Bu boliimde onceki boliimlerde teorik olarak analiz edilen metotlar bir 6rnek
tizerinde aciklanacaktir. Bunun i¢in dokuzuncu mertebeden Korteweg-de Vries (dmKdV)

denklemi [31],

u, +45u g +45u,, +210u; 1, +210u, u, +1575u 1, +3150uu, u,,

4.1)
+1260uu u,  +630u’ug, +9450u’u u, +3150u’u, +4725u*u_+u, =0
k
gozoniine alinsin. Burada u,_, a—i‘ , k=1273,... kismi tiirevini tanimlar. Son ¢alismalarda,
X

Wazwaz [32,33], KdV denkleminin bilineer formunu genellestirerek lineer olmayan (4.1)
denklemini ortaya koymus ve basarili bir sekilde tanh-coth metodu yardimiyla dalga

¢oziimlerini ¢alismistir. Bu denklem hem u,_lineer yayilim terimini hem de 45u u, , 45uu,_,
210u, u,,, 210uyus,, 1575uus., 3150uu, u,., 1260uuu,, 630u’u;., 9450u’uu,,,
3150u° Us,, 4725u4ux lineer olmayan terimlerini igerir. Pek ¢ok fizik¢i ve matematikgi, son

yillarda bilimsel uygulamalardaki gorliniisiinden dolayr dmKdV denklemine dikkat
cekmislerdir [31-33].
Bu bolimde dmKdV denkleminin ¢oziimii AAM, HAM ve HPM ile yaklasik olarak

elde edilmistir.
4.1. Adomian Ayrisim Metodunun dmKdV denklemine uygulanmasi

(4.1) ile verilen dmKdV denklemi,

2

2—73bk2(692 — 273 tanh[/bkx]?), (4.2)

u, =u(x,0)=

baslangig sart1 [31] ile verilsin. Burada,

0 0 o° o’ o*
L=—,L =-"\L, =— L =—" L, =—0..
ottt o] T oo Y oo ot

lineer operatorler ve bu operatdrlerin tersleri de mevceut ve,



t
L' = j ()dt
0
seklinde tanimlansimn. (4.1) denklemi operator formunda yazilirsa,

Lu+45 LuLgu+45uL, 1 +210L, uL, u+210L, ulg u+1575 Lu(Lyu)’
+3150ul, ul, u+1260u L uL, u+630u’L, u+9450u” Lul, u+3150u’L,u  (4.3)
+4725u* Lu+ Ly u=0,

olur.

L operatdrii sol taraftan (4.3) denkleminin her iki yanina uygulanirsa,
u(x,t)=u(x,0)=45 L' (LuL 1) —45L" (ul, 1) =210L" (L, ul, 1)~ 210L" (L, ulsu)
1575 (Lxu (szu)z) ~3150L," (uLy ul,u) ~1260L," (u LuL, u)~630L (i’ Lou)  (4.4)
~9450L," (u* LuLy,u)~3150L," (u'Lyu) - 4725L," (u* Lat)~ L, (Ly,u)

seklinde ¢6ziim fonksiyonu bulunur. (4.4) denkleminde lineer olmayan terimler,

> 4,.0.B,.,>.C..> D, E. Y F.,> G, > H,. > J. YK, ved M,
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
seklinde ifade edilir.

(4.2) denklemi (4.4) esitliginde yerine yazilirsa,

u(x,t) = %bk2(692 —273tanh[+/bkx]*) - 45 L' (Z Anj —45L" (ZB,, j —210L;' (Z an
n=0 n=0 n=0

—210L;l(i1)nj—1575L;1(§:Enj—3150L;1(iFnj—1260L;l(iGnJ—630LZI(§,H"j

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
—9450L;" (z J, j -3150L; (Z K, j —4725L;" (Z M, j — L' (Ly,u)
n=0 n=0 n=0
seklinde yeniden yazilabilir. Buradaki ¢6zliim (2.6) seri formunda bir ¢6ziim olacagindan (4.2)
baslangi¢ sart1 kullanilarak

. 2i73bk2(692—273tanh[\/3kx]2),

seklinde serinin ilk terimi bulunur. Daha sonra u, terimi kullanilarak, u,,u,,u,,... terimleri

elde edilerek ayristirilmis seri ¢6ziim fonksiyonu,
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u(x,t) = iun (x,1), 4.5)

seklinde olur. Serinin diger terimlerini bulmak i¢in (2.8) ile verilen indirgeme bagmtisina

benzer sekilde n >0 igin,

u,, (x,t)=-45L"(4,)-45L"(B,)-210L'(C,)-210L"(D,)-1575L;'(E,)-3150L,'(F,)
~1260L,'(G,)-630L,'(H,)-9450L,'(J,)-3150L," (K, )-4725L (M, ) - L," (L, u),

indirgeme bagntis1 yazilabilir. (4.4) denklemindeki lineer olmayan terimler seriye agilirsa,

A =u, u
0 o Ho, >
A=u, u, +u u
1 Ox 16x lx 06x,
A =u, u, +u, u, +u,u
2 Ox 26)c lx l6x 2x Oéx,

A =u, u, +u, u, +u,u +u,u
3 Ox 36x lx 26x 2x l6x 3x Oéx,

B, — Uolhy, >
X

B, =u0u17 +uu,
x Tx

B, T Ugly U il
x Tx Tx

B.=uu, +uu, +u,u, +u.u
3 0 37x 127x 2 l7x 3 07x,

C,=u, u
0 03x 04x,

C=u, u +u, u
! 03x l4x l3x 04x,

C,o=u, u, +u, u, ~+u, u
2 03x 24x l3x l4x 23x 04x,

C.=u, u, +u, u, +u, u, +u, u
3 03x 34x 13x 24x 23x 14x 33x 04x,
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D, =u, u
0 02x 05x >
D =u, u, +u, u
! 02x ]5x ]2x 05x ’
D,=u, u, +u, u, +u, u
2 02x 25x ]2x ]5x 22x 05x ’

D, =u, u, +u, u, +u, u, +u, u
3 02x 35x 12x 25x 22x 15x 32x 05x,

_ .2
E, Uy, Ug >
X X
2
E =u, u, +2u, u, u
1 02x 1x 12x 02x Ox ?
2 2
E, =u, u, +2u, u, u, +2u, u, u, +u. u
2 02x 2x 12x 02x 1x 2x 02x Ox 12x Ox,

_ .2 2
E, = Ug, Uy + 2u  ug Uy +2u, uy u; +2us ugu, +u; u, +2u, u u, ,
X X X 2x  T2x x 2x X 2x  x 2x  2x x

F,=uu, u
0 0 02x 03x ’
F=uu, u, +uu, u, +uu, u
! 0 02x ]3x 0 ]2x 03x ! 02x 03x >
F,=uu u ‘+uu, u ‘+uu, u ‘+uu, u +uu u ‘+uu, u
2 0 02x 23x 0 ]2x ]3x ! ]2x 03x ! 02x ]3x 0 22x 03x 2 02x 03x >

F, =uyu u +uou u +uou u ‘+ugu u +uu u +uu u
3 0 02x 33x 0 12x 23x 0 22x 13x 0 32x 03x 1 02x 23x 1 12x 13x

+uu u ‘+uLu u ‘+uLu u +usu u
1 22x 03x 2 02x 13x 2 12x 03x 3 02x 03x ’

G, =uu, u
0o~ Yot Yo, -
G, =uu, u, +uu, u, +uu, u
1 0 Ox l4x 0 lx 04x 1 Ox 04x,
G, =uguy u, +ugu, u, Fup, u, Fup, u; UGy, Uy Uy Uy
x “4x x 4x x 4x x 4x x 4x x 4x

Gy =uguy u +ugu; u +ugu, U +ugus u +uuy u +uuy u
3 OOX 34x le 24x 02x 14x 03x 04x IOX 24x llx 14x

‘U, Uy U Uy Uy FUsUyp Uy Uzl Uy,
x 4x x 4x x 4x x 4x
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2
H, =u u
0 0 05x,
2
H =uu, +2uuu
1 0 15x 170 05x,
) 2
Hz—uou25 +2u g, +2uugu,  Fugu,
X 5x 5x 5x

— .2 2
H, =u; Uy, + uugu,  +2uyugu, +2usugu,  +uu, +2uuu,
X S5x S5x S5x Sx Sx

2
Jo = ugu, u,
X 2x
Jo=ulu, u, +2uuu, u, +ulu, u
1 01 0 0% 0 0 00 1 H
x 2x x 2x x 2x

=2 2
Jy =uguy ug +2ujuguy uy +F2usugug g Fujig U
x 2x x 2x x 2x x 2x

2 2
Fuguy Uy +2u1u0u0xu12x tugly Uy

2 2 2
Jy=ugus ug +2uigu, Uy 2 ugly Uy +2UUgUy Uy FUTUp Uy +2UsU U Uy FUNU, U
3 ols HUo, 1oty Uy, Uty Uy, 3UolUo Uo, TULUy U, gty Uo, TUoUy Uy,

2 2 2
+2u oty U 22U Ugly U FUTUG Uy FUGU Uy 2 UG Uy FUGUG U
1Moty Uy, Ut Uy, TU Uy Uy, TUU Uy, 1Uolhg Up, Tl Us, >

—,,3
K, = Uglly,
X
— 3 2
Kl—uou13 +3uguu,
X 3x
K, =ugu, +3ujuu, +3ugiu, +3uju,u, ,
3x 3x 3x 3x

3 3 2 2 2 2
K.=vwu, +uwu, +3u uu, —+3uuu, +33uuu,  +3ujuu, + Ouuuu
3 0 33x 1 03x 0" 23x 0**1 13x 02 13x 0“3 03x 0% 1%*2 03x,

_ 4
Mo—uouox,
M, =ulu, +duuu
1 0 lx 0*1 OX’

_ 4 2,2 3
M, = gty + 6ugu; o +4“o“1“1X ,
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_ .4 2,2 2 3 3 3 3
M, =u, Uy + 6uu, w_+ 12u0u1u2u0x +4u0u1u2x + 4u0u2u1x + 4u0u3u03x +4u, Uglh, 5

Adomian polinomlar elde edilir.

Buradaki Adomian polinomlari kullanilarak, » >0 olmak lizere n degerleri i¢in,
u,., (x,t)=—-45L"(4,)-45L"(B,)-210L'(C,)-210L (D,)-1575L'(E,)-3150L; " (F, )
~1260L,'(G,)-630L,'(H,)-9450L,'(J,)-3150L," (K, )-4725L (M, ) - L," (L, u),
denklemi Mathematica programi yardimiyla ¢oziiliirse;
U, = 2—§3bk2(692 — 273 tanh[Vhikx]’)

11

L _ 3479691 1758272b2 ikt sec h[/bkx] tanh[/bkx]
: 9796423

L 151353133489121021320053248b'°k > (=2 + cosh[2+/bkx]) sec h[/bkx]*
: 95969903594929

29
1y = (9459570843070063832503328b 2 k>’1* sec h[+/bkx]"* (576118951475102sinh[v/bkx]
+240565607778742sinh[3v/bkx] —96560861247595sinh[5+/bkx]
—50253988942927 sinh[7~/bkx] — 4308691386269sinh[9v/bkx]

+543701746223sinh[ 1 lx/gkx]))/28204853 12655435416901

bulunur.

Elde edilen u,,u,,u,,u, terimleri (4.5) seri ¢6ziimiinde yerlerine yazilirsa diferensiyel

denklemin ¢6ziimii,

11
3479691178272b 2 ik"t sec h[/bkx]* tanh[/bkx]
9796423

u(x,t) = 2173191{2 (692—273tanh[v/bkx]?) +

N 151353133489121021320053248'k*t* (-2 + cosh[2\/3kx]) sec h[\/ka]4
95969903594929

29
+(945957088070063832503328 2 k1> sec h[/bkx]" (57611895 U75102sinh[v/bkx]
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+240565607778742sinh[3/bkx]—96560861247595sinh[5+/b ] (4.6)
— 5025398894292 7 sinh[7/bkx] — 4308691386269 sinh[9+/bkx]

+543701746223sinh[ 1 1\/ka]))/28204853 1265543416901+ --
seklinde elde edilir.

4. 2. Homotopi Analiz Metodunun dmKdV denklemine uygulanmasi

0, n<liken

, H(x,t)=1 olmak iizere,
1, n>liken

Deformasyon denklemi, y, = {

L[un ('x’ t) - Znun—l ('x7 t)] = hH('x7 t)Rn [l/_in—l ('x7 t)] b (4-7)
seklindedir. dmKdV denkleminde,

R [, () = 5D au,,_l (x,t) 452 auk(x 1) o° unal L (1) +452uk(x t) U, | k(x )
i’ ox’

n-1 73 n-1 32
+21028 “k(x t)aunlk(x t) 21028 uk(x t)@unl,;(x t)
ax =0 ax

ax3
+12602{uk( t)nlzk ou. (.X' t) a u, lak 1(-x t)} 6302(651/11((3(: t) nlzk (.X' t)un e l(x l‘)} (4 8)
X

+9450nz_1:[8uk (x.7) "Zl,‘k(82u (x.2) Zli (X,l)un_1_k—i—_/ (X,I)JJ

k=0 j=0

+15752[3” (50) "Z‘ffazu (x.7) &u,, 18;1()6 t)J+31502£ e t)"zl‘:‘a w,(x,0) Ou, , ,(x, t)J

k=0

£3150% 1[83”k(x 1) Zl:k[u (x, t)"lfjl (0, o (x, t)]]

+47252[8uk () Zl‘,k[ i(x,t)"_f_i[u_j (x,t)n_i_ii, €2 TR 2 t)m LU, (%)

ax9

yazilir. (4.7) denkleminde (4.8) denklemi ve u, baslangi¢ sart1 kullanilarak,
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n=1 igin;
L[ul ] = hR,[u,]

u, = j hR,[u, |dt

0

h[uot + 45u0xu06x + 45u0u07x + 210u03xu04x + 210u02xu05x + 1575u§2Xu0x +3 150u0u02xu03x

o —_—

+ 1260u0u0x Uy, + 630u§u05X + 9450u§uoxuozx +3 150u3u03x + 4725”3”0X g ldt

11
 34796911758272b 2 hk"'t sec h[/bkx]” tanh[v/bkx]
9796423

n =72 i¢in;

L[uz —U ] = hR,[u,]

y = u, + [ R, [u, Jdt
0

9

11
! 173984558M136b 2 hk''t sec h[~/bkx]* (—17398455879136b2hk’t

"~ 95969903594929

9
+8699227939568b2hk°t cosh[2+/bkx]—9796423(1 + h) sinh[2+/bkx])

n =13 i¢in;

L[u3 —u2]= hR;[u,]

Uy = u, +th3[u2]
0

29
= h (9459570843070063832503328b 2 k1* sec h[/bkx]"

© 2820485312655435416901

(576118951475102sinh[vhkx] + 240565607778 742sinh[3v/bkx]
—96560861247595sinh[5+/bkx] — 5025398894292 sinh[7+/bkx]

—-4308691386269 sinh[9\/3kx] +543701746223sinh[1 1\/ka]))
elde edilir.
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Boylece diferensiyel denklemin ¢dziimii,

11
34796911758272b 2 hk'"'t sec h[x/bkx]* tanh[+/bkx]
9796423

u(x,t) = 2i73bk2(692— 273 tanh[vbkx]?) -

9

11
1 17398455879136b 2 hk''t sech[\/ka]“(—l7398455879136b2hk9t

+
9596990359929

9
+8699227939568b2hk°t cosh[2+/bkx]—9796423(1 + h) sinh[2+/bkx])

h
© 2820485312655435416901

29
(9459570843070063832503328b 2 k1’ sech[\@kx]13 (4.9)

(576118951475102sinh[vhkx] + 240565607778742sinh[3v/bkx]
—96560861247595sinh[5+/bkx] — 5025398894292 sinh[7+/bkx]

—4308691386269sinh[9+/bkx]+ 54370174623 sinh[1 1V/bkx])) +...
elde edilir.
HAM ile elde edilen u,, u,, u, degerleri h=—1 i¢cin AAM ile elde edilen u,, u,, u,

degerlerine esittir.
4. 3. Homotopi Perturbasyon Metodunun dmKdV denklemine uygulanmasi

(4.1) denklemi (4.2) baslangi¢ sart1 ile verilsin. (4.1) denklemi i¢in asagidaki gibi bir
homotopi kurulabilir.

(1= ¥ — iy |+ pV + 457 YO + 4577?4210 'Y +2107 'Y +15757 (V")

rrrrr

(4.10)

Burada,

2 3
y= y-F Y”=a—f, Y”’=a—f, YW="—m, ...
ot ox ox ox Oox

seklindedir.
(4.10) denklemi igin Y =Y, + pY, + p°Y,+... seklinde bir ¢dziim aranildig1 kabul

edilsin.

34



Y=Y, +pY+p’Y,+pY,+...

Y=Y, +pY +p’Y,+ pY, +...

Y =Y, +pY +p’Y, +p’Y, +... (4.11)
Y =Y, +pY +p’Y, +p’Y, +...

P W a3
Y =Y, +pY, +pY, +pY, +...

olmak tizere (4.11) esitlikleri (4.10) denkleminde yerlerine yazilirsa, p 'nin kuvvetlerine gore
asagidaki sekilde ayrisim yapilabilir;

Uy = %bk2(692—273tanh[\/3kx]2)

Pl Y, i, =0=>Y, =u, = %bk2(692—273tanh[\/3kx]2)

+1260Y,Y, Y, ¥ + 6307, YY) +9450Y, Y, Y, +3150Y,'Y, +4725Y,'Y, +¥” =0
P Y, #4500, Y + YY)+ 451,77 + YY"y + 210, Y + V"7 ?)
+1260(Y, Y, Y + Y, Y, Y + VY, Y, P) + 630(Y, Y, +2Y,Y, Y ") +9450(Y, Y, Y,

+2V Y, Y, Y, + Y Y, Y ) +3150(Y, Y, +3Y, VY, ) +4725(Y, Y, +4Y, YY) +Y” =0

Bu denklemler u,= %bk2(692—273 tanh[\/ka]z) baslangic sarti g6zoniinde
bulundurularak Mathematica programi yardimiyla ¢oziiliirse, Y,Y,,Y,,Y;,... terimleri,

Y, = 21731918 (692 — 273 tanh[v/bkx]?)

11
_ 34796911758272b2 ik"'t sec h[/bkxT’ tanh[/bkx]

Y
! 9796423

v 151353133489121021320053248b'°k > (=2 + cosh[2v/bkx]) sec h[/bkx]*
: 95969903594929
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29
Y, = (9459570843070063832503328b 2 k¢ sec h[v/bkx]" (576118951475102sinh[v/bkx]
+240565607778742sinh[3v/bkx] —96560861247595sinh[5+/bkx]
—50253988942927 sinh[7+/bkx] — 4308691386269 sinh[9+/bkx]

+543701746223 sinh[ 1 1v/bkx]))/2820485312655435416901

olarak bulunur. Boylece bu degerler,
,t)=lim y fy
u(x,1) i ;p k
esitliginde kullanilirsa,
u(x,t)=Y,+Y, +Y, + Y, +...

11
34796911758272b 2 ikt sec h[/bkx]* tanh[/bkx]
9796423

u(x,t) = 2173191# (692—273 tanh[\/bkx]*) +

N 151353133489121021320053248'k*t* (-2 + cosh[2\/3kx]) sec h[\/ka]4
95969903594929

29
+(9459570843070063832503328b 2 k>°+* sec h[/bkx]" (576118951475102sinh[vVhkx] (4.12)
+240565607778742 sinh[37/bkx] - 96560861247595 sinh[5+/b ]
— 5025398894292 7 sinh[7+/bkx] — 4308691386269 sinh[9+/bkx]

+543701746223 sinh[1 1\/Ekx]))/28204853 12655435416901+ ...

¢Oziimii elde edilir.
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5. LINEER OLMAYAN KISMi DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
COZUMLERI iCIN BAZI YARI ANALITIK METOTLARIN SAYISAL
SONUCLARININ ANALIZi

Lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri lineer denklemlere gore
daha zordur. Bu nedenle ikinci boliimde bahsedilen bazi sayisal metotlar vardir. Bu metotlar
yar1 analitik metotlar olarak ta bilinirler. Bu metotlarda ¢éziimler seri formunda aranip, verilen
bir baglangi¢ sartindan hareketle serinin diger terimlerini bulma esasma dayanir. Bu sayisal
metotlarin yakinsaklik analizi teorik olarak yapilabilecegi gibi, problemin gercek ¢oziimil ile
elde edilen sayisal sonuglarin arasindaki farkin mutlak degerine bakilarak ta yapilabilir.

Bu béliimde dmKdV denkleminin, AAM, HAM ve HPM kullanilarak elde edilen
sayisal sonuglarinin analizi amaciyla {i¢ boyutlu gériiniimleri verilmis, bu sayisal ¢éziimlerin
analitik ¢6zlim ile arasindaki mutlak hata degerleri tablolar iizerinde gosterilmis ve grafikler
yardimiyla yaklagik ¢oziimlerin analitik ¢6ziime ne kadar yaklasim sagladigi vurgulanmistir.
Ayrica HAM’nda kullanilan ve elde edilen yaklasik c¢oziimiin yakimnsaklik araligini
belirlemede 6nemli bir rol oynayan keyfi h parametresinin grafigi cizilerek belirlenen bu
yakinsaklik araligi icerisindeki hangi noktalarda en iyi yaklasimin saglandigi tablolarda
gosterilmistir.

dmKdV denkleminin analitik ¢6ziimii u(x,7) olmak iizere, AAM, HAM ve HPM

n—l1
kullanilarak elde edilen yaklasik ¢6ziim serisi @, (x,¢) = ZM ((x,2), n=1  seklinde ifade

k=0

edilmektedir.



5. 1. Sayisal Sonuglarin irdelenmesi

a) b)
0.04055 0.04055
0.0405 ! 0.0405 !
0.04045 0.5 0.04045 0.5
-1 -1
11 e
) d)
0.04055 0.04055
0.0405 ! 0.0405
0.04045 0.5 0.04045
-1 -1
/
!

Sekil 1. dmKdV denkleminin analitik ¢dziimii ve yaklagik ¢oziimiiniin ii¢ boyutlu goriiniimi a) dmKdV
denkleminin analitik ¢6ziim fonksiyonunun ii¢ boyutlu gériiniimii, b) dmKdV denkleminin AAM ile hesaplanan
(4.6) yaklasik ¢6ziim fonksiyonunun {i¢ boyutlu gériiniimii, ¢) dmKdV denkleminin HAM ile hesaplanan (4.9)

yaklasik ¢6ziim fonksiyonunun ii¢ boyutlu gérﬁnﬁmﬁ(h = —1), d) dmKdV denkleminin HPM ile hesaplanan

(4.12) yaklasik ¢oziim fonksiyonunun ii¢ boyutlu goériiniimii (b =02,k= 0.2)

HPM ile elde edilen sayisal sonuglar verilmistir. AAM ve HPM ile hesaplanan ¢6ziimlerin
ayni oldugu (4.6) ve (4.12) ayrisim serisinin terimlerinden goriilebilir. Ayrica HAM ile elde

edilen (4.9) ayrisim serisinin terimlerinin 4 = —1 olmast durumunda AAM ve HPM ile elde

Sekil 1 de, (4.1) ve (4.2) esitlikleri ile verilen dmKdV denkleminin AAM, HAM ve

edilen ¢ozlimlerle ayn1 oldugu goriilmektedir.
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Tablo 1. dmKdV denkleminin AAM ile hesaplanan (4.6) yaklagik ¢dziimiiniin mutlak hatasi (b =0.2,k= 0.2)

u(x,t) =@, (x,1)

t|x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.1 | 2081371077 | 1.45717x107'° | 4.92661x107"° | 1.16573x107" | 2.27596x10"
02 | 3.46945x107"7 | 2.91434x107"° | 9.71445x107"° | 2.32453x107" | 4.53804x107"
03 | 555112x107"7 | 430211x107"° | 1.46411x107'° | 3.48332x10™" | 6.79318x107"
04 | 6.93889x107"7 | 5.82867x107'% | 1.94983x107'% | 4.6213x10™" | 9.0275x107"

05 | 9.71445x107"7 | 7.07767x107'° | 2.42861x107'® | 5.75234x107" | 1.12341x10°"
Tablo 2. dmKdV denkleminin HAM ile hesaplanan (4.9) yaklastk ¢oziimiiniin mutlak hatasi

(b=02,k=02,h=-1)

u(x,t) =@, (x,1)

0.1

0.2

03

04

0.5

0.1

2.08137x107"

1.45717x107'¢

4.92661x107"

1.16573x107"

2.27596x107"

0.2

3.46945x107"

2.91434x107'°

9.71445x107'°

2.32453x107"

4.53804x107"

03

5.55112x107"

430211x107'

1.46411x107'

3.48332x107"

6.79318x107"

04

6.93889x107"

5.82867x107'°

1.94983x107'¢

4.6213x107°

9.0275x107"

0.5

9.71445x107"

7.07767x107'°

2.42861x107"

5.75234x107"

1.12341x107"

Tablo 3. dmKdV denkleminin HPM ile hesaplanan (4.12) yaklagik ¢6ziimiiniin mutlak hatasi (b =02,k= 0.2)

u(x,t) =@, (x,1)

0.1

0.2

03

04

0.5

0.1

2.08137x107"

1.45717x107'¢

4.92661x107"

1.16573x107"

2.27596x107"

0.2

3.46945x107"

2.91434x107'°

9.71445x107'°

2.32453x107"

4.53804x107"

03

5.55112x107"

430211x107'

1.46411x107'

3.48332x107"

6.79318x107"

04

6.93889x107"

5.82867x107'¢

1.94983x107'¢

4.6213x107"

9.0275x107"

0.5

9.71445x107"

7.07767x107'°

2.42861x107'

5.75234x107"

1.12341x107"
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Tablo 1-3 de, dmKdV denklemi i¢in elde edilen yaklasik ¢oziimlerinin analitik
¢oziime hizli bir sekilde yakinsadigr goriilmektedir. Bu sayisal sonuglar sadece bes terimde

bile (u,,u,,u,,u;,u,) yiksek hassasiyette yaklasim saglar. Eger serinin terimleri arttirilirsa

daha iyi sonuglar alinabilir.

0.0405254

0.0405252

-4 -3 -2 -1 1 2
0.0405248

0.0405246

Sekil 2. dmKdV denkleminin HAM ile hesaplanan @, (x,7) yaklasik ¢oziim serisi i¢in /1
egrisinin grafigi

Tablo 4. h keyfi parametresinin ¢ozlimiin yakinsakhk araligindaki farkli degerleri i¢cin dmKdV denkleminin

HAM ile hesaplanan (4.12) yaklagik ¢Oziimiinin u(x,#) analitk ¢oziimine gore mutlak
hatast (x =0.5,6=0.2,k=0.2)

t|h -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6

0.1 3.23693x107° | 4.30082x107" | 2.27596x107" | 3.28447x107"° | 2.8304x10”°

0.2 6.21498x107° | 8.0253x107"" | 4.53804x107"° | 7.00807x107"° | 5.80811x10~°
0.3 9.18964x107° | 1.17468x107° | 6.79318x107"° | 1.07282x107° | 8.78222x107°
0.4 1.2159x10°® 1.54629x107° | 9.0275x107" | 1.44423x10”° | 1.17508x10°*
0.5 1.51212x107% | 1.91713x107° | 1.12341x107" | 1.81482x107° | 1.4712x10°®

Sekil 2 de goriildiigii gibi HAM ile elde edilen seri ¢oziimlerde gergek ¢ozliime en iyi

yakinsamay1 saglamak icin keyfi h parametresinin grafigi ¢izilerek seri ¢oziimiin yakinsaklik
aralig1 yaklasik olarak —1,4</h<-0,6 bulunmustur. Tablo 4 de bu aralik icerisinde h
parametresine degerler verilerek en iyi yaklasimin hangi noktada olabilecegi hesaplanmis ve

gergek ¢Oziime en iyi yakinsamanin 4 =-1 degerinde oldugu gorilmistir. Keyfi 4
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parametresinin bu sekilde secilebilmesi HAM nin bir avantaji olarak goriilebilir. Bu tespitten
hareketle dmKdV denkleminin HAM ile bulunan seri ¢oziimlerinde 4 =-1 secilmesi ile
Tablo 2 den goriildiigii gibi AAM ve HPM’nin aslinda HAM’nin 6zel bir durumu oldugu

sOylenebilir. Bu durum [34,35] ¢alismalarinda da gosterilmistir.

a) b)

0.0050690 00050090

0.0050685 ¢ 00050085

0.0050690

0.0050685 ¢

Sekil 3. dmKdV denkleminin u(x,#) analitik ¢dziimii ile AAM, HAM
ve HPM ile elde edilen yaklagik ¢6ziimlerinin karsilagtiriimasi

Sekil 3 de gorildigi gibi dmKdV denklemi i¢in elde edilen yaklasik ¢oziimler
analitik ¢oziime hzli bir sekilde yakinsamaktadir. Bu sayisal sonuglar sadece bes terimde bile

yiiksek hassasiyette yaklasim saglar. Eger serinin terimleri arttirilirsa daha iyi sonuglar

almabilir.

41



6. SONUC

Dogada meydana gelen olaylarin matematiksel modellenmesi genellikle lineer ve
lineer olmayan diferensiyel denklemler ile agiklanir. Bu gibi denklemlerin dogas1 hakkinda
bilgi veren analitik ¢Oziimler biliylik bir Ooneme sahiptir. Bazen analitik ¢oziimler elde
edilemeyebilir. Bu durumda bilim adamlar yar1 analitik metotlar tasarlamistir. Bu ¢alismada
da kullanilan AAM, HAM, HPM gibi yar analitik metotlar baslangi¢ sart1 altinda serinin diger
terimlerini bularak seri ¢6ziime ulagsma esasina dayanir.

Lineer olmayan denklemlerin sayisal ¢6ziimii yapilirken HPM’nun AAM gibi 6zel
algoritmalar ve karmasik hesaplamalar gerektirmedigi gorilmektedir. Bu durum, daha
karmagik lineer olmayan terimler igeren denklemlerin ¢oziimiinde HPM’nun bir avantaji
olarak goriilebilir.

HAM kullanilarak yapilan seri ¢oziimlerde keyfi bir 4 parametresi ve keyfi bir H(x,?)
fonksiyonu kullanilir. # parametresinin grafigi cizilerek grafikte yatay dogrunun iginde
bulundugu % aralig1 seri ¢oziimiin yakimsaklik araligi olarak alinip bu aralik igerisinde h
parametresine degerler verilerek gercek ¢6ziime en iyi yaklasimin hangi noktada olabilecegi
hesaplanir. Keyfi # parametresinin bu sekilde secilebilmesi HAM ig¢in bir avantaj olarak
goriilebilir. Bu tespitten hareketle dmKdV denkleminin HAM ile bulunan seri ¢éziimlerinde
h =—1 secilmesi ile Tablo 2 den goriildiigii gibi AAM ve HPM’nun aslinda HAM’nun 6zel

bir durumu oldugu sdylenebilir.
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