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ÖZET 

 

Bu çalışma altı bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde, çalışmada kullanılan temel tanımlar verilmiştir. 

İkinci bölümde, lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemlerin çözümleri için yarı 

analitik metotlardan olan Adomian ayrışım metodu, Homotopi analiz metodu ve Homotopi 

pertürbasyon metodu analiz edilmiştir. 

Üçüncü bölümde, Homotopi analiz metodu kullanılarak Adomian ayrışım metodunun 

türevi incelenmiştir. 

Dördüncü bölümde, dokuzuncu mertebeden Korteweg-de Vries denklemi sayısal olarak 

irdelenmiş, Adomian ayrışım metodu, Homotopi analiz metodu ve Homotopi pertürbasyon 

metodu, dokuzuncu mertebeden Korteweg-de Vries denklemine uygulanarak yaklaşık çözüm 

serileri elde edilmiştir. 

Beşinci bölümde, dördüncü bölümde elde edilen yaklaşık çözümler analitik çözümler ile 

karşılaştırılmış, yaklaşık çözüm fonksiyonunun ve analitik çözüm fonksiyonunun şekilleri 

çizilmiş, bulunan yaklaşık çözümde mutlak hatayı hesaplamak amacıyla tablolar 

oluşturulmuştur. 

Altıncı bölümde, Adomian ayrışım metodu, Homotopi analiz metodu ve Homotopi 

pertürbasyon metodu ile elde edilen sonuçların genel bir değerlendirmesi yapılmıştır. 

 

 

Anahtar Kelimeler: Analitik çözüm, dokuzuncu mertebeden Korteweg-de Vries denklemi, 

 Yarı analitik metotlar, Seri çözüm, Adomian ayrışım metot, Homotopi 

 analiz metot, Homotopi perturbasyon metot. 
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SUMMARY 

 

The Solutions of Linear and Nonlinear Differential Equations and Analysis of 

Numerical Solutions 

 

This study is constructed in six chapters. 

In chapter one, some fundamental definitions are given. 

In chapter two, it is made analyze of Adomian decomposition method, Homotopy 

analysis method and Homotopy perturbation method to obtain solutions of nonlinear partial 

differential equations. 

In chapter three, the derivation of Adomian decomposition method using the homotopy 

analysis method is made analysis. 

In chapter four, the ninth-order Korteweg-de Vries equation is made analyze as 

numerical, it is obtained series solutions which are Adomian decomposition method, 

Homotopy analysis method and Homotopy perturbation method apply to the ninth-order 

Korteweg-de Vries equation. 

In chapter five, it is compared analytic solution which are obtained series solution by in 

fourth chapter. The figure is obtained  approximate solution function and analytic solution 

function. 

In chapter six, it is made a generalized assessment by Adomian decomposition method, 

Homotopy analysis method and Homotopy perturbation method. 

 

 

Key Words: Analytical solution, The ninth-order Korteweg-de Vries equation, Semi 

 analytical methods, Series solution, Adomian decomposition method, Homotopy 

 analysis method, Homotopy perturbation method. 
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1. TEMEL TANIMLAR 

 

Tanım 1. 1. Bir fonksiyonu ve onun muhtelif mertebeden türevlerini içeren 

matematiksel denklemler diferensiyel denklemler olarak isimlendirilir. Tek bir bağımsız 

değişkene göre türev içeren diferensiyel denklemlere adi diferensiyel denklemler denir. Bir 

diferensiyel denklemin mertebesi denklemde görülen en yüksek mertebeden türevin 

mertebesidir. .n  mertebeden adi bir diferensiyel denklem genel olarak, 

  0=,,,, )(n' yyyxF   

kapalı formunda gösterilebilir [1]. 

Bir bxa <<  aralığında tanımlı bir   fonksiyonu bxa <<  aralığında bulunan her x  

için tanımlı ve ilk .n  mertebeden türeve sahip fonksiyonu, 

  0=)(,),(),(, )( xxxxF n'    

ise   fonksiyonuna   0=,,,, )(n' yyyxF   denkleminin çözümüdür denir. 

Bir adi diferensiyel denklemin genel çözümü, diferensiyel denklemin mertebesi kadar sabit 

değeri parametre olarak kabul eden bir eğri ailesi olarak ortaya çıkar. Çözüm fonksiyonundaki 

sabitlere verilen herbir değere karşılık bulunan çözüme de özel çözüm denir [2]. 

Tanım 1. 2. İçinde en az iki bağımsız ve bir bağımlı değişken ile bağımlı değişkenin 

bağımsız değişkenlere göre çeşitli basamaktan kısmi türevlerini kapsayan denklemlere kısmi 

türevli diferensiyel denklemler denir. z bağımlı; x ve y bağımsız değişkenler olmak üzere bir 

kısmi türevli diferensiyel denklem genel olarak, 

  0=,,,,,,,, yyxyxxyx zzzzzzyxF  

şeklinde ifade edilir. Burada, 

,=,=,=,=,= 2

22

2

2

y
zz

yx
zz

x
zz

y
zz

x
zz yyxyxxyx 












  

şeklindedir. 

n  tane bağımsız ve bir tane bağımlı değişkene sahip kısmi türevli denklemlerin genel 

şekli, 

  )(=,,,,= 21 xzzxxxx n  
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olmak üzere, 

  0=,,,,,,,,,,,
21112121  xxxxnxxxn zzzzzzxxxF  

formundadır. Burada nxxx ,,, 21   bağımsız değişkenleri; z  ise bağımlı değişkeni göstermekte 

ve 

nji
yx
zz

x
zz

ji
jyix

i
ix ,1,2,=,;=,=

2






  

dir. 

Bir kısmi türevli diferensiyel denklemi özdeş olarak sağlayan ve keyfi fonksiyon veya 

keyfi parametre içermeyen bir fonksiyona bu kısmi türevli denklemin bir özel çözümü denir. 

Diğer taraftan bir kısmi türevli denklemin basamağı kadar (sürekli türetilebilir) keyfi 

fonksiyon kapsayan ve denklemi özdeş olarak sağlayan bir yüzey ailesine bu kısmi türevli 

denklemin genel çözümü denir [3]. 

Tanım 1. 3. Bir kısmi diferensiyel denklemin genel çözümü, denklemin mertebesi 

kadar keyfi fonksiyon içerir. Bu nedenle, adi diferensiyel denklemlere kıyasla kısmi 

diferensiyel denklemlerin çözümlerini bulmak daha zordur. Başlangıçta modellenen probleme 

uygun çözümün bulunabilmesi için problem oluşturulurken bazı yardımcı şartlar gerekir. Bu 

şartlar genel olarak iki başlık altında toplanabilir. 

(i) Sınır şartları : Sınır şartları kısmi diferensiyel denklemin sağlandığı   bölgesinin 

  sınırı boyunca sağlanması gereken şartlardır. Sınır şartlarının üç farklı şekli ,    ve g  

fonksiyonları   üzerinde tanımlı fonksiyonlar olmak üzere özel isimleriyle şu şekildedir: 

Dirichlet şartı : ,= gu


 

Neumann şartı : ,= g
n
u


  

Karışık (mixed) veya Robin şartı : .= g
n
uu



   

(ii) Başlangıç Şartları : Başlangıç şartları sistemin başlangıcında   bölgesi boyunca 

sağlanması gereken şartlardır. Genel olarak, başlangıç şartları fonksiyonun ve zamana göre 

türevinin kombinasyonu şeklindedir. 

Başlangıç şartlarıyla birlikte verilmiş kısmi diferensiyel denkleme 'Cauchy problemi' 

denir. 
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İkinci mertebeden, iki bağımsız değişkenli bir kısmi diferensiyel denklem, 

OGFuEuDuCuBuAu yxyyxyxx =  

genel şekliyle verilebilir. Burada FEDCBA ,,,,,  katsayı fonksiyonları ve G  fonksiyonu da 

sabit veya değişken içeren fonksiyondur. Bu denklem, ACB 4= 2   diskriminantının 

işaretine göre şu şekilde sınıflandırılır; 

    Diskriminant              Denklem Tipi 

               0> ,                      Hiperbolik, 

   0= ,                      Parabolik, 

        0< ,                      Eliptik. 

Herhangi bir tipteki problemin çözümü, klasik Hadamard testi gereğince aşağıdaki üç 

şartı sağlarsa problem, " iyi durumlu", en az bir şartı sağlamaz ise "kötü durumlu"  olarak 

adlandırılır. Bu şartlar aşağıdaki şekilde ifade edilmektedir; 

1) Varlık, 

2) Teklik, 

3) Kararlılık. 

Pratikte bir denklemin çözümünün varlığını ifade etmenin en iyi yolu problemdeki 

bütün şartları sağlayan ve problemde yerine konulduğunda denklemi sağlayan bir çözüm 

yapılandırmaktır. Eğer çözümün tekliği gösterilirse denklemin çözümü bulunmuş demektir. 

Adi diferensiyel denklemlere göre kısmi diferensiyel denklemlerde çözüm tasvirleri seri veya 

integraller gibi limit yöntemleri içerir ve çözümler her zaman elementer fonksiyonların kapalı 

şekillerinde ifade edilemez. Bu durumda, bir yaklaşık çözüm ele alınır, eğer başlangıç 

şartındaki küçük bir değişim, çözüme küçük bir değişiklik olarak yansırsa bu çözüme 

kararlıdır denir ve çözüm kararlı kabul edilir [4]. 

Tanım 1. 4. Eğer bir diferensiyel denklem bağımlı değişkenin veya herhangi bir 

türevinin ikinci veya daha büyük derecelerden kuvvetlerini içeriyorsa (veya birden küçük 

derecelerden kuvvetlerini içeriyorsa), bağımlı değişken ve bağımlı değişkenin türevlerinin 

çarpımını içeriyorsa veya bağımlı değişkenin trigonometrik, üstel, logaritmik fonksiyonlarını 

içeriyorsa bu denklemlere lineer olmayan diferensiyel denklem, aksi halde lineer diferensiyel 

denklemdir denir. 
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Tanım 1. 5. Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun türevleri 

üzerinde bağımsız değişkenin aynı değerleri için verilen şartlar altında çözümlerinin 

problemine başlangıç değer problemi, verilen şartlara da başlangıç şartları  adı verilir. 

Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun türevleri üzerinde bağımsız 

değişkenin farklı değerleri için verilen şartlar altında çözümlerinin problemine sınır değer 

problemi, verilen şartlara da sınır şartları  adı verilir [5]. 

Tanım 1. 6. X  ve Y   boş olmayan kümeler ve XD   olsun. D 'nin her elemanına 

Y 'nin bir elemanını karşılık getiren bir kurala D 'den Y 'ye bir operatör veya dönüşüm denir. 

Tanım 1. 7. X  ve Y  aynı bir K  cismi üzerinde iki lineer uzay ve YXA :  

operatörü verilsin. 0X  cümlesi X  uzayının bir alt uzayı olsun. Eğer 0, Xyx    ve  

K  ,  için, 

     yAxAyxA   =  

ise A  operatörüne lineer operatör denir. 

Tanım 1. 8. X  ve Y  aynı bir K  cismi üzerinde iki lineer uzay ve YXA :  

operatörü verilsin. YXA :  operatörü XAD )(  tanım bölgesindeki farklı noktalara farklı 

görüntüler karşılık getiriyorsa, yani herhangi )(, 21 ADxx   için, 

2121 AxAxxx   

yada buna eşdeğer diğer bir ifade ile, 

2121 == xxAxAx   

oluyorsa, YADA )(:  operatörüne birebir operatör adı verilir. 

Böyle bir durumda, )(0 ARy   elemanına 00 = yAx  olacak şekilde )(0 ADx   

elemanına dönüştüren, 

)()(:1 ADARA   

operatörü vardır. 1A  operatörüne A  lineer operatörünün tersi adı verilir [6]. 

Tanım 1. 9. Eğer belli bir kuralla her  1,2,3,n  doğal sayısına bir nx  sayısı 

karşılık geliyorsa, nxxxx ,,,, 321   olarak numaralanmış gerçel sayılar kümesine dizi denir ve 

 nx  ile gösterilir. 
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0>  için öyle bir )(N  doğal sayısı vardır ki, )(Nn   olacak şekilde  

  axa n <<  veya <axn   sağlanıyorsa  nx  dizisi yakınsaktır ve limiti a ’dır denir 

ve aşağıdaki şekilde gösterilir; 

axnn
=lim


  veya   naxn , . 

Başka bir deyişle, )(Nn   ise nx  değerleri    aa ,  aralığına, yani a 'nın   

civarına aittir. Yakınsak olmayan  nx  dizilerine  ıraksaktır denir [7]. 

Tanım 1. 10.  nx  dizisi verilsin.  


 nk
k

xxxx 21
1=

=  ifadesine seri denir. 

Burada nx  genel terimdir. nn xxxS  21=  toplamı, serinin kısmi toplamı  olarak 

adlandırılır. 

)( nS  kısmi toplamlar dizisi yakınsak olduğunda seriye yakınsak seri, aksi taktirde  

ıraksak seri adı verilir. SSn   ise Sxk
k

=
1=



   yazılır [7]. 

Tanım 1. 11. Kompleks değişkenli bir f   fonksiyonu, bir 0z  noktasının belli bir 

),( 0 zD  komşuluğundaki bütün noktalarda diferensiyellenebiliyorsa f , 0z  noktasında 

analitiktir denir. 

Eğer kompleks değişkenli bir f  fonksiyonu, bir S  kümesinin bütün noktalarında 

analitikse f , S  üzerinde analitiktir denir. Bir f  fonksiyonu, C  kompleks sayılar kümesinin 

tüm noktalarında analitikse, f 'e tam fonksiyon denir [8]. 



  

 

 2. LİNEER OLMAYAN KISMİ DİFERENSİYEL DENKLEMLERİN   

    ÇÖZÜMLERİ İÇİN BAZI YARI ANALİTİK METOTLARIN ANALİZİ 

 

Doğadaki olayların ve problemlerin modellenmesi sonucunda genellikle lineer 

olmayan denklemlerin çözümleriyle karşılaşılır. Lineer olmayan denklemler fizik ve 

mühendislikte, özellikle ısı transferinde geniş uygulamalara sahiptirler. Bugüne kadar 

literatürde pekçok lineer olmayan problem sunulmuştur. Örneğin izole edilmiş dalgaların 

hareketi, hidrodinamiğin birçok alanı, plazma fiziği, lineer olmayan optik gibi alanlarda 

karşımıza çıkar. Lineer olmayan denklemlerin tam çözümlerinin araştırılması lineer olmayan 

fiziksel olayların çalışılmasında önemli bir rol oynar. 

Yüksek performanslı bilgisayarların ortaya çıkmasından bu yana bir lineer problemi 

çözmek daha kolaylaşmıştır. Fakat genel olarak söylenirse liner olmayan problemlerin kesin 

çözümlerini elde etmek hala zordur. Özellikle Mathematica, Maple, Matlap gibi bazı yüksek 

performanslı sembolik programlama dillerinin varlığına rağmen verilen lineer olmayan 

problemin analitik yaklaşımını elde etmek, çoğunlukla sayısal yaklaşımını elde etmekten daha 

zordur. Bazı durumlarda ele alınan diferensiyel denklemin tam çözümlerini bulmak mümkün 

bile olmayabilir. Bu tür durumlarda sayısal olarak yaklaşık çözümler elde edilir. Bu da analitik 

metotların yanısıra Adomian ayrışım metodu, Homotopi analiz metodu ve Homotopi 

pertürbasyon metodu gibi bazı yarı analitik metotların tasarlanması gerekliliğini ortaya 

koymuştur. Bu üç metot da lineer ve lineer olmayan adi ve kısmi diferensiyel denklemlere 

başarılı bir şekilde uygulanmıştır. 

 

2. 1.  ADOMİAN AYRIŞIM METODU 

 

Adomian ayrışım metodu (AAM) [9,12], Amerikalı bilim adamı Adomian tarafından 

sunulmuştur. Metot, seri biçiminde bir çözüm elde edebilmek için yapılan çalışmalara dayanır. 

Bu metot mühendislik, fizik, biyoloji gibi birçok farklı alanda yapılan bilimsel çalışmalarda 

lineer veya lineer olmayan problemlerin çözümlerinin elde edilmesinde kullanılan bir 

yöntemdir. 1980'lerin başından beri, fonksiyonel denklemlerin geniş bir sınıfına 

uygulanmıştır. 
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AAM, lineer olmayan problemler için etkili bir yöntemdir. Üzerinde çalışılan 

diferensiyel denklemler küçük yada büyük parametreler içerseler de içermeseler de adi ve 

kısmi diferensiyel denklemlere uygulanabilir. Yani, bu yöntem oldukça geneldir. Bu metotla 

bulunan çözümler seri formunda olup, sınırlı sayıda ayrışım serisinin terimleri hesaplanarak 

gerçek çözüme yakın sayısal sonuçlar bulunur. 

Yapılan çalışmalarla [13-15]; AAM kullanılarak, geleneksel yöntemlere göre 

yaklaşık çözümleri oluşturan serilerin elemanlarının hesaplanmasında daha hassas ve daha 

hızlı olunduğu gözlemlenmiştir. Ayrışım metodu yalnızca başlangıç şartının kullanılmasıyla 

çözümün elde edilmesini de sağlar. Metot, minimum hesaplama ve yüksek doğruluklu, etkili 

bir açık çözümü üretir ve bu yönüyle de birçok bilim adamı tarafından da güvenilir bir yöntem 

olarak görülür. Ayrışım metodu; lineer, lineer olmayan, homojen veya homojen olmayan gibi 

değişik tipteki diferensiyel denklemler için kullanılabilir. 

Yöntemin geleneksel yöntemlere göre birçok avantajı vardır. Bu metotla lineer ve 

lineer olmayan problemlerde lineerleştirmelere veya indislemeye ihtiyaç duyulmaksızın 

yakınsak çözümler elde edilebilir. Bazı durumlarda ele alınan diferensiyel denklemin tam 

çözümlerini bulmak mümkün olmayabilir. Bu tür durumlarda sayısal olarak yaklaşık çözümler 

elde edilir. Ayrıca AAM'de önemli bir yeri olan birbirini götüren terimler (noise terms) 

olgusu, sadece birkaç iterasyon kullanılarak çözümün bulunmasını sağlar. Yanlızca homojen 

olmayan problemlerde oluşan noise terimler, çözümün çeşitli elemanlarında oluşabilecek 

karşıt durumlu özdeş terimler olarak tanımlanır. 

Ayrışım yönteminin bir seri metodu olduğu ve birçok cebirsel, lineer veya lineer 

olmayan diferensiyel denklemlere başarılı bir şekilde uygulandığı bilinmektedir [14,15]. 

Genel olarak bu metot verilecek olursa; ,F  hem lineer hem de lineer olmayan 

terimleri içeren genel bir lineer olmayan adi diferensiyel operatör olmak üzere; 

)(=)( tgtFu ,                                                                                                            (2.1) 

denklemi ele alınsın. 

(2.1) denklemi, L ; lineer operatörü (verilen diferensiyel denklemin en yüksek 

mertebeden türevini), R ; lineer operatörün kalan kısmını ve N ; lineer olmayan terimi 

göstermek üzere; 

gNuRuLu = ,                                                                                                   (2.2) 
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şeklinde ayrıştırarak yazılabilir. Burada ,=(0) Au  Bu' =(0)  başlangıç şartı verilsin. (2.2) 

eşitliği 

NuRugLu = ,                                                                                                   (2.3) 

şeklinde yazılabilir. L  lineer operatörünün tersi mevcut olsun. Verilen başlangıç şartı ile, 

n

n

dt
dL = , 

için 0 'dan 1'e tanımlanan 1L  operatörü, n  katlı integral operatörünü tanımlar. (2.3) 

eşitliğinin her iki tarafına sol taraftan 1L  operatörü uygulanırsa; 

NuLRuLgLLuL 1111 =   ,                                                                                 (2.4) 

elde edilir. L 'nin ikinci mertebeden ve tersi de mevcut olan lineer bir operatör olduğu kabul 

edilsin. 

2

2

=
dt
dL , 

operatörü için, 

(0)(0)=1 'tuuuLuL  , 

yazılır ve böylece (2.4) eşitliğinde gerekli işlemleri yaptıktan sonra; 

NuLRuLgLtuuu ' 111(0)(0)=   ,                                                                 (2.5)  

çözüm fonksiyonu bulunur. (2.5) ile elde edilen eşitlikteki Nu  lineer olmayan terim, 




0

=
n

nANu , 

şeklinde ifade edilmektedir. Buradaki nA  polinomları özel polinomlardır ve bu polinomlar 

daha sonra incelenecektir. (2.5) eşitliğindeki ,u  ayrıştırılmış seri çözüm fonksiyonudur. Bu 

seri çözüm fonksiyonunun birinci terimi 0u , verilen başlangıç değerlerinden, 

gLBtAu 1
0 =  , 

şeklinde (2.5) eşitliğinin ilk üç terimine eşittir. 

Daha sonra 0u  terimi kullanılarak, ,...,, 321 uuu  terimleri elde edilerek ayrıştırılmış seri 

çözüm fonksiyonu; 




0
),(=),(

n
n txutxu ,                                                                                                 (2.6) 
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yazılabilir. 

Bu seri çözümü ve gLBtAu 1
0 =   eşitliği kullanılarak (2.5) eşitliği tekrar 

yazılırsa; 

















0

1

0

1
0

0

=
n

n
n

n
n

n ALuRLuu ,                                                                         (2.7) 

genel seri formu elde edilir. Benzer olarak (2.7) eşitliği açık şekilde; 

0,
1

0
1

1 = ALRuLu    

1,
1

1
1

2 = ALRuLu    

                                                                                                                         (2.8) 

0.= ,
11

1  
 nALRuLu nnn  

formunda yazılabilir. 

Buradaki nA  polinomları herbir lineer olmayan terim için genelleştirilebilir ve bu 

genelleştirmede 0A  sadece 0u 'a, 1A  sadece 0u  ve 1u 'e, 2A  ise 10 ,uu  ve 2u 'ye bağlı ve benzer 

şekilde  (2.8) eşitliğindeki bütün nA  adomian polinomları elde edilebilir. 

nA  Adomian polinomunun ayrıştırılmış hali ise literatürde aşağıdaki şekildedir [11]; 

),(= 00 ufA  

),(= 0
0

11 uf
du
duA 








 

),(
2!

)(= 02
0

22
1

0
0

22 uf
du
duuf

du
duA 

























 

),(
3!

)()(= 03
0

33
1

02
0

2

210
0

33 uf
du
duuf

du
duuuf

du
duA 


































 

)(
2!

)(
2!

)(= 03
0

3
2

2
1

02
0

2

31

2
2

0
0

44 uf
du
duuuf

du
duuuuf

du
duA 


































   

        ),(
4! 04

0

44
1 uf

du
du

















  

  
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0.,
!

1=
0=0





















nuf
d
d

n
A

k
k

k
n

n

n





                                                                 (2.9) 

Bazı problemlerin sayısal çözümlerinin daha hassas olmasının istenildiği durumlarda 

ayrışım serisi için çok sayıda terimin hesaplanması gerekebilir. Bu gibi durumlarda (2.9) genel 

formülünün kullanılması, (2.6) ayrıştırma serisinin çok sayıda teriminin hesaplanmasında 

kolaylık sağlamaktadır. 

Ayrışım metodu kullanılarak ),( txu  kapalı çözüm fonksiyonunun ve bu fonksiyona 

ait sayısal çözümlerin elde edilmesi için; 

0,,),(=),(
0

 


ntxutx
n

k
kn                                                                                  (2.10) 

olmak üzere; 

),(=),(=lim
0

txutxu
k

knn 




 ,                                                                       (2.11) 

ifadesi, (2.8) indirgeme bağıntısı gözönüne alınarak kolayca hesaplanabilir. 

Buna ilaveten (2.11) şeklindeki ayrışım seri çözümü, genel olarak fiziksel 

problemlerde çok hızlı olarak yakınsayan sonuçlar vermektedir. Ayrışım serisinin yakınsaklığı 

teorik olarak Cherruault ve arkadaşları [10] tarafından incelenmiştir. 

 

2. 2. HOMOTOPİ ANALİZ METODU 

 

Bu metot ilk kez 1992 yılında Liao [16] tarafından sunularak, 2003 yılında yine Liao 

tarafından yazılan bir kitapta [17] bu metodun fen ve mühendislik alanlarındaki uygulamaları 

ve diğer analitik teknikler ile arasındaki ilişkileri ortaya koyulmuştur. Homotopi analiz metodu 

(HAM) pek çok lineer ve lineer olmayan adi ve kısmi diferensiyel denklemlere [18-20] 

başarılı bir şekilde uygulanmıştır. Bu tekniklerin çoğu Taylor serisine dayanmaktadır. Eğer 

başlangıç fonksiyonu iyi seçilirse serinin birkaç teriminde bile çok iyi yaklaşımlar elde 

edilebilir. 

Genel olarak bu metot verilecek olursa; 

,0)]([ tVN                                                                                                            (2.12) 
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lineer olmayan bir diferensiyel denklem olsun. Burada N hem lineer hem de lineer olmayan 

terimleri içeren genel bir lineer olmayan adi diferensiyel operatör, V(t)  denklemin 

çözümüdür. Ayrıca, 

)(;0)();(lim 0 0q
tVtqt 


,                                                                                  (2.13) 

şeklinde bir );( qt  fonksiyonu tanımlanır. Burada  0,1q  ve )(0 tV  ise başlangıç veya sınır 

şartlarını gerçekleyen tahmini bir başlangıç fonksiyonudur. Genel homotopi tekniği 

kullanılırsa 

)(;1)();(lim
 1q

tVtqt 


,                                                                                   (2.14) 

yazılır öyleki q  parametresi 0  dan 1'e artarken, );( qt , )(0 tV  başlangıç tahmininden )(tV  

gerçek çözümüne kadar değişir. Topolojide varyasyonun bu türü deformasyon olarak 

adlandırılır. 0h  ve 0)( tH  sırasıyla yardımcı parametre ve yardımcı fonksiyonu 

tanımlarsa; 

   );()(=)();()(1 0 qtthqHtVqtq  NL                                                            (2.15) 

sıfırıncı mertebeden deformasyon denklemi elde edilir. Burada h  yakınsaklık aralığını 

belirlemede kullanılan keyfi bir parametre, L  lineer bir operatördür. 

Burada belirtilebilir ki; h  yardımcı parametresinin, )(tH  yardımcı fonksiyonunun, 

)(0 tV  başlangıç yaklaşımının ve L yardımcı lineer operatörünün seçiminde büyük özgürlük 

sağlanır. Bu özgürlük daha sonra gösterileceği gibi, HAM’ın geçerliliğinin ve esnekliğinin 

köşe taşını kurar ve önemli roller oynar. 

);( qt  nun q  parametresine göre .m mertebeden türevi, yani; 

 

0
0

);(=)(




q
m

m
m

q
qttV ,                                                                                          (2.16) 

mevcuttur, burada 1,2,3,...=m  şeklindedir. Kısaca   ),(0 tV m  .m  mertebeden deformasyon 

türevi olarak adlandırılır. 
 

0

0 );(
!

1=
!

)(
=)(




q
m

mm

m q
qt

mm
tVtV ,                                                                       (2.17)  

tanımlanabilir. 
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Taylor açılımı ile, );( qt  aşağıdaki gibi yardımcı parametre q 'nun bir kuvvet 

serisine açılabilir; 




 



1 0

);(
!

1;0)(=);(
m

m

q
m

m

q
q

qt
m

tqt ,                                                             (2.18)  

(2.17) denkleminden yukarıdaki kuvvet serisi, 







1

0 )()(=);(
m

m
m qtVtVqt ,                                                                                 (2.19) 

şeklinde olur. 

h  yardımcı parametresinin, )(tH  yardımcı fonksiyonunun, )(0 tV  başlangıç 

yaklaşımının ve L yardımcı lineer operatörünün öyle uygun bir şekilde seçildiğini varsayalım 

ki (2.19) serileri 1=q  de yakınsasınlar. O zaman, 1=q  de (2.19) serisi, 







1

0 )()(=;1)(
m

m tVtVt ,                                                                                      (2.20) 

olur. Böylece (2.14) denklemi kullanılarak, 







1

0 )()(=)(
m

m tVtVtV ,                                                                                         (2.21) 

elde edilir. 

Yukarıdaki ifade şu ana kadar bilinmeyen, )(0 tV  başlangıç tahmini ve )(tV  gerçek 

çözümü arasındaki ilişkiyi )(tVm  1,2,3,...)=(m  terimleri vasıtasıyla verir. 

(2.15) ile verilen sıfırıncı mertebeden deformasyon denklemi q  parametresine bağlı 

olarak m  kez diferensiyellenir, sonra 0=q  alınıp ve son olarak !m  ile bölünürse, .m  

mertebeden deformasyon denklemi olarak adlandırılan 

  )()(=)()( 11  mmmmm VRthHtVtV


L ,                                                                 (2.22) 

denklemi  

0=(0)mV ,                                                                                                               (2.23) 

başlangıç koşuluna bağlı olarak elde edilir. Burada, 

 
0

1

1

1
);(

1)!(
1=)(






 


 q
m

m

mm q
qtN

m
VR


,                                                                 (2.24) 

ve 
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

 

ikenm
ikenm

m 1>1,
10,

=                                                                                            (2.25) 

 

dir. (2.24) denkleminden, 

)(1)()()(=)(
1

0
111 m

m

j
jmjmmm tVtVtVVR 









,                                                 (2.26) 

ifadesi yazılabilir. Burada nokta, t’ ye göre türevi ifade etmektedir. 

Yukarıdaki açıklama ile verilen )( 1mm VR


, sadece (2.22) ve (2.23) .m  mertebeden 

deformasyon denklemlerinin çözümünden bilinen, 

)(),...,(),(),( 1210 tVtVtVtV m  

ifadesine bağlıdır. 

)(tV 'nin .m  mertebeden yaklaşımı, 





m

n
n tVtV

0

)()( ,                                                                                                      (2.27) 

ile verilir. 

(2.15) sıfırıncı mertebeden deformasyon denklemi L lineer yardımcı operatörü, )(0 tV  

başlangıç yaklaşımı, h  yardımcı parametresi ve )(tH  yardımcı fonksiyonu ile tanımlıdır. 

Teorik olarak, yukarıdaki yaklaşım ile verilen )(tV  çözümü; L lineer yardımcı operatörüne, 

)(0 tV  başlangıç yaklaşımına, h  yardımcı parametresine ve )(tH  yardımcı fonksiyonuna 

bağlıdır. 

 

2. 2. 1. Yakınsaklık Teoremi 

 







1

0 )()(=)(
m

m tVtVtV  serisi yakınsak olduğu sürece, buradaki )(tVm , (2.25) ve 

(2.26) tanımları altında (2.22) ve (2.23) yüksek mertebeden deformasyon denklemlerinden 

etkilenmektedir. 
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İspat: 




0

)(
m

m tV  yakınsak ise, 


0

)(=)(
m

m tVtS   yazılabilir ve  

0=)(lim tVmm 
                                                                                                          (2.28) 

elde edilir. m  'in (2.25) tanımı kullanılırsa,  

       1 1 2 1 3 2 1
=1

( ) ( ) = ... ( )
n

m m m n n n
m

V t V t V V V V V V V V t            

 elde edilir. (2.28) denklemine göre, 

  0=)(lim=)()(lim 1
1=

tVtVtV nnmmm
m

n

n 
  , 

dır. Buradan, 

    0=)()(=)()( 1
1=

1
1=

tVtVtVtV mmm
m

mmm
m









   LL , 

elde edilir. Yukarıdaki açıklamadan ve (2.22) denkleminden,  

   0=)()(=)()( 1
1=

1
1=









  mm
m

mmm
m

VRthHtVtV


L , 

bulunur. 

0h  ve 0)( tH  iken, 

0=)( 1
1=





 mm
m

VR


,                                                                                                    (2.29) 

olmalıdır. (2.26) tanımından, 

1

1 1 1
=1 =1 0

1

1
=0 =1 0

1
=0 =0 1

=0 =0 =0

( ) = ( ) ( ) ( ) (1 )

= ( ) 1 ( ) ( )

= ( ) 1 ( ) ( )

= ( ) 1 ( ) ( )

m

m m m j m j m
m m j

m

m j m j
m m j

m j m j
m j m j

m j i
m j i

R V V t V t V t

V t V t V t

V t V t V t

V t V t V t


  

   


  

 


  

 
 

  

 
   

 

 

 

 

  

 

  

  








 

        

                     2= ( ) ( ) 1S t S t                                                                                          (2.30)               
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elde edilir. (2.29) ve (2.30) denklemlerinden, 

00,=1)()( 2  ttStS  

 

yazılabilir. (2.20) ve (2.23) denklemlerinden, 

0=(0)=(0)(0)=(0)=(0) 0
1

0
0

VVVVS
m

m
m

m 








 , 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

  

2. 3. HOMOTOPİ PERTÜRBASYON METODU 

 

Homotopi pertürbasyon metodu (HPM), ilk olarak lineer ve lineer olmayan 

diferensiyel ve integral denklemlerinin çözümü için 1999 yılında He [21] tarafından 

tasarlanmıştır ve çeşitli mühendislik problemlerine başarılı bir şekilde uygulanmıştır. Metot, 

topolojide tanımlanan homotopi ve geleneksel pertürbasyon tekniklerinin birleşimidir. Bu 

metot, uygulamalı bilimlerde lineer olmayan problemlerin yaygın bir alanı için yaklaşık 

çözüm sağlaması açısından önemli bir avantaj sağlar. 

Topolojide tanımlanan homotopi tekniği kullanılırsa, "küçük parametre" olarak  

düşünülen bir  0,1p   parametresi ile bir homotopi kurulur [22-24]. 

Bu metodun temel kavramlarını tanımlamak için, 

,0,=)()(  rrfuA                                                                                        (2.31) 

lineer olmayan diferensiyel denklemi, 

 rnuuB 0,=)/,(                                                                                          (2.32) 

sınır koşulları ile verilsin. Burada A  bir genel diferensiyel operatörü, B  sınır operatörü, )(rf  

bilinen bir analitik fonksiyondur ve ,    tanım kümesinin sınırıdır. 

Genelde, A  operatörü L  ve N  olarak iki bölüme ayrılabilir, burada L  lineer fakat 

N  lineer olmayan terimdir. Bu nedenle (2.31) denklemi, 

0=)()()( rfuNuL  ,                                                                                         (2.33) 

şeklinde yazılabilir. Homotopi tekniği ile [25],   ,0,1p    r   olmak üzere, 

    0,=)()()()()(1=),( 0 rfVApuLVLppVH                                            (2.34) 
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veya 

  0,=)()()()()(=),( 00 rfVNpupLuLVLpVH                                         (2.35) 

şartlarını sağlayan bir, 

  RprV  0,1:),(  

homotopisi kurulsun. 

Burada   ,0,1p  parametre; ,0u  (2.32) sınır şartlarını sağlayan (2.31) denkleminin 

başlangıç yaklaşımıdır. 

Açıkça, (2.34) ve (2.35) denklemlerinden; 

0( , 0) = ( ) ( ) = 0H V L V L u ,                                                                                   (2.36)  

( ,1) = ( ) ( ) = 0H V A V f r ,                                                                                    (2.37) 

olur. 0  dan 1 e p 'nin değişim süreci, sadece ),( prV  nin )(ruo  den )(ru  ye kadar olanıdır. 

Topolojide bu ifade deformasyon olarak, )()( 0uLVL   ve )()( rfVA   ise homotopik olarak 

adlandırılır. 

İlk olarak, p  parametresi "küçük parametre"  olarak kullanılır ve (2.34) ve (2.35) 

denklemlerinin çözümünün p 'nin kuvvet serisi olarak yazılabildiği varsayılır. Böylece, 

,= 2
2

10  VppVVV                                                                                        (2.38) 

yazılabilir. (2.31) denkleminin yaklaşık çözümünde 1=p  alınırsa; 

,=lim= 2101



VVVVu

p
                                                                                  (2.39) 

elde edilir. 

Pertürbasyon metodunun ve homotopi metodunun birleşimi HPM olarak adlandırılır 

ki bu metot genel pertürbasyon metotlarının sınırlamalarını ortadan kaldırır [21]. Diğer 

taraftan, bu yöntem genel pertürbasyon yöntemlerinin tüm avantajlarına sahip olabilir. 

(2.39) serileri pek çok durum için yakınsaktır. Bununla beraber, yakınsaklık oranı 

lineer olmayan operatör )(VA  ye bağlıdır [22]. 



 

  

 

3. HOMOTOPİ ANALİZ METODU KULLANILARAK ADOMİAN AYRIŞIM  

METODUNUN TÜREVİ 

 

Lineer olmayan diferensiyel denklemler genellikle çoğu fiziksel sistemlerin 

matematiksel modellenmesinden ortaya çıkar. Çoğu durumlarda bu diferensiyel denklemlerin 

analitik çözümlerini bulmak çok zordur. Sistemi lineerleştiren ortak analitik yaklaşımlar 

uygun metotlarla çözüme gidebilmek için gerçek problemi değiştirir. Daha önce anlatılan 

sayısal metotlar ve lineerleştirmenin dezavantajları, lineer olmayan diferensiyel denklemleri 

çözmek için; yarı analitik çözüm metotlarından alternatif teknikler araştırmanın gerekliliğidir. 

AAM, verilen denklemin lineer ve lineer olmayan kısımlarını ayırmaya, her iki 

tarafındaki lineer operatörlerde kapsanan yüksek mertebe türev operatörlerine dönüştürmeye, 

başlangıç yaklaşımı olarak tek bağımsız değişken içeren terimler ve başlangıç veya sınır 

şartlarını bilmeye, tanımlanabilen bileşenlerin bir serisi içinde bilinmeyen fonksiyonu 

ayrıştırmaya, Adomian polinomları olarak adlandırılan özel polinomların terimlerinde lineer 

olmayan fonksiyonları ayrıştırmaya ve Adomian polinomları kullanılarak tekrarlayan ilişki ile 

çözüm serilerinin doğru terimlerini bulmaya dayanır. Metot, kısmi diferensiyel denklemlerin 

yanısıra lineer olmayan adi diferensiyel denklemlerde, analitik çözüm türevi için 

kullanılmaktadır. Metodun değişik bir türü adi ve kısmi diferensiyel denklemler için analitik 

çözüm türevinde kullanılmaktadır. Adi diferensiyel denklemler için metodun uygulaması ilk 

olarak Shawagfeh [25,26] tarafından ortaya çıkarılmıştır. 

 Metodun yakınsaklık kriteri ve hata analizi çeşitli yazarlar tarafından araştırılmıştır. 

[10,27] de Cherruault sınır değer probleminin özel bir sınıfı için uygulanan metodun 

yakınsaklığını araştırmıştır. Isı iletiminde peryodik sıcaklık alanlarının özel bir problemi için 

uygulamada AAM'nin yakınsaklığı [28] araştırılmıştır. 

Bir diğer teknik olarak lineer olmayan operatörler için bir analitik çözüm türevinde 

kullanılan HAM, sürekli olarak çözümün bağlı olduğu varsayılan parametreler ve operatörleri 

oluşturmayı içerir. Metot, çoğu yazar tarafından yaygın olarak kullanılmaktadır ve lineer 

olmayan diferensiyel denklemlerin bir analitik çözümünün türevinde çok etkin bir şekilde 

uygulanmaktadır. 

Bununla beraber AAM, lineer olmayan problemlerin çözümü için yaygın olarak 
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kullanılmasına rağmen, metodun yakınsaklığı üzerine olan teori hakkında bilinenler çok azdır. 

Bu bölümde AAM ve HAM yeniden analiz edilip, AAM’nin HAM kullanılarak 

türevlenebilir olduğu gösterilmiştir [30]. 

 

3. 1. Adomian Ayrışım Metodu 

  

AAM,  

0=))(,( xyxF ,                                                                                                         (3.1) 

lineer olmayan diferensiyel denklemini ayrıştırmaya dayanır. Sırasıyla F 'in lineer ve lineer 

olmayan kısımları L  ve N  olmak üzere, 

0=))(())(( xyNxyL  ,                                                                                            (3.2) 

şeklinde iki bileşen içerir. )(yL  için çözüm, 

)(=)( yNyL  ,                                                                                                         (3.3) 

için elde edilir. (3.3) denkleminin her iki yanına 1L  ters operatörü uygulanırsa, 

)())((= 1 xyNLy  ,                                                                                              (3.4) 

elde edilir. Varsayalımki y  çözümü, 

n
n

yy



0=

= ,                                                                                                                 (3.5) 

şeklinde seriye açılabilsin ve lineer olmayan )(yN  terimi, 

n
n

AyN



0=

=)( ,                                                                                                          (3.6) 

şeklinde nA  Adomian polinomlarının terimleriyle seriye açılabilsin. Burada (3.1) denklemi 

kulanılarak )(yN  nin nA  Adomian polinomları, 

 
0=0=!

1=)(












 

 n
n

n
n

n

n yN
d
d

n
xA , 

şeklinde elde edilir. (3.5) ve (3.6) denklemleri (3.4) denkleminde yerine yazılırsa, 
















 n
n

n
n

ALxy
0=

1

0=

)(= ,                                                                                      (3.7) 

olur. (3.7) lineer denklem sisteminde terimler eşitlenirse, tekrarlayan ilişki ile, 
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 
0

1
1

= ( )

= , 0n n

y x

y L A n




  
,                                                                                         (3.8)  

elde edilir. Pratikte (3.7) serisinin tüm terimleri tanımlanabilir ve çözüme n

N

n
y

0=
   serisi ile 

yaklaşılır. 

 

3. 2. Homotopi Analiz Metodu 

   

Homotopi analiz metodunu tanımlayabilmek için, N~  lineer olmayan bir diferensiyel 

operatör, 0h ,   bir kompleks sayı ve A  ve ,B  1  bölgesinde sırasıyla,  

1=(1)=(1),0=(0)=(0) BABA                                                                           (3.9) 

denklemlerini sağlayan iki kompleks analitik fonksiyon olsun. 

A  ve B  nın 1  bölgesinde analitik olmasından dolayı Maclaurin serileri 

sırasıyla,  

k
k

k

k
k

k
BA  1,

1=
1,

1=

=)(,=)(


 ,                                                                    (3.10) 

olsun. Bundan dolayı, 

1==(1),1==(1) 1,
1=

1,
1=

k
k

k
k

BA 


 ,                                                                 (3.11)  

yazılabilir. Burada tanımlanan A  ve B  fonksiyonlar,   ise parametredir. 

Lineer olmayan diferensiyel denklem genel olarak, 

xxyN 0,=))((~                                                                                            (3.12) 

şeklinde düşünülsün. Burada N~  bir diferensiyel operatör, )(xy , x  bölgesinde tanımlı bir 

çözümdür. (3.12) denkleminin çözümü için HAM kullanılırsa, 

     ),(~~)(=)(),(~)(1 0  xyNhAxyxyLB  ,                                                    (3.13) 

denklemi elde edilir. Burada L ,  

0=(0)L ,                                                                                                                (3.14) 

şartını sağlayan yardımcı bir lineer operatör, 0h  yardımcı bir parametre, )(0 xy  başlangıç 



 

 20

yaklaşımıdır. 

0=(0)A  ve 0=(0)B  olduğu kullanılırsa, (3.13) denklemi, 

  0=)(,0)(~
0 xyxyL  , 

veya 

)(=,0)(~
0 xyxy ,                                                                                                      (3.15) 

denklemini verir. 

Benzer şekilde, 1=  iken (3.13) denklemi, (3.12) denkleminin aynısı olmasından 

dolayı, 

)(=,1)(~ xyxy                                                                                                          (3.16) 

olur. (3.12) denklemi, özel olarak seçilen h , )(A , )(B  ve tüm 10    için yakınsayan 

),(~ xy  çözümüne sahip ve ),(~ xy , 0=  da sonsuz diferensiyellenebilen olsun. O halde 

0,1,2,...=k  için, 

0,1,2,...=,),(~
=)(~

0
0 kxyxy k

k
k





                                                                     (3.17) 

olur. 

Böylece ;0 ’dan 1’e artarken, (3.13) denkleminin ),(~ xy  çözümü, )(0 xy  başlangıç 

yaklaşımından (3.12) denkleminin )(xy  genel çözümüne kadar gider. (3.15) ve (3.16) 

denklemleri )(xy  genel çözümü ile )(0 xy  başlangıç yaklaşımı arasında doğrusal olmayan bir 

ilişki verir. HAM, aşağıdaki gibi tanımlanan iki çözüm arasında doğrusal bir ilişki bulma 

üzerine kurulur. 

0=  iken ),(~ xy  nın Maclaurin serisi düşünülürse, 

!
),(~

,0)(~=),(~
01= k

xyxyxy
k

k

k

k


























 ,                                                             (3.18) 

olur. Bu serinin 1=  de yakınsadığı varsayılırsa (3.15) ve (3.16) denklemleri arasındaki ilişki 

ile, 

)()(=)(
1=

0 xyxyxy m
m



 ,                                                                                        (3.19) 

yazılabilir. Burada, 
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1,
!

),(~

=
!

)(~
=)( 00 




 m
m

xy

m
xyxy

m

m

m

m




,                                                          (3.20) 

dir. 

Elde edilen )(xym  türev denklemi için, (3.13) denklemi   ya göre m  defa 

diferensiyellenirse, 

      ),(~~)(=)(),(~)(1
0=

0
0=







 xyN
d
d

d
Ad

k
m

hxyxyL
d
d

d
Bd

k
m

km

km

k

km

k
km

km

k

km

k


























  ,       (3.21) 

elde edilir. 

(3.21) denklemi !m  ile bölünüp 0=  alınırsa, 

)(=)()( 1,

1

1=

xRxyxyL mkmk

m

k
m 








 



 ,                                                                       (3.22) 

m. mertebe deformasyon denklemi elde edilir. Burada )(xRm , daha önce hesaplanan ),(0 xy  

),(1 xy  ),(2 xy  ...,  )(1 xym  değerlerine bağlıdır ve 

)(=)( 1,
1=

xhhxR kmk

m

k
m  ,                                                                                       (3.23) 

ile verilir. Burada )(xhk  ler homotopi polinomlarıdır ve 

 
0

),(~~

!
1=)(





k

k

k d
xyNd

k
xh ,                                                                                  (3.24) 

ile verilir. 

(3.22) denkleminin lineer olduğunun vurgulanması çok önemlidir. Eğer ilk (m-1). 

mertebeden yaklaşımlar elde edilebilirse )(xRm  in sol tarafı elde edilebilir. Böylece seçilen 

)(0 xy  başlangıç yaklaşımı kullanılırsa ),( ),(,)( 321 xyxyxy … elde edilebilir. HAM, L  

yardımcı lineer operatörlerini, )(0 xy  başlangıç yaklaşımını, A  ve B  fonksiyonlarını, 

sıfırdan farklı h  yardımcı parametrelerini seçmek için büyük özgürlük sağlar. 
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3.3. Adomian Ayrışım Metodunun Matematiksel Türevi 

 

Aşağıdaki teoremle AAM, HAM kullanılarak türevlenebilir [30]. 

 

Teorem 1. 

 =A ve   =B ,                                                                                            (3.25) 

ile verilen operatörler A  ve B , 1= h  yardımcı parametre olsun. Bu durumda, 

)()( xAxh nn  ,                                                                                                       (3.26) 

yani, Homotopi analiz polinomları Adomian polinomlarına indirgenebilir. 

İspat: 

(3.1) denkleminin çözümü, 10     için   parametresine bağlı olsun ve çözüm 

),(  x  ile verilsin. Bu çözüm, 

00=

),(
!

=),(








 k

kk

k

x
k

x , 

0=  da analitik olan homotopi analiz polinomu olsun. Bu parametrelerin seçimi ile (3.13) 

denklemi, 

        ),(=),(1 0  xFyLxL  ,                                                            (3.27) 

olur. Burada 0y  başlangıç tahmini,   0=,0)(xL   lineer operatörünün çözümüdür. 0=  iken, 

0y , (3.27) denkleminin çözümüdür ve 1=  iken çözüm,   0=),(  xF  lineer olmayan esas 

denkleminin çözümü olan )(xy  olacaktır. 

(3.27) denkleminin her iki yanı   ya göre diferensiyellenirse, Homotopi analiz 

polinomları için aşağıdaki bağıntı elde edilecektir. 

            















),(),(=),(),(1 0
xFxFyLxLxL , 

ve 0=  iken 1y  için aşağıdaki denklem elde edilir. 

      001
0=

===),( AyFyLxL 












 ,                                                           (3.28)  

veya 

)(=)( 0
1

1 ALxy   
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olur. 

(3.27) denklemi   ya göre n  defa diferensiyellenirse, 

        ),()(1=),(1
0=

0
0=







 xF
k
n

yLxL
k
n

kn

kn

k

kn

k
kn

kn

k

kn

k





































  ,     (3.29) 

elde edilir. 

(3.29) denklemi düzenlenir, !n  ile bölünüp ve 0=  alınırsa, ny  için aşağıdaki lineer 

denklem elde edilir. 

1=)(  nn AyL ,                                                                                                        (3.30) 

veya 

)(= 1
1


 nn ALy ,                                                                                                     (3.31) 

burada, 

 
nn

n

n
xF

n
A 






=),(
!

1=
0=

 ,                                                                              (3.32) 

olur. Bu da ispatı tamamlar. 

 

Teorem 2. 

)()(
1=

0 xyxy m
m



 ,                                                                                                   (3.33) 

serisi yakınsak ise (3.1) denkleminin çözümüdür. 

İspat: 

(3.22) denkleminden, 


















 







 )()(=)()(=)( 1,

1

1=1=1=
1,

1

1=1=1=

xyxyLxyxyLxR kmk

m

km
m

m
kmk

m

k
m

m
m

m

  

   




























 )()(=)()(=
1

1=
1,

1=1=
1,

1

1=1=1=

xyxyLxyxyL m

m

m
k

k
m

m
kmk

m

kmk
m

m

               (3.34)  

    



















 )(1=
1=

1,
1=

xyL m
m

k
k

  

elde edilir. 

   =B  olduğu hatırlanırsa (3.34) denklemi ile verilen  
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







ikenk
ikenk
ikenk

k

1>0,
1=1,
0=0,

=1,  

olur. O halde 

0=)(
1=

xRm
m



 ,                                                                                                         (3.35) 

olur. 

Diğer yandan, (3.23) ve (3.24) denklemlerinden, 

)(=)(=)(
=

1,
1=

1,
1=1=1=

xhhxhhxR km
km

k
m

kmk

m

km
m

m








   

      
0==

1,
1=0=

1,
1=

),(~~

!
1=)(=




 m

m

km
k

m
m

m
k

m d
xyNd

m
hxhh



                          (3.36)  

elde edilir. 

   =A  olduğu hatırlanırsa (3.36) denklemi ile verilen k1, , 









ikenk
ikenk
ikenk

k

1>0,
1=1,
0=0,

=1,  

olur. O halde 1=1,
1=

k
k




  olacağından 

 
0=0=1=1=

),(~

!
1=)(=)(




m

m

m
m

m
m

m d
xyFd

m
hxhhxR



 ,                                               (3.37)  

elde edilir. 1= h  olduğu dikkate alınırsa, (3.35) ve (3.36) denklemleri ile, 

  0=),(~

!
1

0=0= 


m

m

m d
xyFd

m



 ,                                                                                  (3.38) 

elde edilir. 

Ayrıca ),(~ xy  genelde 1  iken (3.1) denkleminin bir çözümü değildir. (3.1) 

denkleminin bir hatası olarak, 

     ),(~=)(),(~=),(  xyFxyFxyFx   

alınırsa bu hatanın Maclaurin serisi 0=  iken, 
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 
0=0=00=

),(~

!
=),(

!
 





m

mm

m
m

mm

m d
xyFd

md
xd

m







  ,                                                   (3.39) 

olur. (3.33) denklemine göre, 1=  de yukarıdaki maclaurin serisi yakınsaktır yani; (3.1) 

denkleminin çözümü olan 

)()(=,1)(~=)(
1=

0 xyxyxyxy m
m



  

kullanılarak 

    0=),(~

!
1=,1)(~=,1)(

0=0= 


m

m

m d
xyFd

m
xyFx



 ,                  (3.40)  

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 



 

  

 

4. DOKUZUNCU MERTEBEDEN KORTEWEG-DE VRİES (dmKdV) 

DENKLEMİNİN SAYISAL OLARAK İRDELENMESİ 

 

Bu bölümde önceki bölümlerde teorik olarak analiz edilen metotlar bir örnek 

üzerinde açıklanacaktır. Bunun için dokuzuncu mertebeden Korteweg-de Vries (dmKdV) 

denklemi [31] , 
2

6 7 3 4 2 5 2 2 3

2 2 3 4
4 5 2 3 9

45 45 210 210 1575 3150

1260 630 9450 3150 4725 = 0
t x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

u u u uu u u u u u u uu u
uu u u u u u u u u u u u

     

     
      (4.1) 

 gözönüne alınsın. Burada kxu , k

k

x
u


 , ,...3,2,1k  kısmi türevini tanımlar. Son çalışmalarda, 

Wazwaz [32,33], KdV denkleminin bilineer formunu genelleştirerek lineer olmayan (4.1) 

denklemini ortaya koymuş ve başarılı bir şekilde tanh-coth metodu yardımıyla dalga 

çözümlerini çalışmıştır. Bu denklem hem xu9  lineer yayılım terimini hem de ,45 6xxuu  ,45 7 xuu  

,210 43 xxuu  ,210 52 xxuu  ,1575 2
2xxuu  ,3150 32 xxuuu  ,1260 4xxuuu  ,630 5

2
xuu  ,9450 2

2
xxuuu  

,3150 3
3

xuu  xuu 44725  lineer olmayan terimlerini içerir. Pek çok fizikçi ve matematikçi, son 

yıllarda bilimsel uygulamalardaki görünüşünden dolayı dmKdV denklemine dikkat 

çekmişlerdir [31-33]. 

Bu bölümde dmKdV denkleminin çözümü AAM, HAM ve HPM ile yaklaşık olarak 

elde edilmiştir. 

 

4. 1. Adomian Ayrışım Metodunun dmKdV denklemine uygulanması 

 

(4.1) ile verilen dmKdV denklemi, 

)][tanh273(692
273
2=,0)(= 22

0 kxbbkxuu  ,                                           (4.2)  

başlangıç şartı [31] ile verilsin. Burada, 

,=,=,=,=,= 4

4

43

3

32

2

2 x
L

x
L

x
L

x
L

t
L xxxxt 












  

lineer operatörler ve bu operatörlerin tersleri de mevcut ve, 
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
t

t dtL
0

1 (.)=  

şeklinde tanımlansın. (4.1) denklemi operatör formunda yazılırsa, 

 2
6 7 3 4 2 5 2

2 2 3
2 3 4 5 2 3

4
9

45 45 210 210 1575

3150 1260 630 9450 3150

4725 = 0,

t x x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x

L u L uL u uL u L uL u L uL u L u L u

uL uL u u L uL u u L u u L uL u u L u
u L u L u

    

    

 

       (4.3) 

olur. 
1

tL  operatörü sol taraftan (4.3) denkleminin her iki yanına uygulanırsa, 

       
        

       

1 1 1 1
6 7 3 4 2 5

21 1 1 1 2
2 2 3 4 5

1 2 1 3 1 4 1
2 3 9

( , ) = ( ,0) 45 45 210 210

1575 3150 1260 630

9450 3150 4725

t x x t x t x x t x x

t x x t x x t x x t x

t x x t x t x t x

u x t u x L L uL u L uL u L L uL u L L uL u

L L u L u L uL uL u L u L uL u L u L u

L u L uL u L u L u L u L u L L u

   

   

   

   

   

   

        (4.4) 

şeklinde çözüm fonksiyonu bulunur. (4.4) denkleminde lineer olmayan terimler, 












































 00000000000

ve,,,,,,,,,
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n MKJHGFEDCBA  

şeklinde ifade edilir. 

(4.2) denklemi (4.4) eşitliğinde yerine yazılırsa, 



























 

















0

1

0

1

0

122 2104545)][tanh273(692
273
2=),(

n
nt

n
nt

n
nt CLBLALkxbbktxu   













































 



























0

1

0

1

0

1

0

1

0

1 630126031501575210
n

nt
n

nt
n

nt
n

nt
n

nt HLGLFLELDL  

 uLLMLKLJL xt
n

nt
n

nt
n

nt 9
1

0

1

0

1

0

1 472531509450 














 

























   

şeklinde yeniden yazılabilir. Buradaki çözüm (2.6) seri formunda bir çözüm olacağından (4.2) 

başlangıç şartı kullanılarak  

),][tanh273(692
273
2= 22

0 kxbbku   

şeklinde serinin ilk terimi bulunur. Daha sonra 0u  terimi kullanılarak, ,...,, 321 uuu  terimleri 

elde edilerek ayrıştırılmış seri çözüm fonksiyonu; 
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


0

),(=),(
n

n txutxu ,                                                                                                 (4.5) 

şeklinde olur. Serinin diğer terimlerini bulmak için (2.8) ile verilen indirgeme bağıntısına 

benzer şekilde 0n  için, 

           ntntntntntntn FLELDLCLBLALtxu 111111
1 315015752102104545=),( 
 

           ,4725315094506301260 9
111111 uLLMLKLJLHLGL xtntntntntnt
   

indirgeme bağıntısı yazılabilir. (4.4) denklemindeki lineer olmayan terimler seriye açılırsa, 

xx
uuA

6000 = , 

xxxx
uuuuA

6016101 =  , 

xxxxxx
uuuuuuA

6026116202 =  , 

xxxxxxxx
uuuuuuuuA

6036126216303 =  , 

  

 

x
uuB

7000 = , 

xx
uuuuB

7017101 =  , 

xxx
uuuuuuB

7027117202 =  , 

xxxx
uuuuuuuuB

7037127217303 =  , 

  

 

xx
uuC

40300 = , 

xxxx
uuuuC

403141301 =  , 

xxxxxx
uuuuuuC

4032413142302 =  , 

xxxxxxxx
uuuuuuuuC

40334132423143303 =  , 

  
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xx
uuD

50200 = , 

xxxx
uuuuD

502151201 =  , 

xxxxxx
uuuuuuD

5022512152202 =  , 

xxxxxxxx
uuuuuuuuD

50235122522153203 =  , 

  

 

xx
uuE 0

2

200 = , 

xxxxx
uuuuuE 020211

2

201 2=  , 

xxxxxxxxxx
uuuuuuuuuuE 0

2

210202120212
2

202 22=  , 

xxxxxxxxxxxxxxxx
uuuuuuuuuuuuuuuuE 021221

2

210023120222013
2

203 2222=  ,  

  

 

xx
uuuF

302000 = , 

xxxxxx
uuuuuuuuuF

3020130210312001 =  , 

xxxxxxxxxxxx
uuuuuuuuuuuuuuuuuuF

3020230220312013021131210322002 =  , 

,

=

30203302123120230221

3121132201302303122032210332003

xxxxxxxx

xxxxxxxxxxxx

uuuuuuuuuuuu

uuuuuuuuuuuuuuuuuuF




 

  

 

xx
uuuG

40000 = , 

xxxxxx
uuuuuuuuuG

4001401041001 =  , 

xxxxxxxxxxxx
uuuuuuuuuuuuuuuuuuG

4002402041014011411042002 =  , 

,

=

4003401241024021

4111420140304120421043003

xxxxxxxx

xxxxxxxxxxxx

uuuuuuuuuuuu

uuuuuuuuuuuuuuuuuuG




 

  
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x
uuH

50
2
00 = , 

xx
uuuuuH

500151
2
01 2=  , 

xxxx
uuuuuuuuuuH

50
2
15002510152

2
02 22=  , 

xxxxxx
uuuuuuuuuuuuuuuuH

501251
2
150035102520153

2
03 2222=  , 

  

 

xx
uuuJ

200
2
00 = , 

xxxxxx
uuuuuuuuuuJ

210
2
020001201

2
01 2=  , 

,2

22=

220
2
021001211

2
0

200
2
12000220101202

2
02

xxxxxx

xxxxxxxx

uuuuuuuuuu

uuuuuuuuuuuuuuJ




 

,222

2222=

230
2
022001221

2
0210

2
12100221101

212
2
020012201

2
1200032010220201203

2
03

xxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuJ




 

  

 

x
uuK

30
3
00 = , 

xx
uuuuuK

301
2
031

3
01 3=  , 

xxxx
uuuuuuuuuuuK

302
2
030

2
10311

2
032

3
02 333=  , 

xxxxxxx
uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuK

30210303
2
0312

2
031

2
10321

2
030

3
133

3
03 63333=  , 

  

 

x
uuM 0

4
00 = , 

xx
uuuuuM 01

3
01

4
01 4=  , 

xxx
uuuuuuuuM 11

3
00

2
1

2
02

4
02 46=  , 
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xxxxxxx
uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuM

300
3
1303

3
012

3
021

3
0021

2
01

2
1

2
03

4
03 4444126=  , 

  

Adomian polinomları elde edilir. 

Buradaki Adomian polinomları kullanılarak, 0n  olmak üzere n  değerleri için, 

           ntntntntntntn FLELDLCLBLALtxu 111111
1 315015752102104545=),( 
   

           ,4725315094506301260 9
111111 uLLMLKLJLHLGL xtntntntntnt
   

denklemi Mathematica programı yardımıyla çözülürse; 

)][tanh273(692
273
2= 22

0 kxbbku   

9796423
][tanh][sec82723479691175=

2112
11

1
kxbkxbhtikbu  

49299596990359
][sec])[2cosh2(005324889121021321513531334=

422010

2
kxbhkxbtkbu 

][sinh475102(576118951][sec5033283070063832(945957084= 133292
29

3 kxbkxbhtkbu  

     ][5sinh75959656086124][3sinh787422405656077 kxbkxb   

     ][9sinh2694308691386][7sinh29275025398894 kxbkxb   

     4169015312655435]))/282048[11sinh235437017462 kxb  

  

bulunur. 

Elde edilen 3210 ,,, uuuu  terimleri (4.5) seri çözümünde yerlerine yazılırsa diferensiyel 

denklemin çözümü, 

9796423
][tanh][sec82723479691175)][tanh273(692

273
2=),(

2112
11

22 kxbkxbhtikbkxbbktxu     

 

49299596990359
][sec])[2cosh2(005324889121021321513531334 422010 kxbhkxbtkb 

  

][sinh475102(576118951][sec5033283070063832(945957084 133292
29

kxbkxbhtkb  
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][5sinh75959656086124][3sinh787422405656077 bkxb                                            (4.6) 

][9sinh2694308691386][7sinh29275025398894 kxbkxb   

 4169015312655435]))/282048[11sinh235437017462 kxb  

şeklinde elde edilir. 

 

4. 2. Homotopi Analiz Metodunun dmKdV denklemine uygulanması 

 

Deformasyon denklemi, 


 

ikenn
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n 1>1,
10,

=      ,  1=),( txH      olmak üzere, 

  )],([),(=),(),( 11 txuRtxhHtxutxu nnnnn 
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L ,                                                    (4.7) 
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yazılır. (4.7) denkleminde (4.8) denklemi ve 0u  başlangıç şartı kullanılarak, 
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1=n  için; 

  ][= 011 uhRuL  


t

dtuhRu
0

011 ][=

 
t

xxxXxxxxxxxt
uuuuuuuuuuuuuuh

0
302000

2

20502040307006000 315015752102104545[=  

dtuuuuuuuuuuuuu
xxxxxxxx
]4725315094506301260

900
4
030

3
0200

2
050

2
04000   

9796423
][tanh][sec82723479691175=

2112
11

kxbkxbhthkb
  

 

2=n  için; 

  ][= 1212 uhRuu L  


t

dtuhRuu
0

1212 ][=

thkbkxbhthkb 92
9

4112
11

91361739845587(][sec91361739845587
49299596990359

1=   

])[2sinh)9796423(1][2cosh5688699227939 92
9

kxbhkxbthkb   

 

3=n  için; 

  ][= 2323 uhRuu L  


t

uhRuu
0

2323 ][=

133292
29

][sec5033283070063832(945957084
0165543541692820485312

= kxbhtkbh
  

][3sinh787422405656077][sinh475102(576118951 kxbkxb   

][7sinh29275025398894][5sinh75959656086124 kxbkxb   

]))[11sinh235437017462][9sinh2694308691386 kxbkxb   

elde edilir.  
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Böylece diferensiyel denklemin çözümü, 

9796423
][tanh][sec82723479691175)][tanh273(692

273
2=),(

2112
11

22 kxbkxbhthkbkxbbktxu   

thkbkxbhthkb 92
9

4112
11

91361739845587(][sec91361739845587
49299596990359

1
  

])[2sinh)9796423(1][2cosh5688699227939 92
9

kxbhkxbthkb   

133292
29

][sec5033283070063832(945957084
0165543541692820485312

kxbhtkbh
          (4.9) 

][3sinh787422405656077][sinh475102(576118951 kxbkxb   

][7sinh29275025398894][5sinh75959656086124 kxbkxb   

 ]))[11sinh235437017462][9sinh2694308691386 kxbkxb  

elde edilir. 

HAM ile elde edilen ,1u  ,2u  3u  değerleri 1= h  için AAM ile elde edilen ,1u  ,2u  3u  

değerlerine eşittir. 

 

4. 3. Homotopi Perturbasyon Metodunun dmKdV denklemine uygulanması 

 

(4.1) denklemi (4.2) başlangıç şartı ile verilsin. (4.1) denklemi için aşağıdaki gibi bir 

homotopi kurulabilir. 

 
0]47253150945063012603150

)(15752102104545[)(1
(9)432(5)2(4)

2(5)(4)(7)(6)
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YYYYYYYYYYYYYYYY
YYYYYYYYYYYpuYp

'''''''''''''

'''''''''
(4.10) 

Burada, 

 ,=,=,=,=,= 4
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(4)
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YY ''''''
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şeklindedir.  

(4.10) denklemi için  2
2

10= YppYYY   şeklinde bir çözüm aranıldığı kabul 

edilsin. 
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 3
3

2
2

10= YpYppYYY  

  3
3

2
2

10= YpYpYpYY  

 ''''' YpYppYYY 3
3

2
2

10=                                                                          (4.11) 

 '''''''''' YpYppYYY 3
3

2
2

10=  

 ''''''''''''''' YpYppYYY 3
3

2
2

10=  

  

olmak üzere (4.11) eşitlikleri (4.10) denkleminde yerlerine yazılırsa, p ’nin kuvvetlerine göre 

aşağıdaki şekilde ayrışım yapılabilir; 
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                 

Bu denklemler )][tanh273(692
273
2= 22

0 kxbbku   başlangıç şartı gözönünde 

bulundurularak Mathematica programı yardımıyla çözülürse, ,...,,, 3210 YYYY  terimleri, 

)][tanh273(692
273
2= 22

0 kxbbkY   

9796423
][tanh][sec82723479691175=

2112
11

1
kxbkxbhtikbY

49299596990359
][sec])[2cosh2(005324889121021321513531334=

422010

2
kxbhkxbtkbY   
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][sinh475102(576118951][sec5033283070063832(945957084= 133292
29

3 kxbkxbhtkbY  

       ][5sinh75959656086124][3sinh787422405656077 kxbkxb   

       ][9sinh2694308691386][7sinh29275025398894 kxbkxb   

       4169015312655435]))/282048[11sinh235437017462 kxb  

  

olarak bulunur. Böylece bu değerler, 

k
k

kp
Yptxu

0=1
lim=),(




  

eşitliğinde kullanılırsa,  

 3210=),( YYYYtxu

9796423
][tanh][sec82723479691175)][tanh273(692

273
2=),(

2112
11

22 kxbkxbhtikbkxbbktxu   

49299596990359
][sec])[2cosh2(005324889121021321513531334 422010 kxbhkxbtkb 

  

][sinh475102(576118951][sec5033283070063832(945957084 133292
29

kxbkxbhtkb   (4.12) 

][5sinh75959656086124][3sinh787422405656077 bkxb   

][9sinh2694308691386][7sinh29275025398894 kxbkxb   

 4169015312655435]))/282048[11sinh235437017462 kxb  

çözümü elde edilir. 

       

 

 

 

 

 

 



 

  

 

5. LİNEER OLMAYAN KISMİ DİFERENSİYEL DENKLEMLERİN  

ÇÖZÜMLERİ İÇİN BAZI YARI ANALİTİK METOTLARIN SAYISAL  

SONUÇLARININ ANALİZİ 

 

Lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemlerin çözümleri lineer denklemlere göre 

daha zordur. Bu nedenle ikinci bölümde bahsedilen bazı sayısal metotlar vardır. Bu metotlar 

yarı analitik metotlar olarak ta bilinirler. Bu metotlarda çözümler seri formunda aranıp, verilen 

bir başlangıç şartından hareketle serinin diğer terimlerini bulma esasına dayanır. Bu sayısal 

metotların yakınsaklık analizi teorik olarak yapılabileceği gibi, problemin gerçek çözümü ile 

elde edilen sayısal sonuçların arasındaki farkın mutlak değerine bakılarak ta yapılabilir. 

Bu bölümde dmKdV denkleminin, AAM, HAM ve HPM kullanılarak elde edilen 

sayısal sonuçlarının analizi amacıyla üç boyutlu görünümleri verilmiş, bu sayısal çözümlerin 

analitik çözüm ile arasındaki mutlak hata değerleri tablolar üzerinde gösterilmiş ve grafikler 

yardımıyla yaklaşık çözümlerin analitik çözüme ne kadar yaklaşım sağladığı vurgulanmıştır. 

Ayrıca HAM’nda kullanılan ve elde edilen yaklaşık çözümün yakınsaklık aralığını 

belirlemede önemli bir rol oynayan keyfi h parametresinin grafiği çizilerek belirlenen bu 

yakınsaklık aralığı içerisindeki hangi noktalarda en iyi yaklaşımın sağlandığı tablolarda 

gösterilmiştir. 

dmKdV denkleminin analitik çözümü ),( txu  olmak üzere, AAM, HAM ve HPM 

kullanılarak elde edilen yaklaşık çözüm serisi 1,),(),(
1

0

 




ntxutx
n

k
kn     şeklinde ifade 

edilmektedir. 
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5. 1. Sayısal Sonuçların İrdelenmesi 

 

a)                                                                          b) 
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c)                                                                          d) 
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Şekil 1. dmKdV denkleminin analitik çözümü ve yaklaşık çözümünün üç boyutlu görünümü a) dmKdV 
denkleminin analitik çözüm fonksiyonunun üç boyutlu görünümü,  b) dmKdV denkleminin AAM ile hesaplanan 
(4.6) yaklaşık çözüm fonksiyonunun üç boyutlu görünümü, c) dmKdV denkleminin HAM ile hesaplanan (4.9) 
yaklaşık çözüm fonksiyonunun üç boyutlu görünümü  = 1h  , d) dmKdV denkleminin HPM ile hesaplanan 

(4.12) yaklaşık çözüm fonksiyonunun üç boyutlu görünümü  = 0.2, = 0.2b k  
 
 

Şekil 1 de, (4.1) ve (4.2) eşitlikleri ile verilen dmKdV denkleminin AAM, HAM ve 

HPM ile elde edilen sayısal sonuçları verilmiştir. AAM ve HPM ile hesaplanan çözümlerin 

aynı olduğu (4.6) ve (4.12) ayrışım serisinin terimlerinden görülebilir. Ayrıca HAM ile elde 

edilen (4.9) ayrışım serisinin terimlerinin 1h  olması durumunda AAM ve HPM ile elde 

edilen çözümlerle aynı olduğu görülmektedir. 
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Tablo 1. dmKdV denkleminin AAM ile hesaplanan (4.6) yaklaşık çözümünün mutlak hatası  = 0.2, = 0.2b k  

),(),( 4 txtxu   
t x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.1 171008137.2   161045717.1   161092661.4   151016573.1   151027596.2   

0.2 171046945.3   161091434.2   161071445.9   151032453.2   151053804.4   

0.3 171055112.5   161030211.4   161046411.1   151048332.3   151079318.6   

0.4 171093889.6   161082867.5   161094983.1   15106213.4   15100275.9   

0.5 171071445.9   161007767.7   161042861.2   151075234.5   151012341.1   

 
Tablo 2. dmKdV denkleminin HAM ile hesaplanan (4.9) yaklaşık çözümünün mutlak hatası 
 = 0.2, = 0.2, = 1b k h   

),(),( 4 txtxu   
t x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.1 171008137.2   161045717.1   161092661.4   151016573.1   151027596.2   

0.2 171046945.3   161091434.2   161071445.9   151032453.2   151053804.4   

0.3 171055112.5   161030211.4   161046411.1   151048332.3   151079318.6   

0.4 171093889.6   161082867.5   161094983.1   15106213.4   15100275.9   

0.5 171071445.9   161007767.7   161042861.2   151075234.5   151012341.1   

 

Tablo 3. dmKdV denkleminin HPM ile hesaplanan (4.12) yaklaşık çözümünün mutlak hatası  = 0.2, = 0.2b k  

),(),( 4 txtxu   

t x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

0.1 171008137.2   161045717.1   161092661.4   151016573.1   151027596.2   

0.2 171046945.3   161091434.2   161071445.9   151032453.2   151053804.4   

0.3 171055112.5   161030211.4   161046411.1   151048332.3   151079318.6   

0.4 171093889.6   161082867.5   161094983.1   15106213.4   15100275.9   

0.5 171071445.9   161007767.7   161042861.2   151075234.5   151012341.1   
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Tablo 1-3 de, dmKdV denklemi için elde edilen yaklaşık çözümlerinin analitik 

çözüme hızlı bir şekilde yakınsadığı görülmektedir. Bu sayısal sonuçlar sadece beş terimde 

bile ( 43210 ,,,, uuuuu ) yüksek hassasiyette yaklaşım sağlar. Eğer serinin terimleri arttırılırsa 

daha iyi sonuçlar alınabilir. 

 

-4 -3 -2 -1 1 2
h

0.0405246

0.0405248

0.0405252

0.0405254

u

 
                             Şekil 2. dmKdV denkleminin HAM ile hesaplanan ),(4 tx  yaklaşık çözüm serisi için h  

  eğrisinin grafiği 
 
Tablo 4. h keyfi parametresinin çözümün yakınsaklık aralığındaki farklı değerleri için dmKdV denkleminin 
HAM ile hesaplanan (4.12) yaklaşık çözümünün ),( txu  analitik çözümüne göre mutlak 
hatası )2.0,2.0,5.0(  kbx  
t h -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 
0.1 91023693.3   101030082.4   151027596.2   101028447.3   9108304.2   

0.2 91021498.6   10100253.8   151053804.4   101000807.7   91080811.5   

0.3 91018964.9   91017468.1   151079318.6   91007282.1   91078222.8   

0.4 8102159.1   91054629.1   15100275.9   91044423.1   81017508.1   

0.5 81051212.1   91091713.1   151012341.1   91081482.1   8104712.1   

 

Şekil 2 de görüldüğü gibi HAM ile elde edilen seri çözümlerde gerçek çözüme en iyi 

yakınsamayı sağlamak için keyfi h parametresinin grafiği çizilerek seri çözümün yakınsaklık 

aralığı yaklaşık olarak  6,04,1  h   bulunmuştur. Tablo 4 de bu aralık içerisinde h 

parametresine değerler verilerek en iyi yaklaşımın hangi noktada olabileceği hesaplanmış ve 

gerçek çözüme en iyi yakınsamanın 1h  değerinde olduğu görülmüştür. Keyfi h 
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parametresinin bu şekilde seçilebilmesi HAM’nin bir avantajı olarak görülebilir. Bu tespitten 

hareketle dmKdV denkleminin HAM ile bulunan seri çözümlerinde 1h  seçilmesi ile  

Tablo 2 den görüldüğü gibi AAM ve HPM’nin aslında HAM’nin özel bir durumu olduğu 

söylenebilir. Bu durum [34,35] çalışmalarında da gösterilmiştir. 

 

a)                                                                        b) 

�1.0 �0.5 0.5 1.0
x

0.0050685

0.0050690

0.0050695

t

uExact

uADM

 

�1.0 �0.5 0.5 1.0
x

0.0050685

0.0050690

0.0050695

t

uExact

uHAM

             
 
 
                                        c) 

�1.0 �0.5 0.5 1.0
x

0.0050685

0.0050690

0.0050695

t

uExact

uHPM

 
                                       Şekil 3. dmKdV denkleminin ),( txu  analitik çözümü ile AAM, HAM  
                                                             ve HPM ile elde edilen yaklaşık çözümlerinin karşılaştırılması 
 
 

Şekil 3 de görüldüğü gibi dmKdV denklemi için elde edilen yaklaşık çözümler 

analitik çözüme hzlı bir şekilde yakınsamaktadır. Bu sayısal sonuçlar sadece beş terimde bile 

yüksek hassasiyette yaklaşım sağlar. Eğer serinin terimleri arttırılırsa daha iyi sonuçlar 

alınabilir.



 

  

 

6. SONUÇ 

 

Doğada meydana gelen olayların matematiksel modellenmesi genellikle lineer ve 

lineer olmayan diferensiyel denklemler ile açıklanır. Bu gibi denklemlerin doğası hakkında 

bilgi veren analitik çözümler büyük bir öneme sahiptir. Bazen analitik çözümler elde 

edilemeyebilir. Bu durumda bilim adamları yarı analitik metotlar tasarlamıştır. Bu çalışmada 

da kullanılan AAM, HAM, HPM gibi yarı analitik metotlar başlangıç şartı altında serinin diğer 

terimlerini bularak seri çözüme ulaşma esasına dayanır. 

Lineer olmayan denklemlerin sayısal çözümü yapılırken HPM’nun AAM gibi özel 

algoritmalar ve karmaşık hesaplamalar gerektirmediği görülmektedir. Bu durum, daha 

karmaşık lineer olmayan terimler içeren denklemlerin çözümünde HPM’nun bir avantajı 

olarak görülebilir. 

HAM kullanılarak yapılan seri çözümlerde keyfi bir h parametresi ve keyfi bir H(x,t) 

fonksiyonu kullanılır. h parametresinin grafiği çizilerek grafikte yatay doğrunun içinde 

bulunduğu h aralığı seri çözümün yakınsaklık aralığı olarak alınıp bu aralık içerisinde h 

parametresine değerler verilerek gerçek çözüme en iyi yaklaşımın hangi noktada olabileceği 

hesaplanır. Keyfi h parametresinin bu şekilde seçilebilmesi HAM için bir avantaj olarak 

görülebilir. Bu tespitten hareketle dmKdV denkleminin HAM ile bulunan seri çözümlerinde 

1h  seçilmesi ile Tablo 2 den görüldüğü gibi AAM ve HPM’nun aslında HAM’nun özel 

bir durumu olduğu söylenebilir. 
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