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OZET

EN YUKSEK m SKORUN
KARAKTER iZASYONU VE GENELLE STiRIiLM i$

SIRA ISTATISTIKLER I ILE iLiSKisi

OZDEMIR, Olgun

Yilksek Lisans Tezistatistik Bolimi
Tez Yoneticisi: Yrd.Dog¢.Dr. Halil TANIL
Agustos 2010, 56 sayfa

Siralanmg rasgele dgskenler kavrami kullanilarak en ylksek
skorun  birlglkk ve marjinal olasilik yaunluk fonksiyonlari daha ©nce

elde edilmgtir.

Bu cakmada, en yuksekm skorun dgilim fonksiyonlari, momentleri ve
karakteristik fonksiyonlarini iceren bir pya fonksiyonu ortaya konulmu
ayrica, sira istatistiklerinin momentleri,gdem fonksiyonlari ve karakteristik
fonksiyonlarinin yeni yineleme g@atilari ile birlikte en yiksekn skorun

carpim momentleri elde edilgtir.

Bunlara ek olarak, en yuksek skorun; sira istatistikleri, rekor gerler,
k-rekorlar gibi siralanmirasgele désken modellerini iceren genedteilmis

sira istatistikleri ile ilgkileri incelenmitir.

Anahtar kelimeler: En yluksekm skor, genellgiriimis sira istatistikleri,
yineleme bantilar, karakteristik fonksiyonlar, Meijen G-fonksiyonu,

momentler, rekor modeller, sira istatistikleri
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ABSTRACT

CHARACTERIZATION OF TOP m SCORES
AND THEIR RELATION

WITH GENERALIZED ORDER STATISTICS

OZDEMIR, Olgun

MSc in Statistics
Supervisor: Dr. Halil TANIL
August 2010, 56 pages

Using the concept of ordered random varghle joint and marginal

probability density functions of topmscores have been derived previously.

In this study, a structure function coniag distribution functions, moments
and characteristic functions of tap scores is revealed; also, new recurrence
relations of the moments, distribution funo8@and characteristic functions of

ordinary order statistics, with the product motsesf topm scores are obtained.

In addition, the relations betweep tm scores and generalized order
statistics which include the models of order@udiom variables such as ordinary

order statistics, record values akdecords are investigated.

Keywords: Top m scores, generalized order statistics, recurregletions,
characteristic functions, Meijer’s G-function, memts, record models, ordinary

order statistics
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1 GIiRiS

Siralanmi rasgele d@8skenler teorisi, istatigtin bircok alaninda ve
uygulamasinda ©6nemli bir yere sahiptir. Sollarda siralanngi istatistiksel
verilerle ilgili caitli konularda bircok caima yapilmakta ve siralargmi
rasgele d@skenler teorisine artan ilgiyle beraber bu dlrhizli bir gelime

sglanmaktadir.

Guvenilirlik analizi (reliability atysis), sgakalim analizi (survival
analysis), ygam suresi analizi (life-time analysiggpk modelleri (shock
models), finansal ekonomi (financial economiagibi istatistiksel uygulama
alanlarina ve farkh goOsterimlere sahip sitie siralanmg rasgele dgsken
modelleri vardir. Ornek olarak, sira istdtleri (ordinary order statistics),
II. tar ilerleyen sansurlenmisira istatistikleri (progressively type lersored
order statistics), rekor gerler (record values) verilebilir.

Siralanmgi  verilerin  kullaniminin  énemli oldu bircok alanda sira
istatistikleri geni uygulama alanina sahiptir. Sira atistikleri, yeterli
istatistikler olma Ozellikleri sayesindestatistiksel c¢ikarimlarda, tahmin
teorisinde, hipotez testlerinde, paraiketolmayan arallk tahmininde,
ayrica, mukavemet testleri (testing atrength of materials), sgn
analizi (life-time studies), guvenilkli analizi gibi alanlarda yaygin
olarak kullanilmaktadir. Literaturde, sirgstatistiklerinin (ordinary order
statistics), airhikli olarak momentlerine gkin pek c¢ok cajma bulunmaklia
birlikte, dailim fonksiyonlari ve Kkarakteristik fonksnlarina ilgkin de
calismalar  bulunmaktadir.  Joshi (1973), a sir istatistiklerinin ~ dalim
fonksiyonlari arasindaki yinelemegpatilarinin (recurrence relations) yaninda,
sira istatistiklerinin tekli momentlerinirve karakteristik fonksiyonlarinin
yineleme bantilarini  da iceren Ozellikler verti. Khan vd.. (1983),
herhangi bir dalimi ele almadan, sira istatistiklerinirekli momentlerinin
bulunabilecgi genel sonuclar vergnive bu sonuglar kullanarak bazi
dagihmlar icin  yineleme [gantilari elde etmierdir. Balakrishnan ve
Malik (1986), lineer-Ustel gdim icin, sira istatistiklerinin gam
momentlerinin  agik bir ifadesini eldetmis, ayrica sira istatistiklerinin
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tekli ve carpim momentleri igin yinelemiesgintilar elde etngierdir. Lin
(1988), sira istatistiklerinin iki farklimomenti arasinda lineer skiier
tanimlayarak, bunlarn bazi glanlar icin karakterize etgtir. Kamps
(1991), bazi daimlannr iceren dalim fonksiyonu sinifi icin sira
istatistiklerinin momentleri arasinda genel bingteme baintisi elde etmtir.
Thomas ve Samuel (1996), ilk olardkshi ve Balakrishnan’in (1982)
ortaya koyms oldugu, sira istatistiklerinin  carpim momenilarasindaki
onemli bir yineleme @ntisinin, bazi belirli durumlar icin datzgik ve
basit formda ifadeler elde egierdir. Saran ve Pushkarna (1998), sira
istatistiklerinin dg@ilim fonksiyonlarinin ve momentlerinin lined@agintilarini
iceren Ozellikler elde etglerdir. Yine Samuel ve Thomas (2000), Josia
Balakrishnan’in (1982) yineleme goatisinin  daha getiriimis alternatif
bir  halini turetnglerdir. Ozellikle, bircok agarmaci, momentlerin
hesaplanmasi i¢in gereken birbirindengilmgiz glem sayisinin azaltiimasi
amaclyla sira istatistiklerinin momentlesirasindaki yineleme pentilariyla
ilgilenmislerdir. Bunlar arasinda, Cole (1951), Srikan{d®62), Govindarajulu
(1963), Krishnaiah ve Rizvi (1966), Joshi Balakrishnan (1982), Malik vd..
(1988), Arnold vd.. (1992) verilebilir.

Sira istatistikleri teorisindeki geheler, siralanmgi bir veri dizisinde
birbirini izleyen uc¢ degerler olan rekor gerler (record values) uzerine
yapilan cakmalarin artmasini gemistir. Rekor dgerler ve rekor dgerlere
dayal bircok istatistik, meteorolojik analimé¢teorological analysis), hidroloji
(hydrology), madencilik (mining), guvenilklianalizi, spor, ekonomi, dal
afetlerin tahmini, stres testi (stress testingpi alanlarda ve belirli bir Grln
parcasinin ya da bir drundnsag@m suresi ile ilgili problemlerde 6nemli
olmaktadir. Rekor derler ve Ozellikleri literatirde genibir sekilde
calisiimistir. Matematiksel teorisi Chandler (1952) afexdan bglatilan rekor
deserlerin, d&hm teorisi ve c¢#tli Ozellikleri hakkinda, Glick (1978),
Galambos (1978), Nevzorov (1987), Nagaraja (198&lakrishnan ve Nevzorov
(1998), Arnold vd.. (1998, 2008), Nevzorov (2D0 Ahsanullah ve Nevzorov
(2001), Ahsanullah (2004) tarafindan kapsarmicelemeler yapilngtir. Son
yillarda rekor dgerler Gizerine bir¢cok ¢aima yapilmgtir. Bu calsmalar daha cok,

¢esitli yasam suresi (life-time) verileri ve rekor gdelere dayall istatistiksel
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cikarsama (lzerine yapikhr. Ornegin, Bairamov (1997), ust rekor gkrlere
iliskin asan istatistikleri ele almi ve tekdize dalim icin karakterizasyona
yer vermgtir. Bairamov ve Eryllmaz (2000), rekoesik modellerini ele
alarak, bazi gan istatistiklerin kesin ve asimptotik glamlarini elde etngierdir.
Bairamov ve Eryllmaz (2001), rekor gddere ilgkin invaryant guven
aralklarina ait bazi sonuclar elde aterdir. Bairamov ve Kotz (2001), keyfi
bir daihm icin rekor dgerlere dayali san istatistiklerin dalimini
incelemilerdir. Ahmadi ve Balakrishnan (2004), rekorive rekor araiina
dayali kuantiller ve kuantil araliklari iciparametrik olmayan guven araliklari
elde etmylerdir. Bairamov vd.. (2005), bir rekor eggrin ortak dgisken
olan bitsik rekor dgerleriyle fonksiyonunun regresyonunu ustetitien icin
karakterize etmglerdir. Ahmadi ve Doostparast (2006), Ust rekogeaitkere dayall
iki parametreli bazi wam dgilimlari icin Bayesgil ¢cikarimlar elde etgterdir.
Bairamov ve Stepanov (2006), zayif rekogetkerin bliylik sapmalari igin
limit teoremi vermilerdir. Sultan (2007), modifiye Weibull vyeg-gamma
dagihmlarindan gelen rekor gerlerin tekli ve carpim momentlerine ait
yineleme Dbgintilari vermgtir. Ragab vd.. (2007), Pareto gdanindan gelen
rekor degerlere dayali Bayesgil cikarim Uzerine galglardir. Wu ve Tseng
(2007), ilk n adet Ust rekor gere bl olarak Weibull dgiliminin sekil
parametresine #kin guven araliklan verrglierdir. Bairamov ve Khan (2007),
keyfi bir d&hlm icin, yakinsama oranlariyla biték rekor dgerlere
dayali aan istatistiklerin kesin ve limit gamlarini elde etmglerdir.
Baklizi (2008), mevcut verinin rekor gerler formunda olmasi durumunda,
stres-mukavemet guveniliglnin tahmini problemini ele algtir. Khan ve
Zia (2009), Gompertz gaumindan gelen Ust rekor gaelerin tekli ve
carpim momentlerine gkin yineleme bgintilari, ve rekor dgerlerin kaullu
beklenen dgerlerini  kullanarak bu @dm icin karakterizasyon elde
etmislerdir. Ayrica, rekor istatistikleri (recordtatistics) kullanilarak gdi
uygulama alanlarinda, Devroye (1988),ardahi-Noubary (1990), Kamps
(1994), Pfeifer (1997), Sibuya ve Nishimure@94I), Munasinghe vd.. (2001),
Vogel vd.. (2001), Barlevy (2003), Benestad(d2), Madi ve Ragab (2004),
Barlevy (2005), Jain ve Krug (2005)Redner ve Petersen (2006),
Soliman vd.. (2006), Gembris vd..0d2), Madi ve Ragab (2007),
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Davidsen vd.. (2008), Pisarenko veéRodkin (2008), Majumdar ve
Ziff (2008), Kundu vd.. (2009) tarafimdabazi ¢cakmalar yapilmgtir.

Rekor dgerlerin kendileri dgil de ikinci veya tcuncu gibi ardk k'inci en
blyuk deerler ile ilgileniliyorsa bu durumdak pozitif bir tamsaylr olmak
Uzere, Dziubdziela ve Kopdski (1976) tarafindan ileri surilek-rekorlar
(k-records) modelinin kullanilmasi ygun  olmaktadir. Literattrde
k-rekorlarin, daha c¢ok momentlerinin skileri Gzerine birtakim caimalar
yapiimakla birlikte, k-rekor istatistikleri Kk-record statistics) Uzerine
bircok calgma yapilmgtir. Grudziéé ve  Szynal (1985), usk-rekorlarin
(upper k-records) dalm fonksiyonu icin yineleme  @atisi elde
etmiglerdir (Bieniek ve Szynal, 2002). Grighz ve Szynal (1997), Ust
k-rekorlarin  momentlerini, tekdize ve Ustedgilim icin Kkarakterize
etmilerdir. Pawlas ve Szynal (1998, 1999hzib d&limlardan gelen (st
k-rekorlar icin yineleme Batilari vermglerdir. Ragab (2001), lineer-
Ustel d@limdan gelen Ust k-rekorlarin  momentleri arasinda yineleme
bagintilarina ulamistir. Bieniek ve Szynal (2002), bazdagilimlardan
gelen Ust k-rekorlar icin  yineleme pmtilari  vermglerdir. Bieniek
ve Szynal (2007), usk-rekorlarin momentleri icin, birincil tUiStirling
sayllann cinsinden acik bir formilermglerdir. k-rekorlar hakkinda
ayrintill bilgi icin Galambos (1978), Wmwrov (1987) ve Nagaraja (1988)

tarafindan yapilan derlemelere bakilabilir.

Genellgiriimis sira istatistikleri (generalized orderatistics), Kamps
(1995a) tarafindan, farkli gosterimlerde ve beryzgnlarda olan, sira istatistikleri
(ordinary order statistics), rekor gdder ve k-rekorlar gibi siralanngi
rasgele dasken modellerini teorik @dim anlaminda genel bir cat
altinda birlgtiren ve bu modellerin sgi dagihmsal ve moment
Ozelliklerini indirgeyebilen, ayrica tum sirafa rasgele dgisken modellerini
icerdigi disunulen bir kavram olarak ortaya konugton Genellgtirilmis
sira istatistiklerinin parametrelerinin 6zelraimlarina goére sira istatistikleri,
rekor degerler, k-rekorlar gibi cgtli alt modeller elde edilebilmektedir.

Genellatirilmis sira istatistikleri icin gecerli olasonu¢ veya cikarimlar



5

alt modelleri icin de gecerli olmaktadiKamps (1995b), “A Concept of
Generalized Order Statistics” isimli kitabindaralanmy rasgele daéskenlere
iliskin inceleme ve sonuclarasitk disiplinlere iliskin uygulamalara, klasik
sira  istatistiklerinin momentleri icin yineleme antilarina  ve
karakterizasyonlara yer vergtir. Genellgtirilmis sira istatistikleri ve 0Ozel
durumlarina ait bazi sonuglar icin, iBea (2003) ve AL-Hussaini (2004)

tarafindan yapilngiderlemelere bakilabilir.

Siralanmi rasgele dgskenler kavrami kullanilarak, rekor géler ve
k-rekorlar  modellerinin  genefkrilmis bir hali olan ¥ inci guncelleme
sonrasi en Yyuksekm skora dayali sira istatistikleri” nedd ilk kez
Tanil (2009) tarafindan cglmis olup en yuksekm skorun birlgk ve

marjinal olasilik y@unluk fonksiyonlari elde edilrgir.

Bu cabmanin ikinci boéliminde, sira istatistiklerekor dgerler,
k-rekorlar, geneligiriimis sira istatistikleri ve en yiksek skor
hakkinda literatiirdeki bazi genel bilgileerilmistir. Uclincii boélimde, en
yuksek m skorun dahm fonksiyonlar, momentleri ve Kkhtaristik
fonksiyonlarini iceren bir yapr fonksiyonortaya konulmy ayrica, sira
istatistiklerinin momentleri, @gd&im  fonksiyonlari  ve  karakteristik
fonksiyonlarinin yeni yineleme pwtilari elde edilmitir. Dordiinci  bolimde
ise en yuksekm skorun carpim momentleri elde editimi En ylksek m
skorun genellgiriimis sira istatistikleri ile ikileri, ve genellgtiriimis sira
istatistiklerinden hareketle en yiksek skorun marjinal olasilik goinluk
fonksiyonunun farkl bir aciliminin eldedilmesine hgnci boélimde vyer

verilmistir. Calismada elde edilen bulgular ise altinci b6limde westir.
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2 SIRALANMI §  RASGELE  DEGISKENLERE  iLiSKIN

MODELLER

Bu bolimde, siralanmrasgele dgisken modelleri olarak sira istatistikleri,
rekor dgerler, k-rekorlar ve bu modelleri iceren geagilliimis sira
istatistikleri hakkinda birtakim bilgiler skecek, ayrica en yiksekn skor

uzerinde durulacaktir.

2.1 Sirdstatistikleri

Xy Xy, X, , birbirinden b&imsiz ve ayniF(x) dasilim fonksiyonuna
sahip (i.i.d.) rasgele @skenler olsun. Bu rasgele ggkenler buyukliklerine

gore artacaksekilde siralansin. Bu durumda,, < X,,<...< X, siralanmy

rasgele dgiskenleri, X__, r'inci sira istatisiine kagilik geleceksekilde “sira

istatistikleri“ olarak adlandirilirlafr =1,2,...n ). Burada, X, X,,..., X, rasgele
desiskenleri birbirinden bhamsiz ve ayniF(x) dasilim fonksiyonuna sahip

iken, X,, <X, <..< X, sira istatistikleri, aralarindakisitsizlik iliskileri

nn

nedeniyle bgmh olacaktir. En kicik ve en buydkras istatisgi ise

sirastyla X,,, =min{ X,..., X} ve X, =max{ X,,...X,} seklinde tanimlanir.

Sira istatistikleri kavrami tanitkthn sonra sira istatistiklerine sKin

olasilik ygunluk ve d&ilim fonksiyonlari verilebilir.

X, X,,..., X, rasgele daskenleri, f(x) olasilik ygunluk fonksiyonu

ve F(x) birikimli dagihm fonksiyonuna sahip mutlak sirekli iitleden
gelen rasgele bir 6rneklem olsur<1,2,...n olmak GzereX,,, ile tanimlanan
r'inci sira istatisginin dagilim fonksiyonu F, (x) ile g0sterilsin. Boylece,
Xpn =max{ X, ,...X,} olarak tanimlanan v€, (x) ile gésterilen en buyik sira

istatistiginin dagilim fonksiyonu,
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F.()=P{ X, <% =Hmaxq{ X,...X} < X
=P{tum X; ‘ler < ¥
=P{X, < x X< x...,X < ¥
“P{X, <} A%<} H X5 X
=F(x)F(x)..F(X)
:{F(x)}n' —00 < X< 00 (2.1)

seklinde elde edilecektir (David, 1970).

Benzegekilde, X,, =min{ X,,..., X } olarak tanimlanan vé&,(x) ile

gosterilen en kicuk sira istat@hin dasilim fonksiyonu,

F(x)=P{X,<%=Hmin{ X,.., X} < ¥
=1-P{timX; ler %
=1-P{X, > % X, > X..., X, > ¥
=1-P{X,>% A %> }..K x> ¥k
=1-[1-P{x <} ][1- A %< }].[ = R X< K
=1-[1-F ()|[1-F (%) - [+ F & )
:1—[1—|:(x)]”, —00< X< 00 (2.2)

seklinde elde edilir (David, 1970).

En blyuk ve en kicik sira istatistikler marjinal d&ilim fonksiyonlari

sirastyla (2.1) ve (2.2)'de edildikten sonizr <n olmak tzere X, olarak

gosterilenr. sira istatisg@inin dagilim fonksiyonuF, (x) " e,

F()=P{X,<%
=P{X,, X,,..., X, lerden en az tanesi ten kiiciik veyt e
=P{r taneX; < x veyar+ 1)tan¥ <x veya...vaya etafi< x}

I M GO ORI 23

seklinde ulailir (David, 1970).



Binom toplamlari ve tamamlanmantieta fonksiyonu arasindakiskiye

gore, (2.3) gtligi ile verilenr'inci sira istatisgiinin dagilim fonksiyonuF, (x) ,

F(X) =g, (r,n=r+1), (2.4)
seklinde de yazilabilir (David, 1970). Burada,

— —1p -1pq_ pb-1 _l “1gq _ p\b-1 _(a_l)!(b_l)!
|, (a,b) = (B(a b) J;fj‘ a-19"* ve B(a,b)—J;t"* 1-1) dt——(a+b_1)! .

r'inci sira istatisfiinin olasilik ygunluk fonksiyonu ise (2.4)s#li ginden

hareketle,

F(x)

-1 d ' @A-t)" " dt
B(r,n—-r+1)dx

1

_B(r,n—r+1)

f. (%)

0

[FOO " [1-FX"™ f(X), —w<x<eo (2.5)

seklinde elde edilir (David, 1970).

1<r<s<n, —o<x< y<o olmak Uzerer. ve s sira istatistikleri olan

X., ve X, rasgele dgiskenlerinin ortak olasilik ygunluk fonksiyonu,

_ n! r-1 _ s-r-1
)= e g PO TR = RO
xf(y)A-F(y)" (2.6)

olarak verilmgtir (David, 1970).

lsn<r,<..<r,<n ve k<n olmak uzere, X, <X <..<X,  Ile

gosterilen k tane sira istatigiinin ortak olasilik ygunluk fonksiyonu ise,



_ n! -1 _ )
oo (% X sy )ﬁ)'(r1—1)!(r2—r1—1)!...¢1—rk)!(F()m (F(%)- F(x)J

X(F (%) = FOQ)* ™. (1= F O )N ™ £0¢) f(%).. T (%)
2.7)

seklinde elde edilmgtir (David, 1970).

r'inci ve s'inci sira istatistikleri olanX,,, ve X, rasgele dgskenlerinin

ortak  d#@hm  fonksiyonu, (2.6) siliginde verilen ortak olasilik
yogunluk fonksiyonunun integrali alinarakbulunabilecgi gibi kesikli

durum icin Kr <s<n olmak tzere,

o= ¥ n

i=r j=max(0s—i )i ! J I(n —i - J)I
x(F(X))' (F(Y) = F(Q)' @ F(y)'™™, x<'y

veF (X Y) = K(y), x= Yy (2.8)

seklinde de verilmektedir (David, 1970).

Bunlarin yani siran tane sira istatiginin ortak olasilik ygunluk

fonksiyonu,

fo n(Xp Xpeas X)) = n!|j f()g), X< X< . X (2.9)

dir (David, 1970).
2.2 Rekor Degerler

X Xy X, X,y .. birbirinden bgimsiz ve aynF(x) surekli d&ilim

fonksiyonuna sahip  rasgele gigkenler dizisi olsun.U(1)=1 ve
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u(n)= min{i i>U(n-1), X, > X,y N> } rekor zamanlarini gostermek

Uzere, {xu(n), nz]} dizisinin elemanlari, ust rekor ggeler (upper record

values) olmaktadir.

Rekor dger kavrami aciklandiktan sonra rekorgelderin marjinal olasilik

yogunluk ve dgilim fonksiyonlari verilebilir.

Xy, X,,..., X, rasgele dgskenleri,{ X, i=3} dizisine dayalif (x) olasilik
yogunluk fonksiyonu veF(x) birikimli dagilim fonksiyonuna sahip mutlak
surekli bir kitleden gelen rasgele birneklem olsunX; ,, X, )Xy

seklinde goOsterilen ilkn adet Ust rekor dgerin ortak olasilhk ygunluk
fonksiyonu, R(X) =-In(1- F(X) ve r(x)=iR(x)=M, O<F(x)<1
dx 1-F(X

olmak Uzere,

n-1

RAUCIRAOTE )(U(n)(xl’xz"")%):(u r()g )j f()ﬁ) (2.10)

seklindedir. n'inci Ust rekor dgerin marjinal olasilik ygunluk fonksiyonu ise,

1
(n-1)!

froo (x) =

[ROY]™ f(R, —o<x<eo  (2.11)
olarak verilmektedir. Ayrican inci tst rekor dgerin dailim fonksiyonu,
X o1 j
Fo(x)=1- (1- F(x))zﬁ[ R(X)] (2.12)
j=0 £

seklinde ifade edilmektedir (Chandler, 1952; Nagarap88).
2.3k-Rekorlar

Rekor dgerlerin u¢ dgerler olarak gozlemlengii bir dizide, k pozitif bir

tamsayl olmak uzere, ikinci veya Uc¢uncui gibdsik k'inci en buyudk ug
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deserlerle ilgilenilen durumlar vardir. Orgi@, hayat da sigortalara ikkin
birbirini takip eden sigorta tazminat fak¥i, en yiksek su seviyeleri veya
en yuksek sicakliklar gibik pozitif bir tamsayr olmak utzere, bir dieki
k'inci en blyuk uc deerleri dikkate alarak, Dziubdziela ve Koposki (1976),

asagldaki k- rekorlar modelini 6nerrgierdir.

X, X,,..., X, rasgele daskenleri, f(x) olasilik ygunluk fonksiyonu
ve F(x) birikimli dagilim fonksiyonuna sahip mutlak sudrekli Wtleden

gelen rasgele bir 6rneklem olsuiX,, X,,,..., X ise, X, X,,.., X,

orneklemine dayali sira istatistiklemlsun. k=1 koulunu sglayan
bir k pozitif tamsayr sabiti icin,U,(1),U,(2),... dizisi, U, @)=1
ve U, (n)= min{ 12U, (=1 X, > X0 ey, ey ke N> ]} kosullarini

sglayacak sekilde {X nz]} dizisine dayall ustk-rekor zamanlari olmak

nl

.. (k) — . .. - (k) e ..

uzere, Y = Xy (mu (pskar N21ilE gosterllen{Yn : nz]} dizisinin elemanlari

“list k-rekorlar” olarak adlandirilirlar. Burad&,=1 igin Y® = X, ., yazilacak
n Uy (n)

olursa, {X;, i=1 dizisine ait Ust rekor pieler elde ediimektedir.

Ayrica, Y = X, =min(X,..., X ) oldusu agiktir.

Y™ ile gosterilen Ustk-rekorlarn  marjinal olasilik  ganluk

fonksiyonu,

kn
(n-1)!

f0 () = [-log@- F ()" [1- F(x)]" f(x), n=1,2,.. (2.13)

olarak  verilmektedir. Y ve Y®  seklindeki st k-rekorlarin ortak

olasilik ygunluk fonksiyonu ise, £ m< n olmak Uzere,

n

(m-1)!(n- m-1)!

g (%) = [log(1- F(x))- log(t- F ()]
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m1 | (X)

1_F(X)[1_ F (y)] ) f(y), x<y (2.14)

x[~log(1- F (x))

seklindedir (Dziubdziela ve Kopatski, 1976; Grudzig, 1982).
Ayrica, Y9, Y9, .., Y9 ile gosterilen Ustk-rekorlara ait  ortak

olasihk ygunluk fonksiyonu,—eo < x; < X, <...< %, <00 iGin,

= f(x)
'''' E l_F()ﬂ)

Jk”[l— Fo ™ f(x), (2.15)

dir (Ahsanullah, 2004).
2.4 Genellgiriimi s Sira Istatistikleri

Sira istatistikleri, II. tur ilegen sansirlenmpisira istatistikleri, rekor
deserler, k-rekorlar, Pfeifer’in rekor modeli (Pfeifer’s redanodel), arduk sira
istatistikleri (sequential order statistics) gifasitli siralanmg rasgele désken
modelleri vardir. Tum bu siralangmirasgele dgsken modelleri veya bu
modellerin uygun birsekilde kisitlandirilmy versiyonlari, geneli@riimis sira
istatistikleri modelinde bulunmaktadir. Genglilelmis sira istatistikleri uygun
parametre durumlarinda alt modellere iretiepilmektedir. Genelarilmis
sira istatistikleri modeli icin elde edilen timnsglar, ilgili parametrelerin secimi
ile, alt modellere uygulanabilir. Genglieglmis sira istatistiklerinin tanimi,
“uniform genellgtirilmi s sira istatistikleri” nin tanimindan hareketlepyabilir.

Tum rO{1,2..n-} degerleri igin y, =k+n-r+M, >0 olmak

uzere, nON, k>0, m,.m_ 00, M =)»m ve nz=22 icin

m=(m, m,..., m,) olsun. r=1,..n icin U(r,n,m,k) rasgele daskenleri

O<u, <..<u, <1 iliskisini sgzlayacaksekilde,

foenmO-o@amoy ,..u,)= k(rl VJJ(H (I~ y, T‘J (-4 )" (2.16)
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ortak olasilik ygunluk fonksiyonuna sahip olduklarinda “uniform gieirilmi s
sira istatistikleri” olarak adlandirilirlar (Kampk995a; 1995b).

Yukarida verilen tanimdan niso kuantil dongiimi  (quantile
transformation) kullanilarak keyfi birF  dgilim fonksiyonuna dayal

genellgtiriimis  sira  istatistikleri  tanimlanabilirr =1,...n icin  mutlak

surekli F dailim fonksiyonu ve f olasilik  y@gunluk fonksiyonuna
bagl olarak, X (r,n,m k)= F*(U(r,nm K seklinde tanimlanan rasgele

degiskenler, “genellgtirilmis sira istatistikleri” olarak adlandirilirlar
2.4.1 Marjinal ve ortak olasilik ygunluk fonksiyonlari

Kamps (1995a; 1995b), galmsinda X(1,n,Mm k), X(2,n,M, k),
...X (n,n,Mm, k) genellgtiriimis sira istatistiklerinin ortak olasilik ogunluk

fonksiyonunu,F*(0) < x, <...< x, < F* (1) olmak Uzere,

f @R XMNMB )= k(ij Vi )( - F OO f(>.<)j

x (1= F (%) F(x,) (2.17)

seklinde  vermektedir. Yine ayni galasinda, m=m=..=m_,=n
icin X(r,n,m k) ile gosterilen f'inci genellgtiriimis sira istatisgii” nin

marjinal olasilik ygunluk fonksiyonunu,
f XM oy = G 1-EGN" ™ f(x F - 2.18
(¥ —(r_l)![ )" F(] g (F(R)] (2.18)
seklinde vermgtir. Burada, c,_, = rj Y, ¥ =k+(n-i)(m+1), r=1,2,...n,

Lo
6,(0= (3~ h©), ho={ mea® P M1 000,

—-log(1- x), m=-1

dir.
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Kamps (1995a; 1995b), emlasinda ayrical<r<s<n, x<y igin

X (r,n,m K ile X (s nm K genellatiriimis sira istatistiklerine #kin ortak

olasilik ygunluk fonksiyonunu,

X (r,n,mk), X(s nm B _ Coy B m r-1
f (0= _1)!(S_r_1)![1 FOI"[ g (F(X)]

x[ha (F(y)) = ha( FOD]™ 7 [21- RO (R (Y
(2.19)

olarak vermektedir.

Kamps ve Cramer (200]>§,(r,n,r~n, k) genellgtiriimis sira istatisgiinin

olasilik y@unluk fonksiyonunu, ¢, = l_l Vi, <i<r<n icin
j=

r

a(r)= |_| QAW =%)), a,.(r):ﬂuzl ve Ui #j icin ) # )y, olmak tzere,

J=L1%

o) =6 f(x)z a(n-FeY™  (2.20)

seklinde  vermlerdir. X (r,n,Mm k) ve X(snmK genellgtiriimis sira

istatistiklerinin ortak olasihik  yonluk fonksiyonunu ise, <Ir <s<n,

S

r+l<js<s igin al’(s)= |_| 1/(y -y,) olmak uzere,

i=r+1) #j

pronmoxEnTie, x) = cs{_i aV(SG_:E&;j ]

N v () f(x,)
x[ Ya (na-Fx))
@""(”( %) j(l—F(x ) a-F o)

(2.21)

seklinde ifade etnsierdir.
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Cramer ve Kamps (2003), daha sorig,r <n igin, r. genellgtiriimis

sira istatisii X (r,n,m K)’in olasilik ygunluk fonksiyonunun farkli bir

gosterimini, y;,...,y, > 0 parametreler olmak lzere,

VireoniV,
1.y -

Jf(& x00 (2.22)

f x(r,n,ﬁ’l,k)(x) = (lL_l yj ] Grrr0|:|_:( X)

seklinde, Meijer’in G- fonksiyonu cinsinden elde &fierdir. Burada,

dz, (2.23)

secilmg belirli parametrelere dayali Meijerin f@iksiyonu olmaktadir ve

Meijer’in G-fonksiyonu,

. " (b -2, ra-
a, ’ap}' I U ] Tk R VY

i 277' L |_|?=m+1r(1_bj + Z)l_l jp=n+1r(% - 3

(2.24)

biciminde, Mellin-Barnes tipindeki integralle tanimlanmaktadir. Meijer’in
G-fonksiyonu hakkinda ayrintili  bilgi icigrdélyi vd.. (1953), Luke (1969),
Mathai ve Saxena (1973), Mathai (1993Mathai ve Haubold (2008)
tarafindan yapilmiolan calsmalara bakilabilir.

2.4.2 Marjinal dggihm fonksiyonu

Kamps (1995a; 1995b),rO{1..n}  icin, X(r,n,Mmk r'inci
genellgtirilmi's sira istatis@iinin dagilim fonksiyonunu,m =...= m_, varsayimi
altinda, keyfi birF dasilim fonksiyonuna bgi olarak,

oK r-1 1
Fx(r,n,m, )(X) =1- q_l (1_ F(X))km_r_Mr z

e i |
i=01"C, 4

ERGE) (2.25)
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seklinde vermitir. Burada,x0[0,1) igin,
1 1
(- (- x)™), m# -1
m+1
On(X) = 1
Iog(—j, m=-1
eve, =11y, r=1..n vey, = (2.26)

olmaktadir.

r'inci genellgtiriimis sira istatisiinin dagilim fonksiyonunun farkh

bir gosterimi ise Nasri-Roudsari (1996)ratendan verilmgtir. rD{l,...,n},

m=..=m_=m>-1ve F keyfi bir dggilim fonksiyonu olmak lzere,
X(r,n,m,K) — 2
F (X) = Il_(l_F(X))mﬂ(r, m+1j, xO0 (2.27)

p

seklindedir.  Burada, 1 (a,b)=(B(a b))‘lj t1@- 0", ab> 0, pO[ Of
0

olmaktadir.

Kamps ve Cramer (2001) , iseyaptiklari calmada, r'inci

r
genellgtiriimis  sira  istatigtinin ~ da&ihm  fonksiyonunu, Cf-lzl_lyi'
j:

1<i<r<n icin a,.(r):_hA(ll(yj—yi)), q(r)=r|D:1 ve [i#] icin

21,)%#

¥, # y, olmak Uzere,

F Xm0 =1 q_liﬂ(l_ FOOY  (2.28)

biciminde tanimlangiardir.
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ve Kamps (2003), keyfiozitif model parametreleri ile

Cramer
istatistiklerinin - @dim  teorisini  olgturmuslardir.

genellgtiriimis  sira
X(r,n,m k)'in daihm fonksiyonu icin, Meijer'in G-fonksiyamu iceren

asagidaki integralli gosterimi elde etgberdir:

FX("“’m'k)(x):l‘( r y-] | Feol h las oo (2.29)
D ) J-o * vi—-L..y -1
Burada,G{”r{s ok }= 1_[ r > dz dir.

vi—-L..y -1 2m/ |—| ;:1(Vi -1-2)

ayricé2.29) formualinden hareketle,

Cramer ve Kamps (2003),
fonksiyonuna g  olarak,

V...V, parametreleri ve F  da&ilim

genellgtiriimis sira istatistiklerinin ~ gdim  fonksiyonlari arasinda, ayni

zamanda olasilik yonluk fonksiyonlari ve momentler igin de gdi; olan

asagidaki yineleme bantisini elde etmgierdir:

W = FL 9 () =y Bl ™ (0 -y F R, xOO. (2.30)

----- %)

Burkschat ve Lenz (2009), gengitémis sira istatistiklerinin dalim
ve Kamps (2003)"In eldegetsonuclara dayali

(2.22)'ye benzegekilde,

teorisine ilgkin  Cramer
olarak, X(r,n,m K)in dalm fonksiyonunu

dogrudan Meijer’in G-fonksiyonu cinsinden,

FXrnm¥ (x) :[r' yjjq:jfﬂ[E(x)|yl+1,...,y, +1,1,x00 (2.31)
j=
seklinde ifade etrgierdir.
Cramer (2009), csinasinda Hermite interpolasyon polinonile

genellgtiriimis sira istatistikleri arasindaki skiyi ortaya koyan gagidaki

esitli gi vermektedir:



Burada,

dir.
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—X(r,n,mK

F(0)=F..p) » TON, xO0O (2.32)
: |L|_(0—yv)_»

R O)=) F——F" (%)
T

2.4.3 Momentler

Birgok

arasindaki

argirmaci, siralanngi  rasgele  dgskenlerin  momentleri

yineleme @datilariyla ilgilenmgtir. Yineleme  bgntilarina

genellikle, momentler icin elde edilen agideler kullanilarak ukalmistir.

Indirgeme bgintilarinin elde edilmesinin énemineskin asagidaki nedenler

siralanabilir:

()

(ii)

(iii)

(iv)

Momentlerin hesaplanmasi icin gerekenbibirden b&imsiz
(dogrudan) yapilan siem sayisini azaltmalari ve boylegemleri
kolaylastirarak slemlerin d@grulugunu arttirmalari;

Yuksek mertebeden momentleri sidki mertebeden momentler
cinsinden kullaryli olacaksekilde ifade etmeleri ve boylece yuksek

mertebeli momentlerin hesaplanmasini kolgtyienalari;

Momentlerin hesabinin kontrol edilmesi igidukca kullargl

olmalart;

Moment Ureten fonksiyonlarin elde edilmesinege dgilimlarin

karakterize edilmesinde kullghiolmalari.

Genellgiriimis sira istatistiklerinin - momentlerineliskin  yineleme

bagintilari,

alt modellere uygulanabilenengl sonuclar verdikleri igin
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onemli olmaktadirlar (Al-Matrafi, 2006). Gelggliriimis sira istatistiklerinin
momentleri Uzerine bircok gaha yapilmgtir. Kamps (1995a; 1995b),
genellgtiriimis  sira  istatistiklerinin ~ tekli ~mamtleri arasinda, sira
istatistikleri ve k-rekorlar 6zel durumlarina gkin sonuglari da iceren,
genel bir dgilm sinifina dayal bir yineleme gatisi vermgtir. Yine ayni
calismada, gug slevi (power function), Pareto ve Weibullgdanlari igin
genellgtiriimis  sira istatistiklerinin - momentleriniragik ifadelerini elde
etmistir. Cramer ve Kamps (2000), gengilémis sira istatistiklerinin
fonksiyonlarinin beklenen gerleri icin, sira istatistikleri ve rekor gbrlere
iliskin ¢esitli  Ozellikleri de iceren Rantilar elde etmgierdir. Pawlas ve
Szynal (2001), Pareto, gengtielmis Pareto ve Burr gdimlarindan gelen
genellgtiriimis sira istatistiklerinin, tekli ve rpgam momentleri icin
yineleme baintilari vermglerdir. Kamps ve Cramer (2001), Paretgiic
islevi ve Weibull dagihmlarindan gelen genefl&ilmis sira istatistiklerinin,
tekli momentleri arasinda yineleme giodulari elde etmgierdir. Cramer
vd.. (2002), geneligiriimis sira istatistiklerinin - momentlerinin wigl igin
yeter kagullar elde etmglerdir. Ahmad ve Fawzy (2003), ikiraéan
kesilmis (doubly truncated) bir gédim sinifina ait geneligriimis sira
istatistiklerinin, tekli momentlerine gkin yineleme bgintilarina ulamiglardir.
Cramer ve Kamps (2003), gengiigmis sira istatistiklerinin  tekli
momentini Meijer'in  G-fonksiyonunu icerenntegralli bir ifade olarak
vermiglerdir. Athar ve Islam (2004), genelbir d&hm  sinifindan
gelen genellgirilmis sira istatistiklerinin, tekli ve carpim momerthe iligkin
yineleme baintilar1 elde etngierdir. Al-Matrafi (2006), lineer-tstel gdimdan
gelen genellgiriimis sira istatistiklerinin, tekli momentlerineskin acik ifade
ve yineleme Hantisi elde etmstir. Ahmad ve Al-Matrafi (2006),
genellgtiriimis sira istatistiklerinin tekli ve kollu momentlerine i$kin
yineleme bantilart vermglerdir. Al-Matrafi ve Jawa (2008), iki tHtan
kesilmis surekli d@limlardan gelen geneligriimis sira istatistiklerinin, tekli
momentlerine ait yineleme goatilarina  ulgmislardir. Ahmad (2008),
lineer-tstel dalimdan gelen geneligriimis sira istatistiklerinin, tekli ve
carpim momentleri icin acik ifadeler vangleme bantilari elde etnstir.
Yine, Mahmoud ve Al-Nagar (2009), kmndistel dalimdan  gelen
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genellatiriimis  sira istatistiklerinin, tekli ve carpirmomentlerine igkin

yineleme baintilar elde etnglerdir.

Cramer ve Kamps (2003)'inci genellgtiriimis sira istatisgi
X (r,n,Mm K)in a'ninci momentini,s0(0,1) igin (F7(s))” tanimh olmak

Uzere gagidaki sekilde vermglerdir:

E[X(r,n,mk)]”=[|jy,—jjj(Fl(s»" c;,;{l— %yl_yll """ i J d: (2.33)

2.4.4 Alt modeller

Tum siralanmrasgele dgsken modelleri, genelgirilmis sira istatistikleri
modelinden indirgenebilmektir. (2.17) formiul@&duygun parametre gkrleri
icin, cesitli siralanmsg rasgele désken modellerine ait,sagidaki ortak olasilik

yogunluk fonksiyonlari elde edilebilmektedir.

0 m=..=m_,=0 ve k=1 durumunda (y, =n-r+1, 1sr<n-1
icin), surekli, bgimsiz ve ayniF dasilim fonksiyonuna bgi, X, X,,..., X,

seklinde n adet sira istatigtinin ortak olasilik ygunluk fonksiyonu elde edilir:

() m=..=m_=-1 ve k=1durumunda (y, =1, 1<r <n-1igin),
surekli, b&msiz ve aynF dasilim fonksiyonuna b&i rasgele dgskenlere

dayah X X seklindeki ilk n adet rekor derin, ortak olasilik

U@ ™ (n)

yogunluk fonksiyonu elde edilir:

X@,n-11),.. X (O 11 — i f()ﬂ)
fX@NADX 0N Ly = ] | f(x,),
(% %,) ( (1_F()§))J (%)
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-0 < X <..< X <00, (2.35)

(i) m=..=m_,=-1ve KON durumund&y, =k, 1<r <n-1igin),
surekli, b&msiz ve aynF dailim fonksiyonuna bgl rasgele dgiskenlere
dayali ,,...,Y seklindeki ilk n adet k-rekorun, ortak olasilik goinluk

fonksiyonu elde edilir:

1= 1_F(X)

x[1-F (x,)] " F(x,),
—0 <X < X, <...< X <00, 38)

f X@nLK). X (107 1,|<)(X1 ..... X )= ( (X)) ] "

(v m=R ve k=R, +1 durumunda(y, =n-r+1, 1<r<n-1
icin), c=n(n- R-1)...(m~ R—..— R,— A 1) olmak duzere, IlI. tur ilerleyen

sansurlenmi sira istatistiklerinin ortak olasilik ganluk fonksiyonu elde edilir:

-0 <X <X, <...< % <00, (2.37)

v\  B..B, pozitf reel saylar olmak Uzeren=48-248,-1,
i=1..n-1 ve k=g, durumunda (y, =4 , 1<r<n-1ligin), Pfeifer’in

rekor dgerlerine ait ortak olasilik yunluk fonksiyonu elde edilir:

f X (1,n,MA3,),....X (n,n;mB, )(Xlu 7)% ): ( ﬁl ﬂj J(lrj (1— F (X )jﬂ f ()|( )J

X (L= F (%)™ £(x,),
—0 <X <X, <..< X <o, (2.38)

vy a,..a, pozitif reel sayllar olmak Uzere,
m=(n-i+l)a, -(n-ia,-1 ve k=a, durumunda (y, =(n-r+1)a,,

1<r<n-1icin), ardgik sira istatistiklerinin ortak olasilik ganluk fonksiyonu

elde edilir:
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X(@L=F X)) f(x,),
-0 <X < X, <..< X <00, (2.39)

Asagidaki tablo, bazi siralangnirasgele d#sken modellerinin, hangi
parametrelerle genedf@ilmis sira istatistikleri modelinden indirgenebilgice

gostermektedir:

Tablo 2.1 Genellgiriimi s sira istatistiklerinin alt modelleri

Model M vektorii k parametresi
1. Sira istatistikleri i=1,2,..n— lignm =0 k=1
2. Rekor dgerler i=1,2,..n— Jign m =-1 k=1
1=1,2,..n—=1 j=1ve k=2,

3. Pfeifer’in rekor dgerleri

B >0inm=4-f, -1

- e k=R +1
4.1I. Tur ilerleyen sansurlenmi| ;i — — i -
sira istatistikleri 1=1,2,...n= Tigin m R
k[{1,2,..
5. k- rekorlar i=1,2,..n- Jign m =-1 { }
i=1,2,..n-1veaq,...a,>0 k=qa

6. Ardisik sira istatistikleri

in m = (n- i+1)a, - (n-i)a, -1

2.5 En Yuksekm Skor

X Xypoy Xy s Xy 5-- Dirbirinden baimsiz ve ayni F dagilim ve f

olasilik ygunluk fonksiyonuna sahip surekli rasgel@iglkenler dizisi ve bu
dizinin ilk m elemani bdangic en yiksekm skor olsun.m=1 olmasi
durumunda, ¢ =0 icin, ¢'inci glncelleme sonrasi en yuksek skor, iklast

rekor dgerler ile modellenebilir. X, ,,,, ¢'inci gincelleme sonrasi
mevcut en yiksek skoru gosterecelursa, n=1,2,... icin U(1) =1,
U(n+l1)= min{ j>U(n): X, > )Qj(n)} olmak UzereX, ., in olasilik ygunluk

fonksiyonu aagidaki gibi olacaktir:
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f e (x) =%(—Inf(x))” f(x, x00. (2.40)

Yukaridaki olasilik ygunluk fonksiyonuna sahii, ,.,, rasgele d&skeni,

literattrde (¢ +1)'inci Ust rekor dger” olarak bilinmektedir.

{X} . dizisine dayall olarak, Ust rekorgdeerin genellgtiriimis sekli
olarak gorulebilecek olarf'inci gincelleme sonrasi en yiksek skorun,

dagilim teorisi ilk kez Tanil (2009) tamadlan cakilmistir. ¢0{0,1,2,.}

icin - X{) < X{) <...< X0, {X}. skor dizisine ait/ inci guncellenme

sonrasindaki en yiksekm skordan  okan listeye dayali sira

istatistikleri olsun./=0 i¢cin bu sira istatistikleriX,,...,X 'ye dayall
olarak  olgturulur. /21 iginse; L(0), X,,...,X,lerin en  kigiinin
zaman indeksi vel (t) = min{j > max L ¢- 1)):X, > )(1(;1‘1)} t0{1,2,../}

olmak Uzere,

(XL} O{XE2, . xE0)

uzerine kurulur.r =1,2,..m igin X, “¢'inci giincelleme sonrasi listenin

(m-r+1)'inci en buyiuk deeri” olarak adlandirihr. BuradaX @ in, X
dizisinin ilk m elemanina dayalr'inci sira istatisgii oldugu agiktir. X\ ise, X
dizisinde, gagidaki olasihik ygunluk fonksiyonuna sahig/+ @ci Ust

m-rekoru gostermektedir:

(+1
(1) m

X0 —
f i (x) = ﬁ!

(=In F(x)" F(XY™* (. (2.41)

Tanil (2009), X! < X{) <...< X seklindeki en ylksekm skora

iliskin ortak olasilik ygunluk fonksiyonunu,/ >0 ve m=1 igin,
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m' m(-In K >9)f|f| (¥
4

14 ¢ 4
£ X0 X

" Ko %) = X< %< LS

(2.42)

seklinde elde etngtir. “ ¢'inci glncelleme sonrasi en yuksekskora dayal sira

istatistikleri modeli”, yukaridaki formulden=1 alinmasi durumunda(/ +1)'inci

Ust rekor dgerin olasilik ygunluk fonksiyonu olan (2.40) formuline
indirgenerek, ust rekor gerlerin genellgtirilmis bir modeli olarak ortaya

ctkmaktadir.

XY rasgele  ggskeninin  olasiik  ygunluk fonksiyonu ise,

(=20 ve I<r<migin,

‘ oy o am-r
Py =R (g o104, x00  (243)
(m-rn)!
seklinde  verilmektedir (Tanil, 2009). yica, X ve X!)  rasgele

desiskenlerinin  ortak olasilik ymnluk fonksiyonu; />0, 1<r<s<m ve

X<y icin,

X0 oy, gy = MR~ ROD™ RY™ (X (Y
' (m-9!( s~ r-1)!
XD o (r =1,0) (2.44)

seklinde ifade edilmektedir (Tanil, 2009). Burada,

LInFe) ,1=1cin

Foo (=In(L=u)) (F(X) - u) ™
0 /(r -2)!

Oy (r=10)=

du ,r>1icin (2.45

dir. /20 ve k=1 icin &, (k, /)" nin polinomiyal agilimi ise,

F()™* & K.\0) k=i-1
TETRD Y

Op (K, 1) =
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+ E(X)k Zk: i yz(k,/, bk )(_ In E( X))”-J'l- ik (2.46)

t=1 j,=0

seklindedir (Tanil, 2009). Burada,

i i ¢ -1) i_ B
£ = T e

jt=0 (I +1)”+1‘11‘---‘Ji (k —j _1)!’
k _l_'u
YAkt dedi) = D ]uu™
’ (0= ji == 0!
t=0=>" g, j,=0veY =0

dir.
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3EN YUKSEK m SKORUN DAGILIM FONKS iYONU,
a . MOMENT I VE KARAKTER ISTIK FONKSIYONU

Bu bolimde, en yuksekn skor ic¢in, marjinal dalhm fonksiyonunu,
tekli momentleri ve karakteristik fonksiyonlaicerecek bir yapi fonksiyonu
ortaya konmg ve bu yapr fonksiyonu, klasik sirastatistikleri ve ust
m-rekorlarin yapi fonksiyonlariyla gkilendirilerek bir lineer banti elde
edilmistir. Ayrica, elde edilen bu lineer goai kullanilarak klasik sira
istatistiklerinin;  dgilim  fonksiyonlarinin, momentlerinin v&arakteristik

fonksiyonlarinin bulunabile@eyeni yineleme bgantilarina ulailmistir.

Tanim 3.1 xO0O ve g bir borel fonksiyonu olmak tzere,

X

Gl (0:= [ o(y) P2 (y) dy (3.1)

—00

seklinde gosterilen fonksiyonX? rasgele déskeninin yapi fonksiyonu

adi verilir.

Yukaridaki tanima gore,

0 X“in dagilim fonksiyonu G (x),

D) aON* igin X" in a.momenti lim GX* (%) ve

i) X&) in karakteristik fonksiyonulim G2 ()

olacaktir.

Yapi fonksiyonu tanimlandiktan sont<r<m igin, X)"nin yapi
fonksiyonunu, klasik sira istatistikleri ve Ustrekorlarin yapi fonksiyonlarinin

lineer birleimi seklinde ifade eden sasidaki teorem verilebilir:
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Teorem 3.1 1<r <m olmak Uzere,

Xr([rr)w el 1 Eg)mf N i) r(gi)f m-i-
Gy(yy (¥ = m” Gxg(y)l 1())+Z‘/’1(| ™ Qj(wl (X
i=1
r-1 [‘

Feh (t=i=mr-1)
+z zwé Vo v]rfl)ng(l.)r/n) (X) (3_2)

t=1 j,=0

esitli gi dogrudur. Burada,

s . I {t i_ u_ju
l//l(lvfwm) = (—l)l m/ Q+1m Zt:lzz J]u_l—

jt=0 (| +1)€_j1_"'_ji
-1
(_1)r Cim
S R o LA A
m 1 1 |_| - u

_ j! _ N _
G, = Gonir /, —é—zuzoju, jo,=0 ve ZD— (

(M5 Jpsefr-1) =
wZ il 1) =

dir.
Ispat: G;('(ﬁ(x) yapi fonksiyonunun (3.1)siti gindeki ifadesinde,
esitligin sa tarafindakiX )" nin marjinal olasilik ygunluk fonksiyonu agilacak

olursa,

X

Gy (0= [ gy () dy

—00

= [ oM OV —1,0)ay (3.3)
2 (m-=r)!

yazilabilir.  Yukaridaki  s@tligin s& tarafindaki®., (r -=1,¢) ifadesinin

yerine,r >1 oldugu icin polinomiyal acilimi yazilganda, (3.3) gtli gi,

2
(r=1¢j) r—2-
(r-2)! i:lyl F(y)

ST PRLLLTEETE RN

—00

+E(y)f'lii yo! M) (= In F( y))f"'f-ﬂf-l)j dy (3.4)

t=1 j,=0
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haline gelecektir. (3.4) ifadesinde yer alategral parantez icindeki terimlere
dagitilacak olursa, bu ifade,

G(9= [ oy MR RY g

(m=-n!(r-2)!
+ [ g(y ™

LO R G 15 oy,
p———y Zlyl F(' ™ dy

(
X m m!_P( ym—r f( y_ r— 1 & r=1,0,j1 s dro1
+:[og(y) (m_ r)' F(y) 1;;}/2( )
x(=InF(y)) = dy v

seklinde yazilabilir. Burada, sirasiyla,

_t oA MM EYT Yy Ry
—_Iwg(y) T R (3.6)
b MM RY™ (YR i)y o2

nr—imw e W AR A AR

_t e MMRY™ (Y=

—jmw e T

xiiy(r Ly 1)( |n|:(y))/11—---—l dy (3.8)

t=1 j.=

olmak Uzere, (3.5) ifadegi, 77, ve 17, terimlerinin toplami olarak gosterilebilir.

(3.6) ifadesinden hareketlg, terimi,

m! F(y)™"

= jmwm]OKPQMHW‘Kydy
— (m—]_)l r-2" -r
—mqu» iz YT RYT Uy d
m | gy Py dy
= m“leg(ry;m (% (3.9)

seklinde gosterilebilecektiry, terimine gecilecek olursa,
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1, = .[ g(y) mm(i_yr)_l f( yrzyl(r—l,fi)lz( y)r—z—i dy

ifadesinde y," ™) carpani agilacak olursa,

m'm Y™ {(y
(m=r)!
-2 i 4 (_1)i |—|iu:lu_1_ju

B 2 m m(-1) [, ™"
- Z = =o(m- )i+ T (r =2 -i)!

t

[ g RO RO (Y dy

—00

, = j a(y)

F(y)™" dy

-

-2
1

X

r

s (D[] m (m-i-1)!
=2 Z(i+1)“1-J'f----ii(m—1—i)!j P ay———y

i=1 t=1j;=0 ]
Fy) > F(y"™ f(3)dy

r-2 l (_1)| m[ q+ m © .

z - o l’i - ng(r;)flmﬂ—l (X)
i=1 t=1 j,=0(i +1) [ |_| uzluj“

X

seklinde dizenlenebilir. Bu noktada,

o P ! " iu_ .
‘//1(|'1"m) =(-)'m Gim Zt:lz J:I_l—

=0 (j + 1)/—j1—...—ji

olmak Uzere,

r-2
—_ .v'/! Xr(gi)— m-i-,
= zl/jf : m)Gg(y)l l(x)
i=1

(3.10)

(3.11)

(3.12)

3.13)

seklinde elde edilecektiry, ve n, terimleri sirasiyla (3.9) ve (3.13)"dek

gibi elde edildikten sonra, (3.8) deki, terimine gecilecek olursa,

o MMROY™ (Y=,
5= [ 9(y) Tt

—00
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r-1 ¢

X303y M= InF (y)) e dy

t=1 j,=0
mmRY™ (Y=
jg() e

i (O
Sl

S )]

(-InF(y)) e dy

esitli gi elde edilir. Bu gitlik,

=5y (D))

S & (m-nimi T m

E_] ]rf1+l

xJ- Q(Y)(é_ _"'_jr—l)!(_ln F(y)) e

xF(y)™™" f(y)dy

haline  getirilirse, (3.15) sidiginin sg tarafindaki integralli

= jy=mir-1)

G;f;";_u (X) oldugu agiktir. O zaman,

r-1 kt (—1)r_lCr_1m_1 X(”‘jl‘--'_jf’l)
15 = ZZ SR o R ptd (3
t=1 jo=om |_|u=1uu

seklinde diizenlenebilir. [@er yandan,

)
(1M 1) — (-2 Cim-1

2 By -1
m 1 r-1 |_| u u
u=1

oldugundan, (3.16) stli gi,

_ U /t (r m: Jl ]r 1) X( ~i=emir-1)
_; Z‘/I Gg(v) ()
=1 j;=0

(3.14)

(3.15)

kismin,

(3.16)

(3.17)

(3.18)

haline gelecektir. Sonug¢ olarak, sirasiyla (3@)13) ve (3.18)'de elde edilen

n,, n, ve n, terimleri toplanirsa, (3.5) ifadesi,

Gyly (0 = i ('y)lml())J’Z‘//le) R
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-1 b S (= imemir-1)
+ z Zwéﬁmyhv---rh—l )G;(l;w) (X) (319)
t=1 j,=0

seklinde elde edilir ve teorem ispatlarrolur.
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4 EN YUKSEK m SKORUN CARPIM MOMENTLER i

1<sr<s<m olmak wzereX? ve X{) rasgele déiskenlerinin carpim

momenti,

[X(”) X(’)} I_m v fxrﬁ’m),xg%( y ¥ dud (4.1)

seklinde tanimlanir. Bununla birlikte, (2.1d¢nh hareketle, iki ardk Ust

(m-s+1)-rekorun ortak olasihik onluk fonksiyonu,u<v olmak Uzere,

(m-s+1)"*?
(TF(u)

f X{ s X1rr+rl)91(u’v) =

(-InF(W) F(Y™* f(Y () (4.2)

seklindedir.

Yukaridaki bilgilerin sigi altinda, X2 ve X{)’nin ¢arpim momentleri;

h.o(X y) = xy1- AR (K Y- K 3)° ve apON olmak Uzere, klasik sira
istatistiklerinin  carpim momentlerinin v&i i ardgik st (m- s+1)-rekora
ait h,, fonksiyonunun beklenen garinin lineer birlgimleri olarak aagidaki

teoremlerde verilmektedir.

Teorem 4.1 1<s< m igin, X ve X{)"nin ¢arpim momenti,

E x(/) X(/) m[ q,s,m E h ) 7+1) 43
I: sm (m_s+1)£+2 |: 1;5-2( xim 1 'misl)] ( )

seklindedir. Burada,

k!
(=D -1 -k —j)!

ho(% V)= 31— FOY' (K Y- R¥)° ve ¢, =

dir.

Ispat: (4.1) sitli i, (2.44) formili kullanilarak,
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E[ XX ]= [0 [ uvfX(y § dud
AL GO O S TR
ol (m=9!( s- r-1)!
Xx®c ., (r=1/)udv (4.4)

seklinde yazilabilir. O zamarm,=1 icin, (2.45) eitliginde verilen®_, (r —1,7)
fonksiyonu, %(—mf(x))f ifadesine gttir. Bu durumda, E[ X{)X{)

carpim momenti,

sm

m' m ® (v s-2
}_(5—2)!(m— 910! JLIL wCRy - /)
x (—=In F(u))’ F(W)™* (1) f(\) dudh
B m’ mi
C(s=2)(m- 9 m 1)
NG OGOREONS
x(m_ S+1)[+2
(TF(u)

E[ X2 X0

(=InF(u))’ F(V)™* f(u) f(V) dudy (4.5)

seklinde duzenlenir ve byamadah,, (X y) = xy1- F( X (K Y- K 3)° ve
a, bON olmak (zerea=1 ve b=s-2 icin, iki arduk st

(m-s+1)-rekor  olan XY

Im-stl

ve X . daiskenlerine ait h,,

Im-stl

fonksiyonunun beklenen geri, (4.2) formuline dayali olarak,

E[ Rop (X0 o X020 ) [ = [0 0 g Ly g =% (y § dud

[ [ uv- F) (F() = F(Y)~

y (m_ S+ 1)/+2
/TF(u)
=" [ wR((F() - Ry)™
(M= s+ (-In F(Y)' f(Y
('F(u)
xF (V)™ f (V) dudy &

(-INF(u) F()™* (W) f(Y
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seklinde yazilip, (4.5) ifadesinde yerine konulachksa,

() y() | = m’ Gsm 0) (+1)
E[Xlzm Xsm}_m EI: t-11;3—2( ‘m $1 :misl))] (47)

sonucuna ukalir ve teorem ispatlanmolur.

0)-
m

Teorem 4.2 1<r <s<migin, X ve X{)"nin carpim momenti,

E[ XX ] = mi* § XDy X ]

r-2
i,¢,m) (0) ©)
+z# E[Xr—l—im—l—i xs—l—i m—l—i]
i=1
r-1 »(,’t

+ z z @(r,s,m,z,’; oedio1)

t=1 =0

XE[ Moo (X420, X570 (48)

seklindedir. Burada,

e on DM G, iu: u
g = thlet:o (i +1)1€"'1|__”|'_jil |

@r,s,m,/&‘; Boeeerdio1) — (_1)r_1 m[ Q,s,m |_| ::1- u_ju
(m- s+ 1)€+2-J1-~--ir-1
ho(X ) = X~ FOI (K9~ FO3Y,
_ j! _ k!
R TR TR L TR e T

jo=0,0,=0=->""j, ve) =0.

Ispat: (2.45) aitliginde verilen &, (r =1,¢) fonksiyonununr >1 igin,

[ (=In@-u) (Fe-w)? o (4.9)
0 i(r =2)!

seklindeki ifadesinin (2.46) formulindeki olmomiyal acihimi kullanilarak,

E[ X\ X ] carpim momenti,



35

E[ X X0 )= [ [ uf*a(y ¥ dudv

S [ MR- R )" RY™ {0 (y
o0 oo (m-9!( s r-1)!

x®, , (r=1,/)dudv
S WM mRY - R )T RY™ {0y

(m=-9!( s r-1)!
F(U)r_z < (r-1,0§) P =P |
+ DE +F
x((r—Z)! leyl (u) (W
r=1 {4 o — ) .
XY Dy ) (< F(u))“l"“‘"*)] dudv (4.10)
t=1 j,=0

olarak yazilabilir. Elde edilen busitdgin sg tarafindaki integral parantez
icindeki terimlere daitilacak olursa,

e[ XX =" [ MR ROZRYT (0 (VRN g,
R e (m=-9!( s r-1!( r-2)!

o uvmrﬂ(F(\) F(L))S"lF(\)“(DI (y
e - 9!( s r-1)!

><Z“y(r l/,I)F(u)r 24 dUdV

L GORE: )T RY™ () (y kY™

(m-9!( s r-1)!
r=1 {4 o — . .
x ZZ p, e (—In F () 7T dudy (4.11)
t=1 j,=0

elde edilir. Burada,

hom [ M MO RO O OV
=L (m-9(s- r-1)( -2)! |

b= [ ] e MR RO RY™* (o ty
2 el (m-9!( s r-1)!

r-2
x Z YU DE () 7 dudy (4.13)
i=1
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Jy= [ ] MR- RO RY™ () Ly ky~

uv
o (m-9!( s r-1)!
r-1 4 o _ ) )
xz Z e (= In F (u)) 7T e dudy (4.14)
t=1 j,=0

olmak Uzere, (4.11)sidigi, A, A, ve A, terimlerinin toplami olarak

gosterilebilir. (4.12) gtli ginden hareketled, terimi,

T T e L GUREEC) S Vil CR CL TSy
o0 e (m-9!(s- r-!(r-2)!

=m ] X X (4.15)

seklinde gosterilebilecektir. (4.12)i#i gindeki A, terimi, (4.15) gitli gindeki

gibi gosterildikten sonrad, terimine gecilecek olursa,

A :J“” J‘V uvmkm( RYy- RO RY {0y
Lot (m-9!(s- r-1)!
xfl’fr—l‘”)F(u)"Zﬂ' dudv

E o m’ n1(—1)i|—|‘u:l G

iz =1 jo(M—9!(s— r-)I(r-2- DI(i+1) L hh

x[" [T uvF(™ (F(Y = RO RY™ () ¥ dud (4.16)

elde edilir. (4.1) ve (2.44) forneil kullanilarak,

E[ X{ e Xsfi))—im—l—ij| = j_i J‘L uv fxr(%“mflﬂ’Xégi’im’“( y v dudv
o S T i DU GO b ) il el C M
oo d e (m=-9!(s= r-D!(r-2-1!
x f(u) f(v)dudv 417

olmak Uzere, (4.16)séli gi,

i o 4 _1\i 1=y
foom mi( '1) |_| U
= jt:O(i + 1)/+l—11—...—1i (m _ 1_ |)'

h=3

2
i=1

-
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xj“’ v M1 DIF) - F(U) ™ F(Y™ Y
e (m-9!( s r-1)!(r-2-!

x f (u) f(v) dudv
' i i e
:ri o MM, v E[ X X%s ]
i=1 t=1 j,=0 (I +1)1+1—11—. ~li (m 1- |)| r=1-im-1-i “’s-l-im-ti
SASEY (_1) m' Giim

= - - = E x(——|m . XS(O - (418)
i=1 tzljtzo(i+1)4f—11-----n|—|'u:1u1 [ THim-1-i Ms-1- }}

seklinde duizenlenebilir. Bu noktada,

i ( 1) m q+lm |_| u_ju
|/m) u=1
ZZ (i (4.19)

_]_]

olmak Uzere, (4.18)s#li gi,

r-2

lfm)E[xf(Oilm i )g(ol—lm—l—l:l (4'20)

i=1

seklinde de yazilabilecektird, ve A, terimleri sirasiyla (4.15) ve (4.20) deki

gibi elde edildikten sonral, terimine gecilecek olursa,

Jo=[ [ wm MR- R 9T RY™ L Ly ko

oo (m-9!( s r-1)!
r-1 1'/‘ . . _— . .
XZZyZ(r_lv[1]1V“'Jr—l )(_In F(u))[_Jl__l -1 dud\'
t=1 j,=0
a m’ mi( 1)‘1|‘|rl TR

F(m=-9!(s= r=DI( m- 81

x[* [ uvF(Y (F(Y - Ry
. (m-—s+ 1)“2“'1"“‘_“-1
(0= jy == ) F Q)

(=InF(u)) ™" f(U) F(W™® f(V) dudy  (4.21)

yazilabilir. Bu noktadah,.,(x y) = xy1- KX (H y- K 3)° ve a,bON

olmak Uzere, a=r, b=s-r-1 gin, iki ardgitk Ust (m- s+1)-rekor
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olan X{ i ve X{ i desiskenlerine ait h,, fonksiyonunun

beklenen dgeri, (4.2) formuline Baurularak,

B N (X257 X ) [= 77 b iy Y

fxl(mjlsl ir-1) X( 11 ~ir-1t1)

(u, v)dudv
=" [ R (FY - Ry

(M= s+ 1) hTes
(0=, ==, ) F @)
X (=In F(u)) e
x f (U) F(V)™* (V) dud\ (4.22)

seklinde yazilip, (4.21) ifadesinde yerine komalaolursa,

_ri 2 m mi(-1) [, u
G S m-9(s - me g1y i
XE[ g (X7, XG0 | (4.23)

elde edilir. Elde edilen bu ifadede,

r-1 .0 1o
(-1) mqsmﬂu:lu’

r,8,M05 i enio1) = : 424
@ (m_ S+ 1)/"'2 [ty P} ( )
olmak Uzere, (4.23)séli ginin sonsekli,
r=1 { o o .
zz@r,s,m,z,h,._.,JH)E[hS_r_l(X(/ lé+-l ir-1) xfnrjls» S 1))} (4.25)
t=1 j,=0

olacaktir. Sonuc¢ olarak, sirasiyla (4.15)2@.ve (4.25)'de elde edilea,
A, ve A, terimleri (4.11) ifadesinde yerlerine yardk qursa,E[Xr(Q] Xgﬂ

carpim momenti,

E[ XX ] = i B X X ]
+Zqi’€‘m)E|:xr(9J).—im—1| )g(ol—lm l—|:|
i=1
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-1 Y4
+rzzqér,s,m,/;h,...,jr,l)
t=1 j;=0
XE| o (X0, Xy ) | (4.26)

seklinde elde edilir ve teorem ispatlarolur.
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5EN YUKSEK m SKORUN GENELLESTIRILMiS SIRA
iSTATISTIKLER i iLE iLiSKiSi

Bu bolimde, genelfeiriimis sira istatistiklerinin ortak olasilik gonluk
fonksiyonundan hareketle en yuksekskorun ortak olasilik ygunluk fonksiyonu
elde edilerek, en yuksekn skorun genellgiriimis sira istatistikleri ile ikkisi
ortaya konulmstur. Ayrica, genellgiriimis sira istatistiklerinin marjinal olasilik
yogunluk fonksiyonu kullanilarak en yliksekn skorun marjinal olasilik

yogunluk fonksiyonunun elde edilebifgli gosterilmgtir.

X(Le+mmK < X2(+ mmk < ..< X+ n+ mm)

genellatirilmi g sira istatistikleri olmak uzere, k=1 ve

m=m=( -1-1,..~1, 0,0,..,0 olarak segilirse, y,=y,=..=),,,=m

( tane m-1 tane

ve y,,=m-1 y.,.,=m-2, ...),.,= ¢ olacaktir. Bu durumda yukaridaki

/+m adet rasgele dakenin ortak olasilik ygunluk fonksiyonu (2.17)'den

hareketle,y, <y, <..<y,, i¢in,

f X(l,€+m,r”ﬁ J)><(/+ m¢+ mn ,)(yl, Vs v )

=(m|'l yj][w 1 @A-F@y)" f(x))[l— FO ) F(¥r)

:m“l(m—l)!(lj[l— F( y)]_lj(rﬁ f( Y)j

(e f Y
- m[ 1—F(yi)Jmlf(yi)] 6D

olacaktir. Bu noktadaX (é +1,/+m,m ]) ,...,X(ﬁ + m/+ mfr*n,).'lerin ortak

olasilik ygunluk fonksiyonu (5.1)"deki fonksiyondan hareketle,

f X(/+l,/+m,m* ]) ><(1+ m¢+ m’m )(y
(+11

y£+2!""y£+m)
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Yes1 Yo Y2

J' f 11+m,rﬁ,]),...,><(/+ m(+ nﬁn,)(yl,

—00 —00 —00

=m m(ﬂ f(y)] ” j( — (Fy('))] dy dy... dy

i=(+1 -0 —0 -0

Yo reeos Yium JAY dY ..., dy

[ m+/
m m =

[-nFy] ] f0) (5.2)

2 i=(+1

olarak elde edilecektir. (5.2)'deki ortaMasilik y@unluk fonksiyonunda

X =y, olarak belirlenirse bu olasilik ganluk fonksiyonu,

. x(€+1’€+m’ﬁ ])><(/+ m{+ m~ﬁ"l’)'(xl’ )(2,__.,)% )

=M Ee) ] T []109 53

olarak yazilacaktir. Kolayca gorulebilirki, (5.3)teki  ortak  olasilik
yogunluk fonksiyonu, (2.42) de veni, Tanil  (2009)"In elde
etmis old@gu /'inci guncelleme sonrasi en yuksekm  skorun

ortak olasilik ypunluk fonksiyonuna s#tir. O zaman, geneleriimis

sira istatistiklerinde k=1 ve m=m =( -1,-1,...-1, 0,0,...,0

/ tane m-1 tane

d
parametreleri igin X = X(é +r,0+m m ,1) dogrudur.

Meijer’in G-fonksiyonunu kullanarak Keyozitif Y parametreleri igin

Cramer ve Kamps (2003)'In vegmoldysu (2.22)°deki marjinal olasilik
yogunluk fonksiyonu ¢ ihci guncelleme sonrasi en yuksek skora
dayali sira istatistiklerinin  marjinalolasilik  ygunluk  fonksiyonunu
elde etmek icin kullanilabilir. Clink (2.22)°deki olasilik gonluk

fonksiyonu, ,),,....y, > 0 oldusu varsayimi altinda gecerlidik =1 ve

m=m=(-1,-1..-1, 0,0,...,0 parametreleri icin tum y;"ler
(¢ tane m-1 tane
pozitif olmaktadir. O zamanxX!) = ) 2 (ﬁ + 1,0+ m, m ,1) olduguna gore, Tanil

(2009) tarafindan elde edilgnblan (2.43)teki olasilik yaunluk fonksiyonunun
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farkli bir gosterimi olarakX)’in  marjinal olasilik ygunluk fonksiyonu,

xOO vel<sr <m igin,

(1) fx(/+r,/+m,m',l)

fm(x) = (%)

i (+r,0 - yl""’y/+r

(D V,-]Gm,m {F(X) Vo=l J f(%
=m'm(m-)(m2)...(m &1

(+1 tane
XG{lr, | FOO| MM, i 1w 2 1 £(4)
m-1m-1,..m Im-2,m-3,...n=r

/+1 tane
!
S MM e [ Fgg| MM L 2m e 1|
(m= ) m-Lm-L.m L 2 3..m

(5.4)

olarak elde edilecektir.
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6 GENEL SONUCLAR VE TARTI SMA

Bu cakmada, en yiksekn skorun, dgilm fonksiyonu, momentleri ve
karakteristik fonksiyonlariyla birlikte; genejteilmis sira istatistikleriyle ikkisi
incelenmgtir. Bu amagcla, en yuksekn skorun dalim fonksiyonlarini,
momentlerini ve karakteristik fonksiyonlariricerecek bir yapi fonksiyonu
verilmis ve bu yapi fonksiyonu, klasik sira istatistrkhe Ustm-rekorlarin yapi

fonksiyonlarinin lineer Bantisi olarak elde edilrgiir.

Dper yandan, genejtrilmis sira istatistiklerinin birgk olasilik
yogunluk fonksiyonundan, en yiksekn skorun birlgik olasilik ygunluk
fonksiyonu elde edilerek, en vyiksek skorun geneligriimis sira
istatistiklerinden indirgenebilgi gosterilmitir. Bunun yaninda, en yuksek
m skorun marjinal olasilik Fonluk fonksiyonunun, geneligrilmis sira
istatistiklerinin marjinal olasilik y&unluk fonksiyonundan belirli parametreler

ile direk indirgenebildii gosterilmitir.

Sonug olarak, bu gahadan cikarilabilecek bulgulardan bazilaaseda
verilmistir:
(i) ¢=0 icin Teorem 3.1,

0)

GXim (X) = nf* C;;;(ﬁ;)lmfl( 3

a(y)
N -2 i 4 (_1)i mo Q+1,m er(?i)ilmiiil
_ . . O-jy—m i i i a(y) (X)
i=L t=1 j=0(I +1) »7h |_| U
& (_1)r_lcr—1,m—1

le(:(r)rz (X)
t=1 j,=0 m_l.l_---_l'rfl |_| r-1 ulu 9

u=1
_ X,
- mGg(y)l' *(X)

-2
i X(gi)f m-i-
+z (=1) Guam Gy (¥
—

(=) ey Gl (%) (6.1)

g(y)

seklinde sadelgr. Burada,
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(r (=) Gusn Gy I(X)j (rz(—l)i Geam G;E(Qy))'m"’l(»j

i=0 =1

= (-1)°Cyyy G e ()

+1m g(y)

= GGy (9
m! %(©

= m-nm oo

= MG () (6.2)

a(y)

esitli gi yazilabilecginden, (6.1) gtli gi,
Gy (9 = Z( D GGl (A + ()P Gy s G (Y (6.3)

haline gelerek basit bir formda elde edimlur. Burada acikca gorulegdizere,
(6.3) waitligi, klasik sira istatistiklerinin @dim fonksiyonlarinin, a'ninci
momentlerinin ve karakteristik fonksiyonlanniyeni yineleme kantilarini

vermektedir. Orngin, r >1 icin, g(y) =1 segilirse,

F X9 (x) :2 (_1)i G Fx,(?ifimfﬁ (X)+ (_1)r—l Grrs Fxlﬁgg (9, (6.4)
g(y) =y segilirse,
[X(O):I Z( 1) Cl+1m [ )<r(01 im-1- |:|a + (_1)r_1 (F—lm—l { )qg])}”, (65)

ve g(y)=¢€" secilirse,

E| & |=

bagintilari elde edilir.

r-2

(1) Gun B & |+ () gy, B ER ] (66)

i=0

(i) ¢=0icin Teorem 4.1,

E[ X0 X0 )= m?%]fE[Q;sz( s W) 67)
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haline gelecektir.

(i) ¢=0 icin Teorem 4.2,

E[ XX = mEl X% XL ]
+Z( b '+1mE[ Xr(g)l—im—l—i (??l—im—l-i:l
+ (-2 _1Cr’5,m E|:h;s—r—l( © X0 31)] 6.8)

(m- s+1)

seklinde basit bir forma dd&iii. Yukarida elde edilen (6.7) ve (6.8)

formullerinin, klasik sira istatistikleri @l Gst (m- s+1)-rekorlar arasindaki

ili skileri verdikleri acgikga gorilmektedir.

(iv) (5.4) aitliginden hareketle, en yiksek skor icin marjinal
dagilim fonksiyonu, a hinci moment ve Kkarakteristik fonksiyon Meijer’in

G-fonksiyonu cinsinden sirasiyla,

0 F(g=[-m

2 (m-r)!

/+1 tane
xGLTe | F(y)| mme.,m m-1m 2., m o 1
m-1m-1,.m 1m 2m 3,..m

xf(y)dy

(5.42)

i) E x<”> _jy’

(m—r)'
(+1 tane
Gj::j’ﬂ F(y) mm..mmlm 2. m#t1
m-1m-1.m 1m 2,m 3,..m

x f(y)dy

(5.43)
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e 't r(’n)1 — e i /m
(i) E[éx‘ }'_[oéty (rrnn— 0!
(+1 tane

——
xGO I F(y)| mme.,m m-Lm 2, m o1
m-1m-1,.m 1m 2,m 3,... A

x f(y)dy

(5.44)

seklinde olacaktir.
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