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OZET

Doktora Tezi
HiPERBOLIK GEOMETRININ POINCARE YUVAR MODELI UZERINE
Oguzhan DEMIREL

Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Emine SOYTURK SEYRANTEPE

Bu tez calismasi beg boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina
ayrilarak genel bir literatiir bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde, gerekli temel
kavramlardan soz edilmistir. Uciincii boliimde, (RY, @, ®) Mobius gyrovek-
tor uzayinda periyodik dogrularin bulunmadig1 kanitlanmis ve bu uzayda her
bir gyrodogrunun ve cogyrodogrunun birer metrik dogru oldugu gosterilmisi-
tir. Dordiincii boliimde, gyrotrigonometri yardimiyla hiperbolik geometrinin
Poincaré yuvar modelinde hiperbolik Breusch lemmasi, hiperbolik Urquhart
teoremi ve hiperbolik Steiner-Lehmus teoremleri incelenmigitir. Beginci boliim-
de, hiperbolik ikizkenar iicgenler ve hiperbolik diizgiin ¢okgenler yardimiyla

Mobius doniisiimlerinin bir karakterizasyonu verilmisitr.

2010, 118 sayfa

ANAHTAR KELIMELER: Gyrogrup, Gyrovektor uzay1, Poincaré yuvar

modeli, Gyrotrigonometri, Mobius doniigiimleri.
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ABSTRACT
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Emine SOYTURK SEYRANTEPE

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the intro-
duction section and provides a general knowledge of literature. In the second
chapter, some required concepts are mentioned. In the third chapter, non-
existence of periodic lines in the Mobius gyrovector space (R}, ®, ®) is proved
and it is showed that all gyrolines and cogyrolines in this space are metric lines.
In the fourth chapter, hyperbolic Breusch lemma, the hyperbolic Urquhart the-
orem and the hyperbolic Steiner-Lehmus theorem in the Poincaré ball model of
hyperbolic geometry are examined. In the fifth chapter, a characterization of
Mobius transformations by use of hyperbolic isosceles triangles and hyperbolic

regular polygons is given.

2010, pages 118

KEY WORDS : Gyrogroup, Gyrovector spaces, Poincaré ball model, Gy-

rotrigonometri, Mobius transformations.
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1 GIRIS

Geometri, tarihi binlerce yil éncesine dayanan matematigin en eski branglarindan biri
olmasina ragmen heniiz kesin bir tanimi yapilamamigtir. Literatiirde "cisimlerin biiyiik-
litkk ve bicimlerini 6l¢en bilim dali" olarak ge¢gmesine ragmen bu tanim ¢ogu matematikgi
ve geometrici tarafindan kabul edilebilir olmaktan uzaktir. Geometrinin en benimsenen
tanimi Alman matematik¢i Felix Klein tarafindan verilmigtir. Klein geometriyi "S bir
kiime ve GG ise S kiimesini kendisine doniistiiren doniigiimlerden meydana gelen bir grup
olmak {iizere, S kiimesinin G nin elemanlar1 olan doniigiimler altinda degismez kalan
ozelliklerinin incelenmesi" olarak tanimlamistir. Bu tanim agikca geometriyi doniisiim-
ler grubuyla birlestirmek zorunlulugunu ortaya ¢ikarmigtir. Doniigtimler de genel olarak
geometrik kavram olmayan noktalarin koordinatlar yardimiyla formiillegtirilebilir. Bu
sebeple, Klein’” in tanimi geometriyi bagimsiz ve kendine 6zgii yontemlerle incelenebilen
bir dal olarak diigsiinmek fikrine aykir1 goriindiigiinden bazi geometriciler tarafindan
elegtiriye ugramaktadir. Boylece bu tanim genel bir geometri tanimi degil fakat bir kii-
menin geometrisinin tanimi olarak diisiiniilebilecegi i¢in geometri kavramina daha genis

bir agidan bakilmasinm miimkiin kilmigtir (Kaya, 1992).

Kaynaklar; geometrinin ¢nce Eski Misir’da bagladigini, Eski Yunanhlarin geometriyi
Eski Misir’dan 6grenmis olduklarini belirtmektedir. Eski Yunanhlar, geometriyi sistemli
ispatlara dayanan miistakil bir bilim haline getirmislerdir. Thales (M.O. 624-M.O.
546), Pythagoras (M.O. 570-M.O. 490) ve Euclides (Oklid, M.O. 325 - M.O. 265) bu
dénemin en iinlii geometricileridir. Oklid’in M.O. 300 yihinda yazdigi “Elements” adl
13 ciltten olusan kitap, geometrinin sistemli bir bilgi haline gelmesine onciilitk etmistir.
Giiniimiizde orta 6grenim boyunca ogretilen geometri, Oklid’ in ortaya koydugu bu

diizlem geometridir.

Oklid diizlem geometrisinde temel elemanlar noktalar ile dogrulardir. Nokta ve dogru,
tanimlanamayan ilkel kavramlardir. Oklid geometrisi; tanimlar, aksiyomlar ve postiilat-
lar olmak tizere ii¢ temel kavrama dayandirilmigtir. Tanimlar, kendine 6zgii bir takim

ozellikleri olan geometrik nesneleri belirlemek yada digerlerinden ayirmak igin onlara
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verilen isimden ibarettir. Aksiyomlar ise dogrulugundan siiphenilmeyen ispatsiz olarak
kabul edilen temel onermelerdir. Postiilatlar ise aksiyomlar gibi ispatsiz kabul edilen
fakat dogruluklarina o zamanki anlayiga gore aksiyomlar kadar kesin gozle bakilmayan

temel onermelerdir.

Oklid’ in bes postiilat: vardir. Bunlarin giiniimiiz modern matematigindeki karsiliklar:
soyledir:

i. Bir noktadan diger bir noktaya bir tek dogru cizilebilir.

ii. Herhangi bir dogru parcas: bir dogrultuda istenildigi kadar uzatilabilir.

iii. Merkezi ve yaricapi verilen bir tek cember vardir.

iv. Biitiin dik acilar esittir.

v. Bir dogruya digindaki bir noktadan bir ve yalniz bir paralel dogru cizilebilir.

Ik dort postiilat kisa ve kesindir. Besinci postiilat ise bazi matematikgiler tarafindan
cokca tartisilmis olup, Oklid geometrisinde bir bosluk olabilecegi diisiincesine itmistir.
Omer Hayyam ile Tasi’'nin Oklid’in besinci postulatini incelenmesi yeni bir devrin
basladigini gosterir. Omer Hayyam’m Fi Serhi ma Eskale min Miisaderat Kitab1 Oklid
(Oklid Elemanlarinin Zorlugu Uzerine) adl eseri bir anlamda Oklid dis1 geometrilere
acilan ilk kapidir. Bu Miisliiman geometri alimlerinin ¢aligmalari, Ronesanstan sonra
Avrupa’da yetigen geometricilere rehberlik etmistir. Oklid’in paraleller postulatinin
ilk elestirmenleri, bu postulatin dogrulugundan degil, acik bir noktanin olmayigindan
siiphelenmisler ve bu postulati bir tarafa birakarak, agikligi olan bagka bir postulati or-
taya koymaya caligsmiglardir. On sekizinci asirda paraleller postulat: iistiine Avrupa’da
Saccheri, Legender, Lambert gibi matematik¢iler ile 19. asirda Alman Matematikgi
Gauss tarafindan cesitli galigmalar yapilmigtir. Bu aragtirmalardaki basarisizlik, bu
postulatin “kabul edilebilir” 6zellikteki acik onermelerden faydalanarak ispat edile-
meyecegi diigiincesini ortaya koymustur. Gergekten cok ge¢meden bu diisiince 1832
de Janos Bolyai ve 1855 de Nikolai Ivanovch Lobachevsky “paraleller postulati” yer-
ine “Lobacevski postulat1” nm1 (bir dogruya digindaki bir noktadan birden fazla paralel
gizilebilecegini kabul eden postulat) koyarak, yeni bir geometri kurulabileceginin farkina

varmiglardir. Boylece “hiperbolik geometri” olarak adlandirilan yeni bir geometrinin
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temelleri atilmigtir. Karl Friedrich Gauss da bu alanda gesitli ¢caligmalar yapmasina rag-
men caligmalarini gizli tutmugtur. Sonrasinda Eugenio Beltrami yeni modeller olustu-
rarak ve bu modelleri kullanarak eger Euclid Geometrisi tutarliysa hiperbolik geometri-
nin de tutarli oldugunu kanitlamigtir. Daha sonra Georg Friedrich Bernhard Riemann
paralelligini kabul etmeyen “Eliptik Geometri”’nin (gergel projektif diizlem) temellerini

atmigtir.

Oklid dis1 geometrilerin gelisiminin fizik icin cok énemli oldugu, yirminci yiizyilda kanit-
lanmagtir. 1900 lii yillara kadar yeryiiziiniin mutlak hizina dair yapilan tiim varsayimlar
basarisizlikla sonuclanmigtir. Bu yonde yapilan ¢aligmalarin en meghuru 1887 yilinda
Michelson ve Morley tarafindan yapilmistir. Fakat 18 yil sonra, Einstein daha sonra
kendi adiyla amlacak olan yeni hiz toplamimi tammlayarak rolativitenin (goreceligin)
ozel teorisini bulmustur. Einstein hizlar1, Oklidyen R?® uzayinin vektorleri olan Newton
hizlarinin aksine gorecelidir, yani biiyiikliigii bogluktaki ik hizim (3 x 10%km/sn~!)

gecemez.
¢ bosluktaki 11k hizin1 gbstermek {izere
RP={veR:|v|<c}

uzay1 tamimlansin. R? iizerinde Einstein toplami Vu, v € R? icin

uPrv =

(u+v+l Tu_ (ux (uxv)))

1—1—“6;2" 21+,

(13X

bi¢iminde tamimhdir. Burada ve “x” ile sirasiyla R® den R? iizerine indirgenen ig

carpimi ve vektorel carpimi gostermekte olup,

Ta =

dir. Einstein toplami

uUPgpv =

1 1 7
(s, @)

1+ %
biciminde de yazilabilir. Ustelik bu yeni toplam sadece 3—boyutlu uzay icin degil, yiik-

sek boyutlu uzaylarda da gecerlidir. Newton limiti altinda yukaridaki toplamda ¢ — oo
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durumunda R? acik yuvar: R3 reel i¢ garpim uzayina genisler ve @ x Einstein toplamu ise
R3 tizerindeki + vektor toplamina indirgenir. (R3, @) Einstein gyrogrubunda Einstein
skalar carpimi
2r
_ _ 2 _
1 (% Vv 1) W,
2r
1+ (=g —1) Vil

bigiminde tammli olup, bu durumda (R3 &g, ®g) cebirsel yapisi bir gyrovektor uza-

rQQrpv =

yidir. Bu gyrovektor uzayr Einstein gyrovektor uzay: olarak adlandirilir. Hiperbolik
geometride Einstein gyrovektor uzayi Beltrami-Klein modeline karsilik gelir. Buradaki
FEinstein toplami literatiirde 6zel rolativistik toplam olarak da adlandirilir. Burada
tanimlanan toplamaya verilebilecek en iyi 6rnek Lorentz doniisiimleri ve Lorentz boost-

lar1 yardimiyla verilir.

V boyutu en az iki olan (sonlu yada sonsuz) boyutlu bir Hilbert uzayi ve (t,t) =t-t =1
olacak bicimde sabit bir ¢t € V verilsin. Bu durumda V = t*+ @ Rt olup Vz € V icin

T =T+ xot TeEttvery R

olacak bicimde tek tiirlii yazilir. z,y € V icin z ile y arasindaki Lorentz-Minkowski
uzaklhig
Lz,y) = (2 =7) - (T ~7) = (20— )’

bi¢iminde tanimlanir. A : V — V fonksiyonu tanimlansin. Vx,y € V i¢in

LA (), M) = L(x,y)

oluyorsa A doniigtimiine V den V ye bir Lorentz doniisiimii denir.
p?> = p-p < 1 olacak bicimde ve p € t+, k? (1 — p?) = 1 olacak bigimde k # —1 reel
sayist verilsin. Vo € V igin
A, () =zop+ (T-p)t
lineer doniistimii tanimlansin. Bu durumda A, déniistimii yardimiyla

Ko,
By =1d+ kA, + == A7



dontisimii tamimlansin. B, j, doniistimii de lineer olup ayni1 zamanda bir Lorentz dontisii-
miidiir. £ > 0 icin B, doniigiimiine Lorentz artisi (boost) denir. Boyutu en az iki olan
(sonlu yada sonsuz) bir V Hilbert uzaymda tamimh Lorentz doniigiimlerinin karakteri-

zasyonu Benz tarafindan verilmistir (Benz, 2000). Benz’e gore bir A Lorentz déniigtimii
Az) = Byrw(x) +d

bigiminde tek tiirlii yazilir. Burada w déniigiimii w () = ¢ olacak bigimde bir Lorentz
doniistimii ve d ise V nin bir elemamdir. £ > 0 ve K > 0 icin B, ve B, x dontigtimleri

sirastyla B, ve B, ile gosterilsin. Bu durumda

B,B, = B, w
olup
me __1tPq
\/1 — pz\/l — ¢?
ve
p+q k (p-q)p—1

k =r =
b I+p-q k+1 1+p-q

dir. Buradaki x iglemi rolativistik toplama iglemidir. BoyV = 4 i¢in, bu toplamin
baz1 6zellikleri Ungar tarafindan incelenmistir (Ungar’?, 1990). Demirel ve Seyran-
tepe ise her lineer Lorentz doniistimiiniin sinirh ve siirekli oldugunu buradaki rolativis-
tik toplama igleminin 6zelliklerini kullanarak ispatlamiglardir (Demirel' &Seyrantepe!,

2010).

Hiperbolik geometride Beltrami-Klein modelinin diginda Poincaré yuvar modeli, Poincaré
iist yar1 yuvar modeli, Weierstrass modeli gibi bir¢cok model vardir. Bu modeller her ne
kadar farkli modeller olsalar da aralarinda birer izomorfizm tanimlidir. Bu modeller,

nokta sayilari sonlu olmadigindan hiperbolik geometrinin sonlu olmayan modelleridir.
V bir reel i¢ carpim uzay1 ve

Vi={veV:|v|<s}



ise V nin s > 0 yarigaph acik yuvari olsun. » € R, u, v €V, i¢gin V; tizerindeki Mo6bius
toplami ve Mobius skalar ¢carpimi sirasiyla

(1 +(2/8*)u-v+ (1/s?) ||v||2) u+ (1-—(1/s?) ||u||2) v
L+ (2/s2)u- v+ (1/s) [lu)*[|v]

udyv=

A+ vl /s)" = A =IvIl/5)" v
A+ vl /o) + @ =1l /5)" [Ivll

bigiminde tanimlanir (Ungar, 2005). Bu durumda (V, @y, ®a) cebirsel yapist bir

TRy V=S8

gyrovektor uzayi olup, bu gyrovektor uzayr Mobius gyrovektor uzayi olarak adlandirilir.

Mbobius gyrovektor uzayr hiperbolik geometrinin Poincaré yuvar modeline karsilik gelir.

Literatiirde Einstein gyrovektor uzaylar:1 ve Mobius gyrovektor uzaylar: iizerine yazilmig
bircok kitap, makale ve bilimsel calisma mevcuttur. Ozellikle bu alanda yazilmis temel
kaynak olusturabilecek en 6nemli kitaplarin son on yil iginde yazilmig olmasi hiperbolik
geometrinin giiniimiizdeki popiilerligini gostermektedir (Ungar!, 2001, Ungar, 2005,
Ungar, 2008).

Yukaridaki bilgilerin 1511 altinda, bu doktara tez caligmasinda hiperbolik geometrinin

Poincaré yuvar modeli iizerine yeni ¢aligmalar yapilmisgtir.

Ikinci boliimde, gyrogruplar, gyrodegismeli gyrogruplar, Mobius kompleks disk gyro-
grubu, Mobius gyrogruplari, yuvar iizerinde Mobius toplami, Einstein gyrogruplari,
yuvar iizerinde Einstein gyrogruplar1 ve Lorentz doniistimleriyle ilgili temel tanim ve
teoremler ile bu konularda yapilan baz calismalara yer verilmigtir. Lorentz doniigiim-
lerinin simirli ve siirekli oldugu, Benz tarafindan verilen karakterizasyon yardimiyla

gosterilmistir (Benz, 2000, Demirel!&Seyrantepe!, 2010).

Ucgiincii boliimde, gyrovektor uzaylari, Mobius gyrovektor uzaylari, Einstein gyrovektor
uzaylari, gyrodogrular, cogyrodogrular, metrik dogrular, periyodik dogrulara yer veril-
mis olup, hiperbolik geometrinin Poincaré yuvar modelindeki her hiperbolik dogrunun
bir metrik dogru oldugu gosterilmistir. Ayrica Poincaré yuvar modelinde tanimli her

metrik dogrunun aslinda bir hiperbolik dogru oldugu da gosterilmistir. Dual hiperbolik
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dogrularin da birer metrik dogru oldugu ve hiperbolik uzaklik yerine dual hiperbolik
uzaklik alindiginda yuvarin metrik dogrularinin ashinda yuvarin dual hiperbolik dogru-
lar1 oldugu gosterilmistir. Ayrica yuvar iizerinde hiperbolik uzaklik veya dual hiperbolik

uzaklik alindiginda yuvarda periyodik dogrularin bulunmadig: ispatlanmigtir.

Dordiincii boliimde, gyrotrigonometri ve Mobius gyrovektor uzayinda gyrotrigonometri-
ye yer verilmistir. Hiperbolik Carnot teoreminin tersinin, Oklidyen Carnot teoreminin
tersinin aksine bazi kogullar altinda saglandigi gosterilmigtir (Demirel&Soytiirk, 2008).
Mobius gyrovektor uzayinda gyrotrigonometri yardimiyla hiperbolik Carnot teoremi,
hiperbolik Breusch lemmasi, hiperbolik Urquhart teoremi ve hiperbolik Steiner-Lehmus

teoremi verilmigtir.

Besginci boliim ise hiperbolik izometri konusuna ayrilmigtir. Bu boéliimde hiperbolik
izometrilerin hiperbolik dogrular, Lambert ve Saccheri dortgenleri, A-tipindeki hiperbo-
lik cokgenler yardimiyla karakterize edildigi belirtilmistir. Hiperbolik ikizkenar iiggenler
ve hiperbolik regiiler cokgenler yardimiyla Mobius doniisiimlerinin bir karakterizasyonu

verilmigtir (Demirel?&Seyrantepe?, 2010).



2 TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Gyrogruplar

Degismeli gruplar yardimiyla vektor uzaylarimin tanimladigl gibi, gyrodegismeli gy-
rogruplar yardimiyla da gyrovektor uzaylar: tanimlanir. Literatiirde kullanildigi gibi
bu calismada da Oklidyen geometride kulllanilan bir terim hiperbolik geometride kul-
lanildiginda bu terimin bagima "gyro" ¢n eki getirilecektir. Buradaki gyro ¢n eki fizikte
onemli bir yeri olan Thomas gyration (dairesel donme) kavramindan gelmektedir. Gy-
rogruplarin ve gyrovektor uzaylarin teorik kavramlarimin gelistirilmesiyle, Bolyai ve
Lobachevski’ nin hiperbolik geometrisinin Oklidyen geometrinin yalnizca gyro-karsilig:

oldugu goriiliir.

Tanim 2.1.1 : G bir kiime ve "+" ise G tizerinde bir ikili islem olsun. (G, x*) cebirsel

yapisina bir grupoid denir.

Tanim 2.1.2 : (G, ) bir grupoid olsun. Va,b € G i¢in a * x = b ve y x a = b olacak

bigimde z,y € G varsa bu grupoide kuasi grup (grupsu) denir.

Tanim 2.1.3 : (G, ) bir kuasi grup olsun. Va € G i¢in a*e = a = e *a olacak bigimde

e € G varsa bu kuasi gruba bir ilmik (loop) denir.

Tamim 2.1.4 : (G, *) bir ilmik olsun. Va,b,c € G igin
a*x(bx(axc))=(ax(bxa))*c

oluyorsa bu ilmige sol Bol-ilmik denir. Va, b, c € G igin
((cxa)*b)xa=cx((axb)*a)

oluyorsa bu ilmik sag Bol-ilmik denir.

Tanim 2.1.5 : (G, *) bir grupoid olmak iizere agagidaki aksiyomlar saglaniyorsa bu

grupoide bir grup adi verilir:



(i) Ya € G igin a * e = a = e x a olacak bigimde Je € G vardur.

1

(ii) Va € G igin a x a™! = e = a™! % a olacak bi¢gimde Ja~! € G vardir.

(iii) Va,b,c € G igin a * (b* ¢) = (a * b) x ¢ dir.
Eger Va,b € G icin a * b = b * a saglaniyorsa gruba degismelidir denir.

Onerme 2.1.1 : (G, ) bir grupoid olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.
(i) (G, %) birlegmeli bir kuasi gruptur.

(ii) (G, ) birlesmeli bir ilmiktir.

(iii) (G, *) bir gruptur.

Tamm 2.1.6 : (G,®) bir grupoid ve G iizerinde
(g1) Va € G i¢in 0 ® a = a olacak bicimde 30 € G vardir.
(g2) Va € G i¢in Sa @ a = 0 olacak bi¢cimde 36 a € G vardir.
(g3) Va,b,c € G igin

a® (b®c)=(a®b) D gyrla,b](c)
olacak bicimde bir tek gyr|a, b (¢) € G vardir.
(g4) Va,b € G igin gyr[a,b] € (Oto (G), ®)dir.
(g5) VYa,b € G igin gyr|a,b] = gyra & b, b] dir.

aksiyomlar1 gegerli ise G ye bir gyrogrup denir. Burada gyr[a,b] fonksiyonu (G, ®)

grupoidinin gyrfa,b] : G — G big¢iminde tanimh bir otomorfizmasi olup, gyr|a, b] oto-

morfizmine G nin a ve b elemanlar1 yardimiyla iiretilen gyrootomorfizmasi denir. (g5)

aksiyomuna sol ilmik 6zelligi denir.

(G, ®) bir gyrogrup olmak iizere Va,b € G i¢in adina gyrodegisme ozelligi denilen

(86) a® b= gyrfa,b] (b a)
ozelligi saglaniyorsa (G, @) gyrogrubuna gyrodegismeli gyrogrup denir.

Teorem 2.1.1 : (G, @) bir gyrogrup olmak iizere Va, b, x € G igin agagidakiler saglanir

(Ungar, 2005).
(1) a®b=a®cise b= cdir. (Sol sadelestirme kurali)
(13) gyr[0,a] = Id (Id birim déniigiimii gostermektedir).
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iii) gyr [©a,a] = Id.

i) gyrla,a] = Id.

v) Sol birim ayni zamanda sag birimdir.
vi) Sol birim bir ve yalniz bir tanedir.

vii) ©a®a = 0ise a ® (Ga) =0 dir.

ir) ©a® (a®b) = b dir.

z) gyrla,b(z) =S (adb) @ (aB (bdx)).
xi) gyr [a, b] (0) = 0.

xii) gyr [, b] (6x) = Sgyr [a, b] (x) .

(

(

(

(

(vi

(viii) Ga®a=0ve b@a =0 ise Sa = b dir.
(

(

(

(i

(xiii) gyrla,0] = Id.

ispat :

(1) a € G ve G nin sol birimi 0 olsun. x ise @ nin 0 a gore sol tersi olsun. Bu durumda
r® (adb) =@ (a®c) olup sol gyrobirlesme 6zelliginden (x © a) & gyr [z, a] (b) =
(x ® a) @ gyr[z,a] (¢) bulunur. Buradan gyr[z,a] (b) = gyr [z, a](¢) olup gyr],] bir

otomorfizm oldugundan birebirdir ve boylece b = ¢ elde edilir.

(i) adr =0®(adz) = (00a) ® gyr[0,a]l(z) = a ® gyr|0,a|(z) olup (i) den
x = gyr [0, a] (x) bulunur. Boylece gyr [0, a] = Id bulunur.

(7i1) Sol ilmik o6zelliginden ve (ii) den gyr [©a,a] = gyr [(Sa) & a,a] = gyr[0,a] = Id

bulunur.
(iv) Sol ilmik 6zelliginden ve (i) den gyr [a,a] = gyr [0 ® a,a] = gyr [0,a] = Id bulunur.

(v) a € G ve G nin sol birimi 0 olsun. z ise a nin 0 a gore sol tersi olsun. Sol gyrobirlegme
ozelliginden ve (ii7) den 2 (a ® 0) = (z & a)Bgyr [z,a] (0) = 060 = 0 = z&a bulunur.

(1) den a @ 0 = a olup boylece sol birim ayni zamanda sag birimdir.
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(vi) 0 ve 0* G nin iki birim elemani olsun. Sol birim ayni zamanda sag birim oldugundan

0 =0 0" = 0* olup, boylece 0 = 0* bulunur.

(vii) x, a nmin sol tersi olsun. Bu durumda sol gyrobirlesme 6zelligi, (iii), (v) ve (vi)
danz@(a®z) = (x B a)®gyr|r,a]l(z) =00z =2 = 2x®0 bulunur. (i) den a®z =0

olup boylece bir elemanin sol tersi ayni1 zamanda onun sag tersidir.

(viii) x ve y, a min sol tersleri olsun. (viz) den dolay:1 bu elemanlar ayn zamanda a nin

sag tersi olacagindan a @ x = 0 = a & y olup boylece z = y bulunur.

(iz) Sol gyrobirlesme zelliginden ve (i) den ©a®(a & b) = (©a & a)dgyr [Sa, a] (b) =

b bulunur.

(x) Gyrobirlesme 6zelliginden dolay1 a® (b ® x) = (a ® b)@gyr [a, b] () esitligi saglanir.
Bu durumda © (a®b) ® (a® (bd ) =S (a®b) ® ((a® b) ® gyr[a,b] (x)) olup (ix)
dan gyrla,b] () =S (a®b) ® (a @ (b & x)) bulunur.

(xi) (z) da o = 0 alinirsa istenen esitlik kolayca elde edilir.

(xii) gyr[a,b], G nin bir otomorfizmi oldugundan dolay: (xi) den gyr[a,b] (Sx) @
gyr[a, 0] (z) = gyrla,b](Sx & x) = gyr[a,b](0) = 0 olup boylece gyra,b] () =
ogyr [a,b] (x) bulunur.

(xiii) (z) daki egitlikte b = 0 alimip, (iz) dan kolayca ispatlanir.
Tanim 2.1.7 : (G, ®) bir gyrogrup olmak iizere Va,b € G igin
aBb=a® gyrla,Sb] (b)
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bigiminde tanimlanan "H" iglemine gyrogrubun co-islemi yada dual iglemi denir. Va €
G icin a0 =0=0Ha olup
aBb = aHB (D)
= a® gyrla, ©(0b)] (Ob)
= a©gyra,b](b)
dir (Ungar!, 2001, Ungar, 2005). Ayrica Va € G igin BaBb =0 = o B (8b) dir.

Gyrogrup otomorfizmalar1 gyrogrup aksiyomlar: tarafindan tek tiirlii tanmmhdir. gyr|a, b]
otomorfizmleri birim doniigiime egit oldugu 6zel durumlarda (gyrodegismeli) gyrogrup-
lar (degismeli) gruplara, gyrogrup islemleri de grup islemlerine indirgenir. Ayrica bu

durumda gyrogrup islemiyle co-gyrogrup islemi 6zdestir.
Teorem 2.1.2 : (G, ®) bir gyrogrup olmak iizere Ya,b, ¢ € G igin
gyr a,b® ] gyr [b,c] = gyr [a ® b, gyr [a,b] ] gyr [a, ] (1)
gyr la, ©gyr [a, 0] ] gyr [a,b] =1 (2)
i¢ ige gyrootomorfizm 6zdeglikleri ve
gyr [Sa,a @b gyr[a,b] = I (3)
ve
gyr [b,a ®b] gyr[a,b] =1 (4)

gyrootomorfizm 6zdeglikleri saglanir (Ungar, 2005).

Ispat : Va,b,c,z € G icin sol gyrobirlesme ozelliginin iki kez uygulanmasiyla

a®bd(cdr) = ad((b®c)®gyrb(z))
= (a®(bdc)) ®gyrla,bdclgyr(b, ()
a® (e (cor)) = (adb)dgyra,b](c®d )
= (a®b) ® (gyr[a,b] (c) ® gyr [a,b] (x))
= ((a®b) © gyra,b] (c)) © gyr [a @ b, gyr[a,b] (c)] gyr[a,b] (x)
= (

a®(b®c)) @ gyrla®b,gyrla,b](c)] gyra,b] (x)
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elde edilir. Yukaridaki iki egitlikten sol sadelegtirme kuraliyla
gyr [a,b& c| gyr [b,c] = gyr [a © b, gyr [a,b] (c)] gyr [a, D]
bulunur. Son esitlikte ¢ = &b alinirsa
Id = gyr[a ®b,ogyr|a,b] (b)] gyr |a, b]
elde edilir. Bu egitlikten sol ilmik 6zelligi ve sol gyrobirlesme 6zelligi yardimiyla

Id = gyrla®b,6gyrla,b](b)] gyr|a,b]
= gyr[(a®b) © gyrla, 0] (b), Sgyr[a, b] (0)] gyr [a, 0]
= gyrla® (bob),ogyra,b] (b)] gyra,b]
= gyrla, ©gyra,b] (b)] gyr[a, 0]
elde edilir. (1) de ozel olarak b = ©a alimirsa

gyrla,©a @ c| gyr [Sa, c] = gyr [0, gyr [a, ©a] (c)] gyr [a, ©a] = Id

olup, bu son esitlikte a yerine ©a ve ¢ yerine b yazihirsa (3) elde edilir. Son olarak (4)

esitligi ise (3) den

Id = gyr|Sa,a® b gyrla,]
= gyr[©a® (a®b),a®b]gyrla,b]
= gyr[b,a®b]gyrla,b]

biciminde elde edilir.

Teorem 2.1.3 : (G,®) bir gyrogrup olmak iizere Va,b € G igin
a®b=algyria,b(b)

dir (Ungar, 2005).

Ispat : a,b € G olsun. a Bb = a @ gyr [a, ©b] (b) bi¢iminde tammlandigindan

aBgyr(a, 0] (b) = a® gyrla,Sgyrla,b] ()] gyr[a,b] (b)
= ad®b

13



elde edilir.

Teorem 2.1.4 : (G, ®) bir gyrogrup olmak iizere Ya,b, ¢ € G igin
(©a®b) @ gyr [©a,b] (©b® c) = Oadc

dir (Ungar, 2005).

Ispat : Teorem 2.1.2 de elde edilen Id = gyr [a ® b, ©gyr [a, ] b] gyr [a, b] esitliginden

ve sol gyrobirlegsme 6zelliginden

(©a®b) ® gyr [©a,b](GbBc) = (©adb)® (Sgyr[©a,b] (b) ® gyr [©a,b] (c))
= ((Ga®b) & gyr[oa,b] (b)) ® Id(c)
= (Gad(bob)DC
= oadc

bulunur.

Teorem 2.1.5 (Birinci gyrodteleme teoremi): (G,®) bir gyrogrup olmak iizere
Ya,b,c € G igin
©(Gadb)® (Gadc) = gyr[©a,bl (Sb® c)

dir (Ungar, 2005).

Ispat : Teorem 2.1.4 de verilen esitlikte sol sadelegtirme kurali uygulanirsa ispat kolayca

elde edilir.

Teorem 2.1.6 : (G,®) bir gyrogrup olmak iizere Va,b € G igin

a®r=>b
denkleminin tek bir ¢oziimii vardir ve

rT=0adb
dir. Ayrica Va,b € G i¢in

rda=>b
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denkleminin tek bir ¢oziimii vardir ve
r=>0Ha
dir (Ungar, 2005).

Teorem 2.1.7 (Cogyroé6teleme teoremi) : (G, @) bir gyrogrup olmak iizere Va, b, z €
G icin
(a @ gyrla,b] (z))B(bSx) =aBDb

dir (Ungar, 2005).
Ispat : Va,b,z € G icin

(aBb)®dbadz) = ((«Bb)@b)®gyr[aBDb,b](x)
= a®gyrla,b](v)

bulunur.

Teorem 2.1.8 : (G, ®) bir gyrogrup olmak iizere Va,b € G ve VA € Oto (G, ®) igin
Agyrla,b] = gyr[A(a),A(b)]A

dir (Ungar, 2005).

Ispat : Va,b,z € G ve VA € Oto (G, ®) igin

(A(a) @ A(b) ® A(gyrla,b] (z)) = A((a®b) @ gyrla,b] (z))
= A(a® (b®2))
= Afa) @ (A(b) @ (A(2)))
= (A(a)© A(b) © gyr[A(a), A(D)]A(z)

olup, buradan Agyr{a,b] = gyr[A(a), A (b)]A elde edilir.

Teorem 2.1.9 : (G,®) bir gyrogrup olmak iizere Va,b € G ve A € Oto (G, ®) olsun.

Bu durumda
gyrla,b] = gyr[A(a), A(D)]
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olmas i¢in gerek ve yeter kosul Agyr{a,b] = gyr[A(a), A (b)]A olmasidir (Ungar, 2005).

Teorem 2.1.10 : (G, ®) bir gyrogrup olmak iizere (G, ®) gyrogrubuyla (G, B) grupoidi
ayni otomorfizmlar grubuna sahiptir (Ungar, 2005).

Ispat : ¢ € Oto(G,®) olsun. Bu durumda

p(aBb) = ¢(a®gyrla,cb] (b))

@ (
 (a) @ ¢ (gyr [a, ©b] ()

= ¢ (a) ® gyr[e(a), S (b)] (b)
¢ (a)By(b)

olup boylece Oto (G, ®) C Oto (G, H) dir.
Tersine ¢ € Oto (G, H) olsun. Bu durumda

pla) = ¢((adb)BY)
= p(a®b)Byp(b)

olup buradan
p(adb)=yp(a)de(b)

elde edilir. Boylece Oto (G,H) C Oto (G, ®) olup
Oto (G, @) = Oto (G,H)
esitligi saglanir.

Tanim 2.1.8 : (G,®) bir gyrogrup olmak iizere Oto(G) = Oto(G, @), G nin otomor-
fizmlar grubu olsun. a,b € G olmak iizere G nin gyr{a, b] bigimindeki tiim otomorfizm-

lerinin Otoy(G) kiimesi Oto(G) grubunun bir altgrubudur.
G X Oto(G) ={(z,X) :x € G, X € Oto(G)}
gyroyaridirekt ¢arpim kiimesi iizerinde tanimlanan

(z,X)(y,Y) = (v & Xy, gyr [z, Xy] XY)
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gyroyaridirekt ¢arpim iglemine gore G' X Oto(G) bir gruptur. Bu durumda G x Oto(G)

kiimesine G nin gyroholomorfi kiimesi denir (Ungar, 2005).
Teorem 2.1.11 : (G, @) bir gyrogrup olmak iizere Va,b € G igin

O (a®b) = gyrla,b] (6bS a)
gyrotoplam inversiyon ¢zelligi ve

gyr~[a,b] = [6b, ©a]

gyrootomorfizm inversiyon ozelligi saglamr (Ungar, 2005). Burada gyr— [a, ] ile (gyr [a, b]) "

doniisiimii gosterilmektedir.

Ispat : G x Oto (G) bir grup olduguna gore G x Oto (G) kiimesindeki her elemanin bir
tek tersi vardir. Bu durumda (a, Id) (b, Id) = (a ® b, gyr |a,b]) ¢arpiminin da

(b, Id)"" (a,Id)™" = (&b, Id)(Sa,Id)
= (6boa,gyr|6b,6al)

bigiminde bir tek tersi vardir. Ayrica Va,b € G igin
(a @b, gyrla,b]) = (Sgyr~" [a,b] (a® D), gyr™" [a,b])

oldugundan

oboa=ogyr{a,b) (a®b)

ve

gyr [©b, ©a] = gyr~" [a, b]

elde edilir. Bu iki egitlikten ise

Obo a = gyr [©b,©al (a ® b)
bulunur. &b yerine a ve Sa yerine b yazilirsa

O (a®b) = gyrla,b] (6bES a)
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elde edilir.

Teorem 2.1.12 : (G, ®) bir gyrogrup olmak iizere Va,b € G igin
©(aBb) = (ob) H (Sa)

cogyrootomorfik 6zelligi saglamir (Ungar, 2005).

Ispat : Va,b € G icin

aBb = a® gyrla, &b (b)

= ogyrla, gyrla, ©b] (b)] (©gyr|a, ©b]b S a)
= gyrla, gyr(a, Sb] (b)] (© (©gyrla, ©b] (b) © a))
= gyrla, ©gyr(a, ©b] (SD)] (© (©gyrla, ©b] (b) © a))

= gyr'[a, ©b] (S (Sgyr|a, Sb] (b) © a))
(©(ebe gyra,ob] (a)))

= (o (ebo gyrb,cd (a)))

= o((eb) B (ea))

dir.

Gyrogruplarda bir¢ok 6zdeslik saglanir. (G, @) bir gyrogrup olmak iizere Va, b, ¢,z € G
ve VA, X, Y € Oto (G, ®) igin agagidakiler saglanir (Ungar, 2005) :
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Formiiller Adlar

a®(Gadb)=>b Sol sadelesme kural

(boa)BHBa=0»> Sag sadelesme kurali
(bBa)da=0> Sag sadelesme kural
a®(bdc)=(a®b) ®gyrla,b](c) Sol gyrobirlesme 6zl.
(adb)®c=ad (bd gyrlb,al(c)) Sag gyrobirlesme 6zl.

aBb=a® gyrla,ob] (b)

a®b=algyr|a,b](b)

©(aHBb) = (cb) H (ca) Gyrootomorfik ters zl.
(aBb)®c=adgyrla,ob] (b c)

gyra,bl(c) = (a@b) @ (a® (b®c))

gyr [©a, ©b] = gyr [a, ] Cift simetri

gyr~" [a,b] = gyr b, d]

gyr[a @ b,b] = gyr [a, b] Sol ilmik 6zl.
gyrla,b® a] = gyr [a, b] Sag ilmik 6zl.
gyr [aBb,b] = gyr |a, b] Sol co-ilmik &zl.
gyr[a, b8 a] = gyr[a,b] Sag co-ilmik o6zl
gyr[a @ b, ©a] = gyr [a, b]

gyr [Sa,a ® b] = gyr [b, d]

O (a®b) = gyrla,b] (©bSa)

a® gyrla,bl(x)Bb®x)=aBDb

(©a®b) @ gyr [©a,b] (Bb® c) =Gadc

(aBb)® (bBc) =ae gyrla,b]gyrb, d (c)

Agyr [a,b] = gyr [Aa, Ab] A

gyr [b, ©gyr b, a] (a)] = gyr[a, ] I¢ ice gyrootomorfizm ozl.
gyr [©gyr [a,b] (b) ,a] = gyr [a, ] I¢ ice gyrootomorfizm ozl.
y = ogyr[a,z] (v) & x = Sgyrla,y| (y)

Y =ogyr(b,Xa] X & X =ocgyr[b,Ya]Y
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2.2 Gyrodegismeli Gyrogruplar

Tamim 2.2.1 : (G, @) bir gyrogrup olmak iizere Va,b € G igin
Oladb) =caob
oluyorsa (G, @) gyrogrubuna gyrootomorfik ters 6zellige sahiptir denir.

Teorem 2.2.1 : (G, @) bir gyrogrup olmak iizere gyrogrubun gyrodegismeli olmasi
icin gerek ve yeter kosul gyrogrubun gyrootomorfik ters 6zellige sahip olmasidir (Ungar,

2005).

Ispat : Oncelikle gyrogrubun gyrootomorfik ters ézellige sahip oldugu kabul edilsin.
Va,b € G igin ©(a®b) = gyr(a,b](Sb © a) gyrotoplam inversiyon 6zelliginden ve
gyr|©a, ©b] = gyr|a, b] ¢ift simetri 6zelliginden

©aob = ©(adb)
= gyrla,bj(cbea)
= gyr[ca,obl(b S a)

olup Sa yerine a ve ©b yerine b yazilirsa
(a ®b) = gyrla, b)(b & a)

gyrodegisme 6zelligi saglanir.
Tersine gyrogrubun gyrodegismeli oldugu kabul edilsin. Bu durumda gyrotoplam in-

versiyon ozelliginden
gyra,b] (S (6b© a)) =a® b= gyrla,b] (b® a)

olup, buradan

ob®a)=6boa

elde edilir.
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Teorem 2.2.2 (Ikinci gyrodteleme teoremi): (G,®) gyrodegismeli bir gyrogrup

olmak iizere Va, b, c € GG i¢in

Oladb)®(adc) = gyrla,b](Sbdc)
(a®b)o (a®c) = gyrla,b] (bSc)

dir (Ungar, 2005).

Ispat : Ik esitlik, birinci gyrodteleme teoreminde Sa yerine a yazilmasiyla kolayca elde
edilir. Ustelik bu esitlik gyrodegismeli olmayan gyrogruplarda da saglanir.
Ikinci esitlik ise Teorem 2.2.1 den elde edilir.

Tanim 2.2.2 : (G, ®) bir gyrogrup olmak iizere G iizerinde
L,:G— @G, L.a=2da
fonksiyonu tamimlansin. a € G olmak iizere V (z, X) € G x Oto(G, &) elemamnm
(Lyy X)a=2® Xa

bigiminde (L,, X) hareketini tammladigindan dolay1 G x Oto(G, @) kiimesinin eleman-

larina gyrogrubun hareketleri denir.

(Ly, X) ve (Ly,Y), (G,®) gyrogrubun iki hareketi olsun. Bu durumda Vz,y,a € G ve
X,Y € Oto (G, ®) igin

(Lo, X) (Ly,Y)a = (Lo, X) (y @ Ya)
= 28X (y®Ya)
= 26 (Xyd XYa)
= (z+ Xy) ® gyr[z, Xy|XYa
= (Lewxy, gyrlz, Xy XY)a

dir. Boylece iki hareketin bilesimi de bir harekettir. Ayrica
(Lo, X) ' = (Lox-12, X )
olup G x Oto(G, ®) kiimesi hareketlerin bilegke iglemine gore bir gruptur.
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(G, ®) bir gyrodegismeli gyrogrup olmak iizere Vx,q € G igin
LmLexq =dq (5)

ve

LeyLyq = q (6)
oldugundan (L,) ™" = Lg, dir. Ayrica Vz € G igin

gyrlr.yl(z) = e@@ey)®(@a(ye:2)
= (LagyoLaoLy) (2)
oldugundan
gyr [z,y] = Lygy © La o Ly

dir. Ilmik teoride gyr [z, y] = [ (z,y) ile gosterilir. Bu durumda [ (z,y) = L,¢, 0 Ly o L,
dir.
(g6) aksiyomundan

@y = gyrlr,yl(y® )
= (LggyoL.oL,) (y®u)
= ooy d(@d(Y® (yodr))

elde edilir. Bu son egitlikte ise sol sadelestirme kurali uygulanirsa
(roy)®@@oy) =(ra(yolyor)))

elde edilir. Bu egitlige literatiirde Bruck dzdesligi denir (Sabinin vd. 1998).

(gb) aksiyomundan ise

L&gy) iy © Loy 0 Ly = Ly, 0 LaoLy,
yada buna denk olan
Ly, © L(—;@y)@y 0 Lygy = Ly
ozdesligi elde edilir. Buradan
Lgeyey = Loayo L' 0 Logy

= Lx@y o L@z o Lx@y
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esitliginin saglandig1 kolayca goriiliir. Ozel olarak o = 0 alinirsa,
Ly@y == Ly O Ly

elde edilir (Sabinin vd, 1998). Bu esitlige sol alternatif 6zellik denir. Ustelik keyfi z, w

elemanlar igin y = ©x @ w almirsa (7) deki esitlikten

L(w@(@m@w))@(@x@w) = Lw@(@m@w)
— Lo Leyo Ly

bulunur. x = ©¢ alinirsa sol ilmik 6zelliginden sol Bol-ilmik ¢zelligi yani

Lw (o] Lq O Lw — Lw®(q@w) (8)

esitligi elde edilir. Bir sol Bol ilmikte x & a = b denklemi iki tarafli birim eleman

yardimiyla tek tiirlii ¢oziiliir ve
r=6a® ((a®b)® (Sa)) (9)
dir (Sabinin, 1990). ©x ® (z @ a) = a oldugundan

rha=b & crd(rda)=crdb
& a=0r®b

bulunur. (9) daki ¢zelligin (©x) @ b = a denklemine uygulanmasiyla
cr=6b® ((bda)® (S)))

bulunur ve bu esitlik ise (9) e denktir. Bunun yerine a ve b nin keyfi olmasi nedeniyle
r®y =p (yada ©z @ p = y) olacak bicimde p,y elemanlar1 igin yukaridaki esitlikte

b= p ve a =y alimirsa
cr = (op) & ((p®y) @ (op))

bulunur. (8) de ¢ = ©z almirsa ve w = x @y den tekrar (7) esitligi elde edilir. Boylece
sol ilmik 6zelligi sol Bol 6zdegligine denktir (Sabinin vd, 1998).

Sol Bol ilmikler i¢in Bruck ¢zdesligi

Srdy) =ord (o)
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otomorfik ters dzdegligine denktir (Sabinin, 1990). Son olarak sag gyrobirlesme 6zelligi

ele alinacak olursa

Ligyz = (z®y) D=
= z® (YD gyrly, ] (2))
= (LyoLyogyrly,z])(z)

= (LyoLyoL,t, 0L,oL,)(2)

olup boylece
Lm@y:onLyoL’1 oLyolL,

yoz

yada buna denk olan

L—l

Dy

oonLyoL;éxoLyoLw:]d

ozdesligi elde edilir. Bir sol Bol ilmikte Bruck 6zdegligiyle [(z,y) = gyr[z,y| bir oto-
morfizdir. Simdi /(z,y) nin bir otomorfizm oldugunu gosterelim. L, o L; fonksiyonu

kisaca L,L; biciminde gosterilsin.

U(a,b)Le ((a, b)) = LogyLaLoLoLy 'Ly Lags
= L gLa (LyLy) (LepLoLey) Ly ' Lagy
= LogyLalvanLeLy " Lags
= Lygy (LalvasLa) (LeaLeLoa) Lasy
- Lc:éb (LaLvabLa) Leawcoa) Lasb
= Lgéb (LGaLe(beBb)Lea)il Loag(coa) Lagh
= Logy Lo Loas(coa) Laob
= (LogsLm' Logy) LasbLoas(coa) Lasb
= (LasvLmLasp) " LagvLnLass

—1
- L(a@b)@(m@(a@b))L(a@b)@(n@(a@b))

bulunur. Burada ¢ = 6b® (z @ (Sb)), m =Sa® (©(bDb) S a) ven=0ad (¢S a)

dir. Son egitlikten
Liwanomeen)! (@, ¥) Ly (1(2,9) ™" = Luaheme () (10)
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elde edilir. Burada (a ®b) ® (m® (a® b)) =a ve (a®b) ® (n® (a® b)) = [ diyelim.
O halde (10) daki esitlik
Lol(a,b) L, (I(z,y)) " = Lg (11)
bi¢giminde yazilabilir. Ayrica
Ly = Lal(a,b)L, (I(a,b))™"
= LoL_gyLoLlyLy Ly Ly  Lagy

= LoL_2,L.LyL,

= Lyl(a,b)L,
= La@l(a,b):p

olup buradan 8 = a @ [(a, b)x bulunur. O halde (11) esitligi
Lal(a’ b)LI (l(a7 b))il = La@l(a,b)x (12)

bigiminde yazilabilir (sol pseudodzel 6zdeslik). Sol Bol 6zdegligi kullanilarak

a = (a®b)®(md(a®D))
= (a®b)®(Cad(©(bdb)ca)®(adb)
= (a®b)®(Gade(bdb) ®(Sad (adb)))
= (a®b)® (Cad (©(bDb) D))
= (a®b)®(Sad (Oh))
elde edilir. O halde (12) den
Liaonya(can(en) (@, ) La (1(a,)) ™ = Li@ans@as(@h)olb)s (13)

sonucu bulunur.
Bruck 6zdegligi veya otomorfik ters 6zdesligi (bunlar sol Bol ilmiklerde denktir) saglani-

yorsa € gyrogrubun birim elemani olmak iizere
(a®b)® (Sad (0D) =c¢
elde edilir. Son olarak (13) esitligi
Ll(a,b)L, (I(a,5)) ! = Leai(ap)a
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bi¢giminde yazilabilir. Buradan Vz € G i¢in

(Lel(a.b)L, (Ha, 1)) (2) = Lesiapye (2)

olacagindan

e ® (gyr[a,b] ((z @ gyrla, b)) (2))) = (e @ gyr[a,b] ) & 2

bulunur. Buradan

gyr la,b] ((z & gyrla, b))~ (2)) = gyr[a, bz & 2

elde edilir. Bu 6zdeglik literatiirde sol A-ozellik olarak adlandirilir. Boylece yukarida
elde edilen

Lygy=LzolL, oL;ém oLyolL,

ozdesligi
L;ylr[r,y](y@m) © gyr[l’, y] o Ly olL,=1d
bigiminde yazlabilir. Bruck ozdegligiyle (yada aym anlama gelen gyrodegisme 6zel-
ligiyle)
L7 oL}

Dy Dy

olLyolLyoL,oL,=1d
veya buna denk olan

L,o Ly o Ly olL, = (Lm@y)2
Lwoyo@ey)

elde edilir. Burada (L,)? = Lya, dir. Ustelik Bruck 6zdesligi ve sol alternelikten sol
Bol 6zdesgliginden
LyoLygyoLs = Legwaer)

Lx@((y@y)ﬁ%j)

sonucu elde edilir. Sag gyrobirlesme 6zelligi diger aksiyomlardan kolayca elde edilir.

Sonug olarak gyrogrup Bruck 6zdesligini saglayan sol Bol ilmiktir (Sabinin vd, 1998).
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(G, ®) bir gyrodegismeli gyrogrup olmak iizere Va, b, ¢,z € G icin agagidakiler saglanir
(Ungar, 2005) :

Formiiller

S(adb)=ca6b

aBHb=0Ha

aBb=a® ((Ca®b) D a)

aB(a®b)=a® (bDa)

gyrla,b](b® (a®c) =(adb)dc

gyr[a,b] (b)) =(a®b)E&a

O(a®b)®(adc)=gyrla,b] (Sb® c)

(a®b) S (a®c)=gyrla,bl (bSc)

gyr [a,b] gyr [b® a,c] = gyr|a,b® ] gyr b, c|
gyr [a, ©b] gyr [b, &c| gyr [c, ©a] = gyr [©a & b,a © ¢
gyr [a, 6b] gyr [b,&c] gyr [c,& (0B c) ©a)] = gyr[a, o (0B c) S a)]

gyr[a, &b = gyr [©a & b,a & b] gyr [a, b]

a© gyrla, bl gyr[b,c] (c) =aBgyraBb,bB¢|(c)

(aBb)® (bBc)=aBgyrlaBb,bB | (c)

(r®a)B(x®bd) =2 ((aBDb) ®x)

(x@a)H a)=2Qux
@ ((bBa)® (cBb)) = gyr|a,b] gyr [b,c] (c)

r® ((eBb)oc)=((z@a)B(zadb)o (xdc)

(
(z©

2.3 Mobius Kompleks Disk Gyrogrubu

Gyrogrup yapist tarihte ilk olarak Einstein’ i hiz toplaminda goriilmektedir (Ungar!?
1988, Ungar 1991, Ungar 1997, Ungar 1998). Kompleks agik birim disk tizerinde taniml
Mbobius déniigiimler grubu, gyrogrup kavramini agiklayan en iyi 6rnektir (Kinyon&Ungar

2000).

Tanim 2.3.1 : B, C de bir bolge olmak tizere f : B — C siirekli doniigiimii verilsin.

Eger 2y € B noktasindan gegen ve aralarinda a acis1 yapan herhangi iki diizgiin v,
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ve v, egrilerinin f (v,) ve f (7,) goriintiileri de f (zo) da aralarinda yon ve biiyiikliik
bakimindan « agis1 yapiyorlarsa f fonksiyonuna zy noktasinda bir konform doniigiimdiir
denir. Eger her 2y € B noktasinda f konform ise, f doniisiimii B bolgesinde konformdur

denir.

Tanmim 2.3.2 : a,b,c,d € C ve ad — bc # 0 olmak {izere

az+b
cz+d

T (z) =

bigiminde tanimlanmig fonksiyona Mobius déniisiimii (kesirli dogrusal déniigiim) denir.

Teorem 2.3.1 : C,, genisletilmis kompleks diizlemi gostermek iizere T (—d/c) = oo
ve T(00) = a/c olacak bigimdeki 7' (z) = (az + b) / (cz + d) Mobius doniigiimii C, dan
Cw a birebir, érten konform bir doniisiimdiir (Bagkan, 1996).

Onerme 2.3.1 : Her Mobius doniisiimiiniin tersi de bir Mébius déniistimiidiir (Bagkan,

1996).

Teorem 2.3.2 : Mobius doniistimler kiimesi fonksiyon bilegke islemine gore bir gruptur

(Bagkan, 1996). Bu grup PSL(2,C) ile gosterilir.
Teorem 2.3.3 : Kompleks C diizlemindeki
D={zeC:|z| <1}
diskini kendi iizerine resmeden herhangi bir konform déniigiim, zo € D ve 6 € [0, 27)

: 20 — 2
T — i
@ = (2

bi¢iminde bir Mobius doniistimiidiir. Bu bi¢cimde tanimli her Mobius dontigimi D yi

olmak iizere

kendi iizerine konform olarak resmeder (Bagkan, 1996).
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Ispat : Oncelikle eger |2| = 1 olsayd1, 2~ = Z ve |z — 25| = [Z — | olacagindan

T _ i0 20 — R
TEl = e (2

zZ0 — %

1—"22

|20 — 2|
2] [z~ — Zo

1
elde edilir. Dikkat edilecek olursa 7' nin aykiriligi sadece z = — noktasindadir. Fakat
<0

bu nokta DD nin digindadir. Boylece maksimum modiil teoremi geregince 7', D yi D ye

oo (2 )

resmeder. Diger yandan

1— (—efZ)w

oldugundan ve T ile aym bicimde oldugundan 7! de I yi I ye resmeder. O halde T
konformdur.

Simdi f : D — D herhangi bir konform déniigiim olsun ve zy = f~!(0), 6 = arg f'(z0)

T(2) — ot 1—rz012)
(2) <(1_Z_OZ)2
1

1 — |2/

olsun. Bu durumda

ve
T‘( Z) — 61’9
oldugundan T'(zg) = 0 ve § = arg T"(29) dir. Boylece Riemann doniigiim teoremine gore

bu doniisiim birtek oldugundan f = T" bulunarak ispat tamamlanir.

Kompleks C diizlemindeki D = {z € C: |z| < 1} diski iizerindeki en genel Mobius

doniistimii
20+ 2
14+ Zgz

Z2—20Pp 2 =
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Mobius sol gyrotteleme fonksiyonuyla bir dénme fonksiyonunun bilegkesiyle

z — e (f:_t_;) = e (20 Dr 2) g eR

bigiminde tammhdir. ” &,,” Mé&bius ¢ikarma iglemi ise a ©); 2 = a ® (©)72) bi¢iminde
olup z &y 2 = 0 ve ©)72 = —z dir. Mobius toplami, D iizerinde degisme ve birlesme
ozelliklerinin saglanmadig bir ikili iglemdir. Boylece Mobius toplami yardimiyla (I, &)
grupoidi elde edilir ve bu grupoid Ungar tarafindan detayl bir bigimde incelenmigtir
(Ungar, 2005). Mobius toplami Oklidyen diizlem geometrisindeki ” 47 vektor toplama
islemiyle benzer bircok ozellik tagir. Mobius toplaminin birlesme 6zelligini saglamadigi
agiktir. Bundan dolay:r (D, ©,/) cebirsel yapisi grup degildir fakat grupsu bir yapidir.
Oto(D, B ), (D, ®yy) grupoidinin otomorfizmler grubu olmak iizere, Mobius toplamimin
degismeli olmamasi

CL@Mb_ 1—|—CL[_)
b®ya 1+ab

gyr la,b] = € Oto(D, ®yy)

biciminde verilen

gyr : D x D — Oto(D, @)
doniisiimii yardimiyla diizeltilebilir. Boylece Mobius toplaminin gyrodegisme ¢zelligi
a®y b= gyrla,bl (b®y a)

bigiminde saglanmis olur. Ayrica gyr|a, b] degeri yardimiyla Mobius toplaminin Va, b, ¢ €
D igin

a®y (b&wc) = (a®mb) B gyrla,b](c)

(a®ub)®yc = ady (b®u gyrb,al(c))
bigiminde sol ve sag gyrobirlesme 6zellikleri de saglanmig olur. (ID, &,,) tizerinde diger

gyrogrup aksiyomlarinin ve gyrodegisme aksiyomunun saglandigi agiktir (Ungar, 2005).

2.4 Mobius Gyrogruplari
R? Oklidyen diizleminin vektorleriyle kompleks sayilar
C > u=uy +iuy = (u1,up) = u €R?
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bi¢imde esglensin. Bu durumda

lull = Ju|

esitlikleri R? {izerinde i¢ carpimi ve normu verir. Boylece C nin D diski {izerindeki
Moébius doniigiimii R? nin R2_, = {v € R? : ||v|| < 1} diski iizerindeki M6bius doniigiimiine

s

doniisiir. Boylece Yu,v € D ve Yu,v € R? icin

U+ v
1+ uv

UPpyv =

(14 uv) (u+v)
(1+av) (1+uv)

(1 +avtuv + ) u+ (1= |u*) v
1+ av+ut + |ul? |v)?

(1+2u- v+ ||v[*) ut (1= ulf’) v
1+ 2u-v+ |u?|v]?

= udmV

bigimine déniigiir (Ungar, 2005).

2.4.1 Yuvar Uzerinde M&bius Toplam

V bir reel i¢ ¢arpim uzay1 ve
Vo={veV:|v|<s}

ise V nin s > 0 yaricaph agik yuvari olsun. V; iizerindeki Mobius toplami

(1+(2/s*)u-v+(1/s%) ||v||2) u+ (1—(1/s% ||uH2) v
L+ (2/s?)u-v+ (1/s4) |[ul* [ v]

udy v= (14)
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bigimindedir. Burada - and ||-|| sirasiyla V den V; ye indirgenen i¢ ¢arpim ve normu
gostermektedir. Burada + islemi hem reel sayilar iizerinde toplama iglemini hemde V
tizerindeki vektor toplamini gostermektedir.

Yukaridaki toplamda s — oo durumunda V, acik yuvart V reel i¢ carpim uzayina
genisler ve @), Mobius toplami ise V {izerindeki + vektor toplamina indirgenir. Daha
acik olarak

Imudbpyv=u+v
S§—00

ve

lImV, =V

500
dir. (14) esitliginin sag tarafi literatiirde Mobius telemesi olarak adlandirilir.
Herhangi bir reel igcgarpim uzaymin V; acik yuvarinda tanmimli &yg Mobius toplama,
acik kompleks birim diski iizerinde tanimhi Mobius toplaminin dogal bir geniglemesidir.
Ustelik s > 0 olacak bicimdeki Vs € R icin (V,, ®n) gyrodegismeli bir gyrogruptur.

v € V, olmak {izere

Y= ——— (15)
1 _ v

s2

sayisina Gamma faktorii denir. Yu, v € V, i¢in V, tizerinde Mobius toplami

2 1 9 9
Tuowe = Tare () 1+ 50 v [l v]

gamma ¢zdesligini saglar. Gamma faktorii Einstein toplaminda da ge¢gmekte olup, 6zel
rolativite teoreminde Lorentz faktorii olarak bilinir.

Mobius gyrogrup co-iglemi , Mobius co-toplami yardimiyla

bi¢iminde taniml olup
Yatry—1
V1+ 20302 (1= %) - (3+93)

/YUEBMV -

gamma 0zdesligini saglar. Mobius co-toplaminin degisme ¢zelligini sagladig aciktir. Vi

de aliman keyfi u, v vektorleri eger V de paralel ise yani u = Av olacak bigimde bir A
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varsa bu durumda Mobius toplami

u-+v
Lt 5 [l vl

udyv=

bi¢imine indirgenir. Burada tanimlanan islem ise hem degismeli hem de birlesmelidir.
Ayrica

Il S ]| = [ul[ + [Iv]
Lt 5 [l vl

esitligi de saglamir. Ustelik (V,, @) nin gyr[u, v] otomorfizmas: Va,b,u,v,w € V,

icin V den V; iizerine indirgenen i¢ ¢carpimi korur. Yani
gyr[u,v](a) - gyr[u,v](b)=a-b

saglanir (Ungar, 2005).

2.5 Einstein Gyrogruplari

1900 lii yillara kadar yeryiiziiniin mutlak hizina dair yapilan tiim varsayimlar basari-
sizlikla sonuclanmigti. Bu yonde yapilan caligmalarin en meshurlarindan birisi 1887
yilinda Michelson ve Morley tarafindan yapildi. Fakat 18 yil sonra, Einstein daha sonra
kendi adiyla anilacak olan yeni hiz toplamii tanimlayarak rolativitenin (goreceligin)
ozel teorisini bulmus oldu. Oklidyen R? uzaymim vektorleri olan Newton hizlarmin ak-
sine Einstein hizlar1 gorecelidir, yani biiyiikliigii bogluktaki i1k hizim (3 x 10°km /sn 1)
gegemez.

¢ bogluktaki 11k hizim1 gostermek {izere
RP={veR:|v|<c}

tanmimlansim. R? iizerinde Einstein toplami Vu, v € R? i¢in

udPpv =

(u+v+l Tu_ (ux (uxv)))

1+ 5% 2147,

non

bigiminde tanimhdir. Burada "-" ve "x " iglemleri sirasiyla R? den R? iizerine indirgenen

i¢ garpimi ve vektorel garpimi gostermekte olup, v, ise (15) de belirtilen bigimdedir.
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Einstein toplami

1
uPpv = ut+—v+4+— u-v)u
" 1+‘;+;’( Yu 021+7u( ) >

biciminde de yazilabilir. Ustelik bu yeni toplam sadece 3—boyutlu uzay icin degil,
yiiksek boyutlu uzaylarda da gecerlidir. Newton limiti altinda yukaridaki toplamda
¢ — oo durumunda R? agik yuvar: R? reel i¢ carpim uzayma genigler ve @ Einstein

toplamu ise R? tizerindeki + vektor toplamima indirgenir.

2.5.1 Yuvar Uzerinde Einstein Toplami

V bir reel i¢ ¢carpim uzay1 ve Vy ise V nin
Vs={veV:|v|]<s}

bigiminde tanimli s—yuvari olsun. V; iizerinde Einstein toplam

L 1 9y
(u—l-’y—uv—i-gl o (u-v) u>

U@EV :1_{_1:2_2\,

bi¢iminde tamimhdir. V, yuvar1 Einstein toplamina gore gyrodegismeli bir gyrogruptur.

FEinstein toplami, Yu, v € V; icin birbirine denk olan

u-v
7u®Ev = ’yuf)/v (1 + 82 > (16)

ve

u-v
Yuepv = Tulv (1 - 52 ) (17)

gamma Ozdesliklerini saglar.

Buradaki (17) 6zdegligi 6zel rolativitede hiperbolik geometrinin ortaya ¢ikacagina isaret
gosterir ve ilk olarak Varicak (Varicak, 1908) ve Sommerfeld (Sommerfeld, 1909) tarafin-
dan cahigilmigtir.

v nin ¢, hizhihg

= tanh ™! Iivll
o, an .
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v

olmak {tizere cosh ¢, = 7, ve sinh ¢, = v, oldugu agiktir. 1910-1914 yillar1 arasinda
Zagreb Universite rektorii fizikgi Vladimir Varicak rolativitenin ozel teorisinin aslinda
Bolyai ve Lobachevsky nin hiperbolik geometrisinin dogal bir agiklamasi oldugunu gos-

terdi. Gergekten de hizliliklara gore (17) 6zdesligi

cosh ¢, = cosh ¢, cosh ¢, — sinh ¢, sinh ¢, cos A

uov

bi¢imini alir. Burada A ise hiperbolik geometrinin Beltrami yuvar modelinde rolativistik
"hizlar ticgeninin" hiperbolik acisidir.
Vs de alinan keyfi u, v vektorleri eger V de paralel ise yani u = Av olacak bigimde bir
A varsa bu durumda Einstein toplami

u+v
1+ % [[u [Iv]

uPpv=

bi¢imine indirgenir. Burada tamimlanan iglem hem degismeli hem de birlegmelidir.

Ayrica

lull @ v]) =2l v
T+ 2 afv]

esitligi de saglamir. Ustelik (V,, @®);) nin gyr[u, v] otomorfizmas: Va,b,u,v,w € V,
icin V den V; iizerine indirgenen i¢ ¢carpimi korur. Yani

gyr[u,v](a) - gyr[u,v](b)=a-b

saglanir (Ungar, 2005).
V boyutu en az iki olan (sonlu yada sonsuz) boyutlu bir Hilbert uzay: ve (¢,t) :=t-t =1
olacak bicimde sabit bir ¢t € V verilsin. Bu durumda V = ¢+ @ Rt olup Vz € V icin

T =1+ xot zettvexyeR

olacak bicimde tek tiirli yazilir. z,y € V i¢in «x ile y arasindaki Lorentz-Minkowski

uzaklhig
Lz,y) = (2= 9) - (&= 5) = (20— )’
bigiminde tanimlanir. A : V — V fonksiyonu tanimlansin. Vx,y € V i¢in
LA (), A (y) =1(z,y)
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oluyorsa A doniigtimiine V den V ye bir Lorentz doniistimii denir.
p?> = p-p < 1 olacak bigimde p € t*+ ve k? (1 — p®) = 1 olacak bigimde k # —1 reel
sayis1 verilsin. Vz € V igin

A, (z) =zop+ (T-p)t

lineer doniistimii tanimlansin. Bu durumda A, déniistimii yardimiyla

Bp,k = [d + kAp + k——HAp
doniistimii tanimlansim. B, ;, dontigiimii de lineer olup aymi zamanda bir Lorentz déniisti-
miidiir. £ > 0 i¢in B, doniisiimiine Lorentz artis1 (boost) denir. Boyutu en az iki olan

(sonlu yada sonsuz) bir V Hilbert uzaymda tanimh Lorentz doéniigiimlerinin karakteri-

zasyonu Benz tarafindan verilmigtir (Benz, 2000). Benz’e gore bir A Lorentz déniigtimii
A(z) = Byw (x) +d

bigiminde tek tiirlii yazilir. Burada w déniigiimii w (t) = ¢ olacak bigimde bir Lorentz

doniisiimii ve d ise V nin bir elemanidir.

Teorem 2.5.1.1 : V nin biitiin Lorentz boostlar1 sinirhdir (Demirel&Seyrantepe!,

2010).

Ispat : B,;, V nin bir Lorentz boost’u olsun. ||Id|| = 1 oldugu agiktir. p? < 1 olacak

bicimde p € t secilsin. Bu durumda

14, (@)]> = (zop+ (T-p)t)- (wop+ (7-p)t)
= i+ (z-p)°
= zp’+ |z -p‘2
x%pz —|—i2p2

_2 2
(«2+2%) Il

IN

olup buradan

14, @) || < lpll |2

yani

1A,]1 < pl
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elde edilir. Tersine
lpl* = »’
= llp*t]
= /(4 @)’
= (A @)l
< (4l

olup ||p|| < [|A4,|| elde edilir. Boylece ||A,|| = ||p|| olup A, siirhdir. Ayrica

143 @) < llpl* 1]

oldugundan AZ doniigiimii de sinirhidir. Tersine

Prlipll = [[A7 ()]
< [l43 el
oldugundan HA;H = ||p||? elde edilir. Son olarak ise k > 1 i¢in
(Byall = sup {12200 0 < oy <1

2 2
< 1+k|pl+ &5 lpl

= k(lpl+1)

bulunur. £ < —1icin || Byl = 2+ |k| (||p|]| + 1) oldugu agiktir.
Sonug 2.5.1.1 : Lineer Lorentz déniisiimleri siireklidir (Demirel'&Seyrantepe!, 2010).

E > 0ve K > 0icin B, ve B, g doniistimleri sirasiyla B, ve B, ile gosterilsin. Bu

durumda
B,B, = B, ,w

olup
L+p-q

"= \/1—p2\/1—q2
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ve
_ ptaq k (p-a9)p—1q
1+p-q k+1 1+p-q

dir. Buradaki * iglemi rolativistik toplam (relativistic addition) olup, bu toplamin baz

pPxq:i=T

ozellikleri boyV = 4 igin Ungar tarafindan incelenmistir (Ungar!?, 1990). BoyV > 2
icin, agsagidaki ozellikler W. Benz tarafindan incelenmistir (Benz, 2000).

(i) vpe S={zett:2? <1} icin
(=p)xp=0=px(-p)

dir.
(17) ¥p € S igin
Oxp=p=px0

dir.
(1i1) Ya,b € Si¢in axx = b olacak bicimde bir ve yalmz bir = € S vardir ve 2 = (—a) *b
dir. Ustelik Va,b € S icin y * a = b olacak bicimde bir ve yalniz bir y € S vardr.
(iv) Va,be S icin

w(axb) =w(a)*w(b)
dir.
(v) Vpe Sicin

dir.
(vi) Va,b,c € S icin
ax (bx) = (axb)x (w(a,b) (c)
dir.
(vii) Ya,b € S igin

bxa=w(ax*b)

dir.
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Ayrica
B_, kB, =1d

dir.

S kiimesi "+" iglemine gore bir Einstein gyrogrubudur. Lorentz-Minkowski uzakliklar:

pozitif, negatif ve sifir olabilir. Sirali kiimeler yardimiyla Lorentz-Minkowski uzakliginin
sifir olmasi igin gerek ve yeter kogul Benz tarafindan verilmistir (Benz, 2003). Lorentz-
Minkowski uzakliginin sirali kiimeler yardimiyla pozitif, negatif ve sifir olma durumlar:

ise Demirel ve Seyrantepe tarafindan verilmisitir (Demirel' &Seyrantepe!, 2010).
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3 GYROVEKTOR UZAYLARI

3.1 Gyrovektorler ve Cogyrovektorler

Oklidyen uzayda bir [PQ)] dogru parcast almsin. [PQ)] dogru parcast P den @ ya dogru
yonlendirilmigse P—Q ile gosterilir. Uzayda biitiin yonlii dogru parcgalarinin kiimesi A ile

. . H —) .
gosterilsin ve PQ) € A ve P'Q)' € A olmak iizere A kiimesinde
_— - > —
P'Q = PQ < |PQ| = ‘P'Q“ ve P'Q)' nin yonii P() nin yoniine esittir
onermesiyle "=" bagintis1 tanimlansin.

Tanim 3.1.1 : Uzaydaki yonlii dogru pargalarinin kiimesinde yukarida tanimlanan

"=" bagintisina gore elde edilen her bir denklik sinifina uzayda bir vektor denir.

Bu tanima gore uzayda bir vektor, bir yonlii dogru parcasina denk olan biitiin yonlii

dogru parcgalarinin kiimesidir.

(G,®) bir gyrodegismeli gyrogrup olmak iizere [PQ)] gyrodogru parcasi P den @ ya
dogru yonlendirilmigse

PQ=cP®Q

ile gosterilir. Biitiin yonlii dogru pargalarinin kiimesi B olsun. PQ € B ve P'Q' € B
icin B kiimesinde

PQ ~PQeoP3Q=0P aQ

onermesiyle "~" bagmtisi tanimlansin.

Tanim 3.1.2 : (G,®) bir gyrodegismeli gyrogrup olmak iizere, G deki tiim yonlii
gyrodogru parcalarinin kiimesinde tanmimlanan "~" bagintisina gore elde edilen her bir

denklik sinifina bir gyrovektor denir.

Gyrodegismeli gyrogruplarin noktalari ve gyrovektorleri arasinda yakin bir iligki vardir.
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1. (G,®) bir gyrodegismeli gyrogrup olmak iizere, G’ nin herhangi farkh iki A ve B
noktalar1 i¢in

v=CA®B

olacak bigimde G nin bir ve yalniz bir v gyrovektorii vardir. Boylece G nin herhangi
bir B noktasina B = &0 & B biciminde bir gyrovektor karsilik gelir.

2. G nin her A noktasi ve her v gyrovektorii icin B = A & v olacak bicimde bir B € G
noktasi vardir. Boylece G nin v vektorii A noktasinin B noktasina gyrottelemesi olarak

diistintilebilir. Ayrica C'= (A @ v) @ u ise, sag gyrobirlesme 6zelliginden
C=Aa(vogyr[v,Au)

elde edilir.

3. G nin her B noktasi ve her v gyrovektorii icin A = ©v B B olacak bicimde bir
A € G noktasi vardir.

4. VA, B,C € (G igin

(eA® B)dgyr[cA,Bj(eBa(C)=cAaC
dir.

(G, ®) bir gyrodegismeli gyrogrup olmak iizere [PQ] cogyrodogru pargast P den () ya
dogru yonlendirilmigse

PQ=BPHQ=QBP
ile gosterilir. Biitiin yonlii dogru parcalarinin kiimesi C ile gosterilirse, PQ) € C ve
P'Q'" € C i¢in C kiimesinde
PQ ~PQeQBP=QBP

onermesiyle "~" bagintisi tanimlansin.

Tamim 3.1.3 : (G, ®) bir gyrodegismeli gyrogrup olmak iizere, G deki tiim yonlii

n

cogyrodogru parcalarinin kiimesinde tanimlanan "~" bagintisina gore elde edilen her

bir denklik siifina bir cogyrovektor denir.
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Gyrodegismeli gyrogruplarin noktalar1 ve cogyrovektorleri arasinda yakin bir iligki vardir.
1. (G,®) bir gyrodegismeli gyrogrup olmak iizere, G' nin herhangi farkh iki A ve B
noktalar1 i¢in

v=HAHB

olacak bigimde G nin bir ve yalniz v cogyrovektorii vardir. Béylece G nin herhangi bir
B noktasina B = H0 H B biciminde bir cogyrovektor karsilik gelir.

2. G nin her A noktasi ve her v cogyrovektorii icin B = v @& A olacak bicimde bir
B € G noktas1 vardir.

3. G nin her B noktasi ve her v cogyrovektorii icin A = ©v @ B olacak bigimde bir
A € G noktas1 vardir.

4. VA, B,C € G i¢in

(HAB B) & (BBEC) = BAB gyr [BAEB B,BBEC|C

dir.

3.2 Gyrovektor Uzaylar:

Tanim 3.2.1 : V bir reel i¢ ¢carpim uzay1 ve G C V olmak iizere (G, ®) gyrodegismeli

gyrogrubu tanimlansin. r € R ve v €G olmak iizere G {istiinde
®:RxV-V, (r,v)—rev

bi¢iminde "®" iglemi tanimlansin. Eger Va,u,v € G ve Vr,ry,ry, € R i¢in agagidaki
aksiyomlar saglaniyorsa (G, ®, ®) cebirsel yapisina bir reel i¢ ¢carpim gyrovektor uzayi
kisaca gyrovektor uzayi) denir:

Vl)l®@u=u

V2) (m+ry)@u=(ru)® (r,®u)

V3) (rr) @u=r; ® (r, @ u)

)
)

4) |r|®@u u
)

<

[r@ual " ull

(
(
(
(
(
(

V5) gyr [u,v] (r®a) =r® gyru,v]a
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(V6) gyr[m®@u,ro@u] =1
(V7) [lr1 @ uf| = [ri| @ [[ul
(V8) [lu vl < luf @ |v].

Ayrica (—1) ® a = ©a , |©al| = |ja|| ve a® (—t) = ©a ® t oldugu acik olup (V1)
aksiyomundan

n®a=adPad---Pa

oldugu goriilebilir. Ayrica Vr,ry, 75 € R ve i¢in Va € G igin

ro(madna)=ro(rea)®re (rnea)
dir.

Tanim 3.2.2 : (G,®,®) bir gyrovektdr uzayr olmak iizere G iistiinde tanimlanan

birebir, oérten ¢ : G — G fonksiyonu igin

p(a®b) = ¢(a)®(b)
p(roa) = reyp(a)
p(a-b) = ¢(a)-¢(b)
ozellikleri saglaniyorsa ¢ fonksiyonuna (G, ®, ®) gyrovektdr uzayinin bir otomorfizmasi

denir.

Tanim 3.2.3 : (G,®,®) bir gyrovektor uzayr olmak iizere (G, ®, ®) nin hareketleri,
kendi otomorfizmalar1 ve x € GG olmak {iizere bir 6nceki boliimde tanimlandig bicimdeki

sol gyrooteleme fonksiyonlar: olan L, fonksiyonlaridir.

Tanim 3.2.4 : (G, ®, ®) bir gyrovektor uzay1 olmak iizere (G, ®, ®) iistiinde gyrouzak-
lik fonksiyonu Va,b € G igin

dg (a,b) = [[©a® b|| € RT U{0}

bi¢iminde tanimli olup

|ca® bl = ||cb® al|
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dir (Ungar!, 2001).
Teorem 3.2.1 : (G,®,®) bir gyrovektor uzayi olmak iizere
l[ea®c| < |lcadb|e|cbec| (18)
gyroiiggen esitsizligi saglanir (Ungar, 2005).
Ispat : (V8) aksiyomundan

|cad®c| = |[(ca®b)®gyr[ca,bl(Sbdc)
< [[ca@ bl @ |gyr [©a,b] (Sb @ c)
= |[ca@b| & |[cbac|

elde edilir.

Tanim 3.2.5 : (G,®,®) bir gyrovektor uzayr olmak iizere (G, ®,®) iistiinde cogy-

rouzaklik fonksiyonu Va, b € G icin
dm (a,b) = [|[bBal| € RT U {0}

bigiminde tanimli olup
[bBal = [laBb]
dir (Ungar!, 2001).

Teorem 3.2.2 : Gyrouzakliklar, sol gyrottelemeler ve otomorfizmler altinda degismez

kalirlar (Ungar, 2005).

Ispat : Otomorfizmler altinda i¢ carpim korunduguna gére normda korunur. Boylece

Yu,v,a,b € G, Vy € Oto (G, ®, ®) igin

lp)oy (@l = llrboa)l
= |[boal

elde edilir.
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a,b,x € G olmak iizere a ve b nin x e gore sol gyrodtelenmisg goriintiileri sirasiyla a'
ve b' ise
a=x®da, b=x®b
dir. Bu durumda
b'oa = (x®b)S(xda)
= gyr[x,b] (b a)
olup, boylece
Ib'eal = |gyrlx b (b a)l
= |boal
elde edilir.

Teorem 3.2.3 : Cogyrouzakliklar otomorfizmler altinda degismez kalirlar (Ungar,

2005).

Ispat : ¢ € Oto(G,B) olsun. Bu durumda

p(aBb) = ¢(al(cb))

olup, boylece

lp(a)Be M) = llv@aBb)|
= [aBb]

elde edilir.
Cogyrouzakliklar, sol gyrotelemeler altinda ve sag gyrodtelemeler altinda degisir.

Teorem 3.2.4 : (G,®,®) bir gyrovektor uzay1 olmak iizere (G, @, ®) iistiinde cogy-

rouzakliklar Va, b, x € GG i¢in
aBHb=(a®gyr(a,b)x)H (b ® x)

bi¢iminde tanimh uygun sag gyrottelemeler altinda degigmez kalirlar (Ungar, 2005).
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Teorem 3.2.5. : (G,®,®) bir gyrovektor uzayi olmak iizere (G, ®, ®) iistiinde cogy-

rouzakliklar Va, b, x € GG i¢in
abb = (a® gyrla, kap]x) B (b ® gyr(b, kap|x)

uygun sag gyrottelemeler altinda degismez kalirlar (Ungar, 2005). Burada k,p, noktasi,

a ve b noktalarindan gecen cogyrodogru iizerinde keyfi bir noktadir.

3.3 Gyrodogrular ve Cogyrodogrular

Oklidyen geometride, verilen bir P noktasimm, A noktasindan gecen ve sifirdan farkl

bir u vektoriine paralel olan dogrunun iistiinde bulunmas i¢in gerek ve yeter kosul
—
Jt e R, AP =tu

acik onermesinin saglanmasidir. AP = tu onermesinin P = A + tu bigiminde yazila-
bilecegi agiktir. Uzayda (yi, s, ..., ¥y,) dik koordinat sistemi kisaca Y ile gosterilsin.

Bu durumda uzayin her P noktasi icin

Y(P) = (P),42(P),- yn (P)) = (p1,02,- -, Pn)

olup P = A+ tu esitliginde P noktasi yerine Y (P) yazilirsa Y (P) = A+ tu esitligi elde
edilir. Bu durumda, A noktasindan gegen ve sifirdan farkli u vektoriine paralel olan

dogru 3t € R igin Y (P) = A+ tu esitligini saglayan P noktalarimin kiimesidir. Boylece
Y = A+ tu (19)

denklemi uzayda A noktasindan gecen ve u vektoriine paralel olan dogrunun denk-
lemidir. Ustelik (19) denklemi yiiksek boyutlu uzaylarda da gecerlidir. Farkli iki A, B

noktasindan gecen bir ve yalniz bir dogru vardir ve bu dogrunun denklemi
—
Y =A+tAB
bigimindedir (Sabuncuoglu, 2005).
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(G,®,®) bir gyrovektoér uzay1 olmak iizere farkh iki a ve b noktalarindan gegen gy-
rodogrunun denklemi

Y=ad(cadb)®t
bi¢imindedir. ¢ = 0 i¢in gyrodogrunun a noktasi, ¢ = 1 i¢in ise gyrodogrunun b noktasi

elde edilir.

(G, ®,®) bir gyrovektor uzay1 olmak iizere farkli iki a ve b noktalarindan gegen cogy-
rodogrunun denklemi

Y=(bBHa)xtda

bi¢imindedir. ¢ = 0 icin cogyrodogrunun a noktasi, ¢ = 1 igin ise cogyrodogrunun b

noktas: elde edilir.

Tamim 3.3.1 : (G, P, ®) bir gyrovektor uzayr olmak iizere a;,a,,a; € G olsun. Bu

noktalar ayni gyrodogru {iistiinde ise, yani k£ = 1,2, 3 ve t; € R igin
a,=a®d(Cadb)@t

olacak bi¢cimde birbirinden farkli a,b € G varsa aj, a,, a; noktalarina gyrodogrudastir

denir (Ungar, 2005).

Tanim 3.3.2 : (G,®,®) bir gyrovektor uzay: olmak iizere a;, a,,a; € G olsun. Bu

noktalar ayni cogyrodogru iistiinde ise, yani £ = 1,2,3 ve t; € R i¢in
a,=(bBa)®t,da

olacak bicimde birbirinden farkl a, b € G varsa a;, a,, a; noktalarina cogyrodogrudastir

denir (Ungar, 2005).

Tanim 3.3.3 : (G, ®,®) bir gyrovektor uzay1 olmak iizere a;, a,, a; noktalar1 G' de
gyrodogrudag ii¢ nokta olsun. t; < t, < t3 yada t3 < ty < t; olacak bicimdeki ¢, € R
ve k=1,2,3 icin

a,=a®d(Cadb)®t
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esitligini saglayan birbirinden farklh a,b € G varsa a; noktasi a; ve az noktalarinin

arasindadir denir (Ungar, 2005).

Tamim 3.3.4 : (G,®,®) bir gyrovektor uzayr olmak iizere a;, a,, a; noktalar1 G de
cogyrodogrudas ii¢ nokta olsun. t; < ty < t3 yada t3 < t2 < t; olacak bicimdeki ¢, € R
ve k=1,2,3 icin

a,=(bHa)®t, da
saglayan birbirinden farkli a,b € G varsa a; noktasi a; ve ag noktalarinin arasindadir

denir (Ungar, 2005).

Teorem 3.3.1: (G, @, ®) bir gyrovektdr uzay1 olmak iizere G nin farkl iki noktasindan
gegen bir ve yalniz bir gyrodogru vardir (Ungar, 2005).

Ispat : £, G nin farkli a ve b noktalarmdan gecen bir gyrodogru olsun ve
L=ad (cadb)®t
bigiminde tanimlansin. p; ve po, £ iizerinde farkl iki nokta olsun. Bu durumda

p1 = ad(Cadb)®t
p2 = ad (Cadb)®t,

olacak bigimde birbirinden farkli ¢1,¢; € R vardir. p; ve ps noktalarindan gegen dogru-

nun denklemi

£:p1@(@p1@p2)®t

bigimindedir. Bu denklemde p; = a® (Ga ® b)®t; ve py = a® (©a @ b) ®t, yazilirsa,
cadb=c, c®t; =c; ve c® ty = cy olmak iizere gyroskaler ¢arpimin gyrotoplama

islemi tizerinde dagilma o6zelligi, gyrotteleme teoremi ve sol gyrobirlesme 6zelliklerinin
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uygulanmasiyla

P1 D (Op18Py) @t = (adc) D (S(ader) D (ader)) @t
= (a®c)) ®gyrla c((6ci1Pey) @t)
= (a®c) @gyrla,c]((c® (b1 + 1)) ®1)
= (a®dcy)®gyra,cg](c® (=t +1t2)1)

B(c@tiBc® (—t1 +12)t)
= ad(c®(t1+ (—t1+t2)t))

@ ((Cadb)® (t; + (—t1 + t2) 1))
= a®((ca®b)®s)

elde edilir. Boylece GG nin farkh iki noktasindan gegen bir ve yalniz bir gyrodogru vardir.

Teorem 3.3.2 : (G, @, ®) bir gyrovektor uzay1 olmak iizere G nin farkl iki noktasindan
gegen bir ve yalniz bir cogyrodogru vardir (Ungar, 2005).

Ispat : £, G nin farkh a ve b noktalarindan gecen bir gyrodogru olsun ve
L=(bHa)®tda
bi¢iminde tanimlansin. p; ve py, L iizerinde farkl iki nokta olsun. Bu durumda
p1 = (bHa)®t;da
p: = (bBHa)®t,da
olacak bigimde birbirinden farkli ¢1, ¢, € R vardir. p; ve ps noktalarindan gegen dogru-
nun denklemi
L = (p:Hp;) @t ® p1
bi¢imindedir. Bu denklemde p; = (bHa) ® t; ® a ve p; = (bHa) ® ts ® a yazilirsa,
bHa=c,c®1t =c; ve c ®ty = cy olmak tizere
(p2Bp,) @t p1 = ((c2tba) B (c16a)) @t & (c16a)
(c26c1) @t @ (ciba)
= (c®(ta—11)) @t D (c16Pa)
(c® (ty —t1)t) & (c1ba)
(c®(ta—t1)t) Bcy)Da
= c((ta—t1)t+t)Da
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olup, boylece G nin farkl iki noktasindan gegen bir ve yalniz bir gyrodogru vardir.

Teorem 3.3.3 : (G,®,®) bir gyrovektor uzay1 olmak iizere, (G, ®,®) uzaymin tiim
gyrodogrulariin sol gyrostelemeler altindaki goriintiileri yine G' nin gyrodogrularidir

(Ungar, 2005).
Ispat : £, G nin
L=a®d (Cadb)®t

denklemli bir gyrodogrusu olsun. £ nin z sol gyrottelenmesi
xOL=x®(ad (Cadb)®1)
bi¢iminde olup, buradan

x®L = xd(ad (Cadb)®t)

x@®a)dgyr([x,al(Cadb)t

(x ®
= (x®a)®(gyr[x,a](ca®b))
(x®

xda)e((oxda)@(xab)) ot

olup boylece £ nin x sol gyrostelenmesi yine G nin bir gyrodogrusudur.
Tanim 3.3.5: (G, ®, ®)bir gyrovektor uzay: olmak iizere, G' nin

L = (bBa)®tda
K = (b'EIa‘)@t@a'

iki cogyrodogrusu verilsin. £ ve K cogyrodogrularinin paralel olmasi igin gerek ve yeter
kosul

b'Ha' = A® (bHa)

olacak bigimde reel bir A sayisinin bulunmasidir (Ungar, 2005).
Teorem 3.3.4 : (G, ®, ®)bir gyrovektor uzayr olmak iizere, G nin

L=bRtPa
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cogyrodogrusu verilsin. d, £ iistiinde bir nokta olmak iizere £ nin &d cogyrostelemesi

olan

L'=botda)Hd

G nin yine bir cogyrodogrusu olup, G nin orjininden gecer. Ustelik £ ve £' cogyrodogru-

lar1 birbirine paraleldir (Ungar, 2005).

Ispat : d, £ iistiinde bir nokta olmak iizere

£B8d = (betda)Ed
= betd(acgyrja,btjgyrb®t®a,d](d))
= bet®(acgyrfa,btdalgyrbetda,d](d))
= b®t®(aogyria,d](d))
= bete(add)

dir. Burada d noktasi1 £ cogyrodogrusu iistiinde bulundugundan
d=>b X to D a

olacak bicimde ¢ty € R vardir. Boylece

aBHBd = aB(Mb®t;da)
= aSgyrja,b®ty®al(b®tyda)
= acgyrla,b®t)(b®t)®a)
— ac(a®dbat)
= cb®i
elde edilir. Ayrica
(b@tda)Hd = (bet)d(aEHd)
= (bat)o (b®ty)
= b (t—t)
olup, boylece £' = (b®t® a) Bd cogyrodogrusu G nin orjininden geger. L ve L

cogyrodogrularinin paralel olduklar1 agiktir.

Teorem 3.3.5 : (G,®,®) bir gyrovektoér uzayr olmak iizere G nin orjininden gegen

gyrodogrular (cogyrodogrular) birer cogyrodogrudur (gyrodogrudur) (Ungar, 2005).
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Ispat : a,b € G ve t € R olmak iizere
L=a®db®t
orjinden gecen bir gyrodogru olsun. Bu durumda
adbb®ty=0
olacak bicimde ¢y € R vardir. Boylece
a=6b®i

olup —tg + t = s olmak tizere

L = adb®t
= (6b®ty) ® (b®t)
= b®(—ty+1)
= b®s
= b®s+0
elde edilir. Boylece orjinden gecen her gyrodogru bir cogyrodogrudur.

a,b € G ve t € R olmak {izere orjinden gecen
L'=bRtPa
cogyrodogrusu secilsin. Bu durumda
b®tyda=0
olacak bicimde t; € R vardir ve buradan
a=6b®ti
bulunur. Boylece t — tyg = r olmak iizere

L = bRitDa
= betd (Sb®ty)

= b®(t—ty)
= b®r
= 0+b®r

olup boylece orjinden gecen her cogyrodogru bir gyrodogrudur.
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3.4 Mobius Gyrovektor Uzaylar:

V bir reel i¢ carpim uzay1 ve
Ve={veV:|v|<s}

olmak iizere (V, @)s) Mobius gyrogrubu iizerinde "®,," Mo6bius skalar ¢carpimi r € R,
u,v eV, v#0icin

AVl /s) = A =]lvll/s)" v

S T T
(L vl /s)" 4 A=l /o) IVl
= stanh (rtanh™" ||v|| /s) v
v

T@MV

bigiminde tanimlanir ve r ®,, 0 = 0 dir. Mobius skalar ¢carpiminin birgok 6zelligi vardir.

Bunlardan bazilar1 agsagidaki bigimdedir.

nRyuv = VOMmMVDPy- - PyuVv

(r1+72) @p v = NAuVET, Ay V

(rirm2) @ v = 71 Q@ (12 @p V)

rQu (M OuvVvOMrs@uvV) = 7@y (r1 QuV)Su 7 Qu (r2 @um V)
[r @m v = |r[®wm [Vl

@ v — v

llr@arvll lIvl]

gyr [a,b] (r @ v) = r®um gyr(a,b](v)

1 XRXpm VvV = V

Tanim 3.4.1 : (Vg,@5) Mobius gyrogrubunun "®,," skalar garpimiyla donatilmig

(Vg, ®ar, @) ticliisiine bir Mobius gyrovektor uzayi denir.

(Vs, ®r, ®pr) bir Mobius gyrovektor uzayi olmak iizere V, de alinan farkh iki a ve b

noktalarindan gecen bir ve yalmz bir L, gyrodogrusu ve L, cogyrodogrusu vardir ve

Lap = a®y (Ca®yb)@yt
Egb = (bEMa)®Mt69Ma
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bi¢imindedir.

/ | |
{ —po < < o \ V

Sekil 3.4.1.1 : V, = R?_, olmak iizere  Sekil 3.4.1.2 : (R%_,, @y, ®ar) Mobius

(R2_,, ®yr, ®ar) Mobius gyrovektor gyrovektor uzayinda verilen a ve b nokta-
uzayimda verilen farkli iki a ve b nok-  larindan gecen gyrodogruya digindaki bir
talarindan gegen gyrodogru. c noktasindan ¢izilen paralel gyrodogrular.

Mbobius gyrovektor uzaylarindaki gyrodogrular, yuvar: ortogonal kesen ¢ember yaylar:
olup hiperbolik geometrinin Poincaré yuvar modelinin geodezikleriyle ortiigiir. a ve
b noktalarindan gecen L, gyrodogrusu diginda alinan bir ¢ noktasindan gegen L,y

gyrodogrusuna paralel olan sonsuz ¢oklukta paralel gyrodogru vardir.

— e —
..-""f. _HHH\ .-"';’F -

/ [CEMENEYY \ g \\

‘ /

L ool m

g .

Sekil 3.4.1.3 : V, = R2_, olmak iizere ~ Sekil 3.4.1.4 : (R%_,, ®ys, @pr) Mobius

(R%_,, &, ®ar) Mobius gyrovektor gyrovektor uzayinda verilen a ve b noktala-
uzayinda verilen farkl iki a ve b nok-  rindan gecen cogyrodogruya digindaki bir c
talarindan gecen cogyrodogru. noktasindan c¢izilen paralel cogyrodogru.
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Mbobius gyrovektor uzaylarindaki cogyrodogrular ise yine ¢ember yaylarindan olusur,
fakat cemberi kestigi noktalar1 birlestiren Oklidyen geodezik segmenti yuvarin merkezin-

den gecen kirigtir.
3.4.1 Mobius Gyrometriginin Poincaré Gyrometrigine Doniistimii

(Vs, @, ®pr) bir Mobius gyrovektor uzay: olmak iizere
d(a,b) = [[beyall (20)
Mbbius gyrouzaklik fonksiyonu Va, b, c € Vy i¢in (18) den

d(a,c) < d(a,b)®yd(b,c)

d(a,b) +d(b,c)
1+ %d(a,b)d(b,c)

(21)
tanh ¢beMa + tanh ¢C9Mb
s
1 + tanh ¢beMa tanh ¢ceMb

= stanh (Qﬁb@Ma + ¢C@N1b)

elde edilir.

Vs uzay1 yerine kompleks D diski alindiginda Mobius gyrouzaklik fonksiyonu a,b € I

icin

d(a,b) =|boya| = (22)

1—ab

a—b‘

bigiminde indirgenir. (22) deki Mobius gyrometrigi yuvar iizerinde Poincaré metrigi
olarak bilinir.

d(a7 C) - Hc@MaH = stanh ¢C@A4a

olmak tizere (22) den

tanh ¢og, o < tanh (dps, 0 + Gecyb)
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yada buna denk olarak

b
¢b9Ma - tanh_l —” @MaH
S
olmak tizere
Qsc@Ma S gbbeMa + ¢ceMb (23)

elde edilir. Buradaki (23) esitsizligi,

h(a,b) = tanh !4&b)

s

l ln s+d(a,b)

2 s—d(a,b)

Mobius uzaklik fonksiyonunu hatirlatir. Va, b, c € D i¢in
h(a,c) < h(a,b)+h(b,c)
oldugu bilinmektedir (Ungar, 1999, Krantz 1990).
Teorem 3.4.1.1 : I, kompleks birim diski gostermek iizere Va, b € D icin
|a @ b| < lal @ [b]
dir (Ungar, 1999).

Ispat : a € D icin
1

Yo = T /—/—
/1 - laf”
olmak iizere vy, = 7, oldugu agiktir. Ayrica 7, fonksiyonu monoton artan bir fonksiyon
olup Va,b € D i¢gin
Yagab = Ya Vo |1+ ab|
dir. Buradan
Vlal@alpll = 7lal@albl
= YV 11+ [al [0]]
> VoV |1+ @bl
= Ya®ud

7|a€BMb\
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elde edilir. Ayrica ||a| @ |b]] = |a| @ |b] oldugundan ve Vz € D igin v, =

fonksiyonu monoton artan olup Va,b € I i¢in
|af @ [b] = |a @ b]
elde edilir.
Teorem 3.4.1.2 : ), kompleks birim diski gostermek tizere Va, b, x € D icin
d(a,b) < d(a,z) Gy d(z,b)
dir (Ungar, 1999).
Ispat : Va,b,z € D icin
(z @ a) Oum (x Sar b) = gyr [z, a] (a O D)
dir. Burada x yerine &y x yazilirsa ve Oy (O @y b) = x O b esitliginden
(Omz ®p a) By (2 um b) = gyr [Smz, al (a O b)

bulunur. Boylece Va, b, x € D i¢in

d(a,b) = |aSyb
— |gyrlows,al (0 ou b)|
= |(SmT ©um a) By (x Oum b))
< [(Emx @ a)| & [ (z O b))
= d(a,z) By d(z,b)

elde edilir.
Teorem 3.4.1.3 : I, kompleks birim diski gostermek tizere Va, b € D icin
llal S [b]] < [a S bl

dir (Demirel&Soytiirk, 2008).
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Ispat : a € Dicin v, = (1 — ]a|2)71/2 olmak {izere Ya,b € D igin

ﬁ)/a@]wb - 70,71) ’]‘ - ab‘

dir. Buradan
Vlalomlbll = Vlalomlb|
Yia) Vo 11— lal [0]]

bulunur. Ayrica Vzi, zo € C icin
|21] = [22]| < |21 — 2

oldugundan
V\aeMb| = ,}/aeMb

= YV 11 —ab|

v

Via/ Vi) 11 — [abl|

OEM

lalearlbll

olup, boylece

@ O 0] > [la] Sar 0]

elde edilir.

Teorem 3.4.1.4 : ), kompleks birim diski gostermek {iizere Vz,y, z € D igin
[Omd (z,y) S d(z,2)] < d(y, 2)

dir (Demirel&Soytiirk, 2008).

Ispat : Vz,y,z € D icin
esitsizliginden
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yada buna denk olarak

elde edilir. Buradan

Sud(y, z) < eud(z,y) Gy d(, 2)

bulunur. Ayrica
esitsizliginden
Omd(z,y) &y d(z, 2) < d(y, 2)

olup, boylece

elde edilir.

3.4.2 Metrik ve Periyodik Dogrular

S # ¢ olmak tizere S x S kartezyen carpim kiimesi iizerinde
d:S§x85—R

fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda A = (S, d) yapisina reel uzaklik uzay1 denir. S

nin elemanlarima nokta, d(x,y) sayisina ise z ve y noktalar1 arasindaki uzaklik denir.
Tanim 3.4.2.1 : K C S olmak tizere Vx,y € K icin

d(z,y) = [f(x) = [ (v)]

olacak bicimde birebir, érten bir f : K — R fonksiyonu varsa K ya A nin bir metrik

dogrusu denir (Blumenthal&Menger, 1970, Benz, 2004).

Oklidyen geometrinin ve hiperbolik geometrinin Weierstrass modeli icin metrik dogrular

W. Benz tarafindan (Benz, 2004), Lorentz-Minkowski geometrisinin metrik dogrular
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ise Hofer tarafindan tanimlanmigtir (Hofer!, 2006). Benz, aym caligmasinda kiiresel

geometride ve eliptik geometride hi¢ bir metrik dogrunun bulunmadigini belirtmistir.

Tanmim 3.4.2.2 : p porzitif bir reel say1 olsun. K C S olmak iizere Vz,y € K igin

f () = f (y)] () = F W)l < p/2 igin

d(.y) =
TV oo @-fwl L 1@ - W) > 92 igin

olacak bi¢imde birebir, orten bir f : K — [0, p) fonksiyonu varsa K ya A mn bir
p—periyodik dogrusu denir (Blumenthal&Menger, 1970, Benz, 2004).

Kiiresel geometride 27m-periyotlu periyodik dogrular ve eliptik geometride m-periyotlu
periyodik dogrular Benz tarafindan tanimlanmigtir (Benz, 2004). Benz aym galis-
masinda Oklidyen geometride hi¢ bir periyodik dogrunun bulunmadigim da goster-
mistir. Hofer ise Lorentz-Minkowski geometrisinde periyodik dogrularin bulunmadigini

kamtlamigtir (Hofer?, 2006).

Eger K, bir metrik dogru yada p—periyodik dogru ise Vx,y € K i¢in d(z,y) = d(y, x)
ve d(z,y) > 0 oldugu aciktir. Asagidaki iki problem W. Benz tarafindan verilmistir.

Problem 3.4.2.1 : Vs,t € R igin
d(z(s),z (1) = |s — 1|
olacak bigimdeki tiim birebir z : R —& fonksiyonlarimi tanimlayimz (Benz, 2004).

Problem 3.4.2.2 :Vs,t € [0,p) igin

|s — ¢ , s =t <p/2 icin

p—1ls—t , |s—t|>p/2 igin
olacak bicimdeki tiim birebir z : [0,0)—S fonksiyonlarim tanimlayimiz (Benz, 2004).
Bir geometride metrik dogrularin varligy aragtiriirken oncelikle iki nokta arasindaki

uzakligin siirli olmamas: gerekir. Dolayisiyla hiperbolik geometrinin Poincaré yuvar

modeli i¢in d(a,b) = |la © b|| alinwrsa problem 3.4.2.1 in sol tarafi siirh oldugundan
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bu uzayda metrik dogru yoktur. O halde Poincaré yuvar modeli i¢in yeni bir uzaklik

tanimlamaya ihtiya¢ duyulur.

A = (S, d) reel uzaklik uzay:
S=R]_,={zeR":|z|| <1}

ve

tanhd(z,y) = [z S y||

bi¢iminde tanimlansin. A uzayimin klasik dogrular ||¢|| = tanh 1 olacak bi¢imdeki keyfi
p,q € S igin
{pBq®s:seR}

bi¢imindedir.
Teorem 3.4.2.1 : A reel uzaklik uzayinin metrik dogrulart A nin klasik dogrularidir.
Ispat : p,q € S ve ||¢|| = tanh 1 olsun. Bu durumda
() =peqes
fonksiyonu birebirdir ve Vs, t € R igin
d(z(s),z (1) = |s — 1|

oldugu agiktir. Boylece z (s) = p @ ¢ ® s bir metrik dogrudur.
Tersine, z : R — S fonksiyonu Vs, ¢ € R igin problem 3.4.2.1 in bir ¢oziimii ve p := z(0)

olsun. Vs,t € R icin

lepex(s)o@pez@®)l = lgyrlopz(s)](z(s) oz @)
= lz(s)oz @)

oldugundan dolay1
z'(s) =p@x(s)
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fonksiyonu da problem 3.4.2.1 in bir ¢oztimiidiir. ¢ := z'(1) olsun. z'(0) = 0 oldugu

aciktir. z' problem 3.4.2.1 in bir ¢dziimii oldugundan
tanh|1 — 0| = tanh 1 = ||z' (1) © z' (0)|| = [|¢]| -
Ayrica Vs € R igin
tanh s — 0] = tanh [s| = ||z (s) © z' (0)| = ||=' ()|
elde edilir. Vs,t € R i¢in
tanh [s — t| = ||z' (s) © z' (¢)]]

oldugundan son egitlikte her iki tarafin karesi alinirsa

tanh® s + tanh®¢ — 2tanh stanht ||z’ (s)||” + [|z' (£)[|° — 2 (z' (), z' (¢))
1+ tanh® stanh®t — 2tanh stanht 1+ ||z' (s)||* ||z (8)]|* — 2 (z' (s) , 7' (2))

bulunur. Buradan

tanh stanht = (z' (s),2' (t))

yani

tanh® stanh®t = (2'(s) , 2’ (t)>2
bulunur. Cauchy-Schwarz esitsizliginden Vs € R igin
p(s) =s

olmak {izere
z'(s) = (s)®q

yazilabilir. Boylece z (s) = p @ ¢ ® s bir klasik dogrudur.
Teorem 3.4.2.2 : Vp > 0 icin A nin p—periyodik dogrusu yoktur.

Ispat: z : [0,p) — S fonksiyonu Vs, t € [0, p) i¢in problem 3.4.2.2 nin bir ¢dziimii ve
a :=z(0) olsun. Vs,t € [0, p) icin

[(Ga@z(s))o(@a®z@) = lgyrlca z(s)](z(s) Sz ()l
= lz(s)oz @)



oldugundan dolay1

' (s) :=Sa® x(s)
fonksiyonu da problem 3.4.2.2 nin bir ¢6ziimiidiir. p := /(%) olsun. z'(0) = 0 oldugu
aciktir. z' problem 3.4.2.2 nin bir ¢dziimii oldugundan

P_ol = P_ (P | _
tanh‘2 O‘—tanhz Hx (2)6x(0)H Il

dir. Ayrica Vs € [0, £) igin
tanh |s — 0] = tanh s = ||z’ (s) © 2’ (0)|| = ||2' (5)
elde edilir. Vs, t € [0, 2) icin
tanh [s — | = ||z (s) © z' (1)

bulunur. Son esitlikte her iki tarafin karesi alinirsa

tanh®s + tanh’¢ — 2tanhstanht ||z’ ($)|I>+ |z (B)))* — 2 (2 (s), 2" ()
1+ tanh® stanh®¢ — 2tanh stanht 1+ ||z (s)||* ||z (8)]|* — 2 (z' (s), 7' (2))

elde edilir. Buradan

tanh stanht = (z' (s),2' (t))

yani

tanh?® s tanh®¢ = (2'(s) , 2’ (zf)>2

bulunur. Cauchy-Schwarz esitsizliginden Vs € [0, £) icin

olmak {izere

yazilabilir. Vm € (£, p) igin
tanh (p — |m — 0]) = ||z (m) © ' (0)|

ve

b n — 5] = [} om 5 (5)]
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oldugu z' fonksiyonunun problem 3.4.2.2 nin bir ¢6ziimii oldugundan dolay1 aciktir. Son

esitlikte her iki tarafin karesi alindiginda

tanh g tanh (p — ¢) = (z' (m) , p)
yani
| 2 | |
('(¢),p)” = (z'(m),z' (m)) (p, )
bulunup, Cauchy-Schwarz esitsizliginden Vm € (£, p) igin

6<m>:§<p—m>

olmak iizere

z'(m) =0d(m)®q
yazilabilir. Buradan z' (ﬁ) =z (%p) bulunur. Bu durum ise
3p p| 3P\ (P
1 4'_d($ (4)’x (4)

egitligiyle celigir. Boylece A nin p—periyodik dogrusu yoktur.

S={zeV:|z|| <1}

ve d(a,b) = |la Bb| alindiginda d(a,b) sinirh olacagindan metrik dogru yoktur. A =
(S, d) reel uzaklik uzay:
S:={zeR":|z| <1}

ve

d(z,y) = tanh™ ' ||z By|| Ve,y €S

bi¢iminde tanimlansin.
Teorem 3.4.2.3 : A nin cogyrodogrular: birer metrik dogrudur.
Ispat : ¢ € S ve ||p|| = tanh 1 olacak bigimde S nin bir p noktasi segilsin. Bu durumda

z(t)=(p@t)dq
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fonksiyonu ic¢in

z(t) =z (s) (p@t)dqg=(p®s)Dq

-
= pRt=(p®s)®q)Bq

= pet=(p®s) o (6q)H(Sg)
= pRTt=pRs

-

t==s

= tanh |t — 5]
olup, buradan

d(z(t),x(s)) = |t — s

dir. Boylece her cogyrodogru A nin bir metrik dogrusudur.
Teorem 3.4.2.4 : A nin metrik dogrular1 A nin cogyrodogrularidir.

Ispat : Vt,s € R icin z : R — S fonksiyonunu problem 3.4.2.1 in bir ¢oziimii olsun.
z(0) = 0 olsun. Eger z(0) # 0 olsayd1 gz(0) = 0 olacak bi¢imde bir g gyrovektor uzay

otomorfizmi segilirdi. p := x (1) olmak iizere
tanh |1 — 0| = tanh1 = ||z (1) Bz (0)|| = ||p||
elde edilir. Ayrica Vt € R igin
tanh |t — 0] = tanh [{] = ||z (1) Bz (0)|| = [z (0)]]
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dir. Boylece
tanh |t — 1| = ||z (t)Bx (1)
= ||z (t) © gyrlz (t) = (L] (= (1))]

olup burada her iki tarafin karesi alinirsa

tanh?® t+tanh® 1-2tanhttanhl _ [lz(0)]*+]e(D)]* ~2(2 () gyr[z(t),z(D](z(1)))
1+tanh? ¢t tanh? 1—2tanh ¢ tanh 1 1+[|z@®)[ 2|l 2(1) ]| —=2(z(t),gyr[z(t),z(1)](z(1)))’

bulunur. Son egitlikten
tanh¢tanh 1 = (z (¢t), gyrlz (t),z (1)] (z (1)))

olup her iki tarafin karesi alinirsa

(z (), gyr[z (t),z (1)]z (1)) = tanh*¢ttanh®1

= lz O Iz (1)II"

= |la @I llgyrlz (), = (V)] ( (1)
elde edilir. Cauchy-Schwarz egitsizliginden ¢ (t) = ¢ kuraliyla verilen ¢ : R — R

fonksiyonu icin

z(t) =) @gyrlz(t),z (D] (1)) ,VteR

elde edilir. Son egitlikten
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bulunup buradan z (1) gekilirse

z(1) =ez(t)® ((j@z(t) Ba(l)
=oz (W)@ ((jez®) +gyr[;ez®).ex)] (=)
=z (oz®)egyr[ozt),t@z®)]gyr [Pz (t), oz )] (z(t))
=@z e (fes®)) or®)
=(-1+1+1) @z (t)

=%®x(t)

elde edilir. Boylece
r(t)=z(1)@t=pt

bulunur. Boylece A nin metrik dogrular1 A nin klasik dogrularidir.
Teorem 3.4.2.5 : Vp > 0 i¢in A da p-periyotlu dogru yoktur.

Ispat : p > 0icin z : [0, p[— S problem 3.4.2.2 nin bir ¢oziimii olsun. z(0) = 0 olsun.
Eger 2(0) # 0 olsaydi gz(0) = 0 olacak bi¢imde bir g gyrovektor uzay otomorfizmi
secilirdi. p:= 2z (g) olsun. 0 <t < g olacak bi¢imdeki her ¢ icin

tanh [t — 0] = tanht = ||z (t) Bz (0)|| = ||z (¢)]]
bulunur. Yine 0 <t < g olacak bi¢imdeki her ¢ icin

aunle—5] = 05 ()]

olup burada her iki tarafin karesi alinirsa

tanh? t+tanh? g—?tanhttanhg - Hz(t)HQ—FHm(g)H2—2<z(t),gyr[z(t),z<§)]m(g)>

1+tanh? ¢ tanh? 572 tanhttanhg 1+Hx(t)||2Hx<§) H2—2<a:(t),gy7“[x(t),z(g)]x(g)>
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bulunur. Bu esitlikten ise

tanhttanhg = <$ (t),gyr(z (1), z (g>] (x (g)>>

elde edilir. Boylece

<x (t),gyr(z (t),z (g)] <3: <g>>>2 = tanh’¢tanh? g

le 1 [« (£)

olup, Cauchy-Schwarz esitsizliginden ¢ (t) = % kuraliyla verilen ¢ : R — R fonksiyonu

2

icin

s(t)=pWegylz).x(5)(«(5)) well)

elde edilir.
z(t)=¢t)@gyrlz(t),z (5)1 (”” @)

esitligi ise

olmasini gerektirir. Buradan ise

x(g) —cz(t)@ (L @z (t) Bz ()
—cr()e ((fez@)ogyr[Lezt),oz )] (z(1)
=(ezt)@ (@) @gyr[oz(t), @z ®)]gyr [f@z(t), 02 (1)) (z (1)
=(ez(t)® (L oz(t)) @t
=(-1+£+1)®@=z(})

=5 @zl

elde edilir. Boylece



bulunur.

g < s < p olmak {iizere problem 3.4.2.2 den

tanh (p —|s — 0|) = ||z (s) Bz (0)]|

bulunur. Ayrica

tanh (s = £) = o () B2 (£) |

dir. Burada her iki tarafin karesi alinarak

tanh23+tanh2gf2tanhstanh§ o \\$(8)|\2+H$<§>H2—2<$(5)79y7’[$(5)7$(g)](95(%))>

1+tanh? s tanh? §—2tanhstanh§ 1+||z(s)H2Hz(§> H2—2<z(s),gyr[z(s),m(l—;)] (m(g))>

elde edilip, boylece

<$ (s),gyrlz (s),z (B)] (J: (8>>> _ (taﬂh2 §*1> (tanh? 8*||I(S)||2)72tanhgtanhs(lfng;(s)”Q)

2 2 2(tanh? s—1)

tanh s tanh® g — 2tanh? g + tanh stanh ’2—’

tanh? g — 2tanh g tanhs + 1

bulunur. Her iki tarafin karesi alindiginda

2 2 tanh? g — 2tanh ’5’ tanhs + 1

<I (s),gyr[z (s),z (B)] (a: (£)>>2 _ (_tanhstanh?’ £ —2tanh® £ + tanhstanhg)

= tanh

2
2P 2 tanh? g — tanh s — tanh? s tanh? g
2 1 + tanh? g — 2tanh s tanh g

e @) 1o

elde edilir. Cauchy-Schwarz esitsizliginden 0 (s) = % (p — s) kuraliyla verilen ¢ : R — R

fonksiyonu igin

v(s)=d(s)@gyrle ()2 (5)a (5)  vselboal

olup

v =5 ) @ gz (), ()] (= (5))
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esitliginden
2
x<s>=;<p—s>®x(§) Vs €2, gl

3
elde edilir. Son olarak z (g) =z (Zp) olup bu ise

g o (3) <)

esitliginin saglanmasina celigki tegkil eder.

3.5 Einstein Gyrovektor Uzaylar:

V bir reel i¢ carpim uzay1 ve
Vy={veV:|v| <s}

olmak iizere (V,, @) Einstein gyrogrubu iizerinde "® " Einstein skalar ¢arpimi r € R,
u,v eV, v+#0icin

A+ vll/s) = A =1lvll/5)" v

TRV = ST NI A= VI Js) TV

= stanh (r tanh™ ||v|| /3) ne

vl

2r
- -ViEET)
A%
2r 2 __
(- v 1) VR

biciminde tanimlanir ve r ® z 0 = 0 dir.

Tamim 3.5.1 : (V,,®p) Einstein gyrogrubunun "®g" skalar garpimiyla donatilmig

(Vs, @, ®p) iicliisiine bir Einstein gyrovektor uzay denir.

(Vs, ®p, ®p) bir Einstein gyrovektor uzay: olmak iizere V de alinan farkh iki a ve b
noktalarindan gegen bir ve yalniz bir L, gyrodogrusu ve L¢, cogyrodogrusu vardir ve
Liapb = a®p(Ca®pb)®pt
gb = (bEIEa) ®Et@Ea

70



bi¢imindedir.

/.f HH.H\ f,-"f- ‘K*\\
,.-'(Jl \,\ i "\_‘

/ Ln':JHE:—;,a-&ikllh:-n,r| \ / (b B, a)a, th.a A\
|Ir oo < b < oo II| ! 00 < £ < 20 .II
1 |

|
_' \ ‘h 1:| n & I|

_\_H‘ ; " /.l \\.‘_\_ >

Sekil 3.5.1: V, = R2_, olmak iizere Sekil 3.5.2: (R2_;, ®yr, ®p) Einstein
(R%_,, ®p,®p) Einstein gyrovektor gyrovektor uzayinda verilen farkli iki
uzaymda verilen farkli iki a ve b nok-  a veb noktalarindan gecen cogyrodog-
talarindan gecen gyrodogru. ru.

Einstein gyrovektor uzaylarmdaki gyrodogrular Oklidyen dogru parcalari olup, hiper-
bolik geometrinin Beltrami-Klein yuvar modelinin geodezikleriyle ortiisiir. a ve b
noktalarindan gecen L,;, gyrodogrusu disinda alinan bir ¢ noktasindan gecen L, gy-
rodogrusuna paralel olan sonsuz ¢oklukta paralel gyrodogru vardir. Einstein gyrovek-
tor uzaylarindaki cogyrodogrular ise Oklidyen eliptik yaylarmdan olusur fakat cemberi
kestigi noktalar1 birlestiren Oklidyen geodezik segmenti yuvarin merkezinden gecen ki-

riglerdir.

3.5.1 Einstein Gyrometriginin Metrige Doniisiimii

(Vs, &g, ®p) bir Mobius gyrovektor uzay: olmak iizere

d(a,b) = [[bOpal
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Mbbius gyrouzaklik fonksiyonu Va, b, c € V; i¢in (18) den

d(a,c) < d(a,b)®gd(b,c)

d(a,b)+d(b,c)
1+ %d(a,b)d(b,c)

(24)
tanh ¢y, o + tanh ¢q 4,
S
1 + tanh ¢b@Ea tanh ¢06Mb

= stanh (¢pga + Peopb)
elde edilir.
d(a,c) = [lcSpal = stanh ¢

cOEa

olmak iizere (24) den

tanh ¢, < tanh (¢beEa + ¢ceEb)

yada buna denk olarak
i Ibesal

¢b9Ea = S

olmak iizere

¢09Ea S ¢b@Ea + ¢ceEb

elde edilir.

3.6 Gyrovektor Uzay Izomorfizmleri

(G1,®1,®1) ve (Ga, B, ®9) iki gyrovektor uzayi olsun.
p:G1— Gy , wy—=o(w)=uy , vi —¢(vy) =vs

olacak bigimde tanimli ¢ fonksiyonu Yuy, vy € Gy ve Vr € R icin

¢(ur @1 vi) = ¢(ur) B2 (ve) = Uy Do Vo
p(reru) = 1®20(w) = r®yuy
wooovi . ¢p(w)  9(vi)  _ uy vy
| [[vAl] ¢ (a)]| [[¢ (vi)l [us]l  [[va]
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kogullarii sagliyorsa ¢ fonksiyonuna gyrovektor uzay izomorfizmi denir. Yuy, vy, wy €
(G1 icin
¢ (gyri [ug, vi] (w1)) = ¢ (1 (a1 @1 vy) @1 (a1 &1 (Vi ©1wy)))

= (O2(¢(u1) B2 ¢ (v1)) B2 (¢ (11) B2 (¢ (V1) D2 ¢ (W1))))
= O2(uy By v2) B2 (U Da (V2 2 W2))

= gyra [ug, vo] (Wa)

ve
¢(w By vy) = ¢(w @1 gyri [ug, ©1u) (v1))
= ¢ (w) B2 ¢ (gyr1 [ur, O1wi] (v1))
= uy ©y gyrs [z, Ozuy] (V)
= wlvy
saglanir.

Teorem 3.6.1 : (V,, @y, ®p) Mobius gyrovektor uzayi ile (Vy, &g, ®) Einstein gy-

rovektor uzay1 arasinda tanimlanan

gbZ(VS,@M,@M)H(Vsa@Ea@E) ) V=20V
SOZ(VS,@E,(@E)_)(V&@M)@M) ’ V'_)%®EV

fonksiyonlar1 birer gyrovektor uzay izomorfizmidirler (Ungar®, 2001).
Ispat : Yu,v €V, icin

udyv = :1®(20u)d(20V))
wosv = 26 ((5u) oy (t6v)

oldugundan

p(udyv) = 20y (Udy V)
= 20y (30u (20nu) &p (20N V)))
= (2®uu) ®p 2@y V))
= ¢ () ®po(v)
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ve

2R (r @y 1)
(2r) @y u
r®un (2Q@um u)
T @y ¢ (u)
r Qg ¢ (u)
2@mu 2Q0mV

¢ (r @ u)
dir. Ayrica
’ o) 6()
¢ (@) o)l

2@l 2@ V]

2®M11 2®MV
2@y [uf| 2@ v

oldugundan ¢ fonksiyonu bir gyrovektor uzay izomorfizmidir. ¢ fonksiyonunun da bir

gyrovektor uzay izomorfizmi oldugu da benzer bicimde gosterilir.
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4 GYROTRIGONOMETRI

4.1 Gyroagilar

(G, ®,®) bir gyrovektor uzayr ve ©a @ b ise G de bir gyrovektor olsun.

©adb
|©a®b||

gyrovektoriine birim gyrovektor denir.

Tamim 4.1.1 : (G,®,®) bir gyrovektdr uzay1 olmak iizere, G nin Sa® b ve Sa® c

gyrovektorleri arasindaki gyroagt v olsun. Bu durumda o gyroagisinin gyrokosiniisii

cadb Oadc
|lca®b| ||ca®c|

cosa =
dir (Ungar, 2005).

Teorem 4.1.1 : Gyrovektor uzay hareketleri altinda gyroagilar invaryant kalir (Ungar,

2005).

Ispat : (G,®,®) bir gyrovektor uzayr olmak iizere, G nin a,b,c € G noktalar1 icin
a = Zbac olsun. V7 € Oto(G) igin

ot (a) ®7 (b) or(a)® T (c)

“rP)T@7() = @ er ) Tor@er (@l

T(cadb) ' T(Gadc)
[T (Ca@b)| [r(cadc)

cadb cadc
|ca® bl |©a®c|

= /bac
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oldugundan ve Vx € G igin

S
Z(x®b)(xda)(xdc) = [o(x@a)®(xdb)| [©xda)d(xdc)|

_ gyrlx,al(a®b)  gyrixal(cadc)
lgyr [x,a] (Sa @ b)|| - [lgyr [x,a] (Sa® c]]|

_ ©cadb ©adc
"~ |ea®b| |[[ca®c|

= /bac

oldugundan gyroacilar gyrovektor uzay hareketleri altinda invaryant kalirlar.

Tamm 4.1.2 : Iki gyrovektor arasindaki gyroacinin gyrokosiniisii 1 e esitse gyrovek-

torler paralel, 0 a esitse gyrovektorler diktir denir.

Teorem 4.1.2 : (G, ®, ®) bir gyrovektor uzay1 olmak iizere, G nin ©a @ b, Sa;Gb; ve
©asdby 1i¢ gyrovektorii verilsin. ©a;@db; ve Saydbby gyrovektorlerinin paralel olmasi

icin gerek ve yeter kogul
Z(ca®b)(ca;®b;) = Z(ca® b) (caydb,)
olmasidir (Ungar, 2005).

Ispat : Z(0a ® b) (0a;@b;) = £ (©a ® b) (©axdbs) olsun. Bu durumda

Cadb ©a; b, Cadb Oay®b,

[Ca®bl| [[Cai@by||  [[Ca®b| [[Caz®by]

olup, buradan

cadb ( Ca; db, Casdb, )
. — =0
[Ca® bl \|©ai®b;|| [Saz®bs

elde edilir. Son egitlikten ise Sasdb, = A (©a;®b,) olacak bicimde A € R vardir.
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Buradan

@al @bl @az @bQ
CoOsa = .
[Cai1®b, | [|©az®by||

ca16b; )\ (0a18b,)
[Sa1@b, || [[A(Ga1®b,)]|

©a;®b, ‘ ©a;®b,
|cai@b,|| |©ai®b,||

=1
olup, boylece @ = 0 bulunur. Bu ise ©a;®b; ve Sasdbs gyrovektorlerinin paralel
olmas: anlamina gelir.
Tersine, Ga;®b; ve Sasdbby gyrovektorleri paralel ise

@a1@b1 @az@bg

Cos o = .
[Sa1 @by || [[Sazdhy|

olup, buradan Ga®b, = A (©a;®b;) olacak bicimde A € R vardir. Boylece yukaridaki
islemler ters yonde takip edildiginde Z(ca @ b)(ca;@by) = Z(6a® b) (©ay®dbs)
elde edilir.

4.2 Mbobius Gyrovektor Uzaylarinda Gyrotrigonometri

4.2.1 Gyroiiggenler

Tanim 4.2.1.1 : (G, ®, ®) bir gyrovektor uzay1 olmak iizere, G’ nin aym gyrodogru iiz-
erinde bulunmayan farkl ii¢c A, B, C' noktasi icin, bu noktalar: birlestiren ii¢ gyrodogru
parcasininin birlesimine bir gyroiiggen denir. A, B, C' noktalarina gyroii¢cgenin kose
noktalar1 denir. ©A & B, ©B & C, ©C & A gyrovektorlerine ise gyroiiggenin kenarlar

denir.

Teorem 4.2.1.1 : ABC, (V,, @, ®) Mobius gyrovektor uzayinda koseleri A, B, C € V
ve kenarlari issa=6B® (C ,b=6C® A, c = ©A & B olan, A, B, C koselerindeki
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gyroagilari sirasiyla «, 3,7 olan bir gyroiiggen olsun. Bu durumda a = ||a||, b = ||b||,

¢ = ||c|| olmak iizere

& a® ¥ 1 2B%aBjbcosy

2
s 5 s s
1-— gﬁiaﬁgb COs 7y
yada buna denk olarak
9 (0)2 a? + b* — 2a.b, cosy
C = - =
s s 1+ asbs — 2a4b, cosy

az+ 02— — a?b’c?
2a4bs (1 — 2)

cosy =

dir. Burada
1

2
a
Ul-i—?

olup 3, sayisina beta faktorii denir (Ungar!, 2001, Ungar?, 2001).

Ba=

Ispat :
cadb = c(@Ce®B)® (CA)
= gyr[©C,B] (6B & A)
= gyr[oC, B](c)

oldugundan ||©a @ b|| = ||c|| olup, boylece v, = Ygagp €lde edilir. Buradan ise

Ye = 72@a€9b
= 27 (1—-3a-b+ Llal*|b])

= 273 (1 = Zabcosy + Za?b?)

olup bu son 6zdeglik elde edilmesi gereken tzdesliklere denktir.
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a=aCaelB
b=6CaA
c=cBoA
a=|al|, b=|bll, c=|ic||
cos a+-cos{ ,B-}-'y!

cos atcos(B—7)

b2 — cos B+cos(a+v)
8 7 cos B+cos(a—y
B __ cosy+cos(at+s)
o Cy = cos y+cos(a—pB)

2
ag

a®db>c c

a+fB+yv<m

cosy = cos(m —fa 4-,‘,6) + 2¢2+2 sin a cos B
} a,b, sin y
T

—aaby cosy

—. b . & pand _
COSQ = T Ty tARZ =

§=m—(a %"—,8 +7)>0

Sekil 4.2.1.1: (R?, &, ®) Mobius gyrovektor uzayinda bir
ABC gyroticgeni.

Teorem 4.2.1.2 (Hiperbolik Pisagor teoremi) : ABC, (V,,®,®) Mobius gy-
rovektor uzayimda koseleri A, B,C € V, ve kenarlari ise a =B @& (C , b =6C & A,
c =90A® B olan, A, B, C koselerindeki gyroacilar: sirasiyla «a, 5, olan bir gyroiiggen

olsun. Bu durumda a = |ja||, b = ||b]||, ¢ = ||c|| olmak iizere v = 7/2 ise

2 a? b

- = @ R

s s s
dir (Ungar!, 2001, Ungar 2005, Ungar?, 2001).

Ispat : Teorem 4.1.2.1dey =7 /2 almirsa ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.1.3 : ABC, D kompleks birim diskinde kenarlaria = ©B&C,b=6Cq A

ve ¢ = ©A & B olan bir gyroiiggen olsun. Eger a ve b kenarlar1 ortogonal ise
ja* @ [bf* = ||

dir (Ungar, 1999).
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Ispat : a ve b kenarlar ortogonal olsun. Bu durumda 6 B®C ve ©C @& A gyrokenarlari
arasidaki gyroag 7/2 olup ABC' gyroiiggeni dikdir. A noktasimi reel eksen iizerine,
B noktasini ise sanal eksen iizerine génderecek bicimde uygun bir f Mobius doniigtimii
segilsin.  f(A) = A, f(B) = B' ve f(C) = C" olsun. Mobius doniigiimleri altinda
gyroagilar ve gyrouzunluklar korunacagindan A'B'C" gyrotii¢geni de dikdir. Bu durumda
elde edilen yeni gyrotiggen igin x,y € (—1,1) olmak tizere A' = z, B' = iy ve C' = 0

dir. Bu durumda

o> = [BoC = ¢

p* = |[AeC] = o

e = |AeB] = |lroiyl
= 2oy

olup, boylece |a|* @ [b]> = |¢|* elde edilir.

Sekil 4.2.1.2: ABC gyroiiggeninin f Mobius doniigiimii altindaki goriintiisii

Teorem 4.2.1.4 (Hiperbolik Carnot teoremi) : ABC, D) kompleks birim diskinde
kenarlaria = ©6B® C, b = oC @ A ve ¢ = A ® B olan bir gyroii¢ggen olsun. A', B', C"

sirasiyla a, b, ¢ kenarlar: iizerinde kose noktalarindan farkli birer nokta olmak tizere bu
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noktalardan cizilen hiperbolik dikmeler bir noktada kesisiyorsa
lcAeC|'cleBac | @|oBaAl’cleCce A’ e |loCoB| cloAe B| =0
dir (Demirel&Soytiirk, 2008).

Ispat : A', B',C" noktalarmdan cizilen hiperbolik dikmeler bir P noktasmda kesigsin.
Bu durumda 6A® P, ©6B® P, oCd P, cA'® P, 5B @ P,oC"' @ P hiperbolik geodezik
parcalar1t ABC gyrotii¢genini alt1 dik gyroticgene ayirir. Bu dik gyroti¢genlere hiperbolik

Pisagor teoremi uygulanirsa

oP@ AP = |cAeC & |aC @ P
eBa P|° = |ePaC )& |eC & B)
P& B> = |[eBaA’a|cA ¢ Pl
loCe PP = [ePa AP @ oA C)
ePaC? = |eCao B*®|eB & P|?
lcA@ P> = |ePa B’ ®|eB & A
elde edilir. Ayrica

oP@® A = |cAo P)

eBe P|” = |oPa BJ?

leCae P? = |ePaC)

oldugundan

= |edeC)lPeleC'aP)? = |[ePeB|’®|eB @A = o
B = |[eBoAl’@leAeP? = |ePaCeleC'e@Bf = B
v = |[eCeBlo|leB o P = |oPoA oA aC]? = ~

elde edilir. Buradan
(a®B)dry=(d®p)DY

olup, ((—1,1),®) bir degismeli grup oldugundan

lcAeC e |cBa A’ eleCc o B =|cB o Al'® |cC @ Bl @ |cA e |
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elde edilir. Buradan
lcAa )’ oleBaC e |loBo Al cloCco Al e |oCc o B olcAe B* =0
bulunur.

Teorem 4.2.1.5 : ABC, D kompleks birim diskinde kenarlaria = 6B®C,b=6Caq A
ve ¢ = SA @ B olan bir gyroticgen olsun. A', B', C" sirasiyla a, b, ¢ kenarlar1 iizerinde

koge noktalarindan farkli birer nokta olmak iizere
lcAsC cleBac | a|loBoAl'cleCa A’ a|leCa B clcAe B =0

esitligi saglaniyorsa ve A', B', ' noktalarindan herhangi ikisinden cizilen hiperbolik
dikmeler noktadas ise bu durumda A', B', C" noktalarimin tigiinden de ¢izilen dikmeler

noktadagtir (Demirel&Soytiirk, 2008).

Ispat : a ve b kenarlarindan cizilen iki hiperbolik dikme bir P noktasinda kesissin. O
halde 6 A' ® P ve ©B' ® P gyrodogru parcalar1 P noktasinda kesigir. P noktasindan ¢
kenarina ©K @ P gyrodogru parcasi ¢izilirse

cAa K’cleBa K’ e |eBaAl’cleCa A’ a|leCe Bl cloAe B =0
elde edilir. Bu durumda, hipotezden
cAa K|’cleBa K|’ =|cAec | cleBa

bulunur. Bu esitlik ancak K = C' durumunda saglanir. x := d(B, K) ve h := |©A & B|
ise, buradan d(A, K) = h © z elde edilir. x,y € (—1,1) i¢in

fl)=(hex) o’

fonksiyonu tanimlanirsa

—2h(1 = h?) (1 — zy)
(1 —2hx + 22) (1 — 2hy + ?)

flx) = fly) = (z—y)
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olup, boylece f fonksiyonu birebirdir. f birebir oldugundan K = C" dir.

Sekil 4.2.1.3 : D de hiperbolik Carnot teoremi.

Sekil 4.2.1.3 den goriilecegi iizere A', B', C' noktalarinin iigiinden ¢izilen hiperbolik dik-
meler dogrudas olmayabilir. Eger B' noktas1 A kose noktasina ve A' noktas1 da B kose
noktasina yeterince yaklagtirilirsa, elde edilen hiperbolik dikmeler kesismeyeceginden P
noktas1 bulunamaz. Boylece Oklid geometrisinin aksine hiperbolik geometride Carnot

teoreminin tersi saglanmaz.

Teorem 4.2.1.6 : ABC, (V,,®, ®) Mobius gyrovektor uzayinda koseleri A, B, C' € V
ve kenarlari ise a = ©B® C, b =6C ® A, c = ©A @ B olan, A, B, C koselerindeki
gyroagilar1 sirasiyla «, 3,7 olan bir gyroiiggen olsun. Bu durumda a = ||a||, b = ||b||,

¢ = ||c|| olmak iizere
vaa _ b 7ze
sinaw  sinf  sinvy

dir (Ungar, 2005, Ungar?, 2001).

Ispat : C kosesinden ©A @ B kenarma gekil 4.2.1.4 deki bicimde bir gyrodikme cizilsin
ve ©A @ B kenarm Cj noktasinda kessin. Bu durumda h = ©Cy, @ C ve ||h|| = A
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olmak tizere

. h
Ssino« = NOIN
’Ybb
2h
sng = A2
Ya

vih = ~2asinff = ~ibsina

bulunur.

a = |lall
b=oCoA  b=|b|
c=0A8dB  c=|c|
h = ||

iy B
sina = 'F.L,,
. : h-,

C_ hy
smﬁ:.— o

hy = aysing = by sine

Sekil 4.2.1.4 : (R?,®,®) Mobius gyrovektor uzayinda

gyrosiniis kurall.

Tanim 4.2.1.2 : ABC, (V,, @, ®) Mobius gyrovektor uzaymda koseleri A, B,C' € V
ve kenarlari issa=6B® (C ,b=6C® A, c = ©A @ B olan, A, B, C koselerindeki
gyroagilar sirasiyla «, 3,7 olan bir gyroiiggen olsun. Bu durumda a = ||al|, b = ||b||,
¢ = ||c|| olmak iizere
d=m—(a+5+7)

sayisina gyroiicgenin kusuru denir.

Teorem 4.2.1.7 : ABC, (V,, ®, ®) Mobius gyrovektor uzayimda kogeleri A, B, C' € V,
ve kenarlari ise a = ©B® C, b =6C ® A, c = ©A @ B olan, A, B, C koselerindeki

gyroagilar1 sirasiyla «, 3,7 olan bir gyroiiggen olsun. Bu durumda a = ||a||, b = ||b||,

¢ = ||c|| olmak iizere
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5 ——sinvy ——sinf ——sina
tan & — _ 8 _ _ S5
- ab _l—ggcosﬂ_ bc
1———cosvy s 1———cosa
58 58

dir (Ungar, 2005).

Tanim 4.2.1.3 : (V,, &, ®) Mobius gyrovektor uzaymda bir ABC gyrotiggeni verilsin.
A, B, C noktalarindaki gyroagilar ise sirasiyla «, 3,y olsun. ABC' gyroiiggeninin |[ABC|
gyroalani

2 4]

dir. Burada K = —4/s* olup, K sayisina Mobius gyrovektor uzayin Gauss egriligi

denir.

Teorem 4.2.1.8 : (V,, ®, ®) Mobius gyrovektor uzayinda bir ABC' gyroiiggeni verilsin.

A, B, C noktalarindaki gyroacilar ise sirasiyla «, 3, olsun. Bu durumda

) cosa + cos (B + )

% = Cosa+ cos (B—=")
o oS B+ cos (a+ )

*  cosf+cos(a—7)
2 _ CosyHcos (a+p)

cosy + cos (a — )
dir (Ungar, 2005).

Ispat : Teorem 4.2.1.7 den

asbs sin~y
— = ftan—
1 — asb, cosy

asCs Sin 5
———— = tan-
1 —ascscosfB 2

bycg sin «v
— = ftan-=
1 — becs cos a 2
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olup, buradan

sin o + cos o tan 3
as = tan —

) o . o 2
sin 3 + Cosﬁtané Slnv—i—cosvtané

v

)
sin 3 + cos ftan —
b= 2 5 tan 5

4] 2
(sin «a + cos o tan 5) <Sin v + cosy tan 5)

o
siny + cosy tan —
c; = 2 tan

: d .
sma—l—cosatani smﬁ—l—cosﬁtan§

va)

2
elde edilir. Bu esitliklerde

)
tan — = tan

<7r a+6+7) a+ B+
5 — | =cot ——

2 2 2
yazilirsa istenen 6zdeslikler elde edilir.

Teorem 4.2.1.9 : (V,, &, ®) Mobius gyrovektor uzayinda bir ABC' gyroiiggeni verilsin.

A, B, C noktalarindaki gyroacilar ise sirasiyla «, 3,7 olsun. Bu durumda

—a? 4+ b+ 2 — a?b’c?

s7s~s 2
cosa =
2b,c4 @
a; — b} +c; —agbic
cosff = Vi
2a4c,
a; + b3 — ¢ —azbic; ,
cosy = Vs

2a4b,
dir (Ungar, 2005).

Ornek 4.2.1.1 : ABC, (V,_1,®,®) Mobius gyrovektor uzaynda kogeleri A, B,C' €
V=1 ve kenarlaniisea = ©B®C ,b=6C® A, c = AP B olan, A, B, C koselerindeki

gyroagilart sirasiyla «, /2, /2 olan bir gyroiiggen olsun. Bu durumda a = ||a|, b =
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|Ibl|, ¢ = ||c|| olmak iizere

9 2cos «
1+ cos «

COS% + cos 3a

= = —az = cosa
2COS§

dir.

Ornek 4.2.1.2 : ABC, (R?,®,®) Mobius gyrovektor uzayinda koseleri A, B,C € R?
ve kenarlari isea = 6B & C ,b=6C® A, c = 8A® B olan, A, B, C koselerindeki
gyroagilart sirasiyla «, 3, v olan bir gyroiiggen olsun. Bu durumda as = ||a| /s, bs =
|Ibl| /s, cs = ||c|| /s olmak iizere

sina+sinf 1 ylas +7;bs
sin(a+5) 72y (1 - aghy)

dir.
sin (o 4 3) = sin avcos B + sin [ cos a dzdegligiyle birlikte
bSCS . a/scs Cl b

. sYs .
5 Sina=—5-sin f=—-sinvy
P)/a fo ’70

ve teorem 4.2.1.9 daki 6zdesliklerin kullanilmasiyla

sina+sinf 1 yla, +73bs
sin(a+8) ¢33 (1 - a20?)

elde edilir.

Lemma 4.2.1.1 (Hiperbolik Breusch lemmasi) : k& = 1,2 olmak iizere ABC}, ,
(R?, &, ®) Mobius gyrovektor uzaymda ©A & B ortak kenarma sahip bir gyroiicgen
olsun. Bu durumda

B B

2 a1 +92 b 2 a9 +v2 b
2’}/0,; 15 ’yb12 132 — 2762 25 7()22 252 @ tan ﬂ tan [ tan % tan M
Va1 Vo, (1 - alsbls) Vax Vb, (1 - a2sb2s) 2 2 2 2

dir.

Ispat : Herhangi bir trigonometrik 6zdeslik hiperbolik geometride de gecerli oldugun-

dan

sin v + sin 3 2
i —1 +
sin (o + )

1—tan%tan§
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ozdegligi sin (o + 3) # 0 igin hiperbolik geometride de gecerlidir (Hajja, 2006, Ungar,
2008). Buradan

2 2 2 2 . . . .
Vo @1, Y501, Ve, 02,475, b2, sinag +sinf3;  sinas + sin f,

= = : = —
721712;1 (1 - aibi) 7227132 (1 - a%stS) sin (o + f34) sin (ag + )

631 51 Qg 52
& tan — tan — = tan — tan —
2 2 2 2

elde edilir.

Teorem 4.2.1.10 (Hiperbolik Urquhart teoremi) : AD,;BD,, (R?, &, ®) Mobius
gyrovektor uzaymda ©A @ B ortak kenaria sahip bir konkav gyrodortgen olsun. Bu

durumda

Vo b, Y a5 ba,
’yglfygl (1 B a%s b%s) 73271272 (1 - O/%s b%s)
=
Vs, @, 0, Vh, 02,7, b,
2 2 12 712 = 2 2 12 7112
Va, Vb, (1 - alsbls> Vay Th, (1 - a25b2s)
dir.

Ispat : k& = 1,2, Breusch lemmasimin ABC), ve ABD), iicgenlerine uygulanmasiyla

sirasiyla
2 ai,+ 2 b 2 Qg+ 2 b (e IeY
2%; 1, %12 132 _ 2%5 2, %22 252 - tan—ltan& — tan 22 tan By
Va1 Vo, (1 - alsbls) Vax Vo, (1 - %szs) 2 2 2 2
ve 2 2 7 2 2 71
7a3a15+76‘1 1, B ’Yaw2a2s+7bw2b2s
2 A2 1 — 12 b\2 2 -2 1— 12 b\2
,ya‘l’yb‘l ( ay, 1s) /Yaéfybé ( Qg 23)

elde edilir.

tan;ltan (5 a 72) - tanftan <§ a 71)
esitligi
1 b1 Qip B
tan —- tan —* = tan — tan —2
an an an —-tan <



esitligine denk oldugundan dolay1 ispat tamamlanir.

Sekil 4.2.1.5 : (R%, &, ®) de hiperbolik Urquhart teoremi.

Teorem 4.2.1.11 (Hiperbolik Steiner-Lehmus teoremi) : ABC, (R?, ®, ®) Mobi-
us gyrovektor uzayimda bir gyroticgen olsun. B ve C' noktalarindaki i¢-agiortaylar esit

gyrouzunluga sahipse ABC' ikizkenar gyroti¢gendir.

Ispat : ABC ticgeninde B noktasindan cizilen aciortay ©C' @ A kenarim E noktasinda,
C noktasindan ¢izilen agiortay © B® A kenarini D noktasinda kessin. ©BGE ve oC& D
i¢ aglortaylan i¢in [|[©B @ E| = [[©C @ D|| olsun. ZABC := 4a ve ZACB := 43 ol-
sun. ||[©B @ D| = ||oF @ (|| esitligi ||[©A® B|| = ||©A @ C|| esitligini gerektirdigin-
den ||[6B @ D|| = ||[©F @ C|| esitlini ispatlamak yeterlidir. |[©B & D| > ||[©E & C||
oldugunu kabul etmek genelligi bozmaz. ||[©B & D|| > ||©F & C|| durumunun saglan-

madig1 gosterilmelidir.
|eBa D| > ||eEaC| = |[eBaD|* > |eEa C|’
oldugundan ZDBC' ve ZEBC' gyroii¢genlerine hiperbolik kosiniis teoremi uygulanirsa
cos2a > cos 23

elde edilir. 2a,28 € I := (0,7/2) oldugundan ve kosiniis fonksiyonu [ iizerinde kesin
azalan oldugundan

b >«
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elde edilir. Tanjant fonksiyonu ise I iizerinde kesin artan oldugundan
tan f > tan «

olup bu esitsizlik ise
2 2

>
1 —tanatan2f 1 — tan2atan

olmasini gerektirir. ZEBC ve ZDBC iiggenlerine hiperbolik Breusch lemmasi uygu-

lanirsa

12 pac|OEOC| ,+7% g 5| OBOE| 72 5epllOBEDI||,+72 peclODEC,
V2 pectspes(1-IIOECI2ISBOEI?) ~ 12 5ep75pec(1-I©BaD|2[eDaC|?)

elde edilir. k£ € [0,s) C R, (k, s sabit) olmak iizere

xs? n ks?
o) = 2 _ 2 | g2 _ k2

52 52 . x? k?
2 _ 22 _ )2 2 §2

bigiminde bir f : [0,s) — R fonksiyonu tanimlansin.

s? (s? — k%)

T2
(s + kx)

f'(z) =
oldugundan f fonksiyonu kesin artan ve dolayisiyla
|6E & C| > ||[eB @ D||

olup buise ||[©B @ D|| > ||©F @ C|| olmasiyla geligir. Boylece ||©B @ D|| = ||[9F @ C||
olup, son olarak DBC' ve EBC' gyroiiggenlerine hiperbolik kosiniis teoreminin uygu-

lanmasiyla 2a = 2 elde edilir.
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5 HIPERBOLIK iZOMETRI

Tamim 5.1 : (X, d) ve (Y, p) iki metrik uzay olmak iizere her =,y € X icin

d(:ll‘,y) = p(f(m)a f(y))

olacak bicimdeki f : X — Y fonksiyonuna bir izometri denir. Ozel olarak Oklidyen

diizlemden kendisi tizerine tanimh olan izometriye Oklidyen diizlem izometrisi denir.

Diizlem izometrileri altinda acilar, paralellik ve ortogonallik korunur. Oklidyen diizlem
izometrileri bileske islemi altinda degismeli olmayan bir grup olustururlar. Oteleme,
dénme ve yansima olmak iizere ii¢ temel tip Oklidyen diizlem izometrisi vardir. Oteleme
izometrisi altinda sabit kalan nokta yoktur. Oteleme vektorii sifir oldugunda ise birim
doniigiim elde edilir. Donme izometrisi altinda ise tek nokta (dénme merkezi) sabit
kalirken, dénme acis1 27k (K € Z) oldugunda birim doniigiim elde edilir. Yansima

izometrisi altinda ise bir dogru tizerindeki tiim noktalar sabit kalir.

Cartan—Dieudonné teoremine gore bir diizlem izometrisi en ¢ok ii¢ yansima izometrisinin
bilegkesiyle elde edilebilir. Ornegin bir 6teleme izometrisi paralel iki dogruya gére uygu-
lanan iki yansima izometrisinin bilegkesiyle elde edilirken, diizlemde bir P noktasina
gore 0 agilik bir donme izometrisi de P noktasinda kesigen, aralarindaki ag1 /2 olan iki
yansima izometrisinin bilegkesiyle elde edilebilir. Oteleme ve dénme izometrileri altinda

yonlendirme korunurken, yansima izometrisi altinda yonlendirme degisir.

Hiperbolik izometri, hiperbolik uzaylar arasinda taniml hiperbolik uzakliklarin korun-
dugu doniistimlerdir. Hiperbolik izometri altinda r—boyutlu hiperdiizlemler r—boyutlu
hiperdiizlemlere doniisiirler. Hiperbolik diizlemde; hiperbolik yansima (Oklidyen ol-
mayan yansima), hiperbolik dénme (Oklidyen olmayan donme), hiperbolik 6teleme
(Oklidyen olmayan tteleme) ve parabolik izometri olmak tizere dort temel tipte izometri
vardir. Oklidyen diizlem izometrisine benzer bicimde, hiperbolik geometrinin Poincaré
disk modeli iizerinde tamimlh bir hiperbolik izometri en ¢ok {i¢ hiperbolik yansima

izometrisinin bilegkesi yardimiyla elde edilebilir. Fakat bu hiperbolik izometri yukarida
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verilen dort temel tip hiperbolik izometriden birisi ise bu durumda bu hiperbolik izometri

en cok iki hiperbolik yansima izometrisi tarafindan elde edilir.

5.1 Cember Inversiyonu

Tamim 5.1.1 : R2 = R?U{oco} ve S ise diizlemde a—merkezli r—yaricaph bir gemberi

gostersin. p € S olmak iizere p noktasini

lp —all ||p' = af| = r?

olacak bicimdeki bir p' noktasina ve a noktasini ise co ideal noktasina esleyen birebir
orten ig : R — R2_ doniisiimiine bir gember inversiyonu denir. (p, p') ikilisine inversive

¢ift, S cemberine inversiyon ¢emberi ve a noktasina ise inversiyon merkezi denir.

Sekil 5.1.1 : S de inversiyon.

Cember inversiyonu altinda ¢cemberin i¢indeki noktalar ¢cemberin digindaki noktalara,
¢emberin disindaki noktalar ise gemberin icindeki noktalara doniisiirken cember {ize-

rindeki noktalar sabit kalirlar.

O merkezli r—yarigapl bir C ¢emberinin iginde segilen bir A noktasinin, C ¢emberi-
ne gore inversiyon altindaki goriintiisiinii geometrik olarak bulmak i¢in 6ncelikle O A

dogrusu ve OA dogrusuna A noktasinda dik bir [ dogrusu c¢izilir. Bu [ dogrusunun
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cemberi kestigi nokta P ise, P noktasindan gegen ¢embere P de teget olan dogrunun
O A dogrusunu kestigi nokta A noktasinin inversiyon altindaki goriintiisiidiir. Cemberin
digindaki bir B noktasinin C ¢emberine gore inversiyon altindaki goriintiisii yukaridaki

adimlarin ters yonde izlenmesiyle elde edilir.

Sekil 5.1.2 : Inversiyon altinda goriintii bulma.

Cember inversiyonlar1 konform doniigiimler olup, ¢cember inversiyonlar: altinda ¢ember-

ler ¢gemberlere doniisiir.

C ve C' merkezleri sirasiyla O ve O' olan iki ortogonal cember ve A ise C' cemberi iizerinde
bir nokta olsun. Bu durumda A noktasimmin C ¢emberine gére uygulanan inversiyon

altindaki goriintiisii yine C' ¢emberi iizerindedir.

Sekil 5.1.3 : C cemberine ortogonal olan C' cemberi

tistiindeki bir noktanin inversiyon altindaki goriintiisii.

Lemma 5.1.1 : C, merkezi O olan bir cember ve A ise diizlem iistiinde O dan farklh bir

nokta olsun. A noktasinin C ¢emberine gore uygulanan inversiyon altindaki goriintiisii
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B olmak iizere eger A ve B noktalar1 bir C' ¢emberi iistiinde ise C ve C' ¢emberleri

ortogonaldir (Goodmann-Strauss, 2001).

Lemma 5.1.2 : C, merkezi O olan bir ¢ember ve A ise O noktasimndan farkl bir nokta
olsun. Bu durumda A noktasindan gegen ve C ¢emberine ortogonal olan tiim ¢cember-
lerin merkezlerinin geometrik yeri bir dogrudur. Eger A noktasi C ¢emberinin iginde
veya diginda ise bu dogru C nin diginda, eger C cemberinin iistiinde ise bu dogru C

gemberine tegettir (Goodmann-Strauss, 2001).

O merkezli bir C ¢cemberi ve bu ¢emberin disinda bir A noktasi verilsin. Merkezi A
olan ve C ¢emberine ortogonal olan C' cemberi geometrik olarak bulmak i¢in, O A dogru
parcasi ¢izilip, bu dogru parcasinin orta noktasi belirlenir. Bu orta noktayi merkez alan,
O ve A noktalarindan gegen C" ¢emberi c¢izilir. C ve C' gemberlerinin kesigim nokta-
larindan gegen merkezi A olan ¢cember C ¢emberine ortogonal olan ¢emberdir. Boylece
C sabit bir ¢gember olmak iizere C ¢emberinin digindaki her bir nokta C gemberine or-

togonal bir C' cemberiyle birebir eglenebilir.

Poincaré diskinde (ve iist yar1 diizlemde) bir noktanin verilen bir hiperbolik izometri al-
tindaki goriintiisii cember inversiyonlar: yardimiyla elde edilir. Poincaré disk modelinde
bir izometri gember inversiyonlarimin sonlu bilegkesi bi¢imindedir (Potter&Ribando,
2005). Mobius doniigiimleri hiperbolik izometriler oldugundan Mobius doniigiimleri de
¢ember inversiyonlarinin sonlu bir bilegkesidir. Bundan dolay1 Moébius doniistimleri ¢gem-
berleri gemberlere gotiiriir. Geometrik olarak "gember koruma" Mobius déniigiimlerinin
oldukca iyi bilinen bir karakterizasyonudur ve genisletilmis kompleks diizlemden ken-
disi {izerine tanimli ¢emberleri koruyan siirekli bir f doniisiimiiniin Mobius doniistimii
olduguna dair bircok ispat yapilmigtir. Bir g doniisiimiin M6bius olmasi icin gerek ve

yeter kosul, g nin
(21 — 22) (23 — 24)
(21— 23) (22 — 24)

(2129 @ 2324] =

gifte oranin1 korumasidir (Bagkan, 1996).

D, C de bir bolge ve f ise C den D ye taniml birebir bir fonksiyon olmak iizere D deki

94



bir ¢gemberin (igiyle beraber) goriintiisii yine bir ¢gember ise bu durumda f fonksiyo-
nu bir Mobius doéniigiimiiniin kisitlamasidir. Bu sonu¢ daha sonra Hofer tarafindan

geligtirilmistir (Hofer, 2000).

5.1.1 Hiperbolik Yansima Izometrisi

C ve C' merkezleri sirasiyla O ve O' olan iki ortogonal cember ve A ise C ¢emberi i¢inde
bir nokta olsun. Bu durumda A noktasinin C' ¢gemberine gore uygulanan inversiyon

altindaki goriintiisii yine C ¢emberinin igindedir.

Oklidyen diizlemde bir dogrunun diizlemi iki bélgeye ayirdigi gibi hiperbolik geometrinin
Poincaré disk modelinde de bir hiperbolik dogru diski iki bolgeye ayirir. Poincaré disk
modeli kisaca H? ile gosterilsin. [, H? diizleminde bir hiperbolik dogru olsun. C ¢em-
berinin merkezi X ve yaricapi r olsun. H? diizleminde [ hiperbolik dogrusu iistiinde
olmayan bir W noktasi secilsin. W ve X noktalarindan gecen Oklidyen dogru o olsun.
Bu dogruya W noktasinda dik olan Oklidyen dogru 3 olsun ve 3 dogrusu C ¢emberini
Y noktasinda kessin. Y noktasinda C ¢emberine teget olan dogrunun « y1 kestigi nokta
Z olsun. Bulunan bu Z noktasi [ ye gore uygulanan hiperbolik yansimaya gore W

noktasimin goriintiisiidiir.

Sekil 5.1.1.1 : H? iizerinde hiperbolik yansima.

AXWY, AXY Z, AYW Z benzer dikiiggenler oldugundan

XW|  |XY]
XY| |XZ]
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olup, buradan |XY|* = r2 = |XW||XZ| elde edilir. Eger W noktas: [ hiperbolik
dogrusu tistiinde ise W = Z dir. Hiperbolik yansima altinda yonlendirme degisir ve [

tistiindeki tiim noktalar degismez kalir (Potter&Ribando, 2005).

5.1.2 Hiperbolik Oteleme Izometrisi

Hiperbolik &teleme izometrisi paralel (kesismeyen) iki hiperbolik dogruya uygulanan
iki hiperbolik yansima izometrisinin bilegkesinden elde edilir. « ve 3, sekil 5.1.2.1 de

gosterildigi bicimde kesismeyen iki hiperbolik dogru olsun. « ve 8 hiperbolik dogrularini

. Fa—«

z—1
kuraliyla verilen T’ doniisiimiiyle, merkezleri ortak olacak bicimde U? {ist yar1 diizleminin

o ve 8* hiperbolik dogrularma doniistiirmek miimkiindiir. o* ve * a gore arka arkaya

alinan hiperbolik yansimadan
w" = hz* h>0, (h#1)

kuraliyla verilen S doniistimii elde edilir. Sekil 5.1.2.2 de goriildiigii iizere a* ve 3*
hiperbolik dogrularina dik olan ¢emberler M* merkezinden gecen dogrulardir. S nin
sabit biraktigi noktalar z* = 0 ve 2z* = oo dir. Bu doniigiim altinda sabit kalan nok-
talardan gegen tiim C* dogrular: sabit kalir. Tekrar Poincaré disk modeline doniilecek

olursa, T7'ST(z) = w olup
wa—a o za—«

w—1 z—1

dir. Dikkat edilecek olursa iist yari diizlemde C* dogrularindan yalmz Cj dogrusu
hem o* ve §* hiperbolik dogrularina, hem de reel eksene diktir. Dolayisiyla « ve 3
verildiginde gore bunlara dik olan birtek C; hiperbolik dogrusu vardir ve bu hiper-
bolik dogru hem M hem de N noktasindan geger. C; sabit birakilacak olursa o ve
[ degistiginde T-1ST doniisiimii yalnizca h parametresine tabi bir grup teskil eder.
Hiperbolik 6teleme izometrisi altinda yonlendirme degismez kalir (Ulugay, 1955, Pot-
ter&Ribando, 2005).
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Sekil 5.1.2.1 : H? de hiperbolik steleme. Sekil 5.1.2.2 : U? de hiperbolik 6teleme

5.1.3 Hiperbolik Dénme Izometrisi

Hiperbolik dénme izometrisi kesisen iki hiperbolik dogruya uygulanan iki hiperbolik
yansima izometrisinin bileskesinden olusur. « ve 3, H? {izerinde bir P noktasinda ke-
sigsen, aralarindaki hiperbolik ac1 ¢ olan iki hiperbolik dogru olsun. Kompleks diizlemde

P noktasinin koordinati a olsun. Bu durumda

2 =T(z) = ewz;_a
1—az

kuraliyla verilen T : H? — H? Mobius doniistimii P noktasini orjine resmeder. Bu
durumda « ve 3, z = 0 dan gegen o* ve 5* hiperbolik dogrularmna doniisiir. o* ve 3*
hiperbolik dogrular1 arasindaki hiperbolik ag1 da 6 dir. o* ve 8* hiperbolik dogrularina

gore arka arkaya hiperbolik yansima alinarak elde edilen doniigiim

w* = €2i9z*
kuraliyla verilen hiperbolik acis1 20 olan bir S : H? — H? dénme fonksiyonundan
ibarettir. S nin sabit biraktigi noktalar z* = 0 ve 2* = oo dir. Bu donme altinda
merkezi z* = 0 olan biitiin daireler sabit kalir. Bu daireler C* ile gosterilirse Cj ve C;

gibi iki dairenin arasinda kalan bolge de sabit kalir.
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z € H? olmak iizere T altinda z noktasi z* noktasma, S altinda z* noktas: da w*

noktasina doniisiir. Son olarak 7! altinda w* noktas1 da w noktasma doniisiir. Boylece
T718T(2) =w

yani
9ig 2 — 0 W —a

¢ 1—az 1—aw

1
bulunur. 7-1ST doniisiimii altinda a ve — noktalar: sabit kalirken yonlendirme korunur.
a
P sabit ve 0 degistiginde T~ ST doniisiimleri tek bir parametreye tabi bir grup olustu-
rurlar. Bu gruba ait doniisiimler a ve 3 lar1 aralarinda degistirdiginden, iki C arasindaki

hiperbolik uzaklik aynidir. Hiperbolik dénme izometrisi eliptik 6teleme olarak da bilinir

(Ulugay, 1955, Potter&Ribando, 2005).

Sekil 5.1.3.1 : H? {izerinde hiperbolik dénme.

5.1.4 Parabolik izometri

Parabolik izometri, Poincare diizleminin sonsuzdaki ¢emberinde bulunan bir ideal nok-
tada kesisen iki hiperbolik dogruya gore uygulanan iki hiperbolik yansima izometrisinin
bileskesinden olusur. « ve 3, H? nin sonsuzdaki cemberinde bulunan bir P noktasinda
kesigen iki hiperbolik dogru olsun. Hiperbolik 6teleme izometrisinde oldugu gibi « ve

B hiperbolik dogrular
RO —
z—1
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kuraliyla verilen T' doniigiimiiyle iist yar1 diizlemin paralel o* ve S* hiperbolik dogru-

larima doniigiir. o* ve 8% a gore arka arkaya alinan hiperbolik yansimadan
w*=2z"+h heR, h#0

kuraliyla verilen S doniigiimii elde edilir. S nin sabit biraktigi tek nokta vardir ve son-
suzdadir. o* ve §* dogrularmma dik dogrularin hepsi sonsuzdan gecer. Tekrar Poincaré

disk modeline donecek olursak

w=T"15T(z)

olup
wWo — o 20—

= +h

w—1 z—1

dir. L noktasi sabit kalan tek nokta olup, parabolik izometride yonlendirme korunur

(Ulugay, 1955, Potter&Ribando, 2005).

Q P

H! H.

Sekil 5.1.4.1 : H? de parabolik izometri.  Sekil 5.1.4.2 : U? de parabolik izometri.

5.2 Mobius Doniisiimlerinin Baz1 Karakterizasyonlari

5.2.1 Modbius Doniisiimlerinin Hiperbolik Cokgenlerle Karakterizasyonu

Tanim 5.2.1.1 : (G, ®,®) bir gyrovektor uzayi olmak iizere, herhangi {igii aymi gy-
rodogru iizerinde bulunmayan birbirinden farkli n—tane noktayi ikiser ikiger birlestiren

n—tane gyrodogru parcasinin birlesimine bir gyrocokgen denir. Burada n > 2 dir.
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Bir gyrocokgenin baz kenar gyrodogrular1 gyrocokgeni kesiyorsa gyrocokgene konkav

gyrocokgen, kesmiyorsa konveks gyrocokgen denir.

Tamim 5.2.1.2 : (V,, &, ®) Mobius gyrovektor uzayinda koseleri Ay, As, ..., A, € Vy
ve kenarlar1ise a1 = A1 P Ay, ap = OA; DAz, ..., a, = SA,PA; olan, Ay, Ay, -+ , A,
kosgelerindeki gyroacilar sirasiyla aq, as, ..., a,, olan A1 As - - - A, gyrocokgeni tanimlan-
sin.

d=n—-2)m— (a1 +ag+ ...+ ay)

sayisina gyrocokgenin kusuru denir.

(alismanin bundan sonraki boliimlerinde gyrogokgen terimini kullanmak yerine zaman

zaman hiperbolik ¢okgen terimi kullanilacaktir.
Tanim 5.2.1.3 : ABCD bir hiperbolik dértgen olmak iizere
|AB|-|CD| = |BC|-|DA|

oluyorsa bu dortgene Apollonius dortgeni denir. Burada |AB| ile A ve B noktalar
arasindaki Oklidyen uzaklik gosterilmektedir.

Méobius doniisiimlerinin bir karakterizasyonunu da Haruki ve Rassias tarafindan Apol-
lonious dortgenleri kullamlarak verildi (Haruki&Rassias, 1998). Haruki ve Rassias bir
f fonksiyonun meromorfik oldugunda ve Apollonious dortgenlerini Apollonious doért-

genlerine gotiirdiigiinde f nin bir Mobius doniisiimii oldugunu gosterdiler.

Tanim 5.2.1.4 : Hiperbolik agilar1 7/2, 7/2,7/2,0 (0 < 6 < 7/2) olan hiperbolik dort-

gene Lambert dortgeni denir.

Tanim 5.2.1.5 : Hiperbolik aglarn 7/2,7/2,0,6 (0 <6 < 7/2) olan hiperbolik doért-

gene Saccheri dortgeni denir.

Mobius dontigtimlerinin diger bir karakterizasyonu ise Yang ve Fang tarafindan Lambert

dortgenleri ve Saccheri dortgenleri kullanilarak verilmigtir (Yang&Fang, 2010).
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Lemma 5.2.1.1 : H? = {2 : |z| < 1} olmak iizere f : H? — H? déniisiimii f(O) = O
olacak bicimde Lambert dortgenlerini koruyan birebir, ¢rten ve siirekli bir doniigiim
olsun. OABC, ZAOC < 7/2 olacak bigimde bir Lambert dértgeni olmak tizere d(O, A),
d(O, B) ve ZAOC' den herhangi ikisi digerini tek tiirlii tamimlar (Yang&Fang, 2006).

Ispat : X € H2 noktasindan gecen, birim diske ortogonal olan X;—merkezli cember

Iy ile gosterilsin. |OA| = a ve |OC| = ¢ olsun. Bu durumda I4 ve Io gemberlerinin

1—a? 1-c2 71: _ 14ad? _ 142 15
yarigaplar sirasiyla =52~ ve -5& dir. Buradan |OA;| = “J% ve |OC}| = 7% elde edilir.

Hipotezden ZABC = 7/2 olup I 4 ve I gemberlerinin ortogonal oldugu aciktir. Boylece

2 2 B}
|A,CL ] = (1552) + (1552) olup Oklidyen kosiniis teoreminden ispat tamamlanir.

Lemma 5.2.1.2 : H? = {z : |z| < 1} olmak iizere f : H? — H? déniigiimii f(O) = O
olacak bicimde Lambert dortgenlerini koruyan birebir, ¢rten ve siirekli bir doniigiim
olsun. OABC, ZAOC = LZOAB = ZOCB = /2 olacak bigimde bir Lambert dértgeni
olmak tizere Zf (A) f (O) f (C) = w/2 dir (Yang&Fang, 2006).

Ispat : VX € H? icin f(X) = X' ile gosterilsin. ZA'O'C' < 7/2 olsun. O ve C
noktalarindan gecen hiperbolik dogru pargasi [O, C| olmak iizere [O, C] iizerinde keyfi
bir D noktasi secilsin. Hipotezden OAFED bir Lambert dortgeni olacak bigimde bir
E € [A, B] noktas: secilebilir. f birebir oldugundan D' noktas1 [O', C"] iizerindedir.
Boylece O'A'B'C" ve O'A'E'D', O' noktasinda ayni dar agiya sahip Lambert dortgen-
leridir. D'E'B'C" dortgeninin hiperbolik acilar1 toplami 27 oldugundan celigki elde
edilir. Boylece ZA'O'C' = 7/2 dir.

Teorem 5.2.1.1 : H? = {z : |z] < 1} olmak tizere f : H* — H? doniisiimii f(O) = O
olacak bicimde birebir, 6rten ve siirekli bir doniigiim olsun. f nin Moébius olmas: i¢in

gerek ve yeter kogul f nin H? de Lambert dértgenlerini korumasidir (Yang&Fang, 2010).

Ispat : VX € H? icin f (X) = X' ile gosterilsin. Teoremin ispatinda dort adim
izlenecektir.

1. Adim : Iddia ediyoruz ki f hiperbolik dik acilar1 korur. ZOAB = 7/2 olacak
bigimde O AB hiperbolik dik ti¢genini ve ZAOC' < 7/2 olacak bigimde O ABC Lambert
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dotgenini olugturulsun. Lemma 5.2.1.2 den ZO'A'B' = 7/2 bulunur.

2. Adim : Iddia ediyoruz ki f hiperbolik acilar1 da korur. ZAOC < 7/2 olacak bicimde
OABC Lambert dotgenini olusturalim. OC' hiperbolik geodezigine gore hiperbolik
yansima almirsa ZCOF < /2 olacak bigimde diger bir OCEF Lambert doértgeni
elde edilir. OC hiperbolik geodeziginin birim diski kestigi nokta P ve AB hiperbolik
geodeziginin birim diski kestigi nokta ise () olsun. Bu durumda ya [C, P| hiperbolik
dogru pargasi iizerinde yada PQ yay1 iizerinde bir D noktasi ZOBD = m/2 olacak
bi¢cimde bulunabilir. Burada iki durum stz konusudur.

1. Durum : D € [C, P] olsun. Bu durumda ZOED = 7/2 dir. 1. Adimdan biliyo-
ruz ki tiim hiperbolik dik agilar f altinda korunur. Bu durumda OA'B'C' dortgeni
LA'OC" < /2 olacak bi¢imde bir Lambert dortgenidir. f birebir, érten ve hiper-
bolik dik agcilar1 koruyan bir doniigiim oldugundan D' noktasi ZOB'D' = 7/2 olacak
bi¢imde [C", P'] hiperbolik dogru pargasi iistiinde tek tiirlii tanimlanir. B'C" hiperbolik
dogrusunun birim diski kestigi nokta R' olsun. ZOR'P' =0 ve ZOC"P' = 7 oldugun-
dan E' noktas: [C", R'] iistiinde ZOE'D' = 7/2 olacak bigimde tek tiirlii belirlidir. Bir
hiperbolik geodezik ve diginda bir nokta verildiginde bu noktadan gegen geodezige or-
togonal olan bir ve yalniz bir hiperbolik geodezik vardir. Son olarak F' noktasi da
F'E' hiperbolik geodezigi C'E' hiperbolik geodezigine ortogonal olacak bigimde ve O F"
hiperbolik geodezigi E'F" hiperbolik geodezigine ortogonal olacak bicimde tek tiirlii
tamimhidir. Diger yandan OA'B'C"' ve D sabitlendikten sonra OP' yansimasi alinirsa
ZOE'D' = /2 olacak bi¢imde bir OCEF Lambert dortgeni elde edilir. Boylece elde
edilen iki insa iist tiste diiger ve ZC'OF"' = ZC"OA' elde edilir.

2. Durum : D, birim diskin P yay1 iizerinde olsun. Bu durumda D noktasindan
gecen OC' ye ortogonal olan birtek DG hiperbolik geodezigi vardir ve burada G noktasi
birim diski kestigi noktadir. Bu durumda ZOEG = 7/2 dir. f altindaki goriintiiler
incelendiginde 1. Durumdaki gibi ZC'OF" = ZC'OA' elde edilir.

Ikinci olarak 1 < i < p olacak bicimde p tamsayisi icin ZA4;0A,;,, = 27” ve d(O, 4;) =
d(O, A;41) olacak bigimde Lambert dortgenlerinin OA; B;A; 1 dizisi olugturulsun. Bu
durumda her OA;B;A; ; dortgeni bir Lambert dértgenidir ve 1 <7 < picin ZA;0A;
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hiperbolik agilar esittir. f birebir oldugundan ve A; = A, oldugundan A} = A ,,

bulunur. bu ise her ZA;O0A; | hiperbolik agismimn 27” oldugunu gosterir. Boylece f

fonksiyonu O daki @—degerli hiperbolik agilar1 korur, (p,q € Z). f siirekli ve Q
rasyonel sayilar kiimesi R de yogun oldugundan f hiperbolik agilar1 korur.
3. Adim : Iddia ediyoruz ki f hiperbolik uzakliklar1 da korur. d, hiperbolik uzak-
ik fonksiyonunu gostermek iizere d(O, A) = d(O, C) olacak bicimde OABC Lambert
dortgeni verilsin. Hiperbolik siniis kuralindan ZABO = ZC'BO bulunur. f hiperbolik
agilar1 korudugundan ZA'B'O = ZC'B'O ve ZOA'B' = Z0C"'B' = /2 bulunur. Hiper-
bolik siniis kuralindan d(O, A') = d(O, C") elde edilir. OA'B'C" hiperbolik dortgeni de
bir Lambert doértgenidir ve ZA'OC' = ZAOC dir. Lemma 5.2.1 den d(O, A') = d(O, A)
elde edilir.
4. Adim : z,y € H? keyfi noktalar olsunlar. d(O,z) = d(O,z') ve d(O,y) = d(O,y')
oldugundan |z| = |#'| ve |y| = |¢'| bulunur. Burada || ile Oklidyen norm gosterilmekte-
dir. 2. Adimdan f nin agsal biiyiikliikleri korudugu bilindigine gore |z — y| = |2' — 3|
elde edilir. Buradan
2(x,y) = 2 +lyl” — o —yf

= [P +lyl =2~y

= 2(zy)
olup boylece f i¢ carpimi korur ve H? deki kisitlanmigi ortogonal oldugundan f Mobius

dontistimiidiir.

Sonug 5.2.1.1 : H? = {z: |z| < 1} olmak iizere f : H* — H? déniisiimii f(O) = O
olacak bicimde birebir, 6rten ve siirekli bir doniigiim olsun. Bu durumda agagidakiler
denktir (Yang&Fang, 2006):

(a) f bir Mobius doniigiimiidiir;

(b) f, iki komsu kogesinde hiperbolik dik aciya sahip hiperbolik dértgenleri korur;

(c) f Saccheri dortgenlerini korur.

Tamim 5.2.1.6 : n—kenarh bir hiperbolik ¢okgenin tam olarak iki agis1 7/2 den farkh
ise bu ¢okgene A—tipinde, yalniz bir agis1 /2 den farkl ise B—tipinde ve her agis1 7/2
ise C—tipindedir denir (Liu, 2006).
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Tanim 5.2.1.7 : H? = {z : |z| < 1} olmak iizere f : H? — H? doniisiimii A, B, C—tipin-

deki hiperbolik gokgenleri koruyorsa f ye sirasiyla A, B, C—tipindedir denir (Liu, 2006).

Lemma 5.2.1.3 : 0;,05--- .0, ;j=1,2,...,n olmak iizere 0 < 0; < (n — 2) 7 olacak
bi¢imde bir sirali n—li olsun. Bu durumda i¢ acilar1 6,605 - - - , 8,, olan bir « hiperbolik
gokgeninin var olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul 64 465+ - -+6,, < (n — 2) 7 olmasidir

(Beardon, 1983).

Lemma 5.2.1.3 iin bir uygulamasi olarak bir hiperbolik n—cokgenin C-tipinde olmasi

icin gerek ve yeter kogul n > 5 olmasidir.

Lemma 5.2.1.4 : H> = {z: |z| < 1} olmak iizere f : H> — H? déniisiimii birebir,
orten ve siirekli bir doniisiim olsun. n = 3 i¢in f nin Mobius olmasi i¢in gerek ve yeter

kogul f nin A-6zelliginde olmasidir (Liu, 2006).

Ispat : VX € H? icin f(X) = X' ile gosterilsin. Kabul edelim ki f doniisiimii A-
ozelliginde olsun. ABC' ise ZBAC = m/2 olacak bi¢imde bir hiperbolik ii¢gen olsun.
Eger ZA'B'C' = /2 ise [A, C] iizerinde aliman keyfi bir D noktasi i¢in A'B'D" hiperbolik
ticgeni daima dik olmayabilir. Bu ise ABD hiperbolik ii¢geninin dik olmasiyla geligir.
Benzer olarak ZA'C'B' # w/2 dir. Boylece f doniisiimii hiperbolik agisi 7/2 olan
kose noktasini korur. Boylece ZBAC = w/2 = ZB'A'C'f olup, f doniigiimii Lambert

dortgenlerini korudugundan bir Mobius dontigimiidiir.

Lemma 5.2.1.5 : H? = {z: |z| < 1} olmak iizere f : H? — H? doniisiimii birebir,
orten ve siirekli bir doniigiim olsun. Vn > 3 i¢in f doniisiimii A-6zelliginde ise f i¢ agisi

7/2 olmayan kose noktasim korur (Liu, 2006).

Ispat : VX € H? i¢in f(X) = X' ile gosterilsin. A;A,,--- A, hiperbolik cokgeni
A-tipinde olsun. Bu durumda bu hiperbolik ¢okgenin komsu iki kége noktasi birisin-
deki hiperbolik ag1 7/2, digerindeki hiperbolik a¢i ise 7/2 den farkh olacak bigimde
bulunabilir. Ornegin £A;AyA3 = 7/2 ve LAyAA, # 7/2 olsun. Iddia ediyoruz ki
LALALAL # /2 dir. Aksi halde A;A, iizerinde bir B noktasi A;B 1 A A, ola-
cak bicimde var olsaydi, bu durumda £ZA,B'A! # /2 bulunurdu. Boylece BA;--- A,
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hiperbolik ¢okgeni .A-tipinde olup B'A,, - - - A, hiperbolik ¢okgeni de A-tipindedir. Dikkat
edilecek olursa Aj A, --- A hiperbolik ¢okgeni de A-tipindedir. O halde ZB'A,A; =
/2 ve LA Ay Ay # /2 elde edilir. Burada 2 durum stz konusudur.

1. Durum : ZA,;A, A, = 7/2 ise yukaridaki duruma benzer bicimde ZA} A A, | #
7/2 elde edilir. A} A, --- A} hiperbolik gokgeni A-tipinde oldugundan A, ve A kosge
noktalar1 digindaki diger tiim koge noktalarindaki hiperbolik agilar 7/2 dir. Boylece
LA 1 AA # )2 ve LAjAi1Aire = /2 olacak bicimdeki diger A; koseleri igin
LAGA, Ay, # /2 elde edilir. Bu ise geligki olusturur.

2. Durum : ZA1A, A, 1 # /2 ise [A,, A,_1] de bir C noktast Ay, Ay---, A, 1C
hiperbolik ¢okgeni .A-tipinde olacak bigimde vardir. Bu durumda ise A}, A, --- , A, _,C"
hiperbolik ¢okgeninde A}, A, ve C" deki hiperbolik acilar 7/2 degildir. Bu ise ispati

tamamlar.

Lemma 5.2.1.6 : H?> = {z: |z| < 1} olmak iizere f : H? — H? doniisiimii birebir,
orten ve siirekli bir doniisiim olsun. Vn > 3 i¢in f doniisiimii A-6zelliginde ise ayn

zamanda hem B hem C-6zelligindedir (Liu, 2006).

Ispat : VX € H?icin f(X) = X' ile gosterilsin. A; A, - - - A, hiperbolik cokgeni yalmzca
A; kogesindeki agis1 /2 olmayan bir hiperbolik ¢okgen olsun. A; BAs - - - A,, hiperbolik
gokgeni A-tipinde olacak bi¢imde B € [As, A3] secelim. Bu durumda Lemma 5.2.1.5
den dolay1 A, Ay, ..., Al deki hiperbolik agilar 7/2 dir. Benzer bi¢imde C' € [4,,, A,,_1]
olmak tizere A-tipinde bir A; A, - - - A,,_1C hiperbolik ¢okgeni olugturularak £ A; A, Ay =
/2 elde edilir. ZA3AA, # /2 oldugundan LAsDA, = 7/2 olacak bi¢imde bir
D € A, A, noktasi vardir. Boylece DAs --- A,, de ayni zamanda B-tipindedir. Lemma
5.2.1.5 den LA,D'A,, # /2 ve LAA|A, # 7/2 elde edilir. Boylece f doniigtimii

B-ozelliginde olup benzer bicimde C—tipinde oldugu da benzer bigimde ispatlanir.

Lemma 5.2.1.7 : H? = {z: |z| < 1} olmak {izere f : H? — H? doniisiimii birebir,
orten ve siirekli bir doniigiim olsun. Vn > 3 i¢in f doniigiimii B-6zelligine sahipse f

doniigiimii agis1 7/2 olmayan tek kosesini korur (Liu, 2006).
Ispat : Lemma 5.2.1.5 deki ispata benzer bicimde elde edilir.
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Teorem 5.2.1.2 : H? = {z: |z| < 1} olmak iizere f : H* — H? doniisiimii birebir,
orten ve siirekli bir doniistim olsun. f nin Mobius olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f nin

n > 3 i¢in A-ozelliginde olmasidir (Liu, 2006).

Ispat : f nin Mobius olmasi durumunda f nin bir hiperbolik izometri olacagindan,
n > 3 ig¢in f nin A-6zelliginde oldugu agiktir.

VX € H? igin f(X) = X' ile gosterilsin.

n = 3 i¢cin Lemma 5.2.1.4 den ispat kolayca yapilir.

n = 4 i¢in ABD, Z/BAD = 7/2 olacak bigimde bir hiperbolik dik iiggen olsun. Bu
durumda ABC'D hiperbolik ¢cokgeni .A-tipinde olacak bicimde bir C' noktasi bulunabilir.
Lemma 5.2.1.5 den ZB'A'D' = 7/2 olup Lemma 5.2.1.4 den f Mobius doniigiimiidiir.
n =5 i¢cin ABFE bir Lambert dortgeni (yani B-tipinde) ve ZABF # 7/2 olsun. BF
ye gore hiperbolik yansima altinda ya B yada C—tipinde bir hiperbolik ¢okgen elde
edilir. Bu hiperbolik ¢okgen ABCDFE ile gosterilsin. Lemma 5.2.1.6 dan A'B'C'D'E'
hiperbolik ¢okgeni de ya B yada C—tipindedir. Lemma 5.2.1.7 den /B'A'E' = 7/2 =
ZA'E'F' dir. Benzer bicimde AB ye gore hiperbolik yansima almirsa /B'F'E' = 7/2
bulunur. Lemma 5.2.1.3 den A'B'F'E' de bir Lambert dortgenidir. Boylece f Mobius
doniisiimiidiir.

n > 6 icin A; Ay A, bir hiperbolik dik tiggen olsun. ZAyA A, = 7/2 ve LA1AsA, =0
olsun. Lemma 5.2.1.3 den hiperbolik acilar1 § — 0, 3,..., 5,0 olan bir AyAz--- A, 2B
hiperbolik gokgeni vardir, (B € AsA,). Hiperbolik ¢okgen konveks oldugundan AsA,
geodezigine gore hiperbolik yansima altinda As A3 - - - A,,_1 B hiperbolik ¢okgeniyle ya A
yada B tipinde A; Ay - - - A,,_1 A, hiperbolik ¢okgeni elde edilir ve bu hiperbolik ¢okgenin
goriintiisii de Lemma 5.2.1.6 dan ya A yada B tipindedir. Boylece ZA, A} A}, = § esitligi
Lemma 5.2.1.5 den ve Lemma 5.2.1.7 den bulunur. Boylece Lemma 5.2.1.4 den f bir

Mobius doniistimiidiir.

Tanim 5.2.1.8 : D = {z: |z| <1} ve A;---A,, D de bir hiperbolik ¢okgen olmak
lizere

A1 © Agl = |[As 0 A3 = =41 0 A = |4, © ALl i=a
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ve

LA A Ay = LAASAy = -+ = LA, 1 AAL = LA A A =0>0

oluyorsa A; - - - A,, hiperbolik ¢okgenine regiilerdir denir.

Lemma 5.2.1.8 : f: D — D siirekli birebir, ¢rten ve ikizkenar hiperbolik ii¢genleri
koruyan bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonu ikizkenar hiperbolik ti¢genlerin

hiperbolik agilarim da korur (Demirel?&Seyrantepe?, 2010).

Ispat : VX € D igin f(X) = X' ile gosterilsin. ABC, D de |[A© B| = |[A© (],
/JCAB = a ve ZABC = [ = ZBCA olacak bicimde bir ikizkenar hiperbolik tig-
gen olsun. Oncelikle ZA'B'C' = /B'C'A' oldugu gosterilmelidir. Kabul edelim ki
LA'B'C' # /B'C'A" olsun. LA'B'C' := 7 olsun. /B'C'A' = ZC'A'B' almak genelligi
bozmaz.

1. durum : 238 > a > fise [B, (] iizerinde ZCAE = = ZDAB olacak bi¢imde
D ve E noktalar1 vardir. f birebir oldugundan D', E' noktalar1 da [B', C"] iizerindedir.
ABD hiperbolik ii¢geni ikizkenar oldugundan A'B'D' hiperbolik ti¢cgeni de ikizkenardir.
Boylece /B'D'A' = /D'A'B' yada /B'D'A" = ZAB'D' dir. /B'D'A' = ZAB'D'
oldugu agiktir. Aksi takdirde A'D'C" hiperbolik ii¢geninin hiperbolik agilar1 toplami
7 den biiyiik olurdu. Benzer bigimde AEC' hiperbolik ii¢geni ikizkenar oldugundan
A'E'C" hiperbolik iiggeni de ikizkenardir. Bu durumda ZA'E'C" = 0 yada ZA'E'C' =
ZC'A'E' elde edilir. ZC'"A'D', ZD'A'E', ZE'A'B" hiperbolik acilar sirasiyla 61, 65, ve
05 ile gosterilsin. Oncelikle ZA'E'C' = # durumunu inceleyelim. Bu durumda A'B'E'
hiperbolik ii¢geninin hiperbolik agilar1 toplami 03 + v + (7 — @) olup, bir hiperbolik
iiggenin hiperbolik acgilar1 toplami 7 den kiiciik olacagindan v < 61465 bulunur. A'D'C"
hiperbolik iiggeninin hiperbolik acilar1 toplami 6; + 6 + © — ~ olup, bir hiperbolik
tiggenin hiperbolik agilar1 toplami 7 den kiigiik olacagindan 6, 46 < ~ bulunur. Boylece
v < 01+ 65 ve 01 + 0 < 7 esitsizliklerinden 6§ < 65 bulunur ve sonug 6 > 65 olmasiyla
gelisir. ZA'E'C" = 61 + 05 durumu incelenirse A'B'E' hiperbolik iiggeninin hiperbolik
agilar1 toplami m— (61 4 03) + 63+ olup, boylece v < (61 + 03) — 63 bulunur. 6;+60 < v

oldugundan 6 < 65 — 05 olup, bu ise > 0, + 03 sonucuyla celisir.
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2. durum : o > 2 ise, yukaridaki yol izlenerek benzer bicimde geligki elde edilir.

3. durum : § > « ise, [A, B] iizerinde ZFCA = « olacak bigimde bir F' noktasi
vardir. F'C'B hiperbolik iiggeninin hiperbolik aglar1 toplami 7 — ZAFC + (5 — o) + 8
olup, yukaridaki duruma benzer bigimde (6 — ) + 5 < LAFC elde edilir. Hipotezden
a<f=(p—-a)ta<(f—a)+p < LAFC olup birinci adimdan ZC'A'F' = LF'C' A
bulunur. Fakat bu ise /B'C'A' = ZC'A'B' olmasiyla celigir. Boylece ZA'B'C' =
/B'C'A' dir.

n € Z' igin |[AS B;| = |AS B;1| ve LB;AB; 11 = 27” olacak bicimde ikizkenar hiper-
bolik tiggenlerin bir AB;B;,; dizisini alalim. n > 2 oldugu aciktir ve hipotezden
1 < i < n—1 olacak bigimdeki her 7 i¢cin A'B;B; ; hiperbolik {icgenleri de ikizke-
nardir. f birebir oldugundan B, = B,,;; olmas1 B} = B, _; olmasim gerektirir. Boylece
1 < i < n—1 olacak bi¢imdeki her i i¢in ZB;A'B},, = * bulunur. Aym zamanda
m € Z% i¢in f fonksiyonu A noktasinda %Qﬂ—degerli hiperbolik acilar1 da korur. f
siirekli oldugundan ve rasyonel sayilar kiimesi R de yogun oldugundan f fonksiyonu A
noktasindaki tiim hiperbolik agilar1 korur ve boylece ZCAB = ZC"A'B' elde edilir.

1. durum : |[A© B| > |C © B| olsun. Bu durumda [A, B] iizerinde |C' © B| = |D © B|
olacak bi¢cimde bir D noktas1 bulunabilir. BC'D hiperbolik ti¢geni ikizkenar oldugundan
ve yukarida elde edilen sonuctan dolayr ZABC = Z/DBC = /ZD'B'C' = ZA'B'C" elde
edilir. Dikkat edilecek olursa f birebir oldugundan dolay1 D' noktasi [A', B'] iizerindedir.
2. durum : |[AS B| < |C & B| olsun. |A & B| = |B & E| olacak bicimde [B, C] iize-
rinde bir £ noktasi alalim. Boylece ABFE hiperbolik iiggeninin ikizkenar oldugu agiktir
ve LZABC = ZABFE = ZA'B'E' = ZA'B'C" elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig

olur.

Sonug 5.2.1.2 : f : D — D siirekli birebir, oérten ve ikizkenar gyroiicgenleri ko-
ruyan bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonu regiiler gyrocokgenleri de korur

(Demirel?&Seyrantepe?, 2010).

Ispat : Regiiler hiperbolik ¢okgenin koselerinden gyrocokgenin merkezine cizilen gy-

rodogru pargalar1 yardimiyla kolayca ispatlanabilir.
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Sonug 5.2.1.3 : f: D — D siirekli birebir, 6rten ve ikizkenar gyroiiggenleri koruyan
bir fonksiyon olsun. Bu durumda f biitiin regiiler gyropoligonlarin koselerindeki agilar

da korur (Demirel?&Seyrantepe?, 2010).
Ispat : Lemma 5.2.1.8 den kolayca ispatlanabilir.

Teorem 5.2.1.3 : f: D — D siirekli birebir, ¢rten bir fonksiyon olsun. Bu durumda
f nin Mobius olmas: igin gerek ve yeter kosul f nin ikizkenar hiperbolik ti¢cgenleri

korumasidir (Demirel?&Seyrantepe?, 2010).

Ispat : f nin Mobius olmasi durumunda ikizkenar hiperbolik ii¢genleri korudugu acik-
tir. f nin ikizkenar hiperbolik ti¢genleri korudugunu kabul edelim. Ustelik f(0) = 0
olsun. Eger f(0) # 0 ise bir gf(0) = 0 olacak bigimde bir g hiperbolik izometri

segilebilir. z,y keyfi iki nokta olsun. |z| < |y| almak genelligi bozmaz.

1. durum : z,y ve 0 dogrudas olmasin. Bu durumda Oy hiperbolik dogrusu iistiinde
0 ve y noktalar1 arasinda |K| = |z| olacak bigimde bir K noktasi bulunabilir. Benzer
bigimde Oz hiperbolik dogrusu iistiinde |Q| = |y| olacak bigimde, x noktas: ile 0 noktas:
arasinda kalan bir () noktas1 bulunabilir. Q)Oy ve x0K hiperbolik ti¢genlerinin ikizkenar
oldugu aciktir. Ayni zamanda hipotezden dolay1 QQ'0y' ve 2'0K" hiperbolik ticgenleri de
ikizkenardir ve ZQ'0y' = Zx'0K" saglanir. Lemma 5.2.1.8 den |z| = |2'], |y| = |y'| ve
|z oyl = |2 &y elde edilir. |x S y| = |z' ©y'| olmas ise

Ty +1y=2ay + 'y

esitliginin saglanmasinmi gerektirir. Boylece f i¢ ¢arpimi korudugundan ve DD deki kisit-
lamasi tiniter oldugundan f fonksiyonu bir Mobius doniigtimiidiir.

2. durum : z,y ve 0 dogrudas olsun ve [ ise baglangi¢ noktasindan gecen bir hiper-
bolik dogru olsun. |z| = |P|, |y| = |Q| ve Zz0P = Zy0Q olacak bi¢imde [ iistiinde
P, @) noktalar1 alalim. Bu durumda da f nin i¢ ¢arpimi korudugu agiktir ve f Mobius
doniigtimiidiir.

|z| = |y| olma durumu agik oldugundan bu durum goéz 6niine alinmamigtir.
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Teorem 5.2.1.4 : f : D — D siirekli birebir, érten bir fonksiyon olsun. Bu du-
rumda f nin Mobius olmasi i¢in gerek ve yeter kogul f nin regiiler hiperbolik cokgenleri

korumasidir (Demirel?&Seyrantepe?, 2010).

Ispat : f nin Mobius olmasi durumunda regiiler hiperbolik cokgenleri korudugu acik-
tir. Simdi f nin regiiler hiperbolik ¢okgenleri korudugunu kabul edelim. f nin ikizkenar
hiperbolik ii¢genleri korudugunu gostermek yeterlidir. ABC, D de |[A& B| = |Ao (|
olacak bigimde bir gyroiiggen olsun. n € Z* igin |A & B;| = |A © By 41| ve £LB;AB;1 =
27” olacak bigimde ikizkenar hiperbolik ti¢genlerin AB; B, dizisini olugturalim. f bire-
bir oldugundan By = B, olmas1 B} = B, olmasim gerektirir. B;B,--- B, hiper-
bolik ¢okgeninin A merkezli bir regiiler hiperbolik ¢okgen oldugu aciktir ve hipotezden
dolay1 B} B, - - - B), gyrogokgeni de A' merkezli bir regiiler hiperbolik poligondur. Bu-
radan 1 < ¢ < n — 1 olacak bi¢imdeki her 7 i¢in ZBjA'B; ; = 2% elde edilir. Boylece
m € Z* i¢in f A noktasindaki @—degeﬂi hiperbolik agilar1 korur. f siirekli oldugun-
dan ve rasyonel sayilar kiimesi R de yogun oldugundan f fonksiyonu A noktasindaki
tiim hiperbolik acilar1 korur. Benzer bicimde yukaridaki lemmada kullanilan method
yardimiyla ABC hiperbolik iiggeninin diger kogelerindeki hiperbolik agilarin korundugu
da gosterilebilir. Boylece f nin ikizkenar hiperbolik ti¢genleri korudugunu gostermis

olup, bu ise f nin bir Mobius déniisiimii olmas i¢in yeterlidir.

Hiperbolik iiggenler yardimiyla Mobius doniistimlerinin diger bir karakterizasyonu

da Li ve Wang tarafindan verilmistir (Li&Wang, 2009).

5.2.2 Mobius Déniisiimlerinin Hiperbolik Dogrularla Karakterizasyonu

Lemma 5.2.2.1 : [ ve k, H? uzaymin sinin iizerinde kesigen iki hiperbolik dogru olsun.
f : H? — H? doniisiimii birebir, 6rten ve hiperbolik dogrular: koruyan bir déniisiim ise

f (1) ve f (k) dogrulart da H? uzayimin sin iizerinde kesisirler (Jeffers, 2000).

Ispat : f, birebir, érten ve hiperbolik dogrular: koruyan bir déniisiim oldugundan f—!

doniisiimii de hiperbolik dogrulari koruyan bir doniigiimdiir. [ ve k hiperbolik dogru-
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larimin H? nin OH? siirinda kesistigini fakat f(1) ve f(k) hiperbolik dogrularinin diskin
simirda kesigmedigi kabul edilsin. f(1) ile diskin iginde kesisecek fakat f(k) ile diskin
icinde kesigmeyecek bigimde bir n' := f(n) dogrusu segilsin. f(k) ile f(n) hiperbolik
dogrular kesigirken [ ile n hiperbolik dogrular1 kesigsmezler. Bu ise f nin birebir érten

olmasiyla celigir.

X

Sekil 5.2.2.1 : Diskin sinirinda kesigen hiperbolik dogrularin

goriintiileride diskin sinirinda kesisir.

Lemma 5.2.2.2 : f : H? — H? doniisiimii birebir, érten ve hiperbolik dogrular

koruyan bir déniigiim ise f doniigiimii dogrular {izerindeki siralamay1 korur (Jeffers,

2000).

Ispat : [, H? uzayinda bir hiperbolik dogru olsun. 1, xs ve y noktalar: ise [ dogrusu
iistiinde ve y noktasi x; ve zy noktalarimin arasinda olsun. f(x1) = 77, f(22) = T3,
ve f(y) = ¥ olmak iizere f doniigiimiiniin dogrular iizerindeki siralamay1 korumadigi
kabul edilsin. x; noktasindan gecen [ den farkh bir /; dogrusu, xs noktasindan gegen
[ den farkli bir [, dogrusu ve y noktasindan gecen [ den farkl bir & dogrusu secilsin.
Ustelik 11,15 ve k dogrulan kesismesin. Bu durumda f (I;) =11 , f (o) =l ve f (k) = k
dogrularida kesismez. [; ve I, dogrularimn ikisini de kesecek bicimde fakat & dogrusunu
kesmeyecek bigimde bir 7 := f(m) dogrusu secilsin. Bu durumda m dogrusu hem [;
dogrusunu hem de [, dogrusunu keserken ayni zamanda k dogrusuyla da kesigir. Bu ise

f nin birebir ve 6rten bir fonksiyon olmasiyla celigir.
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Sekil 5.2.2.2 : f doniigiimii altinda siralama korunur.

Onerme 5.2.2.1 : f : H? — H? doniisiimii birebir, érten ve hiperbolik dogrulari

koruyan bir doniisiim ise f, OH? iistiinde siireklidir (Jeffers, 2000).
Asagidaki lemma bu 6nermeye denktir.

Lemma 5.2.2.3 : f : H? — H? doniisiimii birebir, érten ve hiperbolik dogrular
koruyan bir doniistim olsun. zi, s, y1,v2 € OH? olmak iizere y; ve y, noktalar z; ve
x9 noktalarmi ayrigtirsin. Bu durumda f (y;) ve f (y2) noktalar: da f (z1) ve f(x2)
noktalarin ayrigtirir (Jeffers, 2000).

Ispat : l;,1, hiperbolik dogrular1 diski sirasiyla {xq,22} ve {y1,y2} noktarinda ke-
sen hiperbolik dogrular olsun. Hipotez geregince ., [, dogrular kesisir. Bu durumda
f (), f(l,) dogrular da kesisir. Dolayisiyla f(y;) ve f(y2) noktalar1 da f(z1) ve

f (z2) noktalarini ayrigtirir.

Lemma 5.2.2.4 : f : H? — H? doniisiimii birebir, 6rten ve hiperbolik dogrular1 ko-
ruyan bir doniisiim olsun. f fonksiyonu / hiperbolik dogrusunun bitis noktalarin sabit
biraksin. o : H? — H? doniisiimii [ ye gore hiperbolik yansima doniistimiinii gostersin.

Bu durumda
f ap = Oélf

dir (Jeffers, 2000).

112



Ispat: Bu lemmanin ispat1 U? iist yar1 diizlem modelinde gosterilecektir. ¢ := fa;f oy

olsun. f (I) =1 oldugundan Vz € L igin

g(x) = fouf Hx) = ff M 2) =2

bulunur. Ozel olarak [ dogrusu 0 ve co noktasindan gececek bicimde secilsin. Reel eksen
tizerinde 1 ve z < 0 olacak bicimde iki nokta segilsin. Bu iki noktadan gecen dogru m
olmak iizere g(1) := u € R olsun. m hiperbolik dogrusu [ yi is noktasinda kessin. Bu
durumda g (i) = i, olur. i, ve u dan gegen dogru g(m) dogrusudur. i, noktasinin 9U>

sinirina olan uzakligl s olmak tizere, benzerlik teoreminden

yani g(z) = % elde edilir. Bu doniisiim U? {ist yar1 diizlem modelinin sol tarafindan
yine sol tarafina tanimhdir. U? nin sol tarafinda bulunan bir nokta U? nin sol tarafinda
bulunan iki hiperbolik dogrunun arakesiti bi¢iminde diigiiniiliirse, ¢ nin tanimina gore
kesigsen bu iki hiperbolik dogru sifira dogru yaklagir. Dolayisiyla arakesit noktasi da
sifira yaklagir. g doniistimii / nin her noktasini sabit biraktigindan ve U? nin sol tarafim
sifira yaklastirdigindan dolay1 u = 1 olmak zorundadir. Boylece g déniistimii U? nin sol
tarafindan kendisine taniml birim doniistimdiir. Benzer bicimde bu doéniisiim U? nin

sag tarafinda da tanimlanirsa, ¢ nin birim doniisiim oldugu goriiliir.

g(m)

m

X g(x) 1 u

Sekil 5.2.2.3 : g(z) noktas1 u tarafindan tanimlanir.
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Teorem 5.2.2.1 : f : H?> — H? doniisiimii birebir, érten ve hiperbolik dogrular

koruyan bir doniisiim olsun. Bu durumda f doniistimii H? uzaymin bir izometrisidir

(Jeffers, 2000).

Ispat : Izometriler, genel Mobius déniisiimleri gibi OU? (aym zamanda 0H?) nin ayrik
ii¢ noktasim dU? nin (OH? nin) ayrik ti¢ noktasma doniigtiir. f nin dU? nin 0,1 ve
oo noktalarini sabit biraktigi kabul edilsin. Eger f bu noktalari sabit birakmiyorsa bir
izometriyle bileske alinarak bu noktalar sabit birakilabilir. Bu ii¢ ayrik nokta bir T’
ideal iicgeninin koselerini olusturular. [ bu iicgenin bir kenar1 ve x € 9U? ise f altinda

sabit kalan bir nokta olsun. Lemma 5.2.2.4 geregince

fla(x)) = ay(f (7)) = au(w)

elde edilir. Boylece ay(x), f altinda sabit kalir. Yani f doniistimii «;(7) nin kogelerini
sabit birakmis olur. Bu iglem arka arkaya uygulandiginda f doniisiimii daima tiggenlerin
kose noktalarimi sabit birakir. Sekil 5.2.2.4 de goriilecegi iizere f, OU? nin yogun bir
altkiimesini sabit birakir. Ayrica f, OU? iizerinde siirekli oldugundan f, OU? nin tiim
noktalarini sabit birakir. O halde U? nin de tiim noktalarim sabit birakir. Boylece f

bir hiperbolik izometridir.

T a(T)

DAV

Sekil 5.2.2.4 : U? de verilen bir [ hiperbolik dogrusuna goére hiperbolik yansima.

Teorem 5.2.2.2 : f : H* — H" (n > 1) birebir, orten ve hiperbolik dogrularin
korundugu bir déniigiim olsun. Bu durumda f doniigtimii H” uzayinin bir izometrisidir

(Jeffers, 2000).
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Ispat: 2,y € H" olsun. o, « ve y noktalarmdan gecen iki boyutlu bir hiperdiizlem olsun.
[y ve Iy ise a min kesigen iki hiperbolik dogrusu olsun. « nin f altindaki goriintiisii ise
yine iki boyutlu bir hiperdiizlemdir. f(a) = « oldugu kabul edilebilir. Eger f(«) # «
ise bir ¢ hiperbolik izometrisiyle bilegke alinarak gf(a) = « elde edilir. Teorem 5.2.2.1
geregince

fl, ra—«

doniistimii bir hiperbolik izometridir.

Sonug 5.2.2.1 : f: H" — H" (n > 1) birebir, érten ve r—boyutlu hiperdiizlemlerin
korundugu bir déniisiim olsun. Bu durumda f doniigiimii H” uzayinin bir izometrisidir

(Jeffers, 2000).
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