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ÖZET

Doktora Tezi

H·IPERBOL·IK GEOMETR·IN·IN PO·INCARÉ YUVAR MODEL·I ÜZER·INE

O¼guzhan DEM·IREL

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Emine SOYTÜRK SEYRANTEPE

Bu tez çal¬̧smas¬ beş bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na

ayr¬larak genel bir literatür bilgisi verilmi̧stir. ·Ikinci bölümde, gerekli temel

kavramlardan söz edilmi̧stir. Üçüncü bölümde, (Rn1 ;�;
) Möbius gyrovek-

tör uzay¬nda periyodik do¼grular¬n bulunmad¬¼g¬kan¬tlanm¬̧s ve bu uzayda her

bir gyrodo¼grunun ve cogyrodo¼grunun birer metrik do¼gru oldu¼gu gösterilmi̧si-

tir. Dördüncü bölümde, gyrotrigonometri yard¬m¬yla hiperbolik geometrinin

Poincaré yuvar modelinde hiperbolik Breusch lemmas¬, hiperbolik Urquhart

teoremi ve hiperbolik Steiner-Lehmus teoremleri incelenmi̧sitir. Beşinci bölüm-

de, hiperbolik ikizkenar üçgenler ve hiperbolik düzgün çokgenler yard¬m¬yla

Möbius dönüşümlerinin bir karakterizasyonu verilmi̧sitr.

2010, 118 sayfa

ANAHTAR KEL·IMELER: Gyrogrup, Gyrovektör uzay¬, Poincaré yuvar

modeli, Gyrotrigonometri, Möbius dönüşümleri.
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ABSTRACT

Ph. D. Thesis

ON THE POINCARÉ BALL MODEL OF HYPERBOLIC GEOMETRY

O¼guzhan DEM·IREL

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Emine SOYTÜRK SEYRANTEPE

This thesis consists of �ve chapters. The �rst chapter is devoted to the intro-

duction section and provides a general knowledge of literature. In the second

chapter, some required concepts are mentioned. In the third chapter, non-

existence of periodic lines in the Möbius gyrovector space (Rn1 ;�;
) is proved

and it is showed that all gyrolines and cogyrolines in this space are metric lines.

In the fourth chapter, hyperbolic Breusch lemma, the hyperbolic Urquhart the-

orem and the hyperbolic Steiner-Lehmus theorem in the Poincaré ball model of

hyperbolic geometry are examined. In the �fth chapter, a characterization of

Möbius transformations by use of hyperbolic isosceles triangles and hyperbolic

regular polygons is given.

2010, pages 118

KEY WORDS : Gyrogroup, Gyrovector spaces, Poincaré ball model, Gy-

rotrigonometri, Möbius transformations.
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TEŞEKKÜR

Doktora e¼gitimim boyunca çal¬̧smam¬n her aşamas¬nda yak¬n ilgi ve yard¬m-
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Şekil 3.4.1.4 (R21;�M ;
M) Möbius gyrovektör uzay¬nda bir cogyrodo¼gruya

d¬̧s¬ndaki bir noktadan çizilen paralel cogyrodo¼gru
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Şekil 4.2.1.4 (R2s;�M ;
M) Möbius gyrovektör uzay¬nda gyrosinüs kural¬
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TEŞEKKÜR iv

S·IMGELER D·IZ·IN·I v
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1 G·IR·IŞ

Geometri, tarihi binlerce y¬l öncesine dayanan matemati¼gin en eski branşlar¬ndan biri

olmas¬na ra¼gmen henüz kesin bir tan¬m¬yap¬lamam¬̧st¬r. Literatürde "cisimlerin büyük-

lük ve biçimlerini ölçen bilim dal¬" olarak geçmesine ra¼gmen bu tan¬m ço¼gu matematikçi

ve geometrici taraf¬ndan kabul edilebilir olmaktan uzakt¬r. Geometrinin en benimsenen

tan¬m¬Alman matematikçi Felix Klein taraf¬ndan verilmi̧stir. Klein geometriyi "S bir

küme ve G ise S kümesini kendisine dönüştüren dönüşümlerden meydana gelen bir grup

olmak üzere, S kümesinin G nin elemanlar¬olan dönüşümler alt¬nda de¼gi̧smez kalan

özelliklerinin incelenmesi" olarak tan¬mlam¬̧st¬r. Bu tan¬m aç¬kça geometriyi dönüşüm-

ler grubuyla birleştirmek zorunlulu¼gunu ortaya ç¬karm¬̧st¬r. Dönüşümler de genel olarak

geometrik kavram olmayan noktalar¬n koordinatlar¬yard¬m¬yla formülleştirilebilir. Bu

sebeple, Klein�in tan¬m¬geometriyi ba¼g¬ms¬z ve kendine özgü yöntemlerle incelenebilen

bir dal olarak düşünmek �krine ayk¬r¬ göründü¼günden baz¬ geometriciler taraf¬ndan

eleştiriye u¼gramaktad¬r. Böylece bu tan¬m genel bir geometri tan¬m¬de¼gil fakat bir kü-

menin geometrisinin tan¬m¬olarak düşünülebilece¼gi için geometri kavram¬na daha geni̧s

bir aç¬dan bak¬lmas¬n¬mümkün k¬lm¬̧st¬r (Kaya, 1992).

Kaynaklar; geometrinin önce Eski M¬s¬r�da başlad¬¼g¬n¬, Eski Yunanl¬lar�¬n geometriyi

Eski M¬s¬r�dan ö¼grenmi̧s olduklar¬n¬belirtmektedir. Eski Yunanl¬lar, geometriyi sistemli

ispatlara dayanan müstakil bir bilim haline getirmi̧slerdir. Thales (M.Ö. 624�M.Ö.

546), Pythagoras (M.Ö. 570-M.Ö. 490) ve Euclides (Öklid, M.Ö. 325 - M.Ö. 265) bu

dönemin en ünlü geometricileridir. Öklid�in M.Ö. 300 y¬l¬nda yazd¬¼g¬�Elements�adl¬

13 ciltten oluşan kitap, geometrinin sistemli bir bilgi haline gelmesine öncülük etmi̧stir.

Günümüzde orta ö¼grenim boyunca ö¼gretilen geometri, Öklid� in ortaya koydu¼gu bu

düzlem geometridir.

Öklid düzlem geometrisinde temel elemanlar noktalar ile do¼grulard¬r. Nokta ve do¼gru,

tan¬mlanamayan ilkel kavramlard¬r. Öklid geometrisi; tan¬mlar, aksiyomlar ve postülat-

lar olmak üzere üç temel kavrama dayand¬r¬lm¬̧st¬r. Tan¬mlar, kendine özgü bir tak¬m

özellikleri olan geometrik nesneleri belirlemek yada di¼gerlerinden ay¬rmak için onlara
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verilen isimden ibarettir. Aksiyomlar ise do¼grulu¼gundan şüphenilmeyen ispats¬z olarak

kabul edilen temel önermelerdir. Postülatlar ise aksiyomlar gibi ispats¬z kabul edilen

fakat do¼gruluklar¬na o zamanki anlay¬̧sa göre aksiyomlar kadar kesin gözle bak¬lmayan

temel önermelerdir.

Öklid�in beş postülat¬vard¬r. Bunlar¬n günümüz modern matemati¼gindeki kaŗs¬l¬klar¬

şöyledir:

i. Bir noktadan di¼ger bir noktaya bir tek do¼gru çizilebilir.

ii. Herhangi bir do¼gru parças¬bir do¼grultuda istenildi¼gi kadar uzat¬labilir.

iii. Merkezi ve yar¬çap¬verilen bir tek çember vard¬r.

iv. Bütün dik aç¬lar eşittir.

v. Bir do¼gruya d¬̧s¬ndaki bir noktadan bir ve yaln¬z bir paralel do¼gru çizilebilir.

·Ilk dört postülat k¬sa ve kesindir. Beşinci postülat ise baz¬matematikçiler taraf¬ndan

çokça tart¬̧s¬lm¬̧s olup, Öklid geometrisinde bir boşluk olabilece¼gi düşüncesine itmi̧stir.

Ömer Hayyam ile Tûsî�nin Öklid�in beşinci postulat¬n¬ incelenmesi yeni bir devrin

başlad¬¼g¬n¬gösterir. Ömer Hayyâm�¬n Fî Şerhi mâ Eşkale min Müsaderat Kitab¬Öklid

(Öklid Elemanlar¬n¬n Zorlu¼gu Üzerine) adl¬eseri bir anlamda Öklid d¬̧s¬geometrilere

aç¬lan ilk kap¬d¬r. Bu Müslüman geometri alimlerinin çal¬̧smalar¬, Rönesanstan sonra

Avrupa�da yeti̧sen geometricilere rehberlik etmi̧stir. Öklid�in paraleller postulat¬n¬n

ilk eleştirmenleri, bu postulat¬n do¼grulu¼gundan de¼gil, aç¬k bir noktan¬n olmay¬̧s¬ndan

şüphelenmi̧sler ve bu postulat¬bir tarafa b¬rakarak, aç¬kl¬¼g¬olan başka bir postulat¬or-

taya koymaya çal¬̧sm¬̧slard¬r. On sekizinci as¬rda paraleller postulat¬üstüne Avrupa�da

Saccheri, Legender, Lambert gibi matematikçiler ile 19. as¬rda Alman Matematikçi

Gauss taraf¬ndan çeşitli çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r. Bu araşt¬rmalardaki başar¬s¬zl¬k, bu

postulat¬n �kabul edilebilir� özellikteki aç¬k önermelerden faydalanarak ispat edile-

meyece¼gi düşüncesini ortaya koymuştur. Gerçekten çok geçmeden bu düşünce 1832

de Janos Bolyai ve 1855 de Nikolai Ivanovch Lobachevsky �paraleller postulat¬�yer-

ine �Lobacevski postulat¬�n¬(bir do¼gruya d¬̧s¬ndaki bir noktadan birden fazla paralel

çizilebilece¼gini kabul eden postulat) koyarak, yeni bir geometri kurulabilece¼ginin fark¬na

varm¬̧slard¬r. Böylece �hiperbolik geometri� olarak adland¬r¬lan yeni bir geometrinin
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temelleri at¬lm¬̧st¬r. Karl Friedrich Gauss da bu alanda çeşitli çal¬̧smalar yapmas¬na ra¼g-

men çal¬̧smalar¬n¬gizli tutmuştur. Sonras¬nda Eugenio Beltrami yeni modeller oluştu-

rarak ve bu modelleri kullanarak e¼ger Euclid Geometrisi tutarl¬ysa hiperbolik geometri-

nin de tutarl¬oldu¼gunu kan¬tlam¬̧st¬r. Daha sonra Georg Friedrich Bernhard Riemann

paralelli¼gini kabul etmeyen �Eliptik Geometri�nin (gerçel projektif düzlem) temellerini

atm¬̧st¬r.

Öklid d¬̧s¬geometrilerin geli̧siminin �zik için çok önemli oldu¼gu, yirminci yüzy¬lda kan¬t-

lanm¬̧st¬r. 1900 lü y¬llara kadar yeryüzünün mutlak h¬z¬na dair yap¬lan tüm varsay¬mlar

başar¬s¬zl¬kla sonuçlanm¬̧st¬r. Bu yönde yap¬lan çal¬̧smalar¬n en meşhuru 1887 y¬l¬nda

Michelson ve Morley taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Fakat 18 y¬l sonra, Einstein daha sonra

kendi ad¬yla an¬lacak olan yeni h¬z toplam¬n¬tan¬mlayarak rölativitenin (göreceli¼gin)

özel teorisini bulmuştur. Einstein h¬zlar¬, Öklidyen R3 uzay¬n¬n vektörleri olan Newton

h¬zlar¬n¬n aksine görecelidir, yani büyüklü¼gü boşluktaki ¬̧s¬k h¬z¬n¬ (3 � 105km=sn�1)

geçemez.

c boşluktaki ¬̧s¬k h¬z¬n¬göstermek üzere

R3c =
�
v 2 R3 : kvk < c

	
uzay¬tan¬mlans¬n. R3c üzerinde Einstein toplam¬8u;v 2 R3c için

u�Ev =
1

1 + u�v
c2

�
u+ v+

1

c2

u

1 + 
u
(u� (u� v))

�
biçiminde tan¬ml¬d¬r. Burada ���ve ���ile s¬ras¬yla R3 den R3c üzerine indirgenen iç

çarp¬m¬ve vektörel çarp¬m¬göstermekte olup,


u =
1q

1� kuk2
c2

dir. Einstein toplam¬

u�Ev =
1

1 + u�v
c2

�
u+

1


u
v+

1

c2

u

1 + 
u
(u � v)u

�
biçiminde de yaz¬labilir. Üstelik bu yeni toplam sadece 3�boyutlu uzay için de¼gil, yük-

sek boyutlu uzaylarda da geçerlidir. Newton limiti alt¬nda yukar¬daki toplamda c!1
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durumunda R3c aç¬k yuvar¬R3 reel iç çarp¬m uzay¬na geni̧sler ve �E Einstein toplam¬ise

R3 üzerindeki + vektör toplam¬na indirgenir. (R3c ;�E) Einstein gyrogrubunda Einstein

skalar çarp¬m¬

r 
E v =
1�

�

v �

p

2v � 1

�2r
1 +

�

v �

p

2v � 1

�2r 
vp

2v � 1

v

biçiminde tan¬ml¬olup, bu durumda (R3c ;�E;
E) cebirsel yap¬s¬bir gyrovektör uza-

y¬d¬r. Bu gyrovektör uzay¬Einstein gyrovektör uzay¬olarak adland¬r¬l¬r. Hiperbolik

geometride Einstein gyrovektör uzay¬Beltrami-Klein modeline kaŗs¬l¬k gelir. Buradaki

Einstein toplam¬ literatürde özel rölativistik toplam olarak da adland¬r¬l¬r. Burada

tan¬mlanan toplamaya verilebilecek en iyi örnek Lorentz dönüşümleri ve Lorentz boost-

lar¬yard¬m¬yla verilir.

V boyutu en az iki olan (sonlu yada sonsuz) boyutlu bir Hilbert uzay¬ve ht; ti = t �t = 1

olacak biçimde sabit bir t 2 V verilsin. Bu durumda V = t? � Rt olup 8x 2 V için

x =
_
x+ x0t

_
x 2 t? ve x0 2 R

olacak biçimde tek türlü yaz¬l¬r. x; y 2 V için x ile y aras¬ndaki Lorentz-Minkowski

uzakl¬¼g¬

l (x; y) =
�_
x�

_
y
�
�
�_
x�

_
y
�
� (x0 � y0)2

biçiminde tan¬mlan¬r. � : V �! V fonksiyonu tan¬mlans¬n. 8x; y 2 V için

l (� (x) ; � (y)) = l (x; y)

oluyorsa � dönüşümüne V den V ye bir Lorentz dönüşümü denir.

p2 = p � p < 1 olacak biçimde ve p 2 t?, k2 (1� p2) = 1 olacak biçimde k 6= �1 reel

say¬s¬verilsin. 8x 2 V için

Ap (x) := x0p+
�_
x � p

�
t

lineer dönüşümü tan¬mlans¬n. Bu durumda Ap dönüşümü yard¬m¬yla

Bp;k = Id+ kAp +
k2

k + 1
A2p
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dönüşümü tan¬mlans¬n. Bp;k dönüşümü de lineer olup ayn¬zamanda bir Lorentz dönüşü-

müdür. k > 0 için Bp;k dönüşümüne Lorentz art¬̧s¬(boost) denir. Boyutu en az iki olan

(sonlu yada sonsuz) bir V Hilbert uzay¬nda tan¬ml¬Lorentz dönüşümlerinin karakteri-

zasyonu Benz taraf¬ndan verilmi̧stir (Benz, 2000). Benz�e göre bir � Lorentz dönüşümü

� (x) = Bp;kw (x) + d

biçiminde tek türlü yaz¬l¬r. Burada w dönüşümü w (t) = t olacak biçimde bir Lorentz

dönüşümü ve d ise V nin bir eleman¬d¬r. k > 0 ve K > 0 için Bp;k ve Bq;K dönüşümleri

s¬ras¬yla Bp ve Bq ile gösterilsin. Bu durumda

BpBq = Br;mw

olup

m =
1 + p � qp

1� p2
p
1� q2

ve

p � q := r = p+ q

1 + p � q +
k

k + 1

(p � q) p� p2q
1 + p � q

dir. Buradaki � i̧slemi rölativistik toplama i̧slemidir. BoyV = 4 için, bu toplam¬n

baz¬ özellikleri Ungar taraf¬ndan incelenmi̧stir (Ungar1;2, 1990). Demirel ve Seyran-

tepe ise her lineer Lorentz dönüşümünün s¬n¬rl¬ve sürekli oldu¼gunu buradaki rölativis-

tik toplama i̧sleminin özelliklerini kullanarak ispatlam¬̧slard¬r (Demirel1&Seyrantepe1,

2010).

Hiperbolik geometride Beltrami-Klein modelinin d¬̧s¬nda Poincaré yuvar modeli, Poincaré

üst yar¬yuvar modeli, Weierstrass modeli gibi birçok model vard¬r. Bu modeller her ne

kadar farkl¬modeller olsalar da aralar¬nda birer izomor�zm tan¬ml¬d¬r. Bu modeller,

nokta say¬lar¬sonlu olmad¬¼g¬ndan hiperbolik geometrinin sonlu olmayan modelleridir.

V bir reel iç çarp¬m uzay¬ve

Vs = fv 2 V : kvk < sg
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ise V nin s > 0 yar¬çapl¬aç¬k yuvar¬olsun. r 2 R; u;v 2Vs için Vs üzerindeki Möbius

toplam¬ve Möbius skalar çarp¬m¬s¬ras¬yla

u�M v =
�
1 + (2=s2)u � v + (1=s2) kvk2

�
u+

�
1� (1=s2) kuk2

�
v

1 + (2=s2)u � v + (1=s4) kuk2 kvk2

ve

r 
M v =s
(1 + kvk =s)r � (1� kvk =s)r

(1 + kvk =s)r + (1� kvk =s)r
v

kvk
biçiminde tan¬mlan¬r (Ungar, 2005). Bu durumda (Vs;�M ;
M) cebirsel yap¬s¬ bir

gyrovektör uzay¬olup, bu gyrovektör uzay¬Möbius gyrovektör uzay¬olarak adland¬r¬l¬r.

Möbius gyrovektör uzay¬hiperbolik geometrinin Poincaré yuvar modeline kaŗs¬l¬k gelir.

Literatürde Einstein gyrovektör uzaylar¬ve Möbius gyrovektör uzaylar¬üzerine yaz¬lm¬̧s

birçok kitap, makale ve bilimsel çal¬̧sma mevcuttur. Özellikle bu alanda yaz¬lm¬̧s temel

kaynak oluşturabilecek en önemli kitaplar¬n son on y¬l içinde yaz¬lm¬̧s olmas¬hiperbolik

geometrinin günümüzdeki popülerli¼gini göstermektedir (Ungar1, 2001, Ungar, 2005,

Ungar, 2008).

Yukar¬daki bilgilerin ¬̧s¬¼g¬alt¬nda, bu doktara tez çal¬̧smas¬nda hiperbolik geometrinin

Poincaré yuvar modeli üzerine yeni çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, gyrogruplar, gyrode¼gi̧smeli gyrogruplar, Möbius kompleks disk gyro-

grubu, Möbius gyrogruplar¬, yuvar üzerinde Möbius toplam¬, Einstein gyrogruplar¬,

yuvar üzerinde Einstein gyrogruplar¬ve Lorentz dönüşümleriyle ilgili temel tan¬m ve

teoremler ile bu konularda yap¬lan baz¬çal¬̧smalara yer verilmi̧stir. Lorentz dönüşüm-

lerinin s¬n¬rl¬ ve sürekli oldu¼gu, Benz taraf¬ndan verilen karakterizasyon yard¬m¬yla

gösterilmi̧stir (Benz, 2000, Demirel1&Seyrantepe1, 2010).

Üçüncü bölümde, gyrovektör uzaylar¬, Möbius gyrovektör uzaylar¬, Einstein gyrovektör

uzaylar¬, gyrodo¼grular, cogyrodo¼grular, metrik do¼grular, periyodik do¼grulara yer veril-

mi̧s olup, hiperbolik geometrinin Poincaré yuvar modelindeki her hiperbolik do¼grunun

bir metrik do¼gru oldu¼gu gösterilmi̧stir. Ayr¬ca Poincaré yuvar modelinde tan¬ml¬her

metrik do¼grunun asl¬nda bir hiperbolik do¼gru oldu¼gu da gösterilmi̧stir. Dual hiperbolik
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do¼grular¬n da birer metrik do¼gru oldu¼gu ve hiperbolik uzakl¬k yerine dual hiperbolik

uzakl¬k al¬nd¬¼g¬nda yuvar¬n metrik do¼grular¬n¬n asl¬nda yuvar¬n dual hiperbolik do¼gru-

lar¬oldu¼gu gösterilmi̧stir. Ayr¬ca yuvar üzerinde hiperbolik uzakl¬k veya dual hiperbolik

uzakl¬k al¬nd¬¼g¬nda yuvarda periyodik do¼grular¬n bulunmad¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r.

Dördüncü bölümde, gyrotrigonometri ve Möbius gyrovektör uzay¬nda gyrotrigonometri-

ye yer verilmi̧stir. Hiperbolik Carnot teoreminin tersinin, Öklidyen Carnot teoreminin

tersinin aksine baz¬koşullar alt¬nda sa¼gland¬¼g¬gösterilmi̧stir (Demirel&Soytürk, 2008).

Möbius gyrovektör uzay¬nda gyrotrigonometri yard¬m¬yla hiperbolik Carnot teoremi,

hiperbolik Breusch lemmas¬, hiperbolik Urquhart teoremi ve hiperbolik Steiner-Lehmus

teoremi verilmi̧stir.

Beşinci bölüm ise hiperbolik izometri konusuna ayr¬lm¬̧st¬r. Bu bölümde hiperbolik

izometrilerin hiperbolik do¼grular, Lambert ve Saccheri dörtgenleri, A-tipindeki hiperbo-

lik çokgenler yard¬m¬yla karakterize edildi¼gi belirtilmi̧stir. Hiperbolik ikizkenar üçgenler

ve hiperbolik regüler çokgenler yard¬m¬yla Möbius dönüşümlerinin bir karakterizasyonu

verilmi̧stir (Demirel2&Seyrantepe2, 2010).
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2 TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Gyrogruplar

De¼gi̧smeli gruplar yard¬m¬yla vektör uzaylar¬n¬n tan¬mlad¬¼g¬ gibi, gyrode¼gi̧smeli gy-

rogruplar yard¬m¬yla da gyrovektör uzaylar¬tan¬mlan¬r. Literatürde kullan¬ld¬¼g¬gibi

bu çal¬̧smada da Öklidyen geometride kulllan¬lan bir terim hiperbolik geometride kul-

lan¬ld¬¼g¬nda bu terimin baş¬na "gyro" ön eki getirilecektir. Buradaki gyro ön eki �zikte

önemli bir yeri olan Thomas gyration (dairesel dönme) kavram¬ndan gelmektedir. Gy-

rogruplar¬n ve gyrovektör uzaylar¬n teorik kavramlar¬n¬n geli̧stirilmesiyle, Bolyai ve

Lobachevski�nin hiperbolik geometrisinin Öklidyen geometrinin yaln¬zca gyro-kaŗs¬l¬¼g¬

oldu¼gu görülür.

Tan¬m 2.1.1 : G bir küme ve "�" ise G üzerinde bir ikili i̧slem olsun. (G; �) cebirsel

yap¬s¬na bir grupoid denir.

Tan¬m 2.1.2 : (G; �) bir grupoid olsun. 8a; b 2 G için a � x = b ve y � a = b olacak

biçimde x; y 2 G varsa bu grupoide kuasi grup (grupsu) denir.

Tan¬m 2.1.3 : (G; �) bir kuasi grup olsun. 8a 2 G için a�e = a = e�a olacak biçimde

e 2 G varsa bu kuasi gruba bir ilmik (loop) denir.

Tan¬m 2.1.4 : (G; �) bir ilmik olsun. 8a; b; c 2 G için

a � (b � (a � c)) = (a � (b � a)) � c

oluyorsa bu ilmi¼ge sol Bol-ilmik denir. 8a; b; c 2 G için

((c � a) � b) � a = c � ((a � b) � a)

oluyorsa bu ilmik sa¼g Bol-ilmik denir.

Tan¬m 2.1.5 : (G; �) bir grupoid olmak üzere aşa¼g¬daki aksiyomlar sa¼glan¬yorsa bu

grupoide bir grup ad¬verilir:
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(i) 8a 2 G için a � e = a = e � a olacak biçimde 9e 2 G vard¬r.

(ii) 8a 2 G için a � a�1 = e = a�1 � a olacak biçimde 9a�1 2 G vard¬r.

(iii) 8a; b; c 2 G için a � (b � c) = (a � b) � c dir.

E¼ger 8a; b 2 G için a � b = b � a sa¼glan¬yorsa gruba de¼gi̧smelidir denir.

Önerme 2.1.1 : (G; �) bir grupoid olsun. Bu durumda aşa¼g¬dakiler denktir.

(i) (G; �) birleşmeli bir kuasi gruptur.

(ii) (G; �) birleşmeli bir ilmiktir.

(iii) (G; �) bir gruptur.

Tan¬m 2.1.6 : (G;�) bir grupoid ve G üzerinde

(g1) 8a 2 G için 0� a = a olacak biçimde 90 2 G vard¬r.

(g2) 8a 2 G için 	a� a = 0 olacak biçimde 9 	 a 2 G vard¬r.

(g3) 8a; b; c 2 G için

a� (b� c) = (a� b)� gyr[a; b] (c)

olacak biçimde bir tek gyr[a; b] (c) 2 G vard¬r.

(g4) 8a; b 2 G için gyr[a; b] 2 (Oto (G) ;�)dir.

(g5) 8a; b 2 G için gyr[a; b] = gyr[a� b; b] dir.

aksiyomlar¬ geçerli ise G ye bir gyrogrup denir. Burada gyr[a; b] fonksiyonu (G;�)

grupoidinin gyr[a; b] : G ! G biçiminde tan¬ml¬bir otomor�zmas¬olup, gyr[a; b] oto-

mor�zmine G nin a ve b elemanlar¬yard¬m¬yla üretilen gyrootomor�zmas¬denir. (g5)

aksiyomuna sol ilmik özelli¼gi denir.

(G;�) bir gyrogrup olmak üzere 8a; b 2 G için ad¬na gyrode¼gi̧sme özelli¼gi denilen

(g6) a� b = gyr[a; b] (b� a)

özelli¼gi sa¼glan¬yorsa (G;�) gyrogrubuna gyrode¼gi̧smeli gyrogrup denir.

Teorem 2.1.1 : (G;�) bir gyrogrup olmak üzere 8a; b; x 2 G için aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r

(Ungar, 2005).

(i) a� b = a� c ise b = c dir. (Sol sadeleştirme kural¬)

(ii) gyr [0; a] = Id (Id birim dönüşümü göstermektedir).
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(iii) gyr [	a; a] = Id.

(iv) gyr [a; a] = Id.

(v) Sol birim ayn¬zamanda sa¼g birimdir.

(vi) Sol birim bir ve yaln¬z bir tanedir.

(vii) 	a� a = 0 ise a� (	a) = 0 d¬r.

(viii) 	a� a = 0 ve b� a = 0 ise 	a = b dir.

(ix) 	a� (a� b) = b dir.

(x) gyr [a; b] (x) = 	 (a� b)� (a� (b� x)) :

(xi) gyr [a; b] (0) = 0:

(xii) gyr [a; b] (	x) = 	gyr [a; b] (x) :

(xiii) gyr [a; 0] = Id:

·Ispat :

(i) a 2 G ve G nin sol birimi 0 olsun. x ise a n¬n 0 a göre sol tersi olsun. Bu durumda

x � (a� b) = x � (a� c) olup sol gyrobirleşme özelli¼ginden (x� a) � gyr [x; a] (b) =

(x� a) � gyr [x; a] (c) bulunur. Buradan gyr [x; a] (b) = gyr [x; a] (c) olup gyr[; ] bir

otomor�zm oldu¼gundan birebirdir ve böylece b = c elde edilir.

(ii) a � x = 0 � (a� x) = (0� a) � gyr [0; a] (x) = a � gyr [0; a] (x) olup (i) den

x = gyr [0; a] (x) bulunur. Böylece gyr [0; a] = Id bulunur.

(iii) Sol ilmik özelli¼ginden ve (ii) den gyr [	a; a] = gyr [(	a)� a; a] = gyr [0; a] = Id

bulunur.

(iv) Sol ilmik özelli¼ginden ve (ii) den gyr [a; a] = gyr [0� a; a] = gyr [0; a] = Id bulunur.

(v) a 2 G veG nin sol birimi 0 olsun. x ise a n¬n 0 a göre sol tersi olsun. Sol gyrobirleşme

özelli¼ginden ve (iii) den x�(a� 0) = (x� a)�gyr [x; a] (0) = 0�0 = 0 = x�a bulunur.

(i) den a� 0 = a olup böylece sol birim ayn¬zamanda sa¼g birimdir.
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(vi) 0 ve 0� G nin iki birim eleman¬olsun. Sol birim ayn¬zamanda sa¼g birim oldu¼gundan

0 = 0� 0� = 0� olup, böylece 0 = 0� bulunur.

(vii) x; a n¬n sol tersi olsun. Bu durumda sol gyrobirleşme özelli¼gi, (iii) ; (v) ve (vi)

dan x�(a� x) = (x� a)�gyr [x; a] (x) = 0�x = x = x�0 bulunur. (i) den a�x = 0

olup böylece bir eleman¬n sol tersi ayn¬zamanda onun sa¼g tersidir.

(viii) x ve y; a n¬n sol tersleri olsun. (vii) den dolay¬bu elemanlar ayn¬zamanda a n¬n

sa¼g tersi olaca¼g¬ndan a� x = 0 = a� y olup böylece x = y bulunur.

(ix) Sol gyrobirleşme özelli¼ginden ve (iii) den	a�(a� b) = (	a� a)�gyr [	a; a] (b) =

b bulunur.

(x) Gyrobirleşme özelli¼ginden dolay¬a�(b� x) = (a� b)�gyr [a; b] (x) eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Bu durumda 	 (a� b) � (a� (b� x)) = 	 (a� b) � ((a� b)� gyr [a; b] (x)) olup (ix)

dan gyr [a; b] (x) = 	 (a� b)� (a� (b� x)) bulunur.

(xi) (x) da x = 0 al¬n¬rsa istenen eşitlik kolayca elde edilir.

(xii) gyr [a; b] ; G nin bir otomor�zmi oldu¼gundan dolay¬ (xi) den gyr [a; b] (	x) �

gyr [a; b] (x) = gyr [a; b] (	x� x) = gyr [a; b] (0) = 0 olup böylece gyr [a; b] (	x) =

	gyr [a; b] (x) bulunur.

(xiii) (x) daki eşitlikte b = 0 al¬n¬p, (ix) dan kolayca ispatlan¬r.

Tan¬m 2.1.7 : (G;�) bir gyrogrup olmak üzere 8a; b 2 G için

a� b = a� gyr [a;	b] (b)
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biçiminde tan¬mlanan "�" i̧slemine gyrogrubun co-i̧slemi yada dual i̧slemi denir. 8a 2
G için a� 0 = 0 = 0� a olup

a� b = a� (	b)
= a� gyr [a;	 (	b)] (	b)

= a	 gyr [a; b] (b)

dir (Ungar1, 2001, Ungar, 2005). Ayr¬ca 8a 2 G için �a� b = 0 = a� (�b) dir.

Gyrogrup otomor�zmalar¬gyrogrup aksiyomlar¬taraf¬ndan tek türlü tan¬ml¬d¬r. gyr[a; b]

otomor�zmleri birim dönüşüme eşit oldu¼gu özel durumlarda (gyrode¼gi̧smeli) gyrogrup-

lar (de¼gi̧smeli) gruplara, gyrogrup i̧slemleri de grup i̧slemlerine indirgenir. Ayr¬ca bu

durumda gyrogrup i̧slemiyle co-gyrogrup i̧slemi özdeştir.

Teorem 2.1.2 : (G;�) bir gyrogrup olmak üzere 8a; b; c 2 G için

gyr [a; b� c] gyr [b; c] = gyr [a� b; gyr [a; b] c] gyr [a; b] (1)

gyr [a;	gyr [a; b] b] gyr [a; b] = I (2)

iç içe gyrootomor�zm özdeşlikleri ve

gyr [	a; a� b] gyr [a; b] = I (3)

ve

gyr [b; a� b] gyr [a; b] = I (4)

gyrootomor�zm özdeşlikleri sa¼glan¬r (Ungar, 2005).

·Ispat : 8a; b; c; x 2 G için sol gyrobirleşme özelli¼ginin iki kez uygulanmas¬yla

a� (b� (c� x)) = a� ((b� c)� gyr [b; c] (x))

= (a� (b� c))� gyr [a; b� c] gyr [b; c] (x)
ve

a� (b� (c� x)) = (a� b)� gyr [a; b] (c� x)

= (a� b)� (gyr [a; b] (c)� gyr [a; b] (x))

= ((a� b)� gyr [a; b] (c))� gyr [a� b; gyr [a; b] (c)] gyr [a; b] (x)

= (a� (b� c))� gyr [a� b; gyr [a; b] (c)] gyr [a; b] (x)

12



elde edilir. Yukar¬daki iki eşitlikten sol sadeleştirme kural¬yla

gyr [a; b� c] gyr [b; c] = gyr [a� b; gyr [a; b] (c)] gyr [a; b]

bulunur. Son eşitlikte c = 	b al¬n¬rsa

Id = gyr [a� b;	gyr [a; b] (b)] gyr [a; b]

elde edilir. Bu eşitlikten sol ilmik özelli¼gi ve sol gyrobirleşme özelli¼gi yard¬m¬yla

Id = gyr [a� b;	gyr [a; b] (b)] gyr [a; b]

= gyr [(a� b)	 gyr [a; b] (b) ;	gyr [a; b] (b)] gyr [a; b]

= gyr [a� (b	 b) ;	gyr [a; b] (b)] gyr [a; b]

= gyr [a;	gyr [a; b] (b)] gyr [a; b]

elde edilir. (1) de özel olarak b = 	a al¬n¬rsa

gyr [a;	a� c] gyr [	a; c] = gyr [0; gyr [a;	a] (c)] gyr [a;	a] = Id

olup, bu son eşitlikte a yerine 	a ve c yerine b yaz¬l¬rsa (3) elde edilir. Son olarak (4)

eşitli¼gi ise (3) den

Id = gyr [	a; a� b] gyr [a; b]

= gyr [	a� (a� b) ; a� b] gyr [a; b]

= gyr [b; a� b] gyr [a; b]

biçiminde elde edilir.

Teorem 2.1.3 : (G;�) bir gyrogrup olmak üzere 8a; b 2 G için

a� b = a� gyr [a; b] (b)

dir (Ungar, 2005).

·Ispat : a; b 2 G olsun. a� b = a� gyr [a;	b] (b) biçiminde tan¬mland¬¼g¬ndan

a� gyr [a; b] (b) = a� gyr [a;	gyr [a; b] (b)] gyr [a; b] (b)

= a� b
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elde edilir.

Teorem 2.1.4 : (G;�) bir gyrogrup olmak üzere 8a; b; c 2 G için

(	a� b)� gyr [	a; b] (	b� c) = 	a� c

dir (Ungar, 2005).

·Ispat : Teorem 2.1.2 de elde edilen Id = gyr [a� b;	gyr [a; b] b] gyr [a; b] eşitli¼ginden

ve sol gyrobirleşme özelli¼ginden

(	a� b)� gyr [	a; b] (	b� c) = (	a� b)� (	gyr [	a; b] (b)� gyr [	a; b] (c))

= ((	a� b)	 gyr [	a; b] (b))� Id (c)

= (	a� (b	 b))� c

= 	a� c

bulunur.

Teorem 2.1.5 (Birinci gyroöteleme teoremi): (G;�) bir gyrogrup olmak üzere

8a; b; c 2 G için

	 (	a� b)� (	a� c) = gyr [	a; b] (	b� c)

dir (Ungar, 2005).

·Ispat : Teorem 2.1.4 de verilen eşitlikte sol sadeleştirme kural¬uygulan¬rsa ispat kolayca

elde edilir.

Teorem 2.1.6 : (G;�) bir gyrogrup olmak üzere 8a; b 2 G için

a� x = b

denkleminin tek bir çözümü vard¬r ve

x = 	a� b

dir. Ayr¬ca 8a; b 2 G için

x� a = b
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denkleminin tek bir çözümü vard¬r ve

x = b� a

dir (Ungar, 2005).

Teorem 2.1.7 (Cogyroöteleme teoremi) : (G;�) bir gyrogrup olmak üzere 8a; b; x 2

G için

(a� gyr [a; b] (x))� (b� x) = a� b

dir (Ungar, 2005).

·Ispat : 8a; b; x 2 G için

(a� b)� (b� x) = ((a� b)� b)� gyr [a� b; b] (x)
= a� gyr [a; b] (x)

bulunur.

Teorem 2.1.8 : (G;�) bir gyrogrup olmak üzere 8a; b 2 G ve 8A 2 Oto (G;�) için

Agyr[a; b] = gyr[A (a) ; A (b)]A

dir (Ungar, 2005).

·Ispat : 8a; b; x 2 G ve 8A 2 Oto (G;�) için

(A (a)� A (b))� A (gyr[a; b] (x)) = A ((a� b)� gyr[a; b] (x))

= A (a� (b� x))

= A (a)� (A (b)� (A (x)))

= (A (a)� A (b))� gyr[A (a) ; A (b)]A (x)

olup, buradan Agyr[a; b] = gyr[A (a) ; A (b)]A elde edilir.

Teorem 2.1.9 : (G;�) bir gyrogrup olmak üzere 8a; b 2 G ve A 2 Oto (G;�) olsun.

Bu durumda

gyr[a; b] = gyr[A (a) ; A (b)]

15



olmas¬için gerek ve yeter koşul Agyr[a; b] = gyr[A (a) ; A (b)]A olmas¬d¬r (Ungar, 2005).

Teorem 2.1.10 : (G;�) bir gyrogrup olmak üzere (G;�) gyrogrubuyla (G;�) grupoidi
ayn¬otomor�zmlar grubuna sahiptir (Ungar, 2005).

·Ispat : ' 2 Oto (G;�) olsun. Bu durumda

' (a� b) = ' (a� gyr [a;	b] (b))

= ' (a)� ' (gyr [a;	b] (b))

= ' (a)� gyr [' (a) ;	' (b)] (b)

= ' (a)� ' (b)

olup böylece Oto (G;�) � Oto (G;�) dir.
Tersine ' 2 Oto (G;�) olsun. Bu durumda

' (a) = ' ((a� b)� b)
= ' (a� b)� ' (b)

olup buradan

' (a� b) = ' (a)� ' (b)

elde edilir. Böylece Oto (G;�) � Oto (G;�) olup

Oto (G;�) = Oto (G;�)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Tan¬m 2.1.8 : (G;�) bir gyrogrup olmak üzere Oto(G) = Oto(G;�); G nin otomor-

�zmlar grubu olsun. a; b 2 G olmak üzere G nin gyr[a; b] biçimindeki tüm otomor�zm-

lerinin Oto0(G) kümesi Oto(G) grubunun bir altgrubudur.

G�Oto(G) = f(x;X) : x 2 G; X 2 Oto(G)g

gyroyar¬direkt çarp¬m kümesi üzerinde tan¬mlanan

(x;X) (y; Y ) = (x�Xy; gyr [x;Xy]XY )
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gyroyar¬direkt çarp¬m i̧slemine göre G�Oto(G) bir gruptur. Bu durumda G�Oto(G)

kümesine G nin gyroholomor� kümesi denir (Ungar, 2005).

Teorem 2.1.11 : (G;�) bir gyrogrup olmak üzere 8a; b 2 G için

	 (a� b) = gyr [a; b] (	b	 a)

gyrotoplam inversiyon özelli¼gi ve

gyr�1 [a; b] = [	b;	a]

gyrootomor�zm inversiyon özelli¼gi sa¼glan¬r (Ungar, 2005). Burada gyr�1 [a; b] ile (gyr [a; b])�1

dönüşümü gösterilmektedir.

·Ispat : G�Oto (G) bir grup oldu¼guna göre G�Oto (G) kümesindeki her eleman¬n bir

tek tersi vard¬r. Bu durumda (a; Id) (b; Id) = (a� b; gyr [a; b]) çarp¬m¬n¬n da

(b; Id)�1 (a; Id)�1 = (	b; Id) (	a; Id)

= (	b	 a; gyr [	b;	a])

biçiminde bir tek tersi vard¬r. Ayr¬ca 8a; b 2 G için

(a� b; gyr [a; b]) =
�
	gyr�1 [a; b] (a� b) ; gyr�1 [a; b]

�
oldu¼gundan

	b	 a = 	gyr�1 [a; b] (a� b)

ve

gyr [	b;	a] = gyr�1 [a; b]

elde edilir. Bu iki eşitlikten ise

	b	 a = gyr [	b;	a] (a� b)

bulunur. 	b yerine a ve 	a yerine b yaz¬l¬rsa

	 (a� b) = gyr [a; b] (	b	 a)
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elde edilir.

Teorem 2.1.12 : (G;�) bir gyrogrup olmak üzere 8a; b 2 G için

	 (a� b) = (	b)� (	a)

cogyrootomor�k özelli¼gi sa¼glan¬r (Ungar, 2005).

·Ispat : 8a; b 2 G için

a� b = a� gyr[a;	b] (b)

= 	gyr[a; gyr[a;	b] (b)] (	gyr[a;	b]b	 a)

= gyr[a; gyr[a;	b] (b)] (	 (	gyr[a;	b] (b)	 a))

= gyr[a;	gyr[a;	b] (	b)] (	 (	gyr[a;	b] (b)	 a))

= gyr�1[a;	b] (	 (	gyr[a;	b] (b)	 a))

= (	 (	b	 gyr�1[a;	b] (a)))

= (	 (	b	 gyr[b;	a] (a)))

= 	 ((	b)� (	a))

dir.

Gyrogruplarda birçok özdeşlik sa¼glan¬r. (G;�) bir gyrogrup olmak üzere 8a; b; c; x 2 G

ve 8A;X; Y 2 Oto (G;�) için aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r (Ungar, 2005) :
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Formüller Adlar¬

a� (	a� b) = b Sol sadeleşme kural¬

(b	 a)� a = b Sa¼g sadeleşme kural¬

(b� a)� a = b Sa¼g sadeleşme kural¬

a� (b� c) = (a� b)� gyr [a; b] (c) Sol gyrobirleşme özl.

(a� b)� c = a� (b� gyr [b; a] (c)) Sa¼g gyrobirleşme özl.

a� b = a� gyr [a;	b] (b)
a� b = a� gyr [a; b] (b)
	 (a� b) = (	b)� (	a) Gyrootomor�k ters özl.

(a� b)� c = a� gyr [a;	b] (b� c)
gyr [a; b] (c) = 	 (a� b)� (a� (b� c))

gyr [	a;	b] = gyr [a; b] Çift simetri

gyr�1 [a; b] = gyr [b; a]

gyr [a� b; b] = gyr [a; b] Sol ilmik özl.

gyr [a; b� a] = gyr [a; b] Sa¼g ilmik özl.

gyr [a� b; b] = gyr [a; b] Sol co-ilmik özl.

gyr [a; b� a] = gyr [a; b] Sa¼g co-ilmik özl.

gyr [a� b;	a] = gyr [a; b]

gyr [	a; a� b] = gyr [b; a]

	 (a� b) = gyr [a; b] (	b	 a)

a� gyr [a; b] (x)� (b� x) = a� b
(	a� b)� gyr [	a; b] (	b� c) = 	a� c

(a� b)� (b� c) = a	 gyr [a; b] gyr [b; c] (c)
Agyr [a; b] = gyr [Aa;Ab]A

gyr [b;	gyr [b; a] (a)] = gyr [a; b] ·Iç içe gyrootomor�zm özl.

gyr [	gyr [a; b] (b) ; a] = gyr [a; b] ·Iç içe gyrootomor�zm özl.

y = 	gyr [a; x] (x), x = 	gyr [a; y] (y)

Y = 	gyr [b;Xa]X , X = 	gyr [b; Y a]Y
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2.2 Gyrode¼gi̧smeli Gyrogruplar

Tan¬m 2.2.1 : (G;�) bir gyrogrup olmak üzere 8a; b 2 G için

	 (a� b) = 	a	 b

oluyorsa (G;�) gyrogrubuna gyrootomor�k ters özelli¼ge sahiptir denir.

Teorem 2.2.1 : (G;�) bir gyrogrup olmak üzere gyrogrubun gyrode¼gi̧smeli olmas¬

için gerek ve yeter koşul gyrogrubun gyrootomor�k ters özelli¼ge sahip olmas¬d¬r (Ungar,

2005).

·Ispat : Öncelikle gyrogrubun gyrootomor�k ters özelli¼ge sahip oldu¼gu kabul edilsin.

8a; b 2 G için 	 (a� b) = gyr[a; b](	b 	 a) gyrotoplam inversiyon özelli¼ginden ve

gyr[	a;	b] = gyr[a; b] çift simetri özelli¼ginden

	a	 b = 	 (a� b)

= gyr[a; b](	b	 a)

= gyr[	a;	b](	b	 a)

olup 	a yerine a ve 	b yerine b yaz¬l¬rsa

(a� b) = gyr[a; b](b� a)

gyrode¼gi̧sme özelli¼gi sa¼glan¬r.

Tersine gyrogrubun gyrode¼gi̧smeli oldu¼gu kabul edilsin. Bu durumda gyrotoplam in-

versiyon özelli¼ginden

gyr[a; b] (	 (	b	 a)) = a� b = gyr[a; b] (b� a)

olup, buradan

	 (b� a) = 	b	 a

elde edilir.

20



Teorem 2.2.2 (·Ikinci gyroöteleme teoremi): (G;�) gyrode¼gi̧smeli bir gyrogrup

olmak üzere 8a; b; c 2 G için

	 (a� b)� (a� c) = gyr [a; b] (	b� c)

(a� b)	 (a� c) = gyr [a; b] (b	 c)

dir (Ungar, 2005).

·Ispat : ·Ilk eşitlik, birinci gyroöteleme teoreminde 	a yerine a yaz¬lmas¬yla kolayca elde

edilir. Üstelik bu eşitlik gyrode¼gi̧smeli olmayan gyrogruplarda da sa¼glan¬r.

·Ikinci eşitlik ise Teorem 2.2.1 den elde edilir.

Tan¬m 2.2.2 : (G;�) bir gyrogrup olmak üzere G üzerinde

Lx : G! G; Lxa := x� a

fonksiyonu tan¬mlans¬n. a 2 G olmak üzere 8 (x;X) 2 G�Oto(G;�) eleman¬

(Lx; X) a = x�Xa

biçiminde (Lx; X) hareketini tan¬mlad¬¼g¬ndan dolay¬G�Oto(G;�) kümesinin eleman-

lar¬na gyrogrubun hareketleri denir.

(Lx; X) ve (Ly; Y ) ; (G;�) gyrogrubun iki hareketi olsun. Bu durumda 8x; y; a 2 G ve

X; Y 2 Oto (G;�) için

(Lx; X) (Ly; Y ) a = (Lx; X) (y � Y a)

= x�X (y � Y a)

= x� (Xy �XY a)

= (x+Xy)� gyr[x;Xy]XY a

= (Lx�Xy; gyr[x;Xy]XY ) a

dir. Böylece iki hareketin bileşimi de bir harekettir. Ayr¬ca

(Lx; X)
�1 =

�
L	X�1x; X

�1�
olup G�Oto(G;�) kümesi hareketlerin bileşke i̧slemine göre bir gruptur.
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(G;�) bir gyrode¼gi̧smeli gyrogrup olmak üzere 8x; q 2 G için

LxL	xq = q (5)

ve

L	yLyq = q (6)

oldu¼gundan (Lx)
�1 = L	x dir. Ayr¬ca 8z 2 G için

gyr [x; y] (z) = 	 (x� y)� (x� (y � z))

=
�
L�1x�y � Lx � Ly

�
(z)

oldu¼gundan

gyr [x; y] = L�1x�y � Lx � Ly

dir. ·Ilmik teoride gyr [x; y] = l (x; y) ile gösterilir. Bu durumda l (x; y) = L�1x�y �Lx �Ly
dir.

(g6) aksiyomundan

x� y = gyr [x; y] (y � x)

=
�
L�1x�y � Lx � Ly

�
(y � x)

= 	 (x� y)� (x� (y � (y � x)))

elde edilir. Bu son eşitlikte ise sol sadeleştirme kural¬uygulan¬rsa

(x� y)� (x� y) = (x� (y � (y � x)))

elde edilir. Bu eşitli¼ge literatürde Bruck özdeşli¼gi denir (Sabinin vd. 1998).

(g5) aksiyomundan ise

L�1(x�y)�y � Lx�y � Ly = L
�1
x�y � Lx � Ly

yada buna denk olan

Lx�y � L�1(x�y)�y � Lx�y = Lx

özdeşli¼gi elde edilir. Buradan

L(x�y)�y = Lx�y � L�1x � Lx�y
= Lx�y � L	x � Lx�y

(7)
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eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬kolayca görülür. Özel olarak x = 0 al¬n¬rsa

Ly�y = Ly � Ly

elde edilir (Sabinin vd, 1998). Bu eşitli¼ge sol alternatif özellik denir. Üstelik key� x;w

elemanlar¬için y = 	x� w al¬n¬rsa (7) deki eşitlikten

L(x�(	x�w))�(	x�w) = Lw�(	x�w)

= Lw � L	x � Lw

bulunur. x = 	q al¬n¬rsa sol ilmik özelli¼ginden sol Bol-ilmik özelli¼gi yani

Lw � Lq � Lw = Lw�(q�w) (8)

eşitli¼gi elde edilir. Bir sol Bol ilmikte x � a = b denklemi iki tara�¬birim eleman

yard¬m¬yla tek türlü çözülür ve

x = 	a� ((a� b)� (	a)) (9)

dir (Sabinin, 1990). 	x� (x� a) = a oldu¼gundan

x� a = b , 	x� (x� a) = 	x� b

, a = 	x� b

bulunur. (9) daki özelli¼gin (	x)� b = a denklemine uygulanmas¬yla

	x = 	b� ((b� a)� (	b))

bulunur ve bu eşitlik ise (9) e denktir. Bunun yerine a ve b nin key� olmas¬nedeniyle

x � y = p (yada 	x � p = y) olacak biçimde p; y elemanlar¬için yukar¬daki eşitlikte

b = p ve a = y al¬n¬rsa

	x = (	p)� ((p� y)� (	p))

bulunur. (8) de q = 	x al¬n¬rsa ve w = x� y den tekrar (7) eşitli¼gi elde edilir. Böylece

sol ilmik özelli¼gi sol Bol özdeşli¼gine denktir (Sabinin vd, 1998).

Sol Bol ilmikler için Bruck özdeşli¼gi

	 (x� y) = 	x� (	y)
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otomor�k ters özdeşli¼gine denktir (Sabinin, 1990). Son olarak sa¼g gyrobirleşme özelli¼gi

ele al¬nacak olursa

Lx�yz = (x� y)� z

= x� (y � gyr [y; x] (z))

= (Lx � Ly � gyr [y; x]) (z)

=
�
Lx � Ly � L�1y�x � Ly � Lx

�
(z)

olup böylece

Lx�y = Lx � Ly � L�1y�x � Ly � Lx

yada buna denk olan

L�1x�y � Lx � Ly � L�1y�x � Ly � Lx = Id

özdeşli¼gi elde edilir. Bir sol Bol ilmikte Bruck özdeşli¼giyle l(x; y) = gyr[x; y] bir oto-

mor�zdir. Şimdi l(x; y) nin bir otomor�zm oldu¼gunu gösterelim. La � Lb fonksiyonu

k¬saca LaLb biçiminde gösterilsin.

l(a; b)Lx (l(a; b))
�1 = L�1a�bLaLbLxL

�1
b L

�1
a La�b

= L�1a�bLa (LbLb) (L	bLxL	b)L
�1
a La�b

= L�1a�bLaLb�bLcL
�1
a La�b

= L�1a�b (LaLb�bLa) (L	aLcL	a)La�b

= L�1a�b (LaLb�bLa)L	a�(c	a)La�b

= L�1a�b
�
L	aL	(b�b)L	a

��1
L	a�(c	a)La�b

= L�1a�bL
�1
m L	a�(c	a)La�b

=
�
L�1a�bL

�1
m L

�1
a�b
�
La�bL	a�(c	a)La�b

= (La�bLmLa�b)
�1 La�bLnLa�b

= L�1(a�b)�(m�(a�b))L(a�b)�(n�(a�b))

bulunur. Burada c = 	b� (x� (	b)) ; m = 	a� (	 (b� b)	 a) ve n = 	a� (c	 a)

dir. Son eşitlikten

L(a�b)�(m�(a�b))l(x; y)Lx (l(x; y))
�1 = L(a�b)�(n�(a�b)) (10)
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elde edilir. Burada (a� b)� (m� (a� b)) = � ve (a� b)� (n� (a� b)) = � diyelim.

O halde (10) daki eşitlik

L�l(a; b)Lx (l(x; y))
�1 = L� (11)

biçiminde yaz¬labilir. Ayr¬ca

L� = L�l(a; b)Lx (l(a; b))
�1

= L�L
�1
a�bLaLbLxL

�1
b L

�1
a La�b

= L�L
�1
a�bLaLbLx

= L�l(a; b)Lx

= L��l(a;b)x

olup buradan � = �� l(a; b)x bulunur. O halde (11) eşitli¼gi

L�l(a; b)Lx (l(a; b))
�1 = L��l(a;b)x (12)

biçiminde yaz¬labilir (sol pseudoözel özdeşlik). Sol Bol özdeşli¼gi kullan¬larak

� = (a� b)� (m� (a� b))

= (a� b)� (	a� (	 (b� b)	 a))� (a� b)

= (a� b)� (	a�	 (b� b)� (	a� (a� b)))

= (a� b)� (	a� (	 (b� b)� b))

= (a� b)� (	a� (	b))

elde edilir. O halde (12) den

L(a�b)�(	a�(	b))l(a; b)Lx (l(a; b))
�1 = L((a�b)�(	a�(	b)))�l(a;b)x (13)

sonucu bulunur.

Bruck özdeşli¼gi veya otomor�k ters özdeşli¼gi (bunlar sol Bol ilmiklerde denktir) sa¼glan¬-

yorsa � gyrogrubun birim eleman¬olmak üzere

(a� b)� (	a� (	b)) = �

elde edilir. Son olarak (13) eşitli¼gi

L�l(a; b)Lx (l(a; b))
�1 = L��l(a;b)x
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biçiminde yaz¬labilir. Buradan 8z 2 G için

�
L�l(a; b)Lx (l(a; b))

�1� (z) = L��l(a;b)x (z)
olaca¼g¬ndan

��
�
gyr [a; b]

�
(x� gyr[a; b])�1 (z)

��
= (�� gyr [a; b]x)� z

bulunur. Buradan

gyr [a; b]
�
(x� gyr[a; b])�1 (z)

�
= gyr [a; b]x� z

elde edilir. Bu özdeşlik literatürde sol A-özellik olarak adland¬r¬l¬r. Böylece yukar¬da

elde edilen

Lx�y = Lx � Ly � L�1y�x � Ly � Lx

özdeşli¼gi

L�1gyr[x;y](y�x) � gyr[x; y] � Ly � Lx = Id

biçiminde yaz¬labilir. Bruck özdeşli¼giyle (yada ayn¬ anlama gelen gyrode¼gi̧sme özel-

li¼giyle)

L�1x�y � L�1x�y � Lx � Ly � Ly � Lx = Id

veya buna denk olan

Lx � Ly � Ly � Lx = (Lx�y)
2

= L(x�y)�(x�y)

elde edilir. Burada (Lq)
2 = Lq�q dir. Üstelik Bruck özdeşli¼gi ve sol alternelikten sol

Bol özdeşli¼ginden

Lx � Ly�y � Lx = Lx�(y�(y�x))

= Lx�((y�y)�x)

sonucu elde edilir. Sa¼g gyrobirleşme özelli¼gi di¼ger aksiyomlardan kolayca elde edilir.

Sonuç olarak gyrogrup Bruck özdeşli¼gini sa¼glayan sol Bol ilmiktir (Sabinin vd, 1998).

26



(G;�) bir gyrode¼gi̧smeli gyrogrup olmak üzere 8a; b; c; x 2 G için aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r

(Ungar, 2005) :

Formüller

	 (a� b) = 	a	 b

a� b = b� a
a� b = a� ((	a� b)� a)
a� (a� b) = a� (b� a)
gyr [a; b] (b� (a� c)) = (a� b)� c

gyr [a; b] (b) = (a� b)	 a

	 (a� b)� (a� c) = gyr [a; b] (	b� c)

(a� b)	 (a� c) = gyr [a; b] (b	 c)

gyr [a; b] gyr [b� a; c] = gyr [a; b� c] gyr [b; c]

gyr [a;	b] gyr [b;	c] gyr [c;	a] = gyr [	a� b; a	 c]

gyr [a;	b] gyr [b;	c] gyr [c;	 ((b� c)	 a)] = gyr [a;	 ((b� c)	 a)]
gyr [a;	b] = gyr [	a� b; a� b] gyr [a; b]

a	 gyr [a; b] gyr [b; c] (c) = a� gyr [a� b; b� c] (c)
(a� b)� (b� c) = a� gyr [a� b; b� c] (c)
(x� a)� (x� b) = x� ((a� b)� x)
(x� a)� (x	 a) = 2
 x
a� ((b� a)� (c� b)) = gyr [a; b] gyr [b; c] (c)
x� ((a� b)	 c) = ((x� a)� (x� b))	 (x� c)

2.3 Möbius Kompleks Disk Gyrogrubu

Gyrogrup yap¬s¬tarihte ilk olarak Einstein�¬n h¬z toplam¬nda görülmektedir (Ungar1;2

1988, Ungar 1991, Ungar 1997, Ungar 1998). Kompleks aç¬k birim disk üzerinde tan¬ml¬

Möbius dönüşümler grubu, gyrogrup kavram¬n¬aç¬klayan en iyi örnektir (Kinyon&Ungar

2000).

Tan¬m 2.3.1 : B , C de bir bölge olmak üzere f : B ! C sürekli dönüşümü verilsin.

E¼ger z0 2 B noktas¬ndan geçen ve aralar¬nda � aç¬s¬yapan herhangi iki düzgün 
1
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ve 
2 e¼grilerinin f (
1) ve f (
2) görüntüleri de f (z0) da aralar¬nda yön ve büyüklük

bak¬m¬ndan � aç¬s¬yap¬yorlarsa f fonksiyonuna z0 noktas¬nda bir konform dönüşümdür

denir. E¼ger her z0 2 B noktas¬nda f konform ise, f dönüşümü B bölgesinde konformdur

denir.

Tan¬m 2.3.2 : a; b; c; d 2 C ve ad� bc 6= 0 olmak üzere

T (z) =
az + b

cz + d

biçiminde tan¬mlanm¬̧s fonksiyona Möbius dönüşümü (kesirli do¼grusal dönüşüm) denir.

Teorem 2.3.1 : C1; geni̧sletilmi̧s kompleks düzlemi göstermek üzere T (�d=c) = 1

ve T(1) = a=c olacak biçimdeki T (z) = (az + b) = (cz + d) Möbius dönüşümü C1 dan

C1 a birebir, örten konform bir dönüşümdür (Başkan, 1996).

Önerme 2.3.1 : Her Möbius dönüşümünün tersi de bir Möbius dönüşümüdür (Başkan,

1996).

Teorem 2.3.2 : Möbius dönüşümler kümesi fonksiyon bileşke i̧slemine göre bir gruptur

(Başkan, 1996). Bu grup PSL(2;C) ile gösterilir.

Teorem 2.3.3 : Kompleks C düzlemindeki

D = fz 2 C : jzj < 1g

diskini kendi üzerine resmeden herhangi bir konform dönüşüm, z0 2 D ve � 2 [0; 2�)

olmak üzere

T (z) = ei�
�
z0 � z
1� z0z

�
biçiminde bir Möbius dönüşümüdür. Bu biçimde tan¬ml¬her Möbius dönüşümü D yi

kendi üzerine konform olarak resmeder (Başkan, 1996).
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·Ispat : Öncelikle e¼ger jzj = 1 olsayd¬, z�1 = z ve jz � z0j = jz � z0j olaca¼g¬ndan

jT (z)j =
����ei� � z0 � z1� z0z

�����
=

���� z0 � z1� z0z

����
=

jz0 � zj
jzj jz�1 � z0j

= 1

elde edilir. Dikkat edilecek olursa T nin ayk¬r¬l¬¼g¬sadece z =
1

z0
noktas¬ndad¬r. Fakat

bu nokta D nin d¬̧s¬ndad¬r. Böylece maksimum modül teoremi gere¼gince T , D yi D ye

resmeder. Di¼ger yandan

T�1 (w) = ei�

 
w �

�
�ei�z0

�
1� (�ei�z0)w

!

oldu¼gundan ve T ile ayn¬biçimde oldu¼gundan T�1 de D yi D ye resmeder. O halde T

konformdur.

Şimdi f : D ! D herhangi bir konform dönüşüm olsun ve z0 = f�1 (0), � = arg f p(z0)

olsun. Bu durumda

T (z) = ei�

 
1� jz0j2

(1� z0z)2

!
ve

T p(z) = ei�
1

1� jz0j2

oldu¼gundan T (z0) = 0 ve � = arg T p(z0) dir. Böylece Riemann dönüşüm teoremine göre

bu dönüşüm birtek oldu¼gundan f = T bulunarak ispat tamamlan¬r.

Kompleks C düzlemindeki D = fz 2 C : jzj < 1g diski üzerindeki en genel Möbius

dönüşümü

z ! z0 �M z =
z0 + z

1 + z0z
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Möbius sol gyroöteleme fonksiyonuyla bir dönme fonksiyonunun bileşkesiyle

z ! ei�
�
z0 + z

1 + z0z

�
= ei� (z0 �M z) � 2 R

biçiminde tan¬ml¬d¬r. "	M " Möbius ç¬karma i̧slemi ise a	M z = a� (	Mz) biçiminde

olup z 	M z = 0 ve 	Mz = �z dir. Möbius toplam¬, D üzerinde de¼gi̧sme ve birleşme

özelliklerinin sa¼glanmad¬¼g¬bir ikili i̧slemdir. Böylece Möbius toplam¬yard¬m¬yla (D;�)

grupoidi elde edilir ve bu grupoid Ungar taraf¬ndan detayl¬bir biçimde incelenmi̧stir

(Ungar, 2005). Möbius toplam¬Öklidyen düzlem geometrisindeki "+ " vektör toplama

i̧slemiyle benzer birçok özellik taş¬r. Möbius toplam¬n¬n birleşme özelli¼gini sa¼glamad¬¼g¬

aç¬kt¬r. Bundan dolay¬(D;�M) cebirsel yap¬s¬grup de¼gildir fakat grupsu bir yap¬d¬r.

Oto(D;�M); (D;�M) grupoidinin otomor�zmler grubu olmak üzere, Möbius toplam¬n¬n

de¼gi̧smeli olmamas¬

gyr [a; b] =
a�M b
b�M a

=
1 + ab

1 + ab
2 Oto(D;�M)

biçiminde verilen

gyr : D� D! Oto(D;�M)

dönüşümü yard¬m¬yla düzeltilebilir. Böylece Möbius toplam¬n¬n gyrode¼gi̧sme özelli¼gi

a�M b = gyr [a; b] (b�M a)

biçiminde sa¼glanm¬̧s olur. Ayr¬ca gyr[a; b] de¼geri yard¬m¬yla Möbius toplam¬n¬n 8a; b; c 2

D için
a�M (b�M c) = (a�M b)�M gyr [a; b] (c)

(a�M b)�M c = a�M (b�M gyr [b; a] (c))

biçiminde sol ve sa¼g gyrobirleşme özellikleri de sa¼glanm¬̧s olur. (D;�M) üzerinde di¼ger

gyrogrup aksiyomlar¬n¬n ve gyrode¼gi̧sme aksiyomunun sa¼gland¬¼g¬aç¬kt¬r (Ungar, 2005).

2.4 Möbius Gyrogruplar¬

R2 Öklidyen düzleminin vektörleriyle kompleks say¬lar

C 3 u = u1 + iu2 = (u1; u2) = u 2R2
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biçimde eşlensin. Bu durumda

u � v = Re(uv) = 1
2

�_
uv + u

_
v
�

kuk = juj

eşitlikleri R2 üzerinde iç çarp¬m¬ve normu verir. Böylece C nin D diski üzerindeki

Möbius dönüşümüR2 ninR2s=1 = fv 2 R2 : kvk < 1g diski üzerindeki Möbius dönüşümüne

dönüşür. Böylece 8u; v 2 D ve 8u;v 2 R21 için

u�M v =
u+ v

1 +
_
uv

=

�
1 + u

_
v
�
(u+ v)�

1 +
_
uv
� �
1 + u

_
v
�

=

�
1 +

_
uv+u

_
v + jvj2

�
u+

�
1� juj2

�
v

1 +
_
uv+u

_
v + juj2 jvj2

=

�
1 + 2u � v+ kvk2

�
u+
�
1� kuk2

�
v

1 + 2u � v+ kuk2 kvk2

= u�M v

biçimine dönüşür (Ungar, 2005).

2.4.1 Yuvar Üzerinde Möbius Toplam¬

V bir reel iç çarp¬m uzay¬ve

Vs = fv 2 V : kvk < sg

ise V nin s > 0 yar¬çapl¬aç¬k yuvar¬olsun. Vs üzerindeki Möbius toplam¬

u�M v =
�
1 + (2=s2)u � v + (1=s2) kvk2

�
u+

�
1� (1=s2) kuk2

�
v

1 + (2=s2)u � v + (1=s4) kuk2 kvk2
(14)
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biçimindedir. Burada � and k�k s¬ras¬yla V den Vs ye indirgenen iç çarp¬m ve normu

göstermektedir. Burada + i̧slemi hem reel say¬lar üzerinde toplama i̧slemini hemde V

üzerindeki vektör toplam¬n¬göstermektedir.

Yukar¬daki toplamda s ! 1 durumunda Vs aç¬k yuvar¬V reel iç çarp¬m uzay¬na

geni̧sler ve �M Möbius toplam¬ise V üzerindeki + vektör toplam¬na indirgenir. Daha

aç¬k olarak

lim
s�!1

u�M v = u+ v

ve

lim
s!1

Vs = V

dir. (14) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬literatürde Möbius ötelemesi olarak adland¬r¬l¬r.

Herhangi bir reel iççarp¬m uzay¬n¬n V1 aç¬k yuvar¬nda tan¬ml¬�M Möbius toplam¬,

aç¬k kompleks birim diski üzerinde tan¬ml¬Möbius toplam¬n¬n do¼gal bir geni̧slemesidir.

Üstelik s > 0 olacak biçimdeki 8s 2 R için (Vs;�M) gyrode¼gi̧smeli bir gyrogruptur.

v 2 Vs olmak üzere


v =
1q

1� kvk2
s2

(15)

say¬s¬na Gamma faktörü denir. 8u;v 2 Vs için Vs üzerinde Möbius toplam¬


u�Mv = 
u
v

r
1 +

2

s2
u � v+ 1

s4
kuk2 kvk2

gamma özdeşli¼gini sa¼glar. Gamma faktörü Einstein toplam¬nda da geçmekte olup, özel

rölativite teoreminde Lorentz faktörü olarak bilinir.

Möbius gyrogrup co-i̧slemi , Möbius co-toplam¬yard¬m¬yla

u�M v =

2uu+


2
vv


2u+

2
v�1

biçiminde tan¬ml¬olup


u�Mv =

2u+


2
v�1q

1 + 2
2u

2
v

�
1� u�v

s2

�
� (
2u+
2v)

gamma özdeşli¼gini sa¼glar. Möbius co-toplam¬n¬n de¼gi̧sme özelli¼gini sa¼glad¬¼g¬aç¬kt¬r. Vs
de al¬nan key� u;v vektörleri e¼ger V de paralel ise yani u = �v olacak biçimde bir �
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varsa bu durumda Möbius toplam¬

u�M v =
u+ v

1 + 1
s2
kuk kvk

biçimine indirgenir. Burada tan¬mlanan i̧slem ise hem de¼gi̧smeli hem de birleşmelidir.

Ayr¬ca

kuk �M kvk=
kuk+ kvk

1 + 1
s2
kuk kvk

eşitli¼gi de sa¼glan¬r. Üstelik (Vs;�M) nin gyr[u;v] otomor�zmas¬8a;b;u;v;w 2 Vs
için V den Vs üzerine indirgenen iç çarp¬m¬korur. Yani

gyr[u;v] (a) � gyr[u;v] (b)= a � b

sa¼glan¬r (Ungar, 2005).

2.5 Einstein Gyrogruplar¬

1900 lü y¬llara kadar yeryüzünün mutlak h¬z¬na dair yap¬lan tüm varsay¬mlar başar¬-

s¬zl¬kla sonuçlanm¬̧st¬. Bu yönde yap¬lan çal¬̧smalar¬n en meşhurlar¬ndan birisi 1887

y¬l¬nda Michelson ve Morley taraf¬ndan yap¬ld¬. Fakat 18 y¬l sonra, Einstein daha sonra

kendi ad¬yla an¬lacak olan yeni h¬z toplam¬n¬tan¬mlayarak rölativitenin (göreceli¼gin)

özel teorisini bulmuş oldu. Öklidyen R3 uzay¬n¬n vektörleri olan Newton h¬zlar¬n¬n ak-

sine Einstein h¬zlar¬görecelidir, yani büyüklü¼gü boşluktaki ¬̧s¬k h¬z¬n¬(3�105km=sn�1)

geçemez.

c boşluktaki ¬̧s¬k h¬z¬n¬göstermek üzere

R3c =
�
v 2 R3 : kvk < c

	
tan¬mlans¬n. R3c üzerinde Einstein toplam¬8u;v 2 R3c için

u�Ev =
1

1 + u�v
c2

�
u+ v+

1

c2

u

1 + 
u
(u� (u� v))

�
biçiminde tan¬ml¬d¬r. Burada "�" ve "�" i̧slemleri s¬ras¬yla R3 den R3c üzerine indirgenen

iç çarp¬m¬ve vektörel çarp¬m¬göstermekte olup, 
u ise (15) de belirtilen biçimdedir.
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Einstein toplam¬

u�Ev =
1

1 + u�v
c2

�
u+

1


u
v+

1

c2

u

1 + 
u
(u � v)u

�
biçiminde de yaz¬labilir. Üstelik bu yeni toplam sadece 3�boyutlu uzay için de¼gil,

yüksek boyutlu uzaylarda da geçerlidir. Newton limiti alt¬nda yukar¬daki toplamda

c ! 1 durumunda R3c aç¬k yuvar¬R3 reel iç çarp¬m uzay¬na geni̧sler ve �E Einstein

toplam¬ise R3 üzerindeki + vektör toplam¬na indirgenir.

2.5.1 Yuvar Üzerinde Einstein Toplam¬

V bir reel iç çarp¬m uzay¬ve Vs ise V nin

Vs = fv 2 V : kvk < sg

biçiminde tan¬ml¬s�yuvar¬olsun. Vs üzerinde Einstein toplam¬

u�Ev =
1

1 + u�v
c2

�
u+

1


u
v+

1

c2

u

1 + 
u
(u � v)u

�
biçiminde tan¬ml¬d¬r. Vs yuvar¬Einstein toplam¬na göre gyrode¼gi̧smeli bir gyrogruptur.

Einstein toplam¬, 8u;v 2 Vs için birbirine denk olan


u�Ev = 
u
v

�
1 +

u � v
s2

�
(16)

ve


u	Ev = 
u
v

�
1� u � v

s2

�
(17)

gamma özdeşliklerini sa¼glar.

Buradaki (17) özdeşli¼gi özel rölativitede hiperbolik geometrinin ortaya ç¬kaca¼g¬na i̧saret

gösterir ve ilk olarak Variµcak (Variµcak, 1908) ve Sommerfeld (Sommerfeld, 1909) taraf¬n-

dan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

v nin �v h¬zl¬l¬¼g¬

�v = tanh
�1 kvk

s
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olmak üzere cosh�v = 
v ve sinh�v = 
v
kvk
s
oldu¼gu aç¬kt¬r. 1910-1914 y¬llar¬aras¬nda

Zagreb Universite rektörü �zikçi Vladimir Variµcak rölativitenin özel teorisinin asl¬nda

Bolyai ve Lobachevsky nin hiperbolik geometrisinin do¼gal bir aç¬klamas¬oldu¼gunu gös-

terdi. Gerçekten de h¬zl¬l¬klara göre (17) özdeşli¼gi

cosh�u	v = cosh�u cosh�v � sinh�u sinh�v cosA

biçimini al¬r. BuradaA ise hiperbolik geometrinin Beltrami yuvar modelinde rölativistik

"h¬zlar üçgeninin" hiperbolik aç¬s¬d¬r.

Vs de al¬nan key� u;v vektörleri e¼ger V de paralel ise yani u = �v olacak biçimde bir

� varsa bu durumda Einstein toplam¬

u�E v =
u+ v

1 + 1
s2
kuk kvk

biçimine indirgenir. Burada tan¬mlanan i̧slem hem de¼gi̧smeli hem de birleşmelidir.

Ayr¬ca

kuk �E kvk=
kuk+ kvk

1 + 1
s2
kuk kvk

eşitli¼gi de sa¼glan¬r. Üstelik (Vs;�M) nin gyr[u;v] otomor�zmas¬8a;b;u;v;w 2 Vs
için V den Vs üzerine indirgenen iç çarp¬m¬korur. Yani

gyr[u;v] (a) � gyr[u;v] (b)= a � b

sa¼glan¬r (Ungar, 2005).

V boyutu en az iki olan (sonlu yada sonsuz) boyutlu bir Hilbert uzay¬ve ht; ti := t�t = 1

olacak biçimde sabit bir t 2 V verilsin. Bu durumda V = t? � Rt olup 8x 2 V için

x =
_
x+ x0t

_
x 2 t? ve x0 2 R

olacak biçimde tek türlü yaz¬l¬r. x; y 2 V için x ile y aras¬ndaki Lorentz-Minkowski

uzakl¬¼g¬

l (x; y) =
�_
x�

_
y
�
�
�_
x�

_
y
�
� (x0 � y0)2

biçiminde tan¬mlan¬r. � : V �! V fonksiyonu tan¬mlans¬n. 8x; y 2 V için

l (� (x) ; � (y)) = l (x; y)
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oluyorsa � dönüşümüne V den V ye bir Lorentz dönüşümü denir.

p2 = p � p < 1 olacak biçimde p 2 t? ve k2 (1� p2) = 1 olacak biçimde k 6= �1 reel

say¬s¬verilsin. 8x 2 V için

Ap (x) := x0p+
�_
x � p

�
t

lineer dönüşümü tan¬mlans¬n. Bu durumda Ap dönüşümü yard¬m¬yla

Bp;k = Id+ kAp +
k2

k + 1
A2p

dönüşümü tan¬mlans¬n. Bp;k dönüşümü de lineer olup ayn¬zamanda bir Lorentz dönüşü-

müdür. k > 0 için Bp;k dönüşümüne Lorentz art¬̧s¬(boost) denir. Boyutu en az iki olan

(sonlu yada sonsuz) bir V Hilbert uzay¬nda tan¬ml¬Lorentz dönüşümlerinin karakteri-

zasyonu Benz taraf¬ndan verilmi̧stir (Benz, 2000). Benz�e göre bir � Lorentz dönüşümü

� (x) = Bp;kw (x) + d

biçiminde tek türlü yaz¬l¬r. Burada w dönüşümü w (t) = t olacak biçimde bir Lorentz

dönüşümü ve d ise V nin bir eleman¬d¬r.

Teorem 2.5.1.1 : V nin bütün Lorentz boostlar¬ s¬n¬rl¬d¬r (Demirel1&Seyrantepe1,

2010).

·Ispat : Bp;k; V nin bir Lorentz boost�u olsun. kIdk = 1 oldu¼gu aç¬kt¬r. p2 < 1 olacak

biçimde p 2 t? seçilsin. Bu durumda

kAp (x)k2 =
�
x0p+

�_
x � p

�
t
�
�
�
x0p+

�_
x � p

�
t
�

= x20p
2 +

�_
x � p

�2
= x20p

2 +
��_x � p��2

� x20p
2 +

_
x
2
p2

=
�
x20 +

_
x
2
�
kpk2

olup buradan

kAp (x)k � kpk kxk

yani

kApk � kpk
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elde edilir. Tersine
kpk2 = p2

= kp2tk

=
q
(Ap (p))

2

= kAp (p)k

� kApk kpk

olup kpk � kApk elde edilir. Böylece kApk = kpk olup Ap s¬n¬rl¬d¬r. Ayr¬ca

A2p (x)

 � kpk2 kxk
oldu¼gundan A2p dönüşümü de s¬n¬rl¬d¬r. Tersine

p2 kpk =


A2p (p)



�


A2p

 kpk

oldu¼gundan


A2p

 = kpk2 elde edilir. Son olarak ise k � 1 için

kBp;kk = sup

�
kBp;k (x)k
kxk : 0 < kxk � 1

�

� 1 + k kpk+ k2

k+1
kpk2

= k (kpk+ 1)

bulunur. k � �1 için kBp;kk = 2 + jkj (kpk+ 1) oldu¼gu aç¬kt¬r.

Sonuç 2.5.1.1 : Lineer Lorentz dönüşümleri süreklidir (Demirel1&Seyrantepe1, 2010).

k > 0 ve K > 0 için Bp;k ve Bq;K dönüşümleri s¬ras¬yla Bp ve Bq ile gösterilsin. Bu

durumda

BpBq = Br;mw

olup

m =
1 + p � qp

1� p2
p
1� q2
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ve

p � q := r = p+ q

1 + p � q +
k

k + 1

(p � q) p� p2q
1 + p � q

dir. Buradaki � i̧slemi rölativistik toplam (relativistic addition) olup, bu toplam¬n baz¬

özellikleri boyV = 4 için Ungar taraf¬ndan incelenmi̧stir (Ungar1;2, 1990). BoyV � 2

için, aşa¼g¬daki özellikler W. Benz taraf¬ndan incelenmi̧stir (Benz, 2000).

(i) 8p 2 S =
�
x 2 t? : x2 < 1

	
için

(�p) � p = 0 = p � (�p)

dir.

(ii) 8p 2 S için

0 � p = p = p � 0

dir.

(iii) 8a; b 2 S için a�x = b olacak biçimde bir ve yaln¬z bir x 2 S vard¬r ve x = (�a)�b

dir. Üstelik 8a; b 2 S için y � a = b olacak biçimde bir ve yaln¬z bir y 2 S vard¬r.

(iv) 8a; b 2 S için

w (a � b) = w (a) � w (b)

dir.

(v) 8p 2 S için

w �Bp = Bw(p) � w

dir.

(vi) 8a; b; c 2 S için

a � (b � c) = (a � b) � (w (a; b) (c))

dir.

(vii) 8a; b 2 S için

b � a = w (a � b)

dir.
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Ayr¬ca

B�p;kBp;k = Id

dir.

S kümesi "�" i̧slemine göre bir Einstein gyrogrubudur. Lorentz-Minkowski uzakl¬klar¬

pozitif, negatif ve s¬f¬r olabilir. S¬ral¬kümeler yard¬m¬yla Lorentz-Minkowski uzakl¬¼g¬n¬n

s¬f¬r olmas¬için gerek ve yeter koşul Benz taraf¬ndan verilmi̧stir (Benz, 2003). Lorentz-

Minkowski uzakl¬¼g¬n¬n s¬ral¬kümeler yard¬m¬yla pozitif, negatif ve s¬f¬r olma durumlar¬

ise Demirel ve Seyrantepe taraf¬ndan verilmi̧sitir (Demirel1&Seyrantepe1, 2010).
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3 GYROVEKTÖR UZAYLARI

3.1 Gyrovektörler ve Cogyrovektörler

Öklidyen uzayda bir [PQ] do¼gru parças¬al¬ns¬n. [PQ] do¼gru parças¬P den Q ya do¼gru

yönlendirilmi̧sse
�!
PQ ile gösterilir. Uzayda bütün yönlü do¼gru parçalar¬n¬n kümesi A ile

gösterilsin ve
�!
PQ 2 A ve

��!
P pQp 2 A olmak üzere A kümesinde

��!
P pQp � �!PQ, jPQj =

��P pQp�� ve ��!P pQp nin yönü �!PQ nin yönüne eşittir
önermesiyle "�" ba¼g¬nt¬s¬tan¬mlans¬n.

Tan¬m 3.1.1 : Uzaydaki yönlü do¼gru parçalar¬n¬n kümesinde yukar¬da tan¬mlanan

"�" ba¼g¬nt¬s¬na göre elde edilen her bir denklik s¬n¬f¬na uzayda bir vektör denir.

Bu tan¬ma göre uzayda bir vektör, bir yönlü do¼gru parças¬na denk olan bütün yönlü

do¼gru parçalar¬n¬n kümesidir.

(G;�) bir gyrode¼gi̧smeli gyrogrup olmak üzere [PQ] gyrodo¼gru parças¬P den Q ya

do¼gru yönlendirilmi̧sse

PQ = 	P �Q

ile gösterilir. Bütün yönlü do¼gru parçalar¬n¬n kümesi B olsun. PQ 2 B ve P pQp 2 B

için B kümesinde

P pQp � PQ, 	P �Q = 	P p �Qp

önermesiyle "�" ba¼g¬nt¬s¬tan¬mlans¬n.

Tan¬m 3.1.2 : (G;�) bir gyrode¼gi̧smeli gyrogrup olmak üzere, G deki tüm yönlü

gyrodo¼gru parçalar¬n¬n kümesinde tan¬mlanan "�" ba¼g¬nt¬s¬na göre elde edilen her bir

denklik s¬n¬f¬na bir gyrovektör denir.

Gyrode¼gi̧smeli gyrogruplar¬n noktalar¬ve gyrovektörleri aras¬nda yak¬n bir ili̧ski vard¬r.
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1. (G;�) bir gyrode¼gi̧smeli gyrogrup olmak üzere, G nin herhangi farkl¬ iki A ve B

noktalar¬için

v = 	A�B

olacak biçimde G nin bir ve yaln¬z bir v gyrovektörü vard¬r. Böylece G nin herhangi

bir B noktas¬na B = 	0�B biçiminde bir gyrovektör kaŗs¬l¬k gelir.

2. G nin her A noktas¬ve her v gyrovektörü için B = A� v olacak biçimde bir B 2 G

noktas¬vard¬r. Böylece G nin v vektörü A noktas¬n¬n B noktas¬na gyroötelemesi olarak

düşünülebilir. Ayr¬ca C = (A� v)� u ise, sa¼g gyrobirleşme özelli¼ginden

C = A� (v � gyr [v; A]u)

elde edilir.

3. G nin her B noktas¬ve her v gyrovektörü için A = 	v � B olacak biçimde bir

A 2 G noktas¬vard¬r.

4. 8A;B;C 2 G için

(	A�B)� gyr[	A;B] (	B � C) = 	A� C

dir.

(G;�) bir gyrode¼gi̧smeli gyrogrup olmak üzere [PQ] cogyrodo¼gru parças¬P den Q ya

do¼gru yönlendirilmi̧sse

PQ = �P �Q = Q� P

ile gösterilir. Bütün yönlü do¼gru parçalar¬n¬n kümesi C ile gösterilirse, PQ 2 C ve

P pQp 2 C için C kümesinde

P pQp � PQ, Q� P = Qp � P p

önermesiyle "�" ba¼g¬nt¬s¬tan¬mlans¬n.

Tan¬m 3.1.3 : (G;�) bir gyrode¼gi̧smeli gyrogrup olmak üzere, G deki tüm yönlü

cogyrodo¼gru parçalar¬n¬n kümesinde tan¬mlanan "�" ba¼g¬nt¬s¬na göre elde edilen her

bir denklik s¬n¬f¬na bir cogyrovektör denir.
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Gyrode¼gi̧smeli gyrogruplar¬n noktalar¬ve cogyrovektörleri aras¬nda yak¬n bir ili̧ski vard¬r.

1. (G;�) bir gyrode¼gi̧smeli gyrogrup olmak üzere, G nin herhangi farkl¬ iki A ve B

noktalar¬için

v = �A�B

olacak biçimde G nin bir ve yaln¬z v cogyrovektörü vard¬r. Böylece G nin herhangi bir

B noktas¬na B = �0�B biçiminde bir cogyrovektör kaŗs¬l¬k gelir.
2. G nin her A noktas¬ve her v cogyrovektörü için B = v � A olacak biçimde bir

B 2 G noktas¬vard¬r.

3. G nin her B noktas¬ve her v cogyrovektörü için A = 	v � B olacak biçimde bir

A 2 G noktas¬vard¬r.

4. 8A;B;C 2 G için

(�A�B)� (�B � C) = �A� gyr [�A�B;�B � C]C

dir.

3.2 Gyrovektör Uzaylar¬

Tan¬m 3.2.1 : V bir reel iç çarp¬m uzay¬ve G � V olmak üzere (G;�) gyrode¼gi̧smeli

gyrogrubu tan¬mlans¬n. r 2 R ve v 2G olmak üzere G üstünde


 : R� V! V , (r;v) 7! r 
 v

biçiminde "
" i̧slemi tan¬mlans¬n. E¼ger 8a;u;v 2 G ve 8r; r1; r2;2 R için aşa¼g¬daki

aksiyomlar sa¼glan¬yorsa (G;�;
) cebirsel yap¬s¬na bir reel iç çarp¬m gyrovektör uzay¬

(k¬saca gyrovektör uzay¬) denir:

(V1) 1
 u = u

(V2) (r1 + r2)
 u = (r1 
 u)� (r2 
 u)

(V3) (r1r2)
 u = r1 
 (r2 
 u)

(V4) jrj
u
kr
uk =

u
kuk

(V5) gyr [u;v] (r 
 a) = r 
 gyr [u;v] a
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(V6) gyr [r1 
 u; r2 
 u] = I

(V7) kr1 
 uk = jr1j 
 kuk

(V8) ku� vk � kuk � kvk :

Ayr¬ca (�1) 
 a = 	a , k	ak = kak ve a 
 (�t) = 	a 
 t oldu¼gu aç¬k olup (V1)

aksiyomundan

n
 a = a� a� � � � � a

oldu¼gu görülebilir. Ayr¬ca 8r; r1; r2 2 R ve için 8a 2 G için

r 
 (r1 
 a� r2 
 a) = r 
 (r1 
 a)� r 
 (r2 
 a)

dir.

Tan¬m 3.2.2 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬ olmak üzere G üstünde tan¬mlanan

birebir, örten ' : G! G fonksiyonu için

' (a� b) = ' (a)� (b)

' (r 
 a) = r 
 ' (a)

' (a � b) = ' (a) � ' (b)

özellikleri sa¼glan¬yorsa ' fonksiyonuna (G;�;
) gyrovektör uzay¬n¬n bir otomor�zmas¬

denir.

Tan¬m 3.2.3 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere (G;�;
) nin hareketleri,

kendi otomor�zmalar¬ve x 2 G olmak üzere bir önceki bölümde tan¬mland¬¼g¬biçimdeki

sol gyroöteleme fonksiyonlar¬olan Lx fonksiyonlar¬d¬r.

Tan¬m 3.2.4 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere (G;�;
) üstünde gyrouzak-

l¬k fonksiyonu 8a; b 2 G için

d� (a;b) = k	a� bk 2 R+ [ f0g

biçiminde tan¬ml¬olup

k	a� bk = k	b� ak
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dir (Ungar1, 2001).

Teorem 3.2.1 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere

k	a� ck � k	a� bk � k	b� ck (18)

gyroüçgen eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Ungar, 2005).

·Ispat : (V8) aksiyomundan

k	a� ck = k(	a� b)� gyr [	a;b] (	b� c)k

� k	a� bk � kgyr [	a;b] (	b� c)k

= k	a� bk � k	b� ck

elde edilir.

Tan¬m 3.2.5 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere (G;�;
) üstünde cogy-

rouzakl¬k fonksiyonu 8a; b 2 G için

d� (a;b) = kb� ak 2 R+ [ f0g

biçiminde tan¬ml¬olup

kb� ak = ka� bk

dir (Ungar1, 2001).

Teorem 3.2.2 : Gyrouzakl¬klar, sol gyroötelemeler ve otomor�zmler alt¬nda de¼gi̧smez

kal¬rlar (Ungar, 2005).

·Ispat : Otomor�zmler alt¬nda iç çarp¬m korundu¼guna göre normda korunur. Böylece

8u;v; a;b 2 G; 8' 2 Oto (G;�;
) için

k' (b)	 ' (a)k = k' (b	 a)k

= kb	 ak

elde edilir.
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a;b;x 2 G olmak üzere a ve b nin x e göre sol gyroötelenmi̧s görüntüleri s¬ras¬yla ap

ve bp ise

ap= x� a , bp= x� b

dir. Bu durumda
bp	ap = (x� b)	 (x� a)

= gyr[x;b] (b	 a)

olup, böylece

kbp	apk = kgyr[x;b] (b	 a)k

= kb	 ak

elde edilir.

Teorem 3.2.3 : Cogyrouzakl¬klar otomor�zmler alt¬nda de¼gi̧smez kal¬rlar (Ungar,

2005).

·Ispat : ' 2 Oto (G;�) olsun. Bu durumda

' (a� b) = ' (a� (	b))
= ' (a)� ' (	b)
= ' (a)� ' (b)

olup, böylece

k' (a)� ' (b)k = k' (a� b)k
= ka� bk

elde edilir.

Cogyrouzakl¬klar, sol gyrötelemeler alt¬nda ve sa¼g gyroötelemeler alt¬nda de¼gi̧sir.

Teorem 3.2.4 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere (G;�;
) üstünde cogy-

rouzakl¬klar 8a;b;x 2 G için

a� b = (a� gyr(a;b)x)� (b� x)

biçiminde tan¬ml¬uygun sa¼g gyroötelemeler alt¬nda de¼gi̧smez kal¬rlar (Ungar, 2005).
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Teorem 3.2.5. : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere (G;�;
) üstünde cogy-

rouzakl¬klar 8a;b;x 2 G için

a� b = (a� gyr[a;kab]x)� (b� gyr[b;kab]x)

uygun sa¼g gyroötelemeler alt¬nda de¼gi̧smez kal¬rlar (Ungar, 2005). Burada kab noktas¬,

a ve b noktalar¬ndan geçen cogyrodo¼gru üzerinde key� bir noktad¬r.

3.3 Gyrodo¼grular ve Cogyrodo¼grular

Öklidyen geometride, verilen bir P noktas¬n¬n, A noktas¬ndan geçen ve s¬f¬rdan farkl¬

bir u vektörüne paralel olan do¼grunun üstünde bulunmas¬için gerek ve yeter koşul

9t 2 R; �!
AP = tu

aç¬k önermesinin sa¼glanmas¬d¬r.
�!
AP = tu önermesinin P = A + tu biçiminde yaz¬la-

bilece¼gi aç¬kt¬r. Uzayda (y1; y2; : : : ; yn) dik koordinat sistemi k¬saca Y ile gösterilsin.

Bu durumda uzay¬n her P noktas¬için

Y (P ) = (y1 (P ) ; y2 (P ) ; : : : ; yn (P )) = (p1; p2; : : : ; pn)

olup P = A+ tu eşitli¼ginde P noktas¬yerine Y (P ) yaz¬l¬rsa Y (P ) = A+ tu eşitli¼gi elde

edilir. Bu durumda, A noktas¬ndan geçen ve s¬f¬rdan farkl¬u vektörüne paralel olan

do¼gru 9t 2 R için Y (P ) = A+ tu eşitli¼gini sa¼glayan P noktalar¬n¬n kümesidir. Böylece

Y = A+ tu (19)

denklemi uzayda A noktas¬ndan geçen ve u vektörüne paralel olan do¼grunun denk-

lemidir. Üstelik (19) denklemi yüksek boyutlu uzaylarda da geçerlidir. Farkl¬iki A; B

noktas¬ndan geçen bir ve yaln¬z bir do¼gru vard¬r ve bu do¼grunun denklemi

Y = A+ t
�!
AB

biçimindedir (Sabuncuo¼glu, 2005).
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(G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere farkl¬ iki a ve b noktalar¬ndan geçen gy-

rodo¼grunun denklemi

Y = a� (	a� b)
 t

biçimindedir. t = 0 için gyrodo¼grunun a noktas¬, t = 1 için ise gyrodo¼grunun b noktas¬

elde edilir.

(G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere farkl¬iki a ve b noktalar¬ndan geçen cogy-

rodo¼grunun denklemi

Y = (b� a)
 t� a

biçimindedir. t = 0 için cogyrodo¼grunun a noktas¬, t = 1 için ise cogyrodo¼grunun b

noktas¬elde edilir.

Tan¬m 3.3.1 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere a1; a2; a3 2 G olsun. Bu

noktalar ayn¬gyrodo¼gru üstünde ise, yani k = 1; 2; 3 ve tk 2 R için

ak = a� (	a� b)
 tk

olacak biçimde birbirinden farkl¬a;b 2 G varsa a1; a2; a3 noktalar¬na gyrodo¼grudaşt¬r

denir (Ungar, 2005).

Tan¬m 3.3.2 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere a1; a2; a3 2 G olsun. Bu

noktalar ayn¬cogyrodo¼gru üstünde ise, yani k = 1; 2; 3 ve tk 2 R için

ak = (b� a)
 tk � a

olacak biçimde birbirinden farkl¬a;b 2 G varsa a1; a2; a3 noktalar¬na cogyrodo¼grudaşt¬r

denir (Ungar, 2005).

Tan¬m 3.3.3 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere a1; a2; a3 noktalar¬G de

gyrodo¼grudaş üç nokta olsun. t1 < t2 < t3 yada t3 < t2 < t1 olacak biçimdeki tk 2 R

ve k = 1; 2; 3 için

ak = a� (	a� b)
 tk

47



eşitli¼gini sa¼glayan birbirinden farkl¬a;b 2 G varsa a2 noktas¬a1 ve a3 noktalar¬n¬n

aras¬ndad¬r denir (Ungar, 2005).

Tan¬m 3.3.4 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere a1; a2; a3 noktalar¬G de

cogyrodo¼grudaş üç nokta olsun. t1 < t2 < t3 yada t3 < t2 < t1 olacak biçimdeki tk 2 R

ve k = 1; 2; 3 için

ak = (b� a)
 tk � a

sa¼glayan birbirinden farkl¬a;b 2 G varsa a2 noktas¬a1 ve a3 noktalar¬n¬n aras¬ndad¬r

denir (Ungar, 2005).

Teorem 3.3.1 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzereG nin farkl¬iki noktas¬ndan

geçen bir ve yaln¬z bir gyrodo¼gru vard¬r (Ungar, 2005).

·Ispat : L, G nin farkl¬a ve b noktalar¬ndan geçen bir gyrodo¼gru olsun ve

L = a� (	a� b)
 t

biçiminde tan¬mlans¬n. p1 ve p2; L üzerinde farkl¬iki nokta olsun. Bu durumda

p1 = a� (	a� b)
 t1
p2 = a� (	a� b)
 t2

olacak biçimde birbirinden farkl¬t1; t2 2 R vard¬r. p1 ve p2 noktalar¬ndan geçen do¼gru-

nun denklemi

L = p1 � (	p1 � p2)
 t

biçimindedir. Bu denklemde p1 = a�(	a� b)
 t1 ve p2 = a�(	a� b)
 t2 yaz¬l¬rsa,

	a� b = c; c 
 t1 = c1 ve c 
 t2 = c2 olmak üzere gyroskaler çarp¬m¬n gyrotoplama

i̧slemi üzerinde da¼g¬lma özelli¼gi, gyroöteleme teoremi ve sol gyrobirleşme özelliklerinin
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uygulanmas¬yla

p1 � (	p1�p2)
 t = (a� c1)� (	 (a� c1)� (a� c2))
 t

= (a� c1)� gyr [a; c1] ((	c1�c2)
 t)

= (a� c1)� gyr [a; c1] ((c
 (�t1 + t2))
 t)

= (a� c1)� gyr [a; c1] (c
 (�t1 + t2) t)

= a� (c
 t1 � c
 (�t1 + t2) t)

= a� (c
 (t1 + (�t1 + t2) t))

= a� ((	a� b)
 (t1 + (�t1 + t2) t))

= a� ((	a� b)
 s)
elde edilir. Böylece G nin farkl¬iki noktas¬ndan geçen bir ve yaln¬z bir gyrodo¼gru vard¬r.

Teorem 3.3.2 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzereG nin farkl¬iki noktas¬ndan

geçen bir ve yaln¬z bir cogyrodo¼gru vard¬r (Ungar, 2005).

·Ispat : L, G nin farkl¬a ve b noktalar¬ndan geçen bir gyrodo¼gru olsun ve

L = (b� a)
 t� a

biçiminde tan¬mlans¬n. p1 ve p2; L üzerinde farkl¬iki nokta olsun. Bu durumda

p1 = (b� a)
 t1 � a
p2 = (b� a)
 t2 � a

olacak biçimde birbirinden farkl¬t1; t2 2 R vard¬r. p1 ve p2 noktalar¬ndan geçen do¼gru-

nun denklemi

L = (p2�p1)
 t� p1

biçimindedir. Bu denklemde p1 = (b� a) 
 t1 � a ve p2 = (b� a) 
 t2 � a yaz¬l¬rsa,
b� a = c; c
 t1 = c1 ve c
 t2 = c2 olmak üzere

(p2�p1)
 t� p1 = ((c2�a)� (c1�a))
 t� (c1�a)
= (c2	c1)
 t� (c1�a)

= (c
 (t2 � t1))
 t� (c1�a)

= (c
 (t2 � t1) t)� (c1�a)

= ((c
 (t2 � t1) t)� c1)� a

= c
 ((t2 � t1) t+ t1)� a
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olup, böylece G nin farkl¬iki noktas¬ndan geçen bir ve yaln¬z bir gyrodo¼gru vard¬r.

Teorem 3.3.3 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere, (G;�;
) uzay¬n¬n tüm

gyrodo¼grular¬n¬n sol gyroötelemeler alt¬ndaki görüntüleri yine G nin gyrodo¼grular¬d¬r

(Ungar, 2005).

·Ispat : L, G nin

L = a� (	a� b)
 t

denklemli bir gyrodo¼grusu olsun. L nin x sol gyroötelenmesi

x� L = x� (a� (	a� b)
 t)

biçiminde olup, buradan

x� L = x� (a� (	a� b)
 t)

= (x� a)� gyr [x; a] (	a� b)
 t

= (x� a)� (gyr [x; a] (	a� b))
 t

= (x� a)� ((	x� a)� (x� b))
 t

olup böylece L nin x sol gyroötelenmesi yine G nin bir gyrodo¼grusudur.

Tan¬m 3.3.5: (G;�;
)bir gyrovektör uzay¬olmak üzere, G nin

L = (b� a)
 t� a
K =

�
bp�ap

�

 t� ap

iki cogyrodo¼grusu verilsin. L ve K cogyrodo¼grular¬n¬n paralel olmas¬için gerek ve yeter

koşul

bp�ap = �
 (b� a)

olacak biçimde reel bir � say¬s¬n¬n bulunmas¬d¬r (Ungar, 2005).

Teorem 3.3.4 : (G;�;
)bir gyrovektör uzay¬olmak üzere, G nin

L = b
 t� a
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cogyrodo¼grusu verilsin. d, L üstünde bir nokta olmak üzere L nin 	d cogyroötelemesi

olan

Lp = (b
 t� a)� d

G nin yine bir cogyrodo¼grusu olup, G nin orjininden geçer. Üstelik L ve Lp cogyrodo¼gru-

lar¬birbirine paraleldir (Ungar, 2005).

·Ispat : d, L üstünde bir nokta olmak üzere

L� d = (b
 t� a)� d
= b
 t� (a	 gyr [a;b
 t] gyr [b
 t� a;d] (d))

= b
 t� (a	 gyr [a;b
 t� a] gyr [b
 t� a;d] (d))

= b
 t� (a	 gyr [a;d] (d))

= b
 t� (a� d)

dir. Burada d noktas¬L cogyrodo¼grusu üstünde bulundu¼gundan

d = b
 t0 � a

olacak biçimde t0 2 R vard¬r. Böylece

a� d = a� (b
 t0 � a)
= a	 gyr [a;b
 t0 � a] (b
 t0 � a)

= a	 gyr [a;b
 t0] (b
 t0 � a)

= a	 (a� b
 t0)

= 	b
 t0

elde edilir. Ayr¬ca

(b
 t� a)� d = (b
 t)� (a� d)
= (b
 t)	 (b
 t0)

= b
 (t� t0)

olup, böylece Lp = (b
 t� a) � d cogyrodo¼grusu G nin orjininden geçer. L ve Lp

cogyrodo¼grular¬n¬n paralel olduklar¬aç¬kt¬r.

Teorem 3.3.5 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere G nin orjininden geçen

gyrodo¼grular (cogyrodo¼grular) birer cogyrodo¼grudur (gyrodo¼grudur) (Ungar, 2005).
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·Ispat : a;b 2 G ve t 2 R olmak üzere

L = a� b
 t

orjinden geçen bir gyrodo¼gru olsun. Bu durumda

a� b
 t0 = 0

olacak biçimde t0 2 R vard¬r. Böylece

a = 	b
 t0

olup �t0 + t = s olmak üzere

L = a� b
 t

= (	b
 t0)� (b
 t)

= b
 (�t0 + t)

= b
 s

= b
 s+ 0

elde edilir. Böylece orjinden geçen her gyrodo¼gru bir cogyrodo¼grudur.

a;b 2 G ve t 2 R olmak üzere orjinden geçen

Lc = b
 t� a

cogyrodo¼grusu seçilsin. Bu durumda

b
 t0 � a = 0

olacak biçimde t0 2 R vard¬r ve buradan

a = 	b
 t0

bulunur. Böylece t� t0 = r olmak üzere

Lc = b
 t� a

= b
 t� (	b
 t0)

= b
 (t� t0)

= b
 r

= 0 + b
 r

olup böylece orjinden geçen her cogyrodo¼gru bir gyrodo¼grudur.
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3.4 Möbius Gyrovektör Uzaylar¬

V bir reel iç çarp¬m uzay¬ve

Vs = fv 2 V : kvk < sg

olmak üzere (Vs;�M) Möbius gyrogrubu üzerinde "
M" Möbius skalar çarp¬m¬r 2 R;

u;v 2Vs , v 6= 0 için

r 
M v = s
(1 + kvk =s)r � (1� kvk =s)r

(1 + kvk =s)r + (1� kvk =s)r
v

kvk
= s tanh

�
r tanh�1 kvk =s

� v

kvk

biçiminde tan¬mlan¬r ve r
M 0 = 0 dir: Möbius skalar çarp¬m¬n¬n birçok özelli¼gi vard¬r.

Bunlardan baz¬lar¬aşa¼g¬daki biçimdedir.

n
M v = v �M v �M � � � �M v

(r1 + r2)
M v = r1 
M v � r2 
M v

(r1r2)
M v = r1 
M (r2 
M v)

r 
M (r1 
M v �M r2 
M v) = r 
M (r1 
M v)�M r 
M (r2 
M v)

kr 
M vk = jrj 
M kvk
jrj
Mv
kr
Mvk = v

kvk

gyr [a;b] (r 
M v) = r 
M gyr [a;b] (v)

1
M v = v

Tan¬m 3.4.1 : (Vs;�M) Möbius gyrogrubunun "
M" skalar çarp¬m¬yla donat¬lm¬̧s

(Vs;�M ;
M) üçlüsüne bir Möbius gyrovektör uzay¬denir.

(Vs;�M ;
M) bir Möbius gyrovektör uzay¬olmak üzere Vs de al¬nan farkl¬iki a ve b

noktalar¬ndan geçen bir ve yaln¬z bir Lab gyrodo¼grusu ve Lcab cogyrodo¼grusu vard¬r ve

Lab = a�M (	a�M b)
M t

Lcab = (b�M a)
M t�M a
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biçimindedir.

Şekil 3.4.1.1 : Vs = R2s=1 olmak üzere

(R2s=1;�M ;
M) Möbius gyrovektör

uzay¬nda verilen farkl¬iki a ve b nok-

talar¬ndan geçen gyrodo¼gru.

Şekil 3.4.1.2 : (R2s=1;�M ;
M) Möbius

gyrovektör uzay¬nda verilen a ve b nokta-

lar¬ndan geçen gyrodo¼gruya d¬̧s¬ndaki bir

c noktas¬ndan çizilen paralel gyrodo¼grular.

Möbius gyrovektör uzaylar¬ndaki gyrodo¼grular, yuvar¬ortogonal kesen çember yaylar¬

olup hiperbolik geometrinin Poincaré yuvar modelinin geodezikleriyle örtüşür. a ve

b noktalar¬ndan geçen Lab gyrodo¼grusu d¬̧s¬nda al¬nan bir c noktas¬ndan geçen Lab
gyrodo¼grusuna paralel olan sonsuz çoklukta paralel gyrodo¼gru vard¬r.

Şekil 3.4.1.3 : Vs = R2s=1 olmak üzere

(R2s=1;�M ;
M) Möbius gyrovektör

uzay¬nda verilen farkl¬iki a ve b nok-

talar¬ndan geçen cogyrodo¼gru.

Şekil 3.4.1.4 : (R2s=1;�M ;
M) Möbius

gyrovektör uzay¬nda verilen a ve b noktala-

r¬ndan geçen cogyrodo¼gruya d¬̧s¬ndaki bir c

noktas¬ndan çizilen paralel cogyrodo¼gru.
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Möbius gyrovektör uzaylar¬ndaki cogyrodo¼grular ise yine çember yaylar¬ndan oluşur,

fakat çemberi kesti¼gi noktalar¬birleştiren Öklidyen geodezik segmenti yuvar¬n merkezin-

den geçen kiri̧stir.

3.4.1 Möbius Gyrometri¼ginin Poincaré Gyrometri¼gine Dönüşümü

(Vs;�M ;
M) bir Möbius gyrovektör uzay¬olmak üzere

d (a;b) = kb	Mak (20)

Möbius gyrouzakl¬k fonksiyonu 8a;b; c 2 Vs için (18) den

d (a; c) � d (a;b)�M d (b; c)

=
d (a;b) + d (b; c)

1 + 1
s2
d (a;b) d (b; c)

= s
tanh�b	Ma + tanh�c	Mb
1 + tanh�b	Ma tanh�c	Mb

= s tanh
�
�b	Ma + �c	Mb

�

(21)

elde edilir.

Vs uzay¬yerine kompleks D diski al¬nd¬¼g¬nda Möbius gyrouzakl¬k fonksiyonu a; b 2 D

için

d (a; b) = kb	M ak =
���� a� b1� ab

���� (22)

biçiminde indirgenir. (22) deki Möbius gyrometri¼gi yuvar üzerinde Poincaré metri¼gi

olarak bilinir.

d (a; c) = kc	Mak = s tanh�c	Ma

olmak üzere (22) den

tanh�c	Ma � tanh
�
�b	Ma + �c	Mb

�
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yada buna denk olarak

�b	Ma = tanh
�1 kb	Mak

s

olmak üzere

�c	Ma � �b	Ma + �c	Mb (23)

elde edilir. Buradaki (23) eşitsizli¼gi,

h (a;b) = tanh�1 d(a;b)
s

= 1
2
ln s+d(a;b)

s�d(a;b)

Möbius uzakl¬k fonksiyonunu hat¬rlat¬r. 8a;b; c 2 D için

h (a; c) � h (a;b) + h (b; c)

oldu¼gu bilinmektedir (Ungar, 1999, Krantz 1990).

Teorem 3.4.1.1 : D, kompleks birim diski göstermek üzere 8a; b 2 D için

ja�M bj � jaj �M jbj

dir (Ungar, 1999).

·Ispat : a 2 D için


a =
1q

1� jaj2

olmak üzere 
a = 
jaj oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca 
a fonksiyonu monoton artan bir fonksiyon

olup 8a; b 2 D için


a�M b = 
a
b j1 + abj

dir. Buradan

jjaj�M jbjj = 
jaj�M jbj

= 
jaj
jbj j1 + jaj jbjj

� 
a
b j1 + abj

= 
a�M b

= 
ja�M bj
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elde edilir. Ayr¬ca jjaj �M jbjj = jaj �M jbj oldu¼gundan ve 8z 2 D için 
z = 
jzj

fonksiyonu monoton artan olup 8a; b 2 D için

jaj �M jbj � ja�M bj

elde edilir.

Teorem 3.4.1.2 : D, kompleks birim diski göstermek üzere 8a; b; x 2 D için

d (a; b) � d (a; x)�M d (x; b)

dir (Ungar, 1999).

·Ispat : 8a; b; x 2 D için

(x�M a)	M (x�M b) = gyr [x; a] (a	M b)

dir. Burada x yerine 	Mx yaz¬l¬rsa ve 	M (	Mx�M b) = x	M b eşitli¼ginden

(	Mx�M a)�M (x	M b) = gyr [	Mx; a] (a	M b)

bulunur. Böylece 8a; b; x 2 D için

d (a; b) = ja	M bj

= jgyr[	Mx; a] (a	M b)j

= j(	Mx�M a)�M (x	M b)j

� j(	Mx�M a)j � jM (x	M b)j

= d (a; x)�M d (x; b)

elde edilir.

Teorem 3.4.1.3 : D, kompleks birim diski göstermek üzere 8a; b 2 D için

jjaj 	M jbjj � ja	M bj

dir (Demirel&Soytürk, 2008).
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·Ispat : a 2 D için 
a =
�
1� jaj2

��1=2
olmak üzere 8a; b 2 D için


a	M b = 
a
b j1� abj

dir. Buradan

jjaj	M jbjj = 
jaj	M jbj

= 
jaj
jbj j1� jaj jbjj

bulunur. Ayr¬ca 8z1; z2 2 C için

jjz1j � jz2jj � jz1 � z2j

oldu¼gundan


ja	M bj = 
a	M b

= 
jaj
jbj j1� abj

� 
jaj
jbj j1� jabjj

= 
jaj	M jbj

= 
jjaj	M jbjj

olup, böylece

ja	M bj � jjaj 	M jbjj

elde edilir.

Teorem 3.4.1.4 : D, kompleks birim diski göstermek üzere 8x; y; z 2 D için

j	Md (x; y)�M d (x; z)j � d (y; z)

dir (Demirel&Soytürk, 2008).

·Ispat : 8x; y; z 2 D için

d(x; y) � d(x; z)�M d(y; z)

eşitsizli¼ginden

d(x; y)�M d(y; z) � d(x; z)
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yada buna denk olarak

d(x; y)	M d(y; z) � d(x; z)

elde edilir. Buradan

	Md(y; z) � 	Md(x; y)�M d(x; z)

bulunur. Ayr¬ca

d(x; z) � d(x; y)�M d(y; z)

eşitsizli¼ginden

	Md(x; y)�M d(x; z) � d(y; z)

olup, böylece

j	Md (x; y)�M d (x; z)j � d (y; z)

elde edilir.

3.4.2 Metrik ve Periyodik Do¼grular

S 6= � olmak üzere S � S kartezyen çarp¬m kümesi üzerinde

d : S � S ! R

fonksiyonu tan¬mlans¬n. Bu durumda � = (S; d) yap¬s¬na reel uzakl¬k uzay¬denir. S

nin elemanlar¬na nokta, d(x; y) say¬s¬na ise x ve y noktalar¬aras¬ndaki uzakl¬k denir.

Tan¬m 3.4.2.1 : K � S olmak üzere 8x; y 2 K için

d (x; y) = jf (x)� f (y)j

olacak biçimde birebir, örten bir f : K ! R fonksiyonu varsa K ya � n¬n bir metrik

do¼grusu denir (Blumenthal&Menger, 1970, Benz, 2004).

Öklidyen geometrinin ve hiperbolik geometrinin Weierstrass modeli için metrik do¼grular

W. Benz taraf¬ndan (Benz, 2004), Lorentz-Minkowski geometrisinin metrik do¼grular¬
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ise Höfer taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r (Höfer1, 2006). Benz, ayn¬ çal¬̧smas¬nda küresel

geometride ve eliptik geometride hiç bir metrik do¼grunun bulunmad¬¼g¬n¬belirtmi̧stir.

Tan¬m 3.4.2.2 : � pozitif bir reel say¬olsun. K � S olmak üzere 8x; y 2 K için

d (x; y) =

8<: jf (x)� f (y)j , jf (x)� f (y)j � �=2 için

�� jf (x)� f (y)j , jf (x)� f (y)j > �=2 için

olacak biçimde birebir, örten bir f : K ! [0; �) fonksiyonu varsa K ya � n¬n bir

��periyodik do¼grusu denir (Blumenthal&Menger, 1970, Benz, 2004).

Küresel geometride 2�-periyotlu periyodik do¼grular ve eliptik geometride �-periyotlu

periyodik do¼grular Benz taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r (Benz, 2004). Benz ayn¬ çal¬̧s-

mas¬nda Öklidyen geometride hiç bir periyodik do¼grunun bulunmad¬¼g¬n¬ da göster-

mi̧stir. Höfer ise Lorentz-Minkowski geometrisinde periyodik do¼grular¬n bulunmad¬¼g¬n¬

kan¬tlam¬̧st¬r (Höfer2, 2006).

E¼ger K; bir metrik do¼gru yada ��periyodik do¼gru ise 8x; y 2 K için d(x; y) = d(y; x)

ve d(x; y) � 0 oldu¼gu aç¬kt¬r. Aşa¼g¬daki iki problem W. Benz taraf¬ndan verilmi̧stir.

Problem 3.4.2.1 : 8s; t 2 R için

d (x (s) ; x (t)) = js� tj

olacak biçimdeki tüm birebir x : R!S fonksiyonlar¬n¬tan¬mlay¬n¬z (Benz, 2004).

Problem 3.4.2.2 :8s; t 2 [0,�) için

d (x (s) ; x (t)) =

8<: js� tj , js� tj � �=2 için

�� js� tj , js� tj > �=2 için

olacak biçimdeki tüm birebir x : [0,�)!S fonksiyonlar¬n¬tan¬mlay¬n¬z (Benz, 2004).

Bir geometride metrik do¼grular¬n varl¬¼g¬ araşt¬r¬l¬rken öncelikle iki nokta aras¬ndaki

uzakl¬¼g¬n s¬n¬rl¬olmamas¬gerekir. Dolay¬s¬yla hiperbolik geometrinin Poincaré yuvar

modeli için d(a; b) = ka	 bk al¬n¬rsa problem 3.4.2.1 in sol taraf¬ s¬n¬rl¬oldu¼gundan
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bu uzayda metrik do¼gru yoktur. O halde Poincaré yuvar modeli için yeni bir uzakl¬k

tan¬mlamaya ihtiyaç duyulur.

� = (S; d) reel uzakl¬k uzay¬

S = Rns=1 = fx 2 Rn : kxk < 1g

ve

tanh d(x; y) = kx	 yk

biçiminde tan¬mlans¬n. � uzay¬n¬n klasik do¼grular¬kqk = tanh 1 olacak biçimdeki key�

p; q 2 S için

fp� q 
 s : s 2 Rg

biçimindedir.

Teorem 3.4.2.1 : � reel uzakl¬k uzay¬n¬n metrik do¼grular¬� n¬n klasik do¼grular¬d¬r.

·Ispat : p; q 2 S ve kqk = tanh 1 olsun. Bu durumda

x (�) = p� q 
 s

fonksiyonu birebirdir ve 8s; t 2 R için

d (x (s) ; x (t)) = js� tj

oldu¼gu aç¬kt¬r. Böylece x (s) = p� q 
 s bir metrik do¼grudur.

Tersine, x : R! S fonksiyonu 8s; t 2 R için problem 3.4.2.1 in bir çözümü ve p := x (0)

olsun. 8s; t 2 R için

k(	p� x (s))	 (	p� x (t))k = kgyr[	p; x (s)] (x (s)	 x (t))k

= kx (s)	 x (t)k

oldu¼gundan dolay¬

x p (s) := 	p� x (s)
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fonksiyonu da problem 3.4.2.1 in bir çözümüdür. q := x p(1) olsun. x p(0) = 0 oldu¼gu

aç¬kt¬r. x p problem 3.4.2.1 in bir çözümü oldu¼gundan

tanh j1� 0j = tanh 1 =


x p (1)	 x p (0)

 = kqk :

Ayr¬ca 8s 2 R için

tanh js� 0j = tanh jsj =


x p (s)	 x p (0)

 = 

x p (s)



elde edilir. 8s; t 2 R için

tanh js� tj =


x p (s)	 x p (t)



oldu¼gundan son eşitlikte her iki taraf¬n karesi al¬n¬rsa

tanh2 s+ tanh2 t� 2 tanh s tanh t
1 + tanh2 s tanh2 t� 2 tanh s tanh t

=
kx p (s)k2 + kx p (t)k2 � 2 hx p (s) ; x p (t)i
1 + kx p (s)k2 kx p (t)k2 � 2 hx p (s) ; x p (t)i

bulunur. Buradan

tanh s tanh t =


x p (s) ; x p (t)

�
yani

tanh2 s tanh2 t =


x p (s) ; x p (t)

�2
bulunur. Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginden 8s 2 R için

' (s) = s

olmak üzere

x p (s) = ' (s)
 q

yaz¬labilir. Böylece x (s) = p� q 
 s bir klasik do¼grudur.

Teorem 3.4.2.2 : 8� > 0 için � n¬n ��periyodik do¼grusu yoktur.

·Ispat: x : [0; �) ! S fonksiyonu 8s; t 2 [0; �) için problem 3.4.2.2 nin bir çözümü ve

a := x (0) olsun. 8s; t 2 [0; �) için

k(	a� x (s))	 (	a� x (t))k = kgyr[	a; x (s)] (x (s)	 x (t))k

= kx (s)	 x (t)k
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oldu¼gundan dolay¬

x p (s) := 	a� x (s)

fonksiyonu da problem 3.4.2.2 nin bir çözümüdür. p := x p(�
2
) olsun. x p(0) = 0 oldu¼gu

aç¬kt¬r. xp problem 3.4.2.2 nin bir çözümü oldu¼gundan

tanh
����
2
� 0
��� = tanh �

2
=



x p ��

2

�
	 x p (0)




 = kpk
dir. Ayr¬ca 8s 2 [0; �

2
) için

tanh js� 0j = tanh s =


x p (s)	 x p (0)

 = 

x p (s)



elde edilir. 8s; t 2 [0; �
2
) için

tanh js� �j =


x p (s)	 x p (t)



bulunur. Son eşitlikte her iki taraf¬n karesi al¬n¬rsa

tanh2 s+ tanh2 t� 2 tanh s tanh t
1 + tanh2 s tanh2 t� 2 tanh s tanh t

=
kx p (s)k2 + kx p (t)k2 � 2 hx p (s) ; xp (t)i
1 + kx p (s)k2 kx p (t)k2 � 2 hx p (s) ; x p (t)i

elde edilir. Buradan

tanh s tanh t =


x p (s) ; x p (t)

�
yani

tanh2 s tanh2 t =


x p (s) ; x p (t)

�2
bulunur. Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginden 8s 2 [0; �2) için

' (s) =
2s

�

olmak üzere

x p (s) = ' (s)
 q

yaz¬labilir. 8m 2 (�
2
; �) için

tanh (�� jm� 0j) =


x p (m)	 x p (0)



ve

tanh
���m� �

2

��� = 


x p (m)	 x p ��
2

�
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oldu¼gu x p fonksiyonunun problem 3.4.2.2 nin bir çözümü oldu¼gundan dolay¬aç¬kt¬r. Son

eşitlikte her iki taraf¬n karesi al¬nd¬¼g¬nda

tanh
�

2
tanh (�� �) =



x p (m) ; p

�
yani 


x p (�) ; p
�2
=


x p (m) ; x p (m)

�
hp; pi

bulunup, Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginden 8m 2 (�
2
; �) için

� (m) =
2

�
(��m)

olmak üzere

x p (m) = � (m)
 q

yaz¬labilir. Buradan x p
�
�
4

�
= x p

�
3�
4

�
bulunur. Bu durum ise����3�4 � �4

���� = d�x p�3�4
�
; x p
��
4

��
eşitli¼giyle çeli̧sir. Böylece � n¬n ��periyodik do¼grusu yoktur.

S := fx 2 V : kxk < 1g

ve d(a; b) = ka� bk al¬nd¬¼g¬nda d(a; b) s¬n¬rl¬olaca¼g¬ndan metrik do¼gru yoktur. � =

(S; d) reel uzakl¬k uzay¬

S := fx 2 Rn : kxk < 1g

ve

d (x; y) = tanh�1 kx� yk 8x; y 2 S

biçiminde tan¬mlans¬n.

Teorem 3.4.2.3 : � n¬n cogyrodo¼grular¬birer metrik do¼grudur.

·Ispat : q 2 S ve kpk = tanh 1 olacak biçimde S nin bir p noktas¬seçilsin. Bu durumda

x (t) = (p
 t)� q
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fonksiyonu için

x (t) = x (s) ) (p
 t)� q = (p
 s)� q

) p
 t = ((p
 s)� q)� q
) p
 t = ((p
 s)	 (	q))� (	q)
) p
 t = p
 s

) t = s

oldu¼gundan, böylece x birebirdir. Ayr¬ca her t; s 2 R için

tanh d (x (t) ; x (s)) = kx (t)� x (s)k
= kx (t)� gyr[x (t) ; k] (y)� (x (s)� gyr[x (s) ; k] (y))k
= kx (t)� gyr[x (t) ; q] (y)� (x (s)� gyr[x (s) ; q] (y))k
= kx (t)� gyr[p
 t; q] (y)� (x (s)� gyr[p
 s; q] (y))k
= k((p
 t)� (q � y))� ((p
 s)� (q � y))k
= k((p
 t)� (q � (	q)))� ((p
 s)� (q � (	q)))k
= k(p
 t)� (p
 s)k
= k(p
 t)	 (((p
 t)� (p
 s))	 (p
 t))k

= kp
 (t� s)k

= tanh jt� sj

olup, buradan

d (x (t) ; x (s)) = jt� sj

dir. Böylece her cogyrodo¼gru � n¬n bir metrik do¼grusudur.

Teorem 3.4.2.4 : � n¬n metrik do¼grular¬� n¬n cogyrodo¼grular¬d¬r.

·Ispat : 8t; s 2 R için x : R ! S fonksiyonunu problem 3.4.2.1 in bir çözümü olsun.

x (0) = 0 olsun. E¼ger x (0) 6= 0 olsayd¬gx (0) = 0 olacak biçimde bir g gyrovektör uzay

otomor�zmi seçilirdi. p := x (1) olmak üzere

tanh j1� 0j = tanh 1 = kx (1)� x (0)k = kpk

elde edilir. Ayr¬ca 8t 2 R için

tanh jt� 0j = tanh jtj = kx (t)� x (0)k = kx (t)k
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dir. Böylece

tanh jt� 1j = kx (t)� x (1)k
= kx (t)	 gyr[x (t) ; x (1)] (x (1))k

olup burada her iki taraf¬n karesi al¬n¬rsa

tanh2 t+tanh2 1�2 tanh t tanh 1
1+tanh2 t tanh2 1�2 tanh t tanh 1 =

kx(t)k2+kx(1)k2�2hx(t);gyr[x(t);x(1)](x(1))i
1+kx(t)k2kx(1)k2�2hx(t);gyr[x(t);x(1)](x(1))i ;

bulunur. Son eşitlikten

tanh t tanh 1 = hx (t) ; gyr[x (t) ; x (1)] (x (1))i

olup her iki taraf¬n karesi al¬n¬rsa

hx (t) ; gyr[x (t) ; x (1)]x (1)i2 = tanh2 t tanh2 1

= kx (t)k2 kx (1)k2

= kx (t)k2 kgyr[x (t) ; x (1)] (x (1))k2

elde edilir. Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginden ' (t) = t kural¬yla verilen ' : R ! R

fonksiyonu için

x (t) = ' (t)
 gyr[x (t) ; x (1)] (x (1)) ;8t 2 R

elde edilir. Son eşitlikten

x (t) = t
 ((x (t)� x (1))	 x (t))
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bulunup buradan x (1) çekilirse

x (1) = 	x (t)�
��

1
t

 x (t)

�
� x (t)

�
= 	x (t)�

��
1
t

 x (t)

�
+ gyr

�
1
t

 x (t) ;	x (t)

�
(x (t))

�
=
�
	x (t)�

�
1
t

 x (t)

��
� gyr

�
	x (t) ; 1

t

 x (t)

�
gyr

�
1
t

 x (t) ;	x (t)

�
(x (t))

=
�
	x (t)�

�
1
t

 x (t)

��
� x (t)

=
�
�1 + 1

t
+ 1
�

 x (t)

= 1
t

 x (t)

elde edilir. Böylece

x (t) = x (1)
 t = p
 t

bulunur. Böylece � n¬n metrik do¼grular¬� n¬n klasik do¼grular¬d¬r.

Teorem 3.4.2.5 : 8� > 0 için � da �-periyotlu do¼gru yoktur.

·Ispat : � > 0 için x : [0; �[�! S problem 3.4.2.2 nin bir çözümü olsun. x (0) = 0 olsun.

E¼ger x (0) 6= 0 olsayd¬ gx (0) = 0 olacak biçimde bir g gyrovektör uzay otomor�zmi

seçilirdi. p := x
��
2

�
olsun. 0 � t � �

2
olacak biçimdeki her t için

tanh jt� 0j = tanh t = kx (t)� x (0)k = kx (t)k

bulunur. Yine 0 � t � �

2
olacak biçimdeki her t için

tanh
���t� �

2

��� = 


x (t)� x ��
2

�



olup burada her iki taraf¬n karesi al¬n¬rsa

tanh2 t+tanh2
�
2
�2 tanh t tanh �

2

1+tanh2 t tanh2
�
2
�2 tanh t tanh �

2

=
kx(t)k2+




x��2�


2�2Dx(t);gyr[x(t);x��2�]x��2�E
1+kx(t)k2




x��2�


2�2Dx(t);gyr[x(t);x��2�]x��2�E

67



bulunur. Bu eşitlikten ise

tanh t tanh
�

2
=
D
x (t) ; gyr[x (t) ; x

��
2

�
]
�
x
��
2

��E
elde edilir. BöyleceD

x (t) ; gyr[x (t) ; x
��
2

�
]
�
x
��
2

��E2
= tanh2 t tanh2

�

2

= kx (t)k2



x ��

2

�


2
olup, Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginden ' (t) = 2t

�
kural¬yla verilen ' : R! R fonksiyonu

için

x (t) = ' (t)
 gyr[x (t) ; x
��
2

�
]
�
x
��
2

��
8t 2 [0; �

2
];

elde edilir.

x (t) = ' (t)
 gyr[x (t) ; x
��
2

�
]
�
x
��
2

��
eşitli¼gi ise

x (t) =
2t

�


��
x (t)� x

��
2

��
	 x (t)

�
olmas¬n¬gerektirir. Buradan ise

x
��
2

�
= 	x (t)�

��
�
2t

 x (t)

�
� x (t)

�
= 	x (t)�

��
�
2t

 x (t)

�
� gyr

�
�
2t

 x (t) ;	x (t)

�
(x (t))

�
=
�
	x (t)�

�
�
2t

 x (t)

��
� gyr

�
	x (t) ; �

2t

 x (t)

�
gyr

�
�
2t

 x (t) ;	x (t)

�
(x (t))

=
�
	x (t)�

�
�
2t

 x (t)

��
� x (t)

=
�
�1 + �

2t
+ 1
�

 x (t)

= �
2t

 x (t)

elde edilir. Böylece

x (t) =
2t

�

 x

��
2

�
8t 2 [0; �

2
]
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bulunur.
�

2
< s < � olmak üzere problem 3.4.2.2 den

tanh (�� js� 0j) = kx (s)� x (0)k

bulunur. Ayr¬ca

tanh
�
s� �

2

�
=



x (s)� x ��

2

�



dir. Burada her iki taraf¬n karesi al¬narak

tanh2 s+tanh2
�
2
�2 tanh s tanh �

2

1+tanh2 s tanh2
�
2
�2 tanh s tanh �

2

=
kx(s)k2+




x��2�


2�2Dx(s);gyr[x(s);x��2�]�x��2��E
1+kx(s)k2




x��2�


2�2Dx(s);gyr[x(s);x��2�]�x��2��E
elde edilip, böyleceD
x (s) ; gyr[x (s) ; x

��
2

�
]
�
x
��
2

��E
=

�
tanh2

�
2
�1
�
(tanh2 s�kx(s)k2)�2 tanh

�
2
tanh s(1�kx(s)k2)

2(tanh2 s�1)

= �
tanh s tanh3 �

2
� 2 tanh2 �

2
+ tanh s tanh �

2

tanh2 �
2
� 2 tanh �

2
tanh s+ 1

bulunur. Her iki taraf¬n karesi al¬nd¬¼g¬nda

D
x (s) ; gyr[x (s) ; x

��
2

�
]
�
x
��
2

��E2
=

 
�
tanh s tanh3 �

2
� 2 tanh2 �

2
+ tanh s tanh �

2

tanh2 �
2
� 2 tanh �

2
tanh s+ 1

!2

= tanh2
�

2

 
2 tanh2 �

2
� tanh s� tanh2 s tanh2 �

2

1 + tanh2 �
2
� 2 tanh s tanh �

2

!2

=



x ��

2

�


2 kx (s)k2
elde edilir. Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginden � (s) = 2

�
(�� s) kural¬yla verilen ' : R! R

fonksiyonu için

x (s) = � (s)
 gyr[x (s) ; x
��
2

�
]x
��
2

�
;8s 2]�

2
; �[

olup

x (s) = � (s)
 gyr[x (s) ; x
��
2

�
]
�
x
��
2

��
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eşitli¼ginden

x (s) =
2

�
(�� s)
 x

��
2

�
;8s 2]�

2
; �[

elde edilir. Son olarak x
��
4

�
= x

�
3�

4

�
olup bu ise����3�4 � �4

���� = d�x p�3�4
�
; x p
��
4

��
eşitli¼ginin sa¼glanmas¬na çeli̧ski teşkil eder.

3.5 Einstein Gyrovektör Uzaylar¬

V bir reel iç çarp¬m uzay¬ve

Vs = fv 2 V : kvk < sg

olmak üzere (Vs;�E) Einstein gyrogrubu üzerinde "
E" Einstein skalar çarp¬m¬r 2 R;

u;v 2Vs , v 6= 0 için

r 
E v = s
(1 + kvk =s)r � (1� kvk =s)r

(1 + kvk =s)r + (1� kvk =s)r
v

kvk

= s tanh
�
r tanh�1 kvk =s

� v

kvk

=
1�

�

v �

p

2v � 1

�2r
1 +

�

v �

p

2v � 1

�2r 
vp

2v � 1

v

biçiminde tan¬mlan¬r ve r 
E 0 = 0 dir.

Tan¬m 3.5.1 : (Vs;�E) Einstein gyrogrubunun "
E" skalar çarp¬m¬yla donat¬lm¬̧s

(Vs;�E;
E) üçlüsüne bir Einstein gyrovektör uzay¬denir.

(Vs;�E;
E) bir Einstein gyrovektör uzay¬olmak üzere Vs de al¬nan farkl¬iki a ve b

noktalar¬ndan geçen bir ve yaln¬z bir Lab gyrodo¼grusu ve Lcab cogyrodo¼grusu vard¬r ve

Lab = a�E (	a�E b)
E t

Lcab = (b�E a)
E t�E a
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biçimindedir.

Şekil 3.5.1 : Vs = R2s=1 olmak üzere

(R2s=1;�E;
E) Einstein gyrovektör

uzay¬nda verilen farkl¬iki a ve b nok-

talar¬ndan geçen gyrodo¼gru.

Şekil 3.5.2 : (R2s=1;�M ;
M) Einstein

gyrovektör uzay¬nda verilen farkl¬iki

a veb noktalar¬ndan geçen cogyrodo¼g-

ru.

Einstein gyrovektör uzaylar¬ndaki gyrodo¼grular Öklidyen do¼gru parçalar¬olup, hiper-

bolik geometrinin Beltrami-Klein yuvar modelinin geodezikleriyle örtüşür. a ve b

noktalar¬ndan geçen Lab gyrodo¼grusu d¬̧s¬nda al¬nan bir c noktas¬ndan geçen Lab gy-

rodo¼grusuna paralel olan sonsuz çoklukta paralel gyrodo¼gru vard¬r. Einstein gyrovek-

tör uzaylar¬ndaki cogyrodo¼grular ise Öklidyen eliptik yaylar¬ndan oluşur fakat çemberi

kesti¼gi noktalar¬birleştiren Öklidyen geodezik segmenti yuvar¬n merkezinden geçen ki-

ri̧slerdir.

3.5.1 Einstein Gyrometri¼ginin Metri¼ge Dönüşümü

(Vs;�E;
E) bir Möbius gyrovektör uzay¬olmak üzere

d (a;b) = kb	Eak
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Möbius gyrouzakl¬k fonksiyonu 8a;b; c 2 Vs için (18) den

d (a; c) � d (a;b)�E d (b; c)

=
d (a;b) + d (b; c)

1 + 1
s2
d (a;b) d (b; c)

= s
tanh�b	Ea + tanh�c	Eb
1 + tanh�b	Ea tanh�c	Mb

= s tanh
�
�b	Ea + �c	Eb

�

(24)

elde edilir.

d (a; c) = kc	Eak = s tanh�c	Ea

olmak üzere (24) den

tanh�c	Ea � tanh
�
�b	Ea + �c	Eb

�
yada buna denk olarak

�b	Ea = tanh
�1 kb	Eak

s

olmak üzere

�c	Ea � �b	Ea + �c	Eb

elde edilir.

3.6 Gyrovektör Uzay ·Izomor�zmleri

(G1;�1;
1) ve (G2;�2;
2) iki gyrovektör uzay¬olsun.

� : G1 ! G2 ; u1 ! � (u1) = u2 ; v1 ! � (v1) = v2

olacak biçimde tan¬ml¬� fonksiyonu 8u1;v1 2 G1 ve 8r 2 R için

� (u1 �1 v1) = � (u1)�2 � (v1) = u2 �2 v2
� (r 
1 u1) = r 
2 � (u1) = r 
2 u2
u1
ku1k

� v1kv1k
=

� (u1)

k� (u1)k
� � (v1)k� (v1)k

=
u2
ku2k

� v2kv2k
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koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa � fonksiyonuna gyrovektör uzay izomor�zmi denir. 8u1;v1;w1 2

G1 için

� (gyr1 [u1;v1] (w1)) = � (	1 (u1 �1 v1)�1 (u1 �1 (v1 �1 w1)))

= (	2 (� (u1)�2 � (v1))�2 (� (u1)�2 (� (v1)�2 � (w1))))

= 	2 (u2 �2 v2)�2 (u2 �2 (v2 �2 w2))

= gyr2 [u2;v2] (w2)

ve
� (u1 �1 v1) = � (u1 �1 gyr1 [u1;	1u1] (v1))

= � (u1)�2 � (gyr1 [u1;	1u1] (v1))

= u2 �2 gyr2 [u2;	2u2] (v2)

= u2 �2 v2
sa¼glan¬r.

Teorem 3.6.1 : (Vs;�M ;
M) Möbius gyrovektör uzay¬ile (Vs;�E;
E) Einstein gy-

rovektör uzay¬aras¬nda tan¬mlanan

� : (Vs;�M ;
M)! (Vs;�E;
E) ; v 7! 2
M v

' : (Vs;�E;
E)! (Vs;�M ;
M) ; v 7! 1
2

E v

fonksiyonlar¬birer gyrovektör uzay izomor�zmidirler (Ungar1, 2001).

·Ispat : 8u;v 2Vs için

u�M v = 1
2

 ((2
 u)�E (2
 v))

u�E v = 2

��

1
2

 u

�
�M

�
1
2

 v

��
oldu¼gundan

� (u�M v) = 2
M (u�M v)

= 2
M
�
1
2

M ((2
M u)�E (2
M v))

�
= ((2
M u)�E (2
M v))

= � (u)�E � (v)
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ve
� (r 
M u) = 2
M (r 
M u)

= (2r)
M u

= r 
M (2
M u)

= r 
M � (u)

= r 
E � (u)

dir. Ayr¬ca
� (u)

k� (u)k �
� (v)

k� (v)k =
2
M u
k2
M uk

� 2
M vk2
M vk

=
2
M u
2
M kuk

� 2
M v
2
M kvk

=
u

kuk �
v

kvk
oldu¼gundan � fonksiyonu bir gyrovektör uzay izomor�zmidir. ' fonksiyonunun da bir

gyrovektör uzay izomor�zmi oldu¼gu da benzer biçimde gösterilir.

74



4 GYROTR·IGONOMETR·I

4.1 Gyroaç¬lar

(G;�;
) bir gyrovektör uzay¬ve 	a� b ise G de bir gyrovektör olsun.

	a� b
k	a� bk

gyrovektörüne birim gyrovektör denir.

Tan¬m 4.1.1 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere, G nin 	a� b ve 	a� c

gyrovektörleri aras¬ndaki gyroaç¬� olsun. Bu durumda � gyroaç¬s¬n¬n gyrokosinüsü

cos� =
	a� b
k	a� bk �

	a� c
k	a� ck

dir (Ungar, 2005).

Teorem 4.1.1 : Gyrovektör uzay hareketleri alt¬nda gyroaç¬lar invaryant kal¬r (Ungar,

2005).

·Ispat : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere, G nin a;b; c 2 G noktalar¬için

� = \bac olsun. 8� 2 Oto(G) için

\� (b) � (a) � (c) =
	� (a)�� (b)
k	� (a)�� (b)k �

	� (a)� � (c)
k	� (a)� � (c)k

=
� (	a� b)
k� (	a� b)k �

� (	a� c)
k� (	a� c)k

=
	a� b
k	a� bk �

	a� c
k	a� ck

= \bac
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oldu¼gundan ve 8x 2 G için

\ (x� b) (x� a) (x� c) =
	 (x� a)� (x� b)
k	 (x� a)� (x� b)k �

	 (x� a)� (x� c)
k	 (x� a)� (x� c)k

=
gyr [x; a] (	a� b)
kgyr [x; a] (	a� b)k �

gyr [x; a] (	a� c)
kgyr [x; a] (	a� c)k

=
	a� b
k	a� bk �

	a� c
k	a� ck

= \bac

oldu¼gundan gyroaç¬lar gyrovektör uzay hareketleri alt¬nda invaryant kal¬rlar.

Tan¬m 4.1.2 : ·Iki gyrovektör aras¬ndaki gyroaç¬n¬n gyrokosinüsü 1 e eşitse gyrovek-

törler paralel, 0 a eşitse gyrovektörler diktir denir.

Teorem 4.1.2 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere, G nin 	a� b; 	a1�b1 ve

	a2�b2 üç gyrovektörü verilsin. 	a1�b1 ve 	a2�b2 gyrovektörlerinin paralel olmas¬

için gerek ve yeter koşul

\ (	a� b) (	a1�b1) = \ (	a� b) (	a2�b2)

olmas¬d¬r (Ungar, 2005).

·Ispat : \ (	a� b) (	a1�b1) = \ (	a� b) (	a2�b2) olsun. Bu durumda

	a� b
k	a� bk �

	a1�b1
k	a1�b1k

=
	a� b
k	a� bk �

	a2�b2
k	a2�b2k

olup, buradan
	a� b
k	a� bk �

�
	a1�b1
k	a1�b1k

� 	a2�b2
k	a2�b2k

�
= 0

elde edilir. Son eşitlikten ise 	a2�b2 = � (	a1�b1) olacak biçimde � 2 R vard¬r.
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Buradan

cos� =
	a1�b1
k	a1�b1k

� 	a2�b2k	a2�b2k

=
	a1�b1
k	a1�b1k

� � (	a1�b1)k� (	a1�b1)k

=
	a1�b1
k	a1�b1k

� 	a1�b1k	a1�b1k

= 1

olup, böylece � = 0 bulunur. Bu ise 	a1�b1 ve 	a2�b2 gyrovektörlerinin paralel

olmas¬anlam¬na gelir.

Tersine, 	a1�b1 ve 	a2�b2 gyrovektörleri paralel ise

cos� =
	a1�b1
k	a1�b1k

� 	a2�b2k	a2�b2k

olup, buradan 	a2�b2 = � (	a1�b1) olacak biçimde � 2 R vard¬r. Böylece yukar¬daki

i̧slemler ters yönde takip edildi¼ginde \ (	a� b) (	a1�b1) = \ (	a� b) (	a2�b2)
elde edilir.

4.2 Möbius Gyrovektör Uzaylar¬nda Gyrotrigonometri

4.2.1 Gyroüçgenler

Tan¬m 4.2.1.1 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere, G nin ayn¬gyrodo¼gru üz-

erinde bulunmayan farkl¬üç A;B;C noktas¬için, bu noktalar¬birleştiren üç gyrodo¼gru

parças¬n¬n¬n birleşimine bir gyroüçgen denir. A;B;C noktalar¬na gyroüçgenin köşe

noktalar¬denir. 	A�B; 	B � C, 	C �A gyrovektörlerine ise gyroüçgenin kenarlar¬

denir.

Teorem 4.2.1.1 : ABC; (Vs;�;
) Möbius gyrovektör uzay¬nda köşeleri A;B;C 2 Vs
ve kenarlar¬ise a = 	B � C , b = 	C � A, c = 	A � B olan, A;B;C köşelerindeki
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gyroaç¬lar¬s¬ras¬yla �; �; 
 olan bir gyroüçgen olsun. Bu durumda a = kak ; b = kbk ;

c = kck olmak üzere

c2

s
=
a2

s
� b

2

s
	 1
s

2�2aa�
2
bb cos 


1� 2

s2
�2aa�

2
bb cos 


yada buna denk olarak

c2s =
�c
s

�2
=

a2s + b
2
s � 2asbs cos 


1 + asbs � 2asbs cos 


cos 
 =
a2s + b

2
s � c2s � a2sb2sc2s

2asbs (1� c2s)

dir. Burada

�a =
1r
1 +

a2

s2

olup �a say¬s¬na beta faktörü denir (Ungar
1, 2001, Ungar2, 2001).

·Ispat :

	a� b = 	 (	C �B)� (	C � A)

= gyr [	C;B] (	B � A)

= gyr [	C;B] (c)

oldu¼gundan k	a� bk = kck olup, böylece 
c = 
	a�b elde edilir. Buradan ise


2c = 
2	a�b

= 
2a

2
b

�
1� 2

s2
a � b+ 1

s4
kak2 kbk2

�
= 
2a


2
b

�
1� 2

s2
ab cos 
 + 1

s4
a2b2

�
olup bu son özdeşlik elde edilmesi gereken özdeşliklere denktir.
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Şekil 4.2.1.1 : (R2s;�;
) Möbius gyrovektör uzay¬nda bir

ABC gyroüçgeni.

Teorem 4.2.1.2 (Hiperbolik Pisagor teoremi) : ABC; (Vs;�;
) Möbius gy-

rovektör uzay¬nda köşeleri A;B;C 2 Vs ve kenarlar¬ise a = 	B � C , b = 	C � A,

c = 	A�B olan, A;B;C köşelerindeki gyroaç¬lar¬s¬ras¬yla �; �; 
 olan bir gyroüçgen

olsun. Bu durumda a = kak ; b = kbk ; c = kck olmak üzere 
 = �=2 ise

c2

s
=
a2

s
� b

2

s

dir (Ungar1, 2001, Ungar 2005, Ungar2, 2001).

·Ispat : Teorem 4.1.2.1 de 
 = �=2 al¬n¬rsa ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.2.1.3 : ABC; D kompleks birim diskinde kenarlar¬a = 	B�C; b = 	C�A

ve c = 	A�B olan bir gyroüçgen olsun. E¼ger a ve b kenarlar¬ortogonal ise

jaj2 � jbj2 = jcj2

dir (Ungar, 1999).
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·Ispat : a ve b kenarlar¬ortogonal olsun. Bu durumda 	B�C ve 	C�A gyrokenarlar¬

aras¬ndaki gyroaç¬�=2 olup ABC gyroüçgeni dikdir. A noktas¬n¬reel eksen üzerine,

B noktas¬n¬ise sanal eksen üzerine gönderecek biçimde uygun bir f Möbius dönüşümü

seçilsin. f(A) = Ap; f(B) = B p ve f(C) = C p olsun. Möbius dönüşümleri alt¬nda

gyroaç¬lar ve gyrouzunluklar korunaca¼g¬ndan ApB pC p gyroüçgeni de dikdir. Bu durumda

elde edilen yeni gyroüçgen için x; y 2 (�1; 1) olmak üzere Ap = x; B p = iy ve C p = 0

d¬r. Bu durumda
jaj2 = jB p 	 C pj2 = y2

jbj2 = jAp 	 C pj2 = x2

jcj2 = jAp 	B pj2 = jx	 iyj2

= x2 � y2

olup, böylece jaj2 � jbj2 = jcj2 elde edilir.

Şekil 4.2.1.2 : ABC gyroüçgeninin f Möbius dönüşümü alt¬ndaki görüntüsü

Teorem 4.2.1.4 (Hiperbolik Carnot teoremi) : ABC; D kompleks birim diskinde

kenarlar¬a = 	B�C; b = 	C �A ve c = 	A�B olan bir gyroüçgen olsun. Ap; B p; C p

s¬ras¬yla a; b; c kenarlar¬üzerinde köşe noktalar¬ndan farkl¬birer nokta olmak üzere bu
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noktalardan çizilen hiperbolik dikmeler bir noktada kesi̧siyorsa

��	A� C p��2 	 ��	B � C p��2 � ��	B � Ap��2 	 ��	C � Ap��2 � ��	C �B p��2 	 ��	A�B p��2 = 0
dir (Demirel&Soytürk, 2008).

·Ispat : Ap; B p; C p noktalar¬ndan çizilen hiperbolik dikmeler bir P noktas¬nda kesi̧ssin.

Bu durumda 	A�P; 	B�P; 	C�P; 	Ap�P; 	B p�P;	C p�P hiperbolik geodezik

parçalar¬ABC gyroüçgenini alt¬dik gyroüçgene ay¬r¬r. Bu dik gyroüçgenlere hiperbolik

Pisagor teoremi uygulan¬rsa

j	P � Aj2 = j	A� C pj2 � j	C p � P j2

j	B � P j2 = j	P � C pj2 � j	C p �Bj2

j	P �Bj2 = j	B � Apj2 � j	Ap � P j2

j	C � P j2 = j	P � Apj2 � j	Ap � Cj2

j	P � Cj2 = j	C �B pj2 � j	B p � P j2

j	A� P j2 = j	P �B pj2 � j	B p � Aj2

elde edilir. Ayr¬ca

j	P � Aj2 = j	A� P j2

j	B � P j2 = j	P �Bj2

j	C � P j2 = j	P � Cj2

oldu¼gundan

� = j	A� C pj2 � j	C p � P j2 = j	P �B pj2 � j	B p � Aj2 = �p

� = j	B � Apj2 � j	Ap � P j2 = j	P � C pj2 � j	C p �Bj2 = � p


 = j	C �B pj2 � j	B p � P j2 = j	P � Apj2 � j	Ap � Cj2 = 
 p

elde edilir. Buradan

(�� �)� 
 =
�
�p � � p

�
� 
 p

olup, ((�1; 1) ;�) bir de¼gi̧smeli grup oldu¼gundan

��	A� C p��2 � ��	B � Ap��2 � ��	C �B p��2 = ��	B p � A��2 � ��	C p �B��2 � ��	Ap � C��2
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elde edilir. Buradan

��	A� C p��2 	 ��	B � C p��2 � ��	B � Ap��2 	 ��	C � Ap��2 � ��	C �B p��2 	 ��	A�B p��2 = 0
bulunur.

Teorem 4.2.1.5 : ABC; D kompleks birim diskinde kenarlar¬a = 	B�C; b = 	C�A

ve c = 	A � B olan bir gyroüçgen olsun. Ap; B p; C p s¬ras¬yla a; b; c kenarlar¬üzerinde

köşe noktalar¬ndan farkl¬birer nokta olmak üzere

��	A� C p��2 	 ��	B � C p��2 � ��	B � Ap��2 	 ��	C � Ap��2 � ��	C �B p��2 	 ��	A�B p��2 = 0
eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa ve Ap; B p, C p noktalar¬ndan herhangi ikisinden çizilen hiperbolik

dikmeler noktadaş ise bu durumda Ap; B p, C p noktalar¬n¬n üçünden de çizilen dikmeler

noktadaşt¬r (Demirel&Soytürk, 2008).

·Ispat : a ve b kenarlar¬ndan çizilen iki hiperbolik dikme bir P noktas¬nda kesi̧ssin. O

halde 	Ap � P ve 	B p � P gyrodo¼gru parçalar¬P noktas¬nda kesi̧sir. P noktas¬ndan c

kenar¬na 	K � P gyrodo¼gru parças¬çizilirse

j	A�Kj2 	 j	B �Kj2 �
��	B � Ap��2 	 ��	C � Ap��2 � ��	C �B p��2 	 ��	A�B p��2 = 0

elde edilir. Bu durumda, hipotezden

j	A�Kj2 	 j	B �Kj2 =
��	A� C p��2 	 ��	B � C p��2

bulunur. Bu eşitlik ancak K = C p durumunda sa¼glan¬r. x := d(B;K) ve h := j	A�Bj

ise, buradan d(A;K) = h	 x elde edilir. x; y 2 (�1; 1) için

f(x) = (h	 x)2 	 x2

fonksiyonu tan¬mlan¬rsa

f(x)� f(y) = �2h(1� h2) (1� xy)
(1� 2hx+ x2) (1� 2hy + y2)(x� y)
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olup, böylece f fonksiyonu birebirdir. f birebir oldu¼gundan K = C p dir.

Sekil 4.2.1.3 : D de hiperbolik Carnot teoremi.

Şekil 4.2.1.3 den görülece¼gi üzere Ap; B p, C p noktalar¬n¬n üçünden çizilen hiperbolik dik-

meler do¼grudaş olmayabilir. E¼ger B p noktas¬A köşe noktas¬na ve Ap noktas¬da B köşe

noktas¬na yeterince yaklaşt¬r¬l¬rsa, elde edilen hiperbolik dikmeler kesi̧smeyece¼ginden P

noktas¬bulunamaz. Böylece Öklid geometrisinin aksine hiperbolik geometride Carnot

teoreminin tersi sa¼glanmaz.

Teorem 4.2.1.6 : ABC; (Vs;�;
) Möbius gyrovektör uzay¬nda köşeleri A;B;C 2 Vs
ve kenarlar¬ise a = 	B � C, b = 	C � A, c = 	A � B olan, A;B;C köşelerindeki

gyroaç¬lar¬s¬ras¬yla �; �; 
 olan bir gyroüçgen olsun. Bu durumda a = kak ; b = kbk ;

c = kck olmak üzere

2aa

sin�
=

2bb

sin �
=

2cc

sin 


dir (Ungar, 2005, Ungar2, 2001).

·Ispat : C köşesinden 	A�B kenar¬na şekil 4.2.1.4 deki biçimde bir gyrodikme çizilsin

ve 	A � B kenar¬n¬C0 noktas¬nda kessin. Bu durumda h = 	C0 � C ve khk = h
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olmak üzere

sin� =

2hh


2bb

sin � =

2hh


2aa


2hh = 
2aa sin � = 
2bb sin�

bulunur.

Şekil 4.2.1.4 : (R2s;�;
) Möbius gyrovektör uzay¬nda

gyrosinüs kural¬.

Tan¬m 4.2.1.2 : ABC; (Vs;�;
) Möbius gyrovektör uzay¬nda köşeleri A;B;C 2 Vs
ve kenarlar¬ise a = 	B � C , b = 	C � A, c = 	A � B olan, A;B;C köşelerindeki

gyroaç¬lar¬s¬ras¬yla �; �; 
 olan bir gyroüçgen olsun. Bu durumda a = kak ; b = kbk ;

c = kck olmak üzere

� = � � (�+ � + 
)

say¬s¬na gyroüçgenin kusuru denir.

Teorem 4.2.1.7 : ABC; (Vs;�;
) Möbius gyrovektör uzay¬nda köşeleri A;B;C 2 Vs
ve kenarlar¬ise a = 	B � C, b = 	C � A, c = 	A � B olan, A;B;C köşelerindeki

gyroaç¬lar¬s¬ras¬yla �; �; 
 olan bir gyroüçgen olsun. Bu durumda a = kak ; b = kbk ;

c = kck olmak üzere
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tan
�

2
=

a

s

b

s
sin 


1� a
s

b

s
cos 


=

a

s

c

s
sin �

1� a
s

c

s
cos �

=

b

s

c

s
sin�

1� b
s

c

s
cos�

dir (Ungar, 2005).

Tan¬m 4.2.1.3 : (Vs;�;
) Möbius gyrovektör uzay¬nda bir ABC gyroüçgeni verilsin.

A;B;C noktalar¬ndaki gyroaç¬lar ise s¬ras¬yla �; �; 
 olsun. ABC gyroüçgeninin jABCj

gyroalan¬

jABCj = � 2
K
tan

�

2

dir. Burada K = �4=s2 olup, K say¬s¬na Möbius gyrovektör uzay¬n Gauss e¼grili¼gi

denir.

Teorem 4.2.1.8 : (Vs;�;
)Möbius gyrovektör uzay¬nda bir ABC gyroüçgeni verilsin.

A;B;C noktalar¬ndaki gyroaç¬lar ise s¬ras¬yla �; �; 
 olsun. Bu durumda

a2s =
cos�+ cos (� + 
)

cos�+ cos (� � 
)

b2s =
cos � + cos (�+ 
)

cos � + cos (�� 
)

c2s =
cos 
 + cos (�+ �)

cos 
 + cos (�� �)
dir (Ungar, 2005).

·Ispat : Teorem 4.2.1.7 den

asbs sin 


1� asbs cos 

= tan

�

2

ascs sin �

1� ascs cos �
= tan

�

2

bscs sin�

1� bscs cos�
= tan

�

2
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olup, buradan

a2s =
sin�+ cos� tan

�

2�
sin � + cos � tan

�

2

��
sin 
 + cos 
 tan

�

2

� tan �
2

b2s =
sin � + cos � tan

�

2�
sin�+ cos� tan

�

2

��
sin 
 + cos 
 tan

�

2

� tan �
2

c2s =
sin 
 + cos 
 tan

�

2�
sin�+ cos� tan

�

2

��
sin � + cos � tan

�

2

� tan �
2

elde edilir. Bu eşitliklerde

tan
�

2
= tan

�
�

2
� �+ � + 


2

�
= cot

�+ � + 


2

yaz¬l¬rsa istenen özdeşlikler elde edilir.

Teorem 4.2.1.9 : (Vs;�;
)Möbius gyrovektör uzay¬nda bir ABC gyroüçgeni verilsin.

A;B;C noktalar¬ndaki gyroaç¬lar ise s¬ras¬yla �; �; 
 olsun. Bu durumda

cos� =
�a2s + b2s + c2s � a2sb2sc2s

2bscs

2a

cos � =
a2s � b2s + c2s � a2sb2sc2s

2ascs

2b

cos 
 =
a2s + b

2
s � c2s � a2sb2sc2s
2asbs


2c

dir (Ungar, 2005).

Örnek 4.2.1.1 : ABC; (Vs=1;�;
) Möbius gyrovektör uzay¬nda köşeleri A;B;C 2

Vs=1 ve kenarlar¬ise a = 	B�C , b = 	C�A, c = 	A�B olan, A;B;C köşelerindeki

gyroaç¬lar¬s¬ras¬yla �; �=2; �=2 olan bir gyroüçgen olsun. Bu durumda a = kak ; b =

86



kbk ; c = kck olmak üzere

a2 =
2 cos�

1 + cos�

b2 = c2 =
cos �

2
+ cos 3�

2

2 cos �
2

= cos�

dir.

Örnek 4.2.1.2 : ABC; (Rns ;�;
) Möbius gyrovektör uzay¬nda köşeleri A;B;C 2 Rns
ve kenarlar¬ise a = 	B � C , b = 	C � A, c = 	A � B olan, A;B;C köşelerindeki

gyroaç¬lar¬s¬ras¬yla �; �, 
 olan bir gyroüçgen olsun. Bu durumda as = kak =s; bs =

kbk =s; cs = kck =s olmak üzere
sin�+ sin �

sin (�+ �)
=
1

cs


2aas + 

2
bbs


2a

2
b (1� a2sb2s)

dir.

sin (�+ �) = sin� cos � + sin � cos� özdeşli¼giyle birlikte

bscs

2a

sin�=
ascs

2b

sin �=
asbs

2c

sin 


ve teorem 4.2.1.9 daki özdeşliklerin kullan¬lmas¬yla

sin�+ sin �

sin (�+ �)
=
1

cs


2aas + 

2
bbs


2a

2
b (1� a2sb2s)

elde edilir.

Lemma 4.2.1.1 (Hiperbolik Breusch lemmas¬) : k = 1; 2 olmak üzere ABCk ,

(Rns ;�;
) Möbius gyrovektör uzay¬nda 	A � B ortak kenar¬na sahip bir gyroüçgen

olsun. Bu durumda


2a1a1s+

2
b1
b1s


2a1

2
b1

�
1� a21sb21s

� = 
2a2a2s+

2
b2
b2s


2a2

2
b2

�
1� a22sb22s

� , tan
�1
2
tan

�1
2
= tan

�2
2
tan

�2
2

dir.

·Ispat : Herhangi bir trigonometrik özdeşlik hiperbolik geometride de geçerli oldu¼gun-

dan
sin�+ sin �

sin (�+ �)
= �1 + 2

1� tan �
2
tan

�

2
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özdeşli¼gi sin (�+ �) 6= 0 için hiperbolik geometride de geçerlidir (Hajja, 2006, Ungar,

2008). Buradan


2a1a1s+

2
b1
b1s


2a1

2
b1

�
1� a21sb21s

� = 
2a2a2s+

2
b2
b2s


2a2

2
b2

�
1� a22sb22s

� , sin�1 + sin �1
sin (�1 + �1)

=
sin�2 + sin �2
sin (�2 + �2)

, tan
�1
2
tan

�1
2
= tan

�2
2
tan

�2
2

elde edilir.

Teorem 4.2.1.10 (Hiperbolik Urquhart teoremi) : AD1BD2; (Rns ;�;
) Möbius

gyrovektör uzay¬nda 	A � B ortak kenar¬na sahip bir konkav gyrodörtgen olsun. Bu

durumda

2a1a1s+


2
b1
b1s


2a1

2
b1

�
1� a21sb21s

� =

2a2a2s+


2
b2
b2s


2a2

2
b2

�
1� a22sb22s

�
,


2
ap1
ap1s+


2
bp1
bp1s


2
ap1

2
bp1

�
1� ap21sb

p2
1s

� =

2
ap2
ap2s+


2
bp2
bp2s


2
ap2

2
bp2

�
1� ap22sb

p2
2s

�
dir.

·Ispat : k = 1; 2, Breusch lemmas¬n¬n ABCk ve ABDk üçgenlerine uygulanmas¬yla

s¬ras¬yla


2a1a1s+

2
b1
b1s


2a1

2
b1

�
1� a21sb21s

� = 
2a2a2s+

2
b2
b2s


2a2

2
b2

�
1� a22sb22s

� , tan
�1
2
tan

�1
2
= tan

�2
2
tan

�2
2

ve

2
ap1
ap1s+


2
bp1
bp1s


2
ap1

2
bp1

�
1� ap21sb

p2
1s

� =

2
ap2
ap2s+


2
bp2
bp2s


2
ap2

2
bp2

�
1� ap22sb

p2
2s

�
,

tan
�1
2
tan

�
�

2
� �2
2

�
= tan

�2
2
tan

�
�

2
� �1
2

�
elde edilir.

tan
�1
2
tan

�
�

2
� �2
2

�
= tan

�2
2
tan

�
�

2
� �1
2

�
eşitli¼gi

tan
�1
2
tan

�1
2
= tan

�2
2
tan

�2
2
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eşitli¼gine denk oldu¼gundan dolay¬ispat tamamlan¬r.

Şekil 4.2.1.5 : (R2s;�;
) de hiperbolik Urquhart teoremi.

Teorem 4.2.1.11 (Hiperbolik Steiner-Lehmus teoremi) : ABC, (Rns ;�;
)Möbi-

us gyrovektör uzay¬nda bir gyroüçgen olsun. B ve C noktalar¬ndaki iç-aç¬ortaylar eşit

gyrouzunlu¼ga sahipse ABC ikizkenar gyroüçgendir.

·Ispat : ABC üçgeninde B noktas¬ndan çizilen aç¬ortay 	C�A kenar¬n¬E noktas¬nda,

C noktas¬ndan çizilen aç¬ortay	B�A kenar¬n¬D noktas¬nda kessin. 	B�E ve	C�D

iç aç¬ortaylar¬için k	B � Ek = k	C �Dk olsun. \ABC := 4� ve \ACB := 4� ol-

sun. k	B �Dk = k	E � Ck eşitli¼gi k	A�Bk = k	A� Ck eşitli¼gini gerektirdi¼gin-

den k	B �Dk = k	E � Ck eşitlini ispatlamak yeterlidir. k	B �Dk � k	E � Ck

oldu¼gunu kabul etmek genelli¼gi bozmaz. k	B �Dk > k	E � Ck durumunun sa¼glan-

mad¬¼g¬gösterilmelidir.

k	B �Dk > k	E � Ck ) k	B �Dk2 > k	E � Ck2

oldu¼gundan \DBC ve \EBC gyroüçgenlerine hiperbolik kosinüs teoremi uygulan¬rsa

cos 2� > cos 2�

elde edilir. 2�; 2� 2 I := (0; �=2) oldu¼gundan ve kosinüs fonksiyonu I üzerinde kesin

azalan oldu¼gundan

� > �
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elde edilir. Tanjant fonksiyonu ise I üzerinde kesin artan oldu¼gundan

tan � > tan�

olup bu eşitsizlik ise
2

1� tan� tan 2� >
2

1� tan 2� tan �
olmas¬n¬gerektirir. \EBC ve \DBC üçgenlerine hiperbolik Breusch lemmas¬uygu-

lan¬rsa


2	E�Ck	E�Cks+
2	B�Ek	B�Eks

2	E�C


2
	B�E(1�k	E�Ck

2
sk	B�Ek

2
s)
>


2	B�Dk	B�Dks+
2	D�Ck	D�Cks

2	B�D


2
	D�C(1�k	B�Dk

2
sk	D�Ck

2
s)

elde edilir. k 2 [0; s) � R, (k; s sabit) olmak üzere

f (x) =

xs2

s2 � x2 +
ks2

s2 � k2
s2

s2 � x2
s2

s2 � k2

�
1� x

2

s2
k2

s2

�
biçiminde bir f : [0; s)! R fonksiyonu tan¬mlans¬n.

f p (x) =
s2 (s2 � k2)
(s2 + kx)2

> 0

oldu¼gundan f fonksiyonu kesin artan ve dolay¬s¬yla

k	E � Ck > k	B �Dk

olup bu ise k	B �Dk > k	E � Ck olmas¬yla çeli̧sir. Böylece k	B �Dk = k	E � Ck

olup, son olarak DBC ve EBC gyroüçgenlerine hiperbolik kosinüs teoreminin uygu-

lanmas¬yla 2� = 2� elde edilir.
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5 H·IPERBOL·IK ·IZOMETR·I

Tan¬m 5.1 : (X; d) ve (Y; p) iki metrik uzay olmak üzere her x; y 2 X için

d(x; y) = p(f(x); f(y))

olacak biçimdeki f : X �! Y fonksiyonuna bir izometri denir. Özel olarak Öklidyen

düzlemden kendisi üzerine tan¬ml¬olan izometriye Öklidyen düzlem izometrisi denir.

Düzlem izometrileri alt¬nda aç¬lar, paralellik ve ortogonallik korunur. Öklidyen düzlem

izometrileri bileşke i̧slemi alt¬nda de¼gi̧smeli olmayan bir grup oluştururlar. Öteleme,

dönme ve yans¬ma olmak üzere üç temel tip Öklidyen düzlem izometrisi vard¬r. Öteleme

izometrisi alt¬nda sabit kalan nokta yoktur. Öteleme vektörü s¬f¬r oldu¼gunda ise birim

dönüşüm elde edilir. Dönme izometrisi alt¬nda ise tek nokta (dönme merkezi) sabit

kal¬rken, dönme aç¬s¬ 2�k (k 2 Z) oldu¼gunda birim dönüşüm elde edilir. Yans¬ma

izometrisi alt¬nda ise bir do¼gru üzerindeki tüm noktalar sabit kal¬r.

Cartan�Dieudonné teoremine göre bir düzlem izometrisi en çok üç yans¬ma izometrisinin

bileşkesiyle elde edilebilir. Örne¼gin bir öteleme izometrisi paralel iki do¼gruya göre uygu-

lanan iki yans¬ma izometrisinin bileşkesiyle elde edilirken, düzlemde bir P noktas¬na

göre � aç¬l¬k bir dönme izometrisi de P noktas¬nda kesi̧sen, aralar¬ndaki aç¬�=2 olan iki

yans¬ma izometrisinin bileşkesiyle elde edilebilir. Öteleme ve dönme izometrileri alt¬nda

yönlendirme korunurken, yans¬ma izometrisi alt¬nda yönlendirme de¼gi̧sir.

Hiperbolik izometri, hiperbolik uzaylar aras¬nda tan¬ml¬hiperbolik uzakl¬klar¬n korun-

du¼gu dönüşümlerdir. Hiperbolik izometri alt¬nda r�boyutlu hiperdüzlemler r�boyutlu

hiperdüzlemlere dönüşürler. Hiperbolik düzlemde; hiperbolik yans¬ma (Öklidyen ol-

mayan yans¬ma), hiperbolik dönme (Öklidyen olmayan dönme), hiperbolik öteleme

(Öklidyen olmayan öteleme) ve parabolik izometri olmak üzere dört temel tipte izometri

vard¬r. Öklidyen düzlem izometrisine benzer biçimde, hiperbolik geometrinin Poincaré

disk modeli üzerinde tan¬ml¬ bir hiperbolik izometri en çok üç hiperbolik yans¬ma

izometrisinin bileşkesi yard¬m¬yla elde edilebilir. Fakat bu hiperbolik izometri yukar¬da

91



verilen dört temel tip hiperbolik izometriden birisi ise bu durumda bu hiperbolik izometri

en çok iki hiperbolik yans¬ma izometrisi taraf¬ndan elde edilir.

5.1 Çember ·Inversiyonu

Tan¬m 5.1.1 : R21 = R2[f1g ve S ise düzlemde a�merkezli r�yar¬çapl¬bir çemberi

göstersin. p 2 S olmak üzere p noktas¬n¬

kp� ak


pp � a

 = r2

olacak biçimdeki bir pp noktas¬na ve a noktas¬n¬ise 1 ideal noktas¬na eşleyen birebir

örten iS : R21 ! R21 dönüşümüne bir çember inversiyonu denir. (p; pp) ikilisine inversive

çift, S çemberine inversiyon çemberi ve a noktas¬na ise inversiyon merkezi denir.

Şekil 5.1.1 : S de inversiyon.

Çember inversiyonu alt¬nda çemberin içindeki noktalar çemberin d¬̧s¬ndaki noktalara,

çemberin d¬̧s¬ndaki noktalar ise çemberin içindeki noktalara dönüşürken çember üze-

rindeki noktalar sabit kal¬rlar.

O merkezli r�yar¬çapl¬bir C çemberinin içinde seçilen bir A noktas¬n¬n, C çemberi-

ne göre inversiyon alt¬ndaki görüntüsünü geometrik olarak bulmak için öncelikle OA

do¼grusu ve OA do¼grusuna A noktas¬nda dik bir l do¼grusu çizilir. Bu l do¼grusunun
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çemberi kesti¼gi nokta P ise, P noktas¬ndan geçen çembere P de te¼get olan do¼grunun

OA do¼grusunu kesti¼gi nokta A noktas¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüsüdür. Çemberin

d¬̧s¬ndaki bir B noktas¬n¬n C çemberine göre inversiyon alt¬ndaki görüntüsü yukar¬daki

ad¬mlar¬n ters yönde izlenmesiyle elde edilir.

Şekil 5.1.2 : ·Inversiyon alt¬nda görüntü bulma.

Çember inversiyonlar¬konform dönüşümler olup, çember inversiyonlar¬alt¬nda çember-

ler çemberlere dönüşür.

C ve C p merkezleri s¬ras¬ylaO veOp olan iki ortogonal çember veA ise C p çemberi üzerinde

bir nokta olsun. Bu durumda A noktas¬n¬n C çemberine göre uygulanan inversiyon

alt¬ndaki görüntüsü yine C p çemberi üzerindedir.

Şekil 5.1.3 : C çemberine ortogonal olan C p çemberi

üstündeki bir noktan¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüsü.

Lemma 5.1.1 : C, merkezi O olan bir çember ve A ise düzlem üstünde O dan farkl¬bir

nokta olsun. A noktas¬n¬n C çemberine göre uygulanan inversiyon alt¬ndaki görüntüsü

93



B olmak üzere e¼ger A ve B noktalar¬bir C p çemberi üstünde ise C ve C p çemberleri

ortogonaldir (Goodmann-Strauss, 2001).

Lemma 5.1.2 : C, merkezi O olan bir çember ve A ise O noktas¬ndan farkl¬bir nokta

olsun. Bu durumda A noktas¬ndan geçen ve C çemberine ortogonal olan tüm çember-

lerin merkezlerinin geometrik yeri bir do¼grudur. E¼ger A noktas¬C çemberinin içinde

veya d¬̧s¬nda ise bu do¼gru C nin d¬̧s¬nda, e¼ger C çemberinin üstünde ise bu do¼gru C

çemberine te¼gettir (Goodmann-Strauss, 2001).

O merkezli bir C çemberi ve bu çemberin d¬̧s¬nda bir A noktas¬verilsin. Merkezi A

olan ve C çemberine ortogonal olan C p çemberi geometrik olarak bulmak için, OA do¼gru

parças¬çizilip, bu do¼gru parças¬n¬n orta noktas¬belirlenir. Bu orta noktay¬merkez alan,

O ve A noktalar¬ndan geçen C pp çemberi çizilir. C ve C p çemberlerinin kesi̧sim nokta-

lar¬ndan geçen merkezi A olan çember C çemberine ortogonal olan çemberdir. Böylece

C sabit bir çember olmak üzere C çemberinin d¬̧s¬ndaki her bir nokta C çemberine or-

togonal bir C p çemberiyle birebir eşlenebilir.

Poincaré diskinde (ve üst yar¬düzlemde) bir noktan¬n verilen bir hiperbolik izometri al-

t¬ndaki görüntüsü çember inversiyonlar¬yard¬m¬yla elde edilir. Poincaré disk modelinde

bir izometri çember inversiyonlar¬n¬n sonlu bileşkesi biçimindedir (Potter&Ribando,

2005). Möbius dönüşümleri hiperbolik izometriler oldu¼gundan Möbius dönüşümleri de

çember inversiyonlar¬n¬n sonlu bir bileşkesidir. Bundan dolay¬Möbius dönüşümleri çem-

berleri çemberlere götürür. Geometrik olarak "çember koruma" Möbius dönüşümlerinin

oldukça iyi bilinen bir karakterizasyonudur ve geni̧sletilmi̧s kompleks düzlemden ken-

disi üzerine tan¬ml¬çemberleri koruyan sürekli bir f dönüşümünün Möbius dönüşümü

oldu¼guna dair birçok ispat yap¬lm¬̧st¬r. Bir g dönüşümün Möbius olmas¬için gerek ve

yeter koşul, g nin

[z1z2 : z3z4] =
(z1 � z2) (z3 � z4)
(z1 � z3) (z2 � z4)

çifte oran¬n¬korumas¬d¬r (Başkan, 1996).

D, C de bir bölge ve f ise C den D ye tan¬ml¬birebir bir fonksiyon olmak üzere D deki
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bir çemberin (içiyle beraber) görüntüsü yine bir çember ise bu durumda f fonksiyo-

nu bir Möbius dönüşümünün k¬s¬tlamas¬d¬r. Bu sonuç daha sonra Höfer taraf¬ndan

geli̧stirilmi̧stir (Höfer, 2000).

5.1.1 Hiperbolik Yans¬ma ·Izometrisi

C ve C p merkezleri s¬ras¬yla O ve Op olan iki ortogonal çember ve A ise C çemberi içinde

bir nokta olsun. Bu durumda A noktas¬n¬n C p çemberine göre uygulanan inversiyon

alt¬ndaki görüntüsü yine C çemberinin içindedir.

Öklidyen düzlemde bir do¼grunun düzlemi iki bölgeye ay¬rd¬¼g¬gibi hiperbolik geometrinin

Poincaré disk modelinde de bir hiperbolik do¼gru diski iki bölgeye ay¬r¬r. Poincaré disk

modeli k¬saca H2 ile gösterilsin. l, H2 düzleminde bir hiperbolik do¼gru olsun. C çem-

berinin merkezi X ve yar¬çap¬r olsun. H2 düzleminde l hiperbolik do¼grusu üstünde

olmayan bir W noktas¬seçilsin. W ve X noktalar¬ndan geçen Öklidyen do¼gru � olsun.

Bu do¼gruya W noktas¬nda dik olan Öklidyen do¼gru � olsun ve � do¼grusu C çemberini

Y noktas¬nda kessin. Y noktas¬nda C çemberine te¼get olan do¼grunun � y¬kesti¼gi nokta

Z olsun. Bulunan bu Z noktas¬ l ye göre uygulanan hiperbolik yans¬maya göre W

noktas¬n¬n görüntüsüdür.

Şekil 5.1.1.1 : H2 üzerinde hiperbolik yans¬ma.

�XWY; �XY Z; �YWZ benzer diküçgenler oldu¼gundan

jXW j
jXY j =

jXY j
jXZj
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olup, buradan jXY j2 = r2 = jXW j jXZj elde edilir. E¼ger W noktas¬ l hiperbolik

do¼grusu üstünde ise W = Z dir. Hiperbolik yans¬ma alt¬nda yönlendirme de¼gi̧sir ve l

üstündeki tüm noktalar de¼gi̧smez kal¬r (Potter&Ribando, 2005).

5.1.2 Hiperbolik Öteleme ·Izometrisi

Hiperbolik öteleme izometrisi paralel (kesi̧smeyen) iki hiperbolik do¼gruya uygulanan

iki hiperbolik yans¬ma izometrisinin bileşkesinden elde edilir. � ve �; şekil 5.1.2.1 de

gösterildi¼gi biçimde kesi̧smeyen iki hiperbolik do¼gru olsun. � ve � hiperbolik do¼grular¬n¬

z� =
z�� �
z � 1

kural¬yla verilen T dönüşümüyle, merkezleri ortak olacak biçimdeU2 üst yar¬düzleminin

�� ve �� hiperbolik do¼grular¬na dönüştürmek mümkündür. �� ve �� a göre arka arkaya

al¬nan hiperbolik yans¬madan

w� = hz� h > 0 , (h 6= 1)

kural¬yla verilen S dönüşümü elde edilir. Şekil 5.1.2.2 de görüldü¼gü üzere �� ve ��

hiperbolik do¼grular¬na dik olan çemberler M� merkezinden geçen do¼grulard¬r. S nin

sabit b¬rakt¬¼g¬noktalar z� = 0 ve z� = 1 dir. Bu dönüşüm alt¬nda sabit kalan nok-

talardan geçen tüm C� do¼grular¬sabit kal¬r. Tekrar Poincaré disk modeline dönülecek

olursa, T�1ST (z) = w olup
w�� �
w � 1 = h

z�� �
z � 1

dir. Dikkat edilecek olursa üst yar¬ düzlemde C� do¼grular¬ndan yaln¬z C�1 do¼grusu

hem �� ve �� hiperbolik do¼grular¬na, hem de reel eksene diktir. Dolay¬s¬yla � ve �

verildi¼ginde göre bunlara dik olan birtek C1 hiperbolik do¼grusu vard¬r ve bu hiper-

bolik do¼gru hem M hem de N noktas¬ndan geçer. C1 sabit b¬rak¬lacak olursa � ve

� de¼gi̧sti¼ginde T�1ST dönüşümü yaln¬zca h parametresine tabi bir grup teşkil eder.

Hiperbolik öteleme izometrisi alt¬nda yönlendirme de¼gi̧smez kal¬r (Uluçay, 1955, Pot-

ter&Ribando, 2005).
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Şekil 5.1.2.1 : H2 de hiperbolik öteleme. Şekil 5.1.2.2 : U2 de hiperbolik öteleme

5.1.3 Hiperbolik Dönme ·Izometrisi

Hiperbolik dönme izometrisi kesi̧sen iki hiperbolik do¼gruya uygulanan iki hiperbolik

yans¬ma izometrisinin bileşkesinden oluşur. � ve �; H2 üzerinde bir P noktas¬nda ke-

si̧sen, aralar¬ndaki hiperbolik aç¬� olan iki hiperbolik do¼gru olsun. Kompleks düzlemde

P noktas¬n¬n koordinat¬a olsun. Bu durumda

z� := T (z) = ei�
z � a
1� az

kural¬yla verilen T : H2 ! H2 Möbius dönüşümü P noktas¬n¬orjine resmeder. Bu

durumda � ve �; z = 0 dan geçen �� ve �� hiperbolik do¼grular¬na dönüşür. �� ve ��

hiperbolik do¼grular¬aras¬ndaki hiperbolik aç¬da � d¬r. �� ve �� hiperbolik do¼grular¬na

göre arka arkaya hiperbolik yans¬ma al¬narak elde edilen dönüşüm

w� := e2i�z�

kural¬yla verilen hiperbolik aç¬s¬ 2� olan bir S : H2 ! H2 dönme fonksiyonundan

ibarettir. S nin sabit b¬rakt¬¼g¬ noktalar z� = 0 ve z� = 1 dir. Bu dönme alt¬nda

merkezi z� = 0 olan bütün daireler sabit kal¬r. Bu daireler C� ile gösterilirse C�1 ve C�2
gibi iki dairenin aras¬nda kalan bölge de sabit kal¬r.
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z 2 H2 olmak üzere T alt¬nda z noktas¬ z� noktas¬na, S alt¬nda z� noktas¬ da w�

noktas¬na dönüşür. Son olarak T�1 alt¬nda w� noktas¬da w noktas¬na dönüşür. Böylece

T�1ST (z) = w

yani

e2i�
z � a
1� az =

w � a
1� aw

bulunur. T�1ST dönüşümü alt¬nda a ve
1

a
noktalar¬sabit kal¬rken yönlendirme korunur.

P sabit ve � de¼gi̧sti¼ginde T�1ST dönüşümleri tek bir parametreye tabi bir grup oluştu-

rurlar. Bu gruba ait dönüşümler � ve � lar¬aralar¬nda de¼gi̧stirdi¼ginden, iki C aras¬ndaki

hiperbolik uzakl¬k ayn¬d¬r. Hiperbolik dönme izometrisi eliptik öteleme olarak da bilinir

(Uluçay, 1955, Potter&Ribando, 2005).

Şekil 5.1.3.1 : H2 üzerinde hiperbolik dönme.

5.1.4 Parabolik ·Izometri

Parabolik izometri, Poincare düzleminin sonsuzdaki çemberinde bulunan bir ideal nok-

tada kesi̧sen iki hiperbolik do¼gruya göre uygulanan iki hiperbolik yans¬ma izometrisinin

bileşkesinden oluşur. � ve �; H2 nin sonsuzdaki çemberinde bulunan bir P noktas¬nda

kesi̧sen iki hiperbolik do¼gru olsun. Hiperbolik öteleme izometrisinde oldu¼gu gibi � ve

� hiperbolik do¼grular¬

z� =
z�� �
z � 1
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kural¬yla verilen T dönüşümüyle üst yar¬düzlemin paralel �� ve �� hiperbolik do¼gru-

lar¬na dönüşür. �� ve �� a göre arka arkaya al¬nan hiperbolik yans¬madan

w� = z� + h h 2 R, h 6= 0

kural¬yla verilen S dönüşümü elde edilir. S nin sabit b¬rakt¬¼g¬tek nokta vard¬r ve son-

suzdad¬r. �� ve �� do¼grular¬na dik do¼grular¬n hepsi sonsuzdan geçer. Tekrar Poincaré

disk modeline dönecek olursak

w = T�1ST (z)

olup
w�� �
w � 1 =

z�� �
z � 1 + h

dir. L noktas¬sabit kalan tek nokta olup, parabolik izometride yönlendirme korunur

(Uluçay, 1955, Potter&Ribando, 2005).

Şekil 5.1.4.1 : H2 de parabolik izometri. Şekil 5.1.4.2 : U2 de parabolik izometri.

5.2 Möbius Dönüşümlerinin Baz¬Karakterizasyonlar¬

5.2.1 Möbius Dönüşümlerinin Hiperbolik Çokgenlerle Karakterizasyonu

Tan¬m 5.2.1.1 : (G;�;
) bir gyrovektör uzay¬olmak üzere, herhangi üçü ayn¬gy-

rodo¼gru üzerinde bulunmayan birbirinden farkl¬n�tane noktay¬iki̧ser iki̧ser birleştiren

n�tane gyrodo¼gru parças¬n¬n birleşimine bir gyroçokgen denir. Burada n > 2 dir.
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Bir gyroçokgenin baz¬kenar gyrodo¼grular¬gyroçokgeni kesiyorsa gyroçokgene konkav

gyroçokgen, kesmiyorsa konveks gyroçokgen denir.

Tan¬m 5.2.1.2 : (Vs;�;
) Möbius gyrovektör uzay¬nda köşeleri A1; A2; : : : ; An 2 Vs
ve kenarlar¬ise a1 = 	A1�A2 , a2 = 	A2�A3, ..., an = 	An�A1 olan, A1; A2; � � � ; An
köşelerindeki gyroaç¬lar¬s¬ras¬yla �1; �2; :::; �n olan A1A2 � � �An gyroçokgeni tan¬mlan-

s¬n.

� = (n� 2)� � (�1 + �2 + :::+ �n)

say¬s¬na gyroçokgenin kusuru denir.

Çal¬̧sman¬n bundan sonraki bölümlerinde gyroçokgen terimini kullanmak yerine zaman

zaman hiperbolik çokgen terimi kullan¬lacakt¬r.

Tan¬m 5.2.1.3 : ABCD bir hiperbolik dörtgen olmak üzere

jABj � jCDj = jBCj � jDAj

oluyorsa bu dörtgene Apollonius dörtgeni denir. Burada jABj ile A ve B noktalar¬

aras¬ndaki Öklidyen uzakl¬k gösterilmektedir.

Möbius dönüşümlerinin bir karakterizasyonunu da Haruki ve Rassias taraf¬ndan Apol-

lonious dörtgenleri kullan¬larak verildi (Haruki&Rassias, 1998). Haruki ve Rassias bir

f fonksiyonun meromor�k oldu¼gunda ve Apollonious dörtgenlerini Apollonious dört-

genlerine götürdü¼günde f nin bir Möbius dönüşümü oldu¼gunu gösterdiler.

Tan¬m 5.2.1.4 : Hiperbolik aç¬lar¬�=2; �=2; �=2; � (0 � � < �=2) olan hiperbolik dört-

gene Lambert dörtgeni denir.

Tan¬m 5.2.1.5 : Hiperbolik aç¬lar¬�=2; �=2; �; � (0 � � < �=2) olan hiperbolik dört-

gene Saccheri dörtgeni denir.

Möbius dönüşümlerinin di¼ger bir karakterizasyonu ise Yang ve Fang taraf¬ndan Lambert

dörtgenleri ve Saccheri dörtgenleri kullan¬larak verilmi̧stir (Yang&Fang, 2010).
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Lemma 5.2.1.1 : H2 = fx : jxj < 1g olmak üzere f : H2 ! H2 dönüşümü f(O) = O

olacak biçimde Lambert dörtgenlerini koruyan birebir, örten ve sürekli bir dönüşüm

olsun. OABC; \AOC < �=2 olacak biçimde bir Lambert dörtgeni olmak üzere d(O;A),
d(O;B) ve \AOC den herhangi ikisi di¼gerini tek türlü tan¬mlar (Yang&Fang, 2006).

·Ispat : X 2 H2 noktas¬ndan geçen, birim diske ortogonal olan X1�merkezli çember

IX ile gösterilsin. jOAj = a ve jOCj = c olsun. Bu durumda IA ve IC çemberlerinin

yar¬çaplar¬s¬ras¬yla 1�a2
2a

ve 1�c
2

2c
dir. Buradan jOA1j = 1+a2

2a
ve jOC1j = 1+c2

2c
elde edilir.

Hipotezden\ABC = �=2 olup IA ve IC çemberlerinin ortogonal oldu¼gu aç¬kt¬r. Böylece
jA1C1j2 =

�
1�a2
2a

�2
+
�
1�c2
2c

�2
olup Öklidyen kosinüs teoreminden ispat tamamlan¬r.

Lemma 5.2.1.2 : H2 = fx : jxj < 1g olmak üzere f : H2 ! H2 dönüşümü f(O) = O

olacak biçimde Lambert dörtgenlerini koruyan birebir, örten ve sürekli bir dönüşüm

olsun. OABC; \AOC = \OAB = \OCB = �=2 olacak biçimde bir Lambert dörtgeni
olmak üzere \f (A) f (O) f (C) = �=2 dir (Yang&Fang, 2006).

·Ispat : 8X 2 H2 için f(X) = X p ile gösterilsin. \ApOpC p < �=2 olsun. O ve C

noktalar¬ndan geçen hiperbolik do¼gru parças¬[O;C] olmak üzere [O;C] üzerinde key�

bir D noktas¬ seçilsin. Hipotezden OAED bir Lambert dörtgeni olacak biçimde bir

E 2 [A;B] noktas¬ seçilebilir. f birebir oldu¼gundan Dp noktas¬ [Op; C p] üzerindedir.

Böylece OpApB pC p ve OpApE pDp; Op noktas¬nda ayn¬dar aç¬ya sahip Lambert dörtgen-

leridir. DpE pB pC p dörtgeninin hiperbolik aç¬lar¬ toplam¬ 2� oldu¼gundan çeli̧ski elde

edilir. Böylece \ApOpC p = �=2 dir.

Teorem 5.2.1.1 : H2 = fx : jxj < 1g olmak üzere f : H2 ! H2 dönüşümü f(O) = O

olacak biçimde birebir, örten ve sürekli bir dönüşüm olsun. f nin Möbius olmas¬için

gerek ve yeter koşul f ninH2 de Lambert dörtgenlerini korumas¬d¬r (Yang&Fang, 2010).

·Ispat : 8X 2 H2 için f(X) = X p ile gösterilsin. Teoremin ispat¬nda dört ad¬m

izlenecektir.

1. Ad¬m : ·Iddia ediyoruz ki f hiperbolik dik aç¬lar¬korur. \OAB = �=2 olacak

biçimde OAB hiperbolik dik üçgenini ve \AOC < �=2 olacak biçimde OABC Lambert
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dötgenini oluşturulsun. Lemma 5.2.1.2 den \OpApB p = �=2 bulunur.
2. Ad¬m : ·Iddia ediyoruz ki f hiperbolik aç¬lar¬da korur. \AOC < �=2 olacak biçimde
OABC Lambert dötgenini oluştural¬m. OC hiperbolik geodezi¼gine göre hiperbolik

yans¬ma al¬n¬rsa \COF < �=2 olacak biçimde di¼ger bir OCEF Lambert dörtgeni

elde edilir. OC hiperbolik geodezi¼ginin birim diski kesti¼gi nokta P ve AB hiperbolik

geodezi¼ginin birim diski kesti¼gi nokta ise Q olsun. Bu durumda ya [C;P ] hiperbolik

do¼gru parças¬üzerinde yada PQ yay¬üzerinde bir D noktas¬\OBD = �=2 olacak

biçimde bulunabilir. Burada iki durum söz konusudur.

1. Durum : D 2 [C;P ] olsun. Bu durumda \OED = �=2 dir. 1. Ad¬mdan biliyo-

ruz ki tüm hiperbolik dik aç¬lar f alt¬nda korunur. Bu durumda OApB pC p dörtgeni

\ApOC p < �=2 olacak biçimde bir Lambert dörtgenidir. f birebir, örten ve hiper-

bolik dik aç¬lar¬koruyan bir dönüşüm oldu¼gundan Dp noktas¬\OB pDp = �=2 olacak

biçimde [C p; P p] hiperbolik do¼gru parças¬üstünde tek türlü tan¬mlan¬r. B pC p hiperbolik

do¼grusunun birim diski kesti¼gi nokta Rp olsun. \ORpP p = 0 ve \OC pP p = � oldu¼gun-
dan E p noktas¬[C p; Rp] üstünde \OE pDp = �=2 olacak biçimde tek türlü belirlidir. Bir

hiperbolik geodezik ve d¬̧s¬nda bir nokta verildi¼ginde bu noktadan geçen geodezi¼ge or-

togonal olan bir ve yaln¬z bir hiperbolik geodezik vard¬r. Son olarak F p noktas¬ da

F pE p hiperbolik geodezi¼gi C pE p hiperbolik geodezi¼gine ortogonal olacak biçimde ve OF p

hiperbolik geodezi¼gi E pF p hiperbolik geodezi¼gine ortogonal olacak biçimde tek türlü

tan¬ml¬d¬r. Di¼ger yandan OApB pC p ve D sabitlendikten sonra OP p yans¬mas¬al¬n¬rsa

\OE pDp = �=2 olacak biçimde bir OCEF Lambert dörtgeni elde edilir. Böylece elde

edilen iki inşa üst üste düşer ve \C pOF p = \C pOAp elde edilir.
2. Durum : D, birim diskin PQ yay¬üzerinde olsun. Bu durumda D noktas¬ndan

geçen OC ye ortogonal olan birtek DG hiperbolik geodezi¼gi vard¬r ve burada G noktas¬

birim diski kesti¼gi noktad¬r. Bu durumda \OEG = �=2 dir. f alt¬ndaki görüntüler

incelendi¼ginde 1. Durumdaki gibi \C pOF p = \C pOAp elde edilir.
·Ikinci olarak 1 � i � p olacak biçimde p tamsay¬s¬için \AiOAi+1 = 2�

p
ve d(O;Ai) =

d(O;Ai+1) olacak biçimde Lambert dörtgenlerinin OAiBiAi+1 dizisi oluşturulsun. Bu

durumda her OApiB
p
iA

p
i+1 dörtgeni bir Lambert dörtgenidir ve 1 � i � p için \ApiOApi+1
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hiperbolik aç¬lar¬eşittir. f birebir oldu¼gundan ve A1 = Ap+1 oldu¼gundan Ap1 = A
p
p+1

bulunur. bu ise her \ApiOApi+1 hiperbolik aç¬s¬n¬n 2�
p
oldu¼gunu gösterir. Böylece f

fonksiyonu O daki q(2�)
p
�de¼gerli hiperbolik aç¬lar¬korur, (p; q 2 Z). f sürekli ve Q

rasyonel say¬lar kümesi R de yo¼gun oldu¼gundan f hiperbolik aç¬lar¬korur.

3. Ad¬m : ·Iddia ediyoruz ki f hiperbolik uzakl¬klar¬da korur. d, hiperbolik uzak-

l¬k fonksiyonunu göstermek üzere d(O;A) = d(O;C) olacak biçimde OABC Lambert

dörtgeni verilsin. Hiperbolik sinüs kural¬ndan \ABO = \CBO bulunur. f hiperbolik
aç¬lar¬korudu¼gundan \ApB pO = \C pB pO ve \OApB p = \OC pB p = �=2 bulunur. Hiper-
bolik sinüs kural¬ndan d(O;Ap) = d(O;C p) elde edilir. OApB pC p hiperbolik dörtgeni de

bir Lambert dörtgenidir ve \ApOC p = \AOC dir. Lemma 5.2.1 den d(O;Ap) = d(O;A)
elde edilir.

4. Ad¬m : x; y 2 H2 key� noktalar olsunlar. d(O; x) = d(O; xp) ve d(O; y) = d(O; yp)

oldu¼gundan jxj = jxpj ve jyj = jypj bulunur. Burada j�j ile Öklidyen norm gösterilmekte-

dir. 2. Ad¬mdan f nin aç¬sal büyüklükleri korudu¼gu bilindi¼gine göre jx� yj = jxp � ypj

elde edilir. Buradan
2 hx; yi = jxj2 + jyj2 � jx� yj2

= jxpj2 + jypj2 � jxp � ypj2

= 2 hxp; ypi

olup böylece f iç çarp¬m¬korur ve H2 deki k¬s¬tlanm¬̧s¬ortogonal oldu¼gundan f Möbius

dönüşümüdür.

Sonuç 5.2.1.1 : H2 = fx : jxj < 1g olmak üzere f : H2 ! H2 dönüşümü f(O) = O

olacak biçimde birebir, örten ve sürekli bir dönüşüm olsun. Bu durumda aşa¼g¬dakiler

denktir (Yang&Fang, 2006):

(a) f bir Möbius dönüşümüdür;

(b) f; iki komşu köşesinde hiperbolik dik aç¬ya sahip hiperbolik dörtgenleri korur;

(c) f Saccheri dörtgenlerini korur.

Tan¬m 5.2.1.6 : n�kenarl¬bir hiperbolik çokgenin tam olarak iki aç¬s¬�=2 den farkl¬

ise bu çokgene A�tipinde, yaln¬z bir aç¬s¬�=2 den farkl¬ise B�tipinde ve her aç¬s¬�=2

ise C�tipindedir denir (Liu, 2006).
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Tan¬m 5.2.1.7 : H2 = fx : jxj < 1g olmak üzere f : H2 ! H2 dönüşümüA;B; C�tipin-

deki hiperbolik çokgenleri koruyorsa f ye s¬ras¬yla A;B; C�tipindedir denir (Liu, 2006).

Lemma 5.2.1.3 : �1; �2 � � � ; �n ; j = 1; 2; : : : ; n olmak üzere 0 � �j � (n� 2)� olacak

biçimde bir s¬ral¬n�li olsun. Bu durumda iç aç¬lar¬�1; �2 � � � ; �n olan bir � hiperbolik

çokgeninin var olabilmesi için gerek ve yeter koşul �1+�2+� � �+�n < (n� 2)� olmas¬d¬r

(Beardon, 1983).

Lemma 5.2.1.3 ün bir uygulamas¬olarak bir hiperbolik n�çokgenin C-tipinde olmas¬

için gerek ve yeter koşul n � 5 olmas¬d¬r.

Lemma 5.2.1.4 : H2 = fx : jxj < 1g olmak üzere f : H2 ! H2 dönüşümü birebir,

örten ve sürekli bir dönüşüm olsun. n = 3 için f nin Möbius olmas¬için gerek ve yeter

koşul f nin A-özelli¼ginde olmas¬d¬r (Liu, 2006).

·Ispat : 8X 2 H2 için f(X) = X p ile gösterilsin. Kabul edelim ki f dönüşümü A-

özelli¼ginde olsun. ABC ise \BAC = �=2 olacak biçimde bir hiperbolik üçgen olsun.

E¼ger \ApB pC p = �=2 ise [A;C] üzerinde al¬nan key�birD noktas¬için ApB pDp hiperbolik

üçgeni daima dik olmayabilir. Bu ise ABD hiperbolik üçgeninin dik olmas¬yla çeli̧sir.

Benzer olarak \ApC pB p 6= �=2 dir. Böylece f dönüşümü hiperbolik aç¬s¬ �=2 olan

köşe noktas¬n¬korur. Böylece \BAC = �=2 = \B pApC pf olup, f dönüşümü Lambert
dörtgenlerini korudu¼gundan bir Möbius dönüşümüdür.

Lemma 5.2.1.5 : H2 = fx : jxj < 1g olmak üzere f : H2 ! H2 dönüşümü birebir,

örten ve sürekli bir dönüşüm olsun. 8n > 3 için f dönüşümü A-özelli¼ginde ise f iç aç¬s¬

�=2 olmayan köşe noktas¬n¬korur (Liu, 2006).

·Ispat : 8X 2 H2 için f(X) = X p ile gösterilsin. A1A2; � � �An hiperbolik çokgeni

A-tipinde olsun. Bu durumda bu hiperbolik çokgenin komşu iki köşe noktas¬birisin-

deki hiperbolik aç¬�=2; di¼gerindeki hiperbolik aç¬ ise �=2 den farkl¬ olacak biçimde

bulunabilir. Örne¼gin \A1A2A3 = �=2 ve \A2A1An 6= �=2 olsun. ·Iddia ediyoruz ki

\Ap2Ap1Apn 6= �=2 dir. Aksi halde A1An üzerinde bir B noktas¬A2B ? A1An ola-

cak biçimde var olsayd¬, bu durumda \Ap2B pApn 6= �=2 bulunurdu. Böylece BA2 � � �An
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hiperbolik çokgeniA-tipinde olupB pAp2 � � �Apn hiperbolik çokgeni deA-tipindedir. Dikkat

edilecek olursa Ap1A
p
2 � � �Apn hiperbolik çokgeni de A-tipindedir. O halde \B pAp2Ap3 =

�=2 ve \Ap1Ap2Ap3 6= �=2 elde edilir. Burada 2 durum söz konusudur.

1. Durum : \A1AnAn�1 = �=2 ise yukar¬daki duruma benzer biçimde \Ap1ApnApn�1 6=
�=2 elde edilir. Ap1A

p
2 � � �Apn hiperbolik çokgeni A-tipinde oldu¼gundan Ap2 ve Apn köşe

noktalar¬d¬̧s¬ndaki di¼ger tüm köşe noktalar¬ndaki hiperbolik aç¬lar �=2 dir. Böylece

\Ai�1AiAi+1 6= �=2 ve \AiAi+1Ai+2 = �=2 olacak biçimdeki di¼ger Ai köşeleri için

\ApiApi+1Api+2 6= �=2 elde edilir. Bu ise çeli̧ski oluşturur.
2. Durum : \A1AnAn�1 6= �=2 ise [An; An�1] de bir C noktas¬A1; A2 � � � ; An�1C

hiperbolik çokgeni A-tipinde olacak biçimde vard¬r. Bu durumda ise Ap1; Ap2 � � � ; Apn�1C p

hiperbolik çokgeninde Ap1; A
p
2 ve C

p deki hiperbolik aç¬lar �=2 de¼gildir. Bu ise ispat¬

tamamlar.

Lemma 5.2.1.6 : H2 = fx : jxj < 1g olmak üzere f : H2 ! H2 dönüşümü birebir,

örten ve sürekli bir dönüşüm olsun. 8n > 3 için f dönüşümü A-özelli¼ginde ise ayn¬

zamanda hem B hem C-özelli¼gindedir (Liu, 2006).

·Ispat : 8X 2 H2 için f(X) = X p ile gösterilsin. A1A2 � � �An hiperbolik çokgeni yaln¬zca

A1 köşesindeki aç¬s¬�=2 olmayan bir hiperbolik çokgen olsun. A1BA3 � � �An hiperbolik

çokgeni A-tipinde olacak biçimde B 2 [A2; A3] seçelim. Bu durumda Lemma 5.2.1.5

den dolay¬Ap3; A
p
4; : : : ; A

p
n deki hiperbolik aç¬lar �=2 dir. Benzer biçimde C 2 [An; An�1]

olmak üzereA-tipinde birA1A2 � � �An�1C hiperbolik çokgeni oluşturularak \Ap1Ap2Ap3 =
�=2 elde edilir. \A2A1An 6= �=2 oldu¼gundan \A2DAn = �=2 olacak biçimde bir

D 2 A1An noktas¬vard¬r. Böylece DA2 � � �An de ayn¬zamanda B-tipindedir. Lemma

5.2.1.5 den \Ap2DpApn 6= �=2 ve \Ap2Ap1Apn 6= �=2 elde edilir. Böylece f dönüşümü

B-özelli¼ginde olup benzer biçimde C�tipinde oldu¼gu da benzer biçimde ispatlan¬r.

Lemma 5.2.1.7 : H2 = fx : jxj < 1g olmak üzere f : H2 ! H2 dönüşümü birebir,

örten ve sürekli bir dönüşüm olsun. 8n > 3 için f dönüşümü B-özelli¼gine sahipse f

dönüşümü aç¬s¬�=2 olmayan tek köşesini korur (Liu, 2006).

·Ispat : Lemma 5.2.1.5 deki ispata benzer biçimde elde edilir.
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Teorem 5.2.1.2 : H2 = fx : jxj < 1g olmak üzere f : H2 ! H2 dönüşümü birebir,

örten ve sürekli bir dönüşüm olsun. f nin Möbius olmas¬için gerek ve yeter koşul f nin

n � 3 için A-özelli¼ginde olmas¬d¬r (Liu, 2006).

·Ispat : f nin Möbius olmas¬durumunda f nin bir hiperbolik izometri olaca¼g¬ndan,

n � 3 için f nin A-özelli¼ginde oldu¼gu aç¬kt¬r.

8X 2 H2 için f(X) = X p ile gösterilsin.

n = 3 için Lemma 5.2.1.4 den ispat kolayca yap¬l¬r.

n = 4 için ABD, \BAD = �=2 olacak biçimde bir hiperbolik dik üçgen olsun. Bu

durumda ABCD hiperbolik çokgeniA-tipinde olacak biçimde bir C noktas¬bulunabilir.

Lemma 5.2.1.5 den \B pApDp = �=2 olup Lemma 5.2.1.4 den f Möbius dönüşümüdür.

n = 5 için ABFE bir Lambert dörtgeni (yani B-tipinde) ve \ABF 6= �=2 olsun. BF
ye göre hiperbolik yans¬ma alt¬nda ya B yada C�tipinde bir hiperbolik çokgen elde

edilir. Bu hiperbolik çokgen ABCDE ile gösterilsin. Lemma 5.2.1.6 dan ApB pC pDpE p

hiperbolik çokgeni de ya B yada C�tipindedir. Lemma 5.2.1.7 den \B pApE p = �=2 =
\ApE pF p dir. Benzer biçimde AB ye göre hiperbolik yans¬ma al¬n¬rsa \B pF pE p = �=2
bulunur. Lemma 5.2.1.3 den ApB pF pE p de bir Lambert dörtgenidir. Böylece f Möbius

dönüşümüdür.

n � 6 için A1A2An bir hiperbolik dik üçgen olsun. \A2A1An = �=2 ve \A1A2An = �
olsun. Lemma 5.2.1.3 den hiperbolik aç¬lar¬ �

2
� �; �

2
; : : : ; �

2
; � olan bir A2A3 � � �An�2B

hiperbolik çokgeni vard¬r, (B 2 A2An): Hiperbolik çokgen konveks oldu¼gundan A2An
geodezi¼gine göre hiperbolik yans¬ma alt¬nda A2A3 � � �An�1B hiperbolik çokgeniyle ya A

yada B tipinde A1A2 � � �An�1An hiperbolik çokgeni elde edilir ve bu hiperbolik çokgenin

görüntüsü de Lemma 5.2.1.6 dan yaA yada B tipindedir. Böylece \Ap2Ap1Apn = �
2
eşitli¼gi

Lemma 5.2.1.5 den ve Lemma 5.2.1.7 den bulunur. Böylece Lemma 5.2.1.4 den f bir

Möbius dönüşümüdür.

Tan¬m 5.2.1.8 : D = fx : jxj < 1g ve A1 � � �An, D de bir hiperbolik çokgen olmak

üzere

jA1 	 A2j = jA2 	 A3j = � � � = jAn�1 	 Anj = jAn 	 A1j := a
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ve

\A1A2A3 = \A2A3A4 = � � � = \An�1AnA1 = \AnA1A2 := � > 0

oluyorsa A1 � � �An hiperbolik çokgenine regülerdir denir.

Lemma 5.2.1.8 : f : D �! D sürekli birebir, örten ve ikizkenar hiperbolik üçgenleri

koruyan bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonu ikizkenar hiperbolik üçgenlerin

hiperbolik aç¬lar¬n¬da korur (Demirel2&Seyrantepe2, 2010).

·Ispat : 8X 2 D için f(X) = X p ile gösterilsin. ABC; D de jA	Bj = jA	 Cj,

\CAB = � ve \ABC = � = \BCA olacak biçimde bir ikizkenar hiperbolik üç-

gen olsun. Öncelikle \ApB pC p = \B pC pAp oldu¼gu gösterilmelidir. Kabul edelim ki

\ApB pC p 6= \B pC pAp olsun. \ApB pC p := 
 olsun. \B pC pAp = \C pApB p almak genelli¼gi
bozmaz.

1. durum : 2� > � > � ise [B;C] üzerinde \CAE = � = \DAB olacak biçimde

D ve E noktalar¬vard¬r. f birebir oldu¼gundan Dp; E p noktalar¬da [B p; C p] üzerindedir.

ABD hiperbolik üçgeni ikizkenar oldu¼gundan ApB pDp hiperbolik üçgeni de ikizkenard¬r.

Böylece \B pDpAp = \DpApB p yada \B pDpAp = \ApB pDp dir. \B pDpAp = \ApB pDp

oldu¼gu aç¬kt¬r. Aksi takdirde ApDpC p hiperbolik üçgeninin hiperbolik aç¬lar¬ toplam¬

� den büyük olurdu. Benzer biçimde AEC hiperbolik üçgeni ikizkenar oldu¼gundan

ApE pC p hiperbolik üçgeni de ikizkenard¬r. Bu durumda \ApE pC p = � yada \ApE pC p =
\C pApE p elde edilir. \C pApDp; \DpApE p; \E pApB p hiperbolik aç¬lar¬s¬ras¬yla �1; �2; ve
�3 ile gösterilsin. Öncelikle \ApE pC p = � durumunu inceleyelim. Bu durumda ApB pE p

hiperbolik üçgeninin hiperbolik aç¬lar¬ toplam¬ �3 + 
 + (� � �) olup, bir hiperbolik

üçgenin hiperbolik aç¬lar¬toplam¬� den küçük olaca¼g¬ndan 
 < �1+�2 bulunur. ApDpC p

hiperbolik üçgeninin hiperbolik aç¬lar¬ toplam¬ �1 + � + � � 
 olup, bir hiperbolik

üçgenin hiperbolik aç¬lar¬toplam¬� den küçük olaca¼g¬ndan �1+� < 
 bulunur. Böylece


 < �1 + �2 ve �1 + � < 
 eşitsizliklerinden � < �2 bulunur ve sonuç � > �2 olmas¬yla

çeli̧sir. \ApE pC p = �1 + �2 durumu incelenirse ApB pE p hiperbolik üçgeninin hiperbolik
aç¬lar¬toplam¬��(�1 + �2)+�3+
 olup, böylece 
 < (�1 + �2)��3 bulunur. �1+� < 


oldu¼gundan � < �2 � �3 olup, bu ise � > �2 + �3 sonucuyla çeli̧sir.
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2. durum : � � 2� ise, yukar¬daki yol izlenerek benzer biçimde çeli̧ski elde edilir.

3. durum : � > � ise, [A;B] üzerinde \FCA = � olacak biçimde bir F noktas¬

vard¬r. FCB hiperbolik üçgeninin hiperbolik aç¬lar¬toplam¬� �\AFC + (� � �) + �
olup, yukar¬daki duruma benzer biçimde (� � �) + � < \AFC elde edilir. Hipotezden
� < � = (� � �)+� < (� � �)+� < \AFC olup birinci ad¬mdan \C pApF p = \F pC pAp

bulunur. Fakat bu ise \B pC pAp = \C pApB p olmas¬yla çeli̧sir. Böylece \ApB pC p =
\B pC pAp dir.
n 2 Z+ için jA	Bij = jA	Bi+1j ve \BiABi+1 = 2�

n
olacak biçimde ikizkenar hiper-

bolik üçgenlerin bir ABiBi+1 dizisini alal¬m. n > 2 oldu¼gu aç¬kt¬r ve hipotezden

1 � i � n � 1 olacak biçimdeki her i için ApB piB pi+1 hiperbolik üçgenleri de ikizke-

nard¬r. f birebir oldu¼gundan B1 = Bn+1 olmas¬B p1 = B
p
n+1 olmas¬n¬gerektirir. Böylece

1 � i � n � 1 olacak biçimdeki her i için \B piApB pi+1 = 2�
n
bulunur. Ayn¬zamanda

m 2 Z+ için f fonksiyonu A noktas¬nda m(2�)
n
�de¼gerli hiperbolik aç¬lar¬da korur. f

sürekli oldu¼gundan ve rasyonel say¬lar kümesi R de yo¼gun oldu¼gundan f fonksiyonu A

noktas¬ndaki tüm hiperbolik aç¬lar¬korur ve böylece \CAB = \C pApB p elde edilir.
1. durum : jA	Bj > jC 	Bj olsun. Bu durumda [A;B] üzerinde jC 	Bj = jD 	Bj

olacak biçimde birD noktas¬bulunabilir. BCD hiperbolik üçgeni ikizkenar oldu¼gundan

ve yukar¬da elde edilen sonuçtan dolay¬\ABC = \DBC = \DpB pC p = \ApB pC p elde
edilir. Dikkat edilecek olursa f birebir oldu¼gundan dolay¬Dp noktas¬[Ap; B p] üzerindedir.

2. durum : jA	Bj < jC 	Bj olsun. jA	Bj = jB 	 Ej olacak biçimde [B;C] üze-

rinde bir E noktas¬alal¬m. Böylece ABE hiperbolik üçgeninin ikizkenar oldu¼gu aç¬kt¬r

ve \ABC = \ABE = \ApB pE p = \ApB pC p elde edilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s
olur.

Sonuç 5.2.1.2 : f : D �! D sürekli birebir, örten ve ikizkenar gyroüçgenleri ko-

ruyan bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonu regüler gyroçokgenleri de korur

(Demirel2&Seyrantepe2, 2010).

·Ispat : Regüler hiperbolik çokgenin köşelerinden gyroçokgenin merkezine çizilen gy-

rodo¼gru parçalar¬yard¬m¬yla kolayca ispatlanabilir.
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Sonuç 5.2.1.3 : f : D �! D sürekli birebir, örten ve ikizkenar gyroüçgenleri koruyan

bir fonksiyon olsun. Bu durumda f bütün regüler gyropoligonlar¬n köşelerindeki aç¬lar¬

da korur (Demirel2&Seyrantepe2, 2010).

·Ispat : Lemma 5.2.1.8 den kolayca ispatlanabilir.

Teorem 5.2.1.3 : f : D �! D sürekli birebir, örten bir fonksiyon olsun. Bu durumda

f nin Möbius olmas¬ için gerek ve yeter koşul f nin ikizkenar hiperbolik üçgenleri

korumas¬d¬r (Demirel2&Seyrantepe2, 2010).

·Ispat : f nin Möbius olmas¬durumunda ikizkenar hiperbolik üçgenleri korudu¼gu aç¬k-

t¬r. f nin ikizkenar hiperbolik üçgenleri korudu¼gunu kabul edelim. Üstelik f(0) = 0

olsun. E¼ger f(0) 6= 0 ise bir gf(0) = 0 olacak biçimde bir g hiperbolik izometri

seçilebilir. x; y key� iki nokta olsun. jxj < jyj almak genelli¼gi bozmaz.

1. durum : x; y ve 0 do¼grudaş olmas¬n. Bu durumda 0y hiperbolik do¼grusu üstünde

0 ve y noktalar¬aras¬nda jKj = jxj olacak biçimde bir K noktas¬bulunabilir. Benzer

biçimde 0x hiperbolik do¼grusu üstünde jQj = jyj olacak biçimde, x noktas¬ile 0 noktas¬

aras¬nda kalan bir Q noktas¬bulunabilir. Q0y ve x0K hiperbolik üçgenlerinin ikizkenar

oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayn¬zamanda hipotezden dolay¬Qp0yp ve xp0K p hiperbolik üçgenleri de

ikizkenard¬r ve \Qp0yp = \xp0K p sa¼glan¬r. Lemma 5.2.1.8 den jxj = jxpj ; jyj = jypj ve

jx	 yj = jxp 	 ypj elde edilir. jx	 yj = jxp 	 ypj olmas¬ise

xy + xy = xpyp + xpyp

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬n¬gerektirir. Böylece f iç çarp¬m¬korudu¼gundan ve D deki k¬s¬t-

lamas¬üniter oldu¼gundan f fonksiyonu bir Möbius dönüşümüdür.

2. durum : x; y ve 0 do¼grudaş olsun ve l ise başlang¬ç noktas¬ndan geçen bir hiper-

bolik do¼gru olsun. jxj = jP j ; jyj = jQj ve \x0P = \y0Q olacak biçimde l üstünde

P;Q noktalar¬alal¬m. Bu durumda da f nin iç çarp¬m¬korudu¼gu aç¬kt¬r ve f Möbius

dönüşümüdür.

jxj = jyj olma durumu aç¬k oldu¼gundan bu durum göz önüne al¬nmam¬̧st¬r.
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Teorem 5.2.1.4 : f : D �! D sürekli birebir, örten bir fonksiyon olsun. Bu du-

rumda f nin Möbius olmas¬için gerek ve yeter koşul f nin regüler hiperbolik çokgenleri

korumas¬d¬r (Demirel2&Seyrantepe2, 2010).

·Ispat : f nin Möbius olmas¬durumunda regüler hiperbolik çokgenleri korudu¼gu aç¬k-

t¬r. Şimdi f nin regüler hiperbolik çokgenleri korudu¼gunu kabul edelim. f nin ikizkenar

hiperbolik üçgenleri korudu¼gunu göstermek yeterlidir. ABC; D de jA	Bj = jA	 Cj

olacak biçimde bir gyroüçgen olsun. n 2 Z+ için jA	Bij = jA	Bi+1j ve \BiABi+1 =
2�
n
olacak biçimde ikizkenar hiperbolik üçgenlerin ABiBi+1 dizisini oluştural¬m. f bire-

bir oldu¼gundan B1 = Bn+1 olmas¬B p1 = B pn+1 olmas¬n¬gerektirir. B1B2 � � �Bn hiper-

bolik çokgeninin A merkezli bir regüler hiperbolik çokgen oldu¼gu aç¬kt¬r ve hipotezden

dolay¬B p1B
p
2 � � �B pn gyroçokgeni de Ap merkezli bir regüler hiperbolik poligondur. Bu-

radan 1 � i � n � 1 olacak biçimdeki her i için \B piApB pi+1 = 2�
n
elde edilir. Böylece

m 2 Z+ için f A noktas¬ndaki m(2�)
n
�de¼gerli hiperbolik aç¬lar¬korur. f sürekli oldu¼gun-

dan ve rasyonel say¬lar kümesi R de yo¼gun oldu¼gundan f fonksiyonu A noktas¬ndaki

tüm hiperbolik aç¬lar¬korur. Benzer biçimde yukar¬daki lemmada kullan¬lan method

yard¬m¬yla ABC hiperbolik üçgeninin di¼ger köşelerindeki hiperbolik aç¬lar¬n korundu¼gu

da gösterilebilir. Böylece f nin ikizkenar hiperbolik üçgenleri korudu¼gunu göstermi̧s

olup, bu ise f nin bir Möbius dönüşümü olmas¬için yeterlidir.

Hiperbolik üçgenler yard¬m¬yla Möbius dönüşümlerinin di¼ger bir karakterizasyonu

da Li ve Wang taraf¬ndan verilmi̧stir (Li&Wang, 2009).

5.2.2 Möbius Dönüşümlerinin Hiperbolik Do¼grularla Karakterizasyonu

Lemma 5.2.2.1 : l ve k; H2 uzay¬n¬n s¬n¬r¬üzerinde kesi̧sen iki hiperbolik do¼gru olsun.

f : H2 ! H2 dönüşümü birebir, örten ve hiperbolik do¼grular¬koruyan bir dönüşüm ise

f (l) ve f (k) do¼grular¬da H2 uzay¬n¬n s¬n¬r¬üzerinde kesi̧sirler (Je¤ers, 2000).

·Ispat : f , birebir, örten ve hiperbolik do¼grular¬koruyan bir dönüşüm oldu¼gundan f�1

dönüşümü de hiperbolik do¼grular¬koruyan bir dönüşümdür. l ve k hiperbolik do¼gru-
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lar¬n¬n H2 nin @H2 s¬n¬r¬nda kesi̧sti¼gini fakat f(l) ve f(k) hiperbolik do¼grular¬n¬n diskin

s¬n¬rda kesi̧smedi¼gi kabul edilsin. f(l) ile diskin içinde kesi̧secek fakat f(k) ile diskin

içinde kesi̧smeyecek biçimde bir np := f(n) do¼grusu seçilsin. f(k) ile f(n) hiperbolik

do¼grular¬kesi̧sirken l ile n hiperbolik do¼grular¬kesi̧smezler. Bu ise f nin birebir örten

olmas¬yla çeli̧sir.

Şekil 5.2.2.1 : Diskin s¬n¬r¬nda kesi̧sen hiperbolik do¼grular¬n

görüntüleride diskin s¬n¬r¬nda kesi̧sir.

Lemma 5.2.2.2 : f : H2 ! H2 dönüşümü birebir, örten ve hiperbolik do¼grular¬

koruyan bir dönüşüm ise f dönüşümü do¼grular üzerindeki s¬ralamay¬ korur (Je¤ers,

2000).

·Ispat : l; H2 uzay¬nda bir hiperbolik do¼gru olsun. x1; x2 ve y noktalar¬ise l do¼grusu

üstünde ve y noktas¬x1 ve x2 noktalar¬n¬n aras¬nda olsun. f (x1) = x1, f (x2) = x2,

ve f (y) = y olmak üzere f dönüşümünün do¼grular üzerindeki s¬ralamay¬korumad¬¼g¬

kabul edilsin. x1 noktas¬ndan geçen l den farkl¬bir l1 do¼grusu, x2 noktas¬ndan geçen

l den farkl¬bir l2 do¼grusu ve y noktas¬ndan geçen l den farkl¬bir k do¼grusu seçilsin.

Üstelik l1; l2 ve k do¼grular¬kesi̧smesin. Bu durumda f (l1) = l1 , f (l2) = l2 ve f (k) =
_

k

do¼grular¬da kesi̧smez. l1 ve l2 do¼grular¬n¬n ikisini de kesecek biçimde fakat
_

k do¼grusunu

kesmeyecek biçimde bir m := f(m) do¼grusu seçilsin. Bu durumda m do¼grusu hem l1

do¼grusunu hem de l2 do¼grusunu keserken ayn¬zamanda k do¼grusuyla da kesi̧sir. Bu ise

f nin birebir ve örten bir fonksiyon olmas¬yla çeli̧sir.
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Şekil 5.2.2.2 : f dönüşümü alt¬nda s¬ralama korunur.

Önerme 5.2.2.1 : f : H2 ! H2 dönüşümü birebir, örten ve hiperbolik do¼grular¬

koruyan bir dönüşüm ise f; @H2 üstünde süreklidir (Je¤ers, 2000).

Aşa¼g¬daki lemma bu önermeye denktir.

Lemma 5.2.2.3 : f : H2 ! H2 dönüşümü birebir, örten ve hiperbolik do¼grular¬

koruyan bir dönüşüm olsun. x1; x2; y1; y2 2 @H2 olmak üzere y1 ve y2 noktalar¬x1 ve

x2 noktalar¬n¬ayr¬̧st¬rs¬n. Bu durumda f (y1) ve f (y2) noktalar¬da f (x1) ve f (x2)

noktalar¬n¬ayr¬̧st¬r¬r (Je¤ers, 2000).

·Ispat : lx; ly hiperbolik do¼grular¬ diski s¬ras¬yla fx1; x2g ve fy1; y2g noktar¬nda ke-

sen hiperbolik do¼grular olsun. Hipotez gere¼gince lx; ly do¼grular¬kesi̧sir. Bu durumda

f (lx) ; f (ly) do¼grular¬ da kesi̧sir. Dolay¬s¬yla f (y1) ve f (y2) noktalar¬ da f (x1) ve

f (x2) noktalar¬n¬ayr¬̧st¬r¬r.

Lemma 5.2.2.4 : f : H2 ! H2 dönüşümü birebir, örten ve hiperbolik do¼grular¬ko-

ruyan bir dönüşüm olsun. f fonksiyonu l hiperbolik do¼grusunun biti̧s noktalar¬n¬sabit

b¬raks¬n. �l : H2 ! H2 dönüşümü l ye göre hiperbolik yans¬ma dönüşümünü göstersin.

Bu durumda

f�l = �lf

d¬r (Je¤ers, 2000).
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·Ispat: Bu lemman¬n ispat¬U2 üst yar¬düzlem modelinde gösterilecektir. g := f�lf�1�l
olsun. f (l) = l oldu¼gundan 8x 2 L için

g(x) = f�lf
�1(x) = ff�1(x) = x

bulunur. Özel olarak l do¼grusu 0 ve1 noktas¬ndan geçeçek biçimde seçilsin. Reel eksen

üzerinde 1 ve x < 0 olacak biçimde iki nokta seçilsin. Bu iki noktadan geçen do¼gru m

olmak üzere g(1) := u 2 R olsun. m hiperbolik do¼grusu l yi is noktas¬nda kessin. Bu

durumda g (is) = is olur. is ve u dan geçen do¼gru g(m) do¼grusudur. is noktas¬n¬n @U2

s¬n¬r¬na olan uzakl¬¼g¬s olmak üzere, benzerlik teoreminden

�x
s
= s ve �g(x)

s
=
s

u

yani g(x) =
x

u
elde edilir. Bu dönüşüm U2 üst yar¬düzlem modelinin sol taraf¬ndan

yine sol taraf¬na tan¬ml¬d¬r. U2 nin sol taraf¬nda bulunan bir nokta U2 nin sol taraf¬nda

bulunan iki hiperbolik do¼grunun arakesiti biçiminde düşünülürse, g nin tan¬m¬na göre

kesi̧sen bu iki hiperbolik do¼gru s¬f¬ra do¼gru yaklaş¬r. Dolay¬s¬yla arakesit noktas¬da

s¬f¬ra yaklaş¬r. g dönüşümü l nin her noktas¬n¬sabit b¬rakt¬¼g¬ndan ve U2 nin sol taraf¬n¬

s¬f¬ra yaklaşt¬rd¬¼g¬ndan dolay¬u = 1 olmak zorundad¬r. Böylece g dönüşümü U2 nin sol

taraf¬ndan kendisine tan¬ml¬birim dönüşümdür. Benzer biçimde bu dönüşüm U2 nin

sa¼g taraf¬nda da tan¬mlan¬rsa, g nin birim dönüşüm oldu¼gu görülür.

Şekil 5.2.2.3 : g(x) noktas¬u taraf¬ndan tan¬mlan¬r.
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Teorem 5.2.2.1 : f : H2 ! H2 dönüşümü birebir, örten ve hiperbolik do¼grular¬

koruyan bir dönüşüm olsun. Bu durumda f dönüşümü H2 uzay¬n¬n bir izometrisidir

(Je¤ers, 2000).

·Ispat : ·Izometriler, genel Möbius dönüşümleri gibi @U2 (ayn¬zamanda @H2) nin ayr¬k

üç noktas¬n¬@U2 nin (@H2 nin) ayr¬k üç noktas¬na dönüştür. f nin @U2 nin 0; 1 ve

1 noktalar¬n¬sabit b¬rakt¬¼g¬kabul edilsin. E¼ger f bu noktalar¬sabit b¬rakm¬yorsa bir

izometriyle bileşke al¬narak bu noktalar sabit b¬rak¬labilir. Bu üç ayr¬k nokta bir T

ideal üçgeninin köşelerini oluşturular. l bu üçgenin bir kenar¬ve x 2 @U2 ise f alt¬nda

sabit kalan bir nokta olsun. Lemma 5.2.2.4 gere¼gince

f(�l(x)) = �l(f(x)) = �l(x)

elde edilir. Böylece �l(x); f alt¬nda sabit kal¬r. Yani f dönüşümü �l(T ) nin köşelerini

sabit b¬rakm¬̧s olur. Bu i̧slem arka arkaya uyguland¬¼g¬nda f dönüşümü daima üçgenlerin

köşe noktalar¬n¬sabit b¬rak¬r. Şekil 5.2.2.4 de görülece¼gi üzere f , @U2 nin yo¼gun bir

altkümesini sabit b¬rak¬r. Ayr¬ca f; @U2 üzerinde sürekli oldu¼gundan f; @U2 nin tüm

noktalar¬n¬sabit b¬rak¬r. O halde U2 nin de tüm noktalar¬n¬sabit b¬rak¬r. Böylece f

bir hiperbolik izometridir.

Şekil 5.2.2.4 : U2 de verilen bir l hiperbolik do¼grusuna göre hiperbolik yans¬ma.

Teorem 5.2.2.2 : f : Hn ! Hn (n > 1) birebir, örten ve hiperbolik do¼grular¬n

korundu¼gu bir dönüşüm olsun. Bu durumda f dönüşümü Hn uzay¬n¬n bir izometrisidir

(Je¤ers, 2000).
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·Ispat: x; y 2 Hn olsun. �, x ve y noktalar¬ndan geçen iki boyutlu bir hiperdüzlem olsun.

l1 ve l2 ise � n¬n kesi̧sen iki hiperbolik do¼grusu olsun. � nin f alt¬ndaki görüntüsü ise

yine iki boyutlu bir hiperdüzlemdir. f(�) = � oldu¼gu kabul edilebilir. E¼ger f(�) 6= �

ise bir g hiperbolik izometrisiyle bileşke al¬narak gf(�) = � elde edilir. Teorem 5.2.2.1

gere¼gince

f j� : �! �

dönüşümü bir hiperbolik izometridir.

Sonuç 5.2.2.1 : f : Hn ! Hn (n > 1) birebir, örten ve r�boyutlu hiperdüzlemlerin

korundu¼gu bir dönüşüm olsun. Bu durumda f dönüşümü Hn uzay¬n¬n bir izometrisidir

(Je¤ers, 2000).
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