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OZET

ARALIK SAYILI DOGRUSAL DENKLEM SiSTEMLERI

ESER, Engin
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman :Yrd. Dog. Dr. Murat Alper Basaran

Ocak 2010, 26 sayfa

Cok sayida uygulamali bilimde kullanilan dogrusal denklem sistemleri matematiksel agidan
incelemis ve tasidigi sartlara gore gesitli ¢oziim yoOntemleri gelistirilmistir. Bu denklem
sistemlerinde yer alan katsayi, degisken ya da sabitlerden en az birinin aralik say1 olmasi

durumunda literatiirde yer alan Gauss eliminasyon yonteminin yeni bir versiyonu ¢aligilmistir.

Anahtar sozciikler: Aralik sayilari, bulanik sayilar, aralik denklem sistemleri
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SUMMARY

INTERVAL NUMBER LINEAR EQUATION SYSTEMS

ENGIN, Eser
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January 2010, 25 pages

Linear equation systems are employed in many applied areas and it has been widely examined
mathemtically. Based on characteristics of equation systems, various solution methods have
been developed. Either parameters or variables or constatnts on the right side of the equation
systems are interval numbers, so this systems is called interval equation systems. A new
method proposed in the literature is studied which is a modified version of Gauss elemination

procedure.
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ONSOZ

Bu calisma, degerli danismanim Yrd. Dog¢. Dr. Murat Alper BASARAN’nin katkilariyla
gerceklestirilmistir. Aralik sayili denklem sistemlerinin ¢oziimiinde karsilasilabilecek “Sag
Yan Problemi” i¢in uygulanan , “Sifir Aralik Sayisinin Genisletilmesi Prensibi” ile “Gauss
Eliminasyon Yontemi” bir arada kullanilarak denklem sisteminin ¢oziimii i¢in var olan
algoritma modifiye edilmistir. Bu algoritma 2x2 lik aralik sayili denklem sistemine
uygulanmistir. Bu calismanin iiniversitede bu konularda yapilan ¢alismalara katkida

bulunmasini dilerim.
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BOLUM I

GIRIS

Dogrusal denklem sistemleri birden fazla dogrusal denklemden meydana gelen
sistemlerdir. Bu tiir sistemler uygulamali bilim dallarinda siklikla kullanilmaktadir. Bu
denklem sistemini meydana getiren katsayilar, degiskenler ve sabitler ¢ogu zaman reel
sayllardan meydana gelmektedir. Matematik bilimi bu tiir denklem sistemlerinin
coztimleri i¢in denklem sisteminin tasidig1 sartlara gore cesitli algoritma ve yontemler
Onermistir. Bunlardan bazilar1 Gauss eliminasyon yontemi, en kii¢iik kareler yontemi ve

Gauss-Seidel yontemidir.

Aralik sayilarinin kullanilmasi bir parametrenin gegerli aralig ifade etmesi yaninda o
parametre icin bir belirsizligin de oldugunu gostermektedir. Bu belirsizlik her deger icin
ayni olasilikla ya da olabilirlikle gerceklesir. Oysa, bu belirsizlik her deger igin farkli
olabilirlikle olmas1 durumunda, aralik sayilar1 bu durumu matematiksel agidan yetersiz
kalmaktadir. Bu gibi durumlarda bulanik sayilar daha etkili bir ara¢ olarak ortaya

¢ikmaktadir.

Reel sayilar yerine aralik sayilar1 ya da bulamik sayilarin dogrusal denklem
sistemlerinde katsay1, degisken ya da sabitler olmas1 durumunda bu sistemlerin ¢ézimii
son yillarda ilgilenilen bir konudur ve calismalar hizla artmaktadir. Bu ¢alismada aralik
say1l1 dogrusal sistemler incelendi ve bulanik dogrusal sistemlerle yakin iliski literatiire

dayanilarak ortaya konuldu.

Ikinci boliimde aralik sayilar1 ve bulanik sayilar hakkinda temek kavramlar ve bilgiler
sunulacaktir. Uciincii boliimde aralik denklem sistemleri tanitilacaktir. Dérdiincii
boliimde literatiirde son yillarda Onerilen ve hem aralik denklem sistemleri hem de
bulanik denklem sistemleri i¢in ¢6ziim bulmada iyi sonuglar lireten yontem tanitilacak

ve algoritmasi verilecektir. Son boliimde elde edilen sonuglar tartigilmistir.



BOLUM 11
KUMELER OLARAK ARALIK SAYILARI VE BULANIK KUMELER

Bu béliimde kiimeler olarak aralik sayilar1 ve bulanik kiimeler ile ilgili temel kavram
tanimlar verilecektir. Ayrica aralik sayilari ile bulanik kiime arasindaki iliski

verilecektir.
2.1. Aralik Sayilan

Bir aralik ile ifade edilen matematiksel nesne kapali ve sinirli reel sayilar kiimesidir. Bu
kiime [a,b]:{x:as XSb} biciminde gosterilir [1-4]. Ayrica bir aralifi (interval),
baslangic noktasi @ ve bitis noktast b olmak iizere bir sirali ¢iftin temsil ettigi bir
rakam olarak da diistinmek miimkiindiir. Bir aralik, bir say1 ya da bir kiime olarak
diisiiniildiiginde, iizerinde aritmetik islemler ve kiime islemleri kolaylikla

tanimlanabilmektedir. Biiyiik harfler ile araliklar gosterilmektedir. Araligi temsilen

baslangic ve bitis noktalar1 kullanilmaktadir. Bir X aralignt X =[L,E ile

gosterilmektedir. Burada X araligin alt degerini, X araligin iist degerini
gostermektedir. Herhangi bir n boyutlu aralik vektori X = (X,, X,,..., X)) ile gosterilir.
Ornegin, iki boyutlu bir aralik vektdrii X =(X,,X,) ile gosterilir ve bu vektorii
olusturan her bilesen bir aralik olup X, =[X 1,Yl] ve X, =[X 2,Yz] bigiminde
gosterilir. Eger bir X reel sayisi bir X araliginin elemani ise, X € X bigimde yazilir.
Benzer sekilde, bir reel vektdr X =(X,X,,...,X,) bir aralik vektoriiniin eleman ise,
X € X bi¢imde yazilir eger her X, € X;,i =1,...,n i¢in her durumun saglanmasi kosulu
gerceklesiyorsa. Eger X =Y ve X =Y sartlar1 saglaniyorsa, iki aralik X ve Y esittir
denilir. Eger X NY = saglanirsa, iki araligin kesisimi bostur denir [1-4]. Diger
durumda, kesisim yine bir araliktir ve X NY :[max(ﬁ,i),min(Y,V)] bigimde
tanimlanir. Eger iki aralik vektoriiniin kesisimi ile ilgileniliyorsa, bu durumda

kesisimler bilesen temelli olarak gerceklestirilir [1-4] . Ornegin X aralik vektdrii

X =(X,,X,,.... X)) bicimde verilsin ve Y aralik vektorii



Y =(,Y,,.,Y,) Dbiciminde verilsin, bu iki aralik vektorliniin kesigimi
XY =(X,NnY,, X, NY,,... X, NY,) bicimde elde edilir.

Benzer sekilde birlesme islemi de araliklar {izerinde tanimlanabilir. X ve Y araliklari
i¢in, birleseme islemi X UY =[min(X ,i),max(Y,V)] bigimde tanimlanir ve sonug
yine bir araliktir. Gegisenlik ve siralilik 6zellikleri araliklar {izerinde tanimlanmaktadir.
X <Y olmasi igin gerek ve yeter sart X < Y olmasidir [1-4]. Aralig1 bir kiime olarak
diistindiigiimiizde gecisenlik ve siralilik 6zelliklerine sahip oldugu goriilmektedir. Bu
durumda, X Y olmasi igin gerek ve yeter sart Y < X ve X <Y olmasidir. iki aralik
vektorii X ve Y i¢cin X <Y olmast icin, bu icermenin her bilesen i¢in saglanmasi
gereklidir. Bir bagka deyisle, her X, cY,,i=12,...,n olmalidir. Bir araligin genisligi
W(X) = X —X  bigimde tamimlamrr. Bir aralik  vektdriiniin genigligi

W(X) = max(W(X,),w(X,),...,w(X,)) olarak tanimlanir. Bir araligin mutlak degeri,

|X| = max(| X, ﬂ) bicimde  tanimlanir.  Bir  aralik  vektoriiniin = normu
. . - X + X
||X|| = max(|Xl yeres X2|) bicimde tanimlanir. Bir araligin orta noktasi, m(X) ==— 5

bicimde  tamimlanir. Bir  vektor formu  araligim  orta  noktast ise,

m(X) =)(m(X,),....,m(X,)) bi¢gimde tanimlanir. Aralik sayilar1 skaler ya da vektorel

formda oldugu gibi bir matris formunda da olabilirler. Biitiin elemanlar1 aralik sayisi
olan bir matrise aralik matrisi denir. Benzer sekilde bir aralik matrisinin genisligi ve
orta noktalar1 da kolaylikla hesaplanabilir [1-4]. Bir A aralik matrisinin genisligi,

W(A) = maxW(A;) bigimde tanimlanir. Burada A; iinci satir j inci, siitunda yer alan
1)

aralik sayisini gostermektedir. Bir A aralik matrisinin orta noktasi, (m(A)); =m(A;)

bicimde tanimlanir. Burada m(A), matrisin her gozesinde yer alan aralik sayilarinin

orta noktalarindan olusan matrisi gostermektedir. Araliklar bir tiir say1 oldugu igin

bunlar lizerinde aritmetik iglemler yapilabilmektedir. X,Y ve Z aralik sayilari olmak
tizere, X < X< X ve Y<y< Y bicimde yazilabilirler. X +Y =Z oldugu varsayimi

altinda, bu iki aralik sayisinin toplami, X +Y < x4y < X +Y bicimde elde edilir. Bu

yaklagim altinda diger aritmetik islemler asagidaki gibi yapilabilir:



[X,XT+[Y,Y]=[X +Y,X +Y]
[X,X]-[Y,Y]=[X -Y,X -Y]
~X =X, X]=[-X,X]

1 1 1

— =[=,— 2.1
5 L] 2.1)
XY =min(X.Y, XY, XY, XY)

XY =max(X.Y,XY,XY,XY)

X 1

DX (=

Y (Y)

Burada dikkat edilmesi gereken durum, eger sifir sayist1 Y araligmin iginde yer

almiyorsa yukarida verilen bdlme ile ilgili hesaplamalar yapilabilir. Kisaca é islemini

gerceklestirmek i¢in, Y >0 ya da Y <0 olmalidir. Aralik sayilar1 reel eksende tanimli

olduklar1 icin, baslangi¢c ve bitis degerlerinin aldiklar1 isaret gére yani negatif ya da
pozitif olmasina gore carpim degerlerini 6zetleyen ifadeler agagida verilmistir [1-4].
X>0,Y2>0

Aralik sayilar tlizerinde tanimlanan aritmetik islemlerin bazi cebirsel 6zellikleri vardir.
Bunlar tizerinde kisaca durulacaktir.

X+ +2)=(X+Y)+Z

X(YZ)=(XY)Z

X+Y=Y+X

XY =YX (2.2)
0+X=X+0=X

0X =X0=0

IX =X1=X

Aralik sayilar1 toplama ve g¢arpmaya gore yer degistirme ve birlesme Ozelliklerine

sahipken, dagilma 6zelligini saglamazlar. Bunu bir 6rnekle gosterebiliriz.

[L,2].A-1)=0 oldugunda, [L,2].1-[1,2].1=[-1L1]#0 olmaktadir. Bu durumda,
XY +2Z)= XY + XZ her zaman gerceklesmez. Oysa X (Y +Z) < XY + XZ o6zelliginin

saglandig1 her zaman goriiliir. Bu 6zellige alt dagilma 6zelligi adi verilmektedir. Y ve

Z araliklar ve X reel say1 olmak lizere, X(Y +2)=XY +XxZ ve eger YZ >0 olmak
tizere, X(Y +Z)= XY + XZ yazlabilir. [a,a]=a bicimde verilen aralik sayilarina

dejenere aralik sayilar1 denir ve reel sayiya esittir [1-4].



X bir aralik sayis1 olmak tlizere, X — X =0 ve % =1 olarak yazilabilmesi i¢in, X

araliginin genisliginin sifir olmasi gereklidir. Aksi takdirde,

X-X= [L—Y,Y—L] =w(X).[-11] olarak elde edilir. Benzer sekilde,

%z[%,%] elde edilir eger Y>O§art1 saglanirsa. X <0 olmast durumunda,
X X X

— =[—,=] elde edilir.

X X X

2.2. Bulamik Kiimeler

Klasik kiime kuraminda bir U evrensel kiimesinin A alt kiimesi, A={x: P(x)} ile
belirtilir. Burada X, P(X) 0nermesini saglayan elemanlar1 gostermektedir. U evrensel
kiimesinin herhangi bir A alt kiimesinin gosterge fonksiyonu ya da karakteristik

fonksiyonu y, ile gosterilir ve

legerxe A
An= (2.3)

0egerxe A

bi¢iminde ifade edilir.

X, bir elemann A kiimesinde olup olmadigin1 gostermektedir. Gosterge

fonksiyonunun alabilecegi sadece iki deger vardir. Bu degerler 1 ya da 0 degerleridir.

Kavram, elemanlarin aldiklar1 degerlerin [0,1] kapali aralifina genisletilmesi ile

genellestirilebilmektedir. Bu fonksiyona ise tiyelik fonksiyonu denilmektedir.

Tanmm 2.1 Bulanik kiime, iiyelik degerleri siirekli olan nesnelerin bir kiimesidir ve
iiyelik fonksiyonu ile karakterize edilmektedir. Uyelik fonksiyonu yardimiyla kiimenin

her bir elemanina 0 ile 1 arasinda degisen tiyelik degerleri atanmaktadir [5].

Tanmm 2.2 Bir U evrensel kiimenin A bulanik alt kiimesi bir fonksiyondur ve

A:U —>[O,l] ile gosterilir [5].



Literatiirde bulanik kiime 2z, :U —[0,1] seklinde gdsterilmektedir.

Tanmm 2.3 x4, bulanik kiimesi ayn1 zamanda tiyelik fonksiyonu olarak da adlandirilir ve
U,(U) degeri, u, tuyelik fonksiyonun U degerini aldiginda karsilik olarak atadig:

tiyelik derecesini gostermektedir [5].

Nguyen ve Walker [5] bulanik bir kavram i¢in farkli g, tiyelik fonksiyonlari olmasinin

diisiiniilebilecegini belirtmislerdir. Onerilecek iiyelik fonksiyonu nesneldir ve ele alman
konuya gore degisiklik gosterir. Uygulamalarda iiyelik fonksiyonunun seciminde
esnekligin olmasi yararh bir dzellik olarak belirtilir. Ornegin “gen¢” kavrami ele alinsin.
Herkes bu kavram igin farkli yas araliklarim1 karsilik olarak ifade edebilir. Bu 6znel
ifadeyi iiyelik fonksiyonu biciminde geng bir kisiden yazmasi istenildiginde, “genc”

kavramina iligkin iiyelik fonksiyonu

1 eger X <25
40— X

Uy (X) = eger 25 <X <40 (2.4)

0 eger 40 < X

bigiminde verilir [6].

Uyelik fonksiyonun grafigi Sekil 2.1°de verilmistir.
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Sekil 2.1 Geng bir kisi tarafindan geng kavrami i¢in 6nerilen iiyelik fonksiyonu

Ayni kavram i¢in yash bir kisiden iiyelik fonksiyonu yazmasi istenildiginde ise tlyelik

fonksiyonu

i (X) =

1 eger X <40

=X eger 25<x <60
2.5)

TO=X eser 60 < x <70

0 eger 70 < X

seklinde verilmektedir [6]. Uyelik fonksiyonun grafigi Sekil 2.2’de verilmistir.
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Sekil 2.2 Yasl bir kisi tarafindan gen¢ kavrami i¢in 6nerilen liyelik fonksiyonu



Oznel bir konu olan iiyelik fonksiyonun belirlenmesinin kisiden kisiye farklilik
gosterdigi “geng¢” kavramina iliskin O0rnek lizerinde goriilmektedir. Oysa bir bulanik
kavram i¢in herkesin tartismasiz kabul edebilecegi bir iiyelik fonksiyonu belirlenebilir.
Uyelik fonksiyonu, bulanik kiime, “possibility” dagilimi, “possibility” kuranu gibi [7]
tarafindan tanimlanmis kavramlar birbirleri ile ¢ok yakin iliskilidir. iliski hem sozel
hem de matematiksel agidan [7] tarafindan agiklanmistir. [7] “possibility” kuraminin
bulanik kiime kurami ile ilisikisini “possibility” dagilimi kavramini tanimlayarak
aciklamistir. “Possibility” dagilimi bir degiskene atanan degerlerin iizerinde esnek bir

kisit gibi davranan bulanik kisit yardimiyla gerceklesmektedir. Daha agik bir sekilde
ifade edilirse, F ’nin U ={u} evrensel klimesinin bulanik bir alt kiimesi oldugu
varsayilsin. Bu bulanik alt kiimenin iiyelik fonksiyonu gz ile gosterilsin.

Daha sonra, “X  esittir F” bi¢ciminde belirtilen bir dnerme IT, “possibility”
dagilimini olusturmaktadir. Burada, X degiskeninin U evrensel kiimesinden aldig1 u
degerinin “possibility” degeri I, “possibility” dagilimina esitlenmektedir ve IT, ’in
aldig1 deger g (u) olmaktadir. Bu duruma U’nun F ile uyusmas: (compatibility)

denilmektedir. [7]’nin bu agiklamasi ile X degiskeni bulanik degisken olarak ifade
edilmektedir ve kendi “possibility” dagilimu ile iligkilidir.

Yukarida ifade edilen kavramlar arasi iliski [7] tarafindan matematiksel bigimde

asagidaki tanimda verilmistir.

Tanmm 2.4 F, bir U evrensel kiimesinin bulanik bir alt kiimesi olarak g (u) tiyelik
fonksiyonu ile karakterize edilir. gz (u) tiyelik derecesi, U’nun F bulanik kavram ile

uyumu bi¢giminde yorumlanabilir. X degiskeni U evrensel kiimesinden degerler alsin.

F 'nin, X ile ilintili bir sekilde bulanik bir kisit R(X) olarak davransin. “X esittir
F ” bi¢iminde ifade edilen bir 6nerme R(X)=F bi¢iminde yazilabilir. X ’in R(X)’e
esit oldugu varsaymmi altinda II, “possibility” dagilimi ile R(X)=F esitligi
iligkilendirilir. X ile iliskili “possibility” dagilimi sayisal acidan F ’nin iiyelik

fonksiyonuna esitlenir. Sembolik olarak, IT, = u ile gosterilir [7].



“X esittir F ” bigiminde ifade edilen bir 6nermenin “ X kii¢iik tam sayidir” énermesi
oldugu varsayilsin ve bu ifade i¢in liyelik fonksiyonu ya da “posibility” dagilimi
I1, =1/1+1/2+0.8/3+0.6/4+0.4/5+0.2/6 bigiminde tammlansin. Bu ifadede
ornegin, 0.8/3 terimi ile X degiskeninin 3 degeri igin lyelik degerinin 0.8 oldugu
gosterilir [1].

Tammm 2.5 R gergel sayilar kiimesini gostersin. F(R) kiimesinin elemanlar1 [J

kiimesinin bulanik alt kiimeleri olsun. Bu elemanlara bulanik miktarlar (fuzzy
quantities) denilir. Bulanik miktarlar ile tiim aritmetik islemler yapilabilir [5]. Bunun ile

iligkili teorem asagida verilmistir.

Teorem 2.1 A, B, C bulanik miktarlar olsun. Bu bulanik miktarlarla ilgili ifadeler

1.O+ A=A 2 0.A=0
3. LA=A 4.A+B=B+A
5.A+(B+C)=(A+B)+C 6. AB = B.A

7. (AB).C = A(BC)

8.r(A+B)=r.A+r.B
9.A(B+C)<AB+AC

10. (-r)A=—(r.A)

. _A(_A) =A 12. (-A).B =—(AB)
1. 7=A 4. 2-1a
r r
1s. Aol 16.A+(-B)=A-B
B B
biciminde yazilir [5].

Bulanik miktarlarin 6zel bir sinifi olan bulanik sayilar (fuzzy number) ile ilgili tanim

asagida verilmistir.

Tamim 2.6. Bulanik say1

1. En az bir X degeri i¢in, A(X)=1 degerini almalidir. Bu 6zellik, normallik 6zelligi
olarak adlandirilir

2. A kiimesinin destegi {X s A(X) > O} siirlidir



3. A’nm h kesitleri kapali araliklardir
kosullarini saglayan bulanik bir miktardir [5].

Tanim (2.6)’dan
1. Gergel sayilar bulanik sayilardir
2. Bir bulanik say1 igbiikey (konveks) bulanik miktardir

3. Bir bulanik say1 yukardan yar1 siireklidir
4. Eger A, A(X)=1 ile bir bulanik say1 ise, A [—oo, X] araliginda azalmayan ve [X,oo]

araliginda artmayan bir yapiya sahiptir
sonuclar1 kolaylikla kanitlanabilir [2].

Tanim 2.7. Bulanik aralik

1. A(X)=1, xe [a,b] ifadesi A ’nin normal oldugunu ifade etmektedir

2. A kiimesinin destegi {X: A(X) >O} siirlidir

3. A nin h kesitleri kapali araliklardur.

kosullarini saglayan bulanik bir miktardir [7].

Tanim (2.6)’da sadece bir nokta {iyelik degerini 1’e esitlerken, Tanim (2.7)’de bu durum
bir kapali aralik tarafindan saglanmaktadir. Birinci durum iiggensel bulanik sayilara

karsilik gelirken, ikinci durum yamuk bulanik sayisina karsilik gelmektedir.

Tanim 2.8. A bulanik kiimesinin yiiksekligi bire esitse normal olarak adlandirilir ve

Sup 41,(x)=1 2.6)

esitligi ile gosterilir [7].
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Eger Esitlik (2.4) bulanik kiimenin tanim kiimesinde yer alan herhangi bir eleman
tarafindan saglanamiyorsa, bu durumda A bulanik kiimesi normal degildir denilir.

Normal olmayan bulanik kiimeler normallestirilir.

Normallestirme islemi ilgili kiimedeki en yiiksek degerli elemandan baslayarak diger

biitiin elemanlar bu elemana béliinerek gerceklestirilir.

Tammm 2.9. A bulanik kiimesinin destegi (support) o kiimede yer alan ve lyelik

degerleri u,(X) >0 kisidini saglayan elemanlarin bir kiimesi biciminde ifade edilir [5].

Tanim 2.10. Bulanik A kiimesinin h kesiti kapali bir aralik olup iiyelik degerleri

A, ={x: 1,(x)>h} kisidini saglayan bir kiime olacak bi¢imde ifade edilir [5].

Tanim 2.11. Eger {X: f(x)> h}kﬁmesi kapali ise, fonksiyon f :R —[0,1] istten yar

stireklidir denilir [5].

Tanim 2.12. A bulanik kiimesinin konveks olmasi igin gerek ve yeter kosul I', kiimesi

ile tanimlanan kiimelerin tim h’ler i¢in (O, 1] araliginda konveks olmasidir [5].

Tamm 2.13 A kiimesinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Ha[AX + (A= 2)%,]= Min[z,(X) 5 12, (X,)] (2.7)
esitsizligi ile verilir [7].

Zadeh [7] tarafindan tanitilan genisletme ilkesi (extension principle) bulanik kiime
kuraminin temelidir. Bulanik olmayan matematiksel kavramlar1 bulanik miktarlar ile ele

alabilmek i¢in genisletme ilkesi genel bir yontem olarak 6nerilmistir.

Tanim 2.14. (Genisletme ilkesi) r tane evrensel kiimenin kartezyen c¢arpimi

X =X, x..x X, olsun ve r tane bulanik A,..., A kiimeleri sirasiyla evrensel kiimelerin

elemanlar olsun.
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Buna gore, r sayida bulanik kiimenin kartezyen ¢arpimi;
Axex A= iy (X g, (%) (6 X,)

bigiminde tanimlanir.

X, x..x X, kartezyen c¢arpim kiimesinden Y evrensel kiimesine f fonksiyonu
y = f(X,...,X,) olsun. Genisletme ilkesi r tane bulantk A kiimesinden Y iizerindeki

B bulanik kiimesine f ile ulagsmayi saglamaktadir. B bulanik kiimesi i¢in iyelik

fonksiyonu

tg(Y)=sup min(g, (X),..., hn (X)) (2.8)

y="F (X Xy )
biciminde verilir [4].

Zadeh [7] (2.6) ifadesini genel olarak
B=f(A,..A)= J.xlx,..xx min gy (X)seees g (%) F (X500 %)
esitligi ile belirtmistir.

Kiimeler iizerinde tanimlanmis olan birlesme, kesisme, tiimleyen, ve diger tiim islemler

bulanik kiimelere kolayca genellenebilir.

Tanmim 2.15. p,, y, bulanik kiimeler olsun. Bu bulanik kiimeler i¢in birlesme, kesisme

ve tiimleyen islemleri

(Hp v g )(x) = max {/UA(X)a /UB(X)} = Ha(X)V 1 (X)
(Hp A Mg )y = Min { 22, (X), 115 (X)} = 1, (X) A p15(X) (2.9)
Hp(X) =1= 1, (%)
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esitlikleri ile ifade edilir [7].
Bulanik sayilar tizerinde dort islem gerceklestirilebilir.

Tamm 2.16. A ve B bulanik sayilar olsun. Bu sayilar ile toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve

bolme islemeleri

A+B= J-(M\(X)/\uB(X))/(X+ y)
A_B= I(:uA(X)/\ﬂB(X))/(X_ y)
AxB = [ (1, () A 115 (X) /(X Y)

A+B = [ (1 (¥) A g (X)) /(X +Y)

(2.10)

esitlikleri ile ifade edilir [8].
Bir bulanik say1 i¢in pozitif, negatif ya da sifir bulanik say1 tanimi yapilabilir.

Tamm 2.17. Bir A bulanik saymnin destek bolgesinde yer alan alt ve {ist sinir degerleri
sifirdan biiyiikse pozitif, sifirdan kiiclikse negatif ve alt sinir degeri sifirdan kiiciik ve

tist sinir degeri sifirdan biiytikse sifir bulanik say1 olarak adlandirilir [8].

Dubois ve Prade [6] bulanik sayilar i¢cin uygulama agisindan kolay ve uygulanabilir yeni
bulanik sayilar 6nermislerdir. Bir bulanik say1y1 genel olarak ifade eden gdsterim Sekil

2.3’ te gosterilmektedir.

Sekil 2.3 Bulanik sayiy1 temsil eden gosterim
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[8]’de bu genel durumdan daha 6zel olan bulanik sayilari, bir bagka ifadeyle, simetrik
ticgensel bulanik sayi, simetrik olmayan tiggensel bulanik sayr ve bulanik yamuk

sayilarint onermislerdir. Sekil 2.4, Sekil 2.5 ve Sekil 2.6 bu sayilarin gorsel bigimlerini

vermektedir.

a 4] C

Sekil 2.4 Simetrik liggensel bulanik say1

Sekil 2.5 Simetrik olmayan tiggensel bulanik say1
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Sekil 2.6 Yamuk bulanik say1

Bulanik sayilar parametrik olarak iki farkli sekilde ifade edilebilir. A, B, C sirasiyla

simetrik ticgensel bulanik sayi, simetrik olmayan tiggensel bulanik sayi ve yamuk

bulanik sayilar1 olsun. Birinci yontemde, bulanik sayilart u¢ noktalari

A=(a,b,c)
B=(a,b,c) (2.11)
C=(a,b,c,d)

ile gosterilir.
Ikinci parametrik yazma bigimi ise bulanik sayilarin merkez degerleri, sola yayilim
degerleri ve saga yayilim degerlerini igeren bir yazim tiirline dayanmaktadir. Yine ayn

bulanik sayilar,

A=(b,m)
B =(b,m,n) (2.12)
C =(k,b,c,)

gosterimleri ile ifade edilir.

ik bulanik sayida b merkez degerini, m ise sola ve saga yayilim degerini gdsterir. Bu
say1 simetrik tiggensel bulanik say1 oldugu i¢in saga ve sola yayilim degerleri esittir.

Ikinci bulamk sayida b merkez degerini, m sola yayilim degerini, N saga yayilim

degerini gosterir. Ugiincii bulanik sayida [b,C] aralig1 merkez degerini, K sola yayilim

degeri, | ise saga yayilim degerini gosterir.
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Dubois ve Prade 6zel bir tiir olan L-R tipli bulanik say1y1 6nermislerdir. Bu say1

) :{L((m—x)/a) X<m, a0, 2.13)
R(x-m/B) x=m, >0,
ile ifade edilir [8].

L sol taraf, R ise sag tarafta yer alan ifade i¢in kullanilir, M bulanik sayisinin ortalama

degeri m dir. «, f ise sirasiyla sol ve sag yayilim degerlerini gosterir. Yayilimlar sifir

oldugunda M bulanik sayis1 gercel sayiya doniisiir. Yayilimlar artarsa M daha ¢ok
bulanik olmaktadir. Sembolik olarak M bulanik sayisi

M =(m,a, ), (2.14)

ile ifade edilir. M bulanik sayr yaklasik olarak m degerine sahip tam olarak

bilinemeyen bir miktar1 tanimlamada kullanilabilir.

Tamm 2.18. Bir L-R tipli bulanik say1

l. L(X)=L(-x)

2. L(0)=1

3. L [0, +oo) araliginda azalmayan bir fonksiyondur

kosullarini saglayan bulanik sayidir [8].

L-R bulanik sayilar1 ile aritmetik islemler yapilabilir. Toplama isleminin nasil
yapilacagi acik sekilde gosterilecektir. Diger islemler icin parametrik aritmetik
gosterimler verilecektir. M ve N gibi iki bulanik sayinin artan fonksiyon gosteren

kisimlar1 ele alinsmm. M =(m,a, )z ve N =(n,y,d) iki bulanik say:r olsun. X,y 1ki
essiz gercel say1 olarak L(M) =W= L(M) esitligini saglasin. w, [0,1] kapali
a 4

araliginda bir sabit olsun. Buna gore, X,y degerleri
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X=m-alL"(w)
y=n-yL"(w)

bi¢ciminde elde edilir.

Esitlik (2.13)’deki x ve y degerleri toplandiginda

Z=X+y=m+n—(a+y)L (w)

elde edilir.

m+n-z)
a+y

L(

Ayni1 yaklagimla sag taraf i¢in de hesaplamalar yapilabilir ve sonug

(z=(m+n))

R( p+0

)=W

bi¢iminde elde edilir.

Carpma islemi i¢in benzer yol izlenerek

Z=Xy=mn—(my+na)L" (W) +ayL"(w)

degeri elde edilir.

=W ifadesi iki bulanik sayimnin toplaminin iiyelik degeri olur.

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

Esitlik (2.16)’dan goriilecegi gibi, elde edilen yeni bulanik sayr L-R tipli bulanik say1

degildir. iki bulanik saymin toplanmasi ve c¢ikarilmasi sonucu bulanik say1 kapali

bicimde elde edilmesine karsin, bu durum carpma ve bdlme islemleri i¢in gegerli

degildir.

Biitilin aritmetik islemler i¢in parametrik gosterimler,
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(Mo, ) g +(N,y,0x)=(M+N,a+y,B+0R)

(mya,p) g —(N,y,0x)=(M=-Na+y,B+z)

(m,a, ) g x(N,7,05) = (MN,na + my,nB+mo) z,M >0,N>0
(m,e, B) g x(N,7,0.r) = (MN,Nna —md,nf—-my) .M <0,N <O (2.19)
(mya, )z x(N,7,0,5) = (MN,—nx —MJ,—nax —my) z,M <0,N <O

mé+na my+
(Mm,a,p) g +(N,7,65) =(M/n, PR }/nzﬁn)LRaM >0,N>0

esitlikleri ile verilir [6].

Bolme isleminde bulanik sayilarin negatif olmasi durumunda yapilacak hesaplamalar

carpma isleminde yapilanlara benzemektedir. Son olarak bir bulanik sayi ile bir skalerin

carpiminin sonucu ve bulanik sayinin tersi

VA>0,4eR Ax(Ma,B), =AM Aa, AB),

VA<0,eR,Ax(Ma, f) g =(AM-A8, 1) ; (2.20)
1-mx 1
Hy () = L(— =), x = —
ax m

esitlikleri ile verilir.
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BOLUM 111

ARALIK SAYILI DOGRUSAL DENKLEM SISTEMLERI

Aralik sayili denklem sistemleri katsayilari, degiskenleri ve sabitlerinden en az biri
aralik sayilarindan meydana gelen denklem sistemleridir.
a, X +a,X, +..+a,,X, =b,

ay X, +a,X, +...+a,,X, =h, G

a, X, +a,X, +..+a,X, =b,

(2.21)’de verilen denklem sistemi

Ax=Db (3.2)
matris bi¢imde yazilabilir. Burada A, nxn bigimde bir aralik matrisi ve b, n boyutlu
bir aralik vektordiir. Yukarida ifade edildigi gibi katsayilar, degiskenler ve sabitlerden
en az birinin aralik sayilar1 olabilecegi gibi, hepsi de aralik sayilar1 olabilir. Burada
sadece A matrisi ve b vektoriiniin aralik sayilar olmasi durumunda bu denklem
sisteminin ¢oziimii ile ilgilenilecektir.

Literatiirde bu tip sistemlerin ¢dziimil i¢in iki yontem Onerilmistir. Birincisi direkt metot
olarak adlandirilir. Bu metot Gauss eliminasyon yontemi olarak da bilinmektedir [9]. Bu
metot ¢oziim kiimesine ulagmada etkilidir. Fakat, eger eliminasyon adimlarinda aralik
sayilarinin birbirine boliinmesi isleminde payda da yer alan aralikta sifir rakam olarak o
aralik sayisinin iginde ise eliminasyon islemi sonuca ulagsamaz. Bu sebepten dolayi, bu
yontemin ¢esitli modifiye 6zelliklere sahip olan degistirilmis tiirleri bazi problemlerin
¢dziimiinde etkili sonug vermistir. Ikinci yontem ise iteratif yontemdir. Bu calismada
literatliirde yeni Onerilmis Gauss eliminasyon ydntemine dayali yeni bir algoritma
calisilmigtir. Literatiirde Onerilen algoritmaya ge¢cmeden Once kisaca aralik sayilardan
olusan bir denklemin nasil ¢6ziildiiglinii ve ne gibi sorunlarin ortaya ¢iktigini kisaca
belirtmek istiyoruz. Basit dogrusal denklemin aralik sayilara genellestirilmis halleri
ax=>b (3.3)
biciminde gosterilebilir. Burada a = [g,_a],b = [Q,B] aralik sayilari ve 0 ¢ a dir. Aralik
sayilarinin ¢arpma islemi pozitif ve negatif degerlere gore degisiklik gosterdiginden
dolayi, bu ornek i¢in denklemde yer alan biitiin aralik sayilarinin pozitif oldugu

varsayilmaktadir.
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Bir baska ifade ile, a,b >0, g,a >0 ve Q,B > 0 oldugu varsayilmistir. Bir skaler ile bir

aralik sayisinin ¢arpimi tanim geregi aralik sayist oldugu icin, (3.3)’ de yer alan ifade,

[ax,ax] = [b.b] (34)

olarak yazilir. Buradan,

ax=>b

—_ - (3.5)

ax=>b

biciminde elde edilir. Denklemim alt ve {ist sinir degerleri

Zzg ve ;:E (3.6)
a a

biciminde elde edilir. Bu ¢ozlime klasik aralik ¢6ziimii ad1 verilmektedir.

(3.3)’de verilen ifadede b=0 olmasi durumunda ya da (3.3)’de verilen ifade igin
¢Oziim aranirken, esitlik ax—b =0 bigciminde yazilirsa, bu durum aralik sayilart i¢in
tanimlanan aritmetik islemlerde uyumsuzluk durumunu ortaya c¢ikarmaktadir. Bu
uyumsuzluk durumuna ve bu probleme aralik denklemlerde sag yan problemi adi
verilmektedir. Bu problemi ¢ézmek igin literatiirde bir yaklasim oOnerilmistir. Bu
yaklagima sifir araliginin genisletilmesi (zero interval extension) adi verilmistir [9]. Bu

yaklagimin temeli a—a=0 olmas1 géz Oniine alindifinda, benzer iliskinin aralik
sayilar1 i¢in de yazilabilecegi diislincesi ile [a]—[a]yazilmasidir. Burada [a] :[g,a]
olarak verildiginde, [a]-[a]=[a, 5] —-a, 5] olur. Buradan,
[g—a,a—g] = [—(5— g),a— a] elde edilir. Bunun sonucunda, iki aralik sayisi
arasindaki fark sifir etrafinda simetrik bir aralik sayisi olarak ortaya cikar. Sifir reel
sayis1 icin Onerilen sifir etrafinda sifir aralik sayisinin yayilim degeri belirsizdir. Yine

pozitif aralik sayilar1 i¢in, ax—-b=0 ifadesi a¢ik olarak yazildiginda ortaya iki

denklemeden meydana gelen bir sistem ¢ikar. Bu denklemler (3.7) verilmistir.

[a,al.[x. x]-[b,b] =[-y, Y]

ax-b=-y (3.7)
{5 ~b=y
(3.7)’de yer alan ifade taraf tarafa toplandiginda
ax+ax—b-b=0 (3.8)
elde edilir.

Literatiirde [9] belirtildigi gibi (3.8) denkleminin reel say1 ¢oziimiinii elde etmek

miimkiin degildir. Bunun yerine bu sorun kisit saglama problemine (constraint
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satisfaction problem) doniistiiriilerek ¢oziim kiimesi elde edilmeye calisilir. Kisit
saglama probleminin genel bi¢imi

C,: fi(X, Xy X)) =0,i=1,..,0,

Ci: (X, %,0X) <0, j=m+1,...,p (3.9
X, € [Kk,;k],k =1...,Nn

verilmektedir. Burada (X,,...,X,) bilinmeyenleri, (C,x), C= {cl,cz,...,cp} kisitlari
tarafindan tanimlanan kisit sistemini, X = X, x...x X, sinirlandirilmis tanim kiimesini

gostermektedir. Litaratiirde [9] bu problem igin kisitlar su sekilde ifade edilmektedir.

X=X, x...xX, kisidi i¢in X = gx; almmagtir. Diger kisit X = x olarak alimmistir. Bu

kisitlar altinda, X, = — elde edilir ve X_, X i¢in alt sinir ve X i¢in st sinirdir. Bu

m>

bilgiler ile, X D e x =g olmak iizere, [X] = [g,xm] ve [X]= [xm,g] elde edilir [9].
a a a a

Dejenere ¢oziim X,, degismedigi icin, X ’in sol sinir1 ve X ’in sag sinir igin araliklar,

b+b-ax - b
X==—"""",X€[X,,~]
a a
- - (3.10)
y_b+b-ax b
X==—=-,X€[=,X,]
a
- = D 3 ) . .
Acikga goriilmektedir ki, X degeri [X,,—] araliginda en yliksek degeri aldiginda, bir
a
baska ifadeyle, X = b oldugunda, X’in en kiiciik degeri X, . = b+b_ a—? olur. Benzer
a a a
sekilde, X’in maksimum degeri, Xinax = ﬂ—i‘:? olur. Boylece, X . < 2 ve
a a a

Xmax > — olur.
a

Sonug olarak, X degerinin kiigiik simirinin en biiyiik degeri ve X degerinin bliyiik

siirinin en biiyiik degeri

b b+b ab
Xmax = MaX(Z,=———
a
_a T g (3.11)
—U . b b+b ab
Xm]n _ mln(_’_T_i
a a g
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Sonug olarak,

b+b
[X] = [X =]
a+a (3.12)
- b+b —u .
[X] =[=—=, Xmin ]
a+a
elde edilir.

(3.12) ifadesi (3.8) ifadesinin biitiin miimkiin sonuglarini temsil etmektedir. g;m ve

;:m degerleri en genis sifir araliginin biitiin degerleri i¢in ¢oziim tiretmektedir. (3.7)

ifadesinde yerine konuldugunda, en genis aralik elde edilmektedir. Bu deger

—U

W, = Xmin — Z;ax olarak bulunur ve bu deger sifir aralik sayisinin en biiyiik degeri olan
ab . . . ab-ab
o =———D degerine kars1 gelirken, alt sinir i¢in deger y, . =——=— olarak elde
a a+a

edilir. y degerinin alacagi degere gore (3.7) ifadesinin sifir sayisina ne kadar yakin

olacagi belirlendigi i¢in, y degerine bagli olarak aralik ¢éziimiiniin belirsizligi 6lgen bir

Olctit liteartiirde [9] gelistirilmistir. Bu 6lg¢iit

hetod Ymn (3.13)
Ymax = Yamin

bi¢iminde ifade edilir.

Burada h degeri 0 dan 1’e¢ dogru artiginda, araligin yayilim degeri maksimum

durumdan sifira dogru azalmaktadir. Sonug olarak, h degeri bulanik kiimede kullanilan

h - kesiti gibi bir islev gérmektedir.

Sonug olarak, bulanik bir denklem i¢in ¢6ziim aranirken kullanilan h - kesiti yardimiyla
aralik sayiya doniisen denklemden, ¢6ziim sonucu elde edilen deger yardimiyla bulanik
denkleminden kokleri bulunmaktadir.

Bir tek denklem icin gelistirilen yaklagim denklem sistemi i¢in uygulandiginda ortaya
¢ikan durum Gauss eliminasyon yonteminin degistirilmis bir halidir ve bir algoritma ile
sunulmaktadir.

Bu algoritma iki asamadan olusmaktadir:

1. Asama: Ileri Eliminasyon Adim

Bu asamada sistem elemanter satir islemleri ile tiggen yapiya doniistiiriilmektedir.
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[a, ] [ay]"
[y, ]"
[a, ]“[b ]
[a 1"
[a, 1% #0,(k=12,...,n—Li, j=k+ 1Lk +2,..,n)

[aij](k+1> = [aij]k -
[, =[b,]% -
k burada satir sayisini gostermektedir.

2. Asama: Geri Eliminasyon Adimi

Bu asamada aralik ¢oziimii elde edilir.

[bn](n)
R a, "
[b,1- Y [a,1"[x;]
[x.]= J[a“](i) (i=n—1,n-2,.2,])

[3,, 1" [X, 1= [0, 1" = [=Y,, ¥, ]

[a; 1" [x1-[b,]" + Zn:[aij 171 1=[=Y; Vil (i=n-Ln-2,.2])

J—i+l
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BOLUM IV

UYGULAMA

Bir iilkede iktisadi anlamda yer alan her sektor bir diger sektore girdi iiretir ve kendi
irettigi de ¢ikt1 olarak adlandirilir. Bu yap1 ¢ok boyutlu matrisler yardimiyla izlenebilir.
Bu yontem ile diinyada ¢ok sayida iilke iiretim optimizasyonunu saglamaya, ekonomik
sartlarin1 gelistirmeye ve kaynak tahsisini en iyi sekilde yapmaya calismaktadir.
Genelde, bu veriler reel sayilar alinarak yapilmasina ragmen, bu biiyiikliikleri temsilen
kullanilan sayilarin aralik sayilar1 olmasi bu parametrelerin daha iyi temsil edildigi
konusunda goriis vardir. Kisaca olglimden gelen belirsizlik aralik sayilari ile ifade

edilmektedir.

Reel sayilara dayali gelistirilen Leontief girdi-¢ikt1 analizi icin matematiksel ifade,
=(I-A)"xf
bi¢iminde verilmistir[ ]. Burada, (I —A)"' Leontief ters matrisi, | birim matris ve

A’da elemanlar aralik sayilar1 olan teknoloji matrisi, bir bagka deyisle ekonomide yer

alan sektorlerin girdi ve ¢iktilarin1 veren matristir. f en son ¢iktiyr gosteren aralik

vektoridiir. X, toplam iiretim ¢ikt1 vektoriidiir [9].

out
Literatiirde yer alan o6rnek [9] alt1 sektorden meydana gelmektedir. Bunlar sirasiyla,
tarim, endiistri, insaat, ulastirma, ticaret ve hizmetler sektorleridir. Bu sektorleri temsil
eden teknoloji matrisi 6x6 boyutludur. Literatiirde Onerilen algoritmanin bir yazilim
olmaksizin uygulanmasi ¢ok zordur. Bu sebepten otiirii 2 x 2 ’lik basit bir aralik matrisi
ile ¢oziim yapilmistir. Bu matris asagida verilmektedir.

L] [2.2
: A]:[[ 11 ]}
[L1] [10,12]

Matristen goriilecegi lizere bazi gozeler dejenere bulanik sayilardir. Fakat, aralik matrisi
reel sayilar1 da igerebilir. Literatiirde onerilen algoritma yardimiyla elde edilen ¢éziim

vektori X, = ([2 E] [— —]) elde edilir.
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BOLUM V

SONUC

Belirsizlik her bilim dalinda siklikla karsilasilan bir olgudur. Bu olgu ilk 6nce aralik
sayilart ile 1965 yilindan beri calisilmaktadir. Cok sayida uygulamali bilim tarafindan
kullanilan dogrusal denklem ve sistemlerine uygulanmasi konun kendisi kadar
calisilmis bir konudur. Ayni tarihlerde ortaya atilmis bir konu olan bulanik kiime teorisi
de temelde bir belirsizligi temsilen kullanilan bir kavram olarak son yillarda siklikla
kullanilan ve dogrusal denklem ve denklem sistemleri icin incelenen bir konudur. Her
iki belirsizlik tiirtine gore d olusturulan denklem sistemlerinin ¢oziimiiniin elde edilmesi
zor siireclerdir ve algoritma gelistirmeyi gerekmektedir. Klasik ¢oziimler igin
gelistirilen yaklasim ve algoritmalar genelde basarisiz olmaktadir. Bu ¢alismada,
literatlirde son yillarda yapilmis bir ¢aligma ele alinmis [9] ve bu calismanin ortaya
koydugu yeni kavramlar ve ¢oziim yontemi calisilmistir. Hesaplamalarin algoritmaya
dayanmasi ve bunun i¢in hazir bir bilgisayar programinin olmayis1 bagka bir 6rnek
lizerinde ¢aligmay1 imkansiz kilmistir. Bu yeni yaklagimin getirdigi yeni kavramlar ve
bulanik say1 ile iliski bu konunun arastirma potansiyelinin yiiksek oldugunu

gostermektedir.
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