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SIMGELER DiZIiNi

Birim Diskte Analitik Olan f(z)=z"- ) azZ*
k=p+m

Sinifi

Kompleks Sayilar Kiimesi

A, (p) nin Bir Alt Sinifi

E" nin Bir Alt Siifi

m, p
f Fonksiyonunun q. Mertebeden Tiirevi
Konveks Fonksiyonlarin Sinifi

E" nin Bir Alt Sinifi

N, =Nu{0}
N={123..}

E" nin Bir Alt Siifi

m,p

Reel Sayilar Kiimesi

Fonksiyonlarin

Birim Diskte Univalent Olan Normallestirilmis Fonksiyonlarin Kiimesi

Starlike Fonksiyonlarin Sinifi



1.GIRIS

Univalent Fonksiyonlar Teorisi, 20. yiizyilin baslarinda incelenmeye baslanmis ve
giinlimiizde de yogun olarak ¢alisiimaya devam edilmektedir. Bu alanin baslica ve en
onemli problemlerinden bir tanesi iinivalent fonksiyonlarin Maclaurin serilerindeki
katsayilarin tahmin edilmesidir. Bu tahminlerden en 6nemlisi 1916 yilinda Bieberbach
tarafindan yapilan ve Bieberbach tahmini olarak bilinen “Univalent fonksiyonlarin S

sinifindaki her bir fonksiyonun Maclaurin serisindeki katsayilar i¢in |a, [<n dir.”

tahminidir. Bu problem matematikgileri yaklasik yetmis yil ugrastirmis ve bu
ugrasmalar sirasinda Kompleks Analiz igin 6nemli yeni kavramlar ve yontemler
gelistirilmistir. 1985 yilinda De-Branges tarafindan bu tahminin dogrulugu
ispatlanmigtir. Bu problemi ¢ozerken karsilagilan yeni problemler, bu alanla ilgili

calismalarin yogunlasarak siirmesine neden olmustur.

Silverman (1975), negatif katsayili tnivalent fonksiyonlarin katsayilari ile ilgili
calismasinda katsayilart ile ilgili bazi esitsizlikler, konveks ve starlike fonksiyonlarin

distortionlar1 kavramlarini incelemistir. Bu makale, pek ¢ok calismada temel alinmistir.

Salagean (1983), Salagean Operatorii denen yeni bir operator tanimlayarak, bu operator

yardimut ile elde edilen siniflara ait fonksiyonlarin katsayilarini incelemistir.

Owa (1985), negatif katsayili p-valent fonksiyonlarin belli bir smifi ic¢in katsay

tahminlerini, distortion ve growth teoremlerini ispatlamisir.

Owa (1988) tarafindan p-valent fonksiyonlarin belli bir alt sinifi igin closure, distortion
ve growth teoremleri, katsay1 esitsizligi, extremal fonksiyonu ve Hadamard carpimi

incelenmistir.



Yamakawa (1992) tarafindan negatif katsayili p-valent starlike fonksiyonlarin belli alt
smif1 i¢cin konvekslik ve starlikelik yarigaplari, katsayr tahminleri, distortion ve growth

teoremleri ve Quasi- Hadamard ¢arpimu ile ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir.

Chen et al. (1995), bir diferansiyel operator kullanarak tanimlanan negatif katsayilarla

ilgili baz1 multivalent fonksiyonlari ¢alismistir.

Jin and Owa (2002), p-valent meromorf fonksiyonlarin belli bir sinifi ig¢in bazi

esitsizlikler elde etmis ve bu sinifta subordinasyon konusunu incelemistir.

Orhan ve Kamali (2003), kompleks mertebeli starlike ve konveks fonksiyonlar {izerine

bir galigma yapmustir.

Kamali ve Akbulut (2003), negatif katsayili belli konveks fonksiyonlarin bir alt sinifini

incelemistir.

Kamali ve Orhan (2004), negatif katsayili belli starlike fonksiyonlarin bir alt sinifi

izerine ¢alisma yapmuistir.

Murugusundaramoorthy and Magesh (2007), Dziok-Srivastava operatoriinii igeren

kompleks mertebeli starlike ve konveks fonksiyonlar iizerine bir ¢aligma yapmustir.

Attiya (2007), kompleks mertebeli smnirli starlike fonksiyonlarin genel bir sinifini

incelemistir.

Altintas et al. (2007), kompleks mertebeli starlike ve konveks fonksiyonlarin bazi

aileleri i¢in katsay1 sinirlarini inlemistir.

Aouf (2008), bir diferansiyel operator kullanarak p-valent starlike fonksiyonlar igin

katsayilar1 incelemistir.



Aouf (2009), negatif katsayil1 p-valent fonksiyonlarin bazi siniflarini incelemistir.

Giiney and Breaz (2009), kompleks mertebeli multivalent fonksiyonlarin bazi

siniflarinin integral 6zelliklerini inceleyen bir calisma yapmustir.

Bu tez ¢alismasinda, Kadioglu (2004) tarafindan tanmimlanan, zeU, peN, n,geN,,

yeC- {O} olmak tizere

n+l £ (q)
Re 1+E u—p+q+n >0
7| D"f9(z2)

sartin1 saglayan f(z) fonksiyon sinifi i¢in katsayr smirlari, distortion ve growth

teoremleri incelendi. Ayrica bu sinifa ait fonksiyonlarin extremal noktalar1 arastirildi.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu béliimde, arastirmada kullanilacak bazi temel tanim, teorem ve 6rnekler verilecektir.

Tanmm 2.1.1: z,C noktas: verilsin. D(zo,g):{Ze(C:|Z—ZO|<g} kiimesine z,

noktasinin & komsulugu denir.

Tanmm 2.1.2: D cC herhangi bir kiime ve z,€D olsun. z, noktasinin bir ¢

komsulugu tamamen D kiimesine ait ise z, noktasina bir i¢ nokta denir.

Tanmm 2.1.3: Her noktasi i¢ nokta olan kiimeye agik kiime denir. Tiimleyeni a¢ik olan

kiimeye ise kapali kiime ad1 verilir.

Tamm 2.1.4: Acik ve baglantili kiimelere bolge denir. Eger bir bolgedeki her basit
kapali egrinin i¢i tamamen bu bolgede kaliyorsa bu bolgeye basit baglantili bolge adi

verilir.

Tamm 2.1.5: f(z) fonksiyonu z, € C noktasinin bir komsulugunda tanimli olsun.

Eger

lim f(Z)— f(zo)

121, 7 — ZO

limiti varsa bu fonksiyona z, noktasinda diferansiyellenebilirdir denir. f(z),

z,noktasinin uygun bir komsulugunda diferansiyellenebilirse, f(z) ye z, noktasinda

analitik fonksiyon adi verilir.



Tammm 2.1.6: D, bir bolge olsun. f(z) fonksiyonu D bolgesinde bire-bir ise bu

fonksiyona D bolgesinde {inivalent fonksiyon denir.

Tammm 2.1.7: Bir f(z) fonksiyonu igin f(0)=0 ve f’(0)=1 sartlarina bu

fonksiyonun normallestirme sartlar1 denir. Bu sartlar1 saglayan fonksiyona

normallestirilmis fonksiyon denir.
Ornegin,

f(z)=z+a,2 +a,2° +--=z+) a,7"

n=2

Maclaurin serisi ile verilen f(z) fonksiyonu normallestirilmis bir fonksiyondur.

da

Riemann Doniisim Teoremi bize C den farkli olan her hangi iki basit baglantili

bolgenin konform olarak denk oldugunu soyler. Bundan dolayr biz, keyfi bir D= C

bolgesi yerine birim diskte calisacagiz ve birim diski U ile gosterecegiz. Yani

U={z:|z]<1} diyecegiz. U birim diskinde analitik olan normallestirilmis

fonksiyonlarin kiimesini A ile, A kiimesinde iinivalent olan fonksiyonlarin kiimesini

de S ile gosterecegiz.

A:{f f(@)=2+Y a2 f(2),U 'da analitik}

n=2

S :{f eA: f(z)= Z+Zanz“ ve f(z),U 'daunivalent}

n=2

z
1-2°

olarak yazilir. Ornegin, f(z)=1z, f(z):li ve f(z)=
-7

kiimesinin elemanlaridir.

fonksiyonlart S



Tamm 2.1.8: D;, C nin bir alt kiimesi olsun. z, € D, alalm. Eger her z € D, i¢in z,
ile z yi birlestiren dogru parcast D, kiimesinde kaliyorsa D, e z, noktasina gore

konveks kiime veya z, noktasina gore starlike kiime denir.

Tammm 2.1.9: f(z2)eS olsun. f(U) kiimesi orijine gore konveks ise bu f(z)

fonksiyonuna orjine gore starlike veya kisaca starlike fonksiyon denir ve S sinifina ait

starlike fonksiyonlarin sinifi S* ile gosterilir.
Omegin, f(z) = ﬁ Koebe fonksiyonu altnda U  birim diski, f(U)
-2

goriintiisii f (U)=C- {u +iviu < —% V= 0} olur. f(U), orijine gore konveks bir kiime
oldugundan f(z), starlike bir fonksiyondur.

Tamim 2.1.10: f(z) €S olsun. f(U) konveks bir kiime ise f(z) fonksiyonuna konveks

fonksiyon denir ve S smifina ait konveks fonksiyonlarin sinifi K ile gosterilir.

Ornegin, f(z):li fonksiyonu birim diski, G:{z:u+iv:u >—%} kiimesine
-z

dontistiiriir. G, konveks bir kiime oldugundan f(z), konveks bir fonksiyondur.
Tamm 2.1.11: A , bir G < C boégesinde analitik olan biitiin fonksiyonlarin kompleks
lineer uzay1 ve F, A nin bir alt uzayi olsun. f € F fonksiyonu igin

f=Af,+1-A)f, 0<A<1

olacak sekilde F de f,, f, farkl fonksiyonlari yoksa f ye F nin bir extremal noktasi

denir.



Teorem 2.1.1: f(z2) € S fonksiyonunun starlike olmasi i¢in gerek ve yeter sart her

zeU icin
Re w >0
f(2)
olmasidir.
Ornegin, f(z):(1 : )2=Z+Zn2"eS* ve z=re’ (0<r< 1 <0< r) dr
-7 n=2
Gergekten
zf ' (z i6
Re (2) =Re(l+—zj:Re “i.g
f(z) 1-z 1—re'
_ 2
_ 21 r 21+r 20
1+r°—-2rcos@d 1-r
oldugu gortiliir.

Teorem 2.1.2: f(z)eS fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart

herzeU igin

Re 1+m >0
f'(2)
olmasidir.

Ornegin, f(z):%log[i—ij:u%ﬁzzn_l eK ve z=re" (0Sr<1,0£9$27t) dir.



Gergekten
n 2 2,026
Red 1t zf "(2) _Re 1+z2 _Re 1+r2e_29
f'(2) 1-z 1-r'
1-r* 1-r?
= > >
1+r*=2r®cos20 1+r°
elde edilir.

Teorem 2.1.3: f, U birim diskinde f(0)=0 ve f’(0) =1 bigimindeki normallestirme

kosullarini saglayan analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda f € K olmasi i¢in gerek

ve yeter sart zf '(z) € S* olmasidir (Duren 1983).

Tamm 2.1.12: f(z)eS ve y e C—{0}olsun. Eger

Re{l+l[m—lj}>0
y\ 1(2)

oluyorsa f(z) fonksiyonuna » kompleks mertebeli starlike fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin sinifi S; ile gosterilir.

Tamm 2.1.13: f(z) eS ve y e C—{0}olsun. Eger

Re{l+1m} >0
ry £1(2)

oluyorsa f(z) fonksiyonuna y kompleks mertebeli konveks fonksiyon denir ve bu

fonksiyonlarin siifi K ile gosterilir.



Tanim 2.1.14: ne N olmak iizere A sinifinda tanimlanan ve
D°f(2) = f(2)
D'f (2) = zf '(2)
D"f(z) =D(D""'f (2))
sartlar1 saglayan D" : A— A operatoriine Salagean operatorii denir (Salagean 1983).

Dolayisiyla, Tanim 2.1.14 ¢ gére A sinifina ait bir f (z) fonksiyonu i¢in

D"f(z)=2z+)_ j'a;z’

i=2
oldugu goriiliir.

Al-Oboudi, 2004 yilinda bu operatorii § >0 ve ne N, =NuU{0} olmak iizere

D,°f (2) = f (2)
D, f(z) =(1-6) f (2)+52f (z) =D, f (2)

D,"f(2) =D,(D"f(2)

seklinde genellestirmistir. Bu operator A sinifindaki bir f(z) fonksiyonuna

uygulandiginda
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D,"f(2)= z+i[l+(j—1)5]n a,z’

oldugu kolayca gortiliir.

Daha sonra Raducanu ve Orhan 2010 yilinda hem Salagean hem de AI-Oboudi

operatoriinii ihtiva eden genel bir operatorii 6 > >0 ve ne N i¢in

D, f(2)=1(2)
D;,f(2)=duz’t"(2)+(6—p) ' (2)+(1-5+u) f(2)
D;,f(z)=D,, (D}, f(2))

seklinde tanimlamistir (Raducanu ve Orhan 2010). Bu da Raducanu-Orhan operatorii

olarak adlandirilir. A smifindaki bir f(z) fonksiyonu i¢in

D, f(2)= z+2[1+(5ﬂj c5-u)(j-1)] a2

oldugu kolayca gortilebilir.

Raducanu ve Orhan’a ait olan bu genellestirilmis tiirev operatoriinde eger 4 =0 alinirsa

Al- Oboudi operatdrii, 6 =1 ve g =0 alinirsa da Salagean operatdrii elde edilir.

Tamm 2.1.15: D bolgesinde tanimli bir f fonksiyonu verilsin. Her w, € C i¢in

f(z)=w, denklemi D de en fazla p; herhangi bir w, e C i¢in f(z)=w, denklemi



11

de D de kesin p tane koke sahipse f fonksiyonuna D de p-valent ( p -mertebeden

multivalent) fonksiyon denir (Goodman, 1983, Ciltl, sf.89).

p € N olmak iizere birim diskte analitik olan

f(z)=2"+ > az*

k=p+m

seklindeki p -valent fonksiyonlarin smifint A'(p) ile gosterecegiz. Ozel olarak

A’(p) = A"(p) olarak alinacaktr.

zf '(2)

zeU olmak iizere Reﬁ>0 sartin1 saglayan A"(p) smifindaki bir f(z)
z

zf "(2)
f(2)

fonksiyonuna p -valent starlike fonksiyon; Re (1+ j >0 sartin1 saglayana da p -

valent konveks fonksiyon denir.

Tanim 2.1.16: U birim diskinde ¢(0) =1 sartin1 saglayan ve pozitif gergel kisma sahip
olan analitik ¢ fonksiyonlarinimn sinifi P ile gosterilir ve bu sinifa Caratheodory sinifi,

bu siniftaki fonksiyonlara da Caratheodory fonksiyonlari denir (Duren 1983).

Teorem 2.1.4: f,U birim diskinde f(0)=0 ve f’(0) =1 bi¢imindeki normallestirme

sartlarin1 saglayan analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda f € S* olmasi igin gerek

ve yeter sart % € P olmasidir (Duren 1983).
z
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Teorem 2.1.5: f,U birim diskinde f(0)=0 ve f’(0) =1 bi¢imindeki normallestirme

sartlarini saglayan analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda f € K olmasi i¢in gerek
zf "(2)
ve yeter sart 1+ f’—() € P olmasidir (Duren 1983).
yA

Teorem 2.1.6 (Growth Teoremi): |z|=r <1 olmak iizere her bir f S fonksiyonu

igin

,
(L+r)?

.
1-r)*

<|f(z) <

esitsizligi yazilir (Duren 1983).

Teorem 2.1.7 (Distortion Teoremi): |z| = r <1 olmak iizere her bir f S fonksiyonu

i¢in

1+r
@-ry

1-r <
1+r)®

f’(z)| <

esitsizligi yazilir.



13

3. MATERYAL ve YONTEM
U= {z :zeCve | <1} birim diskinde analitik olan

f(z)=2"- i a.z" (a,20mpeN={123..})

k=p+m

seklindeki fonksiyonlarin smifint A (p) ile gosterelim. zeU, peN, n,geN,,

y € C—{0} olmak iizere

n+l £ (q)
Re 1+l u—p+q+n >0
y an(q)(z)

sartin1 saglayan f(z) fonksiyonunun 6ncelikle katsayilar1 daha sonra distortion, growth
teoremleri ve extramal noktalari incelenecektir. Bu siifi E (g, y) ile gosterecegiz.

Burada n=0, p=1,q=0,y =1 alindiginda

ReM>O
f(2)

oldugunu; n=1, p=1,9=0,y =1 alindiginda da

Re[uwj -0
f'(2)

oldugunu gérmekteyiz. Yani bu sinif, 6zel durumda starlike ve konveks fonksiyonlar
da kapsamaktadir. Dolayisiyla elde edilecek sonuglar da daha dnce elde edilmis bazi

sonuglar1 genellestirecektir.
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A, (p) smifindaki bir fonksiyonun g. mertebeden tiirevi,

f'(z)=pz"" - > kaz*

k=p+m

(2)= p(p-D2"2— ¥ k(k-1)a, 2

k=p+m

o0

K!
fO2)=p(p-1...(p—q+1)z" - ~_a 7"
k_%m(k—q)! k

—_ pl p—q . kl k—q
= Z — a, Z
(p-q)! k_zp;m(k—q)! ‘

olarak bulunmaktadir. Buna Salagean operatoriinii uygularsak,

D°f9(z)=f“(z)

1
P—q

D'fd(z)= z(f9(2)y

— pl p—q _ o k! (k_q) k—q
o’ kg (pog) X

D" f(q) :L p-q _ N k! {k;q}n k-q 1
e e TRV rourer el T @

elde edilir.
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En,(Q) smifini, keN, neN; , k>n,meN; k=4 >p—-q—n-1>0;zeU olmak
' P—q
lizere
. an(Q) © ‘
En,(@=1feA(p: o ;tO,(ZEC—{O}),f(z):zp—k_zp;makz ,a, >0

seklinde A, (p) nin bir alt sinifi olarak tanimlayalim.

Eno(@nin EJ (q,7), Np, (@) ve K. (q,7) alt smiflarm, meN, neN, ve

y € C—{0} i¢in k=9 >p-g-n-1>0, zeU olmak iizere

n ) _ 1( D™ @z
Em,p(qa7) :{f € Em,p(q)'Re{l_'_;[Wq)((z))_ p+q+nJ}>0,(z eU)},

N N e k! k—q " k—q Rey
N y)=+f ek, : E - =7
m,p(q 7/) { - p(q) k=p+m (k_q)'(p_qj |:[p_q p+q+nJ |7| +|7/|:|ak

! R
<P (|y|+(—p+q+n+1)ﬁ}},

(p-a)!

ve

; , = k! (k-q)[k-q
K, (a,y)=<feE, : - p+q+n+{y||a
»@7) { $M)k2;m&—qﬂ[p—qj {p_q p+q Iﬂ}k

< (pﬁ!q)!(M_ p+q+n+1)}

olarak tanimlayalim.
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Uyarn :

1. E2,(0,7) = S(b) Nasr and Aouf (1985) tarafindan ¢alisild.

2. Ep,(01-a) = T,(m) ve E;,(01-a) = C,(m), a<[L0) Srivastava, Owa and

Chatterjea (1987) tarafindan incelenmistir.

3. E(01-a) = T" () ve E,(01-a) = C(a), a<[L0) Silverman (1975)

tarafindan calisildi.

4. Kp.(0,9)=02(y) ve K;,(0,»)=0;(y) Parvathan and Ponnusanny (1991)

tarafindan c¢alisildu.

5. p=1ve q=0i¢in E; (d,7), Ny (d,7), K7 ,(d,7) smiflart Owa and Salagean
(1998) tarafindan tammlanan T (), O,.(») ve P, .(») smflarmn da

genellestirilmisleridir.

Biz de E; (d,7), Np,(a,7), Ky,(0,7) smiflan arasindaki iliskileri inceleyecegiz.

meN, n=0,p=1 ve q=0 alindiginda Owa and Salagean (1998) da ki sonuglar

aynen elde edilmektedir.
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3.1. Katsayr Tahminleri

Teorem 3.1.1: meN, neN; ve y e C—{0} olsun. Bu durumda,

Knp(@7) < Ep o (0,7)

dir.

Ispat: fe K] (q,7) olsun. Biz

Dn+lf Q) (Z)

0 T (2) —p+q+n/<ly|, (zeU) (2)

oldugunu gostermeliyiz. Eger f fonksiyonunun seri agilimi

f(z)=2"- > az", a >0 (3)
k=p+m
ise bu durumda
w_p+q+n_| |
an(q)(z) y

n+l
P! o i k! (k—qj 7

(p-9)!  Sa(k-9)!lp-q
K

o0

| _ n
P> Spa_ 3 k! (p ?—J i

(p—0q)! o (kK—Q)!

—p+q+n(—|y|
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sz’q(l—p+q+n)— i k! (k—q} ak(k_q—p+q+njqu
p_

_|(p—0)! S k=) p—q q e
p! 2p0_ i k! (k_q)nazk—q
(p-q)! Simk-g)! p-q)

olur. Bu elde edilen ifadedeki |)/| nin disindaki mutlak degerli ifadenin iginin pay ve

paydasini z"™9 ile bolersek

o! = Kkl (k—an (k—q jk_p
1-p+g+n)- a -p+g+n |z
(p—q)!( ) k;m(k—q)! p-q) “{p-q

n -7
p! i k! [k—qj e [
(P-)! Fnk-0) p-q) ™
2 3 k! [k—CIJn (k—q j k-p
_ prar a - p+g+n |z
< (-0 ) k-zm:m(k‘q)! p-q) “Lp-qg " -7 @
p! = k! (k—an kep
N — | & |z
(p-0)! k-%‘m(k—q)! p—0 k||
elde edilir.

D" ()

Biz zeU —{0} i¢in %0 ve

Z pP—q

. D'f@ p! =kl (k=q) _ |k
lim = I|m£ ZW[— a7z

o oo | (p=a)! S p—q

_p!
~(p-q)!

oldugunu kullanirsak her z €U i¢in
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p! i k! (k q] a |2 >0 )

(p q)l kp+m(k q)l p q

yazilir. (4) ve (5) den

Dn+1f (q) (Z)

—p+q+n
Dz O

~|¥]

Pl (1 paqensl)+ > (kE!q)![k:qj akKH—p+q+nj+I7|}

(p q)' k=p+m p_q

Pl & ki (kg
(-2 (k- q)'(p jak

elde edilir. Bu son esitsizlikte f € K] (q,7) oldugu kullamlarak

%::)((Zz))—p+q+n —|y|<0
veya
i(—Dmf(q)(z) = p+q+nj <1
D" f@(z)
bulunur. Buradan
Re{%(%::)((;))—p+q+nj}>—l, (zeU) (6)

oldugu goriilir. Buda f € E} (q,y) demektir.
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Teorem 3.1.2: meN,neN; ve y e C—{0} olsun. Bu durumda

Eno(d.7) < Np (@.7)
dir.

Ispat: f e E; (g,7) olsun.

Dn(f(q)(z)):(pﬁ!q)!ZPQ_ Z.O: k!

ifadesi

n+l £ (q)
Re{l+£(u— p+q+n]}>0

7\ D'f9(z)

esitsizliginde kullanilirsa

n+l
p! o Zw: k! (k_QJ a, 7"

Re<1+—

1 (p-q)! S k- p-q
K

YIoopl . & k! ( —q}” -
Z — a z
| (p-9)! kgm(k—q)! p-q) °

—p+g+n

olur. Burada z reel segilip z—1" oldugu diisiiniiliirse (7) den

! {k—q} a, 7+
k=p+l(k_q)! pP—q

>0,

()
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pl w kl k q n+1
— + z (_j ak 2
—_ )l —o)! —
(=) k= p=a) * | bT
pl & k! [k—QJ . | Rer
L (p-a)! (k=) p-q) " |

yazilir. Buradan da

n+l
I 2 I _
_p! . k! (k q] a

(p—-a)! SEn(k—a)! p—q

o LIS S { [k;qJ
S[Rey R NPT k;m(k—q)! p—q) >

veya

n 2 ?
3 Kl (k_qj Lk—q+|7| _p+q+nJak§L£ﬂ_p+q+n+lJ

v (K=a)!\ p—q p-q Rey (p—q)!| Rey

olup

n+l 2 n

© Kl k—q} 7] Z k! (k—qj
— | —2| a+|———p+Qg+n ——| &
k:zp;m(k—q)!(p—q ‘ (Rey 2 iqipa)

2
SL m—p+q+n+1
(p-a)!{ Rey

Rey

7]

elde edilir. Burada esitsizligin her iki yanint Rey >0 olmak {izere ile garparsak

f e Ny ,(0,7) oldugunu gbriiriiz.
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Teorem 3.1.3: meN,neN, ve y € (—,0) ise

Nno(a.7) < E,,@7)
dir.

Ispat: Ispatimiz1 iki durum igin yapacagiz.

I. Durum: ye[p—q—n—l—l,O) olsun.
p_

fre (P, 0,n;2) fonksiyonunu a >0 olmak iizere

fo(paunz) =2 — p+m—qj_n ol (p+m=q)! .. .
ne(PrG M2} =2 “( p-q ) (p+m! (p-o)! ®

olarak tammlayalim. f__(p,q,n;z) fonksiyonu i¢in

= Kl k—qJn (k—q JRey
—p+q+n|—=+ylla
k;m(k—q)!(p—q {p—q g o

+m)! +m- " +m- Re
__(p )l(p qj [p q_p+q+nj_y+|y|
(p+m-a)!' p-q p-q |7

Xa(pm—qr p! _(p+m-q)!
p-q ) (p+m)! (p-q)!

| _
el et )
(p—0q)! pP—q -y
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olur. Buna gore

- k! k—q]n (k—q jRey
—p+g+n|—=+y||a
kzp: (k—q)!(p—q {p—q 7] o

p!
(p-a)!

=—a

(—p+q+n+1+ m +yj
P—q

<

(p?!q)![(—p+q+n+1)%+|y|j 9)

elde edilir. Dolayistyla Nj (g,7) nin tanimidan f_(p,q,n;z) € N7 (d,7) oldugu

goriiliir.

Simdi

1( D™ 9 (p,q,n;2)
V4

F(z)=1+— —-p+g+n zeU
@ D O (pgmz) J (zv)

alalim. Tslemlerin kolayligi bakimindan % (p,q,n;z) i fnfq; (2) ile yani

9 (p,a,n2)=12(z)

olarak gosterelim. f % (z) nin g. mertebeden tiirevi

fngqo)[(z):izp—q_a (p+m)! [p+m_qJ“ p! (p+m_q)!zp+m_q
' (p—o)! (p+m-a)!{ p-q (p+m)! (p—0a)!
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P e, P [lcwm—qj"”zmm_q
(p—o)! (p—-a)!\ p-q

olur. Salagean tiirev operatdrii kullanilarak

D f(q)(z)_ p,q_a pl [p+m_q]_n(p+m_q]nzp+mq
(p —qN (p—!' p—q p—d

(pplq)'zpq(1 @)

ve

D" f(q)(z)—— zP™ (1—awsz yazilir.
(p—a)! P—q

{=z7",a=-p+q+n+lb=—p+q+n+l+ ve
P—q
a—abg
pG)=——"2 (10)
yd-agf)
olmak tizere
1 Dn+1f(q)(z)
F(z) =1+ (—f(q)()—p+q+n
I -
T e
141 P-9r | P4 —p+q+n
Y p Zp-q(l_azm)

(p-q)!
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1-g P M9 pigen—a"(pt+q+n)

141 P9
4 1-az"
—p+q+n+1—az”‘(—p+q+n+p+m_qJ
=1+—= pP—q
y 1-az"
—p+q+n+1—az’“(—p+q+n+p+m_q}
=1+ pP—q
7/(1—0{2'“)
14 ATADC
y(d-ag)
=1+9(S)
elde edilir. & >1 i¢in
a(b-a
r:—y(i_az)) (12)
yarigapli ve
2
s 12
y(a® -

merkezli  bir  Ddiski i¢cin @U)=C_—-D(z,,r) elde ederiz. Burada
D(zo,r):{wz|w—zo|<r} dir. Son olarak F(U)=C_ —D(z, +1r) bulunur. Bu da

biitin z €U i¢in ReF(z) > 0 esitsizliginin dogru olmadigint gosterir.
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Yukaridaki ifadelerden a>1 igin f__(p,q,n;z)e Nj (9,7) oldugu goriilmesine
kargin fo. (P00 Z) e En,(0,7) oldugu  gorilir. Bu durumda
Nop(a,7) & Eq (0, 7)olur.

Il. Durum: ye (—oo, p—q—n—l—lj olsun. (9) esitsizliginde
pP—q

_ p! [ m J p! ( Rey J
O ——— | -p+q+n+1+ +y7|<——|=p+q+n+l)—=+|y
(p-0)! p-q (p-0)! ( ) 7] i’

oldugu goriilmiistii. Buradan

a(p—q—n—l—l—y]<p—q—n—l—7

veya

o< p—-q-n-1-y _ -p+qg+n+l+y
p—q—n—l—i—;f —-p+g+n+l+y+
P—-q P—q
yazilir. Dolayisiyla « €| 1,— prq+ntl+y olarak bulunur.
- p+q+n+1+
P-q

a nm bu degeri i¢in (8) de tanimlanan f_, fonksiyonunu (9) esitsizligini saglar.
Boylece f,, e Np (0,7) dir. Aynmt zamanda I. Durumdakine benzer olarak

foo € En,(Q,7)oldugu da gosterilebilir.



27

Teorem 3.1.4: meN,ne N ve y € (—,0) ise

B (0.7) @ Ky (0,7)

dir.

Ispat: (8) de verilen

f=fma(p,q,n;Z):zp—a(erm_qj L (p+m=q)! o,
| p-q ) (p+m)! (p-0)!

l7|-p+q+n+1

fonksiyonu i¢in o > >0 olmak

ve |y|-p+q+n+l+

ly|-p+g+n+l+
P—q

uzere

& k! (k=q)[(k-g_
k_;m(k—q)!(p—qj Kp—q p+q+nj+|y|}ak

_ (p+m)! |(p+m_qj {p+m_q—p+q+n+l7l}
(p+m-ag)!l p-g p-g
Xa[p+m—qj p!_ (p+m-q)
pP—Q (p+m)! (p-ao)!
o [y
(p—a)! p—d
p!

> g Uy|— p+q+n+1]
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elde edilir. Buradan meN,neNyve y € (-0,0) i¢in f_ & K (d,7) oldugu goriiliir.

(10) da verilen (<) fonksiyonu gz oniine alinarak

1 n+1f(q)(z) _ a— Clbé/ .
F(z)=1+ (W p+CI+nJ—1+ - é’) 1+p(S);

(11) ve (12) de verilen @(U) = D(c,d) goz oniine alinarak

ReF(z)>14+-2F2 (13)
y(a+1)
- 1
elde edilir. Eger ye(—oo,p—q—n_l__m J veq e Y|-p+a+n+ 1
1 Y|-p+g+n+1+
—-q

ise

a(;/+b)+;/+a>o 14

y(a+1)

ve eger;/e[p—q—n—l—L,Ojve
P—q

e l7]-p+q+n+1 l7|-p+q+n+1

ly|-p+a+n+1+ pn_q

‘—p+q+n+1+

ise bu durumda da (14) saglamir. E; (0, 7) mn tanimi ve (13) ile (14) birlestirildiginde
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ae 7l-p+q+n+l , 7l-p+a+n+1 M (0,1) ve y € (~,0) i¢in

ly|-p+q+n+1+ e

-p+g+n+1+

foe € En,p(0,7) elde edilir.

Teorem 3.1.5: meN,neN ve y € (0,) ise

Eno(0,7)=Np (@,7) =K ,(g,7)

dir.

Ispat: Eger y pozitif bir reel say1 ise N..(@7) ve KJ (g,7) verilisinden
N7 (@,7)=Kg ,(9,7) dir. Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.2 kullanarak Teorem 3.1.5%i

elde ederiz.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Distortion ve Growth Teoremleri

Teorem 4.1.1: Eger f € E| (q,7) ise

! R
e pran ]
: (p-0)! i oo
r
(p+m)! (p+m—qj” (p+m—Q_p+q+an67+|y|
(p+m-q)!' p-qg P-q 7]
e pearne®)
<|f(2)<rP+ (p-0) : / pem
(p+m)! (p+m-g)ifp+m-q . @WI
(p+m-q)'{ p-q P-q 7]
esitsizligi saglanir. Ayrica
( p! )|£|7|+(—p+q+n+1)R|e|yJ
f(z)=12"- b-ar : Y pm
(p+m)! (p+m—q) (p+m—q_p+q+nJRey+|y|
(p+m-q)'{ p-q pP-q 7]

ise yukaridaki esitsizlik esitlige doniistir.

Ispat: f E. (0, 7) oldugundan Teorem 3 deki (2) durumu g6z Oniine alinirsa
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Rey
1)/
. o q),[m +(- p+q+n+)|y|]

a, < -
F o (e [oem_ e
(p+m-ag)! p-q p—g 7l

yazilir. Buradan {i¢gen esitsizligi kullanilirsa

2° - iakzk

k=p+m

MO

<|e|” + iak|z|k <rP P iak

k=p+m k=p+m
(p- q)l('y| + p+q+”+1)RI;IyJ
<rP - rPem (15)
(p-+m)! (p+m—qj (p+m—q_p+q+n] +||
(p+m-)! p-q P-q 7]
elde edilir. Benzer sekilde |Z —W| > HZ| —|WH esitsizligi kullanilirsa
1f(2) 27" - Zak|z| >rP P Zak
k=p+m k=p+m
(p- q)l(w + p+q+”+1)RI;IyJ
>rP— - rPem (16)
(p-+m)! (p+m—q} (p+m q—p+q+n] |7/|
(p+m-)! p-q P-q 7]

bulunur. Sonug olarak (15) ve (16) dan
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P! £|;/|+(— p+q+n+1)Re7/]

p (p-0)! i b
r
e (pemafffoen-a_y o
(p+m-ag)! p-q p—g 7l
: p! )'(|7/|+(— p+q+n+1)FTe|7J
<|f(@)|<r®+ Sk N !
! - - R
oy (pemafffoen-a_ o
(p+m-a)! p-q p—q 7

elde edilir.

Teoremdeki esitlik durumu igin

P (L )Re7
(p—qﬂﬂﬂ+( Pra+n+y) VIJ

+m)! +m-— " +m-— Re
(p )I(p qj (p q_p+q+n]y+v
(p+m-a)! p-q p—q 7l

p+m

f(z2)=2" -

fonksiyonunu goz oniine alalm. Eger z=r(r >0) ise |f(Z)| nin sol tarafindaki esitligi

elde ederiz.

iz

Eger z=re P ve m= p olarak aldigimizda
2P =rPe” =—r°P

ve

i2p
Zp+m — rp+meI p 4 — rp+mei27r — I,p+m
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elde ederiz. Boylece biz | f (Z)| nin sag tarafindaki esitlik olan

Rey
17
(- w('y' ey |y|j
(p+m)! (erm_qj”Herm—q_p+q+ane7’+|},|}
(p+m-a)!l p—q P-4 4

R
[|}/| (- p+q+n+1)|;|7/}

|f(2)|=|-r" -

+m
rp

L (p- m' -
=rP+ - r
+m)! +m- +m- Re
(p+m) l(p qJ (p q_p+q+nj iy

(p+m-q)!l p-q pP—q 7]
elde ederiz.
Teorem 4.1.2: Eger f € E] (q,7)ise

Re
'[|y| +(- p+q+n+1)7/]

orP (p-0) i -

(p+m=D!{ p+m—q " p+m-—q Rey

(p+m—q)![ p—q JH P-q IO+q+nJ|| M}
1

(p- q)'@y| FEpraensy lr I]

(p+m—1)!(p+m—QJ”Kp+m‘q—p+q+n) "y I}
(p+m-g)! p-q P4 d

p+m-1

<|f'(z)| < prPt+

esitsizligi saglanir.
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Ayrica
p! (|y|+(—p+q+n+1)RwJ
f(z)=2° (p—a)! i -
! —q) = R
s e || Gt e
. 7/|

ise yukaridaki esitsizligin esitlik durumu gerceklenir.

Ispat: f E. (0, 7) oldugundan Teorem 3 deki (2) durumu goz 6niine alinirsa

P! (|y|+(—p+q+n+1)Reyj

ikak . (p—q)! 7l

k=p+m +m-D!'p+m-q) +m- Re
P (p )'(p QJ (p Q_p+q+n]7+|}/|
(p+m-a)!l p-q p—q 7]

olur.

f(z)=z"- iakzk = f'(z2)=pz"* - ikakzk’l

k=p+m k=p+m

yazilir. Buradan {i¢gen esitsizligi kullanilirsa

1f'@)| < plg|"" + ikak|z|k_l: prt+ ikakrk‘l
k

=p+m k=p+m

P! (|y|+(—p+q+n+1)Rey]

(p-q)! e

+m-=1! +m- ) +m-— Re
(p )I(p qj (p q_p+q+n]y+|y|
(p+m-a)! p-q pP—q 7]

p+m-1

< prPt+

(17)
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elde edilir. Benzer sekilde |z —W| > HZ| —|W” esitsizligi kullanilirsa

1@ 2 pl" — Skl =prit— Y kar<

k=p+m k=p+m

e pearnn™]

s prit (p- m' % g
(p+m—1)!(p+m—an(p+m—q )
—p+q+n
(p+m-g) p-qg p—q 7 W
olur. Sonug olarak (17) ve (18) den
I(|7/| +(- p+q+n+1)Reyj
prpfl— (p q) |7/| p+m-1
(p+m—D!(p+m—QJ“(p+m‘q—p+q+n] vy
(p+m-a)' p-qg pP-q 7]
R
( )I(|7/| +(- p+q+n+1)|e|7/]
<[f'@)<prrt+ S ’ P
(p+m=-D!'{ p+m-q p+m-—q
(p+m—qﬂ( p-g J{( p-g _p+q+nj|| |ﬂ}

elde edilir.

Teoremdeki esitlik durumu igin

(p- q)'[M - p+q”+1)R|§|yJ

f(z)=2z" - -
(p+m)! (p+m—q] [(p+m—q_p+q+nJ +| @
(p+m-q)'{ p-q p-q 7]

p+m
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fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu fonksiyon i¢in

I
(p?'q){|y|+(—p+q+n+1) R|’e|7J
£(2) = pz°* - - 4
+m)! +m-— +m-— Re
(p+m) l(p qj (p q_p““”j iy
(p+m-q)! p-q P-4 7]
oldugunu biliyoruz.
Eger z=r(r >0) ise f'(Z)| nin sol tarafindaki esitligi elde ederiz.
Eger z = reIE ve m= p—1 olarak aldigimizda
Zp—l — rp—leizr ——r p-1
ve
2p-2
Zp-*—m—l — rp+m—1e p-1 " — rp-*—m—leiZ;r — r.p-*—m—l
elde ederiz. Boylece biz | f '(Z)| nin sag tarafindaki esitlik olan
I
(pﬁd)'[W(_“q””) Rlilyj
|f'(2)|=|-pr*™ - ~
+m)! +m- +m-— Re
(p+m) (p qj (p q_p+q+nj Y
(p+m-a)! p-g P-4 7]

7 p+m-1

r p+m-1
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R
(- q)'[M (- p+q+n+1)|;|7J

+m)! +m-— " +m-— Re
(p )I(p qj (p q_p+q+n] y+Vq
(p+m-q)!l p-q p—q 7]

+m-1
r p

=pr°t+

elde ederiz.

4.2. Extremal Noktalar

Teorem4.2.1: f , ,(z)=2"ve

p!
(p-a)!

k! k—q k-q Rey
(k—qﬁ(p—qj{(p—q p+Q+nJ|ﬂ +V@

olsun. Bir f (z) fonksiyonunun E; (q,7) sinifina ait olmasi igin gerek ve yeter sart

{|}/| +(- p+q+n+1|7/

f(z2)=2" -

f(z)= iukfk(z) (zeU) ve D=1 (u20k=p+m-Lp+m,..)

k=p+m-1 k=p+m-1

seklinde olmasidir.

k! k—q " k-q Rey
: (k—q)!( - Mp—q p*q*”j 7 *'7@

Ispat: 4, = >’

k=p+m Re}/
y|+(-p+q+n+1)—=
(p- qﬂ@' )Iyl]

Y

ve
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,up+m—1 =1- Z:uk

k=p+m

olmak lzere

(g, =20k =p+m-Lp+mp+m+1..)

k! k—an [k—q ]Rey }
—p+q+n|—+y
S (k—q)![p—q {p—q i 4 .

Zﬂkfk(z): 1- Z : Re k
k=p+m-1 k=p+m :
p p (p?q)! |7|+(_p+q+n+1)|7/|}/j
k! k—an_[k—q ]Rey :I
—p+q+n | S+l
+i (k—q)![p—q \p-q 7] " .
k
k=p+m p' Re]/
+(=p+g+n+1)—~
(|o—q)![|y| =p+d )|7|]
! R
( P I(|y|+(—p+q+n+1)ey]
. p-q)! i Zk
k! k—q}n (k—q JRey
—p+q+n|—L+y
(k—q)!(p—q {p—q ] d

k=p+m p'

(p-g)!

7]

—q

ki (k-q)'|(k- R
k |{ qj H ] _p+CI+njey+|7@
S (k-a)!{p-a)|{p-9 7] -

Re
(-

k

k! (k—q]"{(k _p+q+n)Re7/+|7@
. (k-a)lp-q)|\p-q i _—

k=p+m p' Re]/
yI+(=p+q+n+l)—~
(|o—q)!(| I+ ) 7] J
= 27 - iakzk
k=p+m

= f(2)

a 2"- Y az

Zp



39

bulunur. Diger bir taraftan

F@= Y@ =ttyms fona@+ S5, (2)

k=p+m-1 k=p+m-1

) ( )'(M —p+q+n+1) yj
{l— Zﬂk]Z” D |2t - - l
k=p+m k=p+m k' (k qj ( _p+q+ J |7/|
(k-a){p-q 7]
i P! |(|7| +(- p+q+n+1—7
s 3 (p-0)

_k:p+m k! k—QJ (k_q 7/
+ +n —
(k—qﬂ(p—q { p—q "1 | V

k! k—an (k—q jRey
—p+gq+n|—5+
X(k—q)!( - { P—q 7] V|a

k
R
(|7/| +(- p+q+n+1)|;|7J

(p- qN

bulunur. Ayrica

(|y| +(-p+g+n+1) 7/}

(p- qN 7]

k! k—q k-q Rey
(k—qﬂ(p—qj{(p—q p+q+nJ|ﬂ +V@

© Kk (k-q) ~ Rey
)Jégnw—qﬂ(p—qj{( p+q+nJ| }

e p+q+n+1>m

k =

(k=p+mp+m+1,...)

(p- qN
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- I
> P (|7/|+(— p+q+n+1)MJak =

o (P—Q)! 7

= Kl k—qJn (k—q JRey
—-p+g+n|—=+
kggnw—qﬂ(p—q [ p-q 7] I

k! k—q]n (k—q JRey }
—p+q+n|—=+y
X(k—q)!(p—q { p-q 7] ||a

P (L pRer|
(p—qﬂpﬂ+( Prgnl VlJ

elde edilir. Buradan

> __K k—QJ"(k—q JRey
—p+q+n|——+y | U= 2y
kg;nW_QM(p_q [ p—q 7] | &= ttpuns)

= k! k—an (k—q JRey
< —P+g+n |{——+|y
hmm(k—qﬂ(p—q { p—q 7] d

bulunur. Béylece extremal noktalar f (z) ve f,(z) fonksiyonlardir.

Uyan 4.2.1: Biz negatif katsayili analitik fonksiyonlarin E,’;’p(q, y) siifinm ¢alistik.U

da analitik olan f(z)=z" + Z:akzk fonksiyonunu gz oniine alalim. Boyle bir f(z)
k=p+1

fonksiyonu eger bazi ¥ kompleks sayilari igin 0 < Re(l) < _ olmak iizere

y) pP-q-n-1

n+l £ (q)

Rel1+1 u—p+q+n >0 (zeU)
7\ D f9(2)
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esitsizligini f(z) € G}, (,7) oldugunu soyleyebiliriz. Eger f(z) € G/ (q,y) i¢in F(z)

fonksiyonunu

1( D™ f@(z) . 1
1+7/(D”f(q’(z)_ p+q+n]—|(1— p+q+n)|m(7/j

F(z) =

1+(1-p+q+ n)Re(lJ
Y

olarak tanimlarsak o zaman F(z) nin U da analitik oldugunu biliriz. F(0) =1 ve
ReF(z)>0 (zeU) dir. Boylece F(z) Caratheodory fonksiyonudur. F(z)

Caratheodory fonksiyonu i¢in extremal fonksiyon

1+z
F(z) =—
(2) -

olarak verildiginden biz

1[D“+1f @ (z)

1+—
D" f @ (z)

- p+q+nj—i(1— p+q+n)|m(lj
4 1+z

/4

1+(1—p+q+n)Re(1j 1-z
v

yazabiliriz. Bu bize

Dn+1f (q)(Z)
D" f (q)(z)

1+z

—p+q+n+y—iy{l- p+q+n)lm(£j:y(l+(l— p+q+n)Re(1B
¥ v))1l-12

oldugunu gosterir. Burada
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D™ O (z)=—L_7(D"f (7))

olduguna dikkat etmeliyiz. Bu durumda

1 (D"F9@) 1 . 1
p_q(an(q)((Z))) _E(p_q_n_y—'_ly(l_p+q+n)lm(;Jj

= y(1+(1— p+a+ n)ReGﬁ (é +3

oldugunu goriiriiz. Yani

nf(a) '
1 (Df (Z)) _lzzy 1+(1—p+q+n)Re1 L
p-gq D'f9@) 2 7oA

dir.

z (@) '
!{p = ff (q)((ZZ))) i]dtZy(H(l p+q+n Re( jj_[—dt

bulunur. Integral hesab1 yaptigimizda

! logD" f @ (z) — Iogz_—2y(1+(1 p+q+n)Re( Dlog(l 7)
—q v

elde ederiz. Boylece
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(D71 (2))pa = . 1
(1 _ Z)Zy(h(l— p+q+n)Re[;D

olarak bulunur. Yani

p-q
Z

(1 _ 7 )2}/[l+(l— p+q+n)Re[%D

D"f@(2) =

Sonug olarak yukarida tanimlanan f(z) fonksiyonu G} (q,7) smifi igin extremal

fonksiyondur. Fakat bizim kullandigimiz negatif katsayili analitik fonksiyonlarin

Enp(d,7) smifi igin extremal fonksiyonlarin neler olacagi hakkinda bir fikir

yiirlitemiyoruz.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu boliimde tezde elde ettigimiz temel sonuglar verilmistir.

[k olarak z €U, peN,n,geN, :NU{O},;/EC—{O} olmak tizere

n+l £ (q)
Re 1+1 u—p+q+n >0
7| D"f@(2)

sartin1 saglayan f fonksiyonunun katsayilarim inceledik ve bu smifi E; (q,7) ile

gosterdik. Daha sonra E; (q) nm alt simflarmi meN,neNjve yeC —{O} icin

k-9
P-q

y € C—{0}; > p-q-n-1>0; zeU olmak iizereE} (d,7), N, ,(q,7) ve

Kn (0, 7) olarak tanimladik.

Elde ettigimiz sonuglar sunlardir:

Sonu¢ 5.1: meN,neN, ve y e C—{0} olsun. Bu durumda,

Knp(@7) < En o (a,7)

dir.

Sonu¢ 5.2: meN,neN; ve y e C—{0} olsun. Bu durumda

Eno(d.7) < Np (@.7)
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dir.

Sonu¢ 5.3: meN,neN, ve y € (-,0) ise

Np,o (7)< Ep (@, 7)

dir.

Sonu¢ 5.4: meN,neN, ve y e (—x,0) ise

Eno(@7) & Ky (a,7)

dir.

Sonu¢ 5.5: meN,neN, ve y € (0,) ise

En,(@7)=N; (@.7)=K; (a,7)

Sonu¢ 5.6: f € E (q,7) ise

p! Rey
yl+(=p+q+n+l)—=
o (p—q)!(| + ) i ]

+m)! +m- " +m- Re
(p+m) l(p qj (p q_p+q+njy+|y|
(p+m-ag)! p-q p—q 7|

p+m




46

Rey
17
(p- qﬂ@” +prarnty VIJ

(p+m)! p+m—qn p+m-q
(p+m—qﬂ( p—q j{( P-q p+q+n]II |ﬂ}

p+m

<|f(2)|<rP+

Qz|:r<1)

esitsizligi saglanir. Eger

e Coeasn™]

(p- m' 7]
(p+m)! (p+m—an[(p+m—q_p+q+nJ +| |
(p+m-g)!l p-q p—q 7|

ise yukaridaki esitsizlik esitlige doniistr.

p+m

f(z)=2z" -

Sonu¢ 5.7: f € Ej (q,7)ise

Rey
17
(p- q)'ﬁy| ropraensy) VI]
(p+m=-D!{ p+m—q " p+m-q
(p+m—qﬂ[ p—q j{( P-q p+q+nJII |ﬂ}
1
(p- m{V|( p+q+n+)II]

(p+m=D!'{ p+m-q " p+m-—q Rey
(p+m—qﬂ( p-q J{( P-q p+q+njll |ﬂ}

esitsizligi saglanir. Eger

p+m-1

pr? —

r p+m-1

<|f'(z)| < prPt+
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Rey
17
(p- q)'(v| +opraen) MJ
! —q) - R
S G| GRSl i)

ise yukaridaki esitsizligin esitlik durumu gergeklenir.

p+m

f(z2)=2" -

Sonu¢ 5.8: f , ,(2)=2"ve

(|}/| +(- p+q+n+1|y

(p- q)'
k! k—q k—q_ 7}/
(k—q)![p—qJ Kp—q p+q+nj 7 M}

olsun. Bir f(z) fonksiyonunun E_ | (q,7) sinifina ait olmast igin gerek ve yeter sart

f(z2)=2" -

f@= Yuf(@ (zeU) ve Su=1 (4 20k=p+m-Lp+m,..)

k=p+m-1 k=p+m-1
seklinde olmasidir.

Sonug 5.9: F(z) fonksiyonunu

f (@ (Z)

1+(1-p+q+ n)Re(l]
v

1+ (Dmfm)(z)— p+q+nj—i(1— p+q+n)|m(1j
F(z) = 4

olarak tanimlarsak F(0)=1 ve ReF(z) >0 (Z € U) dir. Boylece F(z) Caratheodory

fonksiyonudur. f(z) fonksiyonu G} (q,7) smufi igin extremal fonksiyondur. Fakat
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bizim kullandigimiz negatif katsayili analitik fonksiyonlarm EJ (q,7) smifi igin

extremal fonksiyonlarin neler olacag1 hakkinda bir fikir yiiriitemiyoruz.
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