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ÖZET 

TEZ BAŞLIĞI: SONLU BOYUTLU KONİNİN FACELERİNİN 

ÖRGÜLERİNİN MODÜLERLİĞİ 

YAZAR ADI: RIDVAN SARIOĞLU 
         

        Bir V vektör uzayı içindeki K konisinin facelerinin oluşturduğu örgünün modüler olma 

şartları birçok araştırmada inceleme konusu olmuştur. 

          Bu tez çalışmasında; birinci bölümde koni ve face tanımlarıyla birlikte bunların 

özelliklerinden bahsettik. İkinci bölümde face örgülerinin modülerliğinden, üçüncü bölümde 

ise bu örgülerin yarı modülerliğine değindik.     
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SUMMARY 

THESİS NAME: MODULARİTY OF THE LATTİCE OF FACE 

OF A FİNİTE DİMENSİONAL CONE 

 AUTHOR NAME: RIDVAN SARIOĞLU  

 Rules of to be modularity of lattice of face of K  cone in V  vector space, have been 

investigation topic in a lot of research. 

            In this thesis, at the first part we mentioned definitions cone, face and their features. 

At the second part; we investigated modularity of lattice of face, and at the third part; 

semimodularty of lattice of face.   
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1 G·IR·IŞ

Negatif olmayan matrisler üzerindeki Perron ([16],[17]) ve Frobenius�un ([11],[12])

yapt¬¼g¬çal¬̧smalar farkl¬yollarla incelenmektedir. Bu çal¬̧smalar Krein ve Rut-

man [15] taraf¬ndan A operatörü üzerinden Banach uzaylar¬na geni̧sletilirken;

Bonsall[7], Karlin[14], Jameson[13] ve onlar¬n kaynaklar¬nda gösterilen araşt¬r-

mac¬lar taraf¬ndan fonksiyonel analiz üzerinde yap¬lm¬̧st¬r.

G.P.Barker ve Hans Schneider [1], Perron ve Frobenius�un çal¬̧smalar¬n¬n koni-

ler üzerinden cebrik k¬sm¬yla ilgilenmi̧slerdir. Bu çal¬̧smalarda konilerin yap¬sal

özellikleri üzerinde durulmuş ve konilerin facelerinden oluşmuş örgülerin cebrik

özellikleri sa¼glay¬p sa¼glamad¬¼g¬incelenmi̧stir.

Bugüne kadar yap¬lan çal¬̧smalarda face konilerden oluşan örgülerin modü-

lerite ve da¼g¬lmal¬olma durumlar¬aras¬ndaki ili̧skilere bak¬lm¬̧st¬r. Bu incelemeler

sayesinde herhangi bir koninin simplicial oldu¼gu durumlarda face konilerden olu-

şan örgülerin da¼g¬lmal¬, koninin kesin konveks oldu¼gu durumda face konilerinin

modüler oldu¼gu elde edilmi̧stir. Face konilerin örgülerinin modülerli¼gi ve da¼g¬l-

mal¬olmas¬aras¬ndaki ili̧ski koninin boyutunun üç olmas¬ve kesin konveks olma

şart¬yla bulunmuştur. Bir koninin polyhedral olmas¬halinde ise yar¬modüler olan

face konilerin da¼g¬lmal¬olaca¼g¬sonucuna ulaş¬lm¬̧st¬r.

Biz bu tez çal¬̧smas¬nda yukar¬da bahsedilen durumlar¬n incelenmesini yapt¬k

ve baz¬ifadelerin daha aç¬k hallerini gösterdik.

Tan¬m 1 Bir V vektör uzay¬nda K alt uzay¬aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼gl¬yor ise koni

denir.

K1) �,� � 0 ve x,y 2 K olmak üzere �x+ �y 2 K

K2) K \ (�K) = f0g

K, V içinde k¬smi bir s¬ralama meydana getirece¼ginden x,y 2 K olmak üzere

x � y () x� y 2 K

biçiminde yaz¬labilir.

K konisi baz¬şartlar¬sa¼glad¬¼g¬nda de¼gi̧sik isimler al¬r.
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i) K�nin içi K0 boştan farkl¬ise tam (full) koni olur.

ii) K �K = V ise reproducing koni olur.

iii) x 2 K ve �x 2 K oldu¼gunda x = 0 ise K�ye noktasal (pointed) koni

denir.

Tan¬m 2 F , sonlu boyutlu reel V vektör uzay¬ içindeki K konisinin alt uzay¬

olsun.

x 2 K; y � x 2 K; y 2 F =) x 2 F

oluyorsa F�ye face denir.

K�nin bütün face�lerinin oluşturdu¼gu küme F (K) veya k¬saca F biçiminde

gösterilir. E¼ger F 2 F ise F E K biçiminde gösterilir. E¼ger F , K�den farkl¬ise

F C K biçiminde gösterilir. f0g ve K; K�nin aşikar faceleridir.

Önerme 1 F C K, G C K ve F � G ise F C G dir.
·Ispat. F C G oldu¼gunu göstermemiz için

x 2 G; y � x 2 G; y 2 F =) x 2 F (1)

oldu¼gunu göstermemiz gerekir. F C K oldu¼gundan

x 2 K; y � x 2 K; y 2 F =) x 2 F (2)

yaz¬labilir. G C K biçiminde verildi¼ginden G � K dir. Dolay¬s¬yla 2. denk-

lemde verilen elemanlar¬k¬s¬tlayarak G içinden seçebiliriz. Bu da 2. denklemin

1. denkleme benzemesi demektir. Böylece istedi¼gimizi göstermiş oluruz.

Lemma 2 ·Iki face�nin kesişimi yine bir facedir.

·Ispat. F1; F2 C K ise F1 \ F2 C K olmas¬için

x 2 K; y � x 2 K; y 2 F1 \ F2 =) x 2 F1 \ F2
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şart¬n¬sa¼glatmaya çal¬̧saca¼g¬z. y 2 F1 \ F2 ise y 2 F1 ve y 2 F2 ayn¬zamanda

F1; F2 C K biçiminde verildi¼ginden face tan¬m¬na göre aşa¼g¬daki iki denklem

yaz¬labilir.

x 2 K; y � x 2 K; y 2 F1 =) x 2 F1

x 2 K; y � x 2 K; y 2 F2 =) x 2 F2

bu iki denklem yard¬m¬yla

x 2 K; y � x 2 K; y 2 F1 \ F2 =) x 2 F1 \ F2

yaz¬labilir. Bu da face tan¬m¬ndan F1 \ F2 C K olur.

Sonuç 3 Sonlu say¬da facelerin kesişimide face�dir.

Tan¬m 3 S � K olmak üzere S�i kapsayan en küçük face

' (S) = \fF : F 2 F (K) ; S � Fg

biçiminde tan¬mlan¬r. Ayr¬ca ' (S)�ye S taraf¬ndan üretilen face denir. E¼ger

S = fx1; :::; xng biçiminde sonlu bir küme ise ' (S)�ye sonlu üretilmiş face;

S = fxg biçiminde tek elemanl¬seçilirse ' (S) = ' (x) biçiminde yaz¬labilir ve

devirli (cyclic) face denir.

' (S)�nin tan¬m¬ndan aşikar olarak S � ' (S) dir. S � T al¬nd¬¼g¬nda ' (S)�yi

oluşturan facelerin hepsi ' (T )�de bulunaca¼g¬ndan ' (S) � ' (T ) olur. Ayr¬ca

' (' (S)) = \fF : F 2 F (K) ; ' (S) � Fg = \fF : F 2 F (K) ; S � Fg = ' (S)

olaca¼g¬ndan ' bir kapal¬operatördür.

Önerme 4 S = ' (S) olmas¬için gerek ve yeter koşul S�nin face olmas¬d¬r.

·Ispat. Öncelikle S = ' (S) verildi¼ginde S�nin face oldu¼gunu gösterelim. ' (S)

tan¬m¬n¬ kullan¬rsak sonlu say¬daki facelerin kesişimi face oldu¼gundan ve S =

' (S) al¬nd¬¼g¬ndan S face bulunur. Şimdi tersine S face oldu¼gunda S = ' (S)

oldu¼gunu gösterelim. ' (S) = \fF : F 2 F (K) ; S � Fg = \A al¬n¬rsa S face

oldu¼gundan A kümesinin en küçük eleman¬olur. Kesişim işleminin özelli¼ginden

\A = S = ' (S) şeklinde bulunmuş olur.
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Tan¬m 4 F C K olmak üzere dimF = 1 ise F�ye K�nin extreme ray�¬denir.

E¼ger dim' (x) = 1 olursa x�e k¬saca extremal denir.

Tan¬m 5 fx1; :::; xng extremallerin sonlu kümesi olmak üzere

K =

(
nX
i=1

�ixij�i > 0
)

biçiminde yaz¬labilen K konisine polyhedral koni denir.

Tan¬m 6 E¼ger K, n boyutlu V vektör uzay¬nda n tane extremale sahip ise K�ye

simplicial koni denir.

Lemma 5 S, K konisinin herhangi bir alt kümesi olsun. Bir y 2 ' (S) olmas¬

için gerek ve yeter koşul

0 � y �
nX
i=1

�ix
i

şart¬n¬sa¼glayan n 2 N , xi 2 S , �i 2 F(cisim), �i � 0 var olmas¬d¬r.
·Ispat.

T =

�
y : 9n 2 N ve xi2 S;S � K; �i2 F ; �i� 0; i = 1; 2; :::; n; 0 � y �

nP
i=1

�ix
i

�
biçiminde tan¬mlad¬¼g¬m¬z T kümesinin ' (S)�ye eşit oldu¼gunu gösterece¼giz. Önce-

likle T E K oldu¼gu gösterilmesi gerekir. T�nin koni oldu¼guna bakal¬m.

K1) a; b 2 T ;0 � a �
nP
i=1

�ix
i ; 0 � b �

nP
i=1

�ix
i ise 0 � a + b �

nP
i=1

�ix
i oldu¼gun-

dan a+ b 2 T (�i = �i+� _I � 0) a 2 T ! � 0 ise 0 � !a � !
nP
i=1

�ix
i =

nP
i=1

cix
i

olur dolay¬s¬yla !a 2 T (ci = !�i � 0)

K2)

�T =
�
y : 9n 2 N ve xi2 S;S � K; �i2 F ; �i� 0; i = 1; :::; n; 0 � y �

nP
i=1

�ix
i

�
T ve �T kümeleri k¬yasland¬¼g¬nda T \ f�Tg = f0g olacakt¬r. Böylelikle T�nin

koni oldu¼guna bakt¬k. Şimdi T�nin face oldu¼guna bakal¬m. x 2 T y 2 K x�y 2 K

ise y 2 T şart¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim. x 2 T ise 0 � x �
nP
i=1

�ix
i y 2 K,

x � y 2 K al¬nd¬¼g¬ndan x � y � 0 olacakt¬r. Dolay¬s¬yla 0 � x � y �
nP
i=1


ix
i

,
i 2 F; x� y 2 T olur ve y 2 T sonucuna ulaş¬r¬z.
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Böylelikle T E K oldu¼gunu gösterdik.

Her i = 1; :::; n için xi � xi + ::: + xn ifadesinden dolay¬S � Tdir. ( xi 2 S �

K =) xi � 0) Böylece ' (S) � T elde edilir.

Di¼ger taraftan T � ' (S) oldu¼gunu gösterelim.

y 2 T ise 0 � y �
nP
i=1

�ix
i = z, S � ' (S)�den dolay¬z 2 ' (S) � K ve ' (S) face

oldu¼gundan dolay¬y 2 ' (S) ve T � ' (S) olur. Böylece T = ' (S) elde edilir.

Sonuç 6 x 2 K olmak üzere;

' (x) = fy 2 V : 9� � 0 0 � y � �xg

= fy 2 V : 9� > 0 0 � y � �xg

= fy 2 V : 9� > 0 0 � �y � xg

dir.

·Ispat. Lemma 5�deki S = fxg biçiminde al¬n¬rsa birinci ve ikinci eşitlik

kendili¼ginden ç¬kar. Üçüncü eşitlik için; ikincideki eşitsizlik 1
�
> 0 ile genişletilip

� = 1
�
de¼gişken de¼giştirmesi yap¬l¬rsa

1

�
0 � 1

�
y � 1

�
�x

0 � �y � x

elde edilir. Bu da istenen sonuçtur.

Tan¬m 7 K,V içinde bir koni olmak olmak üzere

KM = fx 2 K : 8y 2 spanK 9"y > 0; x+ "yy 2 Kg (4)

kümesi K�nin cebirsel ilişkili (relative algebric) içi olarak tan¬mlan¬r.

Lemma 7 x � 0 olmak üzere x 2 ' (x)M d¬r.
·Ispat. Tan¬m 7�den yararlan¬rsak

' (x)M = fy 2 ' (x) : 8z 2 ' (x) 9" > 0; y + "z 2 ' (x)g

biçiminde yaz¬labilir. z 2 ' (x) oldu¼gundan dolay¬Sonuç 6�daki üçüncü eşitlikten

dolay¬0 � "z � x yaz¬labilir. Bu eşitsizlikte uygun işlemler ile 0 � x + "z � 2x

olur. Sonuç 6�daki ikinci eşitlikten dolay¬x + "z 2 ' (x) bulunur. Dolay¬s¬yla

x 2 ' (x)M elde edilir.
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2 FACELER·IN DA¼GILMALI VE MODÜLER

ÖRGÜ OLMA DURUMLARI

Tan¬m 8 L 6= ; k¬smi s¬ral¬ bir küme olmak üzere a; b 2 L için L üzerinde

a _ b = sup fa; bg (eküs) ve a ^ b = inf fa; bg (ebas) varsa L�ye örgü denir.

Ayr¬ca a; b; c 2 L için a ^ (b _ c) = (a ^ b) _ (a ^ c) eşitli¼gini sa¼glayan örgüye

da¼g¬lmal¬örgü ve a � c iken a ^ (b _ c) = (a ^ b) _ c şart¬n¬sa¼glayan örgüye

modüler örgü denir.

Tan¬m 8 yararlanarak koniler üzerinde de örgü tan¬mlanabilir.

Tan¬m 9 K koni ve F;G 2 F (K) olmak üzere F _G = ' (F [G) ve F ^G =

F \G biçiminde tan¬mlan¬rsa K konisi üzerinde örgü tan¬mlan¬r.

Tan¬m 10 L s¬ral¬ kümesinin herhangi iki elaman¬ için x � y veya x � y

biçiminde s¬ralama varsa L�ye zincir denir. Sonlu L zincirinin elemanlar¬n¬n

say¬s¬n¬n bir eksi¼gine zincirin uzunlu¼gu denir ve l (L) biçiminde gösterilir.

Önerme 8 F;G 2 F ve x extremal olmak üzere;

i) ' (F +G) = F _G

ii) ' (F + x) = F _ ' (x)

·Ispat. i) ' (F +G) = ' (F [G) oldu¼gunu göstermeliyiz. F +G � F [G

ifadesinin her iki taraf¬na ' operatötünü uygularsak ' (F +G) � ' (F [G) bu-

lunur. Tersine; f 2 F ve g 2 G al¬n¬rsa ' operatörünün tan¬m¬ndan f + g 2

' (F [G) olaca¼g¬ndan F +G � ' (F [G) elde edilir. Bu ifadenin her iki taraf¬na

' operatörünü uygularsak Önerme 4�ün yard¬m¬yla ' (F +G) � ' (F [G) sonu-

cuna ulaş¬l¬r. Böylece eşitlik gösterilmi̧s olur.

ii) ' (F + x) = ' (F + ' (x)) eşitli¼gini sa¼glarsak birinci maddeden iste-

nilen sonuca ulaş¬l¬r. x 2 ' (x) oldu¼gundan F + x � F + ' (x). Buradan

' (F + x) � ' (F + ' (x)) olur. Tersine; Sonuç 6 gere¼gi ' (x)�in elemanlar¬�x

biçimindedir. Dolay¬s¬yla F + �x 2 F + ' (x) dir.

F + �x = � (F + x) 2 ' (F + x)
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Buradan; ' (F + ' (x)) � ' (F + x) : olur. Böylece istenilen eşitlik gösterilmi̧s

olur.

Sonuç 9 x1; :::; xn farkl¬extremaller olmak üzere

' (x1 + :::+ xn) = ' (x1) _ ::: _ ' (xn)

dir.

K simplicial oldu¼gunda K�nin tam olmas¬ndan dolay¬extremalleri lineer ba-

¼g¬ms¬z olmal¬d¬r. Bu extremaller V �nin baz¬olarak al¬n¬rsa K negatif olmayan

orthant belirtir. Yani K�nin bütün vektörleri negatif olmayan koordinatlar üze-

rindedir. Koniler için bunu ifade etmek istersek x � y oldu¼gunda i = 1; :::; n için

xi � yi olmas¬d¬r. Bu durumda K negatif olmayan orhant üzerinde ise F (K)

da¼g¬lmal¬örgü olur.

Sonuç 10 K simplicial ise F (K) da¼g¬lmal¬örgüdür.

Sonuç 10 un tersini düşünürsek aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz.

Teorem 11 F (K) da¼g¬lmal¬örgü ise K simplicialdir.

·Ispat. K�nin boyutuna göre inceleme yaparsak dimK = n ise n = 1; 2

oldu¼gunda her K konisi simplicial oldu¼gunda F (K) da da¼g¬lmal¬olacakt¬r. n �

3 durumunu inceleyelim. fx1; :::; xn+1g kümesi K�nin n + 1 farkl¬ extremalini

göstersin. K, n boyutlu oldu¼gundan bu küme lineer ba¼g¬ml¬olacakt¬r. Bundan

dolay¬

�1x1 + :::+ �n+1xn+1 = 0 (5)

denklemindeki �i�lerin hepsi birden s¬f¬r de¼gildir. Dolay¬s¬yla bu ifadeki s¬f¬ra eşit

olan elemanlar yok kabul edilip aşa¼g¬daki gibi yeniden isimlendirilirse

zi =

�
�ixi �i > 0
��ixi �i < 0

(6)

olur. Bu isimlendirme yard¬m¬yla

z1 + :::+ zq = zq+1 + :::+ zr (7)
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eşitli¼gini elde ederiz. zi�lerde farkl¬extremaller, yani i 6= j olmak üzere ' (zi) ^

' (zj) = f0g biçiminde al¬n¬rsa, F (K)�nin da¼g¬lmal¬oldu¼gunu ve denklem 7 kul-

lan¬l¬rsa

' (z1) = [' (z1) ^ ' (z1)] _ ::: _ [' (z1) ^ ' (zq)]

= ' (z1) ^ [' (z1) _ ::: _ ' (zq)] = ' (z1) ^ [' (zq+1) _ ::: _ ' (zr)]

= [' (z1) ^ ' (zq+1)] _ ::: _ [' (z1) ^ ' (zr)] = f0g

elde edilir. Fakat denklem 6�dan dolay¬' (z1) 6= f0g olmal¬yd¬. Böylelikle K�nin

en fazla n tane extremali olmal¬d¬r. K tam koni oldu¼gundan en az n tane ex-

tremali olmal¬. Bu da K�nin simplicial oldu¼gunu gösterir.

Tan¬m 11 K, V içinde bir koni olsun. K içinde s¬f¬rdan farkl¬ayn¬do¼gru üze-

rinde olmayan iki eleman¬' (x1) _ ' (x2) = K şart¬n¬ sa¼gl¬yor ise K�ye kesin

konveks (strictly convex) koni denir.

Teorem 12 a) K kesin konveks koni oldu¼gunda F (K) modülerdir.

b) F (K) da¼g¬lmal¬de¼gil iken dimK = 3 olsun. K�nin kesin konveks olmas¬için

F (K) modüler olmal¬d¬r.

·Ispat. a) K kesin konveks koni oldu¼gunda s¬n¬r¬ndan al¬nan her x e-

leman¬K�nin extremali ve ' (x) K�nin maksimal facesi olacakt¬r. Modülerli¼gi

göstermek için x; y; z 2 @K ve ' (x) E ' (z) olmak üzere

' (x) _ (' (y) ^ ' (z)) = (' (x) _ ' (y)) ^ ' (z)

eşitli¼gini göstermemiz gerekir. ' (x) E ' (z) ifadesinden ve maksimallikten dolay¬
ya ' (x) = ' (z) ya da ' (z) = K olmal¬d¬r. E¼ger ' (x) = ' (z) ise örgülerin özel-

liklerinde eşitlik sa¼glanm¬̧s olur. ' (z) = K oldu¼gu duruma bakal¬m. Modülerlik

eşitli¼ginde her iki taraftaki i̧slemleri yapal¬m.

' (x) _ (' (y) ^ ' (z)) = ' (x) _ (' (y) ^K) = ' (x) _ ' (y) = K

(' (x) _ ' (y)) ^ ' (z) = K ^ (' (z)) = K ^K = K

Her iki taraf birbirine eşit oldu¼gundan F (K) modülerdir.
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b) x1; x2 ve x3 biçiminde seçilen farkl¬extremallerin lineer ba¼g¬ms¬z oldu-

¼gunu gösterelim. Tersini kabul edelim. O zaman �1x1+�2x2+�3x3 = 0 eşitli¼ginde

�i�lerin (i = 1; 2; 3) hepsi birden s¬f¬r olmamal¬. Farkl¬ durumlar¬ inceleyelim.

�3 = 0 �1; �2 6= 0 oldu¼gu duruma bakal¬m. �1x1 + �2x2 = 0 ise buradan �1

ve �2 ters i̧saretli oldu¼gu ç¬kar. x1 = ��2
�1
x2

�
��1
�2
> 0

�
elde edilir ki bu da x1

ve x2�nin farkl¬olmas¬yla çeli̧sir. Di¼ger bir durum �1; �2 > 0 > �3 olmas¬d¬r.

z1 = �1x1; z2 = �2x2 ve z3 = ��3x3 şeklinde yeniden isimlendirme yaparak

z1 + z2 = z3 elde edilir. Bu eşitli¼gin sa¼glanmas¬ için z1 = 
z3 ve z2 = �z3

(
; � > 0) ifadeleri vard¬r. Bu da yine x1; x2 ve x3 farkl¬olmas¬yla çeli̧sir. Böylece

x1; x2 ve x3�ün lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu gösterdik.

Şimdi x1 ve x2 gibi en az iki farkl¬extremalin x1+x2 � 0 oldu¼gunu gösterelim.

(x � 0 olmas¬için gerek yeter koşul x�in K�nin içinde olmas¬gerekir. x kesin

pozitif olarak adland¬r¬l¬r.) K�nin simplicial olmad¬¼g¬n¬ve y1; y2; y3; y4�ü K�nin

farkl¬ extremalleri olarak alal¬m. dimK = 3 oldu¼gundan yi�ler (i = 1; 2; 3; 4)

lineer ba¼g¬ml¬olacakt¬r. Yani �1y1 + �2y2 + �3y3 + �4y4 = 0 ifadesideki �i�lerin

(i = 1; 2; 3; 4) hepsi birden s¬f¬r de¼gildir. Farkl¬durumlar¬incelemek için

zi =

�
�iyi �i > 0
��iyi �i < 0

ifadesini kullan¬rsak: i) z1 = z2 + z3 + z4 ve ii) z1 + z2 = z3 + z4 eşitlikleri elde

edilir. i�deki eşitli¼gin var olmas¬ z1�in farkl¬ extremal olmas¬yla çeli̧sir. ii�deki

eşitli¼ge bakal¬m. x = z1 + z2 al¬n¬rsa x hem ' (z1 + z2) hem de ' (z3 + z4)�ün

eleman¬olacakt¬r. ·Iki face�in ba¼g¬nt¬l¬içinin kesi̧smesi için biri di¼gerini içermesi

gerekir. Böylece kapsayan face dört extremali de içermesi gerekir ki bu face�in

K�ye eşit olmas¬demektir. Böylece x K�nin içinde ç¬kar. Yani x1+x2 � 0 şart¬n¬

sa¼glayan x1 ve x2 extremalleri olmak zorundad¬r.

Son olarak iki farkl¬extremalin toplam¬n¬n kesin pozitif oldu¼gunu gösterelim.

Tersini kabul edelim: x3; x4 2 K iken x3 + x4 2 @K olsun ve x1 ile x3 farkl¬

extrameller olsun. ·Iki durum söz konusudur.

1) x1 + x3 2 @K: Modülerlikten dolay¬

' (x1) _ [' (x2) ^ ' (x1 + x3)] = [' (x1) _ ' (x2)] ^ ' (x1 + x3) (8)

eşitli¼gi mevcuttur. x1 + x2 >> 0 iken x2 2 ' (x1 + x3) olmas¬' (x1 + x3) = K
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demektir. Böylece x1 + x3 >> 0 olur. Bu da durumumuzun şart¬yla çeli̧sir. O

zaman ' (x2) ^ ' (x1 + x3) = f0g olmal¬d¬r. Şimdi denklem 8�i incelersek

' (x1) _ [' (x2) ^ ' (x1 + x3)] = ' (x1) _ f0g = ' (x1)

[' (x1) _ ' (x2)] ^ ' (x1 + x3) = K ^ ' (x1 + x3) = ' (x1 + x3)

Yani denklem 8 bize ' (x1) = ' (x1 + x3) eşitli¼gini verdi. Bu da x1 ve x3�ün farkl¬

olmas¬yla çeli̧sir.

2) x1 + x3 >> 0: Yine modülerlikten dolay¬

' (x3) _ [' (x1) ^ ' (x3 + x4)] = [' (x3) _ ' (x1)] ^ ' (x3 + x4) (9)

eşitli¼gini elde ederiz. Bir önceki durumdaki nedenlerden dolay¬

' (x3) = ' (x3 + x4)

elde edilecektir. Bu yine x3 ve x4�ün farkl¬olmas¬ndan dolay¬do¼gru de¼gildir. Bu

çeli̧skiler n = 3 olmas¬n¬gerektirir.

Sonuç 13 K face koni, dimK = 3; F (K) da¼g¬lmal¬olsun. Bu durumda K�nin

kesin konveks olmas¬için gerek ve yeter koşul F (K)�nin modüler olmas¬d¬r.

3 FACE ÖRGÜLER·IN YARIMODÜLERL·I¼G·I

Konumuz üzerindeki as¬l problem face örgülerin daha başka hangi şartlar alt¬nda

modüler oldu¼gudur. Bunun için face örgülerin de¼gi̧sik cebrik durumlar¬incelen-

mi̧stir. Bunlardan birini incelemek için yar¬modülerli¼gi tan¬mlayal¬m.

Tan¬m 12 L sonlu boyutlu örgü ve her a; b 2 L için a a^ b�yi örtü¼günde a_ b�de

b�yi örter ise L�e yar¬modüler örgü denir.

Uyar¬14 Hat¬rlanaca¼g¬gibi L örgü ve a; b 2 L için a < b ve fc : a < c < b; c 2 Lg

kümesi boş ise b a�y¬örter denir.

Teorem 15 K polyhedral koni oldu¼gunda F (K) yar¬modülar ise da¼g¬lmal¬d¬r.
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·Ispat. Sonuç 10�dan dolay¬K konisinin simplicial oldu¼gunu göstermek yeter-

lidir. H C K ise F (H) = fF 2 F (K) : F C Hg d¬r. F (H) tan¬mlanmas¬n-
dan ötürü F (K)�nin alt örgüsüdür. F (K) yar¬modüler oldu¼gundan F (H)�de

yar¬modüler olur. K�nin boyutu üzerinden tümevar¬m yapal¬m. dimK = 2

için K simplicialdir. dimK < n için K konisinin ifadeyi sa¼glad¬¼g¬n¬kabul ede-

lim. Şimdi dimK = n için inceleyelim. x1; :::; xn�1 K�nin farkl¬ extremalleri

olsun. Bu taktirde ' (x1) _ ::: _ ' (xn�1) 6= K olur. E¼ger eşitlik sa¼glanm¬̧s ol-

sayd¬m � n� 1 olacak biçimde F (K) içinde ' (xm)�in bir tamamlay¬c¬s¬olarak

H = ' (x1)_ :::_' (xm�1) bulunurdu. dimH < n ve F (H) yar¬modüler oldu¼gun-

dan ve hipotezden dolay¬F (H) da¼g¬lmal¬d¬r. Bu da H�nin ' (x1) ; :::; ' (xm�1)

extremallerini örten en küçük küme (konveks hull) ve dimH = m � 1 olmas¬

demektir. Fakat ' (xm) ; ' (xm) ^H (= f0g) y¬örter dolay¬s¬yla ' (xm) _H; H�¬

örter ve K polyhedral koni oldu¼gundan dimK = n iken dim (' (xm) _H) =

1 + dimH = m � n � 1 olur ki bu da K = ' (xm) _ H olmas¬yla çeli̧sir. Yani

F = ' (x1) _ ::: _ ' (xn�1) 6= K olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla F simplicialdir. K, n� 1

komşulu¼ga sahip oldu¼gundan K simplicialdir.

Tan¬m 13 V ,0 sonlu boyutlu reel vektör uzay¬ V �nin duali olmak üzere K
0
=�

f 2 V 0
: fx � 08x 2 K

	
kümesine K kapal¬tam konisinin duali denir.

Tan¬m 14 F C K ise FD =
�
f 2 K 0

: fx = 08x 2 K
	
kümesi F�nin dualidir.

G 2 F (K) ise G�nin F (K) içindeki duali için G� notasyonunu kullanaca¼g¬z.

Tan¬m 15 K koni olmak üzere F C K facesi için FD� = F ise F exposed

olarak adland¬r¬l¬r.

Yukar¬daki tan¬mda K polyhedral koni oldu¼gunda eşitlik her zaman do¼gru

olur.

Lemma 16 F1,F2 C K olmak üzere

a) (F1 _ F2)D = FD1 ^ FD2

b) (F1 ^ F2)D C FD1 _ FD2
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·Ispat. a)

(F1 _ F2)D = (' (F1 [ F2))D

=
n
f 2 K 0

: fx = 08x 2 ' (F1 [ F2)
o

=
n
f 2 K 0

: fx = 08x 2 F1 \ F2
o

=
n
f 2 K 0

: fx = 08x 2 F1
o
\
n
f 2 K 0

: fx = 08x 2 F2
o

= FD1 \ FD2 = FD1 ^ FD2

b)

(F1 ^ F2)D = ff 2 K 0 : fx = 08x 2 F1 \ F2g

�
n
f 2 K 0

: fx = 08x 2 ' (F1 [ F2)
o

= '
n
f 2 K 0

: fx = 08x 2 ' (F1 [ F2)
o

� '
�n
f 2 K 0

: fx = 08x 2 F1
o
[
n
f 2 K 0

: fx = 08x 2 F2
o�

= '
�
FD1 [ FD2

�
= FD1 _ FD2

Yukar¬daki b maddesinde F�lerin exposed olmas¬durumunda eşitlik sa¼glan¬r.

Rn�de polyhedral konilerde oldu¼gu gibi, Lorentz konisinin her facesi exposed

d¬r. E¼ger dual uzay¬ayn¬Rn ile gösterirsek lineer fonksiyonlar standart iç çarp¬m

gibi gösterilebilir ve K ile K 0 kaŗs¬laşt¬r¬labilir. Daha do¼grusu K = K 0 dür. Daha

genel olarak V iç çarp¬m uzay¬n¬n duali V 0 ile gösterilir. ve notasyon olarak

f (x) = (f; x) dir.

Tan¬m 16 V iç çarp¬m uzay¬nda K = K
0
eşitli¼gini sa¼glayan K � V konisine

self-dual koni denir.

Önerme 17 K self-dual koni olsun. F (K)�nin modüler olmas¬ için gerek ve

yeter koşul F (K)�nin yar¬modüler ve K�nin her facenin exposed olmas¬d¬r.

F C K için F v = fy 2 spanF : (y; x) � 08x 2 Fg kümesine F�nin duali denir.

Tan¬m 17 K self-dual koni olsun. 8F 2 F (K) için F v = F eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa

K�ye mükemmel koni denir.
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Teorem 18 K self-dual konisinin mükemmel olmas¬ için gerek ve yeter koşul

F (K)�nin F ! FD operatörü alt¬nda ortamodüler olmas¬d¬r.

·Ispat. K self-dual konisi mükemmel koni olsun. Aç¬kt¬r kiF (K) ortoörgüdür.

(Birkho¤ [6] sayfa 52 L8, L9, L10 özellikleri sa¼glan¬r.) F E K ve G = FDD ise

F E G E K d¬r.

H = fz 2 G : (z; x) = 0;8x 2 Fg

biçiminde al¬n¬rsa K noktasal oldu¼gundan H = G ^ FD = f0g olur. G self-dual

oldu¼gundan 8f 2 F için (g; f) = 0 olacak şekilde g 2 G vard¬r. Buradan g 2 H

ç¬kar. Bu da G = F olmas¬ demektir. Şimdi ortomodüler şart¬n¬ sa¼glatal¬m.

F E H ise F _
�
FD ^H

�
= H. H mükemmel oldu¼gundan dual i̧sleminin k¬s¬t-

lanmas¬F (H) y¬ ortoörgü yapar. Dualin k¬s¬tlanmas¬dan FH = FD ^ H ve

FH = fx 2 H : 8f 2 F; (x; f) = 0g gibi iki türlü tan¬mlanabilinir. F (H) or-

toörgü oldu¼gundan H = F _ FH = F _
�
FD ^H

�
elde edilir.

Tersini kabul edelim; yani K self-dual koni, F (K) ortomodüler alal¬m. Baz¬

x � 0 için F = ' (x) olacak biçimde F 2 F (K) olsun. F � F v oldu¼gu aç¬kt¬r.

Şimdi y 6= 0 y 2 F vnF var oldu¼gunu farz edelim. Bu durumda F�nin z =

�x+(1� �) y olacak şekilde F�nin s¬n¬r¬nda � 2 (0; 1) vard¬r. z 6= 0 olaca¼g¬ndan

' (z) E F dir. Kabulumüzden dolay¬

' (z) _
h
' (z)D ^ F

i
= F

dir. Dolay¬s¬yla u 6= 0; u 2 ' (z)D ^ F vard¬r ve (u; z) = 0 olur. Böylece

0 = (z; u) = � (x; u) + (1� �) (y; u) > 0

elde edilir ki bu da çeli̧skidir. Yani böyle bir y eleman¬yoktur. Dolay¬s¬yla F = F v

olur bu da K�nin mükemmel olmas¬demektir.

Lemma 19 K self-dual polyhedral koninin simplicial olmas¬için gerek ve yeter

koşul F (K)�nin ortomodüler olmas¬d¬r.

Lemma 20 K self-dual koni F (K) modüler ise K mükemmeldir.
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Sonuç olarak bu tezde face konilerden oluşan örgülerin modülerite ve da¼g¬l-

mal¬ olma durumlar¬ aras¬ndaki ili̧skiler incelenerek, herhangi bir koninin sim-

plicial oldu¼gu durumlarda face konilerden oluşan örgülerin da¼g¬lmal¬, koninin

kesin konveks oldu¼gu durumda face konilerinin modüler oldu¼gu elde edilmi̧stir.

Face konilerin örgülerinin modülerli¼gi ve da¼g¬lmal¬olmas¬aras¬ndaki ili̧ski koninin

boyutunun üç olmas¬ve kesin konveks olma şart¬yla bulunmuştur. Bir koninin

polyhedral olmas¬halinde ise yar¬modüler olan face koniklerin da¼g¬lmal¬olaca¼g¬

sonucuna ulaş¬lm¬̧st¬r.

Ayr¬ca yukar¬da bahsedilen durumlar¬n incelenmesini baz¬ifadelerin daha aç¬k

hallerinden bahsettik. Daha önce yap¬lan çal¬̧smalardaki teoremlerin ispatlar¬

daha aç¬k bir şekilde verilmi̧stir.

Yapt¬¼g¬m¬z bu çal¬̧sma K konisinin ayr¬̧st¬r¬labilirli¼gi ile geni̧sletilebilinir. Bu

durum aşa¼g¬daki direkt toplam tan¬m¬ yard¬m¬yla baz¬ araşt¬rmac¬lar ([3],[4])

taraf¬ndan incelenmi̧stir.

Tan¬m 18 K,V vektör uzay¬nda koni K1,K2 onun aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glayan iki

alt cümlesi olsun

1. spanK1 \ spanK2 = f0g

2. K = K1 +K2

Bu durumdaK,K1 veK2�nin direkt toplam¬olarak yaz¬labilir veK = K1�K2

biçiminde gösterilir.
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