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OZET

TEZ BASLIGI: SONLU BOYUTLU KONININ FACELERININ
ORGULERININ MODULERLIGI
YAZAR ADI: RIDVAN SARIOGLU

Bir V vektor uzayi i¢cindeki K konisinin facelerinin olusturdugu 6rgiiniin modiiler olma
sartlar1 bir¢cok arastirmada inceleme konusu olmustur.

Bu tez c¢alismasinda; birinci boliimde koni ve face tanimlariyla birlikte bunlarin
ozelliklerinden bahsettik. Ikinci boliimde face drgiilerinin modiilerliginden, iiciincii béliimde

ise bu orgiilerin yar1 modiilerligine degindik.



SUMMARY
THESIS NAME: MODULARITY OF THE LATTICE OF FACE
OF A FINITE DIMENSIONAL CONE

AUTHOR NAME: RIDVAN SARIOGLU

Rules of to be modularity of lattice of face of K cone in V vector space, have been
investigation topic in a lot of research.

In this thesis, at the first part we mentioned definitions cone, face and their features.
At the second part; we investigated modularity of lattice of face, and at the third part;

semimodularty of lattice of face.
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1 GIRIS

Negatif olmayan matrisler iizerindeki Perron ([16],[17]) ve Frobenius’un ([11],[12])
yaptigi ¢alismalar farkl yollarla incelenmektedir. Bu galigmalar Krein ve Rut-
man [15] tarafindan A operatorii iizerinden Banach uzaylarina genisletilirken;
Bonsall[7], Karlin[14], Jameson[13] ve onlarmn kaynaklarinda gosterilen aragtir-
macilar tarafindan fonksiyonel analiz tizerinde yapilmigtir.

G.P.Barker ve Hans Schneider [1], Perron ve Frobenius’un ¢galigmalarinin koni-
ler {izerinden cebrik kismiyla ilgilenmislerdir. Bu ¢aligmalarda konilerin yapisal
ozellikleri iizerinde durulmus ve konilerin facelerinden olusmus orgiilerin cebrik
ozellikleri saglayip saglamadig1 incelenmistir.

Bugiine kadar yapilan ¢alismalarda face konilerden olusan orgiilerin modii-
lerite ve dagilmali olma durumlar: arasindaki iligkilere bakilmistir. Bu incelemeler
sayesinde herhangi bir koninin simplicial oldugu durumlarda face konilerden olu-
san orgiilerin dagilmali, koninin kesin konveks oldugu durumda face konilerinin
modiiler oldugu elde edilmistir. Face konilerin 6rgiilerinin modiilerligi ve dagl-
mali olmasi arasindaki iliski koninin boyutunun ii¢ olmasi ve kesin konveks olma
sartiyla bulunmustur. Bir koninin polyhedral olmasi halinde ise yarimodiiler olan
face konilerin dagilmali olacagi sonucuna ulagilmigtir.

Biz bu tez calismasinda yukarida bahsedilen durumlarin incelenmesini yaptik

ve bazi ifadelerin daha agik hallerini gosterdik.

Tanmim 1 Bir V wvektor uzayinda K alt uzayr asaqidaki sartlary saglyor ise kona

denir.
K1) o, >0 vez,y € K olmak tizere ax + By € K
K2) KN (-K)={0}

K, V i¢inde kismi bir siralama meydana getireceginden z,y € K olmak iizere

r>y<—=zr—yeck

biciminde yazilabilir.

K konisi baz sartlar sagladiginda degisik isimler alir.



i) K’nin ici K° bogtan farkh ise tam (full) koni olur.
ii) K — K =V ise reproducing koni olur.

iii) * € K ve —x € K oldugunda z = 0 ise K’ye noktasal (pointed) koni

denir.

Tanmim 2 F', sonlu boyutlu reel V wvektor uzayr icindeki K konisinin alt uzayr

olsun.

reKy—zreKyeF=uzckF

oluyorsa F’ye face denir.

K’nin biitiin face’lerinin olugturdugu kiime F (K) veya kisaca F biciminde
gosterilir. Eger F' € F ise F' J K bigiminde gosterilir. Eger F';, K’den farkl ise
F < K bigiminde gosterilir. {0} ve K; K’'nin agikar faceleridir.

Onerme 1 F<aK,G< K ve FCGise F<G dir.

Ispat. F < G oldujunu géstermemiz igin
reCG,y—2€G, ye F=2xc F (1)
oldugunu gostermemiz gerekir. F' < K oldugundan
reK,y—reK,ye F—=—zx€eF (2)

yazlabilir. G < K biciminde verildiginden G C K dir. Dolayswyla 2. denk-
lemde verilen elemanlar: kisitlayarak G i¢inden segebiliriz. Bu da 2. denklemin

1. denkleme benzemesi demektir. Boylece istedigimizi gostermis oluruz. m
Lemma 2 ki face’nin kesisimi yine bir facedir.
ispat. i, Fy < K ise Iy N Fy, <1 K olmasi igin

rz e K, y—ZL‘EK, yEFlﬁFg:meFlﬂFg



sartin1 saglatmaya calisacagiz. y € Fy N F; ise y € F} ve y € F, ayni zamanda
Fi, F, < K biciminde verildiginden face tanimina gore asagidaki iki denklem
yazilabilir.

reK, y—xrxeK, ye ki — xe€

reK, y—re K, yel, — xe€F,

bu iki denklem yardimiyla

reK, y—reK, ye iNFkF, — xze€ Fi1NE
yazilabilir. Bu da face tammmindan F; N Fy << K olur. m
Sonug 3 Sonlu sayida facelerin kesisimide face’dir.

Tanim 3 S C K olmak dizere S’ kapsayan en kiigiik face
oS =nN{F:FeF(K),SCF}

bigiminde tanimlanir. Ayrica ¢ (S)’ye S tarafindan tretilen face denir. Eger
S = {xy,...,z,} bigiminde sonlu bir kiime ise ¢ (S)’ye sonlu diretilmis face;
S = {x} bigiminde tek elemanl segilirse ¢ (S) = ¢ (x) bigiminde yazilabilir ve

devirli (cyclic) face denir.

¢ (S)’'nin tanimindan agikar olarak S C ¢ (9) dir. S C T alindiginda ¢ (5)’yi
olugturan facelerin hepsi ¢ (7")’de bulunacagindan ¢ (S) C ¢ (7) olur. Ayrica
eleS) ={F:FeF(K),pS)CFy=n{F:FeF(K),SCF}=¢(S5)

olacagindan ¢ bir kapali operatordiir.

Onerme 4 S = ¢ (S) olmas icin gerek ve yeter kosul S nin face olmasidr.
Ispat. Oncelikle S = ¢ (S) wverildiginde S nin face oldugunu gésterelim. ¢ (S)
tamemane kullanarsak sonlu sayrdaki facelerin kesisimi face oldugundan ve S =
0 (S) abindigindan S face bulunur. imdi tersine S face oldugunda S = ¢ (S)
oldugunu gosterelim. ¢ (S) = N{F:F e F(K),S CF} = NA alvursa S face
oldugundan A kiimesinin en kii¢iik elemamy olur. Kesigim isleminin 6zelliginden

NA =5 = ¢ (S) seklinde bulunmusg olur. m



Tanim 4 F' < K olmak tizere dim F' = 1 ise F'ye K 'nin extreme ray” denir.

Eger dim ¢ (z) = 1 olursa z’e kisaca extremal denir.

Tanim 5 {z1,...,x,} extremallerin sonlu kiimesi olmak tizere

i=1
biciminde yazilabilen K konisine polyhedral koni denir.

Tanim 6 Eger K, n boyutlu V' vektér uzayinda n tane extremale sahip ise K’ye

simplicial koni denir.

Lemma 5 S, K konisinin herhangi bir alt kiimesi olsun. Bir y € ¢ (S) olmast

i¢in gerek ve yeter kosul
0<y< Zﬁle
i=1

sartine saglayann € N |, 2 € S, B3, € F(cisim), 3, > 0 var olmasidar.

I spat.

T = {y:EInEN ve x'€ S;S C K;B,€ F;,> O;i:1,27...,n;0§y325ix1}
i=1

bigiminde tanimladigemiz T' kiimesinin ¢ (S) 'ye esit oldugunu gosterecegiz. Once-
likle T'< K oldugu gdsterilmesi gerekir. T nin koni olduguna bakalim.

Kl)a,beTHN<a<> iz’ ;0<b< > Bixtise 0 <a+b< > 0z oldugun-
‘ & ‘

=1 =1

7

dana+beT (O, =a;+8;>0)aeTw>0ise0<wa<wd az’=) ca’
i=1 =1
olur dolayiswyla wa € T (¢; = wa; > 0)

K2)
T = {y:EInGN ve 2'€ S;S C K;B,€ F;3,> O;izl,...,n;OZyZZﬁixi}
i=1

T ve =T kiimeleri kwaslandiginda T N {=T} = {0} olacakter. Boylelikle T 'nin
koni olduguna baktik. Simdi T 'nin face olduguna bakalim. v € Ty e K x—y € K

ise y € T sartimn saglandigina gésterelim. x € T ise 0 < z < > 32" y € K,
i=1

r—y € K almdigimdan x —y > 0 olacaktir. Dolaysiyla 0 < z —y < > v,2
i=1

7 €EF, z—y e T olurvey €T sonucuna ulagiriz.



Boylelikle T' < K oldugunu gdsterdik.
Her i =1,...n i¢in 2* < z' + ... + 2" ifadesinden dolayn S C T'dir. (2' € S C
K = 2 >0) Bdylece p (S) C T elde edilir.
Diger taraftan T C ¢ (S) oldugunu gésterelim.
yeTise) <y< ilﬁlxl =2z, 8 C¢(S)’den dolayr z € ¢ (S) C K ve ¢ (S) face

(2

oldugundan dolay: y_e 0 (S) veT C ¢ (S) olur. Boylece T = ¢ (S) elde edilir.
Sonug 6 = € K olmak iizere;

pr) = {yeV:36>00<y< pr}
— {yeV:38>00<y<Br)
= {yeV:3a>00<ay <z}
dir.

Ispat. Lemma 5deki S = {x} bi¢iminde alimirsa birinci ve ikinci esitlik
kendiliginden ¢ikar. Uciinet esitlik icin; ikincideki esitsizlik % > 0 ile genisletilip
o= % degisken degistirmesi yapilirsa

1 1
0 < =
B 5
0 < ay<z
elde edilir. Bu da istenen sonuctur. m
Tanim 7 K,V icinde bir koni olmak olmak iizere
K*={x e K :Vy € spanK e, > 0,2 + ¢,y € K} (4)

kiimesi K’nin cebirsel iliskili (relative algebric) igi olarak tanimlanar.

Lemma 7 x > 0 olmak iizere v € ¢ (x)" dur.

Ispat. Tanum 7’den yararlanarsak

@) ={ycp@):Vzecp(r) Ie>0,y+ezcp(r)

biciminde yazilabilir. z € ¢ (x) oldugundan dolayr Sonug 6’daki ti¢iinci esitlikten
dolain 0 < ez < x yazlabilir. Bu egitsizlikte uygun islemler ile 0 < x + ez < 2z
olur. Sonug¢ 6’daki ikinci egitlikten dolayr x + ez € ¢ (x) bulunur. Dolayiswyla

r € p(x)" elde edilir. m



2 FACELERIN DAGILMALI VE MODULER
ORGU OLMA DURUMLARI

Tanim 8 L # () kismi siraly bir kiime olmak fizere a,b € L icin L tizerinde
aVb = sup{a,b} (ekis) ve a ANb = inf{a,b} (ebas) varsa L’ye 6rgi denir.
Ayrica a,b,c € L igin a A (bVc) = (aAb)V (aAc) esitligini saglayan orgiye
dagilmaly 6rgii ve a > ¢ tken a A (bV ¢) = (a Ab) V ¢ sartine saglayan drgiiye

modiiler 6rgii denir.
Tanim 8 yararlanarak koniler iizerinde de 6rgii tanimlanabilir.

Tanim 9 K koni ve F,G € F (K) olmak tizere FN G = ¢ (FUG) ve FAG =

F NG bigiminde tanimlanirsa K konisi tizerinde 6rgi tanimlanar.

Tanim 10 L siraly kiimesinin herhangi ki elamam i¢in x < y veya v > vy
biciminde siralama varsa L’ye zincir denir. Sonlu L zincirinin elemanlarimin

saysian bir eksigine zincirin uzunlugu denir ve [ (L) bi¢iminde gosterilir.
Onerme 8 F,G € F ve z extremal olmak izere;

i) p(F+G)=FVG

il) o (F+z)=FVp(x)

Ispat. 1) ¢ (F+G) = ¢ (FUG) oldugunu gostermeliyiz. F+G D FUG
ifadesinin her iki tarafina ¢ operatétiinii uygularsak ¢ (F + G) D ¢ (F U G) bu-
lunur. Tersine; f € F ve g € G alimirsa ¢ operatoriiniin tanimindan f + g €
¢ (FUG) olacagindan F'+G C ¢ (F UG) elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafina
¢ operatoriinii uygularsak Onerme 4’iin yardimiyla ¢ (F + G) C ¢ (F U G) sonu-
cuna ulagilir. Boylece esitlik gosterilmig olur.

ii) o(F4+x) = ¢(F+¢(x)) esitligini saglarsak birinci maddeden iste-
nilen sonuca ulagiir. z € ¢ (x) oldugundan F' + = C F + ¢(x). Buradan
o(F+1z) C ¢ (F+¢(x)) olur. Tersine; Sonug 6 geregi ¢ (x)’in elemanlar: Az
bi¢imindedir. Dolayisiyla F'+ Az € F' + ¢ (x) dir.

F+Xl=A(F+z)e€o(F+u)



Buradan; ¢ (F + ¢ (x)) C ¢ (F + ). olur. Boylece istenilen esitlik gosterilmis

olur. m
Sonug 9 x4, ..., x, farkh extremaller olmak tizere

@1+ ... +z) =9 (@) V..Vo(z)
dir.

K simplicial oldugunda K'nin tam olmasindan dolay1 extremalleri lineer ba-
gimsiz olmalidir. Bu extremaller V’nin bazi olarak alimirsa K negatif olmayan
orthant belirtir. Yani K'nin biitiin vektorleri negatif olmayan koordinatlar tize-
rindedir. Koniler i¢in bunu ifade etmek istersek x < y oldugunda i« = 1, ..., n igin
x; < y; olmasidir. Bu durumda K negatif olmayan orhant iizerinde ise F (K)

dagilmali 6rgii olur.
Sonug 10 K simplicial ise F (K) dagilmaly érgidiir.

Sonug 10 un tersini diisiiniirsek asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 11 F (K) dagumals orgi ise K simplicialdir.

Ispat. K’nin boyutuna gore inceleme yaparsak dim K = n ise n = 1,2
oldugunda her K konisi simplicial oldugunda F (K) da dagilmali olacaktir. n >
3 durumunu inceleyelim. {xy,..., 2,1} kiimesi K'nin n 4 1 farkhi extremalini
gostersin. K, n boyutlu oldugundan bu kiime lineer bagiml olacaktir. Bundan
dolay1

AT+ o+ Ap1Tn1 =0 (5)

denklemindeki \;’lerin hepsi birden sifir degildir. Dolayisiyla bu ifadeki sifira esit

olan elemanlar yok kabul edilip agsagidaki gibi yeniden isimlendirilirse

olur. Bu isimlendirme yardimiyla

At 2zg =201+ o+ 2 (7)



esitligini elde ederiz. z;’lerde farkh extremaller, yani ¢ # j olmak iizere ¢ (z;) A
¢ (z;) = {0} bi¢iminde alnirsa, F (/) nin dagilmal oldugunu ve denklem 7 kul-

lanilirsa

p(21) = [o(z) Ap ()] V. Ve (21) A (2)]
= @) Alp () V.. V(2] = @ (21) Ao (2g41) V.. Vo (2)]
= [p(z) A (Zgr1)] V. V[ (21) A (2)] = {0}
elde edilir. Fakat denklem 6’dan dolay1 ¢ (z1) # {0} olmaliyd1. Boylelikle K 'nin

en fazla n tane extremali olmalidir. K tam koni oldugundan en az n tane ex-

tremali olmali. Bu da K'nin simplicial oldugunu gosterir. m

Tanmim 11 K, V i¢inde bir koni olsun. K ig¢inde sifirdan farkl ayni dogru tize-
rinde olmayan iki elemani ¢ (x1) V ¢ (22) = K sartim saghyor ise K ye kesin

konveks (strictly convex) koni denir.

Teorem 12 a) K kesin konveks koni oldugunda F (K) modilerdir.

b) F(K) daglmal degil iken dim K = 3 olsun. K 'nin kesin konveks olmasu i¢in
F (K) modiiler olmalidar.

Ispat. a) K kesin konveks koni oldugunda siirindan alinan her z e-
leman1 K’nin extremali ve ¢ (r) K’nin maksimal facesi olacaktir. Modiilerligi

gostermek icin x,y, z € K ve ¢ (z) < ¢ (z) olmak iizere

@) V(e Ap(2)=(p@)Ve(y) Ap(2)

esitligini gostermemiz gerekir. ¢ () < ¢ (z) ifadesinden ve maksimallikten dolay1
ya o (z) = ¢ (2) yada ¢ (2) = K olmahdir. Eger ¢ () = ¢ (2) ise orgiilerin 6zel-
liklerinde esitlik saglanmig olur. ¢ (z) = K oldugu duruma bakalim. Modiilerlik

esitliginde her iki taraftaki iglemleri yapalim.
p@) V(e ne)=e@) Ve AK)=p@)Vely) =K

(@) Vo) Ap()=KA(p(z)=KANK =K

Her iki taraf birbirine esit oldugundan F (K') modiilerdir.



b) x1,To ve x3 biciminde segilen farkl extremallerin lineer bagimsiz oldu-
gunu gosterelim. Tersini kabul edelim. O zaman ayx1+asze+asx3 = 0 esitliginde
a;’lerin (i = 1,2,3) hepsi birden sifir olmamali. Farkli durumlar: inceleyelim.
az = 0 ag,as # 0 oldugu duruma bakalim. a;x; + aszrs = 0 ise buradan oy
ve apg ters isaretli oldugu cikar. x, = —g—jxg (—z—; > O) elde edilir ki bu da z;
ve zo'nin farkli olmasiyla gelisir. Diger bir durum aq,as > 0 > a3 olmasidir.
Z1 = Q1T1, %23 = Qaxy ve 23 = —agxs seklinde yeniden isimlendirme yaparak
21 + 20 = 23 elde edilir. Bu esitligin saglanmasi igin z; = v23 ve zo = 023
(7,9 > 0) ifadeleri vardir. Bu da yine x1, xo ve x3 farkli olmasiyla ¢elisir. Boylece
x1, Xy ve x3'in lineer bagimsiz oldugunu gosterdik.

Simdi x; ve x5 gibi en az iki farkl extremalin z1+x5 > 0 oldugunu gosterelim.
(x > 0 olmas i¢in gerek yeter kogul 2’in K’nin i¢inde olmasi gerekir. z kesin
porzitif olarak adlandirilir.) K’nin simplicial olmadigim ve yi, yo, y3, y4'ii K 'nin
farkli extremalleri olarak alahm. dim K = 3 oldugundan y;'ler (i = 1,2,3,4)
lineer bagiml olacaktir. Yani A\1y; + Aoys + Asys + Agys = 0 ifadesideki A;’lerin
(1 =1,2,3,4) hepsi birden sifir degildir. Farkli durumlar incelemek igin

s =AYy A <0

ifadesini kullanirsak: i) 27 = 29 + 23 + 24 ve ii) 21 + 20 = 23 + 24 esitlikleri elde
edilir. i’deki esitligin var olmasi z;’in farkli extremal olmasiyla celigir. ii’deki
esitlige bakalim. x = 21 + 2o alimirsa « hem ¢ (21 + 29) hem de ¢ (23 + z4)’ilin
eleman: olacaktir. Iki face’in bagmntili icinin kesismesi icin biri digerini icermesi
gerekir. Boylece kapsayan face dort extremali de icermesi gerekir ki bu face’in
K’ye esit olmas1 demektir. Boylece © K'nin i¢inde ¢ikar. Yani z1+ x5 > 0 sartim
saglayan x; ve xy extremalleri olmak zorundadir.

Son olarak iki farkli extremalin toplaminin kesin pozitif oldugunu gosterelim.
Tersini kabul edelim: z3,x4 € K iken x3 + x4 € 0K olsun ve z7 ile x3 farkh
extrameller olsun. Iki durum séz konusudur.

1) 21 + x5 € OK: Modiilerlikten dolay:

@ (21) V[ (22) A (21 + 23)] = [0 (71) Vo (22)] Ao (21 + 3) (8)

esitligi mevcuttur. x; + x5 >> 0 iken x5 € ¢ (1 + x3) olmas1 ¢ (v + 23) = K
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demektir. Boylece x1 + x3 >> 0 olur. Bu da durumumuzun sartiyla geligir. O

zaman ¢ (x2) A ¢ (1 + x3) = {0} olmahdir. Simdi denklem 8’1 incelersek

o (1) V[@ (z2) A (21 + 23)] = @ (21) V {0} = ¢ (21)

[p (21) Vo (22)] A (21 +13) = K A (21 + 23) = @ (71 + 73)

Yani denklem 8 bize ¢ (1) = ¢ (21 + x3) esitligini verdi. Bu da z; ve x3’iin farkh
olmasiyla celigir.

2) &1 + x3 >> 0: Yine modiilerlikten dolay:
o (23) V[ (21) A @ (23 + x4)] = [0 (23) V @ (21)] A o (23 + 24) (9)
esitligini elde ederiz. Bir 6nceki durumdaki nedenlerden dolay:
¢ (x3) = ¢ (v3 + 24)

elde edilecektir. Bu yine x3 ve x4’tin farkli olmasindan dolay1 dogru degildir. Bu

celiskiler n = 3 olmasimi gerektirir. m

Sonug 13 K face koni, dim K = 3, F (K) dagilmaly olsun. Bu durumda K 'nin

kesin konveks olmasu i¢in gerek ve yeter kosul F (K) 'nin modiler olmasidur.

3 FACE ORGULERIN YARIMODULERLIGI

Konumuz tizerindeki asil problem face orgiilerin daha baska hangi sartlar altinda
modiiler oldugudur. Bunun i¢in face orgiilerin degisik cebrik durumlar: incelen-

mistir. Bunlardan birini incelemek icin yarimodiilerligi tanimlayalim.

Tanmim 12 L sonlu boyutlu orgii ve her a,b € L i¢in a a Ab’yi ortigiinde aV b’de

b’yi orter ise L’e yarvmodiler 6rgi denir.

Uyar:1 14 Hatirlanacage gibi L orgiive a,b € Ligina < bve{c:a <c <b,c€ L}

kiimesi bos ise b a’yi 6rter denir.

Teorem 15 K polyhedral koni oldugunda F (K) yarvmodiilar ise dagilmalidar.
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Ispat. Sonuc 10’dan dolay1 K konisinin simplicial oldugunu gostermek yeter-
lidir. H < Kise F(H) ={FeF(K):F<H} dir. F(H) tanmimlanmasin-
dan otiirit F (K )'nin alt orgiistidiir. F (K) yarimodiiler oldugundan F (H)’de
yarimodiiler olur. KA’nin boyutu iizerinden tiimevarim yapalim. dim K = 2
icin K simplicialdir. dim K < n i¢in K konisinin ifadeyi sagladigini kabul ede-
lim. Simdi dim K = n igin inceleyelim. xy,...,x, 1 K’'nin farkli extremalleri
olsun. Bu taktirde ¢ (z1) V ... V ¢ (z,-1) # K olur. Eger esitlik saglanmig ol-
saydi m < n — 1 olacak bigimde F (K) i¢inde ¢ (x,,)’in bir tamamlayicis1 olarak
H=¢(z1)V..V¢ (Ty-1) bulunurdu. dim H < n ve F (H) yarimodiiler oldugun-
dan ve hipotezden dolayr F (H) dagilmalhdir. Bu da H'nin ¢ (21),....,¢ (Tp-1)
extremallerini orten en kiigiik kiime (konveks hull) ve dim H = m — 1 olmast
demektir. Fakat ¢ (z,,,), ¢ (z;n) A H (= {0}) y1 6rter dolaywsiyla ¢ (z,,,) V H, H"
orter ve K polyhedral koni oldugundan dim K = n iken dim (¢ (z,,)V H) =
14+dimH =m <n—1olur ki buda K = ¢(z,,) V H olmasiyla ¢eligir. Yani
F=¢(x1)V..Vo(r,_1)# K olmahdir. Dolaysiyla F' simplicialdir. K, n — 1

komsuluga sahip oldugundan K simplicialdir. m

Tanim 13 V., sonlu boyutlu reel vektor uzayr V 'nin duali olmak dizere K' =

{ fe V' fr>0Were K } kiimesine K kapali tam konisinin duali denir.

Tanim 14 F < K ise FP? = {f € K': fo = 0Va € K} kiimesi F 'nin dualidir.
G € F(K) ise G'nin F (K) igindeki duali i¢in G° notasyonunu kullanacagiz.

Tanim 15 K koni olmak tizere F < K facesi icin FP° = F ise F' exposed

olarak adlandirilir.

Yukaridaki tanimda K polyhedral koni oldugunda esitlik her zaman dogru

olur.
Lemma 16 Fi,F5, < K olmak tizere
a) (FLV Fy)’ =FP AFP

b) (Fy A )" <« FPv EP
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Ispat. a)

(FLVER)” = (¢

{rex". fx-O‘v’ngo(FIUFg)}
- {feK f:c—O‘v’a:EFlﬁFQ}

{fEK fx—OVa:EFl}ﬂ{feK,:fac:OVxEFQ}
= FPnFP=FPANFp

(FLAFR)” = {feK': fr=0WzecF Nk}
c {feK’:fx:ov:cego(FluF2)}
- go{fEK/:fx:OVmEgo(Flqu)}
C go({feK':fx:OVxeFl}u{feK':fm:OVxeF2}>
= o(FPUFY)=F"VEFy

Yukaridaki b maddesinde F”lerin exposed olmasi durumunda esitlik saglanir.
R™de polyhedral konilerde oldugu gibi, Lorentz konisinin her facesi exposed
dir. Eger dual uzay1 aym1 R” ile gosterirsek lineer fonksiyonlar standart i¢ carpim
gibi gosterilebilir ve K ile K’ kargilagtirilabilir. Daha dogrusu K = K’ diir. Daha

genel olarak V' i¢ ¢arpim uzaymin duali V' ile gosterilir. ve notasyon olarak

f(x) = (f,z) dir.

Tamm 16 V i¢ carpim uzayinda K = K esitligini saglayan K C 'V konisine

self-dual kont denir.

Onerme 17 K self-dual koni olsun. F (K)’nin modiiler olmas: i¢in gerek ve

yeter kogul F (K) nin yarimodiler ve K ’nin her facenin exposed olmasidar.
F < Kigin FY = {y € spanF : (y,x) > OVz € F'} kiimesine F’nin duali denir.

Tamim 17 K self-dual koni olsun. VF € F (K) i¢in F¥ = F egitligi saglaniyorsa

K’ ye miikemmel koni denir.
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Teorem 18 K self-dual konisinin mikemmel olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul

F (K)'nin F — FP operatirii altinda ortamodiiler olmasidar.

Ispat. K self-dual konisi mitkemmel koni olsun. Aciktir ki F (K) ortosrgiidiir.
(Birkhoff [6] sayfa 52 L8, L9, L10 o6zellikleri saglanir.) F < K ve G = FPP ise
F <G QK dir.

H={2€G:(z,)=0,Vz € F}

biciminde alimirsa K noktasal oldugundan H = G A FP = {0} olur. G self-dual
oldugundan Vf € F igin (g, f) = 0 olacak sekilde g € G vardir. Buradan g € H
gikar. Bu da G = F olmasi demektir. Simdi ortomodiiler sartini saglatalim.
F < Hise F'V (F DAH ) = H. H miikemmel oldugundan dual igleminin kisit-
lanmas1 F (H) y1 ortoorgii yapar. Dualin kisitlanmasidan F# = FP A H ve
FH = {zxe H:VfeF(x,f)=0} gibi iki tiirlii tammlanabilinir. F (H) or-
toorgii oldugundan H = FV F# = F v (FP A H) elde edilir.

Tersini kabul edelim; yani K self-dual koni, F (K) ortomodiiler alalim. Baz
x > 0igin F' = ¢ (x) olacak bigimde F' € F (K) olsun. F' C F" oldugu agktir.
Simdi y # 0 y € FY\F var oldugunu farz edelim. Bu durumda F’nin z =
Bz + (1 — B) y olacak gekilde F'nin sinirinda 5 € (0,1) vardir. z # 0 olacagindan
¢ (z) < F dir. Kabulumiizden dolay1

o (2)V [gp(z)D/\F} =F
dir. Dolayisiyla u # 0, u € ¢ (2)” A F vardir ve (u, z) = 0 olur. Boylece
0=(zu)=p(xu)+(1-75)(yu)>0

elde edilir ki bu da celigkidir. Yani boyle bir y elemani yoktur. Dolayisiyla F' = F"

olur bu da K’nin miikemmel olmasi1 demektir. m

Lemma 19 K self-dual polyhedral koninin simplicial olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul F (K') 'min ortomodiiler olmasidar.

Lemma 20 K self-dual koni F (K) modiiler ise K miikemmeldir.
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Sonug olarak bu tezde face konilerden olusan o6rgiilerin modiilerite ve dagil-
mali olma durumlar1 arasindaki iligkiler incelenerek, herhangi bir koninin sim-
plicial oldugu durumlarda face konilerden olusan orgiilerin dagilmali, koninin
kesin konveks oldugu durumda face konilerinin modiiler oldugu elde edilmistir.
Face konilerin érgiilerinin modiilerligi ve dagilmali olmas1 arasindaki iligki koninin
boyutunun ii¢ olmasi ve kesin konveks olma sartiyla bulunmugtur. Bir koninin
polyhedral olmasi halinde ise yarimodiiler olan face koniklerin dagilmali olacag:
sonucuna ulagilmigtir.

Ayrica yukarida bahsedilen durumlarin incelenmesini bazi ifadelerin daha agik
hallerinden bahsettik. Daha ©nce yapilan ¢aligmalardaki teoremlerin ispatlar:
daha acik bir gekilde verilmigtir.

Yaptigimiz bu calisma K konisinin ayrigtirilabilirligi ile genisletilebilinir. Bu
durum asagidaki direkt toplam tammi yardimiyla bazi aragtirmacilar ([3],[4])

tarafindan incelenmistir.

Tanim 18 K,V wektor uzayinda koni K1,Ks onun asagidaki sartlar: saglayan ik:

alt ctimlesi olsun
1. spank; N spankKy = {0}
2. K = K;+ Ky

Bu durumda K, K; ve K5'nin direkt toplami olarak yazilabilir ve K = K1 & K>

biciminde gosterilir.
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