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Bu tezde, GP takdimleri, GP takdimlerinin Adian grafikleri, grup tammlayan
yarigrup ve monoid takdimleri incelenmistir. Bolim 3 te

P:<a1’a2’m’an |\N1:a1,W2:a2,...,Wn =a, >

formundaki yarigrup takdimlerinin Adian grafikleri ile ilgili ulasilan sonuglar
verilmistir. Ozel olarak P takdimi monoid tammliyor ise sa3 ve sol Adian grafiginin
baglantili oldugu gosterilmistir. BOlum 4 te ise bazi yarigrup ve monoid
takdimlerinin grup tanimladigi gosterilmistir.
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In this thesis, we have investigated the GP presentations, Adian graphs of
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1. GIRIS

Son altms yilda yarigrup teorisi bilyiik bir gelisme gostermistir. Ozellikle son
yillarda bilgisayar biliminin hizla ilerlemesine paralel olarak hesaplanabilir yarigrup
teorisi daha da popiler olmaya baslamistir. Howie tarafindan 1976 yilinda
yayinlanan monografi ile yarigrup teoride kavramsal olarak standart olusturulmustur.

Y arigruplarin en basit 6rnekleri, degisik say1 kiimelerinin toplama ve carpma
islemleri ile olusturdugu cebirsel yapilardir. Grup teori ve yarigrup teori arasinda
kuvvetli bir baglant: vardir. Ilk zamanlarda yapilan calismalarda gruplar icin bulunan
sonuglar: yarigrup yapisi icin de yapmak yaygindi. Grup ve yarigruplar kavramlar
bakimindan paralellik gosterse bile yapisal olarak farkliliklarindan dolayr ayni
sonuclara ulasmak beklenemez. Yarigrup teori metodlari, grup teorinin metodlar: ile
bazi yonleriyle benzerlik gosterir. Bu benzerliklerin 6rnekleri (Baumslag S.M.,
Gerstein M., Shapiro M. ve Short H. 1991; Epstein D.B.A., 1992; Sims C.C., 1994)
de bulunabilir.

Her grup bir yarigrup olmasina ragmen bunun terss dogru degildir. Bu
durumda ayni grubu tammlayan grup ve yarigrup takdimlerinden sz edebiliriz
Yarigruplarin sonlu takdim edilebilirligi ile ilgili ilk calismalar, B.H. Neumann,
tarafindan 1967 yilinda gruplar icin Todd-Coxeter koset sayma teknigine benzeyen
sonlu takdimli yarigruplar icin bir sayma metodunun tanimlanmasi ile basladi. Daha
sonra A. Jura, tarafindan 1978 yilinda bu sayma metodunun ispat1 yapildi. Robertson
E.F. ve Unli Y., tarafindan 1993 yilinda yarigruplarda bir sayma metodu icin bir
bilgisayar program: gelistirildi. Walker T.G., tarafindan 1992 de , bu program
gelistirilerek programin uygulanabilirligi artirildi.

Howie JM., Ruskuc N., tarafindan 1994 yilinda , Wreath carpim, direkt
carpimlar, Schitzenberger carpimi ve Ruskuc N., Araujo |.M., tarafindan 2001
yilinda , Bruck-Reilly genislemesi v.b. yarigrup ve monoid yapilar1 géz 6ninde
bulundurulup bunlarin sonlu takdim edilebilmesi icin gerek ve yeter kosullar
bulunmustur. Higgins P.M. , Howie JM., Ruskuc, N., tarafindan 1998 yilinda
dontsim yarigruplarimn doguray kimeleri, Ayik H., Ruskuc N., tarafindan 1999
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yilinda Rees matris yarigrubunun sonlu takdimi icin de gerek ve yeter kosullar
bulunmustur.

Bu tezde verilen orjinal sonuglar yukaridaki buluglar tizerine kurulan yarigrup
takdimlerinin ve monoid takdimlerinin grup tammlayip tammlamadigi durumlar
incelenerek  monoid tammlayan yarigrup takdimlerinin  Adian  grafikleri
incelenmistir. Oncelikle (Ayik H., Kuyucu F., Vatansever B., 2002; Ayik G., Ayik
H., Unli Y., 2008; Johnson D.L., 1976 ve Smith G.C.) de yapilan calismalar
incelenerek arastirma konusu tizerinde bu giine kadar bulunan sonuglar derlendi. Bu
tezde yarigrup teorideki kullanacagimiz tim tamim ve teoremlere kaynak olarak
Howie JM., tarafindan 1995 yilinda yazilan “Foundations of semigroup theory”
kitabini verebiliriz. Bu tezin 2. bdliminde, tezin tamaminda kullanilan temel tanim
ve teoremler verilmistir. Ayrica bu temel kavramlar daha detayl: olarak (Howie JM.,
1995a; Higgins, P.M, 1992) de bulunabilir. Bu temel kavramlardan, yarigruplar,
doguraylar, serbest yarigruplar, monoid ve grup takdimleri, takdim bulmanin
metotlar: ve Adian grafikleri anlatilmistir. Uglincti béliimde GP takdimleri ve Adian

grafikleri Uizerine bulunan sonuglar asagidadir.
P=(AR) bir yangrup takdimi olsun. al A icin, (w=a)l R olacak
sekilde, bir wi (A/a)* kelimesi varsa, a ya P nin gereksiz bir doguray: denir.
P=(AlR) gereksiz iliski icermeyen sonlu bir yangrup takdimi ve S de P
nin tammladig1 yarigrup olsun. Eger S monoid ya da reguler bir yarigrup ise,
w, T A" olacak sekilde w, =a formunda R de bir iliski vardhr.

Bu bélimde ayrica
P=(a,a,K,a|w=a,w=8,Kw =3,
formundaki yarigrup takdimlerinin Adian grafikleri ile ilgili ulasilan sonuglar yer

almaktadir. Bu ¢esit bir takdime doguray Ureten takdim (generator producing) ya
da kisaca GP takdimi deriz. Bu bolimde GP takdimlerinin gereksiz doguraylar
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olmadigini ve her bir w=a iliskisi icin, W3 2 ve w nin a y1 icerdigini kabul
edecegiz.
P=(AR)=(a,a,...a,|w=a, W, =a,,.,W,=a,)

gereksiz iliski icermeyen bir GP takdimi olsun. P bir monoid tanimliyorsa, sol ve
sag Adian grafiklerinin baglantili oldugu yine Gglnct boliumde gosterildi. Eger
P=(AlR) baglantil: bir GP takdimi ise, P ile aym yarigrubu tammlayan,

P=(a,a,..3/a%,=8,aV, = a,..ay, =a,)

bir GP takdimi, P nin bulunabilecegini gosterdik. Ayrica P bir GP takdimi ve S,
P ile tamml1 bir yarigrup olmak tizere A C A, A&, érnegin, a1l A CA, ise, S

yarigrubunun ,

P=(a,a,..a|aua =a,au,a =a,...au,3 =a,)

takdimi ile tamimli oldugu yine Gglncl bolimde ispatlandi. P baglantili bir GP
takdimi olsun. Eger, A CA,* /& ise, P bir monoid tammladigi Adian grafigi
kullanmlmadan ispatland:.

Bu takdimden yola cikarak, bolum 4 te, u,vi A" olacak sekilde iki
dogurayl,

P:<a,b | aua=a, ava:b>

yarigrup takdiminin bir grup tammladigi gosterilmistir. Yani Adian Grafigi devir
olmayan bir takdimin grup tammladigina bir érnek oldugundan 6nem tasir. Yine
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bolim 4 te uf {a,b}" olacak sekilde, M, =(a,b|aua=1) bir monoid takdimi olmak

Uzere

i) Eger u, hi¢ b icermezse, M, bir grup tammmlamadig:

i) Eger u enaz bir b icerirse, M, bir grup tammladig:
ispatlanmustr. A={a,b}, wi A" ve vi aA’b olmak iizere

M, = <a, b|vwav = 1>

M, <a,b|vbvw :1>
M, =<a,b|vb'wvb=1>

monoid takdimlerinin grup tammladigi gosterilmistir. Yukaridaki takdimlerin 6zel
bir durumu olarak Smith, G.C. de yer alan Teorem 4 Un alternatif ispat1 yapilmistir.
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2. YARIGRUP TEORISINDEKi TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bostan farkli S kimesi Uzerinde bir m ikili islemi (yani m:S” S® S)
tanimli ise (S, m) ikilisine bir grupoid denir. Eger m ikili islemi birlesme 6zelligine

sahipse yani
(e y)mz)m=(x(v,2)m)m

ise (S,m) ikilisine bir yarigrup denir. (Burada donisiim sembollerin sagina
yazilmustir.) kili islemi cebirsel olarak alisik oldugumuz carpma olarak alirsak
notasyon bakimindan daha kolay bir gosterime sahip oluruz. Bu durumda (x,y)m

yerine x.y veya Xy olarak yazarsak yukaridaki esitlik
() z=x(y2)

elementer cebirdeki birlesme 6zelligi formuna doniismiis olur. nT N olmak tizere x"
ile n tane x elemarimin carpimini ifade edecegiz. |9 kardinal sayisina S nin
derecesi diyecegiz.

Y arigrubu garpimsal notasyonda ifade ederken carpmanin ne oldugu igerikten
belli ise (S,.) yerine sadece S yazacagiz.

Eger bir S yarigrubunda her x,y1 S icin xy = yx oluyorsa S ye degismeli
yarigrup denir. (Grup teorideki abelian ifadesi de kullanilir.) Bir S yarigrubu, eger
her xI S icin

xX1=1x=X

kosulunu saglayan bir 1 elemanina sahip ise 1 elemamina birim eleman, S ye de

birim elemanli yarigrup veya daha genel ifade ile bir monoid denir. Bir S



2.YARIGRUP TEORISINDEKI TEMEL TANIM VE TEOREMLER Belgin OZER

yarigrubunun en fazla bir tane birim elemam vardir. Eger 1¢, her xi S igin

xX1¢=1¢ = x kosulunu sagliyorsa o zaman

1¢=11¢ (‘¢unkd 1 birimdir)
=1 (‘glinkd 1" birimdir).

Eger S birim elemana sahip degil ise monoid formuna getirmek icin ekstra bir
birim eleman kolayca eklenebilir. Her sT S icin

sl=1s=s vell=1

olarak tammlayalim. Rutin kontroller sonucu SE {13} bir monoid olur. Simdi S'

kUimesini

i S S birim elemana sahip ise
1SE{1, aksi halde

olarak tammmlayalim. S' kiimesini eger gerekli ise bir birim eklenerek S den elde
edilen monoid olarak adlandiracagiz. En az iki elemanl: bir yarigrup S, her x1 S

icin
x0=0x=0

kosulunu saglayan bir 0 elemanina sahip ise 0 elemamina sifir eleman, S kimesine

de sfirh yarigrup denir. Bir S yarigrubunun en fazla bir tane sifir eleman: vardir.

En az iki elemanl: bir yarigrup S olmasindan kastimiz bir tek elemandan olusan { ¢}

trivial yarigrubunun sifir olarak alinmamasidir (€” =e). Benzer sekilde, eger S sifir

elemana sahip degil ise ekstra bir sifir eleman kolayca eklenebilir. Her s S igin

s0=0s=0
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olarak tammlarsak birlesme hala gegerli olup SE {0} olarak genisletebiliriz. O halde

i S S sifir elemana sahip ise
1SE{0}, aksi helde

olarak tamumlayalim. S° kiimesini eger gerekli ise bir sifir eklenerek S den elde
edilen yarigrup olarak adlandiracagiz.

Bu ekstra birim ve sifir eleman ekleyebilme ¢ok kolay olmasina karsin,
yarigruplarin  calisiilmasini, sifirli - monoidlerle calisiimas: icin ikisini  birden
kisaltamayiz. Bu ekleme isini yaparken yarigrubun hayati Ozelliklerini kurban
etmemeliyiz. Eger grup olan bir yarigruba sifir elemanmint eklersek grup olmayan bir
yarigrup elde ederiz. Sifirl yarigruplar icinde, herhangi iki elemaninin ¢arpimi sifir
olan oldukega trivial null yarigruplar ile karsilasiriz. Bostan farkli herhangi bir S

yarigrubunda carpmay: a,bl S icin
ab=a

olarak tammlarsak sol sifir yarigrup olarak adlandirilan yarigrubu elde ederiz. Sag
sifir yarigrup benzer sekilde tammlanir.

Eser bir S yangrubu € =e olacak sekilde bir e eleman icerirse, e ye
idempotent denir. Eger S sadece idempotentlerden olusuyorsa, S ye band denir.
Eger S hem band hem de degismeli ise S ye yarilatis (idempotentlerin degismeli
yarigrubu) denir.

A bir kime , SL,, A nin bostan farkl: altkimelerin kiimesi olsun. E
islemini bir ikili islem olarak alalim. E islemine gére SL, bir yarilatistir Clnka:

XEX=Xve XEY=YE X dir. S, ya A zerinden serbest yarilatis denir.

Run ={ (0, P2EI £m, 1€ j £}
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olsun. " (i, ), (k)T R, icin

(i, Dk, =(,1)

olacak sekilde bir ikili islemi tammlayalim. Bu isleme gore R, bir yarigruptur.
Bandtir ama degismeli degildir. R, ye bir dikddrtgen band denir.

Eger xyx=x olacak sekilde, yi S varsa, S nin bir x elemanina regulerdir
denir. Eger S nin her eleman: regiiler ise, S yereguler yarigrup denir.

S bir yarigrup, S nin bostan farkli bir 1 altkiimesine eger her sI S, il |
icin sif | (srasiylaisi 1) ise, | yabir sol (srasiyla sag) ideal denir, ezer | hem
sol hemde sag ideal ise, | yaiki yanl ideal denir

(S,.) ve (T,) iki yargrup ve j :S® T bir doniisim olsun. Eger her

x,yI Sicin

oluyorsa | ye bir homomorfizma denir. (S,.,15) ve (T,.,1;) srastyla birimleri 1

ve 1, olan monoidler ise yukaridaki kosula ek olarak

oluyorsa | ye bir monoid homomorfizmas denir. Bu homomorfizmalarin

aralarindaki  farki  belirtmek igcin  yarigrup  homomorfizmasi ve monoid

homomorfizmasi ifadeleri kullanilir. Burada S ye ) nintamm kiimes (domain), T
ye de deger kiimesi (codomain) denir. ¢ nin gortintii veya imaj kiimesi {g :sl S}
olarak tammlanir. Eger j birebir ise ¢ ye bir monomorfizm denir. Eger j Orten ise

¢ ye bir epimorfizm denir. Bir j :S® T homomorfizmasi, tersinir yani jj *, S
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Uzerinde birim donusim j Y de T (zerinde birim doniisim olacak sekilde
j ":T® S bir j ' homomorfizmasi varsa j :S® T homomorfizmasina bir
izomorfizma denir. Eger bir j :S® T izomorfizmasi varsa S ve T ye izomorfik
denir ve S @I yazilir. Yani (S,.) ve (T,*) iki yangrupolsun. j :S® T ye birebir,

ortenve her a,bl S icgin

i (ab)=j (a)*] (b)

olacak sekilde bir | donisiimi varsa S ve T izomorfiktir.
j :S® T ye bir homomorfizm ise | ye S nin bir endomorfizmi denir.

Birebir, orten bir endomorfizme otomorfizm denir.
2.1. Bagintilar ve Denklikler

Eger X 1 A& bir kimeise X~ X inherhangi bir r altkiimesine X Uzerinde

bir bagint1 denir. X Uzerindeki tim bagintilarin kiimesini B(X) ile gosterelim. A&,
X" X ve 1, ={(x,x):xI X} kimelerini X (Gzerindeki bagintilara 6rnek olarak

verebiliriz. r , X (zerinde bir baginti ve Al X olmak (izere

r[Al={yl X:(ayi r,(al A}

olarak tammlayalim. x1 X icin, r[{x}] yerine r [X] yazacagiz.

r,s 1 B(X) olmak iizere r os kiimesi

ros ={(x,y)I X" X:$z1 X,(x,21 r,(zy)l s}

olarak tammlarur. Her r,s,t T B(X)icinr | s ise rot | sot vetor | tos

oldugu agiktir. Ayrica, B(X), o islemi ile bir yarigruptur. r T B(X) olmak (izere
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dom(r ) ={xT X:$yl X,(x,y)T r}
kimesine r nun tamm kimes
ran(r) ={yl X:$xT X,(xy)T r}

kimesine r nun deger kiimes denir.
r,sT B(X) icin rls ise dom(r)i dom(s), ran(r)i ran(s) ve
rix]t £U xI dom(r) dur. Al X ise, r[A]=E{r[a]:al A} seklindedir. Her

r T B(X) icin r nuntersi
rt={xxyT X" X:(y, )70 r}

olarak tammlanir. r** de B(X) in bir elemamdir. Ayrica r ,b,a,,a,,....a,l B(X)

olmak Uzere

(r)*t=r
(a,0a,0..0a,)'=a, ‘oa,  to..0a,"

ribbr?tib?

dir. Buradan dom(r ) =ran(r '), ran(r)=dom(r ') ve r '[x]* £U xI ran(r)
dir.

r , X Uzerinde herhangi bir bagint: olsun. Eger 1, | r ise r yayansmal,
rt=r ise, r yasimetrik, ror | r ise r ya gegismeli denir. r, yansima,
simetri ve gegisme Ozelliklerine sahip ise r ya X Uzerinde bir denklik bagintist

denir. r bir denklik bagintisi ise, 0 zaman

10
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dom(r ) E dom(L, ) E X

ran(r ) E ran(1, ) E X

olup dom(r ) =ran(r ) = X dir.

Eger r , X Uzerinde bir denklik bagintisi ise 0 zaman (x,y)1 r yerine xr y
veya x° y(modr ) yazacagiz. r[x] kiimesine r - simfi veya denklik sinifi denir.
X /v notastonu ile tim denklik siniflarinin kiimesini gosterecegiz.

r’ :X® X/r donisumii , her xI X icin, r " (x)=r[x] olarak tammlanr
ve bu dontsime dogal dontistiim denir.

Egser q: X ® Y bir fonksiyon ise, g *oq kiimesine q mn ¢ekirdegi denir
ve Kerq ile gosterilir.r bir denklik bagintist ise, Kerr " =r dur. Eger {r, :il 1},
X Uzerindeki denklik bagintilarinin bos olmayan bir ailesi ise, C{r, :iT I} de X
Uzerinde bir denklik bagintisidir. R, X Uzerinde herhangi bir denklik bagintisi ise,
R yi iceren denklik bagintilarinin bir ailesi bos degildir en azindan X~ X denklik
bagintisi vardir. Boylece X Uzerinde R i igeren tim denklik bagintilarinin kesigimi
de bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintist X Gzerinde R yi igeren en kiiguk
denklik bagintisidir. R, X Gzerinde bir denklik bagintisi olsun. X Uzerinde R i

iceren tim denklik bagintilarinin kesisimini R® ile gosterelim.
¥
R =ER
=1

kimesine R nin gegismeli kapanisi denir.

Teorem 2.1.1. Eger R bir X kiimesi lizerinde bir bagint1 ise R, X (izerinde R vyi
iceren en kiguk gegismeli bagintidir.

Ispat: (x,y), (v,2)T R* olsun. O halde (x,y)I R™ ve (y,2)T R olacak sekilde

m,n pozitif sayilar vardir.

11
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(x,21 R"oR"=R™" | R¥

olup R* gecismelidir. Dikkat edilirse R*=RI R* dur. T, X (zerinde R yi iceren
baska bir gegismeli bagint1 olsun. R =RoRI ToT I T dir. Timevarim ile kolayca
gorilecegi gibi n=1,2,...icin R" [ T dir. Boylece R* I T olup R*, X (izerinde R
yi igeren en kuicuk gegismeli bagintidir. <<

Onerme 2.1.2. R, X uzerinde bir bagint1 ise X (zerinde R vyi iceren tiim denklik
bagintilarinin kesisimi R° =[RE R*E1,]¥ dur.

Ispat: S=RER'E1, ve E=S* olsun. Teorem2.1.1 den, E gegismeli ve Ri E
dir. 1, i SI E oldugundan E yansimalichr. S tammndan dolay: simetriktir. Y ani

S'=S dir. Ohadeher nl O icin S"=(S")"=(S")* olur. Boylece

1 ¥ -1 ¢ 01 ¥ 1 ¥
El=(S') =¢ S”E =U@E)t=Us'=E
n=1 =1

n=1

olup E simetriktir. O halde E, R yi iceren bir denklik bagintisidir. T, X Uzerinde
R vyi igeren bir baska denklik bagintist olsun. O zaman 1, | T ve R'[ T'=T

olup S=RER'EL, | T dir. E=S*, X Uzerinde S vyi igeren en kiigiik gegismeli
bagint: ve T gegismeli oldugundan E| T dir. Boylece SoSi ToT =T olup her
n31icin E=S'1 T elde edilir. E=gRE R‘1E1XE|¥ nin X Uzerindeki R i

iceren en kiicik kongriians oldugunu gosterdik. O halde E = R® dir. <

12
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Onerme 2.1.3. R, X izerinde bir denklik bagintisi olsun. (x,y)T R° olmasi igin
gerek ve yeter kosul ya x=y veya ni [, her il {1,2,..,n- 1 icin (7,z,)T R

veya (z.,,z)1 R olmak tizere sonlu bir
X=z® z,® ..® z =y
dizisinin olmasidir.

ispat: S=RER'EL, ve W deya x=y veya ni [, her il {1,2,...,n- 1} igin

(z,z,,)1 Rveya(z,,,z)1 R olmak iizere sonlu bir

X=z® z,® ..® z =y

dizisi meveut olacak sekilde tim (x,y)T X~ X ikililerinin kiimesi olsun. W agikga

n® 2 veher il {1,2..,n-1 icin (z,z,)T S olmak tzere

X=z® z,® ..® z =y

dizisi meveut olacak sekildeki tim (x,y)T X~ X ikililerinin kiimesidir. Ozel olarak
ST W dur. n3 2 ve (x,y)T S™* olsun. O zaman yukarida belirtildigi tizere bir dizi

vardir. O halde (x,y)T W dur. Boylece R® 1 W oldugu gosterilmis olur. Tersini
gostermek icin (x,y)T W aalim. O halde yine yukaridaki gibi bir dizi vardir. Bu

bize (x,y)T S™* 1 R® oldugunu gosterir. Boylece W = R® dir.
2.2. Kongruandar ve Bolim Yarigrubu

Yarigrup homomorfizmlerinin gekirdegi kongrtians oldugundan, kongriians

kavrami yarigrup teoride 6nemli yer tutmaktadir.

13
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Tamim 2.2.1. S bir yarigrup ve r , S Uzerinde bir denklik bagintisi olsun. Her

x,y,sl Sicin,

YT r b (sxsylr
ise, r yabir sol kongriians denir. Benzer yolla, her x,y,sl S igin,
x, )T r b (xsy9)l r

ise, r yabhir sag kongruansdenir. Eger S hem sol hem de sag kongriansise, S, ye

(iki yanl1) kongrans denir.

Ornek 2.2.2. S bir yarigrup olsun.
i) Dg ={(x,x):xI §
i)F.=S" S

i) G birgrupve N, G nin normal altgrubu olsun. 11 bagintisi
xOyU xy'T N

olarak tammlansin. 1 bir kongrianstir.

iv) Eger |, S yarigrubunun bir ideali ise, r, y1 (1" 1) E Dy olarak tammlayalim. O

halde r, bir kongruanstir. S/r, y1 (S/1)E{0} olarak diistinebiliriz.
ispat: i) ve ii) nin kongriians oldugu agiktir. Ciinkii Dy ve F_ birer denklik

bagintis, (x,X)1 Dy ve "stl S icin, (sxt,sxt)l Dy ve (x,y)I Fg igin,

(sxt, syt)T F dir.

14
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i)
My :{(x, Wi G G:xy'l N}
alalim. r , bir denklik bagintisichr. (x,y)T r, ve gl G olsun.

xy'T NP xy*=xgg 'y " =(xg)(g'y™") = (xg)(yg) ™
P (xg,yg)T N

Yani; r, bir sag kongruanstir ve ayrica,
xy*T N ve N normal b g(xy)g*T N

olup,
g(xy gt =(g)(agy) ‘T N
P (gxgy)l N

oldugundan r , bir sol kongruanstir. Dolayisiyla r , bir kongruanstir.

iv) 1, =(1" 1)EDg={(x,y):x, ¥l | veya x=y} dir. (x,y)I r, ve s S olsun.
Eger x=y ise, sx=sy ve dolayisiyla (sx,sy)1 r, dir. Diger durumda x,yl |
olur. Fakat sx,syl | ve dolayisiyla gene (sx,sy)1 r, olur. Benzer sekilde, r, bir

sag kongruanstir. Dolayisiyla, r, bir kongruanstir. <

Teorem 2.2.3.r , S yarigrubu Uzerinde bir kongriiansolsun. S/r kiimesi,

(x/e)ylr)=0y)/r

carpmasi ile bir yarigruptur.
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Ispat: Oncelikle yukaridaki carpmanin iyi tammli oldugunu gostermeliyiz. Bu

nedenle, x T x/r ve y, T y/r olsun. Yani, (x,x)T r ve (y,y)1 r olsun. r
bir sag kongriians oldugundan, (x,x)1 r dan, (xy,xy)1 r elde ederiz. Benzer
yolla r bir sol kongriians oldugundan, (xy,xY,)T r olur. Son olarak gegisme ile,

(XIe)y/r) =)/ r =) /T =0/ r)(v, /1) olacak sekilde, (xy,xy)i r

olur. Dolayisiyla carpma iyi tammlidhir.

((xIr)y/eNzlr)=(Oy)/r)(z/r)
=((y)2) /T
=(x(y2) /'
=(x/Ir)((y/r)(z/r))

olup carpma islemi birlesmelidir. Boylece S/r kimesi bir yarigruptur. <<
S/r yanigrubuna S nin r ilebdlimui denir. X ve Y bostan farkl iki kiime olsun.

f: X ® Y donusimunin ¢ekirdegi,

Kerf ={(x,y)T X: xf = yf}

ve goruntt kiimesi

olarak tamimlanr.

Teorem 2.2.4. S bir yarigrup olsun.
) r, S yangrubu (Uzerinde bir kongrians olsun. xf =x/r ile tammh

f:S® S/r donisumui bir epimorfizmdir.

16



2.YARIGRUP TEORISINDEKI TEMEL TANIM VE TEOREMLER Belgin OZER

[1) f:S® T bir homomorfizm olsun. f nin gekirdegi, Kerf, S Uzerinde bir

kongrianstir ve
S/ Kerf @imf
dir.
Ispat: 1) x,yI S icin
Cy) £ =09)r =(xr )(yr)=(x)(yf)
olup f bir homomorfizmdir. Her xI S icin xf =x/r ve f orten olup f bir

epimorfizmdir.
1) (x,y)T Kerf aalim. Yani xf = yf dir. sT S icin

() f =(sH)(xF) = (sF)(¥F) = (sy) f

ve dolayisiyla (sx,sy)1 Kerf olup Kerf bir sol kongrilanstir. Benzer yolla, Kerf

nin bir sag kongruans oldugu gosterilir.

f :S/Kerf ® Imf
x/ Kerf ® xf

donisumu tanimlayal im.

x/Kerf =y/Kerf U (x,y)T Kerf U xf = yf
U (x/ Kerf)f =(y/Kerf)f

17
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yukaridaki denkligin dizisini soldan saga okursak, f nin iyi tammlilig1 ¢ikar ve

sagdan sola okursak 1-1 oldugunu gortriz. f nin 6rten oldugu aciktur.
((x/ Kerf)(y/! Kerf ))f =((xy)/ Kerf)f
=(xy) £ =(f)(yf)
=((x/ Kerf ) )((y/ Kerf)f )

olup f bir homomorfizmdir. Dolayisiyla, f bir izomorfizmdir. <<

Tanim 2.25. S bir yangrup ve pi S° S herhangi bir iliski olsun. sti S

elemanlariicin, eger

S=pgr , t=pa,r ve (q,q,)1 p veya (g, )1 p

olacak sekilde, p,q,,q,,rT S' elemanlart varsa, s den t ye bir elementer gegis

vardir deriz. Eger her bir i (L£i £n-1) icin, zZ den z,, ebir elementer gegis varsa,

elemanlarinin dizisine bir elementer diz deriz.

Teorem 2.2.6. S bir yanigrup ve p i S° S herhangi bir alt kiimesi olsun. S
Uzerinde r yeni iligskisini asagidaki gibi tammlayalim.

(x,y)T r U x den y yebir elementer dizi vardir.

O halde, r , S Uzerinde bir kongrianstir. p | r dur. Ayrica, r , bu 0zellikle en

kiuctk kongrianstir ve p i iceren diger herhangi s kongruanslariicin, r | s dir.

18
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Ispat: Uzunlugu 1 olan diziler elementer oldugu icin r  yansimalidir. Ayni zamanda

$s=2,2,,..,Z, =t

bir elementer dizi ise,

t=z,z ,,....Z, =S

dizisi de elementerdir. Dolayisiyla r simetriktir. Benzer yolla,

s=2z,z,..,2,=t ve t=u,U,,..,U, =V

elementer diziler ise,

dizisi de elementerdir. Bununiicin, r geciskendir. Son olarak,

$s=2,2,,..,Z, =t

bir elementer dizi ve herhangi ul S icin,

us=uz,uz,,...,uz, =ut

dizisi de elementerdir. Bunun icin, r bir sol kongrianstir ve aynt zamanda sag
kongriianstir. Dolayisiyla bir kongriianstir. p I r oldugu agiktir.( Uzunlugu 2 olan

elementer diziler).
S, S Uzerinde pl s olacak sekilde herhangi bir kongrians olsun.

(s,t)T r keyfiolsun. Eger s=t ise, (s,t)1 s dir. st t ise
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$s=2,2,..,2, =t

elementer dizisi vardir. Keyfi z, z,, (1£i £n- 1) ciftini elealalim. Tamim 2.2.6 da

oldugu gibi, (q,,0,)7 p yada (q,,q,)1 p olacak sekilde z = pg,r ve z,, = pg,r

yazariz. p | s olduguicin, (q,,q,)T s ves bir kongriians oldugundan,

(7,2.,) = (par, pa,r)T s

vebuher i 1£i £n- 1) icinsaglanir. Sonolarak, (s,t)T s elde ederiz. <

2.3. Yanigrup Takdimleri

S bir yarigrup, A da S nin bir at kiimesi olsun. A yriceren S nin en kiguk
yarigrubuna A nmin dogurdugu yarigrup denir. A ya bu yarigrubun doguray
kimesi denir. A nin dogurdugu alt yarigrubu (A ile gosterecegiz.

Onerme 2.3.1. S bir yarigrup, A da S nin bos olmayan altkiimesi olsun. O zaman
(A)=C{U, :U;, Ayrigeren S nin altyarigrubu}

drr.

Ispat: A =C{U,:U,, Ayriceren S nin dtyangrubu} olsun. A, A y1 iceren bir alt

yangrup olup (A) i A dir. Ayrica (A), A yiigeren bir altyarigrup oldugundan

(AT {U, :U;, Ayriceren S nin altyarigrubu}
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dir. O halde

A =C{U, :U,, Ayiiceren S nin dtyarigrubu} i { A)

olup (A)=A dir. <

S bir yarigrup ve /1 Al S olsun. O zaman

(A ={aa,...a,:a1 Anl 0}

seklindedir.

Eger S=(A) olacak sekilde S nin sonlu bir A kiimesi var ise S ye sonlu

dogurayh yarigrup denir.
rank(S) = min{|Al: Al S,(A)=5}

olarak tanimlanan rank(S) dogal sayisina S nin ranki denir.

S bir yarigrup olsun. S nin tek elemanl: bir A={a} doguray: varsa S ye
monojenik yarigrup denir. S=(a) yazilr. S=(a) monojenik bir yarigrup olsun.
Eger her it jT0 icin a®a ise S sonsuz olup S ye serbest monojenik
yarigrup denir. Serbest monojenik yarigrup (U ,+) yarigrubunaizomorfiktir.

Simdi (Ayik, H., 1998) de bulunan bazi kiimelerin rankini inceleyelim.

m elemanl: L kimesi (izerindeki carpmayr " x,y1 L icin xy=x olarak
tammlayalim. L_, m dereceli bir sol sifir yarigrubudur. " x,yT L igin xy=Xx
oldugundan , L, nin en kigik doguray kimesi kendisidir. Dolayisiyla

m

rank(L,,) =|L,| =m dir.
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Sifir yangrup Z, ={%, X,...X,..} , n® 2 i goz 6nine alalm. " x,x, T Z, icin
XX, =X, oldugundan, Z, nin en kiicik doguray kiumesi {x,..,x,,} dir ve
rank(Z,) =n- 1 dir.

Simdi A kiimesi Uzerinden SL, serbest yarilatisini ele alalim. Her bir al A
icin E X, ={a}p X ={a}, "il | oldugundan, SL, mn her elemam baz: {a}
(al A) larin birlesimidir. Dolayisiyla, {{a} ‘al A} SL, nin en kigik doguray

kumesidir ve rank(SL,) =|A dir.
Al / bir kiime (alfabe) olsun. e bos kelimeyi gostermek Uzere, A daki tim
kelimelerin kiimesini A', bos kelimeden farkli tim sonlu aa,...a, kelimelerinin

kimesini A" ile gosterecegiz. Dikkat edilecek olursa A" = A" E{e} dir. A" daki

ikili islemi
(a3, L-a,)(bb,L-b,) =aa Labb, L b,

olarak tammlayalim. Boylece yukarida tammlanan bu ikili islem ile A" bir
yangruptur. A" ya A Uzerinde bir serbest yarigrup, A kimesine de A" nin

doguray kiimes denir.
A= A"\(A")?

oldugundan doguray kiimesi tek tirlii bellidir. Eger A={a} ise A" ={a,a’,a",..}
bir sonsuz monojenik yarigruptur. | A3 2 ise, 0 zaman A" degismeli olmak zorunda

desildir.

Teorem 2.3.2. S hir yarigrup , A bir alfabe ve f: A® S bir donistim olsun. O

zaman f | ,= f olacak sekilde bir tek f : A" ® S homomorfizmi vardir.
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Ispat: f : A* ® S donisumini w=aa,..a 1 A" icin

f(a2,.a,) = f(a)f(a,)..f (a,)

olarak tammlayalim. f homomorfizmadir ¢iinki

(8,2, (bbb, ) =(aa,.abb,..b,)f
=(a,1)(@,1)-..(a, B )b, 1)...(b, )
= (38,.-a,)f (bb,..b,)

ve f|,=f dir. Yani her al A icin, o =af dir. y :A"® S, y|,=f olacak

sekilde baska bir homomorfizma olsun. O zaman her w=aa,..a, 1 A" igin

y (aa..a)=y (@) (8,)-y (a)
=f(a)f(a)..f(a)=f(aa.a,

olupy =f dir. O halde f tektir.

S bir yargrup ve a da S yarigrubunun doguray: ise y (a) =a olacak

sekildebiry : A" ® S homomorfizmas: vardir. <

Sonug 2.3.3. Her yarigrup bir serbest yarigrubun homomorfik gorintisudur.

Ispat: S bir yangrup ve A da S nin bir doguray kiimesi olsun. O zaman

y :A"® S "al A icin a =a olacak sekilde tek homomorfizm olarak
tanimlayalim.  S=(A) oldugundan "si S igin s=aa,..a, olacak sekilde
a,a,,...a 1 Avadr. (aa,..a) =s oldugundany ortendir. <

Detay icin ( Lallement, G., 1979) a bakiniz.
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A bir afabe ve R A"" A" olmak iizere bir yangrup takdimi (AR)
ikilisidir. (A[R) tarafindan tammlanan yangrup , r , R yi igeren A" iizerindeki en

kiciik kongriians olmak lizere A" /r yarigrubudur.

A nin elemanlarina doguraylar, R nin elemanlarina tammix iliskiler denir.

Tipik tamumlz iliski (u,v)T R genellikle u=v olarak yazilir. Genellikle A ve R i

elemanlarim yazarak belirtiriz. Ornegin,
({aB}f{(a"a),(6°,b),(ab, ba}
yerine
(abla®=a, b° =b, ab=ba)

yazariz.
S, <A|R> ile tamml1 bir yarigrup olsun. O halde, w,,w, T A" iki kelimesi
icin, eger benzer kelimeler ise w, © w, ve eger S yarigrubunun ayn elemanin:
gogterirlerse w, =w, yazarz. Yani (w,w,)T r ve w, =w, iliskis S de saglanr
deriz. Ornegin A={a,b} ve R={ab=ba} ise, aba=a’b dir. Fakat aba > a’bdir.
Eger bir S yangrubu hem A hem de R sonlu olacak sekilde (A|R) ile

tanimli ise, takdime sonlu takdim ve S ye ise sonlu takdimlidir denir.

Teorem 2.3.4. <A1/R> bir yarigrup takdimi , r , R nin dogurdugu kongrians,
S=A"/r ve w,w,1 A"olsun. O zaman wr =w,r olmasi igin gerek ve yeter

kosul w, =w, nin <A1/R> nin bir sonucu olmasidir.
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Ispat:
s :{(a,b)T A" A:a :b,<A}/R> ninbirsonucudur}

olarak tammlayalim. (w,,w,)T s ve w, & w, iseo zaman, a,,,, a, den R deki bir

i+17

iliski bir kez kullanilarak elde edilmis olmak tizere kelimelerin sonlu bir

dizisi vardir. Eger a, ° gud vea, °gwl (g,di A ve (uv)i RER")ise
alr=@/r)ulr)d/r)y=@/r)v/r)d/r)=a,lr

dur. Boylece w,/r =w,/r ve s | r olur. Ri s oldugu, s mn tammndan

aciktir. Ayricas kongriansolup, r I s dur. Ohalde r =s dir. <

Onerme 2.3.5. <A1/R> bir yarigrup takdimi, S bu takdim tarafindan tanmlanan

yangrup ve w,,w,1 A" olsun. O zaman S de w, =w, olmasi icin gerek ve yeter

kosul w, nin Rdeki iliskiler kullanilarak w;, den elde ediliyor olmasidir. <

Onerme 2.36. S, A kiimes tarafindan dogurulan bir yarigrup ve Ri A" A"
olsun. <A1/R> nin S icin bir takdim olabilmesi igin gerek ve yeter kosul asagidaki

kosullarin saglanmasidir.
i) S, R deki tim iliskileri saglar ve
i) u=v iliskis S de saglamyor olacak sekilde u,vi A" herhangi iki kelime ise o

zaman u =V, R nin bir sonucudur.
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ispat: <A1/R> S icin bir takdim olsun. O zaman S, R deki tum iliskileri saglar. ii)
nin saglandigi agiktir. Tersini gostermek igin i) ve ii) nin saglandigini kabul edelim.
f : A" ® S birimdonusim, | : A® A nin bir genislemesi olan bir epimorfizmve r
da R vyi iceren A" lzerindeki en kiclk kongriians olsun. S, R deki tim iliskileri
sagladigindan RI Kerf  dir. Boylece r | Kerf dir. Diger yandan eger
(u,V)T Kerf ise 0 zaman S, u=v iliskisini saglar. O halde u=v, R nin bir

sonucudur. Onerme 2.3.5 ile, (u,v)1 r dir. Béylece r =Kerf  dir. Dolayisiyla

S@A" /Kerf = A" /r yarigrubu, <A1/R> tarafindan tammmlanan yarigruptur. <<

Ornek 2.3.7 <a

a"' = a'> takdimi (n+r - 1). dereceden ve n periyotlu monojenik

yarigrubu tammlar.

Ispat: M:{a,az,...a”,....,a“”'l}, a ile dogurulan (n+r-1) dereceli ve n

periyotlu monojenik yarigrup olsun. a* min tekrarlandigi ve (n+r), a' ninilk tekrar
ettigi kuvvet olacak sekilde, r nin en kuguk pozitif k tamsayisi oldugunu biliyoruz.

n+r

Bunedenle M, a" =a"™" iliskisini saglar. M, a™ =a® iliskisini saglasin. a™, a™

n+r

in ilk tekrari olsun. Bu iliskinin a" =a™" iliskisinin bir sonucu oldugunu géstermek
istiyoruz. Eger p,=p, ise, a*°a™ ve sonu¢ c¢ikar. Bu nedenle genelligi

bozmaksizin p, > p, olsun.

iddia: Eger p,p,3r ve p,° p,(modn) ise, a™ =a™ iliskisi a =a™" den elde
edilebilir.
Bu durumdabazi k1 0 igin, p,- p, =kn yazabiliriz. O halde,

apl o) a.kn+p2 o a.kn+rap2-r o) a.(k-l)nan+rap2-r :a(k-l)narapz-r

0 gk-2ngn+rgm-r — glk-2ngrap-r — =a
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dolayisiyla, a™ =a™ iliskisi @' =a""" den elde edilebilir. <

r, M detekrar eden a mn en kucuk kuvveti oldugundan, p, 3 r olmali, dolayisyla
p,p,3r dir. n, p,- p i bolmesin. O halde, bazi ki 0 ve 0<qg<n igin,
p,- p,=kn+qg ve

ah % ah g =ah a" =...=ah g o ghtlno g-d

olur. O halde, a* =a™ 9 ve p,- q< p, dir. Bu, a” nin a™ inilk tekrari olmasi ile
celisir. Bu nedenle p,° p(modn) olmalidir ve a* =a™, a =a"™" nin bir

sonucudur. O halde <aj a™ = a'> takdimi M yi tammlar. <

Onerme 2.3.8. S, A kiimesi ile dogurulan bir yarigrupve R A" A" ve Wi A’
olsun.

i) S, R nin bitdn iliskilerini saglar.

ii) Her bir wi A" kelimesi icin, w=w, R nin bir sonucu olacak sekilde, wi W
vardir.

iii) u% v olacak sekilde u,vi W ise, S deu? v dir.

Y ukaridaki tig kosul saglaniyor ise ( AR), S nin bir yarigrup takdimidir.

Ispat: A, S yarigrubunu dogurur ve R, S de saglanir. Bu nedenle sadece S dei

herhangi bir iligkinin R nin bir sonucu oldugunu géstermeliyiz. w, =w,, S de
saglanacak sekilde w,, w, S nin keyfi elemanlar olsun. O halde, (ii) ile, w, :Wl,
w, =w, iliskileri R nin bir sonucu olacak sekilde w, ,w,1 Wvardr. (iii) ile,

w, © w, olur. Bu nedenle,

=
I
= |
=
I
=
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R nin bir sonucudur. Bunun igin S, (A|R) takdimi ile tanimiichr.
Ornek 2.3.9. S={1} asikar grubun yarigrup takdimi <a1/‘a2 = a> chr.

i) A={a} ve f:A® S ye f(a)=1 seklinde tammlamrsa Af, S nin bir
dogurayidir.
ii) R niniliskisinin S de saglandigimi gosterelim.p : A"® S, f yi geren dogal

homomorfizmave i: A® A" olsun.

a’p =(ap)(ap)
= af .af
=11
=1l=af =ap

O halde, a® = a iliskisi S de saglanr.
iif) W ={a} olsun. Herhangi bir a"T A" icin a" =a ise (yani n=1ise) al W olur.

n-1

n3 2 ise, a"° a“?.a’.1 (a® = a iliskisini uygulayalim). a"*.a.1° a™* olur. Benzer

yolla devam edersek, a elde edilir. Bir iliski uygulayarak a” ® a™ ' olup, a”" =a, R

nin bir sonucudur. Ayrica, W|=1 oldugundan, W, S nin bir kanonik formudur.

Boylece, S= <a‘t/a2 = a> olur.

Ornek 2.3.10. S=( ,,t) yarigrubu yani n elemanl: devirli grup olsun.

P=(a

a”*1:a> ve W:{a,az,...,a“} adaim. y :A"® [1 , a® 1 olacak sekilde

(tek) homomorfizm olsun.

S=(1) oldugundan, {ay } bir doguray kiimesidir. y nin tammindan " mi 0" icin
y (a™) =m olup, 6zel olarak, y (a™)=n+1=1=y (a) oldugundan, R deki iliski
S de saglanr.
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we a™l A" olsun. Bélme algoritmasindan, m=r+qn, 1£r £n olacak sekilde

qri 0 vardir.

a.m o) aqn+r o) a(q- n+(r-1)+n+l o a(q- 1)n+(r-1)an+1 — a(q- 1)n+(r-1)ao a(q- 1)n+r — I_ — ar ’I‘ W

Yani; a™1 A" icin, a”"=a" , R nin bir sonucu olacak sekilde bir a'T W vardur.
a,a’l W icin, a" =a° iliskiss S de saglansin. O zaman , y (") =y (a°) yani

r=s(mod n), 1£r, s£n oldugundan r =s olmali yani a" =a® olmalidir.

Onerme2.3.11. S, A kiimesi ile dogurulan bir yarigrupve R A*" A" ve Wi A’
olsun.

1) S, R ninbatuniliskilerini saglar.

11) Her bir wi A" kelimesi icin, w=w, R nin bir sonucu olacak sekilde, wi W
vardir.

1) W|£|g

kosullar: saglanyor ise, <A| R>, S nin bir yarigrup takdimidir. (Ruskuc, N., 1995).

ispat: 1), 1) ve I11) kosullarimin Onerme 2.3.8 in i), ii) ve iii) kosullarim verdigini
gogermeliyiz. 1) ve Il) sirasiyla i) ve ii) ye benzer oldugu igin, geriye iii) ninI), 11)
ve [11) den geldigini ispatlamak kalir. A doguraylart R iliskilerini sagladigi igin, I1)
ile, S nin her bir elemani, W den bir kelime ile temsil edilir. Bunun igin |W|3 |§
dir. Oyleki 111) ile W| =|§| olur Yani S sonlu oldugundan, W nin farkl: elemanlars,

S nin farkli elemanlarint temsil eder. <<

Ornek 2.3.12. C, ={1,2 K, n} ve C, Uzerindeki carpmada i.j = max{i, j} olsun. O
zaman C_ bir yarigrup olup zincir deriz.
A={a,a,K,a},y :A"® C,, a ® i yegoturen bir homomorfizmolsun. Ay , S

nin bir dogurayidir.
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P=(a.a,K.3 3’ =a, 3a.’a =a,,, LEI £n)
alalim.

y (a%)=11=y (a)
y (aa,’a) =i +D% = (G +D)i =( +Di=i+1= (a.,))
ag, =a(aa,a)=(a’)(a,)a =aa,’a =4,
Benzer sekilde a,a =a, olup, &,° = (aa,)(a,a) = a3,’a =g, dir. Ozetle, aa, =&,
a,a =a, ve a,° =a, dir. Tumevanimla, "i=12,K,n icin, a’=a, aa,, =a,, ve

a.a =a, vea’=a, dr 1fi<jEnise

aa; =& (aj-laj) =L = (aia1'+1)Kaj-1aj

L=a,Ka a =L=3a,3 =3,

Benzer sekilde, a,a =a, goderilir. Sonugta, 1£i<j£n icin, ag=a ve
aa, =a, di.

W={a,a,K,a} vew® aa Ka T A" olsun
we (ail’aiz)Kaim = a'max{il,iz} Ka1m = a'max{il,iz,Kim}’I\ W
ve |W| =n oldugundan P @C, dir.

Ornek 2313 X ={x,y,7Z} olmak lzere, S=(P(X)//AE) yani S, olsun.
A={ab,c} secelim. f:A® S ye a®{x, b®{y}, c®{z seklinde

tammlayahim. Af ={{x} {y} {Z}} olup, S nin bir dogurayidir. p: A" ® S, f yi
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geren dogal homomorfizma olmak lzere, R:a’=a, b°=b, ¢c*=c, ab=ba,
ac=ca, bc=cb seklinde tammlanan iliskiler S de saglamr. Gergekten, a*=a,
ab =ba oldugunu gorelim.

a®p = (ap)? = (af )? ={X} E{x} ={x} =af =ap
olup, a® = a iliskisi S de saglanr.
(@)(p) =(ap)(bp) ={x E{y} ={y} E{x}

= (bp)(ap)
= (ba)(p)

olup, ab=ba, S de saglanir. O halde, benzer sekilde diger tim iliskilerde S de
saglanir.

PO/ E={{%.{y}{Z {x W} {x7 {v.3 {xv.3]}
dir. W nin elemanlar1 S nin elemanlarina esit olacak sekilde secelim.
W:{aibjck i, j,kT {0,3 veen az biri sifirdan farkl olsun.}i A

W ={a,b,c,ab,ac,bc,abc} ve wi A" olsun. ab=ba , ac=ca ve bc=cb
iligkilerinden gerektigi kadar yararlanarak mn,ri 0 E{0} fakat en az biri sifirdan

farkli olmak lizere w33 a™b"c" olur. Ornegin,
acha® acab® a’ch® a’bc

olur. Eger kelimenin iginde hi¢ ¢ olmasayd;,
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aba® a’ab® a’bh® ab

elde edilir. a®=a, b’=b, c¢®=c iliskilerinden gerektigi kadar faydalanarak,
a™"'c’ %9 ab'c ve en az biri sifirdan farkl: olacak sekilde i, j,kT {0,3 vardir.

Yani a®%%%® ab yapabiliriz. Sonug olarak,
W% a™b"c’ %2 ab'c T W
R nin bir sonucudur. |W| =7 =|9| oldugundan,
9, :<a,b,c|a2 =a,b’ =b,c? :c,ab:ba,ac:ca,bc:cb>

olur. Simdi bazi yarigrup takdimleri ve onlarla tammli yarigruplarin 6rneklerini

verelim.

Ornek 2.3.14.
P:<a1,a2,...,aﬂl/zai2 =g (1£i£n),aa =aa (1£i<] £n)>
takdimi , A={a,,a,,...,a,} Uzerinden SL, serbest yarilatisini tammlar.

Cozim: A, SL, icin bir doguray kiimesidir. Ayrica, S, idempotentlerin degismeli

bir yarigrubudur. ve SL,, P deki iliskileri saglar.

w={a®,..a"1 AvgT {0} 1£i£n}
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olsun.w, A" daherhangi bir kelime olsun. Ilk olarak a,;a =aa; formundaki uygun
iliskileri uygulayarak |, 3 0 (L£i£n) olacak sekilde a'*a,'...a'" formunda bir
wt kelimesi elde edilir. Daha sonra a® =g formundaki iliskileri mimkiin oldugu
kadar gok uygulayarak, W den bir w kelimesi elde edilir. W|=2"- 1 oldugundan,

bir dnceki bnermeden P, SL, serbest yarilatisini tammlar.

Teorem 2.3.15.( A[R) bir takdim olsun ve S, (AR} ile tammi1 bir yarigrup olsun.
B kiUmesi tarafindan dogurulan herhangi T vyarigrubu ve f:A® B Orten
donisimu icin, f nin tek homomorfizm genislemesi olacak sekilde F: A" ® T
tammlayalim. Her (u,v)T R icin, uF =vF ise, (s/r)y ® sF ile tammh

Y :S® T bir epimorfizmdir.

Ispat: y nin iyi tammli oldugunu gostermek yeterlidir.. sr =s,r olacak sekilde
s,s,1 A" aam. (u,v)T R veya (v,u)l R ve b,g1 A icin, a, =bug, ve
a.,, =b.vg olacak sekilde

s®a;a,...a,°s
dizisi vardir. O halde,

aF ° (bF)(uF)@)

a,,F ° (bF)(VvF)g)

dir.
Fakat hipotez ile, T de uF =Vv.F dir ve dolayisiyla a,F =a,,,F dir. Her i
icin tekrarlayarak, sF =s,F elde ederiz. Bir baska deyisle, A ile dogurulan ve R

yi saglayan her yarigrup S nin homomorfik goruntisudir. <<
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Onerme 2.3.16. Herhangi bir yarigrup bir takdimle tammlanabilir.

ispat: T herhangi bir yangrup olsun. A={at] T} bir alfabe ve R, aa =a,
formunda bitdn iliskilerin kiimesi olsun. x,yT T ve S, (AJR) ile tamml1 yarigrubu
gogersin. T vyarigrubu iligskilerimizin secimi ile R deki iliskileri saglar ve bu
nedenle Onerme 2.3.15 ile, f :S® T, a ® t olacak sekilde dogal bir epimorfizm
vardir. Yani T, S nin homomorfik goruntustdur.

w, w1 A" ve wf =wf olsun. w=a, ve w,=a, iliskileri S de
saglanacak sekilde x,yl T vardir. Bunun igin af =af dir. Yani; a =a, olacak
sekilde, x=y dir. Bunun icin f bir izomorfizmdir ve T, (AR) takdimi ile
tammiidir. <

Sonlu bir yangrup takdimi A =(A|R) icin noksanhik [deficiency) |R/- |A
olarak tammmlanir ve def A) ile gosterilir. Sonlu takdimli bir S yarigrubu icin

yarigrup noksanligi,
defs (S) = min{def &) :A, Sicin sonlu bir yarigrup takdimi}
olarak tammlanir. Benzer sekilde grup ve monoid noksanlig: tammlanr.

Teorem 2.3.17. P =(A|R) bir yangrup takdimi, S, P ile tammlz bir yarigrup olsun.

P yi grup takdimi olarak ele alirsak, G, P ile tamml1 bir grup olsun. Eger S bir

grupise, G, S yeizomorfiktir.

Ispat: S deki her iliski G de bir iliski olup g : S® G homomorfizmini her al S
yi al G ye gotirecek sekilde tammlayabiliriz. S bir grup oldugundan, q aslinda
bir epimorfizmdir. q, 1-1 dir. Cunkd; bu takdimdeki S igin herhangi bir iliski G

icin de bir iliskidir. Ayrica bunun tersi de dogru olup, q birebir ve 6rtendir.

34



2.YARIGRUP TEORISINDEKI TEMEL TANIM VE TEOREMLER Belgin OZER

S ve G arasindaki iliskilerde daha genel sonuclar icin (Campbell C.M., Robertson
E.F., Ruskuc N., Thomas R.M., 1995; Robertson E.F., Unlii Y., 1993) e bakiniz.

Onerme 2.3.18. Eger G, (AR) grup takdimi ile taimh bir grup ve H, RI Q

olacak sekilde <A|Q> grup takdimi ile tamml1 bir grup ise, H, G nin homomorfik

gorintisuddr.

Onermenin ispat1 (Johnson, D.L., 1976; Onerme 4.2) de verilmistir.

Onerme 2.3.19. G bir grup ve (A|R) de G nin bir monoid takdimi ise, (AR) aym

zamanda G nin bir grup takdimidir.

Ornek 2.3.20. P=(a| ) grup takdimi serbest devirli grubu yani (J,+) grubunu

tammlar. P yi monoid takdimi olarak ele aldigimizda serbest monojenik monoidi

yani (U* E{0},+) monoidini tammlar.
Ornek 2.3.21. Q=(a,b|ab =1,ba=1) monoid takdimi (J,+) grubunu tanimlar.

2.4. Monoid Takdimleri

A kiumesi, e =e veher wi A" icin we =ew=w carpmast ile A" E{e}
olarak tammlamr. A bir alfabe, R de A~ A" 1n bir alt kiimesi olmak iizere bir
monoid takdimi (A[R) ikilisidir. ( A|R) tarafindan tammlanan monoid , R, R deki

bos kelime yerine e yazilmis olmak Gzere

<A,e|R,e2 =e,ae=ea=a(al A)>
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tarafindan tammmlanan yarigruptur.
Dikkat edilecek olursa her yarigrup takdimi aym zamanda bir monoid

takdimidir. Eger S, (A|R) tarafindan tammlanan yangrup ve M de ayn: takdim

tarafindan tammlanan monoid ise, M basitce yeni bir birim eklenmis S dir. Eger S
birim elemana sahip ise, bu eleman yeni eklenen birim eleman Uzerinde birim gibi

davranamayacaktir. Boylece [M| =9 +1 dir.

Onerme 2.4.1. M bir monoid ve P de M nin bir yarigrup takdimi olsun. O zaman

P ayn zamanda M nin bir monoid takdimidir.

Ornek 2.4.2. M ={0,3} olsun. F>1:<a|a2 :a> monoid takdimi M yi tammlar.
P :<a,b|az =a,b’ =b,ab=a,ba= a>

yarigrup takdimi de M yi tammlar.

Ornek 2.4.3. M ={1,a} ve a’=1 olarak tammli monoidi alalim. F>1:<a|a2 :1>

monoid takdimi M yi tammlar.
PZ=<a,b|a2=b,b2=b,ab=a,ba=a>

yarigrup takdimi de M yi tamimlar. Monoid takdim ornekleri icin, (Carvalho, C.,
2003) e bakiniz.
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2.5. Grup Takdimleri

A bir dfabe, A'={a':al A}, A ile birebir eglenen bir afabe ve
Ri (AEAY " (AEAY olmak lzere <A1/R> ikilisine bir grup takdimi denir.
<A1/R> ile tamml1 grup

<A, AYRaa'=a'a=¢(al A)>

tarafindan tammlanan monoiddir. R deki iliskileri saglayan ve A tarafindan

dogurulan her grup, <A1/R> tarafindan tarmmlanan grubun bir homomorfik
goruntusudur. <A1/2> tarafindan tammlanan gruba A Uzerinde serbest grup denir. A
Uzerindeki serbest grubu F ile gosterelim. s | {(aa'l,e),(a'la,e):aT A} kimesini

iceren en kiiciik kongriians olsun. O zaman F ile (AE AY)" /r izomorfiktirler.

Ornek 251. (A]) ile tamwml grup, A iizerindeki serbest gruptur. h,
{(aa'l,e),(a' ‘ae):al A} kiimesini iceren en kiiciik kongriians olacak sekilde, F
(AE AY) /h ye izomorfiktir. Eger wl (AE A'')" kelimesi , herhangi bir al A
icin, aa' yada a'a formunda at kelime icermezse, wi (AE A')" kelimesi
indirgenmistir deriz. R(A) bitiin indirgenmis kelimelerin kiimesi olsun. Her al A

icin,
re)=e,r(@=a,r(@hH=at
olacak sekilde r : (AE AY) ® R(A) tammlayalim. Eger

r(w=a*a"..a,’"veal A,al{-11},1£i£m
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olacak sekilde, wi (AE A') ise,

ta*a2...a ' egera —avea la
r (Waa) - % ai a2 an-l - eg an n
fa™...a, ma diger durumda

olur. r asagidaki ozellikleri saglar:

i) Her wi R(A) icin, r (w)° w

i) F de, r (wW)=w

i) Her w,w, T R(A) icin, r (Ww,)° r (r (w)w,)
iv) Her wi R(A), al A igin, r (wa®a®)° r (w)

v) Her w,w, T R(A) ve al A igin,

F(wa'a®wy) ° r(r(wa’a®)w,) ® r(r (wW)w,) ° r (ww,)

Simdi F de w =w, olacak sekilde w,w,1 (AE A')" aam. Dolayisiyla
w °a,a,,.a,°w, dr Burada a,, a den aa'=1 ya da a'a=1
iliskilerinden biri uygulanarak elde edilmistir. Dolayisiyla, o6zellik (v) ile,
r@)e°r(a,,) dr. Buradan, r (w)° r (w,) olur. Bunun igin, aym h sifinda iki
indirgenmis kelimeye sahip olmak imkansizdir.

F yi w.w, =r (Ww,) carpmast ile R(A) olarak gtz ontine alabiliriz.

2.6. Yarigrup Takdimi Bulmak igin Genel M etotlar

Bir S yarigrubu icin takdim bulurken tc¢ genel metot vardir.
1) Direkt Metot (Tahmin ve Ispat)
2) Tietze DOnusumleri
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3) Yarigrubun yapisim kullanmak
Direkt metot genellikle en gok kullamlan metottur. Bazi varyasyonlari olmasina
ragmen genellikle asagidaki adimlarr igerir.

1) S icinbir A doguray kimesi bulmak.

2) S yi tammlamak igin yeterli ve A daki doguraylar tarafindan saglamyor

olacak sekilde bir R iliskiler kiimesi bulmak.

3) R deki iliskiler uygulanarak A" daki her kelime W deki bir kelimeye

donustirilebilmek Gzere bir Wi A" kiimesi bulmak.

4) W deki farkli kelimelerin S deki farkli kelimeleri temsil ettigini ispatlamak.
Y ukaridaki son iki kosulu saglayan W kimesine genellikle S igin kanonik(normal)
formlarin kiimes denir.

Bir yarigrup igin takdim bulmamn tgtincti metodu yarigrubun yapist yardimi

ile takdim bulmaktir. Bu metotta bir S yarigrubunu daha basit il |, T, yangruplar:
vasitasiyla ifade etmeye galisiriz. Sonra il |, T yarigruplar: igin takdim bulup, S
icin bir takdim bulmak Uzere bu takdimleri belli sekillerde bir araya getiririz.

Bir S yarigrubu icin takdim bulmanin diger bir metodu Tietze donUstmlerini
uygulamaktir. (Neumann, B.H., 1967) de bu metodu sol sifir yarigruplar igin takdim
bulmada kulland.

Tietze donisimlerini eger S icin bir (AR) takdimini zaten biliyorsak,
uygulamak mimkindir ve o halde S icin alternatif bir takdim verir. Fikir bazi

elementer hareketler uygulayarak ama takdimle tamuml1 yarigrubu degistirmeksizin

(AIR) takdimini doniistiirmektir. Bu elementer hareketler genellikle Tietze

doénusumleri olarak adlandirilir.
Elementer Tietze dontsimleri diye bilinen 4 temel dontsim vardr.

(T1) (Doguray Ekleme) Eger w=b olacak sekilde bir wi A*var ise bl A

dogurayin ekleyerek aym yangrubu tammlamaek izere (A|R) takdiminden

(AE{b}|RE{w=1}) takdimi elde ediir.

39



2.YARIGRUP TEORISINDEKI TEMEL TANIM VE TEOREMLER Belgin OZER

(T2) (Doguray Cikarma) Eger w=bi R olacak sekilde, wi (A/{b})" ve
bl A varsa aym yangrubu tarimlamak iizere (A|R) takdiminden <A/{b} |ﬁ>

takdimi elde edilir. Burada R, R/{W:b} den, b nin her bulundugu yeri w ile
degistirerek elde edilen kiimedir.
(T3) (Bagint1 Ekleme) Eger r =s bagintisi, (A[R) ile tammlanan yarigrupta

saglanyorsa, ( A|R) takdiminden (A|RE {r = ) takdimi elde edilir.

(T4) (Bagint1 Cikarma) Eger R deki r=s bagintisi , (A[R) takdiminde
R-{r=s} deki bagintilarn bir sonucu ise, (AR) takdiminden <A|R- {r :s}>
takdimi elde edilir.

Grup teoride de Tietze donustmleri benzerdir. (Bkz. Johnson, D.L., 1976).
Ornek 2.6.1. S={(11),(1,2),(2,1),(2,2)} dikddrtgen band olsun. O zaman,

a® (L1), b® (12), c® (21, d® (2,2)

olmak Uizere, S nin Cayley Tablosu;

<a, b,c,d

dir. b=ad, c=da oldugundan, (T2) uygulanir ise,

<a,d

ad=ad ve da=da yansimali oldugundan gereksizdir. a’=a oldugundan,

a’=a,ab=b,ac=a,ad =b,ba=a,b’> =b,bc=a,bd =b,
ca=c,ch=d,c’=c,cd =b,da=c,db=d,dc=c,d*=d

a®=a,a’d =ad,ada = a,ad = ad,ada = a,(ad)? = ad,ad’a=a,ad” = ad,
da® = da,da’d = d, (da)* = da,dad = ad,da = da,dad = d,d’a=da,d* =d

a’d=ad ve da’=da iliskileri de gereksizdir. Ayrica, d®*=d oldugundan,
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ad’=ad ve d’a=da da gereksizdir. Bu alt1 tane gereksiz iliski icin, (T4)
uygulanirsa,

<a,d|a2 = a,ada = a,(ad)? = ad,ad’a = a,da’d = d,(da)? = da,dad = d,d’ = d>

elde edilir. da’d =dad =d olup, da’d =d, a®>=a ve dad =d nin bir sonucudur.

Benzer sekilde, ad’a = a gereksiz olup, (T4) uygulanir ise,
<a,d|a2 =a,ada=a,(ad)? =ad,d’ =d,dad = d, (da) = da>

olur. (ad)®*=adad =ad olup, (ad)*=ad, ada=a nin bir sonucudur. Benzer

sekilde, (da)® =da dagereksiz olup, (T4) uygulanrsa,
<a,d|a2 =a,ada=a,dad =d,d’ = d>
elde edilir.

Teorem 26.2. A, B, R, Q sonlu olacak sekilde (A|R) ve (B|Q) takdimlerinin

izomorfik yarigruplar: tammlamasi igin gerek ve yeter kosul <B|Q> nun, <A| R> den

Tietze donustimlerinin uygulamasinin sonlu bir dizisinden elde edilmesidir.
(Arthur, R., Araujo, I.M., Thomson, R., 1999).

ispat: ispatin ilk yanst icin, (B|Q) nun, (A|R) den Tietze doniisimlerinin birinin
tek uygulamas: ile elde edilirse, (A[R) ve (B|Q) nun izomorfik yarigruplar:
tammladigini gostermeliyiz. Her bir donisimi sirasiyla kontrol edelim. r , R ile

dogurulan A" (zerinde bir kongriians olsun. r ¢, Q ile dogurulan B Uzerinde bir

kongruans olsun.
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(T1) Y:A"/r® B"'/r¢
alr ® alrd

olacak sekilde bir donisim tamimlayalim. Bu iyi tammhidir. Clnki eger

w/r=w,/r ise w,, w den R deki iliskilerin bir uygulamasiyla elde edilebilir.
Bu nedenle w,, w, den Q=R{ deki iliskilerin uygulamasiyla elde edilebilir. Y
ortendir. Cinkt a/r¢=(a/r)y veb/r¢=(w/r)y dir.y 1-1dir. Clnki

(W /)y =W, /1)

P w/r¢=w,/rd

dir. Bu nedenle w,, w, den R¢ den iliskilerin uygulamasiyla elde edilebilir. R¢ den
iliskilerin uygulamasinin bu dizisinde b nin oldugu her yeri w ile yer
degistirebiliriz. Bunun icin, w,, w, den R deki iligkilerin bir uygulamasiyla elde
edilebilir ve bu nedenle w, /r =w, /r dur.y agik¢a bir homomorfizmdir. Ve bu

nedenle A" /r ve B* /r ¢izomorfiktir.

(T2 y :B'/rt® A'/r
alr®® al/r (alb)
b/rt® w/r

olacak sekilde donustim tammlayalim. Eger w, /r =w, /r ise, w,, w, den R den
iliskilerin bir uygulamasiyla elde edilebilir. Bu dizide b nin oldugu her yeri , w ile

yer degistirebiliriz. O halde,

(W)F /1 €= (w)f /1 ¢
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olur. Bunun icin (W /r)y =(w,/r) ve y iyi tammhdr. y agik¢a bir
epimorfizmdir bu nedenle sadece geriye 1-1 ligi kontrol etmek Kkalir.
w /re=w,/r¢ w,, w, den R¢ R den iliskilerin uygulamasiyla elde edilebilir.

Bununicin w, /r =w, /r dur.
(T3) Burada A=B ve r =r ¢dir. Bu nedenle sonug cikar.
(T4) Gene A=B ve r =r ddr.

ispatin diger yans: icin (A[R) ve (B|Q) takdimleri izomorfik yarigruplar:
tanimlasin. S diyelim.

R=R(A) demek, R iliskileri A doguraylari cinsinden yazilir ve Q = Q(B)
demek Q iliskileri B doguraylari cinsinden yazilir.

(AJR(A)) takdimi ile baglayalim. (T1) ile b=Db(A) , S igin (AR) takdimi
cinsinden, bl S kelimesi icin bir ifade olacak sekilde B =B(A) iliskileri ile,
gereksiz B doguraylarini ekleyebiliriz. Bu,

(A BIR(A), B=B(A))
ifadesini verir.
Simdi, her al A doguray:, (B|Q) takdimi ile tamml: izomorfik yarigrubun
bir eleman: olarak algilanabilir, bu nedenle (T3) ile,

(AUB|R(A), B=B(A), A= A(B))

yi elde etmek icin, A= A(B) iligkilerini ekleyebiliriz.
Simdi, gereksiz A doguraylarin ¢ikarmak igin (T2) yi kullanabiliriz ve

(B|R(A(B)), B=B(A(B)))
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elde edilir.
Bu, S icin hala bir takdim oldugundan, Q(B) iliskileri bu yarigrupta
saglanmalidir. Bu nedenle, (T 3) uygulayarak,

(B|R(A(B)), B=B(A(B)),Q(B))

elde edilir.

Bu takdimle tammli yangrup, varsayimla, (B|Q(B)) ile tammli S
yarigrubuna izomorfiktir ve bu nedenle R(A(B)) ve B =B(A(B)) iliskileri , Q(B)
nin sonuglari olmalichr.. Bunun igin, (B|Q(B)) yi elde etmek icin (T4) ile onlar:
atabiliriz.

Teoremin gruplar icin olan versiyonu icin (Johnson, D.L., 1976; Onerme 4.5
ve 4.6) ya bakiniz.

2.7. Adian Grafikleri

Bu kisimda, sadece sonlu grafikler yani sonlu koselerinin ve kenarlarinin
kimesi ile ilgileniriz. Bir G grafigi icin, V(G), G nin kdselerinin kiimesi ve E(G),
G nin kenarlarinin kiimesini gostersin. G grafiginde, u yu v ye birlestiren bir kenar
varsa u, v koseleri komsudur deriz.

Bagit bir grafik, devir ya da katli kenar igermeyen bir grafiktir. K_, ile, n
koseli ve n(n- 1)/ 2 kenarli tam ve basit grafigi gosterelim.

Tamm 2.7.1. G grafiginde bir yol, v koselerinin ve ; kenarlarinin

Vo1&V 6,V 1, 60V,

degisen bir dizidir. Burada her kenar farklidhr.
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Tamm 2.7.2. G grefiginde eger v, =V, ise, bir v,,8,v,,e,,..v, ;,€,,V, Yyoluna bir
devir deriz.

A =(AR) bir yangrup takdimi olsun. L(A)ile gosterecegimiz sol Adian
grafiginin koselerinin kiimesi X ve her (r,s)1 R icin r ve s kelimelerinin ilk
harflerini birlestiren kenarlardan olusur. RA) ile gosterecegimiz sag Adian
grafiginin koselerinin kimesi X ve her (r,s)1 R icin r ve s kelimelerinin son
harflerini birlestiren kenarlardan olusur. Simdi Adian grafiklerini bir yarigrup
takdimi Uzerinde inceleyelim.

A :<a,b,c,d|abd = dba, adb = cad, aba = ad?,bab = ¢,cab = acb>

ho OC

Seil 2.1. Sol Adian Grafizi L&) (Ayik,G., 2003)

a (O ) d

Seil 2.2. Sag Adian Grafizgi RA) (Ayik,G., 2003)
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e ler a_, ile a(i =12,..m) arasindaki yolu gostermek lzere bu yonsiz grafikte
bir yurdytsun boyu m2 0, a,,a,,4a,...,a,, kOselerinin ve €,e,,...,&, kenarlarinin
bir dizisi tarafindan belirlenir. Herhangi iki kose arasinda bir yUriyUs
yapilabiliyorsa o Adian grafigine baglantilh Adian grafigi denir.

Yarigrup grafikleri ve Adian grafikleri icin (Higgins P.M., 1992) ve teorik
grafik terminolojisi icin (Wilson J.J., Watkins, 1990) na bakiniz.
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3.GP TAKDIMLERI VE ADIAN GRAFIKLERI

Y arigrup takdimleri ve Adian grafikleri (Ayik G., Ayik H., Unlii Y., 2008) de
calisilmistir. Ayrica, grup ya da monoid tammlayan yarigrup takdimleri (Ayik H.,
Campbell C.M., O’Connor J.J., Ruskuc N., 2000; 2000a; 2000b; 2000c; Campbell
C.M., Mitchell J.D., Ruskuc N., 2002) de, incelenmistir.

Eger bir yangrup takdimi P=(A[R) bir grup tammliyorsa o zaman her
al Aigin w,1 A" olmak tizere w, =a formunda R de bir iliski oldugu ( Ayik H.,
Campbell C.M., O’Connor J.J., Ruskuc N., 2000b; Teorem 2.3 ) de ele alinmustur.
Bundan hareket ederek, asagidaki sonuglar: ispatlariz.

(AR} bir yarigrup takdimi, ve S, ( A|R) ile tammlz bir yarigrup olsun. Eger
S bir monoid ise, her bir al A icin, w,T A" olacak sekilde w, =a formunda R de
bir iliski vardir. Ayni zamanda, Eger S regliler bir yarigrup ise, her bir al A igin,
w,1 A" olacak sekilde w, = a formunda R de bir iliski vardir.

Bu bélimde
P=(a,8,K.alw=aw=2Kw=3)

formundaki yarigrup takdimlerinin Adian grafikleri ile ilgili ulasilan sonuglar:
verecegiz.

Bu cesit bir takdime doguray Ureten takdim (generator producing) ya da
kisaca GP takdimi deriz.

P=(AR) bir yangrup takdimi olsun. al A icin, (w=a)l R olacak
sekilde, bir wi (A/a)* kelimesi varsa, a ya P nin gereksiz bir dogurayi denir. Bu
bolumde GP takdimlerinin gereksiz doguraylart olmadigint ve her bir w=a iliskisi

icin, [W 2 2 ve w nin a y1 icerdigini kabul edecegiz.
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Lemma 3.1.Eger bir GP takdimi

P=(a,a.K.aw=a,w=aK,w=a,
grup tammmliyorsa o zaman her bir Adian grafigi bir ve yalmz bir devir icerir.

Ispat: ispat1 yalmz L(P) icin yapacagiz. Devirsiz bir baglantih grafige bir agagc
denir. Ayrica n koseli bir agacta n- 1 tane kenar vardir. Dahasi, bir baglantil grafik,
grafigin tim koselerini igeren ‘spanning tree’ denilen bir alt agaca sahiptir. Simdi
L(P) baglantili ve n tane kose icerdiginden, L(P) igin bir spanning treesi n- 1
kenar igerir. L(P), n tane kenar igerdiginden bir devir igerir. Eger L(P) deiki ayrik
C, ve C, devirleri varsa o zaman C, C, ye ait olmayan bir e kenar: igerir.
L(P) - {€} yine baglantil1 ve n- 1 kenar igerir. Yukaridaki sebeplerden L(P) - {¢}
L(P) icin bir spanning aga¢ olmal: fakat bu durumda C, devrini igeriyor. Bu celiski
bize L(P) nin yalmzca bir devir igerecegini gosterir ve boylece istenilen ispatlanmis
olur. <

P, sol ve sag Adian grafikleri L(P) ve R(P) baglantili olan bir GP takdimi
ise, P ye baglantihh bir GP takdimi denir. n koseli ve n kenarli baglantili bir
grafik sadece bir devir icerir. L(P) (R(P)) nin devirinin koseleri olan bitin
doguraylar kimesini, A (A;) ile gosterelim.

Lemma 3.2.
P=(a,a,K.alw=a,w=aKw-=a,)

gereksiz doguraylar olmaksizin G grubunu tammlayan bir yarigrup takdimi ve A,
de R(P) devirindeki tim kdselerinin kiimesi olsun.

(1) Eger A, = A iseozaman v,v,Lv. kelimesi her 1£i £n igin a yi icerir.
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(i) Eger A,={a.a K.} Aiseozaman vy, Lv, kelimesi A, dekiher g
dogurayim ve A\ A, den en az bir doguray icerir. Dahast her al A\ A, icin ya
v,v, Lv kelimesi, a dogurayin icerir veya v,v Lv, kelimesi, a; yi icerecek
sekilde en az bir a;T A\A, vardir ve her 1£t£m- 1 igin v, , a, Vi icerecek
sekilde bir

a°a,3,Ka °a
dizisi vardir. Ayrica P de a™ =g formundabir iliski yoktur.

Ispat: (Ayik G., Ayik H., Unlii Y., 2008 ) e bakiniz.

P baglantili bir GP takdimi ve A;CA * &£ ise, P nin bir monoid
tammladig1 (Ayik G., Ayik H., Unlii Y., 2008) de gosterilmistir. Burada ayrica, P
nin sol Adian grafigi bir devir ise, P nin bir grup oldugu ispatlanmistir. Hicbir
Adian grafikleri bir devir degilse, yukaridaki formdaki bir takdimin nigin bir grup
tanimladigini hangi test ile syleyebilecegimiz bir teoremin ifadesi ve ispati (Ayik
G., 2003) de verilmistir.

Biz P takdiminin Adian grafigi bir devir degil ise, P nin grup tanimlayip
tanimlamadigin arastirdik.

P=(a,a,K,aw=a,w=a,Kw =3,

bir GP takdimi olsun. Eger P bir grup tammlarsa, sol ve sag Adian grafikleri
baglantil1 oldugu (Ayik H., Kuyucu F., Vatansever B., 2002) de ispatlanmustir.

Biz eger P bir monoid tarumlarsa, sol ve sag Adian grafiklerinin baglantili
oldugunu gosteririz. Aynt zamanda, P baglantili bir GP takdimi ve A,C A * /A,

ornegin, a1 A C A, ise, P iletauml1 yarigrubu tammlayacak sekilde,
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P=(a,a,,..a|aua =a,au,3 =a,..au,a =a,)

formunda yeni bir GP takdimi bulabildigimizi ispatlariz. Ayrica, bu takdimin bir
monoid tanimladigint gosteririz.

3.1. GP Takdimi ve Adian Grafikleri Uzerine Bulunan Sonuclar

Teorem 3.1.1. P=(A|R) gereksiz iliski icermeyen sonlu bir yarigrup takdimi ve S

de P nin tanimladig: yarigrup olsun. Eger S monoid ya da reguler bir yarigrup ise,

w,1 A" olacak sekilde w, = a formunda R de bir iliski vardir.

ispat: Eger S bir monoid ise, e, S nin birimi olacak sekilde bir el A" kelimesi
vardir. Dolayisiyla, her bir al A icin, ae=a iliskisi S de saglamr ve 1£i £k- 1,

u,v1 A ve(r,s)] RER"igin, a °urv vea,,° usv olmak lizere
ae°a,®a,®..®a _,®a °a

A" da kelimelerin sonlu bir dizisi vardr. a, © a oldugundan, u, ,° Vv, ,°e ve
s.,°a ve dolaywsiyla, (r_,,a)l RER" olur. Takdimlerimizde gereksiz iliski
olmayacagindan, r,_, & a olmalidir.

S regiiler bir yarigrup olsun. al A igin, S regiller oldugundan, aza=a
iliskiss S de saglanacak sekilde bir zI A" kelimesi vardir. Bununicin, 1£i £k- 1,

u,v1 A ve(r,s)] RER"igin,a °urv, vea,, ° usv olacak sekilde

aza°a,®a,® ..®a,,®a,%a
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A" da kelimelerin sonlu bir dizisi vardrr. a, © a oldugundan, u, ,° Vv, ,°e ve
s.,°a ve dolaywsiyla, (r_,,a)l RER" olur. Takdimlerimizde gereksiz iliski

olmayacagindan, r,_, > a olmalidir. <<
Teorem 3.1.2.
P=(AR)=(a,a,,...a,|w =a, W, =a,,..,w, = a,)

gereksiz iligki icermeyen bir GP takdimi olsun. P bir monoid tammliyorsa, sol ve
sag Adian grafikleri baglantilidir.

ispat: A={a,a,,...,a,} olsun. M, P ile tamml: bir monoid olsun. M nin birim

elemanmim temsil eden el A" kelimesi vardir. Kabul edelim ki, al A ve ul A

olmak Uzere
e° au
olsun. Herhangi bir bl A- {a} icin, e bir sol birim oldugundan,
b=eb® aub

iliskis M de saglanir. Buradan, 1£i £k-1, u,v1 A ve (r,s)I RER" igin,

a,°urv vea, °usv olacak sekilde

eb® aub®a, ®a,® ..®a,,®a b
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A" da kelimelerin sonlu bir dizisi vardir. Dolayisiyla, a ve b arasinda sol Adian
grafigi L(P) de bir kenar vardir. a kosesi, A-{a} da herhangi bir koseye bagl:
oldugundan, sol Adian grafigi L(P) baglantilichr.

Kabul edelimki, ci A ve vi A" olmak izere
e’ vc
olsun. Herhangi bl A- {c} igin, e bir sag birim oldugundan,
b=be® bvc

iliskis M de saglanir. Buradan, 1£i £k-1, u,v1 A ve (r,s)I RER" igin,

a,°urv vea,,° usv olacek sekilde
be®bwc®°a,®a,® ..®a, ,®a b

A" da kelimelerin sonlu bir dizisi vardir. Dolayisiyla, b ve ¢, arasinda sag Adian
grafigi R(P) de bir kenar vardir. ¢ kosesi, A-{c} de herhangi bir kiseye bagli

oldugundan, sag Adian grafigi R(P) baglantilidir.
Teorem 3.1.3.
P=(AR)=(a,a,...a,|w =28, W,=a,,..w,=a,)

gereksiz iligki igermeyen bir GP takdimi ve S, P ile tanumli bir yarigrup olsun. Eger
S sol (sag) birime sahipse, karsilik gelen sol (sag) Adian grafigi baglantilidir. <<
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P baglantili bir GP takdimi olsun. L(P) bir devir olmasin. n kdseli ve n
kenarlt baglantili bir grafik, yalmz bir devir icerdiginden, a ler ikiser ayrik ve
1£ k £ n olacak sekilde, P nin

(a2, |2 =2y, 8, = 8y, 8 =8 5,80, =8, W =8, k<i£n)
formunda oldugunu kabul edebiliriz. Burada A ={a,,...a}, L(P) nin devirinin

butun koselerinin kiimesidir.
Asagidaki onerme (Ayik G., Ayik H., Unlii Y., 2008) de ispatlanmustir.

Onerme 3.1.4. P sol (sag) Adian grafigi L(P) (R(P)) baglantil: olan bir GP
takdimi olsun. Eger al A (al A;) ve bl A ise au=b (ua=b) iliskisi takdimli

yarigrupta saglanacak sekilde bir ul A" kelimesi vardir. <

Teorem 3.1.5. Eger P=(A|R) baglantili bir GP takdimi ise, P ile ayn: yargrubu

tammlayan,
P=(a,a,..3[aV, =a,aV,=a,...aV, =a,)

bir GP takdimi, P vardir.

ispat: P=(A|R) baglantil: bir GP takdimi ve A={a,a,....a,} olsun. Genelligi

bozmaksizin, L(P) nin devirinin biitin koselerinin kimesi A ={a,,a,,....a,} ise,
P yi asagidaki sekilde

P=(a,8,.8 |3 =&,aU, =8,...8U ; =8 ;,aU, =&, W =a,k<i£n)
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aabiliriz. Bu nedenle, au _,=a_, iliskisinde au, =a_ iliskisi yazilarak
auu, _, =a_, iliskis elde edilir.

Benzer sekilde, a,_u,_, =a_, iliskisinde a,_, =au,u, , iliskisi yazarak

auu U, =38,

iliskisi elde edilir. Boyle devam edersek, k <i £ n olmak Uzere

(8,8,,.m8, |AUU, 1 Ul =8, AU, =3, AU, =3, W =3))

takdimini elde ederiz. Simdi w =a (k<i£n) iliskilerini gbdzonine alalim.

k<i£nigcin,

W ° aw

olacak sekilde, w1 A" ve a1 A vardir. L(P) baglantil: oldugundan, Onerme 3.1.4

den,
a =ay
olacak sekilde u, kelimesi vardir. Bununiicin, k <i £ n olmak iizere
3 =W ° aw = (au)w

i I i

elde ederiz. k<i £n igin, w =4 iliskisininin yerine a =auw iliskisini yazariz.

Boylece k <i £ n olmak Uzere,
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Bl = <al’az’---’an |a1ukuk-1'"u2u1 =8, AqUU =8y, AU =38, & = alu_'w'>

takdimi P ile tammli yargrubu tammlar. Sonug olarak, 1£i£n igin,

v1{a,a,..a,) olacak sekilde, P takdimi ile aym yarigrubu tammlayan

P=(a,a,..8,[aV, 3,3V, = 4,4V, = a,)

takdimi elde edilerek istenilen ispatlanmis olur. <<

Dikkat edilecek olursa P takdiminin sol Adian grafigi asagidaki gibidir.

Sekil 3.1. Sol Adian Grafigi L(P)

Bir 6nceki Teorem ve Teorem 3.1.3 ten, asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.1.6. P bir GPtakdimi ve S, P iletammlt bir yarigrup olsun. Eger S nin

sol birimi varsa, P i,
P=(a,a,...3,|aV, =a,aV, = a,,..,ay, =a,)
formunda yazabiliriz. <
A ve A, srasyla, L(P) ve R(P) nin devirinin bitin koselerinin kimesi

olsun. Asagidaki teoremi elde ederiz.
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Teorem 3.1.7. P baglantili bir GP takdimi ve S, P ile tamml1 bir yarigrup olsun.
Eger A CA, ! /&, ornegin, a1 A CA, ise, S yargrubu,

P=(a,8,...8,[3 U3 = 2,83 = 8,,...au3 = a,)
takdimi ile tammlidr.

Ispat: P baglantili bir GP takdimi ve a1 A C A, olsun. Teorem3.15ile, P yi

<a1’a2""’an|a1V1 =a,aV, =a,,...,aV, :an>

formunda yazabiliriz.
Her bir 1£i £n icin, a1 A={a,..a} ve v A olacak sekilde, v, ° va,
olsun. P baglantil1 bir GP takdimi oldugundan Onerme 3.1.4 den, CH :u_ja1 iligkisi

saglanacak sekilde, u; T A" kelimesi vardir. Bunun dolayi, 1£i £n igin,

a =ay °ava =aVv(ua)

elde ederiz. Her bir 1£i £n icin, u © vu, aalim. Tietze Donusumlerinden, her bir

aVv =a iliskisini, aua =a (1£i £n) iliskisi ile yer degistirebiliriz. <

Teorem 3.1.8. P baglantili bir GP takdimi olsun. Eger, A C A;* /E ise, P bir

monoid tanimlar.

Ispat: Genelligi bozmaksizin, a1 A C Aolsun. Teorem 3.1.7 den dolayr P
takdimini,

56



3.GP TAKDIMLERI VE ADIAN GRAFIKLERI Belgin OZER

P=(a,a,..a|aua =a,au,a =a,...au,3 =a,)

seklinde yazabiliriz. S, P ile tamml1 bir yarigrup olsun. S nin birimi temsil eden

el A" kelimesi vardir. P takdiminden, aua, = a iliskisine sahibiz. 2£i £ n igin,

aua =auw(aua)=(aua)ua =aua =3

iliskisi elde edilir. €° au, S nin bir sol birimidir. Benzer yolla, f =ua, S ninsag

birimidir. Bu nedenle, P bir monoid tammlar. <<
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4. GRUP TANIMLAYAN YARIGRUP VE MONOID TAKDIMLERI

4.1. Grup Tamimlayan Yarigrup Takdimleri

Yarigrup takdimleri Gzerine yapilan calismalara 6rnek olarak (Ruskuc N.,
1995a; Neumann B.H., 1967; Jura A., 1978; Robertson E.F., Unlii Y., 1993; Walker
T.G., 1992; Howie JM., Ruskuc N., 1994; Ruskuc N., Araujo I.M., 2001; Ayik H.,
Ruskuc N., 1999; Campbell C.M., Robertson E.F., Ruskuc N., Thomas R.M., 1994;
1995; 1996; Ayik H., Campbell C.M., O’Connor J.J., Ruskuc N., 2000b; Campbell
C.M., Mitchell J.D., Ruskuc N., 2002b; Adjan S.I., 1966; Conway J.H., 1965) de
yapilan gcalismalar: verebiliriz. Yarigrup takdimleri ile ilgili calismalardan bir kismu,
bir yarigrup takdiminin grup tammlayip tammlamadigint arastirmak olmustur. 1966
da, Conway asagidaki problemi ileri sirmistr.

ab=c, bc=d, cd=e de=a, ea=b

iliskileriyle verilen a, b, ¢, d, e dogurayli bir grubun 11. dereceden devirli bir
grup oldugunu gosteriniz. M.J.Wicks ve C.M.Campbell tarafindan ¢ozim ileri
sirdlmustdr. Yukaridaki bes doguray icin olan durum n doguray icin genellenerek
Fibonacci gruplar ve yarigruplar olarak adlandirilan daha detayli bir ¢alismaya yol
acmustr.

Grup tammlayan cesitli yarigrup takdimleri (Ayik H., Campbell C.M.,
O'Connor JJ., Ruskuc N., 2000b; Ayik H., 1998; Campbell C.M., Mitchell J.D.,
Ruskuc N., 2002; Mitchell J.D., 2002; Ahmadidelir K., Campbell C.M., Doostie H.,
2009; Campbell C.M., Robertson E.F., Ruskuc N.,Thomas R.,M., 1998) de ele
alinmagtir. Bir yarigrup takdiminin grup tanimladigint géstermek igin, yarigrubun bir
sol birim (sag birim) ve takdimdeki her dogurayin bir sol terse (sag ters) sahip
oldugunu gostermek yeterlidir. Bir yarigrup takdiminin grup tammladigin géstermek
icin bir baska yol ise yarigrubun tek bir minimal sag ideal ve minimal sol ideale
sahip oldugunu gostermektir.
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Bir yarigrup takdiminin grup tammladigim gostermek icin asagidaki lemmaya

ihtiyacimiz vardir.

Lemma4.1.1. P =(A[R) bir yargrup takdimi ve el A" bir kelime olsun.

(i) Her al A icin, ea=a (sol birim) ve u,a=e(sol ters) olacak sekilde u, T A"
varsa, P, e birimli bir grup tanimlar.

(i) Her al A icin, ae=a (sag birim) ve au, = e(sag ters) olacak sekilde u, T A"

varsa, P, e birimli bir grup tanimlar.

ispat: i) Her al A igin, ea=a (sol birim) ve u,a=e(sol ters) olacak sekilde
u,T A" kelimesi olsun. e nin aym zamanda sag birim ve u, kelimesinin a mn sag

tersi oldugunu, yani au, =e ve ae=a oldugunu géstermek yeterlidir. (i) den her

bir al Aigin, u,° at¢ve ad A, ull A olmak lizere

(au,)* = a(u,a)u, = aeu, = a(eadu,®=aat ¢° au,

olur. Burada al A (LEi£n) olmak Uzere u °ala olsun. O halde

kabuliimiizden her a1 A (1£i £n) igin
ua =L =ua =e
olacak sekilde u T A" kelimeleri vardir. O halde

un Lul(uaa)all—an :un Lul(eal)azl—an :un Luz(ulal)aZLan
:unLuz(eaZ)Lan :L:unan =€

dir. (i) den,
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au, =eau, = (u,Luuaal a)au, °u Luu (au,)?

=u,Luuau, °u Luuaal a =e

elde edilir. Ayrica,

ae=a(u,a) =(au,)a=ea=a

olup istenilen ispatlanmis olur.

ii) Benzer yollaispatlanir. <

Monoid takdimleri icin de benzer sonu¢ saglanir. Detay icin (Hungerford,
T.W., 1974) e bakiniz.

Teorem 4.1.2.

R

a,b|aba=b, ba"'b=a
(ab] )

yarigrup takdimi 4n dereceli genellestirilmis kuaternion grubu Q, i tammlar.
Ispat: Takdimdeki birinci iliskiden,
a"'ha"'° a"?(aba)a™*=a"*ba"? =L =aba=b (4.2
elde edilir. Ikinci iliskiden ve (4.1) den,
a" =(ba"'b)a™*° b(a"ba"') =b* (4.2)

bulunur. (4.2) ve takdimdeki iliskilerden,
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a’"b° aa"a"'b=ab*a" b ° ab(ba™'b) =aba=b
ve ayni zamanda
a®"a=b"a° b(b*)ba=ba"ba° ba"'(aba) =ba" b =a

olur. Bununicin a*" bir sol birimdir. (4.2) den b®, b nin sol tersi ve a**, a nin sol
tersi oldugundan Lemma4.1.1 den, P, birimi a*" olan bir grup tammlar. a*", grup
icin birim eleman temsil ettiginden ve a" =b? iliskisi grupta saglandigindan, bu

grup asagidaki grup takdimi ile verilebilir.

<a,b | aba=b, ba"'b=a, a"=b? a* :1>
1

@(a,b | b'ab=a’, ba"b=a, a"=b* a’" = >
Ayrica,
ba™*b = ba"(b *ab)b = bb’b ‘ab’ =b’ab’ =a*"* =a
iliskisi Q, de saglandig: igin, bu grup, genellestirilmis kuaternion Q, grubudur. <

Simdi (Ayik H., Kuyucu F., Vatansever B., 2002) de ispat1 yapilan asagidaki teoremi

verelim.

Teorem4.1.3. A={a,a, K,a,} vei=12,..,niginul A" olmak lizere

P:<A | aua, =a, au,a; =a,, .., au.,a, =a,_;, aua =aq, >

yarigrup takdimi bir grup tammlar.
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Ispat: Lemmad4.1.1i kullanarak P nin bir grup tammladigi gosterilir. Tlk olarak, her
(a.a)1 A" Adiftiicin,

g =au,; vea =V ;a (4.3

olacak sekilde u, ;,v, ;T A" vardir. Glinkii modiilo n ile,

& =a,,Uua., =(@.,U.48.)ua, =L =(@u_a)u_a;,La,u,a,,ua,
Burada,
U, °u U ,a,La,u,a.,ua,
olarak alalim. Benzer yolla,
Vij % @alidoUaa s lagup au;
daim. e=a,uau,Lau. _au olsun. Her a1 Aigin, (4.3) de j =1 alirsak,

eq = (auau, Lau, au,)(au;)° auau,Lau, ,(au.a)u,
=auau, L(au,,a)u, =L =auau,=au,=4a

elde edilir. Boylece e bir sol birimdir.
u,°u® (Ul A) vev°auaulau, au%, osun Her al A igin, (4.3) de

i=k ve j=i ainirsa,

Vi3 ° (aual, Lau, au%,)a ° auau, Lau, au%ya)
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=auau,Lau, au® °e
elde edilip v, a ninsol tersidir. O halde P bir grup tammlar. <<
Teorem 4.1.4.
P=(A|aua, =2a,a,Ua, =8,...aU,,3, =8, a3 =a,)(uT A"
takdimi bir grup tammlar.

Ispat: (Ayik, H., Kuyucu, F., Vatansever, B., 2002; Teorem 2.6.) ya bakiniz. <

Teorem 4.1.5. Her n3 2 icin,

P, :<a,b

yarigrup takdimi bir grup tammlar.

énu éng
&u &
a' = bn, a’ha®ih* = g

enu
824

nin tek minimal sol ve sag ideali oldugunu gosterelim. Bunu w nin uzunlugu

Ispat: n3 2 ve m= olsun. S=Sy(p,) olsun. S'a™* ve a™'S' in srasiyla S

Uzerinden timevarimlaispatlayalim. Y ani;

"wi {ab}", $wi{ab}’; ww=a""

oldugunu gorelim. Eger (W =1 ise, w°a ya da w°b dir. Eger w° a ise,

w, ° ba™b™Ma™* alinirsa,
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ww =ba"b"a"*.a=ba"b"a" = a"ba™" = a" *a’bab™b" =a"*.a=a""
olur. Eger w° b ise, n3 2 igin, w, © a"ba™™* olursa,
ww=a"ba"b™*b=a"ba™" =a" *.a’ba"™" =a"*a=a""

elde edilir. Simdi iddia ki 0 olmak (izere, uzunlugu k+1 den kiicikk biitin
kelimeler igin dogru olsun. |wj=k+1 olsun. Eger w° wé ise, timevarim
hipotezinden,

swi {ab}”; whve=a""
olur. w, © ba™b™w¢ alinarak,

ww = ba"b"w,t& = ba"o"a" 'a = a"ba"b"™ =a™*

elde edilir. Eger w° wib ise,

swé {a b} whve=a™*
olur. w, © ba™b™ *aw,¥ alinirsa,

w,w =ba"o™ ‘aw®wibh = ba"™b™ 'aa™ b =a"ba™" =a"*

elde edilir. Bunun iin, Sa"*=Sa""E{a""} , S nin tek minimal sol idealidir.

a"'s' in S nintek minimal sag ideali oldugunu gostermek igin,
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"wi {ab}", $wT {ab ;a™" =wn
oldugunu gostermek yeterlidir. Ispat yukaridakine benzer yolla yapilir.
S nin (iki yanl1) minimal idealini | ile gosterirsek, a"'S'=1=S"a"" dir. Sonug
olarak, (Campbell, C.M., Mitchell, J.D., Ruskuc, N., 2002b; Teorem 4) den,

a"'s'C S'a"* =1 hir gruptur ve | @Gp(p,) dir. <

Teorem 4.1.6. Her n3 2 igin,

P, :<a,b

yargrup takdimi bir grup tanimlar ve [Sg(p,)| =|Gp(p,)| + n* dir.

eny gni
esu e, U
a" =b", a’ba®"*" =ab

Ispat: (Bkz. Ahmadidelir, K., Campbell, C.M., Doostie, H., 2009; Teorem C). <
4.2. Grup Tamimlayan Monoid Takdimleri

Monoid takdiminin grup tammladigim gostermek icin asagidaki lemmaya

ihtiyacimiz vardir.

Lemma4.2.1. M =(AR) bir monoid takdimi olsun. Her al A icin, u,a=1 (yada

au, =1) olacak sekilde u,1 A" kelimesi varsa, M bir grup tammlar.

ispat: u, kelimesi a nin sol tersi olsun. u, kelimesinin aym zamanda a min sag

tersi oldugunu yani au, =1 oldugunu gostermek yeterlidir. Dikkat edilecek olursa

au.)* =a(u_a)u. =au
a a a a
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dir. Burada al A (L£i£n) olmak Uzere u,°al.a, olsun. O halde
kabuliimiizden her a1 A (1£i £n) igin

ua =L =ua =1
olacak sekilde u T A" kelimeleri vardir. O halde

unLul(uaa)alLan :unLullalaZLan :unl—uz(ulal)azl—an :L:J'

dir.
au, =lau, = (u, Luuaa L a )au, ° u Luu,(au,)’

=u,Luyuau, °u Luuaal a =1

olup u, kelimesinin ayn: zamanda a min sag tersi oldugu gosterilmis olur. <

Grup tamimlayan monoid takdimleri, (Ahmadidelir K., Campbell C.M.,
Doogtie H., 2009; Campbell, C.M., Robertson E.F., Ruskuc, N., Thomas R.M., 1998;
Johnson .D.L., 1997 ve Smith G.C. ) de ele alinmistir. Johnson & Smith (1997) de,
ozellikle iki dogurayli ve tek iliskili monoid takdimleri Uzerinde calismislar ve
asagidaki sonuglar1 elde etmislerdir.

Teorem 4.2.2. a,b,c,d pozitif tamsayilar olmak tzere

a.by,c,,d —

M:<x,y Xy Xy —1>

monoid takdiminin bir grup tanimlamast icin gerek ve yeter kosul d £b, a£c vebu

esitsizliklerin en az birinin kesin esitsizlik olmasidir.

Ispat: ( Smith, G.C.) e bakimiz. <
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Teorem 4.2.3.

a,b,c,d pozitif tamsayilar olmak Uzere

M :<x,y

Xabecyd Xeyf =1 >

monoid takdiminin bir grup tammlamasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki
kosullardan birinin saglanmasidir.

a) b=d, c=e, aftc, f £d vessitsizliklerin en az biri kesin esitsizliktir.
b) ate, f £b, vessitsizliklerin en az biri kesin esitsizliktir.
c)a=e,b=1f,cf£a, bEd vessitsizliklerin en az biri kesin esitsizliktir.

d) a=e, b=f, a£c, d£b vessitsizliklerin en az biri kesin esitsizliktir.
Ispat: ( Smith, G.C.) ye bakimiz. <

Teorem 4.2.4. n3 2 pozitif tamsay1 olmak Uzere

p1:<a,b

monoid takdimi bir grup tammlar.

énu énu
a" =b", aba®ipt =1

Ispat: (Bkz. Ahmadidelir, K., Campbell, C.M., Doostie, H., 2009; Teorem A). <
4.3. Grup Tammladigir Gosterilen Monoid ve Yarigrup Takdimleri

Yukarida bulunan 4.1 ve 4.2 nolu bodlimlerde, bu zamana kadar grup
tanmmladigi gosterilen monoid ve yarigrup takdimleri ile bu takdimlerin grup
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tanimladigini gostermek igin kullanmlan yontemlerden bahsedilmistir. Bu boliimde ise
baz1 yeni monoid ve yarigrup takdimlerinin grup tammladigin ve yukaridaki bazi
takdimlerin grup tammlachgimn alternatif ispatlart yapilmistir.  Oncelikle ki

dogurayl: iki iliskili P=(ab| auia=a, ava=b) yangrup takdiminin hangi

durumlarda grup tanimladigin gosterelim. Bu takdimin bir diger 6zelligi de sag ve
sol Adian grafikleri bir devirden olusmadig halde grup tammlamasidr.

Teorem 4.3.1. u,vi A" olmak Uizere

P=(ab| aua=a, ava=b)
yarigrup takdimi bir grup tammlar.
Ispat: Eger u kelimesi b yi icermiyorsa, a* =a iliskisi elde edilir. Boylece P,
a“ = a iliskisine sahip olup, P bir grup tammlamaz. Bu nedenle u kelimesi, b
dogurayini igermelidir. Eger v kelimesi b yi icermezse ava =b iliskisi gereksiz bir

iliski olur. Bu ylUzden, v kelimesi de b dogurayin icermelidir. e® au ve f ° ua

olsun. Bu durumda
ea’ aua=a
eb = (au)b = (au)ava = (aua)va=ava=Db
af ©aua=a
bf =b(ua) = (ava)ua=av(aua) =ava=>b

olup, e bir sol birim ve f bir sag birimdir. Eger S, P nin tammladig: yarigrup ise,

S sag ve sol birime sahip olup monoiddir ve
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e=f b au=ua

dir. Boylece a“u* =u*a* =e elde edilir.
e® au=ua oldugundan, u kelimesi, a nin hem sol hem sag tersidir. bnin

sol tersini bulalim. v, {a,b}" olmak iizere, u kelimesini u® vba (k3 0) seklinde

yazabiliriz. w° a*av, olsun.

wh © (a"avl) b= (a"avl)be: (a"avl)ba"uk = a"a(vlba")uk =a“u" =e

oldugundan, w kelimesi, b nin sol tersidir. O halde Lemma 4.1.1 den P yarigrup
takdimi grup tanimlar. <<

Simdi grup tammlayan ¢esitli monoid takdimlerini inceleyelim. Oncelikle, iki
dogurayli ve tek iligkili

<ab|r:1>

monoid takdiminin bazi durumlarda grup tamimladigim asagidaki teoremde
goserdik.

Teorem 4.3.2. ul {a,b} olmak iizere, M, =(a,b |aua=1) bir monoid takdimi

olsun.

i) Eger u kelimesi, b dogurayin icermiyor ise M, bir grup tammlamaz.

i) Eger u kelimesi, enaz bir b dogurayin igeriyor ise M, bir grup tammlar.

Ispat: i) Eger u hic b icermiyorsa, M, takdimi <a | a” :1> formuna gelir ve b

nin tersi yoktur. Bu ytizden monoid takdimi M, bir grup tanimlamaz.
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i) au, a mnsol tersi oldugu M, takdiminin iligkilerinden agiktir. Bu nedenle,
a“*(ua)** © a“(aua) (ua)* =a* (ua) =L =aua=1
dir. vi {a,b}" olmak iizere, u® vba* (k3 0) olsun. Boylece

(ak+2V)b — (ak+2V)b(ak+1(ua)k+l) ) a"*l(a(vba" ) a)(ua)"*l

= ak+1(aua)(ua)k+l — ak+1(ua)k+1 :1

olup %, b nin sol tersidir. Dolayisiyla Lemma 4.2.1 den, M, monoid takdimi

grup tammlar. <<

Ornek 4.3.3. (Campbell C.M., Robertson E.F., Ruskuc N., Thomas R.M., 1998) de
ele alinan,

(%] oy =1)

ve
(% ypyyx=1)
monoid takdimlerinin grup tammladigi Teorem 4.3.2 den kolayca gorulUr.

Teorem 4.3.4. A={a,b} olsun. wi A" ve vi aA'b olmak lizere
M, :< ab| vwav:1>

monoid takdimi M, bir grup tammlar.
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Ispat: vi aA'b oldugundan, v° avb olacak sekilde Vi A" vardr.
wav ° (avb)wa(avb) =1

olup avbwaav kelimesinin b nin sol ters oldugu agiktir. Simdi a min sol tersini
bulalim. M, deki iliski kullamlarak

vwa = wwal = vwa(vwav) ° (vwav)wav = wav
elde edilir. Y ukaridaki esitlikten
1=v(wav) = wwa

olup ww kelimesi, a nin sol tersidir. Boylece Lemma 4.2.1 den, monoid takdimi

M, bir grup tammlar.<<
Teorem 4.35. A={a,b} olsun. wi A" ve vi aA'b olmak lizere
M, =(ab |vow=1)
monoid takdimi M, bir grup tanimlar.
Ispat: vi aA'b oldugundan, v° avb olacak sekilde Vi A" vardr.
vbwyv © (avb)bw(avb) =1

olup vbbwavb kelimesinin a nin sag tersi oldugu agiktir. Simdi b min sag tersini
bulalim. M, deki iliski kullarmlarak
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vbw = vbwl = vbw(vbwv) © (vbwv)bwv = bwv
elde edilir. Y ukaridaki esitlikten
1= (vbw)v = bww

olup ww kelimesi, b nin sag tersidir. Boylece Lemma 4.2.1 den, monoid takdimi

M, bir grup tammlar. <

Ornek 4.3.6.
(xy |9y =1)

monoid takdiminin grup tammladigi Teorem 4.3.5te v° xy, w° e alinarak kolayca

gorulur.

Teorem 4.3.7. A={a,b} olsun. |3 2 igin, wI A" ve vl aAb olmak iizere
M4:<a,b | vb'wvb:1>

monoid takdimi M, bir grup tammlar.

ispat: vi aA'b oldugundan, v° aw olacak sekilde vi A’ vardir. Dolayisiyla,
Vb b = avbb' wavbb =1

dir. Bu nedenle, vob'wavbb kelimesi a nin sag tersidir.
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vb'w = vb'w.1 = vb' wivb'wyb) © (vb'wvb)b' wyvb = b twvb
elde edilir. O halde yukaridaki esitlikten,
1= (vb'w)vb = (b"lvwb)vb

dir. Bundan dolay: b ?wvbvb kelimesi b nin sag tersidir. Lemma 4.2.1 den, monoid
takdimi M, bir grup tanimlar.<<
Simdi bdlum 4.2 de bahsettigimiz grup tanimlayan monoid takdimlerinin

grup tammladiklarim gostermek igin alternatif ispatlart Teorem 4.3.4, Teorem 4.3.5
ve Teorem 4.3.7 yi kullanarak yapalim.

Teorem 4.3.8. a,b,c,d pozitif tamsayilar olmak lizere

a.byc,,d

M5:<x,y Xy Xy :1>

olarak tammlanan M, monoid takdimi olsun. d £b, a£ c ve bu esitsizliklerin en az

biri kesin esitsizlik ise M, monoid takdimi bir grup tammlar.

Ispat: d £b, a£ c vebu esitsizliklerin en az biri kesin esitsizlik olsun. Bu durumda

dEbb b=d+k, k30

afcb c=a+l, 130

olacak sekilde k,|I tamsayilari vardir. d £b, a£ ¢ ve bu esitsizliklerin en az birinin

kesin esitsizlik olmasi k* 0 veya |t 0 olmasidir. x*y°x°y® kelimesini,

a,,d, k!

Xabecyd =X y y X Xayd o) X(Xa-lyd-l)y.kaI X(Xa-lyd-l)y
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olarak yazabiliriz. v° x(x*'y® ')y alaim. k 0 ise w° y*x* alinarak Teorem
4.3.4 den ve |10 ise w° y“'x alinarak Teorem 4.3.5 ten dolayir M, monoid

takdimi bir grup tammlar. <<

Teorem 4.3.9. a,b,c,d,e, f pozitif tamsayilar olmak Uzere

M6:<x,y Xy xyxy =1

abcdef_>

olarak tammlanan M, monoid takdimi olsun.

a) b=d, c=e, aftc, f £d vessitsizliklerin en az biri kesin esitsizliktir.
b) af£e, f £b vesesitsizliklerin en az biri kesin esitsizliktir.
c)a=e,b=f,cfa,b£d veb3 2dir.

d) a=e,b=f,afc,dEb veb3 2 dir.

Y ukaridaki kosullardan biri saglaniyor ise monoid takdimi M grup tammlar.

Ispat: @) b=d, c=e, afc, f £d ve esitsizliklerin en az biri kesin esitsizlik
olsun.

afchb c=a+k, k30

fEdP d=f+I,130

olacak sekilde k,| tamsayilari vardir. a£c, f £d bu esitsizliklerden en az birinin

kesin esitsizlik olmast k* 0 veya | 1 0 olmasidir. x*y°x°y?x°y" kelimesini,

f+l at+k,,f+ a+k

XabeCdeeyf :Xay X y X yf o X(Xa-lyf-l)y(yl Xa+kyf+l Xk)X(Xa-lyf-l)y
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a+k ,f+l k-1

olarak yazabiliriz. v x(x*'y" ')y alalim. k1 0 ise w° y'x**y"™'x** alinarak
Teorem4.3.4denve |1 0ise w® y"'x**y"x* alinarak Teorem 4.3.5 ten dolay:
M monoid takdimi bir grup tanimlar.

(b) a£ e f £b vessitsizliklerin en az biri kesin esitsizlik olsun.

afeb e=a+k, k30
fEbb b=f+I[,130

olacak sekilde k,|I tamsayilari vardir. a£ e, f £b bu esitsizliklerden en az birinin

kesin esitsizlik olmast k1 0 veya | 1 0 olmasidir. x*y°x°y*x°y" kelimesini,

f+l a+k

Xabecdeeyf o) Xay chdX yf o) X(Xa-lyf-l)y(ylchka)X(Xa-lyf-l)y
olarak yazabiliriz. v° x(x*'y" ')y alalim. k1 0 ise w° y' x°y?x“* alnarak
Teorem4.3.4denve | 1 0 ise w y *x°y*x* alinarak Teorem 4.3.5ten dolay1 M

monoid takdimi bir grup tammlar.
(c) a=e,b=f,cfa,b£d veb3 2 olsun.

cfab a=c+k, k30
bEdpP d=b+l, 130

olacak sekilde k,| tamsayilar: vardir. x*y°x°y?x°y" kelimesini,

c+k | bc, b+ ,ctk

Xabecdeeyf o) X y X y X yb o) X(Xc-lxkyb-z)y(yxcyb+l)X(Xc-lxkyb-z)yy

b+l

olarak yazabiliriz. b3 2 olmak lzere v° x(x“'x“y"?)y ve w° x°y*" alinrsa

Teorem 4.3.7 den dolayr My monoid takdimi bir grup tammlar. Dikkat edilecek
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olursa c£a, b£d sesitsizliklerinden en az biri kesin esitsizlik olmak zorunda

degildir.
(d)a=e,b=f,afc,d£b veb3 2 olsun.

afch c=a+k, k30
dEbb b=d+I, 130

olacak sekilde k,| tamsayilar: vardir. x*y°x°y?x°y" kelimesini,
a,,d+l at+k, d

Xabecdeeyf =X y X y Xayd+l o) X(Xa-lydyl-Z)y(yxa+kyd)X(Xa-1ydyl-z)yy

olarak yazabiliriz. b3 2 olmak tzere vO x(x*'y’y"?)y ve w° x***y* alinirsa
Teorem 4.3.7 den dolayr My monoid takdimi bir grup tammlar. Dikkat edilecek

olursa a£c, d£b sesitsizliklerinden en az biri kesin esitsizlik olmak zorunda
degildir. <
Iki dogurayl: ve iki iliskili
(ab|r=s v=1)
monoid takdiminin grup tammladig: bir durum asagidaki teoremde ifade edilmistir.
Teorem 4.3.10. m;n® 2 pozitif tamsayilar ve wi {a,b}" olmak tizere,

M :<a,b | a"=b", w:1>

monoid takdimi bir grup tammlar.
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Ispat: W =1 ise w®a veyaw®b olup M monoid takdimi devirli bir grup
tanimlar.
W 2 ise u,vl {ab}" olmak lizere w° ua veya w® vb seklindedir.
w©° ua ise annsol tersi u dur. O halde u™a™ =1 oldugundan,

(U™ Hb° u™" =uma™ =1
elde edilir. Boylece u™™* kelimesi, b nin sol tersidir. Lemma 4.2.1 den, monoid
takdimi M bir grup tammlar. <<
Asagidaki teoremde verilen (Ahmadidelir K., Campbell, C.M., Doostie, H., 2009)
daki monoid takdiminin grup tammladigim yukaridaki teoremin 6zel bir durumu

olarak verehiliriz.

Teorem 4.3.11. n3 2 pozitif tamsay1 olmak Uzere

p1:<a,b

monoid takdimi p, grup tanimlar.

g énu
a" =b", aba®ihtl =1

Ispat: Teorem 4.3.10 dan M:<a,b|am:b”,w:1> monoid takdimi grup

énu  énu

tanmmladigindan n=m ve w= aba®i®! alinirsa p, grup tammladig: agiktir. <
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5. SONUCLAR VE ONERILER

P=(A|R) gereksiz iliski icermeyen sonlu bir yargrup takdimi ve S de P nin
tammladig: yarigrup olsun. Eger S monoid ya da regiiler bir yangrup ise, w, 1 A"
olacak sekilde w, =a formunda R de bir iliski vardr.

Uclincii boliimde ayrica

P=(a.a,K.aw=a,w=2Kw=3a)

formundaki yarigrup takdimlerinin Adian grafikleri ile ilgili ulasilan sonuglar yer
almaktadir. Bu ¢esit bir takdime doguray Ureten takdim (generator producing) ya
da kisaca GP takdimi deriz. P=(AR) bir yangrup takdimi olsun. al A igin,
(w=a)l R olacak sekilde, bir wi (A/a)" kelimesi varsa, a ya P nin gereksiz bir
dogurayr denir. Bu bolumde GP takdimlerinin gereksiz doguraylari olmadigini ve
her bir w=a iliskisi icin, W3 2 ve w nin a y1 igerdigini kabul edecegiz.

P=(AR)=(a,a,,...a,|w =a, W, =a,,..,w, = a,)
gereksiz iligki icermeyen bir GP takdimi olsun. P bir monoid tammliyorsa, sol ve

sag Adian grafiklerinin baglantili oldugu yine Gglincl bdlimde gosterildi. Eger
P=(A|R) baglantil: bir GP takdimi ise, P ile aym yarigrubu tammlayan,

P=(a,a,..3,[aV 3,3V, = a,...aV, = a,)
bir GP takdimi, P nin bulunabilecegini gosterdik. Ayrica P bir GP takdimi ve S,

P ile tamml bir yarigrup olmak lizere A C At A&, 6rnegin, a1 A CA, ise, S

yarigrubunun ,
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P=(a,a,..a|aua =a,au,a =a,...au,3 =a,)

takdimi ile tamimli oldugu yine Gglncl bolimde ispatlandi. P baglantili bir GP
takdimi olsun. Eger, A C A;* /& ise, P bir monoid tanimladigi Adian grafigi
kullanmlmadan ispatland:.

Bu takdimden yola cikarak, bolum 4 te, u,vi A" olacak sekilde iki
dogurayl,

P=(ab| aua=a, ava=b)
yarigrup takdiminin bir grup tammladigi gosterilmistir. Yani Adian Grafigi devir
olmayan bir takdimin grup tammladigina bir 6rnek oldugundan 6nem tasir. Yine

bolim 4 te uf {a,b} olacak sekilde, M, =(a,blaua=1) bir monoid takdimi olmak

Uzere

i) Eger u, hi¢ b icermezse, M, bir grup tanimlamadig:

i) Eger u enazbir b igerirse, M, bir grup tamimladig:

ispatlanmustir.

A={a,b}, wi A", vi aA'b ve k,| pozitif tamsayilar olmak lizere
M, :<a,b|vwav:1>

M,

(a,bvbwv =1)

M, =<a,b|vb'wvb=1>
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monoid takdimlerinin grup tammladigi gosterilmistir. Yukaridaki takdimlerin 6zel
bir durumu olarak Smith, G.C.tarafindan yapilan calismada yer alan teorem 4 (n
alternatif ispat1 yapilmstur.

81



5. SONUCLAR VE ONERILER Belgin OZER

82



KAYNAKLAR

ADJAN, S.I. 1966. Defining relations and algorithmic problems for groups and
semigroups. AMS, Providence.

AHMADIDELIR, K., CAMPBELL, C.M., DOOSTIE, H., 2009. Two classes of
finite semigroups and monoids involving Lucas Numbers. Semigroup Forum,
78 (2): 200-2009.

ARTHUR, R., ARAUJO, .M., and THOMSON, R., 1999. Seminar on
Combinatorial Algebra. University of St. Andrews.

AYIK, G., 2003. Yarigrup Takdimleri, Otomatiklik ve Adian Grafikleri. Doktora
Tezi, Cukurova Universitesi, Adana.

AYIK, G., AYIK, H., UNLU Y., 2008. Semigroup presentations and Adian graphs,
Discrete Math., 308 (11): 2288-2291.

AYIK, H., 1998. Presentations and efficiency of semigroups. Ph. D. Thesis,
University of St. Andrews.

AYIK, H., RUSKUC N., 1999. Generators and Relations of Rees Matrix semigroups.
Proc.Edinburg Math. Soc. 42: 481-495.

AYIK, H., CAMPBELL, C.M., OCONNOR, JJ, RUSKUC, N., 2000. The
semigroups Efficiency of Direct Powers of Groups. In P.Smith, E.Giraldes
and P.Martins (eds.), ‘Proceedings of the International Conference on
Semigroups, Braga, Portugal 18-23 June 1999 World Scientific, Singapore,
19-25.

AYIK, H., CAMPBELL, C.M., OCONNOR, JJ, RUSKUC, N., 2000a. On the
efficiency of wreath products of groups. In: Baik YG, Johnson DL, Kim A
(eds) Group Korea 98, Berlin: Walter de Gruyter , 39-51.

AYIK, H., CAMPBELL, C.M., OCONNOR, JJ, RUSKUC, N., 2000b. The
semigroup efficiency of groups and monoids, Math Proc. Roy. Irish Acad.,
100A: 171-176.

AYIK, H., CAMPBELL, C.M., O CONNOR, J.J.,, RUSKUC, N., 2000c. Minimal
Presentations and Efficiency of Semigroups. Semigroup Forum, 60: 231-242.

83



AYIK, H., KUYUCU, F., VATANSEVER, B., 2002. On Semigroup Presentations
and Efficiency. Semigroup Forum, 63: 231-242.

BAUMSLAG, G., GERSTEIN, S.M., SHAPIRO, M., and SHORT, H., 1991.
Automatic groups and their amalgams. Journal of Pure and Appl. Algebra,
76: 229-316.

CAMPBELL, C.M., MITCHELL, JD., RUSKUC, N., 2002. On defining group
efficiently without using inverses. Math, Proc. Cambridge Philos. Soc., 133:
31-36.

CAMPBELL, C.M., MITCHELL, J.D., RUSKUC, N., 2002b. Comparing Semigroup
and Monoid Presentations for finite monoids. Monatsh. Math., 134: 287-293.

CAMPBELL, C.M., ROBERTSON, E.F.,, RUSKUC, N., THOMAS, R.M., 1994.
Fibonacci Semigroups, Journal of Pure and Appl. Algebra 94: 49-57.

CAMPBELL, C.M., ROBERTSON, E.F.,, RUSKUC, N., THOMAS, R.M., 1995.
Semigroup and group presentations. Bull. London Math. Soc., 27: 46-50.

CAMPBELL, C.M., ROBERTSON, E.F., RUSKUC, N., THOMAS, R.M., 1996. On
Subsemigroups of finitely presented semigroups. Journal of Algebra, 180: 1-
21.

CAMPBELL, C.M., ROBERTSON, E.F.,, RUSKUC, N., THOMAS, R.M., 1998.
Presentations for subsemigroups-applications to ideals of semigroups. Journal
of .Pure and Applied Algebra, 124: 47-64.

CARVALHO, C., 2003. Presentations of subsemigroups and inverse semigroups.
Ph.D.Thesis, University of St. Andrews.

CONWAY, JH., 1965. Advanced Problem 5327- Amer. Math. Monthly, 72:915.

EPSTEIN, D.B.A., 1992. Word Processing in Groups. (Jones and Bartlett Publishers,
Boston).

HIGGINS, P.M., 1992. Techniques of Semigroup Theory. Oxford University Press,
Oxford.

HIGGINS, P.M. , HOWIE, JM., RUSKUC, N., 1998. Generators and factorizations
of transformation semigroups. Proc. Roy. Soc. Edinburg 128: 1355-1369.

HOWIE, JM., RUSKUC, N., 1994. Constructions and presentations for monoids.
Communication in Algebra 22(15): 6209-6224



HOWIE, J.M., 1995. Foundations of Semigroup Theory. Claredon Press, Oxford.
., 1995a. Fundamentals of Semigroup Theory. Claredon Press, Oxford.
HUNGERFORD, T.W., 1974. Algebra. Springer-Verlag, Newyork, Heidelberg,
Berlin.
JOHNSON, D.L., 1976. Presentations of Groups. London Math. Soc., Lecture Notes
.22, Cambridge University Pres, Cambridge.
, 1997. Monoid Presentations of Groups. Proceedings of the Royal Irish
Academy. 97A: 1-4.
JURA, A., 1978. Determining ideals of finite index in afinitely presented semigroup.
Demostratio Math. 11: 813-827.
LALLEMENT, G., 1979. Semigroups and Combinatorial Applications. John Wiley,
Newyork.
MITCHELL, J.D., 2002. Extremal Problems in Combinatorial Semigroup Theory.
Ph.D. Thesis, University of St. Andrews.
NEUMANN, B.H., 1967. Some remarks on semigroup presentations. Canad, J.
Math. 19: 1018-1026.
ROBERTSON, E.F., and UNLU, Y., 1993. On semigroup presentations. Proc.
Edinburg Math. Soc. 36: 55-68.
RUSKUC, N., 1995. ‘Semigroup Presentations. Ph.D. Thesis, University of St.
Andrews.
, 1995a. Matrix Semigroups-generators and relations. Semigroup Forum, 51.:
319-333.
RUSKUC, N., ARAUJO, I.M., 2001. Finite presentability of Bruck-Reilly extensions
of groups. J.Algebra 242: 20-30.
SIMS, C.C., 1994. Computation with finitely presented groups. Cambridge
University Press.
SMITH, G.C., On Monoids with a single defining relator. Proceedings of the Royal
Irish Academy.
WALKER, T. G., 1992. Semigroup Enumeration- Computer |mplementation and
Applications. Ph.D. Thesis, University of St. Andrews.

85



WILSON, R. J, WATKINS, J.J,, 1990. Graphs: An Introductory Approach, Wiley,
Newyork.

86



OZGECMIS

1976 yilinda Adiyaman 1n Besni ilgcesinde dogdu. ilk 6grenimini Adiyaman-
Besni ilcesinde Dumlupinar Ilkogretim Okulunda, orta Ggrenimini ise, Besni
lisesinde tamamladi. 1993 yilinda Orta Dogu Teknik Universitesi Egitim Fakiiltesi
Kimya Ogretmenligi bolumiinde, lisans egitimine basladi. 1994 te, ayn Universitenin
Matematik Ogretmenligi bolimiine yatay gegis yapti. 1998 yilinda lisans egitimini
tamamlach. Aymi yil TED Ankara Kolgji Vakfi Ozel Okullarinda Matematik
ogretmeni olarak goreve basladi. 2001 yilinda, Gaziantep Universitesi matematik
boliminde Arastirma Gorevlisi olarak calismaya ve aym zamanda , yuksek lisans
egitimine basladi. 2005 yilinda, Gaziantep Universitesi Fen Bilimleri Enstitisi,
Matematik Anabilim Dalinda yiksek lisans galigmasim tamamladi. 2005 yilinda
Cukurova Universitesi Fen Bilimleri Engtituisii, Matematik Anabilim Dalinda doktora
programina, 2006 yilinda doktoratez ¢alismalarina baslad.

Evli ve bir gocuk annesidir.

87



