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OZET

Kompleks g-integraller ve Baz1 Ozellikleri

AYDIN, Mustafa
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Doktora tezi
Danigsman: Prof. Dr. Kerim KOCA
Kasim 2017, 64 sayfa

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci bdliimde tezin amaci agiklanmis ve kaynaklar hakkinda genel bilgiler
verilmistir. Ikinci boliimde ise &nce g-Analizinde bazi temel tanim ve kavramlar
aciklanmis, daha sonra bu boliimiin alt basliklarinda g-analitik Binom fonksiyonu, g-
analitik polinom fonksiyonu i¢in Q-Taylor formiili, g-analitik fonksiyonlarin g-
Laurent agilimi, g-Laplace operatorii, genellestirilmis analitik fonksiyon olarak g-
analitik fonksiyon, kompleks g-analitik fraktallar ve ¢ift katli Mellin seri genisletmesi
incelenmistir. Uglincii boliimde kompleks g-integraller ve bazi drnekler verilmis, bu
boliimiin alt bagliklarinda kompleks g-integrallerin bazi 6zellikleri ile birinci ve ikinci
tipten kompleks egrisel g-integraller verilmistir. Dordiincii boliimde katli g-integral
kavrami verilmis ve g-Green 6zdesliginin yeni bir formu elde edilmistir.

Son olarak besinci boliimde tezde yapilanlar hakkinda kisa bir bilgi verilip konu ile
ilgili daha ileri asamalarda neler yapilabilecegi hakkinda agiklamalarda

bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: g-analiz, g-tiirev, g-integral, g-analitik fonksiyonlar, kompleks

egrisel g-integral, kompleks g-integral, q-Green 6zdesligi



ABSTRACT

Complex g-Integrals and Their Some Properties

AYDIN, Mustafa
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Ph. D. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kerim KOCA
November 2017, 64 pages

This thesis consists of five chapters.

Information about the purpose of the thesis and resources are given in the first chapter.
In the second chapter, some information and concepts about g-Analysis are explained
firstly, then in the subsections of this chapter, g-analytic Binom function, g-Taylor
formula for the g-analytic polynomial function, g-Laurent expansion for g-analytic
functions, g-Laplace operator, g-analytic function as generalized analytic function,
complex g-analytic fractals, double Mellin series expansion are presented.

Complex g-integrals and some examples are given in the third chapter. And in
subsections of this chapter, some properties of complex g-integrals and the definition
of the first and the second type complex line g-integrals are given.

In the fourth chapter, the multiple g-integral and a new form of g-Green's identity is
observed.

In the last chapter, a brief information about subjects mentioned in the thesis is given.

And then some explanations are given about what to do in advanced.

Key Words: g-calculus, g-derivative, g-integral, g-analytic functions, complex g-Line

integral, complex g-integral, g-Green's identity
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1. GIRIS

g-Analizinin esas ortaya cikis noktasi, dogadaki ve teknolojideki kesikli olaylarin
aragtirilmasidir. g-Analizi son yillarda 6zellikle Matematik, Fizik ve Miihendislik
gibi bircok bilim dalinin aragtirma konular1 arasinda ¢énemli bir yer tutmaktadir.
Klasikte verilen bir¢ok teori ve metotlar ¢-Analizine genisletilerek 6nemli sonuglar
elde edilmistir. Bu tezin temel konularindan biri de g-analitik fonksiyonlar olup
bu fonksiyon smifinin ¢nemli 6zellikleri incelenmigtir. Klasik anlamda analitik
fonksiyonlarin kuvvet serilerine acilabilmesi, bu fonksiyonlarin Newton tarafin-
dan mekanik problemlerin ¢oziimiinde kullamilmasini saglamistir. D’Alambert
ve Euler hidrodinamik problemler iizerine olan caligmalarinda Cauchy-Riemann
denklem sistemi olarak bilinen u, = v, , v, = —v, denklem sisteminin ¢6ziimiiniin
kompleks degerli bir analitik fonksiyonun reel ve sanal kisimlar1 oldugunu gor-
miiglerdir. Tezin ilerleyen boliimlerinde ise g-analitik Binom fonksiyonunun ge-
nellestirilmis bir analitik fonksiyon oldugu ve d—Bar probleminin bir ¢oziimii
olduguna yer verilmistir.

g-Analizinde tiirev ve integral kavramlar: klasik anlamdakilere benzer gekilde bir
q parametresine gore tamimlanmaktadir ve bu tezde 0 < ¢ < 1 olarak alin-
mustir. Limit olarak ¢ — 1~ yaklagiminda g-analizindeki sonuglar klasik analizdeki
sonuclara indirgenmektedir. Ornegin reel bir f(z) fonksiyonunun g-tiirevi

T (g

seklinde verilir ki ¢ — 1~ yaklagim altinda bu tiirev klasikteki f’(x) tiirevine
doniigiir. Ayn1 durum g-integral kavrami igin de gegerlidir. [1] kaynaginda Jackson
integrali olarak bilinen

[f0dti= 1= 0)Y ad" faa?)

integrali i¢in
a

lim [ f(t)d,t = / F()dt

q—1-
0

esitliginin gecerli oldugu gosterilmistir.

Ayrica g-analizinin metotlar1 kullanilarak ¢-fark denklemleri teorisi de gelisti-
rilmigtir. Bu tezde kisaca ¢-fark denklemlerine de yer verilmis, [5] kaynaginda g-
fark denklemlerinin ¢odziimlerinin birer g-analitik fonksiyon oldugundan bahsedil-
migtir.

Bu tezdeki temel arastirma konularindan ikisi, daha 6nce ¢ok incelenmemis kavram-
lar olan kompleks g-integral ve kompleks g-egrisel integral kavramlaridir. Tezin
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ilerleyen boliimlerinde bu 6nemli iki kavram incelenmis ve bazi yeni sonuclari
ortaya konmusgtur.

Son olarak Jackson integralinden yararlanarak katli g-integral kavrami verilmis,
ardindan kath g¢-integralleri i¢in ¢-Green 6zdesligi elde edilmistir. Ayrica reel
degerli g-harmonik bir fonksiyon verildiginde bu fonksiyonun harmonik g-eslenigi-
nin nasil bulunabilecegine dair bir de teorem verilmistir.

1.1.Tezin Amaci

Bu tezin temel amaci g-analitik fonksiyonlarin temel yapisi ile 6zelliklerini ortaya
koymak ve kompleks ¢-integral ile kompleks g-egrisel integral kavramlar: tizerinde
durmaktir. Eger klasik analizde ¢ok énemli bir yere sahip olan Cauchy integral for-
miiliiniin g-analizindeki kargiligi bulunabilirse baz1 kompleks kismi tiirevli denk-
lemler icin verilen siir-deger problemlerinin de g-analoglari elde edilebilir. Bu
durum ileri bir arastirma konusudur. Hatta g-analitik fonksiyonlarin seri agilimin-
dan hareketle bir kompleks g-integralin rezidii (ya da g-rezidii) yardimiyla nasil
hesaplanacagi da ele alinabilir.

Bu tezin amaclarindan biri de bunun gibi arastirma konularina zemin hazirla-
maktir.

1.2. Kaynak Ozeti

Bu tezin hazirlanmasinda [1], [3], [4] ve [5] kaynaklar: temel almmigtir. Bu kay-
naklardan 6zellikle ¢-tiirev, g-integral kavramlari ile ilgili teorik bilgiler, teoremler
ve baz1 sonuglar incelenmistir. [4] kaynaginda zaman skalasinda egrisel integral-
ler incelenmis olup tezde bu kaynaktan yararlanarak kompleks g-egrisel integral
kavrami verilmistir. [5] nolu kaynaktan g-analitiklik kavrami incelenmis ve gesitli
ozelliklerine yer verilmistir.

Konulara geniglik kazandirmasi bakimindan diger kaynaklar da incelenmis, bu
incelemeler 1g181inda yeni sonuglar elde edilmeye ¢aligilmigtir [13] nolu kaynak
aragtirmalarimiza uygun olmasi1 bakimindan incelenmis fakat elde etmek iste-
digimiz Cauchy integral formiiliiniin g-analizindeki kargiliginin bu kaynakta elde
edilmedigi goriilmiigtiir. Ayrica [14] nolu kaynakta klasik anlamdaki Cauchy in-
tegral formiiliiniin n. Basamaktan g-tiirevinin nasil elde edilecegi incelenmistir.

Tezin hazirlanmasinda kullanilan diger kaynaklardaki kavramlar, tezin amacla-
rina uygun olup olmadig1 gercevesinde incelenmis ve g-analizinin oldukca genis
bir alana uygulanabilecegi kanisina varilmigtir.



Incelenen kaynaklara genel olarak bakildiginda kompleks g-analitiklik kavram-
larinin farkh sekillerde tanimlandigr goriiliir Ornegin [19] kaynaginda ¢ = 1 olmast
hali incelenmis ve g¢-analitik fonksiyon kavrami yerine "monodifrik fonksiyon"
kavram kullanilmigtir. [5] kaynaginda yatay ve diigey seritler iizerinde g-analitiklik
tanimlanmig fakat bu calismada g¢-egrisel integral kavrami incelenmemistir. Bu
yayinda daha ¢ok g-analitik fonksiyonlarin bazi fiziksel 6zellikleri tizerinde durul-
mugtur.

[20] nolu kaynakta ise bir f(z) kompleks fonksiyonunun bir z € C noktasindaki
g-analitikligi, f(z) nin reel eksen ve sanal eksen yoniindeki degisimlerinin esit
olmasi olarak tanimlanmig ve yeni kompleks g-egrisel integral tanimi verilerek
dikkate deger sonuclar ortaya konulmustur. Burada dikkate deger bir sonug da
bir kaynaktaki tanima gore g-analitik olan bir fonksiyonun, diger bir kaynaktaki
g-analitiklik tanimina gore g-analitik olmamasidir. Ayrica incelenen kaynaklarda
kompleks g-egrisel integraller de farkli farkh tanimlanmaktadir. Fakat klasikteki
Cauchy teoremi, farkli tanimlanan kompleks g-egrisel integraller icin gegerli ol-
maktadir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Temel Kavramlar

Tanim 2.1 a € C olmak iizere

1—gq°
=T geC—{

ifadesine a man q-analogu denir. Burada ¢* = e®'°89 olup kompleks logaritma
fonksiyonunun esas dalv g6z oniine alinmalidar.
n =1,2,... i¢cin q-faktoriyel
[n]g! = [n]gln —1]...[1g 5 [0]! =1
olarak tamamlanir. q-Binom katsayilar: ise
m kb (-qh
q [ —

k k]q![k]q! 4 (1 - Q)n—k(l - Q)k

seklinde tanimlamap burada (1 — q), = (1 — ¢)(1 — ¢*)...(1 — ¢") dir-.

Tanim 2.2 D C C alt kiimesi ve A € R sabit sayisi verilsin. Eger her z € D
icin Az € D oluyorsa D ye \—geometrik kiime denair.

Eger D C C alt kiimesi bir A—geometrik kiime ise bu takdirde her z € D i¢in D
kiimesi (zA"),” formundaki tiim dizileri icerir.

D c C, g-geometrik bir kiime ve f(z), D iizerinde tanimlanmig bir kompleks
fonksiyon olsun. Bu durumda f(z) nin g¢-tiirevi

Do)+ =TEEIE e by o<
D, ¢ =t L0 by qo) @.1)

olarak tanmimlanmaktadir. (Bakimz [3])

Ayrica f(z) fonksiyonu sifir noktasinda siirekli ise fonksiyonun bu noktadaki
klasik tiirevi ile g-tiirevi cakigir.

D C R? alt bolgesinde u = f(z,y) fonksiyonu verilsin. 0 < ¢ < 1 i¢in (¢"z, ¢"y) €
D olmak tizere u nun x ve y ye gore kismi g-tiirevleri sirasiyla

Djutr,y) = MU A g (2.9
Dyu(a,y) = u(x’?g)__l;ty(x’w,y%o (2.3)

olarak verilir.



Tanim 2.3 f(z) tek degiskenli reel bir fonksiyon olmak tzere
dof (z) = f(qz) — f(z) = [Dg f(z)]dg (2.4)
ifadesine f(x) in q-diferensiyeli denir. Burada d,x = (¢ — 1)z dir.

x ve y reel degigskenler olmak tizere kompleks degerli bir fonksiyonun g¢-diferen-
siyeli

dir. Bu esitligi

def(z,y) = [M{ Dy f(z,y)ldez + [Df f (2, y)ldgy (2.6)
seklinde de yazabiliriz. MY operatorii ise MYF(x,y) = F(z,qy) seklinde tanim-
lanmaktadir. (2.6) esitliginin dogrulugunu goérelim.

flqz,y) — f(x,y))

MYDE f(e,)ldge = MY (

I (q— 1z
= flgz,qy) — f(z,qy) (2.7)

olup (2.7) ve (2.8) toplanwsa f(qz,qy) — f(z,y) = dyf(z,y) elde edilir. Benzer
sekilde kompleks degerli bir f(z,y) fonksiyonunun g-diferensiyeli

dof(z,y) = [Dy f(z,y)dyx + [M; DY f(x,y)|dgy (2.9)

esitligi ile de verilebilir.

2 = v +1y,Z = v — 1y degiskenlerinin g-diferensiyelleri d,z = d,x + id,y ve
d,Z = dgv — id,y olarak verilir. Buradan d,z = (¢ — 1)z ve d,Z = (¢ — 1)z oldugu
goriilebilir.

Bir kompleks degerli f(z,y) fonksiyonunun g¢-diferensiyeli i¢in

4, (x.5) = [MYD; f1d,z + [MYD} f1d,2 (2.10)
esitligi saglanir. Burada D ve Dg operatorleri kompleks kismi g-tiirev operatorleri
olup bu operatorler

D; = Dy —iM]

v.DY) (2.11)

z Lo .
D, = §(Dq+ZM1y/qDZq/) (2.12)
dir. Gergekten
1 .
(MyD;f)dyz = M | (D7 f — M), Dyf) | dy2
1 _
_ 1f(gz,qy) f(af,qy)(xﬂy)
2 x
1 _
_§f(w,qy)y f(z,y) (iz — ) (2.13)
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olur. Benzer gsekilde

1 —
§f(qx,qy)x f(m,qy)@_iy)Jré y

(M;’Dgf)dqiz (iz+y)

(2.14)
elde edilir. (2.13) ve (2.14) taraf tarafa toplanirsa

(MgD;f)dqz + (M(?quf)dqz = flqz,qy) — f(@,y) = dqf(x,y)
bulunur. (2.11) ve (2.12) ile verilen kompleks kismi ¢-tiirev operatérleri

z 1 x x . z 1 x x .
D7 = 5( 1qDq — iDY), D, = 5( 1/qDq + iDY) (2.15)
olarak yeniden yazilabilir. Bu durumda f(x,y) nin ¢-diferensiyelinin
dof(z,y) = (Mg Dg f)dyz + (MyDg f)dyZ (2.16)

olarak yeniden yazilabilecegi goriilebilir.

Tamim 2.4 [5]1ki reel degiskenli kompleks degerli bir f(z,y) fonksiyonu uygun
bir bélgede

D3 f(z.y) = 5[D3f(2.y) + i}, DY (a,9)] = 0 (217)

esitligini saglarsa f(xz,y) fonksiyonuna q-analitiktir denir. Bu durumda f(z,y)
fonksiyonu q-analitik ise f(z,y) nin q-diferensiyeli

dof (z,y) = (MZDgf(z,y))dgz (2.18)
olur. ¢ — 17 i¢in limit alinirsa bu tanim
aof 1,0 .0 B

standart analitiklik kosuluna iner.

Gercekten

(lli_r)riDZf(x,y) = iﬂf(qxéj)_—lifx(w,y)

L rhlgry)

qg—1 X

= lim fi(qz,y)
qg—1

= fu(7,9);

(gx = t degisken degigtirmesi yapilirsa)

. . f(xaqy)_f(xay)
lim MY, DY = lim M?
s o/ (@:y) 1V (g— 1)y

— lim f('r7y) B f(x,y/q)
a1 (¢—1)y/q
—filz,y/0)(—y/q?)

(y/q =t denilirse)

p— 1'

a1 y/q?
= lim fi(z,y/q)
- fy(xv y)



olup (2.17) egitligi ?—3’; = % <% —l—ig—;) klasikteki kompleks kismi tiirev opera-
toriine dontisiir.
Tamm 2.5 [5]

esitligini saglayan kompleks degerli f(x,y) fonksiyonuna q-antianalitik fonksiyon
denir. Boylece q-antianalitik bir f(x,y) fonksiyonunun q-diferensiyeli

dof(z,y) = (M D f(z,y))dyZ (2.21)

olur.

Uyar:1 2.1 (2.15) ve (2.16) esitlikleri goz oniine alindiginda f(x,y) q-analitik ise
¥3 ]' x x .
quzi( 1gDgf +iDYf) =0 (2.22)
ve f(z,y) q-antianalitik ise

& |
Dif =

5 (M1, Dgf —iDgf) =0 (2.23)

olduklary goriilebilir.

Tamim 2.6 A,(qz) = A,(2) esitligini saglayan A,(z) fonksiyonuna z ye gore q-
peri-yodik, A,(qZ) = Ay (Z) esitligini saglayan A, (Z) fonksiyonuna ise Z e gore
q-periyodik fonksiyon denir.

g-periyodik bir fonksiyon, klasik anlamdaki sabit fonksiyonun roliinii oynamak-
tadir. Yani D7 f = 0 esitligini saglayan bir f, (z) g-analitik fqpksiyonu icin f(z) +
A,(Z) fonksiyonu da g-analitiktir. Ciinkti D7 A,(Z) = 0 dir. Ornegin f(z),

o0

F2)= Y 9(q"2) = ..+ g(qg7%2) + g(q'2) + g(2) + g(q2) + g(¢*2) + ..

n=—oo

seklinde bir gosterilime sahipse

o0

flaz) = D g(@2) = ..g(g7'2) + 9(2) + g(g2) + g(q°z) + ...

n=—oo

= f(2)

olup f(z), g-periyodik olur.
(2.17) egitliginden g-analitik bir fonksiyon igin

7



yazilabilir. f(x,y) kompleks degerli fonksiyonunu f(z,y) = u(x,y) + iv(x,y) for-
munda yazarsak

Dg [’LL(%‘, y) + iU(]J, y)] 7“]\41y/ql)y [ (.QT, y) + ’l"U(.I, y)]

yazilabilir. Buradan

Diu(x,y) +iDgv(z,y) = —Z'Mf/quu( y) + M? Dév(z,y)

1/q

elde edilir ki reel ve sanal kisimlarin egitliginden

Dyu(z,y) = My, Dyv(z,y) , Dgv(z,y) = =M, Diu(z,y) (2.24)

g-Cauchy Riemann denklem sistemi bulunur. Benzer olarak (2.22) egitliginden ise
f(x,y) g-analitik fonksiyonu i¢in

Hwy) = o [MDf(y) +iDY (5,9)] =0 =
1/q (I’,y) = —ZDgf(957y):>
WA >+w< W) = D5 u(e,y) + iv(z,y)] =
uDyula,y) + MG, Do) = —iDlu(e,y) + Diu(s,y)

olur ki buradan

1/qu ( 7y) = ng(xay) ) 1/qu ( 73/) = _Dgu(%y) (225)

g-Cauchy Riemann denklem sisteminin bir diger gosterilimi elde edilir. (2.25) de
w ile v, x ile y nin rolleri ayn1 anda degistirilirse (2.24) elde edilir.

x degigken bir deger olmak {izere bir reel f fonksiyonun [0, x] arahgimdaki Jackson
g-integrali x e bagh olarak

/ gt = (1— )2y ¢ f(rg?) (2.26)

olarak verilir. [a, b] araligindaki Jackson ¢-integrali i¢in

b

/ F(t)d,t = /b F(t)dyt — / F(t)d,t (2.27)

a

ozelligi gecerlidir.

Uyar1 2.2 Tezde kullanilan q-Analizi ile ilgili diger kavramlar tez i¢inde yeri
geldiginde verilecektir.



2.2. g-Analitik Binom Fonksiyonu

Gauss Binom Formiiliiniin ¢g-analogu

(@+y)y = @+y)le+aw)le+dy..(e+¢"y)
- E [
q
seklinde verilir. Burada y yerine iy yazarak
Cn . . o “~[n] se-n o,
(z +iy)y = (v +1iy)(z +iqy)...(v + iq ly) = [ } q 2 Fa Ry
q
kompleks ¢-Binom formiilii elde edilir.
Dogrudan hesapla

Di(z +iy), =0
ve

z s\ :\n—1
Dq (J; + 2y)q r [n]q ("L‘ + Zy)q

(2.28)

(2.30)

(2.31)

oldugu goriilebilir. Gergekten (2.11) ve (2.12) esitliklerinde f(z,y) = (z + iy)]

alinirsa

(gz +iy)y — (z +1iy)y
(g— 1
(qx + iy)(qz + iqy)...(qx + iq

Dy(x +1iy)y =

) — (x4 iy)(z + iqy)...(x + ig" !

Y)

(¢—1z
(g7 +iy)g" (= +iy)(z +igqy)...(z +i¢"y)
(¢ — 1z
—(z +iy)(z +iqy)...(x + iq" ) (z + iq"y)
(¢—1z

(x +iy)(z + iqy)...(x +iq"2y) [(qx + iy)g" ' — (x +iq"

'y)]

(¢ =D

n—1

Yl

(z +iy)(z +iqy)...(x +i¢"2y) ["x + iq" 'y — x — ig
(g—1)z
(z +1y)(z +iqy)...(x + ig"y) [¢" — 1]
(¢—1)
= (z+iy);tnl,

ve

(2.32)



(z +iqy)y — (z +1iy)y

D¥(x +1iy)y G-y
_ (@ +igy)(x 4 igy)...(z +ig"'y) (z + ig"y)
(¢—1y
(z+iy)(z +igy)-(x +ig" 'y
(¢—1)y
_ (z +iqy)(x +iq*y)...(x + i¢"Yy) [v + iq"y — x — iy]
(¢—1y
_ letigy) @ +igty). (v +ig" ) [q" — 1]
(¢—1)

@t iy)(@ +igy)..(z +iq"y) [¢" — 1]
(¢—1)
= i(z+iy)) ' [n], (2.33)

olup boylece (2.32) ve (2.33) esitlikleri (2.11) de yerine yazilirsa

MY, DYz +iy)? =

Di(x +iy), = [D (2 +1y)g + MY, Dz + zy)Z]

[(z +dy)y~n]g — (z +iy);~ n]]

O =N =

elde edilir. Benzer sekilde (2.32) ve (2.33) esitliklerini

z N n 1 x N N n
Di(z +1iy)y = = [Dq(x—l—zy) zMiy/qDy(;B—l—zy)q]

2
esitliginde yerine yazarsak

(& +iy)y~ [nlg + (x + iy)y " [n]y]
nly(x + iy)g_l

Di(z +iy); =

=< N =

elde edilir.Boylece f(z,y) = (z + dy); fonksiyonu g-analitik bir fonksiyondur.
Buradan fonksiyonun ¢-diferensiyeli ise

do(x +1y)y = MYD;(x+iy)yldez + [MYD}(x + iy)yldyz
= [MYD;(x +1y)yld,z
M([n]g(w + iy)y ™" )dy2
= [n]y(z +igy);d,z (2.34)

olur Ayrica (z +iy); fonksiyonunun kompleks eslenigi olan (x —dy)7 icin D7 (z —
iy)y = 0 olup (z — zy) fonksiyonu g-antianalitiktir.

10



f(z,y) = u(x,y) + iv(x,y) foknksiyonu g-analitik ise (2.18) esitliginin saglanip
saglanmadigim kontrol edelim. (2.24) ¢-Cauchy-Riemann denklem sisteminden

Diju = MY

y YTy — Y
l/quvéMquu_qu,

Dyjv = —M/

1/qDé’u = Mé’DZU = —Dgu

olup buradan

. 1 ° . : :
MYD (e )dyz = LMD+ iv) — MY, Db+ iv)]d,
1 ez
= 3 J[Dgu+iDjv — iMY, Divld,z

1 x - xr
= §[M3un + D¥v +i(MYDjv — DYu)|d,z
~—— ~——
ng —Dgu
= [D¥v —iD¥u)(q — 1)(x + iy)
bulunur. Burada

MYDEy = v(gz, qy) —v(z,qy) _ u(z,qy) +ulz,y) _ D
(¢— 1)z (¢—1)y

ve

MY Dy = u(gr, qy) —ulz,qy) _ v(z,qy) —v(z,y) _ DY
(¢— 1= (¢—1)y

olup bu egitlikler yerine yazilirsa

(MYD; f(x,y)ldgz = f(qz,qy) — f(x,y) = dof (2, y)

elde edilir.

2.3. ¢-Analitik Polinom Fonksiyonu Icin ¢-Taylor Formiilii

n. dereceden kompleks degerli g-analitik polinom fonksiyonu P,(z; ¢)'nun ¢-Taylor
acilim

" x + iy)*
Pu(ziq) = S (DEP) ()W (235
prd [],!
dir. Klasikte Taylor Polinomu P, (z) = Y.r_ 2O jq;.
(DEP,)(0)
W= T
[K],!
dersek (2.35) esitligi
Pu(ziq) =) ax(z +iy)k (236)
k=0



olur. (2.36) da n — oo i¢in limit alinirsa

> (z +iy)k
Z ar(x + iy)s Z T (2.37)
k=0 €

g-analitik fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon icin Dg f(z) =0 oldugu aciktir.
0 < g < 1 olmak tizere
2+ 2 < o oy

esitsizligi gecerlidir. Buradan

|(w+zy |<\:U+zy " =

< Zlanl (z +iy)"

Zan aH—zy
n=0

olur. Gergekten;

!(x +iy)(x + iqy) (z + i¢*y)...(z + iq"‘ly)‘ = |z +y||z+iqy... ‘x + iq"‘1y|

il \/:U2~|—y2\/a:2+q2y2...\/x2+q2”*2y2
< \/m2+y2\/x2+y2...\/x2+y2

— V@ = [+ iy

dir.
Ayrica f(z) analitik fonksiyonunun 0 noktasi komgulugundaki Taylor agilimi

klasikte -
z) = Z a2
k=0

olup serinin yakinsaklik bolgesi |z| < limy_, o —’“) = L dir. Yani L yaricaph bir

disktir.

Ak+1

f(z;q) g-analitik fonksiyonunun (2.37) ile verilen ¢-Taylor agiliminin yakinsaklik
bolgesini inceleyelim:

f(z;q) = Z ar(z+iy)(x+iqy)...(x +ig"ty) fonksiyonu igin uy = ay(z +iy)(x +
k=0
iqy)...(x +ig" ly) dersek

uga | (@ +iy) (o +dgy). (o 4 igty)
lim |—=| = lim - - -
k—oo | U k—oo |ag(x 4 1y)(x + iqy)...(x + i¢g"1y)
o a
= lim =5 (2 +igty) gl < 1
= R z| <1

1
< <—==L.,L>0
|':C| R )

elde edilir. Yani y ekseni boyunca —L < z < L ile smirl bir serit elde edilir.
12



Uyar1 2.3 n pozitif bir tam say ve f fonksiyonu x = 0 noktasinda n. basamaktan
tiireve sahip olsun. Bu durumda

F™0) (4;0)n

Dy f(0) = glﬁlir(l) Dy f(x) = Al =) (2.38)
esitligi gecerlidir. (Bakinaz [12])
Analitik f fonksiyonunun klasik anlamdaki Taylor aciliminda katsayilar
(k)
190
k!
dir. g-analitik f(z;¢q) fonksiyonunun ¢-Taylor agihmdaki katsayilar ise
k
_ Dht )
(]!
dir. D}, f(0) yerine esiti olan %.% yazilirsa
fM0) (a:q)k
A A-g* _ £*(0) —
F k]! k!
olup bu katsayilar klasikteki Taylor aciliminin katsayilari ile cakismis olur.Burada
(@ar _ 1-91-¢)..(1-¢"
(1—q)F (1—q)*

1-9(1-¢) (1-¢"
1=¢q 1-q¢ " 1—g¢
= [1]q[2]q---[k]q
= [k]q!

olduguna dikkat edilmelidir. O halde bir g-analitik fonksiyonun z = 0 noktasinda
her basamaktan klasik anlamda tiirevi varsa bu taktirde 0 noktas1 komsulugun-
daki Taylor aciliminda ortaya cikan kuvvet serisindeki katsayilar ile g-Taylor
acilimindaki katsayilar aynidir.

Yaricapt R olan bir Dr = {z € C : |z| < R} diskinin iginde kompleks degerli

analitik bir f(z) fonksiyonu igin %(;) =0 olup
f(z)= Z a,z"
n=0

Taylor acihmi mevcuttur. g-analitik bir f(z;q) fonksiyonu i¢in de D f(z;q) = 0
olup aym disk iginde

fz0) =) an(z +iy);
n=0

g-Taylor agilimi vardir. Buna gore her analitik fonksiyona bir g-analitik fonksiyon
kargilik gelir. ¢ = 1 i¢in f(z;¢q) g-analitik fonksiyonu f(z) analitik fonksiyonuna

13



doniistir.

Jackson’in ¢-iistel fonksiyonu g-analitik bir fonksiyondur ve

— (= +iy)y
eq(z1q) = Y~ (2.39)
olarak tanimlanir. Bu fonksiyon i¢in u;, = % dersek yakinsaklik bolgesi ¢ > 1
oldugunda;

R Y R [ € R 77 S 1 r+ighy| . |z +ighy
lim = lim ' % —— 2| = lim TIgh
k—oo | Uy koo [k + 1]q, (x + zy)q k—oo [k + l]q k—oco TJT

1— i 1—q)q"(x +iy —1
o |G gty | )l(qk | _ =Dyl _,
q
~ < —
i =
olur.(Yatay serit)
¢ < 1 oldugunda ise e,(z; q) fonksiyonunun yakinsaklik bolgesi
Nuwea| A= @(e+idty)|
i e B CCRURS
&z < !
| <1 .

olur.(Diigey serit)

z=ga+iy,z=x—1iy den x ile y ¢oziiliirse = $(2+7%) ,y = 3(z— z) elde edilir,
z=r+1y, 2y = THIQY , 22 = THIGPY, ..., 20 = T+ig"y gosterilimleri kullamlirsa

(z +iy)y = (¢ + iy)(x +iqy)...(x +iq"'Y) = z.24. 2. 2qn1
yazilabilir.

1 1 1 1 1 1
ap = tigty =2 +7) = 50"(7 - 2) = 2(5 + 54" + 25 - 547
diistintildiigiinde z,» ifadeleri hem z hem de Z e baghdir. Boylece g-analitik f(z;q)

fonksiyonu igin

S o~ DL(0)

flzq) = ;an(x +iy)g = ; ], 2 Zg g2 Zgn—1 (2.40)
g-Taylor agilimi hem z hem de Zz’e baghdir. Bu durumda g-analitik bir fonksiyon
klasik anlamda analitik olmayabilir. Ancak a,b kompleks sabitler olmak iizere
f(2) = az + b formundaki fonksiyonlar hem g-analitik hem de analitiktir. Ayn

zamanda f(z) = az + b fonksiyonu tam fonksiyondur.
14



Gergekten f(z) = az+b=ax +iay + b= axr + b+ iay den

Df(z) = 5ID3f()+iMy, Dif (o)

[\]

N |

1 {aqx—i—b—i—my—ax—b—iay e ar + b+ iaqy — ax — b —iay
(q— 1z Ha (g — 1)y
iaq? —ia¥
a+i—2—19
(¢—1)F ]
ay(qg —1
ot i y(q )]
(¢—1y

S N = N =

olup f(z) = az + b fonksiyonu g-analitiktir.

2.4. ¢-Analitik Fonksiyonlarin g-Laurent Acilimlar:

D ={z € C:r < |z| < R} bolgesinde analitik bir fonksiyonun Laurent agilimz;

flz) = Z b,2"

= sz —l—zb_n

dir. D* ={z € C:r < |z — 2| < R} kiimesindeki her z i¢in f(z) analitik fonksi-

yonu i¢in
oo

Zb z—z0"+z ERaT (2.41)

Laurent agilimi mevcuttur.

Eger 2o, f(z) nin kaldirlabilir singiiler noktasi ise Laurent a¢ihm ile Taylor agilimi
cakisir. zy k. basamaktan kutup yeri ise ikinci toplam k’ya kadar gider. 2, esas
kutup yeri ise ikinci toplam sonsuza kadar gider, kesilmez. Serideki b,, katsayilar:

1 f(¢)
bp=— [ ———2—d 2.42
2mi J., (¢ — zo)" ¢ (242)
dir. Negatif kuvvetli ¢-Binom
\n 1
(z+iy), " = (2.43)

(e tigy);
seklinde verilir ve g-analitik bir fonksiyondur. Yani D7 (z +iy)," = 0 dir. Sabit ¢
degeri icin
1 1
, < .
\(z +igmy)r| — [z +iy)"|
15
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esitsizligi saglanir. Gergekten

c+ig ")y = |e+ig "yl |z +ig" Y| e iy
(@ +igy)g| = Je+ig "yl [e+ig Y| | i

y y 2 y
= \/2_’__\/ Z+T\/x +_

> \/x2+y2\/x2+y2...\/$2+y2
= [(z +1y)"|

olup buradan

(o)

Z J:+zq y

=1

1

< b
}(x—i—iq*”y)m | m—i—zy

X Ty O

elde edilir.

Lemma 2.1 [5/Halkasal bir D bélgesinde verilen q-analitik f(z;q) fonksiyonu
iein yakinsak

Q)= bu(z+iy) (2.46)
q-Laurent agilvma vardar.

Diger taraftan

e(2;q) = ZO [;]nq, :Z; (x[j;]zg'/)n’
N (e ) 1
GO T T A e i)

dir ve e(2; ¢) fonksiyonu z = 0 harig her yerde g-analitiktir.

2.5. ¢-Laplace Operatorii

f(z,y) = u(z,y) +iv(r;y) g-analitik fonksiyonu igin g-C'auchy — Riemann denk-
lemleri daha 6nce
Dgu = M{D%v ve Djv= M{DYu

seklinde elde edilmisti. Kompleks g-tiirev operatorleri de
16



z 1 x - z ]' T .

D; = §(Dq — zM;{DEI/) ve D; = E(Dq + ZM%/DZ)

seklinde tanimlanmisti.

f(x,y) g-analitik bir fonksiyon ve g-yerdegistirme formiilii (DYM) = Q(M¢ DY)

seklinde olmak iizere ¢- Laplace operatorii
Z Nz 1
A, =4D;D; = D2 + 5M§2 D? (2.47)
seklinde elde edilebilir. Gercekten

zZ N2 z 1 x Z
DiD; = Di(GD;+3MID))

1 z x i z
= §Dq(Dq) + §Dq(M%’Dg)

1.1 i il i
= S[5DiD; — gMYDD]] + 515 DM Dy — S MY Dy MY D]

2M{ D
q

1
= -D?—
47° 4

1 11

= -DX+--MYMYD?
TP S

l l

MYDYD; + ¢

1.1
Dy MY Dy + ZM%’&M%/D;JD;/

MY
q2
1 11
= -D)+--M%D;
4 f“+4q =Y

. 1
= 4D;D; =D+ -M. D]
q o7

olur. (2.17) esitliginden dolay1 Dy operatorii g-analitik bir fonksiyon igin tipk: bir
Dy operatorii gibi davranir. Gergekten

1 :
D;f = ;ID;f —iMIDyf
1
= §[D§(u + i) — Z'M%’D}]’(u + )]

1
= é[D;u + Dgv—iM{ D¥%u + MY DYv]
q q
tDfv DZu
1 u N x
= 5[2Dq + 21Dy v]
= Dyu+iDjv
= Dy(u-+iv)

= DIf

elde edilir.
17



Tanim 2.7 [5] g-Laplace denklemini saglayan ¢(z,y) reel degerli fonksiyonuna
q-harmonik fonksiyon denir. Yani ¢(x,y) q-harmonikse

Agp(z,y) =0 (2.48)

dar.

Tanmim 2.8 u(z,y) reel degerli fonksiyonu uygun bir D kiimesi tizerinde q-harmonik
olsun. f(z) = u(z,y)+iv(x,y) , D kiimesinde q-analitik olacak sekilde v(x,y) reel
degerli fonksiyonu bulunabilirse v ye u nun kompleks q-harmonik eslenigi denir.

A.f = 4D;D:f = 0 denklemini saglayan f(2) = u(z,y) + iv(v,y) g-analitik
fonksiyonunun reel ve sanal kisimlari eslenik g-harmonik fonksiyonlar olur. Yani
Agu(z,y) = 0, Av(x,y) = 0.0rnek olarak ¢-Binom fonksiyonunu n = 2 igin goz
oniine alirsak

(z+1iy)2 = (x +iy)(z +iqy) = 2* — qy* + (1 + q)izy

olur. Burada u(x,y) = 2% — qy* ve v(z,y) = (1 + q)zy fonksiyonlar1 birbirinin
g-harmonik eslenigidir. f(z,y) = (v + iy);,n = 1,2, ... fonksiyonunun g-analitik
oldugunu biliyoruz.

u(z,y) = 2* — qy? fonksiyonu i¢in A,u(z,y) = 0 dir. Gergekten

Di(z* —qy*) = $[Di*—qy’) + ngDé’ (2 — qy?)]

2.2 2 .2 2 2 3,2 __ .2 2
_ V@ QYT XY T Y Ty
(¢— 1 . (¢— 1y
- 2 2
PP -1) et
T 2| g-Dr T (g-DE
2,,2 2
—¢y +y
= e 2]
I (¢—1)y

[(q+ 1)z —i(g+ 1)y

(¢ +1D)(z —y)
18
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ve

DiDi(a? — qy?) = Dilz(q+ 1w —iy)

2
— 5| PiGa+ V@ - i) - MDIGa + (e - i)
_ 1{(q+1)(qx—iy)—(Q+1)(:C—iy)}
4 (¢g— 1)z
_Z.Mgl,(qul)(w—iqy)—(qH)(:v—iy)
o (¢ =1y
1 (q+1)(qx—z’y—x+z’y)_Z_(q+1)(:v—iy)—(Q+1)(~’v—i§)
-4 (q— 1z (-1
_ l—f(QWLl)(q—l) _Z,(q+1)(:1:—z'y—:c+z%)
A (g-De (-1
_ 1 e+ D(=igy +iy)
= q|er (a— 1y }
= M+ 1)+ 2+ 1)
= 0.

dir. O halde 4D;D;u(x,y) = 0 olup Agu(z,y) = 0 denklemi saglanir. Benzer
olarak v(z,y) = (1 + ¢)xy i¢in de Ayv(z,y) = 0 esitliginin saglandigy goster-
ilebilir.O halde Agv(z,y) = Ay[(1+4q)wy] = 4D:DZ[(1+ q)ay] = 0 olup v(z,y) =
(1 4+ q)xy fonksiyonu da g-harmoniktir. Boylece f(x,y) = wu(z,y) + iv(z,y) =
2? — qy* + i(1 + q)zy fonksiyonu g-analitik ve u(z,y) ile v(x,y) fonksiyonlar1 ¢-
Laplace denklemini saglayip ¢g-harmoniktir. Yani u ile v fonksiyonlar1 g-harmonik
eslenik olur.

Herhangi n = 1, 2, ... i¢in polinom tipli g-harmonik fonksiyonlar

u(e,y) = Gl i)y + = i)i] olwy) = ool i)y — (2 - ig)y] - (249)

formundadar.

2.6. Genellestirilmis Analitik Fonksiyon Olarak ¢-Analitik Fonksiyon

Bu kesimdeki sonuclar [5] nolu kaynaktan alinmistir. Onceki boliimlerde g-analitik
fonksiyonlarin z ve z’in ikisine de baglh oldugunu ve genelde analitik olmadiklarini
gosterdik. Fakat bazi g-analitik fonksiyonlar genellestirilmis analitik fonksiyon-
larin siifina girmektedir.

Bu fonksiyonlarin simfi D — Bar problemi (0—problemi) ile iligkilidir.

WED _ e (2.50)
19
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homojen olmayan Cauchy-Riemann denkleminin ¢oziimleri genellegtirilmis ana-
litik fonksiyonlarin bir alt smifidir.¢(2,2) = u(z, y) + iv(z,y) seklinde yazilirsa

ou Ov ou Ov

Fre (9_y =g(z,y) , 8_y + e h(z,y) (2.51)

genellestirilmis Cauchy-Riemann denklemleri elde edilir.

Tanim 2.9 Uygun bir D bélgesinde klasik anlamda ¢(z,Z) kompleks fonksiyonu

o¢
0z

denklemini saglarsa ¢(z,z) fonksiyonuna genellestirilmis analitik fonksiyon denir.

= A(2,2)¢ + B(2,2)¢ (2.52)

B = 0 olmas1 halinde bu denklem

)
a—z — A(2,2)¢ (2.53)

D — Bar denklemine doniigiir.Bu denklemin ¢oziimii
d(2,2z) = w( (2.54)

seklindedir. Burada w(z) bir analitik fonksiyondur. Gergekten ¢ = & + in ve
d¢ N d( = —2id&dn olmak tizere

Ty F

—Zdedn

A A0
2%1// ( )dC/\dC 71// C(fz)d&dn

o(2,2z) = w( =w(z)e D (2.55)

olup buradan

yazilabilir. Boylece
9922) _ (z)A(z,5)e D = A(z,2)$(2, %) (2.56)

elde edilir ki bu da ¢(z,%) fonksiyonunun (2.53) denklemini sagladigini, yani ge-
nellestirilmig analitik bir fonksiyon oldugunu gosterir. O halde

o2.7) = wiexply [ [ ac n g

fonksiyonu D — Bar denkleminin ¢oziimiidiir.
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¢(z,zZ) = (x + iy); kompleks g-Binom fonksiyonunun genellestirilmig analitik
fonksiyon oldugunu gosterecegiz. Bunun igin énce f(z,y) = ZZ;é In(z + iq*y)
fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu fonksiyonun klasik anlamda z degigkenine
gore kismi tiirevini alirsak

n—1

Tfy) = 3 In(ar+idy)

k=0

0
— %[ln(:v +iy) + In(z + iqy) + ... + In(x + ig" 'y)]

_ a%- In[(x + iy)(x + iqy)...(z + ig"y)]

= 88 [In(z + iy),]
ai(x + Zy)

- (2.57)

(.CE +iy)?

elde edilir. Buradan

o - \n n—1 n—1
s tiy)y 0 Y 1
e e | _ 2.58

(z +iy)? axkzzon(x—i-zqy) kZU:U—l—zqy (2:58)

yazilabilir. Boylece

e = @ ) ooy e gy e W = e ) oy
(2.59)

esitlikleri de yazilabilir. Bu esitliklerden klasik anlamda bildigimiz kompleks kismi
tiirev operatorii olan

;)Z 1 (aaa: N ia%> (2.60)
operatoriiniin kullanilmasiyla
%(:c +iy)y = % :(x +iy)y :Z_é m — (7 +1y)y :_: . quky
- 5l y)kZ L
— % _(x+zy)3(1 Q):Z_é {a ql)(;({thky)]
_ o) U w +iy)r :Z_é @+ idy) _i[_kgzky) (2.61)

elde edilir. Bu son esitlikte daha 6nce buldugumuz

, 14+¢" 1-¢"
x—l—zqky: 2qz+ 2q5
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ifadesi de yerine yazilirsa

0 _ 1 —
% (ZyZ) = Z Z 9 g kE . 1+2q
T [k]q

bulunur. Eger burada

n—1

[£]q v
1-q)) O e A(2,%)

k=0

dersek 5
> (2,2) = A(2,2)6(2,2)

olur ki bu da ¢(2,%) = (v +dy);; fonksiyonunun D — Bar denklemini sagladigin
yani genellestirilmis analitik fonks1yon oldugunu gosterir. Burada ¢ parametresi
analitiklikten sapmayi ifade eder ve ¢ = 1 igin A(z,Z) = 0 olur. Bu durumda
D — Bar denklemi £¢(z,%) = 0 analitiklik durumuna indirgenir. (2.53) ve (2.54)
numarali esitliklerin kullanilmasiyla ¢g-Binom igin

y A I—q =
(z +iy)r = w(2) exp 2m//<—zz i C+ q)zdg“/\d(‘ (2.63)

yeni bir gosterilimi elde edilir. Burada

n—1

w(z) = (g)" T[]t +d) (2.64)

k=0

dir. Bu gosterilim kompleks g-Binom (z +1y); ve kompleks Binom (z +iy)" = 2
arasindaki iligkiyi gosterir.

Simdi (2.63) ve (2.64) esitliklerinin nasil elde edildigini gosterelim.
Analitik olmayan ®(z) igin genellegtirilmis Cauchy formiilii ( = & + in olmak

lzere
b AT/ k i 269

seklindedir. Bu formiildeki integralleri

1 " 1—q"
D, (2) =x+iq"y = +2q z + 2(] Z (2.66)

fonksiyonu i¢in hesaplayalim. Bu fonksiyon g-analitik degildir. Ciinkii
22



(D@, (2) + z'M%’DZj@n(z)]

[qr +ig"y —x —i¢"y . x+iQ"y—x —i¢" 'y
+1q
(g —1)x (q—1)y
qr—z  —¢"My+ q"y}
(q — 1) (q—1)y
q"y(1 — Q)}

(q—1)y

1+

— N = N = N =N
|

dir. R yarigaph bir disk i¢in (2.65) deki egrisel integral

14q" 1—q"
PR St

21 (—z
r
1 1+4¢" 1 1+¢" d 1 1—q" [ (d
= — qudu—. qzjf ¢ (11-d" [ cdo
2 2 2 2 (—z 2m 2 (—z
r r r
olarak yazilabilir. Burada
d
fac—0. ¢ % —om
(—=z
r r

olup egrisel integralin degeri

e T A LI [

271 (—=z 2 2

r r
olur. I egrisi tizerinde (( = R oldugundan
1+q" 1 1-¢"R 1 1 144"
= — — P (—= d¢ =
> Pt e Lplct e
r

elde edilir.(2.65) deki kath integral ise Cauchy-Pompeiu gosteriliminden

SR

olur. Sonug olarak (2.65) integrali
0 déd 1+q" 1—q¢"
// Sdn_1+4 Z 4+ qZ:@n(z)
8{ (—z 2 2
23

C—z

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)



olarak hesaplanmir. (2.66) daki ®,(z) fonksiyonu D — Bar denklemini saglar.
Gercekten

% — An(2,2)Bn(2,7) (2.71)
olmali.
An(2,7) = -k (2.72)
n\~<» _(1—|—q”)z+(1—q”)2 .
secersek
o 1—q" (L+g)z+(1=g"7 _1-g" _0%(27)
A o = - B
n(2,2) @0 (2,7) (14qM)z+ (1 —q)z 2 2 9z
(2.73)

olur. Bu fonksiyon igin (2.54) gosterilimi
. / / 2D gendg
®,(2,2) =w(z)e D (2.74)
seklindedir ve bu fonksiyonun da D — Bar denklemini sagladigini gormiistiik.
(2.74) esitligini kontrol etmek icin integrali agikga hesaplayip, R yarigaph disk i¢in

w(z) analitik fonksiyonunu bulacagiz. (2.74) deki ¢ift kath integral i¢in ( = £ +in
ve D = {(:|¢| < R} olmak iizere

_ L [[AGQ -1 ([ CGETE, .,
D D

I dédn
i m /D/[(l + ")+ (1= gm)][¢ — 2] (2.75)

yazilabilir. Bu [ integrali ¢ = re? kutupsal koordinatin kullanilmasiyla

rdrd0
(14 gm)re?? 4+ (1 — g®)re=#][re?? — £]

drdf
[(1+g™)e? + (1 — gm)e=*][re? — 2]

dr / do (276)

(14 ¢")e? + (1 = g")e*][e? — £

haline gelir. Burada

27

db
o 0/ (L4 qm)e? + (1= q)e][e? — 2]
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diyelim./; integrali icin u = €? degisken degistirmesi yaparsak

1 du 1
RS ) (TR (eroh T

o
|u|=1

- ! f du (2.77)

1(1+ g 2 1-¢q" _z

( 4 )|u\:1 |:u + l+q":| ['LL 7"]
olur. 0 < ¢ < 1 i¢in integrant, birim ¢cember icinde u = Fi ;gz ve |z| < r igin
u = £ geklinde {i¢ basit kutba sahiptir.Rezidii teoreminden Iy integralinin degeri

1
o (T >
Iy=—2 n{ ety } (2.78)
L+gq 0, |z| <7

dir. Boylece [ yerine konulursa [ integrali

"—1 RdT’ 2 _17711 2 |Z|>T
I = 4 —d { g T2 }
& rl+q" (o, |z| <r

1_qn Rd?" —lfqnl 2 |Z| >r
45 n/—{1+q”+r2 } (2.79)
0

0, |z <7

ya da

24 (1— Q”)IZP)

)
(
(1+¢)z+(1—q")z
. ) (2.80)



olur. Boylece (2.74) i¢in

. / / 2D gendg
1+q¢")z+1-q")z

D,(2,2) = 5 =w(z)e D
L@t (g ) it
L w(z)
2 (1+q")z
1 n
w(z) = ( —;q )z

olur. n. dereceden kompleks ¢-Binom fonksiyonu ®(z,z) = (v +iy); = (z+iy)(z+
iqy)...(x +iq" 'y) idi. Bu fonksiyonu ®(2) = ®4(2)®;(2)...®,_1(2) olarak yeniden
yazalim. Burada ®,,(z) = = + iq"y dersek
I+q¢"  1-q"
D,(2) =
(2) g At 7

olur. ®(2,z) = (z + iy); fonksiyonu i¢in (2.53) D — Bar denkleminden A(z,Z)
¢oziiliirse

29
Alz2) = @(Tz)
olup
n—1
A (1-—
(2 1 g 1+ ") z+ 1— ¢z

elde edilebilir.

%) = A(z,z)® denkleminin ¢oziimlerinden birinin de

1 AC,O =
2W// et dCNdC

O(2,z) =w(z)e P

oldugunu gostermigtik. Burada w(z) herhangi bir analitik fonksiyondur. Buradaki
@ fonksiyonu igin ®(z,%) = (v +dy); alirsak

®(2,2) = (v +iy); = (2.81)

olur. Cift kath integrali R yarigapl disk tizerinden hesaplarsak ¢ = £ + in olmak
lizere

[k]q

n—1
- %;q N // [(1+ ¢*) C—I—dgldjq)_][(—z]

(2.82)



olur. (2.82) esitliginde toplamin ¢niindeki kath integralin degeri (2.80) de

" -1 dédn )z ()2
// [(14+¢")C+( 1—q)E][C—z]_l (1+4¢%)2

olarak hesaplanmigt1. O halde (2.82) integralinin degeri

. (1+¢)2+01-¢"z

2m//g— d¢ A dC = Zl (EW0E

olur. Boylece

27

8(2,3) = (@+iy) =w(zle D

1 A(¢O v
L / / A0 gendg

n— 1 (144" )Z+(1 o*)z
In @te)z+A=q¢")=
= w(z)ez n (1+qk)=

(1+q )z+(1— "

In BT S v

k=1 2 ~?
SN | Bl
- K
- (1+dh)z
2n ,
= w(z)—= (z + iy)
2" H(l + q*)
k=0
elde edilir. Buradan da w(z) ¢oziiliirse
5 nnfl
w(z) = (3) [T +d)
k=0

bulunur.

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

Sonug 2.1 g-analitik bir fonksiyon klasik anlamda genellestirilmis analitik bir
fonksiyon olabilir. Ornegin ¢(z,Z) = (v + iy); fonksiyonu q-analitik, aym za-
manda bir genellestirilmis analitik fonkszyondur Fakat klasik anlamda bir anali-

tik fonksiyon degildir.
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2.7. Kompleks ¢-Analitik Fraktallar

Tanim 2.10 Kompleks degerli bir f(x,y) fonksiyonu igin

flaz,qy) = ¢ f(z,y) (2.87)

saglamirsa f(x,y) fonksiyonuna d.dereceden homojen fonksiyon denir.

Bu fonksiyonun ¢-diferensiyeli
dof = flaz,qy) — f(z,9) = ¢"f(z,y) = flz.y) = (@' = Df(z,y) (289
olur. Boylece ¢-diferensiyel
(¢" = 1)f = (MYD; f)dgz + (MYD f)d,z (2.89)

olarak yeniden yazilabilir.
f(z,y) g-analitik bir fonksiyon ise D7 f = 0 olup buradan

(¢" = 1)f = (MyD; f)d,z = (MyD; f)(q — 1)z

ve buradan 4
q — 1 z z
1 f= zMé’qu = zMé/qu = [d],f (2.90)

homojen ¢-fark denklemi elde edilir. Klasik anlamda; z = f(z,y) n. dereceden
homojen, yani f(Az, A\y) = A" f(x,y) olsun. Bu fonksiyon

Tz + Yzy = nf(x, y)

kismi tiirevli denklemini saglar. f(z,y) = (« + iy); fonksiyonu n. dereceden ho-

mojendir. Yani
(Az +idy)y = \"(x +iy), (2.91)
0

dir. Burada A yerine ¢ yazarsak, g-analitiklik durumundan dolay1 Dg(m + zy)g =
olup (2.90) denkleminden

zMYD7(x +iy)y = [n],(z + iy)y (2.92)
elde edilebilir. Gergekten;

MDY+ i)} = [ila(o -+ i)
2zMY[n]q(x + iy)f;_l = [nlg(x +1y)y
(z+iy)(z +igy)y ™ = (¢ +ay);
(z +iy)(z +iqy)...(x +ig"'y) = (z+iy)s
(

(x+iy)y = (v+iy),

dir.

fonksiyonuna (2.90) ¢-fark denkleminin genel g-analitik fraktal ¢oziimii denir.
Burada A,(z,y) = A,(qz,y) = Ay(z,qy) = Ay(qz, qy) olup A,(x,y) fonksiyonu
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x ve y ye gore kompleks degerli g-periyodik fonksiyondur. Gergekten D7 A = 0
olmasi nedeniyle

M Dg[(x + iy)g Ag (2, y)]

ZMé/Hn}qCU + iy)Z_lAq(fB> )]

= z[n]y(r + iy)ZflAq(% Y)

= [nlg.(z +iy)(z +iqy)...(x + iq"y) Ag(z, y)
= [nly(z +iy)gAq(z,y)

Jo.f (2, y)

dir. Ayrica (2.93) ile verilen f(r,y) = (v + iy)yAq(z,y) fonksiyonu g-analitik,
g-periyodik ve n. dereceden homojendir. n. dereceden bir homojen fonksiyon icin
(2.89) denklemini yeniden diizenlersek

(@' = Df(z,y) = (Mysz)d 2+ (M{Dgf)d;z
— My[ DIf - MyDyf]d z+ MY[= D§f+%Mi’Df{f]

:[n

1WD;Kf ~IDfila- e+l

5 MYD;f + S Dif)(a ~ 1)z

2
+@M§D;‘f+i@Dgf
-1 — 1)z (g—1 — 1)z
_ [ 5 )2l ' )Z}Mng;f—z[(q ' )z (g ' )Z D
= (¢—DaMID;f+ (¢ —)yDyf
= (¢—DzM/D;f +yDyf]
= T f(wy) = oMID;f +yDYf
= [d]qf(x,y):ngDf;f—i-yDgf (2.94)

denklemi elde edilir. Bu denklem klasikteki n. dereceden homojen fonksiyon icin
22y + Yz, = nz denklemine benzemektedir.

Uyar1 2.4 q-periyodik bir fonksiyon genel formda

Agla,y) = (xy)™ Y > ¢ "G z, 'y) (2.95)

k=—00l=—0

formundadir. Gergekten

Ay(qz,y) = (quy)~ Z Z EDG (¢, q'y)

k=—o00l=—00

olup burada k yerine k — 1 yazarak indis kaydirmas: yaparsak

Ag(qz,y) = (quy)” Z Zq G gk, g'y)

k=—o00l=—00

= () > D G, d'y)

k=—o00 l=—0
- Aq(xu y)
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olur. Benzer olarak A,(z,qy) = A (x,y) oldugu gorilebilir. Yani A,(x,y) fonksi-
yonu hem x hem de y ye gore q-periyodiktir.

Buna gore (2.93) ¢-fark denkleminin genel g-analitik fraktal ¢oztimii
flzy) = (v+iy)gAq(z,y)

= (zy)*(z +iy); Z Z ¢ "G e, dy)  (2.96)

k=—o00 l=—00

olur. G(z,y) = sinx. siny olursa (2.95) den

A, Sy oy sl xkjlln (d'y) (2.97)

k=—00l=—00

elde edilir.Bu fonksiyon g¢-periyodiktir. Gercekten

sm k+1.) gin ql+1y
Ay(gz,qy) = (97,9y)” Z Z W)( )
k=—o00 [=—00
B Z Z sm k+1 81n(ql+ly)
i 25 y5(k+1
k=—o0 l=—00 q q )

olup k yerine k — 1, [ yerine [ — 1 yazarak indis kaydirmasi yaparsak

sin q r) sin(qly
Afgr.ay) = @)= 3 3 VSIGY) _ 4, (a,y) (2.98)

k=—o00l=—00

olur.Bagka bir se¢im olarak G(z,y) = (1 — €)(1 — %) alinirsa

s Z Z (e 1_6”) (2.99)

k=—o00 l=—0

fonksiyonunun da g-periyodik oldugu goriilebilir.Bu fonksiyonu

[e.o]

AQ($7y> = xis Z

k=—o0

[e.o]

sl
l=—00 q

1— eiqk:p
qsk

seklinde g-periyodik parcalar seklinde ayirabiliriz.

2.8. Cift Katli Mellin Seri Genigletmesi

A,(qz) = Ay(z) , By(qy) = By(y) olmak tizere A,(x,y) fonksiyonunu A,(z,y) =
A,(x)B,(y) olarak g-periyodik pargalara ayrildigimi diigiinelim. Inz =t ve Ing =
T degisken degistirmesi ile A,(qz) = A,(z) oldugundan

A, (elet) = A,(eh) (2.100)
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vazabiliriz. A,(e') = F(t) dersek A,(e'™) = F(t+T) olur ki buradan F(t+T) =
F(t) dir. Yani F'(t) fonksiyonu T'—periyodiktir. Bu durumda F'(t) Fourier serisine
acilabilir.

2T periyotlu F(t) fonksiyonu i¢in —7" < ¢ < T olmak iizere kompleks Fourier
serisi

F(t)= > cue’™ (2.101)
olup
T
1 inmt
Cn = o F(t)em T dt (2.102)
“r

dir. (2.100) deki fonksiyonu 7" periyotlu olup -2 <t < £ olmak tizere

'Ln7rt

Z cne T = Z Che T (2.103)

n=-—o00 n=-—o00

ve

_ inmwt

w3

Cp =

F(t)e

il =
—uis
ﬂl r

N

T
/ F(t)e " d (2.104)
0

dir. Buna gore A,(x) de kompleks bir seri olarak gosterilebilir (Mellin Serisi).
Boylece ¢, katsayilar1 icin 7' =1Ingq, Inx =t = dt = d?“ olmas1 nedeniyle

q
1 —2min dx
Cp = E/Aq(l')l‘ Ingq 7 (2105)
1
ve Fourier serisi
A (z) = F(Inz) Z Cn ) (2.106)
olur.Benzer yolla Bq(y) i¢in d,, Fourier katsayilar:
1 q _ 2min dy
d, = — B g —Z 2.107
Ing /1 (Y)Y ) ( )
ve Fourier serisi .
=Y dy (2.108)

n=—oo

olur. Bu iki serinin bir araya getirilmesiyle A,(z,y) g-periyodik fonksiyonu

=SS ey (2.100)

n=—0o0 m=——0oo
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olarak ¢ift kath Mellin serisi seklinde gosterilebilir.(2.93) deki f(z,y) = (v +
iy)g Aq(z,y) fonksiyonu da (z + iy); Gauss-Binom formiiliine gore agilirsa ve
(2.109) daki A,(z,y) yerine yazilip diizenlenirse

flzy) = Z Z crd., xiig’;yﬁi’gzm [ gty
q

k=—00 m=—o0 =

_ Z Z erd. ZH Ly gy g (2.110)

k=—00 m=—o00

elde edilir.Yani kendine benzeyen g-analitik fonksiyon (g-analitik fraktal) olan
f(x,y) fonksiyonu ¢ift katli Mellin serisi olarak ifade edilebilir.

2.9. ¢-Analitik Fraktal Ornekleri

2 2
A,(z,y) = sin <ﬁln ]x|) sin (ﬁln \y|> (2.111)

fonksiyonu x ve y ye gore g-periyodiktir.Gercekten

7 2
Ay(qz,qy) = sin (élnlqml) sin (ﬁlnlqyl)
2 2
= sin —W(lnq—{—lnm sin i(lnq+1n|y|
Ingq Ingq

2 2
= sin 27T—|——7Tln\x] sin 27r+—7rln\y|
Ingq Inq
. 2m . [ 2w
= sin | —In|z| | sin [ — In|y|
Ing Ingq

= Aq(x,y).

A,(x,y) nin (2.111) daki gibi se¢ilmesiyle

2 2
fn(z,y) = sin <ﬁln |:L‘|) sin (ﬁln |y|> (z +1iy)y (2.112)

n. dereceden kendine benzer g-analitik fraktallarin homojen bir sinifi elde edilir.
Re fu(z,y) = u, ve Im f,(z,y) = v, olmak iizere bu fonksiyonlar kendine benzer
g-harmonik fonksiyonlarin bir siifidir.

n = 0 i¢in

2 2
foo) =sin (22 el ) sin (2l ) o+ i)} = A, (o.0)

dir.n = 2 i¢in
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2 2
fola,y) = sin (ﬁ In |w|) sin (ﬁln ry\) (x + iy)?
sin (2 1| ) sin (2% 1nfy] ) 22 — qu? + (2]
Ingq Ingq gy T ety

olup buradan

2 2
uy, = (2% —qy?)sin iln|x! sin —Wln|y\
Ingq Ingq

2 2
vy = [2],zysin (ﬁln ]m|) sin (ﬁln |y|> (2.113)
elde edilir.
n = 3 icin
2 2
f3(z,y) = sin (ﬁln |x|) sin <ﬁln |y|) (x + zy)g
olup

(z+iy)s = (z+iy)(z+igy)(x +iq’y)

= (2% — q® +i[22y) (z + ig*y)
2* + i’ q’y — gy’ — id*y’ + i[2,2y — 2]y
2 — quy® — 2, vy +iy(P — ¢y + [2]42?)
= 2(2® — q — [20,¢°y%) + iy ([2]2® + ¢ (4 — qv?)

den
2 2
us(r,y) = z(2? — qy® — [2],¢°y?) sin (é In \a:]) sin (ﬁ In ]y\)
2 2
v3(z,y) = y([2]42° + P (2* — qy®)) sin T In || | sin T In ly| (2.114)
Ingq Inq

elde edilir.
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3. KOMPLEKS ¢-INTEGRALLER

Onceki kesimlerde reelde Jackson g-integralinin (2.26) ve (2.27) ile tanimlandigi
belirtilmisti. [0, a] ve [0, b] tizerinde z® f(z), (0 < o < 1) fonksiyonu sirh ise bu
durumda (2.26) daki seri yakimsaktir. Ayrica

lim f ) dgt = /f (3.1)

qﬁl‘

esitligi gecerlidir. Bunu bir lemmayla gosterelim:

Lemma 3.1 Eger f(z) fonksiyonu ~y siirekli egrisi iizerinde q-integrallenebilir ise

lim | f(z dz—/f

q—>17

dir.
ispat. f (2), v ilizerinde g-integrallenebilir olsun. 1 — ¢ < § olmak {izere

n n+1| —

lag™ — aq lag"||1 — q| < |aq"|d = adq" < ad :=¢

vazilabilir. z(t) siirekli oldugundan |ag" — a¢" ™| < € igin |z(aq™) — 2(ag"™)| <
eiolacak sekilde yeterince kiigiik £; sayis1 vardir. Riemann integralinin tanimi goz
Oniine aliirsa,

/f(z)dz = lim Zf () [2(tesr) — 2(80)] 0 < by <ty < ... <ty < tnss

- Z f t* n+1) (t )] ; ln < t:, < tm—l (3'2)

yazilabilir. Diger taraftan
ﬁdwﬁ DMwaW(M%WW(W
dir. Burada lim, ;- [2(ag") — z(ag"™)] = 0 olduguna dikkat edilmelidir. (3.2) de,

t* yerine aq", t,,1 yerine aq" ve t, yerine ag"™! alimirsa yeterince biiyiik n icin

n—1

[z =t S tim {fe(ag) o) - 2lad )}

= lim ) f(z(aq")[=(ag") — 2(ag"")]



yazilabilir. Burada sagdaki seri sayisal ve yakinsak oldugundan limit ile toplam
yer degistirebilir. m

Genel olarak literatiirde g-integraller reelde tanimlanmig, kompleks ¢- tiirevi mev-
cut olmakla birlikte kompleks ¢- integralleri cesitli sekillerde tanimlanmigtir. Bu-
nunla beraber bir bolgede ve smirinda analitik olan bir f kompleks fonksiyonu
i¢in verilen klasikteki Cauchy-integral bagintisinin kompleks ¢- tiirevi mevcuttur.

Teorem 3.1 [14] v, C kompleks diizleminde pozitif yonde yonlendirilmis basit
kapaly egri olsun ve zy = 0 noktast v min iginde bulunsun. Eger f(z), v mn
cevreledigi basit kapaly irtibatly q- geometrik D bolgesinde analitikse; bu durumda

f(z) = %/%dg, 2eD (3.4)

Cauchy integral formiiliiniin n. basamaktan q- tirevi

Dal@) = 5 / 90— g™ (3:5)

dar.
Simdi bizim yaptigimiz kompleks ¢-integral tanimimizi bir teoremle verelim.

Teorem 3.2 C kompleks dizleminde stirekli v : z(t) = x(t) +iy(t); 0 <t < a
egrisi ve bu egri uzerinde f(z) = u(z)+iv(z) = u(z(t)) +iv(z(t)) swmrl kompleks
degerli fonksiyonu verilsin.

Bu durumda 0 < q < 1 olmak iizere

n=0

/f(z)dqz = /f(Z(t)) Dy(2(t)) dgt = (1 = q)a Y _ f(2(aq"))Dyz(ag")q" (3.6)
dir.

ispat.
viz(t)=a(t)+iwy(t);0<t<a

f(z) :=u+iv=u(z(t)) + w(z(t))

olmak tizere;
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a

I = / F(2)dyz = / F(2(t)) Dyz(t) dyt

¥ t=0

- / F(=()) Dyar(t) dyt + i _/ F(=(1)) Dyy(t) dyt
- / Fe) 2=t ) U= d
_ / [u(2(t) + v (=(2))] ”'”(8:5;)(?” djt +i / fu(=(t) + iv(=()] L i:zgfﬂ dt
_ t/: u(z(t)) 2= ; ) dqt+zt/: v(z()) ”“"(8:2)(;”) dt
+zt /0 u(z(t))ly(azggt) d,t g /0 o(2(8)) ;(gzgq” d,t
yazlabilir. 13 I4

I=L+1L+1s3+ 1,
olmak tiizere reeldeki ¢-integralinin

a

/ oWyt = (1 - )a’ S plag")q"

t=0

tammindan




olarak bulunur. Benzer sekilde

I, = Ziv(z(aq”)) (z(aq™) — z(ag™™)),

o= 3 iu(x(ag") (lad”) - ylag™)),
I = =) v(z(aq") (y(ag") = ylag™*"))
olur. Boylece
I+ 1, = Z [u(z(aq”)) + iv(z(aq”))] (;U(aq”) - x(aq”“))
Bt L= Y [u(a(ag") + iv(=(a™)] (s(ag") = ylag™))

olmak {izere;
1= / F(2)dyz = / F0) Dy(=(1)) dyt

= > (elaq") [2laq") ~ (aq"*") + i(y(aq") = ylag")|

- Z f(2(aq™)) ::L‘(aq”) +iy(aq”) — (z(ag"™) + iy(aq”“))}

= > f(x(ag") :Z(aq") _ Z(aanrl)}

>0 [Z(aq”) - Z(aqn“)}

= Z f(z(aqn)) (1= q)ag" (1 —q)aq”

n=0

yazilabilir. Boylece teorem ispatlanmis olur. m

Tanim 3.1 (5.6) daki seri yakinsak ise f(z) fonksiyonuna ~y tizerinde g-integrallene-
bilirdir denar.

Uyar:1 3.1 t € [0,a] ve 0 < ¢ < 1 oldugundan her n € N i¢in 0 < ¢"t < 1 olup
buradan z(aq™) € v dur.

Teorem 3.2 de verdigimiz kompleks g-integral tanimini kullanarak bazi érnekler
verelim:

Ornek 3.1 v:z(t) =t +it,0 <t < 1 olmak iizere, f(2) = z fonksiyonu icin
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integralini hesaplayalim.

At)—2(gt) _t+it—(gt+ig) t1+)0-q) _,

D) ===y =gt =gt

oldugundan

1

t=0 t=0 n=0
(oe)

= (1+if(1-q)) o™

n=0

= W+ -0

1
= (144> —
( Z)1+q

bulunur. Yani kompleks g-integralin sonucu

1

I= d,z=(1+1i)?— ) =t+it,0<t<1

/ZQZ (+2)1+q7 ’72() +Z7 = -~
]

dir. Integrali klasik anlamda hesaplarsak

[:/zdz:

o t

(#Hﬂﬂ+oﬁ:%ﬂ+02

Lo— .

olur. (3.8) de ¢ — 1~ i¢in limit alinirsa

1
lim [ 2d;z = =(1+1i)* = /zdz
q—1- 2

o v

olup boylece iki sonucun cakigtigr goriiliir.

0<g<l1

/(t +it) (1 +d)dgt = (1+1) / tdgt = (1+3)*(1—q) > _q"q"

(3.7)

(3.8)

(3.9)

Ornek 3.2 v: z(t) = t? +it,0 < t < 2 olmak iizere, f(z) = Z fonksiyonu i¢in
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I:/Edqz

v

integralini hesaplayalim.
Kompleks ¢- integral tanimindan

2

I / 2d,z — / (2 — it) Dy (2(t) )dyt

yazilabilir. 7 -
D, (()) = £ + it zl((_qg);ﬂqt)) _ (- Zzl)_Jqu)tt(l —9) _ 211 1
oldugundan
I = /2(152 — it)(t(1 + q) + i)dgt = 2(1 — q) fjo[(2q")2 — 2iq"|[2¢"(1 + q) +ilq"
- ;(1 —q) i(ﬁlq?’" — 2ig”")(2¢" + 24"t + 1)

[ee)
— 2(1 _q)z [8q4n+8q4n+1 +471q3n _4Zq3n _4iq3n+1 +2q2n] 7 0 < q < 1

8 diq 2
= 2(1—
) L l—q IR
B [ 8(1+q) 4iq N 2
1—q J(T+q)(1+¢*) (A-q¢(I+q+¢) (1-qg(1+q)
4
_ + (3.10)

1+q 1+q+q I+gq
elde edilir. Yine burada ¢ — 17 i¢in limit alinirsa

. 16 8iq 4 8i
lim I = - =10— — 3.11
P T IRE Lhqt@  L4g 3 (3.11)

olur ki bu sonug integralin klasik anlamdaki degeridir.

Ornek 3.3 v ejrisi, koseleri z1 = 0, zo = 1, 23 = 1 +1, 24 = i noktalarinda olan
birim karenin cevresinin pozitif yonde yonlendirilmis hali olduguna gore

/ 2dgz

Y

integralini hesaplayalim.
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Verilen ¢evre v = v, U 5 U 7y3 Uy, olmak tizere

v oz2(t)=t, 0<t<1

Yo ot o2(t) =141, 0<t<1
ve ¢ oat)=1—t+i, 0<t<1
vy o oz2(t)=i(1—-1), 0<t<1

seklinde parametrik olarak ifade edelim.Her bir egri iizerindeki integralleri ayri
ayr1 hesaplayalim. z € v, igin 2(f) = ¢,0 < ¢ < 1 parametrik denkleminden

Dy(t) = (i:f]’;t —1
oldugundan
1 1 0
/ adys = / £D,=(8)dt — / tt=(1—q)Y ¢ = %q (3.12)
" t=0 t=0 =0

olur. z € 7, igin z(t) = 1 +it,0 < t < 1 parametrik denkleminden

1+it — (L+iqt) it(l—q)
1-qt  (1—qt

D,z(t) =

olup boylece

1
/quz—/ + it)idyt =

Yo t=0 t

Lo— .

(14 at)d,t = 1—qZ +1iq")ig" (3.13)
n=0

bulunur. z € 75 icin z(t) =1 —t + 7,0 < t < 1 parametrik denkleminden

l—t+i—(1—qt+i) —1t(1—gq)

Darlt) = (1-q)t R .
oldugundan
1 1 -
/quz:/(l—t—i—z‘)(—l)dqt: /(1—t+z) 1—q21—q +1)q
Y3 t=0 =0 n=0

(3.14)
elde edilir. z € 7, i¢in z(t) = i(1 — t),0 < t < 1 parametrik denkleminden

Dy2(t) = il—t)—il—gt) _—itl—q) _

(1—-q)t (1—-q)t

olup boylece

1

[z = [ -0t =i0-0> 0 - ) (3.15)

Va =0 n=0
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bulunur. Boylece integralin sonucu

/quz = /quz+/quz+/quz+/zdz
71 Y2 V3

5
1 oo

o0
- (- 14+ —a-9S -
R q) Y (1 +iq")ig" q; q" +1i)q

+(1—1gq) Zl—q
n=0

1 . .
_ _+<1_q)z[an_q2n_qn+q2n_an_i_qn_an}

3
Il
=)

1+q n=0
= L—( —Q)iq%:L—( ) ! ! !
I+gq = I+gq 1—g¢q I+q 1+¢q
=0

olarak bulunur. Ayrica klasikteki Cauchy teoreminden

/zdz:()

v

oldugunu biliyoruz.

Ornek 3.4 ~ ejrisi, koseleri 2y = —1 —14, 2o = 1 —1i, 23 = 1414, 24 = —1 41 nok-
talarinda olan birim karenin ¢evresinin pozitif yonde yonlendirilmis hali olduguna

gore
dqz

z

integralini hesaplayalim.
Yine verilen cevreyi v = v, U 5 U y3 Uy, olmak iizere

71 2(t)=2t—-1,0<t<1

Yo ¢ oz(t)=1+4+id(2t—1), 0<t<1

v o z(t)=(—2t+1)+i, 0<t<1

Yoot 2(t)=—1—i(2t—-1), 0<t<1
seklinde parametrik olarak ifade edelim.z € ~, icin 2(t) =2t —1—1i,0 <t <1
parametrik denkleminden

D,z(t) =2

olup

n

dqz 2 > q
Saf _ | 2 gr—901-— S S 3.16
/ p o 1 et = Q);zqn—1—i (3.16)

71 t=0
elde edilir. z € 7, i¢in z(t) = 1 +i(2t — 1),0 < ¢t < 1 parametrik denkleminden
D,z(t) = 2i
41



olup

qu . (e’e} qn
47— 94(1 — E - 1
z i 9) 1+i(2q" — 1) (3.17)

72

elde edilir. z € 5 igin 2(t) = (—2t + 1) +4,0 <t < 1 parametrik denkleminden

n=0

Dyz(t) = -2

olup

o

W a1y

2 — —2q" +1+i

n

(3.18)

elde edilir. z € 7, i¢in z(t) = =1 —i(2t — 1),0 < ¢ < 1 parametrik denkleminden
D,z(t) = —2i

olup

n

d z >
= —2i(1—q) Z 2q =gy (3.19)

n=

Ya

elde edilir. Sonug olarak v = v, Uy, U y5 U 7, iizerinden integralin degeri

dqz_/dz /dz /dz dz
z

q o0
= 2(1- 2i(1 —
( q>22qn_1 -+ 2i quQq_l)

n—=

—2(1 — -
qnz; “ogn +1+z ; 1—22q )
- 7 1
= 2(1— n —
q;q [2q”—1—z+1+z(2q”—1) —2¢q" +1+1
i
—1—1i(2¢" - 1)
o0 1 oo TL
= 8(1- i(1—
( Q);zqn—1—@' q§1+z2q )

olarak bulunur. Integralin sonucundaki seride
q" q"
Qa = - —=
T2 =) V2T 2¢7 (¢ — 1)

n . 1+2 —1 . .
lim 2% — fim q\/ T ;qnilg;]n = _>1) = ¢ < 1 oldugundan elde edilen seri her

denilirse, oran kriterinden

n—oo an n— oo

q € (0,1) igin yakinsaktir.

Ornek 3.5 D = {z€C:a<Rez<bc<Imz<d} kimesi izerinde herhangi
bir q integrallenebilir f fonksiyonu f : D — C olarak tanimlansin. Bu durumda,
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0D =y =, Uy, Uvys U, olmak dizere;

/f(z)dqz

integralini hesaplayalim.

Coziim 3.1 v, (i =1,2,3,4) egrileri

v1(t) egrisinin parametrik denklemi ~v,(t) =a+ic+ (b—a)t, 0<t<1
v4(t) egrisinin parametrik denklemi v4(t) =b+ic+ (d—c)it, 0<t<1
v4(t) egrisinin parametrik denklemi v5(t) =b+id+ (a—0b)t, 0<t<1
v4(t) egrisinin parametrik denklemi v4(t) = a+id+ (c —d)it, 0<t<1

olarak alinabilir. Egrilerin q- tirevler:

Dgyi(t) =b—a, Dyys(t) =i(d—c),
Dyys(t) =a—=b,  Dyy(t) =i(c—d)

/f(z)dqz:/f dz+/f dz—l—/f dz+/f
Y
Z/f% vlth+/f72 ) Vaq dat

1 1
+/f(73 vqut+/f ) Vag dyt
=0 =0

t

= (1—gq) iogf Jb—a)"+ (1—q) i::)f —)q"
1_qu73 Do~ b + (1 a) 2]‘" )
- (19 b—ai[f ~ Js(a o
+(1 = q)i( 2{ — f(valg ))}q”

elde edilir. Burada gerekli islemler yapilirsa sonug olarak

/f(Z)qu =(1-9))_ qn{(b—a) [f(n(a") = f(rs(a")]+i(d—c) [f(72(q")) — [(7a(q"))] }

(3.20)
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bulunur. M = max|f(z)| olmak tzere
o

[ sG] < 209 i::q”Mlﬂq")l (b+d-(a+0)

y

< 2M(1—q)<b+d—(a+c)>n§;qn
_ 2M(b+d—(a+c))

oldugundan f fonksiyonu ~ egrisinin sinirladige acik kiime tzerinde ve simirinda

analitik olmak tizere (3.20) serisi daima yakinsaktyr. Dolayisiyla / f(z)d,z mev-

v
cuttur.
3.1. Kompleks ¢- Integrallerin Baz1 Ozellikleri
Tek degigkenli, reel degerli bir F'(z) fonksiyonunun g-tiirevi
F(z) — F(qr) 1
D,F(x) = = 1—M)F(x):= f(x),x #0
(Fla) = I — o (1= MYP() 1= f(0)

olarak da tamimlanir. Burada M, F(z) = F(qx) dir. F(x) fonksiyonuna f(z) in ¢-
antitiirevi ad1 verilir.Burada 0 < ¢ < 1 dir.(Bakinz [1])

Tamim 3.2 Eger her x € |0, a] igin lim,, ., F'(¢"x) limiti mevcutsa, F(x) fonksi-
yonuna x = 0 da g-regiilerdir denir. F(z), x =0 da sirekli ise bu durumda

lim F(¢"z) = F(0)

n—oo

dar.

Eger F(0) =0 ise, f(z) fonksiyonunun g-antitiirevi

F@) = g (0 0/ = (-0 3 01 0)
= (1= ¢ f") (3.21)
olarak da yazilabilir. Genel olarak x € [0, a| igin
[ H0dt = F@) ~ lim Fga) (3.22)
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dir. Eger a > 0 olmak iizere x € [0,a] ise bu durumda gz, ..., ¢"z € [0,a] dir.
lim, o F'(x) = F(0) = 0 olsun. Bu takdirde f(x) fonksiyonunun Jackson integrali

[e.9]

/ fBdyt = (1= )2 Y q"f(g"s) = F(x) (3.23)
veya
/ flz (1—q)a)_ q"f(g"a) (3.24)

olarak tanimlanir. Buradan daha genel olarak

/ F(ODyg)det = (1 — )r Y ¢ F (") Dyglg") (3.25)

veya
€T

[ 10digt) =3 fa ) lo(a) - gl o) (3.20)
yazilabilir. (Bakiniz [1])

Tanim 3.3 Eger (3.23) deki, Jackson integral tanvmandaki seri yakinsak ise f(x)
fonksiyonuna q-integrallenebilirdir denir.

Uyar1 3.2 Eger F(x) fonksiyonu x = 0 da q-regiler degilse, Jackson integrali
dogru olmayabilir.

Tanim 3.4 D C C , g-geometrik kiimesi izerinde f(z) kompleks fonksiyonu ve-
rilsin. 0 € D olmak 1izere her z € D i¢in

Tim f(q"2) = £(0)

oluyorsa, f(z) ye z = 0 noktasinda q-regilerdir denir.

Teorem 3.3 [3/ Sufir noktasina iceren bir D C C q-geometrik alt kiimesinde f(z)
fonksiyonu verilsin ve f(z) sifir noktasinda q-regiiler olsun. Bu takdirde

_ / F()dt (3.27)

fonksiyonu sifir noktasinda q-regilerdir. Ayrica her z € D igin D, F(z) = f(2)
dir. Tersine, her z € D ve 0 € D 1i¢in

[ Dusttd,t = 1) f0) (3.28)

dir.
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Uyar1 3.3 Eger Teorem 3.3 deki f(z) fonksiyonu z = 0 da q-regiiler degilse
[ Purttydt = 1)~ tim s> (329)
0

veya daha genel olarak, a,b € D C C olmak fizere,

[ Parttst = [10) - i sa0)] - [f@) - fim fg'0)] (@30

n—oo n—oo

dar.

Lemma 3.2 [0,a]| x [0,a] kiimesi tizerinde h(z,t) fonksiyonu verilsin ve her t €
[0, a] i¢in bu fonksiyon g-integrallenebilir olsun. Diger taraftan

T

f(x):= /h(x,t)dqt

0

fonksiyonunu gz oniine alalim. Eger h(x,qxr) = 0 ise

D / Bz, t)d,t = / DERh(, t)dyt (3.31)
0 0

dir.

Ispat. Jackson integrali tammindan basit bir hesapla

T
[e.o]

D / Bz, gt = h(z,2) + 3 ¢ [h(q"s, ) — B(q"z, q2)] (3.32)

0 n=0

ve

T

/D;’h(w, t)dyt = h(z,x) — h(z, qx) + Z q" [h(q"x,x) — h(¢"x,qx)]  (3.33)

olup (3.32) ile (3.33) iin kargilagtirilmasiyla sonug goriiliir. m

Uyar1 3.4
viz(t) =a(t) +iy(t) ,0<t<a

rektiflenebilen parcali diizgiin egrisinin klasik anlamda pozitif yonde yonlendiril-
digini varsayalim. Bu durumda v min baglangi¢ noktasi z(0) = 2o = z(0) + iy(0)
ve bitig noktasi z(a) = 2z, = x(a) + iy(a) olur. f(z) , v iizerinde g-integrallene-
bilir bir fonksiyon olsun.”y ,7 nin klasik anlamda ters yonde yonlendirilmis halini
gostersin. aq™ € [0,al,n = 0,1,2,... parametrelerine karsiik gelen -~y iizerindeki
noktalar z, = z(aq") = z(aq") + iy(aq"), n = 0,1,2,...olsun. Bu noktalar aym
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zamanda 7 iizerinde olup v nin {z, = z(aq™)},n = 0, 1,2, ... pargalanma nok-
talarinda f(z(aq™)) degerleri hem v hem de 7 iizerinde degismeyecektir. Bu ne-
denden dolay1 f(z) nin 7 {izerinden egrisel g-integrali (3.6) taniminin da kullanil-
masiyla;

/ F(2)dyz = (g — Zq"f 2(ag")) Dy2(ag") / 1z (3.34)

olarak tamimlanir. y egrisi iizerinde z, = x(aq") + iy(aq™),n = 0, 1,2, ... nokta-
larim g6z oniine alahm ve £, := |2(ag" ™) — z(aq™)|,n = 0,1, 2, ... olsun. Jackson
integralinden,

[0l = =00 2aq™") — (aq")]

lag"™ — ag"|

n=0

—= Z |Zn+1 —3 Zn|
n=0

= ) L (3.35)
n=0

yazﬂabilir Burada x(t) ve y(t ) [ = |0, a] tizerinde D (¢ ) qu( )tﬁrevlerine sahip

(3.35) serisi yakmsakmr.

3.2. Birinci ve Ikinci Tipten Kompleks Egrisel ¢-Integraller

Tanim 3.5 Parcal diizgiin rektiflenebilen v C C egrisi tizerinde f(z) fonksiyonu
veya dolayl olarak I = [0, a] tzerinde f(z(t)) bileske fonksiyonu verilsin. Eger her
e > 0 sayst ve yeterince biiyik k saylars igin |2(ag®) — 2(ag"™)| < § oldugunda
|f(2(ag®)) — f(z(ag"™))| < & olacak sekilde § = §(g) saylars bulunabiliyorsa f(z)
ye v tzerinde veya f(z(t)) bileske fonksiyonu I dzerinde q-diizgiin siireklidir
denir.

~ iizerinde tanimlanmig ¢-diizgiin siirekli, sifir noktasinda g¢-regiiler kompleks
f(2) = u(z) 4+ iv(2) fonksiyonunu goz oniine alalim. Burada ¢ € [0,a],0 < ¢ < 1
icin u = u(z2(t)) = u(x(t),y(t)) ve v = v(z(t)) = v(x(t),y(t)) fonksiyonlan ile
D,x(t), Dyy(t) tiirevleri I = [0, a| tizerinde ¢-integrallenebilirdir. Ayrica f(z(t)),
g-diizgiin siirekli oldugundan wu(z(t)) ve v(z(t)) fonksiyonlar: da g¢-diizgiin siirek-
lidir.Diger taraftan zj, = z(aq") olmak iizere

= Zf(zk)ﬁk, (336)

n

Sén) = Zu(zk)Aqx(aqk), (3.37)

k=0
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S =" w(z) Agy(agh) (3.38)
k=0

sonlu toplamlarim goz oniine alalim.Burada A,z(ag®) = z(a¢®) — x(agttt),
Ayy(ag®) == y(ag®) — y(ag"™) dir. Bu gosterimler [4] de zaman skalasi igin kul-
lanilmustir. Ayrica

L- /f DID,=(0)ld,t, (3.39)

a

L= / u(=(t)) Dy (t)dyt, (3.40)

a

I = / v(=(8)) Dyy(t)dt (3.41)

0

integrallerini goz oniine alalim.(3.40) ve (3.41) integrallerinin toplanmasindan,

a

L+ = /[U(:c(t),y(t))qu(t) +o(z(t), y(t) Day(t)]dyt

0

= /u(:p, y)d,x +v(x,y)dy (3.42)

Y

elde edilir.

Tanim 3.6 (3.39) integrali f(z) nin birinci tip egrisel q- integrali; (3.42) integ-
rali ise (u,v) ikilisinin ikinci tip egrisel q-integrali olarak adlanduriar.

f(z), 7 tizerinde g-diizgiin siirekli oldugundan L; = sup, |f(z)| sayis1 vardr.
Ayrica, > 2 U, = {, olacak sekilde ¢, € (0,+00) sayst da vardir. Bu durumda
her € > 0 sayisi igin n > ng(e) olacak sekilde yeterince biiyiik n ler segildiginde

_ < 7; Yazilabilir. buradan her € > U ve yeterince biiyiik n ler i¢in
ol — 1, labilir. Buradan h 0 biiyiik n 1
n - S z(ag"?) — z(aq")
SV = hl = 3o/ (e(ag") — (1= a3 d* f(alaa)| ===y
k=0 k=0

< Y If(e(ag))lz(ag" ) = 2(ag")]

k=n-+1

I
™
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yazilabileceginden

a

f(2(aq")) s = /f(Z(t))quZ(f)ldqt =1 (3.43)

0 0

lim S Yl) =

o0
n—oo

k

elde edilir. Diger taraftan u(z) fonksiyonu ~ iizerinde ¢-diizgiin siirekli oldugun-
dan,

sup |u(z)] = sup [u(z(t))| = Lo
Y [0,a]

olacak gekilde Ly € (0, +00) sayist vardir. Boylece

a
n

- 80| = / w(2(#) Dyr(t)dgt — 3 () Agr(ag)

0 k=0

~ |0 90X dutatagty [HE LG

(g —1)ag"

u(z)x(ag®) — (ag")]

M)

=
Il

0

M8

u(z(aq")) [z(ag®) — z(ag"*")]

k=n+1

< Ly Y |x(agh) — z(ag"™)]
k=n+1

§L2i€k

k=n+1

yazilabilir. 77 ¢ serisi yakinsak oldugundan, > ;2 |z(ag®) — z(ag"*h)| serisi
yakinsaktir. O halde bu serinin (n + 1). kalan terimi igin

Y le(ag®) — 2(agtt)| < —
Ly

k=n+1

olacak gekilde € > 0 sayilar1 vardir. Boylece

’]é — t;én)‘ <e
olur. Bu durumda
lim S5 =" u(z(aq")) Aga(agh) = / w(z(t))Dya(t)d,t = I (3.44)
k=0 0

bulunur. Tamamen benzer diisiinceyle

L= lim S5 = 3" v(e(a)Apla’) = [oCODpOL (345)
k=0 0
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oldugu gosterilebilir. Diger taraftan

a a

/ w(z,y)dyr = / w(2)dyz = / (=), (t) / w(w (), y(£) Dy (t)d,t

Y Y 0

= (1-q)a Z g u(w(aq"), y(aq"))

w(aq"™) — x(aq)

(q — 1)ag®
= iu ) Az (ag™) (3.46)
ve benzer sekilde
/ vz, y)dgy = / o(a (), () dyy(t) = / o(z(t), y(£)) Dyy(H)dt
= Zv Aygy(ag™) (3.47)

elde edilir. Boylece (3.46) ve (3.47) integrallerinin taraf tarafa toplanmasiyla,
(u,v) ikilisinin 2. tip egrisel g-integrali

/ w9y +0(, y)dgy = 3 [u(=(ag") Agr(aq™) +v(2(ag") Agy(ag™)] (3.48)

y n=0

olarak yazilabilir.
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4. KATLI ¢-INTEGRALLER VE ¢-GREEN OZDESLIGi

4.1. Katlh ¢-Integraller

D = {(z,y) € R*: 0 <z < a,0 <y < a} karesi iizerinde h(z,y) fonksiyonu ver-
ilsin. (z,y) € D igin h(z,y) nin kath g-integrali 0 < ¢ < 1 olmak iizere

z Y o0 o0
I= //h(s,t)dqtdqs = (1= xy> > q"*h(q"x,q"y) (4.1)
0 0

n=0 k=0

olarak verilebilir. Simdi (4.1) kath serisinin hangi kosullarda yakinsak olacagini
aragtiralim.Eger her (z,y) € D igin |h(x,y)| < M olacak sekilde M € (0,+00)
say1s1 varsa (4.1) integrali daima mevcuttur. Ancak h(x,y), D iizerinde simirsiz
oldugu zaman da (4.1) integrali mevcut olabilir. Bununla ilgili bir teorem verelim:

Teorem 4.1 D = {(z,y) € R?: 0 < x < a,0 <y < a} kimesi tzerinde h(x,y)
fonk-siyonu verilsin ve her (z,y) € (0,a] x (0,a] i¢in 0 < a < 1,0 < <1 olmak
tzere

yP |h(x, y)| < M (4.2)

olacak sekilde pozitif M sayisinan mevcut oldugunu kabul edelim. Bu takdirde (4.1)
serisi her (x,y) € (0,a] x (0, a| igin yakinsaktur.

Ispat. (4.2) esitsizliginden = > 0, y > 0 icin
h(z,y)| < Ma=y~? (4.3)
yazilabilir. (4.3) de x yerine ¢"x ve y yerine ¢*y yazarsak
h(q"z, ¢"y)| < M(q"x)"*(¢"y) " = Mg "*a gy ™"
elde edilir. Buradan
" (g "z, q"y)| < MqUmong kg ey =h

yazilabilir. 0 < ¢ < 1i¢in 0 < ¢'7® < 1,0 < ¢! < 1 oldugundan,

2 = Max=y=F
—a, B (1—a)n (1-F)k _
22 Myt = ey (Y

geometrik serisi noktasal yakinsaktir. Boylece her (z,y) € (0,a] x (0, al i¢in
l-a,,1-0

2 — n Mz y'"7(1 — ¢)?
(1-4q) xy;];q Hh@ vl < e a =g (4.5)

olup (4.1) serisi mutlak yakinsak, dolayisiyla yakinsaktir. m
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Uyar1 4.1 (4.1) serisinin yakinsak olmasi igin (4.2) esitsizliginin saglanmast
yeterli fakat gerekli degildir.

Diger taraftan

//h(as, y)d,ady = (1 — q)%a® Z Z " h(aq", aq®) (4.6)
- n=0 k=0

integralinin geometrik anlamiD,, ;, = {(x,y) € R? : a¢g"™ <z < ag",a¢"™ <y <
aq®,0 < g < 1},n,k = 0,1,... dikdértgenlerinin sag iist kosesindeki fonksiyon
degeri ile D,, ; dikdortgenlerinin alanlar1 ¢arpimlarimin toplamdir. Ayrica

U Dux = (0,a] x (0,0]

n,k=0

dir. Eger her (z,y) € D igin h(z,y) = 1 alinirsa 0 < ¢ < 1 igin

//dqxdqy = a* = Alan(D) (4.7)
00

olur ve kath ¢-integralin geometrik anlamindan yararlanilarak

lir? //h(a:,y)dqxdqy://h(x,y)d:cdy (4.8)
g—1-
00 00

oldugu goriilebilir.

Tamm 4.1 0 < g < 1 olmak dizere D = {(z,y) eR?*:0<z<a,0<y<a}
q-geometrik kiimesi uzerinde h(x,y) fonksiyonu verilsin. Eger her (x,y) € D ve

x#£0,y #0 i¢in

lim h(¢"z,y) = h(0,y) (4.9)
ve
klim h(x,q"y) = h(z,0) (4.10)

oluyorsa h(x,y) fonksiyonuna swraswyla Dy = {(0,y) e R? : 0 <y < a} ve Dy =
{(x,0) € R?: 0 < x < a} dogru par¢alar: iizerinde q-regiilerdir denir. Ayrica, eger
lim h(q"z,q"y) := lim [lim h(¢"z,q¢"y)] = lim [lim h(q¢"x,¢"y)] = h(0,0)

n,k—oo n—oo k—oo - k—o0 n—00
(4.11)
oluyorsa h(x,y) fonksiyonuna (0,0) noktasinda q-regilerdir denir.

Uyar 4.2 Eger h(z,y) fonksiyonu D; = {(0,y) € R? : 0 < y < a} kiimesi, Dy =
{(2,0) e R?: 0 < = < a} kiimesi iizerinde ve (0,0) noktasinda q-regiiler degilse
(4.1) ile tanumlanan katl q-integrali dogru olmayabilir. Eger h(z,y), Dy ve Doy ii-
zerinde, ayrica (0,0) noktasinda q-regiiler ve bu noktalarda sifir degerini aliyorsa
(4.1) daima dogrudur.
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Uyar1 4.3 F(z,y), DiDyF(x,y) = h(x,y) ézelligini saglayan bir fonksiyon ol-

sSun.
z Yy

/ / h(s, t)d,td,s — F(z,y) (4.12)

0 0
olmasu igin yeterli kosul F(x,y) nin (0,0) noktasinda, D; = {(0,y) € R? : 0 < y < a},
Dy = {(2,0) e R?: 0 < x < a} eksen parcalar iizerinde q- regiiler olmast ve
F(z,y) nin q- regiiler noktalarda sifir degerini almasidir. Bu kogullar altinda

// (s,t)dtdys = F(z,y) = (1 —q) xyZZq"*khqqu) (4.13)

n=0 k=0
egitligi gecerlidir.

Ornek 4.1 F(z,y) = z2logy fonksiyonunu géz oniine alalvm. x > 0,

Y (1+q)logg
y >0 icin

qg—1 2
D*DYF = 1~ p%?| DYl
JDiF(z,y) (1—i—q)l0gq[ qx} g logy]
g1 1-¢° logg1

(1+q)logg1—q q—1y

y
= h(z,y) (4.14)

olur. Diger taraftan Jackson integralinden,

)

T Y T
d,t
//;dqtdqs = /Tq /sdqs
0 0

0 0
= 1
RO WD W
n=0
= (1—q)?% 221 +00,0<g<1  (4.15)
an

elde edilir.

)
—1
//h(s,t)dqtdqs = F(z,y) dogru olsaydi //; a j_ Jlova zlogy ol-
0 0

0
mas1 gerekirdi. Bu dogru degildir. Ciinkii F(x y) fonksiyonu D; eksen parcasi
tizerinde g-regiiler degildir. h(x,y) fonksiyonu D* = (0, a] x (0, a] iizerinde hem z
hem de y ye gore g-integrallenebilirse

z Yy Yy x
/ / h(s, t)dytd,s — / / h(s, t)d,sd,t (4.16)
0 0 0 0



oldugu goriilebilir.
Simdi

://hstdtds (4.17)

fonksiyonunu tanimlayalim. Katl g-integral tanimindan

F(z,y) = (1-q) wyZZq’"‘*’“hqmqy) (4.18)

n=0 k=0

yazabiliriz. Simdi hangi kogullar altinda

T Y

z oy
Dng//h(s,t)dqtdqs = //D h(s,t)d,td,s (4.19)
00 0

esitliginin dogru oldugunu gosterelim. x # 0 ve y # 0 igin basit bir hesapla
y
DyDYF(z,y) = D;DY / / h(s,t)d,td,s

= > Y [¢"*h(q"x, ¢*y) — qh(q"z,¢"y)

n=0 k=0
—qh(¢" 'z, ¢"y) + ¢Ph(q" z, ¢ y))
= h(z,y) (4.20)

elde edilir. Diger taraftan

Ty

h<87 qt) — h(S,t)
//Déh(s,t)dqtdqs = // (a1t dgtdys
00 00

B /1—qy2q[ ’fﬂ) o)),

(¢ —Ddky
= [ Soinsa) — s s (4.21)
> [h(s,qy) — h(s,¢"'y)] = h(s,y) — h(s, " y) (4.22)
k=0
dim > " h(s,q"y) = h(s.d"y) = his,y) — h(s,0) (4.23)



oldugu elde edilebilir. Buradan

r Yy z )
//Déh(s?t}dqtdqs - /Z[h(S,qky) - h<87qk+1y)]dq3
0 0 0 k=0

- / [h(s,) — h(s, 0)]dys

0

= (1-q) Zq (¢"z,y) — h(¢"z,0)]  (4.24)

ve son olarak (4.19) esitliginin sag tarafi igin

X Yy xT
/ / DiDU(s, )dytdys = / Dili(s, ) — h(s, 0)]dys
0

0 0
yazilabilir. Boylece agsagidaki lemmay1 verebiliriz:
Lemma 4.1 h(x,y) fonksiyonu D; = {(0,y) e R?: 0 < y < a},

Dy = {(2,0) e R?: 0 < x < a} ve (0,0) noktasinda g-regiiler olsun. Eger 1(0,y) =
h(z,0) = h(0,0) = 0 ise bu durumda

x Y z Y
D;Dg//h(s,t)dqtdqs = //D;Déh(s,t)dqtdqs (4.25)
0 0 0 0

dir.

4.2. ¢-Green Ozdesligi

Teorem 4.2 D = [0,a]x [0, a] kiimesi tizerinde u(x,y), v(x,y) reel degerli fonksi-
yonlar verilsin ve u,v, Djv, D¥u fonksiyonlar D iizerinde hem x hem de y ye
gore g-integrallenebilir olsun. Bu durumda

/ (z,y)d,x +v(x,y)dy = // Ju(z,y)|dyrdyy (4.26)

dir. Burada 0D, D dikddrtgeninin ¢evresinin pozitif yonde yonlendirilmis halidir.

Ispat. 9D = v, Uy, Uys Uy, olsuny, o =,y =0, 0 <t < a, da(t) =

dgt, dyy(t) = 0 olup buradan (4.26) nin sol tarafi 7, iizerinden hesaplanirsa
/u(:v,y)dqx +o(z,y)dy = /u(t,O)dqt (4.27)

71 0
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bulunur. Benzer sekilde v, : v =a, y =t, 0 <t < a,d,x(t) =0, dy(t) = dgt
i¢in hesaplama yapilirsa,

a

/u(m,y)dqx +v(z,y)dy = /v(a, t)d,t (4.28)

Y2

olur. Diger taraftan v, egrisi 753 : © = t, y = a,0 < t < a egrisinin ters yoénde
yonlendirilmis halidir. Boylece (3.34) den 73 iizerinde , d,y = 0, d,o = d,t
olacagindan

/u(m,y)dqm+v(x,y)dqy = —/u($,y)dqx—l—v(1:,y)dqy = —/u(t, a)d,t (4.29)

73 g

bulunur. Benzer sekilde v, egrisi v, : * = 0,y = ¢,0 <t < a egrisinin ters yonde
yonlendirilmig hali oldugundan ayni diisiinceyle

a

/u(az‘,y)dqx—i-v(a:,y)dqy > —/u(x,y)dq:c+v(x,y)dqy: —/U(O,t)dqt (4.30)

V4 Y1 0

bulunur. Boylece

/ (@, y)dy + o(x, y)d,y = / (u(t,0) + v(a,t) —u(t,a) — v(0, )]dyt  (4.31)

oD 0

elde edilmis olur. Diger taraftan (4.24) den

/ Dcfv(a:,y)dqxdqy://ng(x,y)dqxdqy:
D 0 0

ve

/ Diu(z,y)d,xdyy //Dua:ydxdqy—/ a) —u(t,0)]d,t (4.33)
0

yazilabilir. (4.32) ve (4.33) {in kullanilmasiyla

w(a,t) — v(0,)]dgt  (4.32)

O\Q

/ [Dyv(z,y)—Diu(z,y)|d,xdyy = /[v(a,t)—v((),t)—u(t,a)+u(t,0)]dqt (4.34)

bulunmus olur. (4.31) ve (4.34) kargilagtirihirsa (4.26) g-Green 6zdegliginin dogru
oldugu goriiliir. m

Uyar1 4.4 [18] Temel Kavramlarda reel degerli bir f(z,y) fonksiyonunun kismi
q- tirevleri verilmigti. Simdi kompleks degerli bir f(z) fonksiyonunun kismi q-
tirevlerini verelim. f(z) = f(x +iy) = u(z,y) + w(z,y) , D de tanmmlanmag
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kompleks degerli bir fonksiyon olsun. f(z) nin x ve y ye gore kismi q-tirevleri
siraswyla,

flx+iy) — flgz +iy)  ulz,y) +iv(r,y) —ulgz,y) — iv(gr,y)

S (e TR (EnE
= Dyau+1iDg v (4.35)
ve
. _ fla+ay) = fle+iqy)  u(e,y) +iv(z,y) —ulr, qy) —iv(z, qy)
Dy, f(2) = (1 —q)iy B (1—q)iy
= —iDg, u+ D,,v (4.36)

dir. Bu durumda f(z) nin z ve Z e gore kismi q-tirevleri siraswyla,

1 . 1 .
Dy f(2) = 5[Daaf(2) + Dy f(2)] = 5[Dgaf(2) = iDgy f(2)] (4.37)
_ 1 . 1 .

Dyf(2) = 5[Dgaf(2) = Dgy f(2)] = 5Dgaf (2) +iDgyf(2)] (4.38)
seklindedir. Burada Dy, ile D}, opeatdrleri arasinda Dy f(2) = —iDy, f(z2) ilis-
kist vardir. Boylece kompleks q- kismai tiirev operatérler:t sirasiyla

1 .
D7 = §(Dw —iDg,) (4.39)
_ 1 )
D; = §(Dq7x +iDyy) (4.40)

olarak verilebilir.

f(2), D de bir fonksiyon olsun. Eger D?f(z) = 0 oluyorsa bu durumda f(z)
fonksiyonuna D de g-analitiktir denir.

Ornek 4.2 f(z) = wjlif + ixy fonksiyonu q-analitik bir fonksiyondur.

Eger f(z) = u(z,y) + iv(z,y) fonksiyonu D de g-analitik bir fonksiyon ise tanim-
dan, u,v i¢in g-Cauchy Riemann sistemi

Dq,wu(xv y) = Dq,yv(xv y) ) Dq,yu<x7 y) = _DQ@U(zB? y) (441)

seklinde yeni halleriyle elde edilir. (4.41) den ve A, := A7 + AV = D7 D? + DYDY
den hareketle
Agu=0, Aju=0

g-Laplace denklemlerinin de gecerli oldugu goriilebilir.

Teorem 4.3 D ve 0D Teorem 4.2 deki gibi olsun. Eger f(z) = f(z + iy) =
uw(z,y) +iv(x,y) fonksiyonu z ve Z e gore kismi q-tirevlere sahip ve bu q-tirevler
q-integrallenebilir ise bu durumda

/ f(2)dyz = 2i / / DZ:f(2)dywdyy (4.42)
oD D
8! f(x)dz = —2i é / D: f(z)dgrdgy (4.43)

dir.
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Ispat. Teoremin ispat1 direkt hesapla goriilebilir. m

Tanmim 4.2 (4.42) ve (4.43) formiillerine kompleks dizlemde q-Gauss formiilleri
denir.

Uyar1 4.5 Eger kompleks degerli f(z) fonksiyonu D = [0,a] % [0, a] de g-analitik
ise bu durumda v = 0D olmak tizere D7 f(z) = 0 olup (4.42) den

/ F(2)dyz = 0 (4.44)

dar.

Eger f(z) ve g(z) Teorem 4.3’iin gartlarini saglayan kompleks degerli iki fonksiyon
ise (4.42) ve (4.43) in kullanmlmasiyla

/ F()dyz + gz / (DZf(z) - Dig(x)] dyrdyy  (4.45)

yazilabilir.

Uyar1 4.6 [5] numaral kaynakta f(z) nin z ve Z e gore kismi q-tirevleri sirasiyla

D.f = %{D;ff(z)—iMngf(z)}
D.f = %[Djf(z)JriMi’ijf(Z)]

seklinde verilmistir. Burada MY f(x,y) = f(x,qy) idi. Hatta f(z) nin q-analitikligi
Dzf = 0 geklinde tamimlanmastir. Fakat, Teorem 4.2 bu sartlarda kullanilamaz.
Clinkii tanimdaki M1 operatori f(z) fonksiyonunun tanwm kimesini degistirir.

Teorem 4.4 v(x,y) reel degerli fonksiyonu uygun bir D kiimesinde q-analitik bir
f(2) fonksiyonunun sanal kisma olsun ve Tanwm 4.1 ve Tanwm 2.1 deki ézellikleri
saglasin. Bu takdirde f(z) nin reel kisma olan u(x,y) fonksiyonu D, ,u(0,y) =0
kosulu altinda x # 0 , y # 0 i¢in,

u(w,y) = —Zq v(g"z,y) — v(q"x, qy)]

— lim w qu [U(q"x,qky) — U(O,qky)} +c  (4.46)

noee ¢ T
seklinde bulunabilir. Burada c keyfi reel sabittir.

Ispat. Ispat icin (4.41) esitliklerini, 0 noktasmdaki g-tiirev tanimi olan (2.1)
tanimini ve v fonksiyonunun g¢-harmonik oldugunu kullanacagiz. D, u(z,y) =
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D, ,v(z,y) ifadesinin her iki tarafinin 0 dan x e kadar birinci degiskene gore g-

integralini alalim,

/Dq,xu(ta y)dgt = u(z,y) —u(0,y) = /Dq,yv<ta y)dyt + ()

olur. Buradan her iki tarafin y ye gore ¢-tiirevinin alinmasiyla v, ¢-Laplace denk-
lemini saglayacagindan

Dq,yu<$7 y) —

Dq,yu(O,y) = /D v(t,y)d t‘f'quQD( )

= /D v(t,y)dgt + Dy yo(y)

— _Dq,zv(xa Y) + Dy 2v(0,y) + Dyy(y)

elde edilir. Bu durumda

olur ve buradan 0

Dq,y@(y) = _Dq,xv(oa y)

dan y ye birinci degigkene gore her iki tarafin ¢-integrali alinirsa

4 - - / D at(0, 8)d,t + ¢

olur. Son olarak u(x,y) fonksiyonu ise

u(z,y) =

x

y
/Dq,yv(t> y)dgt — /Dq,xv(()»t)dqt tc

Yy
ty) —o(t " s) —
/v( yi v(y, qy)dqt_/ i 202", 8) — (0, s)quJrc

n— o0 qnl’

0

~ Jim 120 > ¢ [v(g"z, q"y) —v(0,4"y)] + ¢

k=0

olup boylece (4.46) nin dogrulugu goriilmiis olur. m
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Ornek 4.3 v(z,y) = ax + by + ¢, (a,b,c reel sabitler) olsun. Bu fonksiyon q-har-
moniktir. v nin q-eglenigi (4.46) denu(zx,y) = bx — ay + k (k key fi reel bir sabit)
olarak bulunur. f(z) =bxr —ay + k + i(ax + by + ¢) fonksiyonu hem q-analitik,
hem de alisilmis anlamda analitiktir.

Ornek 4.4 v(z,y) = z(1 — y) kompleks diizlemde q-harmoniktir. Bu durumda (4.46)

dan v nin q-eglenigi u(z,y) = 1 ;x — y + ¢ olarak bulunur.
2 — 1
Dolaypswyla f(z) = 5o y+ c+iz(l —y) fonksiyonu q-analitiktir.
q
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde g-analitiklik, kompleks g¢-integraller ile ozellikleri, katli g-integraller
ve egrisel g-integral kavrami incelenmigtir. Katli g-integraller Jackson integral
tanimindan yararlanarak tanimlanmig ve tanimlanan bu kath ¢- integral yardi-
miyla orijinal ¢-Green formiilii elde edilmistir. Ayrica verilen iki bagimsiz degiskenli
reel degerli g-harmonik bir fonksiyonun g-egleniginin nasil bulunabilecegi verilmis-
tir.

Eger Cauchy integral formiiliiniin g-analogu elde edilebilirse, kompleks sinir deger
problemlerinin g-analizinde incelenmesi miimkiin olacaktir. Bu tezin amaglarin-
dan biri de bunun gibi ¢alismalara zemin hazirlamak olmustur.

Kompleks kismi tiirevli denklemlerde en basit sinir-deger problemi D = {z € C :
|z| < 1} birim diskinde

wy = 0, z€D
wlap = 7(2),7 € C(D,C) (5.1)

olarak verilmektedir. Bu Dirichlet probleminin ¢oziimii |z| < 1 olmak iizere

1 d¢
Y- W(C)lz_éc =0 (5.2)
<=1

kosulu altinda

w) =5 [ 2 53)
[¢I=1

seklindedir. Benzer sekilde diger bir sinir-deger problemi

Wz = O, z€D
Rewlopy(2),Imw(0) = ¢ ve€ C(D,R) (5.4)

Schwarz sinir-deger problemidir. Bu problemin ¢6ziimii ise kogulsuz olarak

wD) =g [T E ie (5.5)
I¢1=1

olarak verilir. Sinir-deger problemleri hakkinda detayh bilgi i¢in [7] kaynagma
bakilabilir. Buradan da goriildiigii gibi problemlerin ¢oziimleri Cauchy tipi komp-
leks integraller yardimiyla verilmektedir. Eger Cauchy integral formiiliiniin ¢-
Analizinde karsiligi bulunabilirse (5.1) ve (5.4) gibi problemlerin g-analizinde in-
celenmesi yapilabilir.
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