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ÖZET 

 

Kompleks q-İntegraller ve Bazı Özellikleri 

 

AYDIN, Mustafa 

Kırıkkale Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı, Doktora tezi 

Danışman: Prof. Dr. Kerim KOCA 

Kasım 2017, 64 sayfa 

 

 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde tezin amacı açıklanmış ve kaynaklar hakkında genel bilgiler 

verilmiştir. İkinci bölümde ise önce q-Analizinde bazı temel tanım ve kavramlar 

açıklanmış, daha sonra bu bölümün alt başlıklarında q-analitik Binom fonksiyonu, q-

analitik polinom fonksiyonu için q-Taylor formülü, q-analitik fonksiyonların q-

Laurent açılımı, q-Laplace operatörü, genelleştirilmiş analitik fonksiyon olarak q-

analitik fonksiyon, kompleks q-analitik fraktallar ve çift katlı Mellin seri genişletmesi 

incelenmiştir. Üçüncü bölümde kompleks q-integraller ve bazı örnekler verilmiş, bu 

bölümün alt başlıklarında kompleks q-integrallerin bazı özellikleri ile birinci ve ikinci 

tipten kompleks eğrisel q-integraller verilmiştir. Dördüncü bölümde katlı q-integral 

kavramı verilmiş ve q-Green özdeşliğinin yeni bir formu elde edilmiştir. 

Son olarak beşinci bölümde tezde yapılanlar hakkında kısa bir bilgi verilip konu ile 

ilgili daha ileri aşamalarda neler yapılabileceği hakkında açıklamalarda 

bulunulmuştur. 

 

 

Anahtar Kelimeler: q-analiz, q-türev, q-integral, q-analitik fonksiyonlar, kompleks 

   eğrisel q-integral, kompleks q-integral, q-Green özdeşliği  
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ABSTRACT 

 

Complex q-Integrals and Their Some Properties 

 

AYDIN, Mustafa 

Kırıkkale University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics, Ph. D. Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. Kerim KOCA 

November 2017, 64 pages 

 

 

This thesis consists of five chapters. 

Information about the purpose of the thesis and resources are given in the first chapter. 

In the second chapter, some information and concepts about q-Analysis are explained 

firstly, then in the subsections of this chapter, q-analytic Binom function, q-Taylor 

formula for the q-analytic polynomial function, q-Laurent expansion for q-analytic 

functions, q-Laplace operator, q-analytic function as generalized analytic function, 

complex q-analytic fractals, double Mellin series expansion are presented. 

Complex q-integrals and some examples are given in the third chapter. And in 

subsections of this chapter, some properties of complex q-integrals and the definition 

of the first and the second type complex line q-integrals are given. 

In the fourth chapter, the multiple q-integral and a new form of q-Green's identity is 

observed. 

In the last chapter, a brief information about subjects mentioned in the thesis is given. 

And then some explanations are given about what to do in advanced. 

 

 

Key Words: q-calculus, q-derivative, q-integral, q-analytic functions, complex q-Line  

          integral, complex q-integral, q-Green's identity 
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1. G·IR·IŞ

q-Analizinin esas ortaya ç¬k¬̧s noktas¬, do¼gadaki ve teknolojideki kesikli olaylar¬n
araşt¬r¬lmas¬d¬r. q-Analizi son y¬llarda özellikle Matematik, Fizik ve Mühendislik
gibi birçok bilim dal¬n¬n araşt¬rma konular¬aras¬nda önemli bir yer tutmaktad¬r.
Klasikte verilen birçok teori ve metotlar q-Analizine geni̧sletilerek önemli sonuçlar
elde edilmi̧stir. Bu tezin temel konular¬ndan biri de q-analitik fonksiyonlar olup
bu fonksiyon s¬n¬f¬n¬n önemli özellikleri incelenmi̧stir. Klasik anlamda analitik
fonksiyonlar¬n kuvvet serilerine aç¬labilmesi, bu fonksiyonlar¬n Newton taraf¬n-
dan mekanik problemlerin çözümünde kullan¬lmas¬n¬ sa¼glam¬̧st¬r. D�Alambert
ve Euler hidrodinamik problemler üzerine olan çal¬̧smalar¬nda Cauchy-Riemann
denklem sistemi olarak bilinen ux = vy , uy = �vx denklem sisteminin çözümünün
kompleks de¼gerli bir analitik fonksiyonun reel ve sanal k¬s¬mlar¬oldu¼gunu gör-
müşlerdir. Tezin ilerleyen bölümlerinde ise q-analitik Binom fonksiyonunun ge-
nelleştirilmi̧s bir analitik fonksiyon oldu¼gu ve @�Bar probleminin bir çözümü
oldu¼guna yer verilmi̧stir.

q-Analizinde türev ve integral kavramlar¬klasik anlamdakilere benzer şekilde bir
q parametresine göre tan¬mlanmaktad¬r ve bu tezde 0 < q < 1 olarak al¬n-
m¬̧st¬r. Limit olarak q ! 1� yaklaş¬m¬nda q-analizindeki sonuçlar klasik analizdeki
sonuçlara indirgenmektedir. Örne¼gin reel bir f(x) fonksiyonunun q-türevi

Dqf(x) =
f(x)� f(qx)
(1� q)x

şeklinde verilir ki q ! 1� yaklaş¬m¬alt¬nda bu türev klasikteki f 0(x) türevine
dönüşür. Ayn¬durum q-integral kavram¬için de geçerlidir. [1] kayna¼g¬nda Jackson
integrali olarak bilinen

aZ
0

f(t)dqt := (1� q)
1X
n=0

aqnf(aqn)

integrali için

lim
q!1�

aZ
0

f(t)dqt =

aZ
0

f(t)dt

eşitli¼ginin geçerli oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Ayr¬ca q-analizinin metotlar¬ kullan¬larak q-fark denklemleri teorisi de geli̧sti-
rilmi̧stir. Bu tezde k¬saca q-fark denklemlerine de yer verilmi̧s, [5] kayna¼g¬nda q-
fark denklemlerinin çözümlerinin birer q-analitik fonksiyon oldu¼gundan bahsedil-
mi̧stir.

Bu tezdeki temel araşt¬rma konular¬ndan ikisi, daha önce çok incelenmemi̧s kavram-
lar olan kompleks q-integral ve kompleks q-e¼grisel integral kavramlar¬d¬r. Tezin

1



ilerleyen bölümlerinde bu önemli iki kavram incelenmi̧s ve baz¬ yeni sonuçlar¬
ortaya konmuştur.
Son olarak Jackson integralinden yararlanarak katl¬q-integral kavram¬verilmi̧s,
ard¬ndan katl¬ q-integralleri için q-Green özdeşli¼gi elde edilmi̧stir. Ayr¬ca reel
de¼gerli q-harmonik bir fonksiyon verildi¼ginde bu fonksiyonun harmonik q-eşleni¼gi-
nin nas¬l bulunabilece¼gine dair bir de teorem verilmi̧stir.

1.1.Tezin Amac¬

Bu tezin temel amac¬q-analitik fonksiyonlar¬n temel yap¬s¬ile özelliklerini ortaya
koymak ve kompleks q-integral ile kompleks q-e¼grisel integral kavramlar¬üzerinde
durmakt¬r. E¼ger klasik analizde çok önemli bir yere sahip olan Cauchy integral for-
mülünün q-analizindeki kaŗs¬l¬¼g¬bulunabilirse baz¬kompleks k¬smi türevli denk-
lemler için verilen s¬n¬r-de¼ger problemlerinin de q-analoglar¬ elde edilebilir. Bu
durum ileri bir araşt¬rma konusudur. Hatta q-analitik fonksiyonlar¬n seri aç¬l¬m¬n-
dan hareketle bir kompleks q-integralin rezidü (ya da q-rezidü) yard¬m¬yla nas¬l
hesaplanaca¼g¬da ele al¬nabilir.

Bu tezin amaçlar¬ndan biri de bunun gibi araşt¬rma konular¬na zemin haz¬rla-
makt¬r.

1.2. Kaynak Özeti

Bu tezin haz¬rlanmas¬nda [1], [3], [4] ve [5] kaynaklar¬temel al¬nm¬̧st¬r. Bu kay-
naklardan özellikle q-türev, q-integral kavramlar¬ile ilgili teorik bilgiler, teoremler
ve baz¬sonuçlar incelenmi̧stir. [4] kayna¼g¬nda zaman skalas¬nda e¼grisel integral-
ler incelenmi̧s olup tezde bu kaynaktan yararlanarak kompleks q-e¼grisel integral
kavram¬verilmi̧stir. [5] nolu kaynaktan q-analitiklik kavram¬incelenmi̧s ve çeşitli
özelliklerine yer verilmi̧stir.

Konulara geni̧slik kazand¬rmas¬ bak¬m¬ndan di¼ger kaynaklar da incelenmi̧s, bu
incelemeler ¬̧s¬¼g¬nda yeni sonuçlar elde edilmeye çal¬̧s¬lm¬̧st¬r [13] nolu kaynak
araşt¬rmalar¬m¬za uygun olmas¬ bak¬m¬ndan incelenmi̧s fakat elde etmek iste-
di¼gimiz Cauchy integral formülünün q-analizindeki kaŗs¬l¬¼g¬n¬n bu kaynakta elde
edilmedi¼gi görülmüştür. Ayr¬ca [14] nolu kaynakta klasik anlamdaki Cauchy in-
tegral formülünün n: Basamaktan q-türevinin nas¬l elde edilece¼gi incelenmi̧stir.

Tezin haz¬rlanmas¬nda kullan¬lan di¼ger kaynaklardaki kavramlar, tezin amaçla-
r¬na uygun olup olmad¬¼g¬çerçevesinde incelenmi̧s ve q-analizinin oldukça geni̧s
bir alana uygulanabilece¼gi kan¬s¬na var¬lm¬̧st¬r.
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·Incelenen kaynaklara genel olarak bak¬ld¬¼g¬nda kompleks q-analitiklik kavram-
lar¬n¬n farkl¬̧sekillerde tan¬mland¬¼g¬görülür Örne¼gin [19] kayna¼g¬nda q = 1 olmas¬
hali incelenmi̧s ve q-analitik fonksiyon kavram¬ yerine "monodifrik fonksiyon"
kavram¬kullan¬lm¬̧st¬r. [5] kayna¼g¬nda yatay ve düşey şeritler üzerinde q-analitiklik
tan¬mlanm¬̧s fakat bu çal¬̧smada q-e¼grisel integral kavram¬ incelenmemi̧stir. Bu
yay¬nda daha çok q-analitik fonksiyonlar¬n baz¬�ziksel özellikleri üzerinde durul-
muştur.

[20] nolu kaynakta ise bir f(z) kompleks fonksiyonunun bir z 2 C noktas¬ndaki
q-analitikli¼gi, f(z) nin reel eksen ve sanal eksen yönündeki de¼gi̧simlerinin eşit
olmas¬ olarak tan¬mlanm¬̧s ve yeni kompleks q-e¼grisel integral tan¬m¬verilerek
dikkate de¼ger sonuçlar ortaya konulmuştur. Burada dikkate de¼ger bir sonuç da
bir kaynaktaki tan¬ma göre q-analitik olan bir fonksiyonun, di¼ger bir kaynaktaki
q-analitiklik tan¬m¬na göre q-analitik olmamas¬d¬r. Ayr¬ca incelenen kaynaklarda
kompleks q-e¼grisel integraller de farkl¬farkl¬tan¬mlanmaktad¬r. Fakat klasikteki
Cauchy teoremi, farkl¬tan¬mlanan kompleks q-e¼grisel integraller için geçerli ol-
maktad¬r.
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Temel Kavramlar

Tan¬m 2.1 a 2 C olmak üzere

[a]q =
1� qa
1� q , q 2 C� f1g

ifadesine a n¬n q-analo¼gu denir. Burada qa = ea log q olup kompleks logaritma
fonksiyonunun esas dal¬göz önüne al¬nmal¬d¬r.
n = 1; 2; ::: için q-faktöriyel

[n]q! = [n]q[n� 1]q : : : [1]q ; [0]q! = 1

olarak tan¬mlan¬r. q-Binom katsay¬lar¬ise�
n

k

�
q

=
[n]q!

[n� k]q![k]q!
=

(1� q)n
(1� q)n�k(1� q)k

şeklinde tan¬mlan¬p burada (1� q)n = (1� q)(1� q2):::(1� qn) dir.

Tan¬m 2.2 D � C alt kümesi ve � 2 R sabit say¬s¬ verilsin. E¼ger her z 2 D
için �z 2 D oluyorsa D ye ��geometrik küme denir.

E¼ger D � C alt kümesi bir ��geometrik küme ise bu takdirde her z 2 D için D
kümesi (z�n)10 formundaki tüm dizileri içerir.

D � C, q-geometrik bir küme ve f(z); D üzerinde tan¬mlanm¬̧s bir kompleks
fonksiyon olsun. Bu durumda f(z) nin q-türevi

Dqf(z) : =
f(qz)� f(z)
(q � 1)z ; z 2 D n f0g; jqj < 1

Dqf(0) : = lim
n!1

f(qnz)� f(0)
qnz

; z 2 D n f0g (2.1)

olarak tan¬mlanmaktad¬r. (Bak¬n¬z [3])
Ayr¬ca f(z) fonksiyonu s¬f¬r noktas¬nda sürekli ise fonksiyonun bu noktadaki
klasik türevi ile q-türevi çak¬̧s¬r.
D � R2 alt bölgesinde u = f(x; y) fonksiyonu verilsin. 0 < q < 1 için (qnx; qny) 2
D olmak üzere u nun x ve y ye göre k¬smi q-türevleri s¬ras¬yla

Dx
qu(x; y) =

u(qx; y)� u(x; y)
(q � 1)x ; x 6= 0 (2.2)

Dy
qu(x; y) =

u(x; qy)� u(x; y)
(q � 1)y ; y 6= 0 (2.3)

olarak verilir.
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Tan¬m 2.3 f(x) tek de¼gişkenli reel bir fonksiyon olmak üzere

dqf(x) = f(qx)� f(x) = [Dx
q f(x)]dqx (2.4)

ifadesine f(x) in q-diferensiyeli denir. Burada dqx = (q � 1)x dir.

x ve y reel de¼gi̧skenler olmak üzere kompleks de¼gerli bir fonksiyonun q-diferen-
siyeli

dqf(x; y) = f(qx; qy)� f(x; y) (2.5)

dir. Bu eşitli¼gi

dqf(x; y) = [M
y
qD

x
q f(x; y)]dqx+ [D

y
qf(x; y)]dqy (2.6)

şeklinde de yazabiliriz. My
q operatörü ise M

y
q F (x; y) = F (x; qy) şeklinde tan¬m-

lanmaktad¬r. (2.6) eşitli¼ginin do¼grulu¼gunu görelim.

[My
qD

x
q f(x; y)]dqx = My

q

�
f(qx; y)� f(x; y)

(q � 1)x

�
= f(qx; qy)� f(x; qy) (2.7)

[Dy
qf(x; y)]dqy = f(x; qy)� f(x; y) (2.8)

olup (2.7) ve (2.8) toplan¬rsa f(qx; qy) � f(x; y) = dqf(x; y) elde edilir. Benzer
şekilde kompleks de¼gerli bir f(x; y) fonksiyonunun q-diferensiyeli

dqf(x; y) = [D
x
q f(x; y)]dqx+ [M

x
qD

y
qf(x; y)]dqy (2.9)

eşitli¼gi ile de verilebilir.
z = x + iy; z = x � iy de¼gi̧skenlerinin q-diferensiyelleri dqz = dqx + idqy ve
dqz = dqx� idqy olarak verilir. Buradan dqz = (q � 1)z ve dqz = (q � 1)z oldu¼gu
görülebilir.
Bir kompleks de¼gerli f(x; y) fonksiyonunun q-diferensiyeli için

dqf(x; y) = [M
y
qD

z
qf ]dqz + [M

y
qD

z
qf ]dqz (2.10)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. BuradaDz
q veD

z
q operatörleri kompleks k¬smi q-türev operatörleri

olup bu operatörler

Dz
q =

1

2
(Dx

q � iM
y
1=qD

y
q ) (2.11)

Dz
q =

1

2
(Dx

q + iM
y
1=qD

y
q ) (2.12)

dir. Gerçekten

(My
qD

z
qf)dqz = My

q

�
1

2
(Dx

q f � iM
y
1=qD

y
qf)

�
dqz

=
1

2

f(qx; qy)� f(x; qy)
x

(x+ iy)

�1
2

f(x; qy)� f(x; y)
y

(ix� y) (2.13)
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olur. Benzer şekilde

(My
qD

z
qf)dqz =

1

2

f(qx; qy)� f(x; qy)
x

(x� iy) + 1
2

f(x; qy)� f(x; y)
y

(ix+ y)

(2.14)
elde edilir. (2.13) ve (2.14) taraf tarafa toplan¬rsa

(My
qD

z
qf)dqz + (M

y
qD

z
qf)dqz = f(qx; qy)� f(x; y) = dqf(x; y)

bulunur. (2.11) ve (2.12) ile verilen kompleks k¬smi q-türev operatörleri

Dz
q =

1

2
(Mx

1=qD
x
q � iDy

q ); D
z
q =

1

2
(Mx

1=qD
x
q + iD

y
q ) (2.15)

olarak yeniden yaz¬labilir. Bu durumda f(x; y) nin q-diferensiyelinin

dqf(x; y) = (M
x
qD

z
qf)dqz + (M

x
qD

z
qf)dqz (2.16)

olarak yeniden yaz¬labilece¼gi görülebilir.

Tan¬m 2.4 [5]·Iki reel de¼gişkenli kompleks de¼gerli bir f(x; y) fonksiyonu uygun
bir bölgede

Dz
qf(x; y) =

1

2
[Dx

q f(x; y) + iM
y
1=qD

y
qf(x; y)] = 0 (2.17)

eşitli¼gini sa¼glarsa f(x; y) fonksiyonuna q-analitiktir denir. Bu durumda f(x; y)
fonksiyonu q-analitik ise f(x; y) nin q-diferensiyeli

dqf(x; y) = (M
y
qD

z
qf(x; y))dqz (2.18)

olur. q ! 1� için limit al¬n¬rsa bu tan¬m

@f

@z
=
1

2

�
@

@x
+ i

@

@y

�
f = 0 (2.19)

standart analitiklik koşuluna iner.

Gerçekten

lim
q!1

Dx
q f(x; y) = lim

q!1

f(qx; y)� f(x; y)
(q � 1)x (qx = t de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa)

= lim
q!1

xft(qx; y)

x
= lim

q!1
ft(qx; y)

= fx(x; y) ;

lim
q!1

My
1=qD

y
qf(x; y) = lim

q!1
My
1=q

f(x; qy)� f(x; y)
(q � 1)y

= lim
q!1

f(x; y)� f(x; y=q)
(q � 1)y=q (y=q = t denilirse)

= lim
q!1

�ft(x; y=q)(�y=q2)
y=q2

= lim
q!1

ft(x; y=q)

= fy(x; y)
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olup (2.17) eşitli¼gi @f
@z
= 1

2

�
@f
@x
+ i@f

@y

�
klasikteki kompleks k¬smi türev opera-

törüne dönüşür.

Tan¬m 2.5 [5]

Dz
qf(x; y) =

1

2
[Dx

q f(x; y)� iM
y
1=qD

y
qf(x; y)] = 0 (2.20)

eşitli¼gini sa¼glayan kompleks de¼gerli f(x; y) fonksiyonuna q-antianalitik fonksiyon
denir. Böylece q-antianalitik bir f(x; y) fonksiyonunun q-diferensiyeli

dqf(x; y) = (M
y
qD

z
qf(x; y))dqz (2.21)

olur.

Uyar¬2.1 (2.15) ve (2.16) eşitlikleri göz önüne al¬nd¬¼g¬nda f(x; y) q-analitik ise

Dz
qf =

1

2
(Mx

1=qD
x
q f + iD

y
qf) = 0 (2.22)

ve f(x; y) q-antianalitik ise

Dz
qf =

1

2
(Mx

1=qD
x
q f � iDy

qf) = 0 (2.23)

olduklar¬görülebilir.

Tan¬m 2.6 Aq(qz) = Aq(z) eşitli¼gini sa¼glayan Aq(z) fonksiyonuna z ye göre q-
peri-yodik, Aq(qz) = Aq(z) eşitli¼gini sa¼glayan Aq(z) fonksiyonuna ise z e göre
q-periyodik fonksiyon denir.

q-periyodik bir fonksiyon, klasik anlamdaki sabit fonksiyonun rolünü oynamak-
tad¬r. Yani Dz

qf = 0 eşitli¼gini sa¼glayan bir f(z) q-analitik fonksiyonu için f(z) +
Aq(z) fonksiyonu da q-analitiktir. Çünkü Dz

qAq(z) = 0 d¬r. Örne¼gin f(z),

f(z) =
1X

n=�1
g(qnz) = :::+ g(q�2z) + g(q�1z) + g(z) + g(qz) + g(q2z) + :::

şeklinde bir gösterilime sahipse

f(qz) =

1X
n=�1

g(qn+1z) = :::g(q�1z) + g(z) + g(qz) + g(q2z) + :::

= f(z)

olup f(z), q-periyodik olur.
(2.17) eşitli¼ginden q-analitik bir fonksiyon için

Dx
q f(x; y) = �iM

y
1=qD

y
qf(x; y)
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yaz¬labilir. f(x; y) kompleks de¼gerli fonksiyonunu f(x; y) = u(x; y) + iv(x; y) for-
munda yazarsak

Dx
q [u(x; y) + iv(x; y)] = �iM

y
1=qD

y
q [u(x; y) + iv(x; y)]

yaz¬labilir. Buradan

Dx
qu(x; y) + iD

x
q v(x; y) =

h
�iMy

1=qD
y
qu(x; y) +M

y
1=qD

y
qv(x; y)

i
elde edilir ki reel ve sanal k¬s¬mlar¬n eşitli¼ginden

Dx
qu(x; y) =M

y
1=qD

y
qv(x; y) , D

x
q v(x; y) = �M

y
1=qD

y
qu(x; y) (2.24)

q-Cauchy Riemann denklem sistemi bulunur. Benzer olarak (2.22) eşitli¼ginden ise
f(x; y) q-analitik fonksiyonu için

Dz
qf(x; y) =

1

2

�
Mx
1=qD

x
q f(x; y) + iD

y
qf(x; y)

�
= 0)

Mx
1=qD

x
q f(x; y) = �iDy

qf(x; y))
Mx
1=qD

x
q [u(x; y) + iv(x; y)] = �iDx

q [u(x; y) + iv(x; y)])
Mx
1=qD

x
qu(x; y) + iM

x
1=qD

x
q v(x; y) = �iDy

qu(x; y) +D
y
qv(x; y)

olur ki buradan

Mx
1=qD

x
qu(x; y) = D

y
qv(x; y) ; M

x
1=qD

x
q v(x; y) = �Dy

qu(x; y) (2.25)

q-Cauchy Riemann denklem sisteminin bir di¼ger gösterilimi elde edilir. (2.25) de
u ile v, x ile y nin rolleri ayn¬anda de¼gi̧stirilirse (2.24) elde edilir.

x de¼gi̧sken bir de¼ger olmak üzere bir reel f fonksiyonun [0; x] aral¬¼g¬ndaki Jackson
q-integrali x e ba¼gl¬olarak

xZ
0

f(t)dqt = (1� q)x
1X
n=0

qnf(xqn) (2.26)

olarak verilir. [a; b] aral¬¼g¬ndaki Jackson q-integrali için

bZ
a

f(t)dqt =

bZ
0

f(t)dqt�
aZ
0

f(t)dqt (2.27)

özelli¼gi geçerlidir.

Uyar¬2.2 Tezde kullan¬lan q-Analizi ile ilgili di¼ger kavramlar tez içinde yeri
geldi¼ginde verilecektir.
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2.2. q-Analitik Binom Fonksiyonu

Gauss Binom Formülünün q-analo¼gu

(x+ y)nq = (x+ y)(x+ qy)(x+ q2y):::(x+ qn�1y)

=

nX
k=0

�
n

k

�
q

q
k(k�1)

2 xn�kyk (2.28)

şeklinde verilir. Burada y yerine iy yazarak

(x+ iy)nq = (x+ iy)(x+ iqy):::(x+ iq
n�1y) =

nX
k=0

�
n

k

�
q

q
k(k�1)

2 ikxn�kyk (2.29)

kompleks q-Binom formülü elde edilir.

Do¼grudan hesapla

Dz
q(x+ iy)

n
q = 0 (2.30)

ve

Dz
q(x+ iy)

n
q = [n]q (x+ iy)

n�1
q (2.31)

oldu¼gu görülebilir. Gerçekten (2.11) ve (2.12) eşitliklerinde f(x; y) = (x + iy)nq
al¬n¬rsa

Dx
q (x+ iy)

n
q =

(qx+ iy)nq � (x+ iy)nq
(q � 1)x

=
(qx+ iy)(qx+ iqy):::(qx+ iqn�1y)� (x+ iy)(x+ iqy):::(x+ iqn�1y)

(q � 1)x

=
(qx+ iy)qn�1(x+ iy)(x+ iqy):::(x+ iqn�2y)

(q � 1)x

��(x+ iy)(x+ iqy):::(x+ iq
n�2y)(x+ iqn�1y)

(q � 1)x

=
(x+ iy)(x+ iqy):::(x+ iqn�2y) [(qx+ iy)qn�1 � (x+ iqn�1y)]

(q � 1)x

=
(x+ iy)(x+ iqy):::(x+ iqn�2y) [qnx+ iqn�1y � x� iqn�1y]

(q � 1)x

=
(x+ iy)(x+ iqy):::(x+ iqn�2y) [qn � 1]

(q � 1)
= (x+ iy)n�1q [n]q (2.32)

ve
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Dy
q (x+ iy)

n
q =

(x+ iqy)nq � (x+ iy)nq
(q � 1)y

=
(x+ iqy)(x+ iq2y):::(x+ iqn�1y)(x+ iqny)

(q � 1)y

�(x+ iy)(x+ iqy):::(x+ iq
n�1y)

(q � 1)y

=
(x+ iqy)(x+ iq2y):::(x+ iqn�1y) [x+ iqny � x� iy]

(q � 1)y

= i
(x+ iqy)(x+ iq2y):::(x+ iqn�1y) [qn � 1]

(q � 1)

My
1=qD

y
q (x+ iy)

n
q = i

(x+ iy)(x+ iqy):::(x+ iqn�2y) [qn � 1]
(q � 1)

= i(x+ iy)n�1q [n]q (2.33)

olup böylece (2.32) ve (2.33) eşitlikleri (2.11) de yerine yaz¬l¬rsa

Dz
q(x+ iy)

n
q =

1

2

h
Dx
q (x+ iy)

n
q + iM

y
1=qD

y
q (x+ iy)

n
q

i
=

1

2

�
(x+ iy)n�1q [n]q � (x+ iy)n�1q [n]q

�
= 0

elde edilir. Benzer şekilde (2.32) ve (2.33) eşitliklerini

Dz
q(x+ iy)

n
q =

1

2

h
Dx
q (x+ iy)

n
q � iM

y
1=qD

y
q (x+ iy)

n
q

i
eşitli¼ginde yerine yazarsak

Dz
q(x+ iy)

n
q =

1

2

�
(x+ iy)n�1q [n]q + (x+ iy)

n�1
q [n]q

�
= [n]q(x+ iy)

n�1
q

elde edilir.Böylece f(x; y) = (x + iy)nq fonksiyonu q-analitik bir fonksiyondur.
Buradan fonksiyonun q-diferensiyeli ise

dq(x+ iy)
n
q = My

qD
z
q(x+ iy)

n
q ]dqz + [M

y
qD

z
q(x+ iy)

n
q ]dqz

= [My
qD

z
q(x+ iy)

n
q ]dqz

= My
q ([n]q(x+ iy)

n�1
q )dqz

= [n]q(x+ iqy)
n�1
q dqz (2.34)

olur.Ayr¬ca (x+ iy)nq fonksiyonunun kompleks eşleni¼gi olan (x� iy)nq için Dz
q(x�

iy)nq = 0 olup (x� iy)nq fonksiyonu q-antianalitiktir.
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f(x; y) = u(x; y) + iv(x; y) foknksiyonu q-analitik ise (2.18) eşitli¼ginin sa¼glan¬p
sa¼glanmad¬¼g¬n¬kontrol edelim. (2.24) q-Cauchy-Riemann denklem sisteminden

Dx
qu =M

y
1=qD

y
qv )My

qD
x
qu = D

y
qv;

Dx
q v = �M

y
1=qD

y
qu)My

qD
x
q v = �Dy

qu

olup buradan

[My
qD

z
qf(x; y)]dqz =

1

2
My
q [D

x
q (u+ iv)� iM

y
1=qD

y
q (u+ iv)]dqz

=
1

2
My
q [D

x
qu+ iD

x
q v � iM

y
1=qD

y
qv]dqz

=
1

2
[My

qD
x
qu| {z }

Dy
q v

+Dy
qv + i(M

y
qD

x
q v| {z }

�Dy
qu

�Dy
qu)]dqz

= [Dy
qv � iDy

qu](q � 1)(x+ iy)

bulunur. Burada

My
qD

x
q v =

v(qx; qy)� v(x; qy)
(q � 1)x = �u(x; qy) + u(x; y)

(q � 1)y = �Dy
qu

ve

My
qD

x
qu =

u(qx; qy)� u(x; qy)
(q � 1)x =

v(x; qy)� v(x; y)
(q � 1)y = Dy

qv

olup bu eşitlikler yerine yaz¬l¬rsa

[My
qD

z
qf(x; y)]dqz = f(qx; qy)� f(x; y) = dqf(x; y)

elde edilir.

2.3. q-Analitik Polinom Fonksiyonu ·Için q-Taylor Formülü

n. dereceden kompleks de¼gerli q-analitik polinom fonksiyonu Pn(z; q)�nun q-Taylor
aç¬l¬m¬

Pn(z; q) =

nX
k=0

(Dk
zPn)(0)

(x+ iy)kq
[k]q!

(2.35)

dir. Klasikte Taylor Polinomu Pn(z) =
Pn

k=0
Pkn (0)z

k

k!
idi.

ak =
(Dk

zPn)(0)

[k]q!

dersek (2.35) eşitli¼gi

Pn(z; q) =

nX
k=0

ak(x+ iy)
k
q (2.36)
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olur. (2.36) da n!1 için limit al¬n¬rsa

f(z; q) =
1X
k=0

ak(x+ iy)
k
q =

1X
k=0

(Dk
zf)(0)

(x+ iy)kq
[k]q!

(2.37)

q-analitik fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon için Dz
qf(z) = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

0 < q < 1 olmak üzere
x2 + q2ny2 � x2 + y2

eşitsizli¼gi geçerlidir. Buradan

��(x+ iy)nq �� � j(x+ iy)nj )
�����
1X
n=0

an(x+ iy)
n
q

����� �
1X
n=0

janj (x+ iy)n

olur. Gerçekten;

��(x+ iy)(x+ iqy)(x+ iq2y):::(x+ iqn�1y)�� = jx+ iyj jx+ iqyj :::
��x+ iqn�1y��

=
p
x2 + y2

p
x2 + q2y2:::

p
x2 + q2n�2y2

�
p
x2 + y2

p
x2 + y2:::

p
x2 + y2

=
p
(x2 + y2)n = j(x+ iy)nj

dir.
Ayr¬ca f(z) analitik fonksiyonunun 0 noktas¬ komşulu¼gundaki Taylor aç¬l¬m¬
klasikte

f(z) =
1X
k=0

akz
k

olup serinin yak¬nsakl¬k bölgesi jzj < limk!1

��� akak+1

��� = L dir. Yani L yar¬çapl¬bir
disktir.

f(z; q) q-analitik fonksiyonunun (2.37) ile verilen q-Taylor aç¬l¬m¬n¬n yak¬nsakl¬k
bölgesini inceleyelim:

f(z; q) =
1X
k=0

ak(x+ iy)(x+ iqy):::(x+ iq
k�1y) fonksiyonu için uk = ak(x+ iy)(x+

iqy):::(x+ iqk�1y) dersek

lim
k!1

����uk+1uk
���� = lim

k!1

����ak+1(x+ iy)(x+ iqy):::(x+ iqky)ak(x+ iy)(x+ iqy):::(x+ iqk�1y)

����
= lim

k!1

����ak+1ak
���� :(x+ iqky) ; jqj < 1

= R: jxj < 1

, jxj < 1

R
= L ;L > 0

elde edilir. Yani y ekseni boyunca �L < x < L ile s¬n¬rl¬bir şerit elde edilir.
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Uyar¬2.3 n pozitif bir tam say¬ve f fonksiyonu x = 0 noktas¬nda n: basamaktan
türeve sahip olsun. Bu durumda

Dn
q f(0) = lim

x!0
Dn
q f(x) =

f (n)(0)

n!
:
(q; q)n
(1� q)n (2.38)

eşitli¼gi geçerlidir. (Bak¬n¬z [12])

Analitik f fonksiyonunun klasik anlamdaki Taylor aç¬l¬m¬nda katsay¬lar

ak =
f (k)(0)

k!

d¬r. q-analitik f(z; q) fonksiyonunun q-Taylor aç¬l¬mdaki katsay¬lar ise

aqk =
Dk
q;zf(0)

[k]q!

dir. Dk
q;zf(0) yerine eşiti olan

f (k)(0)
k!
: (q;q)k
(1�q)k yaz¬l¬rsa

aqk =

f (k)(0)
k!
: (q;q)k
(1�q)k

[k]q!
=
fk(0)

k!
= ak

olup bu katsay¬lar klasikteki Taylor aç¬l¬m¬n¬n katsay¬lar¬ile çak¬̧sm¬̧s olur.Burada

(q; q)k
(1� q)k =

(1� q)(1� q2):::(1� qk)
(1� q)k

=
(1� q)
1� q

(1� q2)
1� q :::

(1� qk)
1� q

= [1]q[2]q:::[k]q

= [k]q!

oldu¼guna dikkat edilmelidir. O halde bir q-analitik fonksiyonun z = 0 noktas¬nda
her basamaktan klasik anlamda türevi varsa bu taktirde 0 noktas¬komşulu¼gun-
daki Taylor aç¬l¬m¬nda ortaya ç¬kan kuvvet serisindeki katsay¬lar ile q-Taylor
aç¬l¬m¬ndaki katsay¬lar ayn¬d¬r.

Yar¬çap¬R olan bir DR = fz 2 C : jzj < Rg diskinin içinde kompleks de¼gerli
analitik bir f(z) fonksiyonu için @f(z)

@z
= 0 olup

f(z) =

1X
n=0

anz
n

Taylor aç¬l¬m¬mevcuttur. q-analitik bir f(z; q) fonksiyonu için de Dz
qf(z; q) = 0

olup ayn¬disk içinde

f(z; q) =
1X
n=0

an(x+ iy)
n
q

q-Taylor aç¬l¬m¬vard¬r. Buna göre her analitik fonksiyona bir q-analitik fonksiyon
kaŗs¬l¬k gelir. q = 1 için f(z; q) q-analitik fonksiyonu f(z) analitik fonksiyonuna
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dönüşür.

Jackson�¬n q-üstel fonksiyonu q-analitik bir fonksiyondur ve

eq(z; q) =

1X
n=0

(x+ iy)nq
[n]q!

(2.39)

olarak tan¬mlan¬r. Bu fonksiyon için uk =
(x+iy)kq
[k]q !

dersek yak¬nsakl¬k bölgesi q > 1
oldu¼gunda;

lim
k!1

����uk+1uk
���� = lim

k!1

�����(x+ iy)k+1q

[k + 1]q!

[k]q!

(x+ iy)kq

����� = lim
k!1

����x+ iqky[k + 1]q

���� = lim
k!1

�����x+ iqky1�qk+1
1�q

�����
= lim

k!1

����(1� q)(x+ iqky)1� qk+1

���� = lim
k!1

�����(1� q)q
k( x
qk
+ iy)

qk( 1
qk
� q)

����� = (q � 1) jyj
q

< 1

, jyj < q

q � 1

olur.(Yatay şerit)

q < 1 oldu¼gunda ise eq(z; q) fonksiyonunun yak¬nsakl¬k bölgesi

lim
k!1

����uk+1uk
���� = lim

k!1

����(1� q)(x+ iqky)1� qk+1

���� = jxj (1� q) < 1
, jxj < 1

1� q

olur.(Düşey şerit)

z = x+ iy ; z = x� iy den x ile y çözülürse x = 1
2
(z+ z) ; y = i

2
(z� z) elde edilir.

z = x+iy ; zq = x+iqy ; zq2 = x+iq
2y; :::; zqn = x+iq

ny gösterilimleri kullan¬l¬rsa

(x+ iy)nq = (x+ iy)(x+ iqy):::(x+ iq
n�1y) = z:zq:zq2 :::zqn�1

yaz¬labilir.

zqn = x+ iq
ny =

1

2
(z + z)� 1

2
qn(z � z) = z(1

2
+
1

2
qn) + z(

1

2
� 1
2
qn)

düşünüldü¼günde zqn ifadeleri hem z hem de z e ba¼gl¬d¬r. Böylece q-analitik f(z; q)
fonksiyonu için

f(z; q) =

1X
n=0

an(x+ iy)
n
q =

1X
n=0

Dn
z f(0)

[n]q!
:z:zq:zq2 :::zqn�1 (2.40)

q-Taylor aç¬l¬m¬hem z hem de z�e ba¼gl¬d¬r. Bu durumda q-analitik bir fonksiyon
klasik anlamda analitik olmayabilir. Ancak a; b kompleks sabitler olmak üzere
f(z) = az + b formundaki fonksiyonlar hem q-analitik hem de analitiktir. Ayn¬
zamanda f(z) = az + b fonksiyonu tam fonksiyondur.
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Gerçekten f(z) = az + b = ax+ iay + b = ax+ b+ iay den

Dz
qf(z) =

1

2
[Dx

q f(z) + iM
y
1=qD

y
qf(z)]

=
1

2

�
aqx+ b+ iay � ax� b� iay

(q � 1)x + iMy
1=q

ax+ b+ iaqy � ax� b� iay
(q � 1)y

�
=

1

2

"
a+ i

iaq y
q
� iay

q

(q � 1)y
q

#

=
1

2
[a+ i

iay(q � 1)
(q � 1)y ]

= 0

olup f(z) = az + b fonksiyonu q-analitiktir.

2.4. q-Analitik Fonksiyonlar¬n q-Laurent Aç¬l¬mlar¬

D = fz 2 C : r < jzj < Rg bölgesinde analitik bir fonksiyonun Laurent aç¬l¬m¬;

f(z) =
1X

n=�1
bnz

n

=
1X
n=0

bnz
n +

1X
n=1

b�n
zn

dir. D� = fz 2 C : r < jz � z0j < Rg kümesindeki her z için f(z) analitik fonksi-
yonu için

f(z) =
1X
n=0

bn(z � z0)n +
1X
n=1

b�n
(z � z0)n

(2.41)

Laurent aç¬l¬m¬mevcuttur.
E¼ger z0, f(z) nin kald¬r¬labilir singüler noktas¬ise Laurent aç¬l¬m¬ile Taylor aç¬l¬m¬
çak¬̧s¬r. z0 k. basamaktan kutup yeri ise ikinci toplam k�ya kadar gider. z0 esas
kutup yeri ise ikinci toplam sonsuza kadar gider, kesilmez. Serideki bn katsay¬lar¬

bn =
1

2�i

Z



f(�)

(� � z0)n+1
d� (2.42)

dir. Negatif kuvvetli q-Binom

(x+ iy)�nq =
1

(x+ iq�ny)nq
(2.43)

şeklinde verilir ve q-analitik bir fonksiyondur. Yani Dz
q(x+ iy)

�n
q = 0 d¬r. Sabit q

de¼geri için
1��(x+ iq�ny)nq �� � 1

j(x+ iy)nj (2.44)
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eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Gerçekten

��(x+ iq�ny)nq �� =
��x+ iq�ny�� ��x+ iq�n+1y�� ::: ��x+ iq�1y��

=

s
x2 +

y2

q2n

s
x2 +

y2

q2n+2
:::

s
x2 +

y2

q2

�
p
x2 + y2

p
x2 + y2:::

p
x2 + y2

= j(x+ iy)nj

olup buradan

1��(x+ iq�ny)nq �� � 1

j(x+ iy)nj )
�����
1X
n=1

bn
(x+ iq�ny)n

����� �
1X
n=1

jbnj
j(x+ iy)nj (2.45)

elde edilir.

Lemma 2.1 [5]Halkasal bir D bölgesinde verilen q-analitik f(z; q) fonksiyonu
için yak¬nsak

f(z; q) =
1X

n=�1
bn(x+ iy)

n
q (2.46)

q-Laurent aç¬l¬m¬vard¬r.

Di¼ger taraftan

ez =
1X
n=0

zn

n!
;

e
1
z =

1X
n=0

1

zn:n!
;

e(z; q) =

1X
n=0

zn

[n]q!
=

1X
n=0

(x+ iy)nq
[n]q!

;

e(
1

z
; q) =

1X
n=0

(x+ iy)�nq
[n]q!

=
1X
n=0

1

[n]q!(x+ iq�ny)nq

dir ve e(1
z
; q) fonksiyonu z = 0 hariç her yerde q-analitiktir.

2.5. q-Laplace Operatörü

f(x; y) = u(x; y)+ iv(x; y) q-analitik fonksiyonu için q-Cauchy�Riemann denk-
lemleri daha önce

Dx
qu =M

y
1
q

Dy
qv ve Dx

q v =M
y
1
q

Dy
qu

şeklinde elde edilmi̧sti. Kompleks q-türev operatörleri de

16



Dz
q =

1

2
(Dx

q � iM
y
1
q

Dy
q ) ve Dz

q =
1

2
(Dx

q + iM
y
1
q

Dy
q )

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬.
f(x; y) q-analitik bir fonksiyon ve q-yerde¼gi̧stirme formülü (Dy

qM
y
Q) = Q(M

y
QD

y
q )

şeklinde olmak üzere q-Laplace operatörü

�q = 4D
z
qD

z
q = D

2
x +

1

q
My

1
q2
D2
y (2.47)

şeklinde elde edilebilir. Gerçekten

Dz
qD

z
q = Dz

q(
1

2
Dx
q +

i

2
My

1
q

Dy
q )

=
1

2
Dz
q(D

x
q ) +

i

2
Dz
q(M

y
1
q

Dy
q )

=
1

2
[
1

2
Dx
qD

x
q �

i

2
My

1
q

Dy
qD

x
q ] +

i

2
[
1

2
Dx
qM

y
1
q

Dy
q �

i

2
My

1
q

Dy
qM

y
1
q| {z }

1
q
My

1
q
Dy
q

Dy
q ]

=
1

4
D2
x �

i

4
My

1
q

Dy
qD

x
q +

i

4
Dx
qM

y
1
q

Dy
q +

1

4
My

1
q

1

q
My

1
q

Dy
qD

y
q

=
1

4
D2
x +

1

4

1

q
My

1
q

My
1
q| {z }

My
1
q2

D2
y

=
1

4
D2
x +

1

4

1

q
My

1
q2
D2
y

) 4Dz
qD

z
q = D

2
x +

1

q
M 1

q2
D2
y

olur. (2.17) eşitli¼ginden dolay¬Dz
q operatörü q-analitik bir fonksiyon için t¬pk¬bir

Dx
q operatörü gibi davran¬r. Gerçekten

Dz
qf =

1

2
[Dx

q f � iM
y
1
q

Dy
qf ]

=
1

2
[Dx

q (u+ iv)� iM
y
1
q

Dy
q (u+ iv)]

=
1

2
[Dx

qu+D
x
q v�iM

y
1
q

Dy
qu| {z }

iDx
q v

+My
1
q

Dy
qv| {z }

Dx
q u

]

=
1

2
[2Du

q + 2iD
x
q v]

= Dx
qu+ iD

x
q v

= Dx
q (u+ iv)

= Dx
q f

elde edilir.
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Tan¬m 2.7 [5] q-Laplace denklemini sa¼glayan �(x; y) reel de¼gerli fonksiyonuna
q-harmonik fonksiyon denir. Yani �(x; y) q-harmonikse

�q�(x; y) = 0 (2.48)

d¬r.

Tan¬m 2.8 u(x; y) reel de¼gerli fonksiyonu uygun birD kümesi üzerinde q-harmonik
olsun. f(z) = u(x; y)+iv(x; y) , D kümesinde q-analitik olacak şekilde v(x; y) reel
de¼gerli fonksiyonu bulunabilirse v ye u nun kompleks q-harmonik eşleni¼gi denir.

�qf = 4Dz
qD

z
qf = 0 denklemini sa¼glayan f(z) = u(x; y) + iv(x; y) q-analitik

fonksiyonunun reel ve sanal k¬s¬mlar¬eşlenik q-harmonik fonksiyonlar olur. Yani
�qu(x; y) = 0;�qv(x; y) = 0.Örnek olarak q-Binom fonksiyonunu n = 2 için göz
önüne al¬rsak

(x+ iy)2q = (x+ iy)(x+ iqy) = x
2 � qy2 + (1 + q)ixy

olur. Burada u(x; y) = x2 � qy2 ve v(x; y) = (1 + q)xy fonksiyonlar¬birbirinin
q-harmonik eşleni¼gidir. f(x; y) = (x + iy)nq ; n = 1; 2; ::: fonksiyonunun q-analitik
oldu¼gunu biliyoruz.

u(x; y) = x2 � qy2 fonksiyonu için �qu(x; y) = 0 d¬r. Gerçekten

Dz
q(x

2 � qy2) =
1

2
[Dx

q (x
2 � qy2) + iMy

1
q

Dy
q (x

2 � qy2)]

=
1

2

�
x2q2 � qy2 � x2 + qy2

(q � 1)x + iMy
1
q

x2 � q3y2 � x2 + qy2
(q � 1)y

�
=

1

2

"
x2(q2 � 1)
(q � 1)x + i

�q3 y2
q2
+ q y

2

q2

(q � 1)y
q

#

=
1

2

�
(q + 1)x+ i

�q2y2 + y2
(q � 1)y

�
=

1

2
[(q + 1)x� i(q + 1)y]

=
1

2
(q + 1)(x� iy)
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ve

Dz
qD

z
q(x

2 � qy2) = Dz
q [
1

2
(q + 1)(x� iy)]

=
1

2

�
Dx
q (
1

2
(q + 1)(x� iy)� iMy

1
q

Dy
q (
1

2
(q + 1)(x� iy))

�
=

1

4

�
(q + 1)(qx� iy)� (q + 1)(x� iy)

(q � 1)x

�
�iMy

1
q

(q + 1)(x� iqy)� (q + 1)(x� iy)
(q � 1)y

=
1

4

"
(q + 1)(qx� iy � x+ iy)

(q � 1)x � i
(q + 1)(x� iy)� (q + 1)(x� iy

q
)

(q � 1)y
q

#

=
1

4

"
x(q + 1)(q � 1)
(q � 1)x � i

(q + 1)(x� iy � x+ iy
q
)

(q � 1)y
q

#

=
1

4

�
(q + 1)� i(q + 1)(�iqy + iy)

(q � 1)y

�
=

1

4
[(q + 1) + i2(q + 1)]

= 0:

d¬r. O halde 4Dz
qD

z
qu(x; y) = 0 olup �qu(x; y) = 0 denklemi sa¼glan¬r. Benzer

olarak v(x; y) = (1 + q)xy için de �qv(x; y) = 0 eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ göster-
ilebilir.O halde �qv(x; y) = �q[(1+ q)xy] = 4D

z
qD

z
q [(1+ q)xy] = 0 olup v(x; y) =

(1 + q)xy fonksiyonu da q-harmoniktir. Böylece f(x; y) = u(x; y) + iv(x; y) =
x2 � qy2 + i(1 + q)xy fonksiyonu q-analitik ve u(x; y) ile v(x; y) fonksiyonlar¬q-
Laplace denklemini sa¼glay¬p q-harmoniktir. Yani u ile v fonksiyonlar¬q-harmonik
eşlenik olur.
Herhangi n = 1; 2; ::: için polinom tipli q-harmonik fonksiyonlar

u(x; y) =
1

2
[(x+ iy)nq + (x� iy)nq ] ; v(x; y) =

1

2i
[(x+ iy)nq � (x� iy)nq ] (2.49)

formundad¬r.

2.6. Genelleştirilmi̧s Analitik Fonksiyon Olarak q-Analitik Fonksiyon

Bu kesimdeki sonuçlar [5] nolu kaynaktan al¬nm¬̧st¬r. Önceki bölümlerde q-analitik
fonksiyonlar¬n z ve z�in ikisine de ba¼gl¬oldu¼gunu ve genelde analitik olmad¬klar¬n¬
gösterdik. Fakat baz¬ q-analitik fonksiyonlar genelleştirilmi̧s analitik fonksiyon-
lar¬n s¬n¬f¬na girmektedir.
Bu fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬D �Bar problemi (@�problemi) ile ili̧skilidir.

@�(z; z)

@z
= f(z; z) (2.50)
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homojen olmayan Cauchy-Riemann denkleminin çözümleri genelleştirilmi̧s ana-
litik fonksiyonlar¬n bir alt s¬n¬f¬d¬r.�(z; z) = u(x; y) + iv(x; y) şeklinde yaz¬l¬rsa

@u

@x
� @v
@y
= g(x; y) ;

@u

@y
+
@v

@x
= h(x; y) (2.51)

genelleştirilmi̧s Cauchy-Riemann denklemleri elde edilir.

Tan¬m 2.9 Uygun bir D bölgesinde klasik anlamda �(z; z) kompleks fonksiyonu

@�

@z
= A(z; z)�+B(z; z)� (2.52)

denklemini sa¼glarsa �(z; z) fonksiyonuna genelleştirilmiş analitik fonksiyon denir.

B = 0 olmas¬halinde bu denklem

@�

@z
= A(z; z)� (2.53)

D �Bar denklemine dönüşür.Bu denklemin çözümü

�(z; z) = w(z)e

1
2�i

ZZ
D

A(�;�)
��z d�^d�

(2.54)

şeklindedir. Burada w(z) bir analitik fonksiyondur. Gerçekten � = � + i� ve
d� ^ d� = �2id�d� olmak üzere

1

2�i

ZZ
A(�; �)

� � z d� ^ d�| {z }
�2id�d�

= � 1
�

ZZ
D

A(�; �)

� � z d�d�

olup buradan

�(z; z) = w(z)e

1
2�i

ZZ
D

A(�;�)
��z d�^d�

= w(z)e

� 1
�

ZZ
D

A(�;�)
��z d�d�

(2.55)

yaz¬labilir. Böylece

@�(z; z)

@z
= w(z)A(z; z)e

� 1
�

ZZ
D

A(�;�)
��z d�d�

= A(z; z)�(z; z) (2.56)

elde edilir ki bu da �(z; z) fonksiyonunun (2.53) denklemini sa¼glad¬¼g¬n¬, yani ge-
nelleştirilmi̧s analitik bir fonksiyon oldu¼gunu gösterir. O halde

�(z; z) = w(z) exp[
1

2�i

ZZ
D

A(�; �)

� � z d� ^ d�]

fonksiyonu D �Bar denkleminin çözümüdür.
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�(z; z) = (x + iy)nq kompleks q-Binom fonksiyonunun genelleştirilmi̧s analitik
fonksiyon oldu¼gunu gösterece¼giz. Bunun için önce f(x; y) =

Pn�1
k=0 ln(x + iq

ky)
fonksiyonunu göz önüne alal¬m. Bu fonksiyonun klasik anlamda x de¼gi̧skenine
göre k¬smi türevini al¬rsak

@

@x
f(x; y) =

@

@x

n�1X
k=0

ln(x+ iqky)

=
@

@x
[ln(x+ iy) + ln(x+ iqy) + :::+ ln(x+ iqn�1y)]

=
@

@x
ln[(x+ iy)(x+ iqy):::(x+ iqn�1y)]

=
@

@x
[ln(x+ iy)nq ]

=
@
@x
(x+ iy)nq
(x+ iy)nq

(2.57)

elde edilir. Buradan

@
@x
(x+ iy)nq
(x+ iy)nq

=
@

@x

n�1X
k=0

ln(x+ iqky) =
n�1X
k=0

1

x+ iqky
(2.58)

yaz¬labilir. Böylece

@

@x
(x+ iy)nq = (x+ iy)

n
q

n�1X
k=0

1

x+ iqky
ve

@

@y
(x+ iy)nq = (x+ iy)

n
q

n�1X
k=0

iqk

x+ iqky

(2.59)
eşitlikleri de yaz¬labilir. Bu eşitliklerden klasik anlamda bildi¼gimiz kompleks k¬smi
türev operatörü olan

@

@z
=
1

2
(
@

@x
+ i

@

@y
) (2.60)

operatörünün kullan¬lmas¬yla

@

@z
(x+ iy)nq =

1

2

"
(x+ iy)nq

n�1X
k=0

1

x+ iqky
� (x+ iy)nq

n�1X
k=0

qk

x+ iqky

#

=
1

2

"
(x+ iy)nq

n�1X
k=0

1� qk
x+ iqky

#

=
1

2

"
(x+ iy)nq (1� q)

n�1X
k=0

1� qk
(1� q)(x+ iqky)

#

=
1� q
2
(x+ iy)nq

n�1X
k=0

[k]q
(x+ iqky)

(2.61)

elde edilir. Bu son eşitlikte daha önce buldu¼gumuz

x+ iqky =
1 + qk

2
z +

1� qk
2

z
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ifadesi de yerine yaz¬l¬rsa

@

@z
�(z; z) = �(z; z)

1� q
2

n�1X
k=0

[k]q
1+qk

2
z + 1�qk

z

= �(z; z)(1� q)
n�1X
k=0

[k]q
(1 + qk)z + (1� qk)z (2.62)

bulunur. E¼ger burada

(1� q)
n�1X
k=0

[k]q
(1 + qk)z + (1� qk)z = A(z; z)

dersek
@

@z
�(z; z) = A(z; z)�(z; z)

olur ki bu da �(z; z) = (x+ iy)nq fonksiyonunun D � Bar denklemini sa¼glad¬¼g¬n¬
yani genelleştirilmi̧s analitik fonksiyon oldu¼gunu gösterir. Burada q parametresi
analitiklikten sapmay¬ ifade eder ve q = 1 için A(z; z) = 0 olur. Bu durumda
D�Bar denklemi @

@z
�(z; z) = 0 analitiklik durumuna indirgenir. (2.53) ve (2.54)

numaral¬eşitliklerin kullan¬lmas¬yla q-Binom için

(x+ iy)nq = w(z) exp

24 1

2�i

ZZ
D

1� q
� � z

n�1X
k=1

[k]q

(1 + qk)� + (1� qk)�
d� ^ d�

35 (2.63)

yeni bir gösterilimi elde edilir. Burada

w(z) =
�z
2

�n n�1Y
k=0

(1 + qk) (2.64)

d¬r. Bu gösterilim kompleks q-Binom (x+ iy)nq ve kompleks Binom (x+ iy)
n = zn

aras¬ndaki ili̧skiyi gösterir.

Şimdi (2.63) ve (2.64) eşitliklerinin nas¬l elde edildi¼gini gösterelim.
Analitik olmayan �(z) için genelleştirilmi̧s Cauchy formülü � = � + i� olmak
üzere

�(z) =
1

2�i

I
�

�(�)d�

� � z � 1

�

ZZ
G

@�

@�

d�d�

� � z (2.65)

şeklindedir. Bu formüldeki integralleri

�n(z) = x+ iq
ny =

1 + qn

2
z +

1� qn
2

z (2.66)

fonksiyonu için hesaplayal¬m. Bu fonksiyon q-analitik de¼gildir. Çünkü
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Dz
q�n(z) =

1

2
[Dx

q�n(z) + iM
y
1
q

Dy
q�n(z)]

=
1

2

�
qx+ iqny � x� iqny

(q � 1)x + iq
x+ iqny � x� iqn�1y

(q � 1)y

�
=

1

2

�
qx� x
(q � 1)x +

�qn+1y + qny
(q � 1)y

�
=

1

2

�
1 +

qny(1� q)
(q � 1)y

�
=

1� qn
2

6= 0

d¬r. R yar¬çapl¬bir disk için (2.65) deki e¼grisel integral

1

2�i

I
�

1+qn

2
� + 1�qn

2
�

� � z d�

=
1

2�i

1 + qn

2

I
�

d� +
1

2�i

1 + qn

2
z

I
�

d�

� � z +
1

2�i

1� qn
2

I
�

�d�

� � z (2.67)

olarak yaz¬labilir. Burada I
�

d� = 0 ;

I
�

d�

� � z = 2�i

olup e¼grisel integralin de¼geri

1

2�i

I
�

1+qn

2
� + 1�qn

2
�

� � z d� =
1 + qn

2
z +

1

2�i

1� qn
2

I
�

�d�

� � z (2.68)

olur. � e¼grisi üzerinde �� = R oldu¼gundan

=
1 + qn

2
z +

1

2�i

1� qn
2

R

z

I
�

(�1
�
+

1

� � z )d� =
1 + qn

2
z (2.69)

elde edilir.(2.65) deki katl¬integral ise Cauchy-Pompeiu gösteriliminden

� 1
�

1� qn
2

ZZ
G

d�d�

� � z =
1� qn
2

z (2.70)

olur. Sonuç olarak (2.65) integrali

1

2�i

I
�

�(�)d�

� � z � 1

�

ZZ
G

@�

@�

d�d�

� � z =
1 + qn

2
z +

1� qn
2

z = �n(z)
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olarak hesaplan¬r. (2.66) daki �n(z) fonksiyonu D � Bar denklemini sa¼glar.
Gerçekten

@�n(z; z)

@z
= An(z; z)�n(z; z) (2.71)

olmal¬.

An(z; z) =
1� qn

(1 + qn)z + (1� qn)z (2.72)

seçersek

An(z; z)�n(z; z) =
1� qn

(1 + qn)z + (1� qn)z
(1 + qn)z + (1� qn)z

2
=
1� qn
2

=
@�n(z; z)

@z
(2.73)

olur. Bu fonksiyon için (2.54) gösterilimi

�n(z; z) = w(z)e

1
2�i

ZZ
D

A(�;�)
��z d�^d�

(2.74)

şeklindedir ve bu fonksiyonun da D � Bar denklemini sa¼glad¬¼g¬n¬ görmüştük.
(2.74) eşitli¼gini kontrol etmek için integrali aç¬kça hesaplay¬p, R yar¬çapl¬disk için
w(z) analitik fonksiyonunu bulaca¼g¬z. (2.74) deki çift katl¬integral için � = �+ i�
ve D = f� : j�j � Rg olmak üzere

I =
1

2�i

ZZ
D

An(�; �)

� � z d� ^ d� = 1

2�i

ZZ
D

1�qn
(1+qn)�+(1�qn)�

� � z (�2id�d�)

= �1� q
n

�

ZZ
D

d�d�

[(1 + qn)� + (1� qn)�][� � z]
(2.75)

yaz¬labilir. Bu I integrali � = rei� kutupsal koordinat¬n kullan¬lmas¬yla

I =
qn � 1
�

RZ
0

2�Z
0

rdrd�

[(1 + qn)rei� + (1� qn)re�i�][rei� � z]

=
qn � 1
�

RZ
0

2�Z
0

drd�

[(1 + qn)ei� + (1� qn)e�i�][rei� � z]

=
qn � 1
�

RZ
0

dr

r

2�Z
0

d�

[(1 + qn)ei� + (1� qn)e�i�][ei� � z
r
]

(2.76)

haline gelir. Burada

I0 =

2�Z
0

d�

[(1 + qn)ei� + (1� qn)e�i�][ei� � z
r
]
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diyelim.I0 integrali için u = ei� de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yaparsak

I0 =
1

i

I
juj=1

du

u

1

[(1 + qn)u+ (1� qn) 1
u
][u� z

r
]

=
1

i(1 + qn)

I
juj=1

duh
u2 + 1�qn

1+qn

i �
u� z

r

� (2.77)

olur. 0 < q < 1 için integrant, birim çember içinde u = �i
q

1�qn
1+qn

ve jzj < r için
u = z

r
şeklinde üç basit kutba sahiptir.Rezidü teoreminden I0 integralinin de¼geri

I0 =
2�

1 + qn

�� 1
1�qn
1+qn

+ z2

r2

; jzj > r

0 ; jzj < r

�
(2.78)

dir. Böylece I0 yerine konulursa I integrali

I =
qn � 1
�

RZ
0

dr

r

2�

1 + qn

�� 1
1�qn
1+qn

+ z2

r2

; jzj > r

0 ; jzj < r

�

= 2
1� qn
1 + qn

RZ
0

dr

r

� 1
1�qn
1+qn

+ z2

r2

; jzj > r

0 ; jzj < r

�
(2.79)

ya da

I = 2
1� qn
1 + qn

jzjZ
0

1
1�qn
1+qn

+ z2

r2

dr

r

= 2
1� qn
1 + qn

jzjZ
0

rdr

z2 + 1�qn
1+qn

r2

= ln

�
z2 +

1� qn
1 + qn

r2
�
jjzj0

= ln

�
z2 +

1� qn
1 + qn

jzj
�
� ln z2

= ln

 
z2 + 1�qn

1+qn
jzj2

z2

!

= ln

�
1 +

1� qn
1 + qn

jzj2
z2

�
= ln

�
(1 + qn)z2 + (1� qn)jzj2

(1 + qn)z2

�
= ln

�
(1 + qn)z + (1� qn)z

(1 + qn)z

�
(2.80)
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olur. Böylece (2.74) için

�n(z; z) =
(1 + qn)z + (1� qn)z

2
= w(z)e

1
2�i

ZZ
D

A(�;�)
��z d�^d�

(1 + qn)z + (1� qn)z
2

= w(z)eln
(1+qn)z+(1�qn)z

(1+qn)z

1

2
=

w(z)

(1 + qn)z

w(z) =
(1 + qn)

2
z

olur. n: dereceden kompleks q-Binom fonksiyonu �(z; z) = (x+iy)nq = (x+iy)(x+
iqy):::(x+ iqn�1y) idi. Bu fonksiyonu �(z) = �0(z)�1(z):::�n�1(z) olarak yeniden
yazal¬m. Burada �n(z) = x+ iqny dersek

�n(z) =
1 + qn

2
z +

1� qn
2

z

olur. �(z; z) = (x + iy)nq fonksiyonu için (2.53) D � Bar denkleminden A(z; z)
çözülürse

A(z; z) =
@�
@z

�(z; z)

olup

A(z; z) = (1� q)
n�1X
k=0

[k]q
(1 + qk)z + (1� qk)z

elde edilebilir.
@�
@z
= A(z; z)� denkleminin çözümlerinden birinin de

�(z; z) = w(z)e

1
2�i

ZZ
D

A(�;�)
��z d�^d�

oldu¼gunu göstermi̧stik. Burada w(z) herhangi bir analitik fonksiyondur. Buradaki
� fonksiyonu için �(z; z) = (x+ iy)nq al¬rsak

�(z; z) = (x+ iy)nq = w(z)e

1
2�i

ZZ
D

A(�;�)
��z d�^d�

(2.81)

olur. Çift katl¬integrali R yar¬çapl¬disk üzerinden hesaplarsak � = � + i� olmak
üzere

1

2�i

ZZ
D

A(�; �)

� � z d� ^ d� = � 1
�

ZZ
D

(1� q)
Pn�1

k=1
[k]q

(1+qk)�+(1�qk)�

� � z d�d�

=
1

�

n�1X
k=1

(qk � 1)
ZZ
D

d�d�

[(1 + qk)� + (1� qk)�][� � z]

(2.82)
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olur. (2.82) eşitli¼ginde toplam¬n önündeki katl¬integralin de¼geri (2.80) de

qk � 1
�

ZZ
D

d�d�

[(1 + qk)� + (1� qk)�][� � z]
= ln

(1 + qk)z + (1� qk)z
(1 + qk)z

(2.83)

olarak hesaplanm¬̧st¬. O halde (2.82) integralinin de¼geri

1

2�i

ZZ
D

A(�; �)

� � z d� ^ d� =
n�1X
k=1

ln
(1 + qk)z + (1� qk)z

(1 + qk)z
(2.84)

olur. Böylece

�(z; z) = (x+ iy)nq = w(z)e

1
2�i

ZZ
D

A(�;�)
��z d�^d�

= w(z)e
Pn�1
k=1 ln

(1+qk)z+(1�qk)z
(1+qk)z

= w(z)e
ln

n�1Y
k=1

(1+qk)z+(1�qk)z
(1+qk)z

= w(z)
n�1Y
k=1

1+qk

2
z + 1�qk

2
z

1+qk

2
z

= w(z)
n�1Y
k=1

2(x+ iqky)

(1 + qk)z

= w(z)
2n

zn
n�1Y
k=0

(1 + qk)

(x+ iy)nq (2.85)

elde edilir. Buradan da w(z) çözülürse

w(z) =
�z
2

�n n�1Y
k=0

(1 + qk) (2.86)

bulunur.

Sonuç 2.1 q-analitik bir fonksiyon klasik anlamda genelleştirilmiş analitik bir
fonksiyon olabilir. Örne¼gin �(z; z) = (x + iy)nq fonksiyonu q-analitik, ayn¬ za-
manda bir genelleştirilmiş analitik fonksiyondur. Fakat klasik anlamda bir anali-
tik fonksiyon de¼gildir.
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2.7. Kompleks q-Analitik Fraktallar

Tan¬m 2.10 Kompleks de¼gerli bir f(x; y) fonksiyonu için

f(qx; qy) = qdf(x; y) (2.87)

sa¼glan¬rsa f(x; y) fonksiyonuna d:dereceden homojen fonksiyon denir.

Bu fonksiyonun q-diferensiyeli

dqf = f(qx; qy)� f(x; y) = qdf(x; y)� f(x; y) = (qd � 1)f(x; y) (2.88)

olur. Böylece q-diferensiyel

(qd � 1)f = (My
qD

z
qf)dqz + (M

y
qD

z
qf)dqz (2.89)

olarak yeniden yaz¬labilir.
f(x; y) q-analitik bir fonksiyon ise Dz

qf = 0 olup buradan

(qd � 1)f = (My
qD

z
qf)dqz = (M

y
qD

z
qf)(q � 1)z

ve buradan
qd � 1
q � 1 f = zM

y
qD

z
qf ) zM y

qD
z
qf = [d]qf (2.90)

homojen q-fark denklemi elde edilir. Klasik anlamda; z = f(x; y) n. dereceden
homojen, yani f(�x; �y) = �nf(x; y) olsun. Bu fonksiyon

xzx + yzy = nf(x; y)

k¬smi türevli denklemini sa¼glar. f(x; y) = (x + iy)nq fonksiyonu n. dereceden ho-
mojendir. Yani

(�x+ i�y)nq = �
n(x+ iy)nq (2.91)

dir. Burada � yerine q yazarsak, q-analitiklik durumundan dolay¬Dz
q(x+ iy)

n
q = 0

olup (2.90) denkleminden

zM y
qD

z
q(x+ iy)

n
q = [n]q(x+ iy)

n
q (2.92)

elde edilebilir. Gerçekten;

zM y
qD

z
q(x+ iy)

n
q = [n]q(x+ iy)

n
q

zM y
q [n]q(x+ iy)

n�1
q = [n]q(x+ iy)

n
q

(x+ iy)(x+ iqy)n�1q = (x+ iy)nq

(x+ iy)(x+ iqy):::(x+ iqn�1y) = (x+ iy)nq
(x+ iy)nq = (x+ iy)nq

dir.

f(x; y) = (x+ iy)nqAq(x; y) (2.93)

fonksiyonuna (2.90) q-fark denkleminin genel q-analitik fraktal çözümü denir.
Burada Aq(x; y) = Aq(qx; y) = Aq(x; qy) = Aq(qx; qy) olup Aq(x; y) fonksiyonu
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x ve y ye göre kompleks de¼gerli q-periyodik fonksiyondur. Gerçekten Dz
qA = 0

olmas¬nedeniyle

zM y
qD

z
q [(x+ iy)

n
qAq(x; y)] = zM y

q [[n]q(x+ iy)
n�1
q Aq(x; y)]

= z[n]q(x+ iy)
n�1
q Aq(x; y)

= [n]q:(x+ iy)(x+ iqy):::(x+ iq
ny)Aq(x; y)

= [n]q(x+ iy)
n
qAq(x; y)

= [n]qf(x; y)

dir. Ayr¬ca (2.93) ile verilen f(x; y) = (x + iy)nqAq(x; y) fonksiyonu q-analitik,
q-periyodik ve n. dereceden homojendir. n. dereceden bir homojen fonksiyon için
(2.89) denklemini yeniden düzenlersek

(qd � 1)f(x; y) = (My
qD

z
qf)dqz + (M

y
qD

z
qf)dqz

= My
q [
1

2
Dx
q f �

i

2
My

1
q

Dy
qf ]dqz +M

y
q [
1

2
Dx
q f +

i

2
My

1
q

Dy
qf ]

= [
1

2
My
qD

x
q f �

i

2
Dy
qf ](q � 1)z + [

1

2
My
qD

x
q f +

i

2
Dy
qf ](q � 1)z

=
(q � 1)z
2

My
qD

x
q f � i

(q � 1)z
2

Dy
qf

+
(q � 1)z
2

My
qD

x
q f + i

(q � 1)z
2

Dy
qf

=

�
(q � 1)z
2

+
(q � 1)z
2

�
My
qD

x
q f � i

�
(q � 1)z
2

� (q � 1)z
2

�
Dy
qf

= (q � 1)xM y
qD

x
q f + (q � 1)yDy

qf

= (q � 1)[xM y
qD

x
q f + yD

y
qf ]

) qd � 1
q � 1 f(x; y) = xM

y
qD

x
q f + yD

y
qf

) [d]qf(x; y) = xM
y
qD

x
q f + yD

y
qf (2.94)

denklemi elde edilir. Bu denklem klasikteki n. dereceden homojen fonksiyon için
xzx + yzy = nz denklemine benzemektedir.

Uyar¬2.4 q-periyodik bir fonksiyon genel formda

Aq(x; y) = (xy)
�s

1X
k=�1

1X
l=�1

q�s(k+l)G(qkx; qly) (2.95)

formundad¬r. Gerçekten

Aq(qx; y) = (qxy)
�s

1X
k=�1

1X
l=�1

q�s(k+l)G(qk+1x; qly)

olup burada k yerine k � 1 yazarak indis kayd¬rmas¬yaparsak

Aq(qx; y) = (qxy)�s
1X

k=�1

1X
l=�1

q�s(k�1+l)G(qkx; qly)

= (xy)�s
1X

k=�1

1X
l=�1

q�s(k+l)G(qkx; qly)

= Aq(x; y)
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olur. Benzer olarak Aq(x; qy) = Aq(x; y) oldu¼gu görülebilir. Yani Aq(x; y) fonksi-
yonu hem x hem de y ye göre q-periyodiktir.

Buna göre (2.93) q-fark denkleminin genel q-analitik fraktal çözümü

f(x; y) = (x+ iy)nqAq(x; y)

= (xy)�s(x+ iy)nq

1X
k=�1

1X
l=�1

q�s(k+l)G(qkx; qly) (2.96)

olur. G(x; y) = sin x: sin y olursa (2.95) den

Aq(x; y) = (xy)
�s

1X
k=�1

1X
l=�1

sin(qkx) sin(qly)

qs(k+l)
(2.97)

elde edilir.Bu fonksiyon q-periyodiktir. Gerçekten

Aq(qx; qy) = (qx; qy)�s
1X

k=�1

1X
l=�1

sin(qk+1x) sin(ql+1y)

qs(k+l)

= (xy)�s
1X

k=�1

1X
l=�1

sin(qk+1x) sin(ql+1y)

q2sqs(k+l)

olup k yerine k � 1, l yerine l � 1 yazarak indis kayd¬rmas¬yaparsak

Aq(qx; qy) = (xy)
�s

1X
k=�1

1X
l=�1

sin(qkx) sin(qly)

qs(k+l)
= Aq(x; y) (2.98)

olur.Başka bir seçim olarak G(x; y) = (1� eix)(1� eiy) al¬n¬rsa

Aq(x; y) = (xy)
�s

1X
k=�1

1X
l=�1

(1� eiqkx)(1� eiqly)
qs(k+l)

(2.99)

fonksiyonunun da q-periyodik oldu¼gu görülebilir.Bu fonksiyonu

Aq(x; y) = x
�s

1X
k=�1

1� eiqkx
qsk

y�s
1X

l=�1

1� eiqky
qsl

şeklinde q-periyodik parçalar şeklinde ay¬rabiliriz.

2.8. Çift Katl¬Mellin Seri Geni̧sletmesi

Aq(qx) = Aq(x) , Bq(qy) = Bq(y) olmak üzere Aq(x; y) fonksiyonunu Aq(x; y) =
Aq(x)Bq(y) olarak q-periyodik parçalara ayr¬ld¬¼g¬n¬düşünelim. lnx = t ve ln q =
T de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi ile Aq(qx) = Aq(x) oldu¼gundan

Aq(e
T et) = Aq(e

t) (2.100)
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yazabiliriz. Aq(et) = F (t) dersek Aq(et+T ) = F (t+T ) olur ki buradan F (t+T ) =
F (t) dir. Yani F (t) fonksiyonu T�periyodiktir. Bu durumda F (t) Fourier serisine
aç¬labilir.

2T periyotlu F (t) fonksiyonu için �T � t � T olmak üzere kompleks Fourier
serisi

F (t) =

1X
n=�1

cne
in�t
T (2.101)

olup

cn =
1

2T

TZ
�T

F (t)e�
in�t
T dt (2.102)

dir. (2.100) deki fonksiyonu T periyotlu olup -T
2
� t � T

2
olmak üzere

F (t) =
1X

n=�1
cne

in�t
T
2 =

1X
n=�1

cne
2in�t
T (2.103)

ve

cn =
1

2T
2

T
2Z

�T
2

F (t)e
� in�t

T
2 dt =

1

T

TZ
0

F (t)e�
2in�t
T dt (2.104)

dir. Buna göre Aq(x) de kompleks bir seri olarak gösterilebilir (Mellin Serisi).
Böylece cn katsay¬lar¬için T = ln q; lnx = t) dt = dx

x
olmas¬nedeniyle

cn =
1

ln q

qZ
1

Aq(x)x
�2�in
ln q

dx

x
(2.105)

ve Fourier serisi

Aq(x) = F (lnx) =

1X
n=�1

cnx
i2�n
ln q (2.106)

olur.Benzer yolla Bq(y) için dn Fourier katsay¬lar¬

dn =
1

ln q

Z q

1

Bq(y)y
� 2�in

ln q
dy

y
(2.107)

ve Fourier serisi

Bq(y) =
1X

n=�1
dny

i2�in
ln q (2.108)

olur. Bu iki serinin bir araya getirilmesiyle Aq(x; y) q-periyodik fonksiyonu

Aq(x; y) =

1X
n=�1

1X
m=�1

cndmx
i2�n
ln q y

i2�m
ln q (2.109)
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olarak çift katl¬Mellin serisi şeklinde gösterilebilir.(2.93) deki f(x; y) = (x +
iy)nqAq(x; y) fonksiyonu da (x + iy)

n
q Gauss-Binom formülüne göre aç¬l¬rsa ve

(2.109) daki Aq(x; y) yerine yaz¬l¬p düzenlenirse

f(x; y) =
1X

k=�1

1X
m=�1

ckdmx
i2�k
log q y

i2�m
log q

nX
l=0

�
n

l

�
q

q
l(l�1)
2 ilxn�lyl

=
1X

k=�1

1X
m=�1

ckdm

nX
l=0

�
n

l

�
q

ilxn�l+
i2�k
log q yl+

i2�m
log q (2.110)

elde edilir.Yani kendine benzeyen q-analitik fonksiyon (q-analitik fraktal) olan
f(x; y) fonksiyonu çift katl¬Mellin serisi olarak ifade edilebilir.

2.9. q-Analitik Fraktal Örnekleri

Aq(x; y) = sin

�
2�

ln q
ln jxj

�
sin

�
2�

ln q
ln jyj

�
(2.111)

fonksiyonu x ve y ye göre q-periyodiktir.Gerçekten

Aq(qx; qy) = sin

�
2�

ln q
ln jqxj

�
sin

�
2�

ln q
ln jqyj

�
= sin

�
2�

ln q
(ln q + ln jxj

�
sin

�
2�

ln q
(ln q + ln jyj

�
= sin

�
2� +

2�

ln q
ln jxj

�
sin

�
2� +

2�

ln q
ln jyj

�
= sin

�
2�

ln q
ln jxj

�
sin

�
2�

ln q
ln jyj

�
= Aq(x; y):

Aq(x; y) nin (2.111) daki gibi seçilmesiyle

fn(x; y) = sin

�
2�

ln q
ln jxj

�
sin

�
2�

ln q
ln jyj

�
(x+ iy)nq (2.112)

n: dereceden kendine benzer q-analitik fraktallar¬n homojen bir s¬n¬f¬elde edilir.
Re fn(x; y) = un ve Im fn(x; y) = vn olmak üzere bu fonksiyonlar kendine benzer
q-harmonik fonksiyonlar¬n bir s¬n¬f¬d¬r.
n = 0 için

f0(x; y) = sin

�
2�

ln q
ln jxj

�
sin

�
2�

ln q
ln jyj

�
(x+ iy)0q = Aq(x; y)

dir.n = 2 için
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f2(x; y) = sin

�
2�

ln q
ln jxj

�
sin

�
2�

ln q
ln jyj

�
(x+ iy)2q

= sin

�
2�

ln q
ln jxj

�
sin

�
2�

ln q
ln jyj

�
[x2 � qy2 + i[2]qxy]

olup buradan

u2 = (x2 � qy2) sin
�
2�

ln q
ln jxj

�
sin

�
2�

ln q
ln jyj

�
v2 = [2]q:xy sin

�
2�

ln q
ln jxj

�
sin

�
2�

ln q
ln jyj

�
(2.113)

elde edilir.
n = 3 için

f3(x; y) = sin

�
2�

ln q
ln jxj

�
sin

�
2�

ln q
ln jyj

�
(x+ iy)3q

olup

(x+ iy)3q = (x+ iy)(x+ iqy)(x+ iq2y)

= (x2 � qy2 + i[2]qxy)(x+ iq2y)
= x3 + ix2q2y � qxy2 � iq3y3 + i[2]qx2y � [2]qq2xy2

= x3 � qxy2 � [2]qq2xy2 + iy(x2q2 � q3y2 + [2]qx2)
= x(x2 � qy2 � [2]qq2y2) + iy([2]qx2 + q2(x2 � qy2)

den

u3(x; y) = x(x2 � qy2 � [2]qq2y2) sin
�
2�

ln q
ln jxj

�
sin

�
2�

ln q
ln jyj

�
v3(x; y) = y([2]qx

2 + q2(x2 � qy2)) sin
�
2�

ln q
ln jxj

�
sin

�
2�

ln q
ln jyj

�
(2.114)

elde edilir.
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3. KOMPLEKS q-·INTEGRALLER

Önceki kesimlerde reelde Jackson q-integralinin (2.26) ve (2.27) ile tan¬mland¬¼g¬
belirtilmi̧sti. [0; a] ve [0; b] üzerinde x�f(x); (0 � � < 1) fonksiyonu s¬n¬rl¬ise bu
durumda (2.26) daki seri yak¬nsakt¬r. Ayr¬ca

lim
q!1�

bZ
0

f(t) dqt =

bZ
0

f(t) dt (3.1)

eşitli¼gi geçerlidir. Bunu bir lemmayla gösterelim:

Lemma 3.1 E¼ger f(z) fonksiyonu 
 sürekli e¼grisi üzerinde q-integrallenebilir ise

lim
q!1�

Z



f(z)dqz =

Z



f(z)dz

dir.

·Ispat. f(z), 
 üzerinde q-integrallenebilir olsun. 1� q < � olmak üzere

jaqn � aqn+1j = jaqnjj1� qj < jaqnj� = a�qn < a� := "

yaz¬labilir. z(t) sürekli oldu¼gundan jaqn � aqn+1j < " için jz(aqn) � z(aqn+1)j <
"1olacak şekilde yeterince küçük "1 say¬s¬vard¬r. Riemann integralinin tan¬m¬göz
önüne al¬n¬rsa,Z



f(z)dz = lim
n!1

nX
k=0

f(z(t�k))[z(tk+1)� z(tk)] ; 0 < t1 < t2 < ::: < tn < tn+1

=
1X
n=0

f(z(t�n))[z(tn+1)� z(tn)] , tn < t�n < tn+1 (3.2)

yaz¬labilir. Di¼ger taraftanZ



f(z)dqz =

aZ
0

f(z(t))Dqz(t)dqt =
1X
n=0

f(z(aqn))[z(aqn)� z(aqn+1)] (3.3)

dir. Burada limq!1� [z(aq
n)� z(aqn+1)] = 0 oldu¼guna dikkat edilmelidir. (3.2) de,

t�n yerine aq
n; tn+1 yerine aqn ve tn yerine aqn+1 al¬n¬rsa yeterince büyük n içinZ




f(z)dz = lim
n!1

n�1X
k=0

lim
q!1�

�
f(z(aqk))[z(aqk)� z(aqk+1)]

	
= lim

q!1�

1X
k=0

f(z(aqk))[z(aqk)� z(aqk+1)]

= lim
q!1�

Z



f(z)dqz
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yaz¬labilir. Burada sa¼gdaki seri say¬sal ve yak¬nsak oldu¼gundan limit ile toplam
yer de¼gi̧stirebilir.
Genel olarak literatürde q-integraller reelde tan¬mlanm¬̧s, kompleks q- türevi mev-
cut olmakla birlikte kompleks q- integralleri çeşitli şekillerde tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu-
nunla beraber bir bölgede ve s¬n¬r¬nda analitik olan bir f kompleks fonksiyonu
için verilen klasikteki Cauchy-integral ba¼g¬nt¬s¬n¬n kompleks q- türevi mevcuttur.

Teorem 3.1 [14] 
; C kompleks düzleminde pozitif yönde yönlendirilmiş basit
kapal¬ e¼gri olsun ve z0 = 0 noktas¬ 
 n¬n içinde bulunsun. E¼ger f(z); 
 n¬n
çevreledi¼gi basit kapal¬irtibatl¬q- geometrik D bölgesinde analitikse; bu durumda

f(z) =
1

2�i

Z



f(�)

� � zd�; z 2 D (3.4)

Cauchy integral formülünün n: basamaktan q- türevi

Dn
q f(z) =

[n]q!

2�i

Z



f(�)

(� � z)(� � qz) � � � (� � qnz)d� (3.5)

dir.

Şimdi bizim yapt¬¼g¬m¬z kompleks q-integral tan¬m¬m¬z¬bir teoremle verelim.

Teorem 3.2 C kompleks düzleminde sürekli 
 : z(t) = x(t) + iy(t); 0 � t � a
e¼grisi ve bu e¼gri üzerinde f(z) = u(z)+ iv(z) = u(z(t))+ iv(z(t)) s¬n¬rl¬kompleks
de¼gerli fonksiyonu verilsin.
Bu durumda 0 < q < 1 olmak üzere

Z



f(z)dqz =

aZ
t=0

f(z(t)) Dq(z(t)) dqt = (1� q)a
1X
n=0

f(z(aqn))Dqz(aq
n)qn (3.6)

dir.

·Ispat.


 : z(t) = x(t) + iy(t); 0 � t � a

f(z) := u+ iv = u(z(t)) + iv(z(t))

olmak üzere;
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I =

Z



f(z)dqz =

aZ
t=0

f(z(t)) Dqz(t) dqt

=

aZ
t=0

f(z(t))
�
Dqx(t) + iDqy(t)

�
dqt

=

aZ
t=0

f(z(t)) Dqx(t) dqt+ i

aZ
t=0

f(z(t)) Dqy(t) dqt

=

aZ
t=0

f(z(t))
x(t)� x(qt)
(1� q)t dqt+ i

aZ
t=0

f(z(t))
y(t)� y(qt)
(1� q)t dqt

=

aZ
t=0

�
u(z(t) + iv(z(t))

� x(t)� x(qt)
(1� q)t dqt+ i

aZ
t=0

�
u(z(t) + iv(z(t))

� y(t)� y(qt)
(1� q)t dqt

=

aZ
t=0

u(z(t))
x(t)� x(qt)
(1� q)t dqt| {z }
I1

+ i

aZ
t=0

v(z(t))
x(t)� x(qt)
(1� q)t dqt| {z }
I2

+i

aZ
t=0

u(z(t))
y(t)� y(qt)
(1� q)t dqt| {z }

I3

�
aZ

t=0

v(z(t))
y(t)� y(qt)
(1� q)t dqt| {z }
I4

yaz¬labilir.

I = I1 + I2 + I3 + I4

olmak üzere reeldeki q-integralinin

aZ
t=0

'(t)dqt = (1� q)a
1X
n=0

'(aqn)qn

tan¬m¬ndan

I1 =

aZ
t=0

u(z(t))
x(t)� x(qt)
(1� q)t| {z }

'(t)

dqt = (1� q)a
1X
n=0

'(aqn)qn

= (1� q)a
1X
n=0

u
�
z(aqn)

� x(aqn)� x(aqn+1)
(1� q)aqn qn

=

1X
n=0

u
�
z(aqn)

� �
x(aqn)� x(aqn+1)

�
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olarak bulunur. Benzer şekilde

I2 =
1X
n=0

iv
�
z(aqn)

� �
x(aqn)� x(aqn+1)

�
;

I3 =

1X
n=0

iu
�
z(aqn)

� �
y(aqn)� y(aqn+1)

�
;

I4 = �
1X
n=0

v
�
z(aqn)

� �
y(aqn)� y(aqn+1)

�
olur. Böylece

I1 + I2 =
1X
n=0

h
u
�
z(aqn)

�
+ iv

�
z(aqn)

�i�
x(aqn)� x(aqn+1)

�
ve

I3 + I4 = i

1X
n=0

h
u
�
z(aqn)

�
+ iv

�
z(aqn)

�i�
y(aqn)� y(aqn+1)

�
olmak üzere;

I =

Z



f(z)dqz =

aZ
t=0

f
�
z(t)

�
Dq

�
z(t)

�
dqt

=
1X
n=0

f
�
z(aqn)

�h
x(aqn)� x(aqn+1) + i

�
y(aqn)� y(aqn+1)

�i
=

1X
n=0

f
�
z(aqn)

�h
x(aqn) + iy(aqn)�

�
x(aqn+1) + iy(aqn+1)

�i
=

1X
n=0

f
�
z(aqn)

�h
z(aqn)� z(aqn+1)

i

=

1X
n=0

f
�
z(aqn)

�hz(aqn)� z(aqn+1)i
(1� q)aqn (1� q)aqn

yaz¬labilir. Böylece teorem ispatlanm¬̧s olur.

Tan¬m 3.1 (3.6) daki seri yak¬nsak ise f(z) fonksiyonuna 
 üzerinde q-integrallene-
bilirdir denir.

Uyar¬3.1 t 2 [0; a] ve 0 < q < 1 oldu¼gundan her n 2 N için 0 � qnt < 1 olup
buradan z(aqn) 2 
 d¬r.

Teorem 3.2 de verdi¼gimiz kompleks q-integral tan¬m¬n¬kullanarak baz¬örnekler
verelim:

Örnek 3.1 
 : z(t) = t+ it; 0 � t � 1 olmak üzere, f(z) = z fonksiyonu için
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I =

Z



zdqz =

1Z
t=0

z(t)Dqz(t)dqt

integralini hesaplayal¬m.

I =

Z



zdqz =

1Z
t=0

z(t)Dqz(t)dqt

Dqz(t) =
z(t)� z(qt)
(1� q)t =

t+ it� (qt+ iqt)
(1� q)t =

t(1 + i)(1� q)
(1� q)t = 1+i; 0 < q < 1

oldu¼gundan

1Z
t=0

(t+ it)(1 + i)dqt = (1 + i)2
1Z

t=0

tdqt = (1 + i)
2(1� q)

1X
n=0

qnqn

= (1 + i)2(1� q)
1X
n=0

q2n

= (1 + i)2(1� q) 1

1� q2

= (1 + i)2
1

1 + q
(3.7)

bulunur. Yani kompleks q-integralin sonucu

I =

Z



zdqz = (1 + i)
2 1

1 + q
; 
 : z(t) = t+ it; 0 � t � 1 (3.8)

dir. ·Integrali klasik anlamda hesaplarsak

I =

Z



zdz =

1Z
t=0

(t+ it)(1 + i)dt =
1

2
(1 + i)2 (3.9)

olur. (3.8) de q ! 1� için limit al¬n¬rsa

lim
q!1�

Z



zdqz =
1

2
(1 + i)2 =

Z



zdz

olup böylece iki sonucun çak¬̧st¬¼g¬görülür.

Örnek 3.2 
 : z(t) = t2 + it; 0 � t � 2 olmak üzere, f(z) = z fonksiyonu için
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I =

Z



zdqz

integralini hesaplayal¬m.
Kompleks q- integral tan¬m¬ndan

I =

Z



zdqz =

2Z
t=0

(t2 � it)Dq(z(t))dqt

yaz¬labilir.

Dq(z(t)) =
t2 + it� ((qt)2 + iqt))

(1� q)t =
t2(1� q2) + it(1� q)

(1� q)t = t2(1 + q) + i

oldu¼gundan

I =

2Z
t=0

(t2 � it)(t(1 + q) + i)dqt = 2(1� q)
1X
n=0

[(2qn)2 � 2iqn][2qn(1 + q) + i]qn

= 2(1� q)
1X
n=0

(4q3n � 2iq2n)(2qn + 2qn+1 + i)

= 2(1� q)
1X
n=0

�
8q4n + 8q4n+1 + 4iq3n � 4iq3n � 4iq3n+1 + 2q2n

�
; 0 < q < 1

= 2(1� q)
�

8

1� q4 +
8q

1� q4 �
4iq

1� q3 +
2

1� q2

�
= 2(1� q)

�
8(1 + q)

(1� q)(1 + q)(1 + q2) �
4iq

(1� q)(1 + q + q2) +
2

(1� q)(1 + q)

�
=

16

1 + q2
� 8iq

1 + q + q2
+

4

1 + q
(3.10)

elde edilir. Yine burada q ! 1� için limit al¬n¬rsa

lim
q!1�

I =
16

1 + q2
� 8iq

1 + q + q2
+

4

1 + q
= 10� 8i

3
(3.11)

olur ki bu sonuç integralin klasik anlamdaki de¼geridir.

Örnek 3.3 
 e¼grisi, köşeleri z1 = 0, z2 = 1, z3 = 1+ i, z4 = i noktalar¬nda olan
birim karenin çevresinin pozitif yönde yönlendirilmiş hali oldu¼guna göre

Z



zdqz

integralini hesaplayal¬m.
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Verilen çevre 
 = 
1 [ 
2 [ 
3 [ 
4 olmak üzere


1 : z(t) = t; 0 � t � 1

2 : z(t) = 1 + it; 0 � t � 1

3 : z(t) = 1� t+ i; 0 � t � 1

4 : z(t) = i(1� t); 0 � t � 1

şeklinde parametrik olarak ifade edelim.Her bir e¼gri üzerindeki integralleri ayr¬
ayr¬hesaplayal¬m. z 2 
1 için z(t) = t; 0 � t � 1 parametrik denkleminden

Dqz(t) =
t� qt
(1� q)t = 1

oldu¼gundan

Z

1

zdqz =

1Z
t=0

tDqz(t)dqt =

1Z
t=0

tdqt = (1� q)
1X
n=0

q2n =
1

1 + q
(3.12)

olur. z 2 
2 için z(t) = 1 + it; 0 � t � 1 parametrik denkleminden

Dqz(t) =
1 + it� (1 + iqt)

(1� q)t =
it(1� q)
(1� q)t = i

olup böylece

Z

2

zdqz =

1Z
t=0

(1 + it)idqt =

1Z
t=0

(1 + it)dqt = (1� q)
1X
n=0

(1 + iqn)iqn (3.13)

bulunur. z 2 
3 için z(t) = 1� t+ i; 0 � t � 1 parametrik denkleminden

Dqz(t) =
1� t+ i� (1� qt+ i)

(1� q)t =
�1t(1� q)
(1� q)t = �1

oldu¼gundan

Z

3

zdqz =

1Z
t=0

(1� t+ i)(�1)dqt = �
1Z

t=0

(1� t+ i)dqt = �(1� q)
1X
n=0

(1� qn + i)qn

(3.14)
elde edilir. z 2 
4 için z(t) = i(1� t); 0 � t � 1 parametrik denkleminden

Dqz(t) =
i(1� t)� i(1� qt)

(1� q)t =
�it(1� q)
(1� q)t = �i

olup böylece

Z

4

zdqz =

1Z
t=0

i(1� t)(�i)dqt = i(1� q)
1X
n=0

(1� qn)(�i)qn (3.15)
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bulunur. Böylece integralin sonucuZ



zdqz =

Z

1

zdqz +

Z

2

zdqz +

Z

3

zdqz +

Z

4

zdqz

=
1

1 + q
+ (1� q)

1X
n=0

(1 + iqn)iqn � (1� q)
1X
n=0

(1� qn + i)qn

+(1� q)
1X
n=0

(1� qn)qn

=
1

1 + q
+ (1� q)

1X
n=0

�
iqn � q2n � qn + q2n � iqn + qn � q2n

�
=

1

1 + q
� (1� q)

1X
n=0

q2n =
1

1 + q
� (1� q) 1

1� q2 =
1

1 + q
� 1

1 + q

= 0

olarak bulunur. Ayr¬ca klasikteki Cauchy teoremindenZ



zdz = 0

oldu¼gunu biliyoruz.

Örnek 3.4 
 e¼grisi, köşeleri z1 = �1� i, z2 = 1� i, z3 = 1+ i, z4 = �1+ i nok-
talar¬nda olan birim karenin çevresinin pozitif yönde yönlendirilmiş hali oldu¼guna
göre Z




dqz

z

integralini hesaplayal¬m.

Yine verilen çevreyi 
 = 
1 [ 
2 [ 
3 [ 
4 olmak üzere


1 : z(t) = 2t� 1; 0 � t � 1

2 : z(t) = 1 + i(2t� 1); 0 � t � 1

3 : z(t) = (�2t+ 1) + i; 0 � t � 1

4 : z(t) = �1� i(2t� 1); 0 � t � 1

şeklinde parametrik olarak ifade edelim.z 2 
1 için z(t) = 2t � 1 � i; 0 � t � 1
parametrik denkleminden

Dqz(t) = 2

olup Z

1

dqz

z
=

1Z
t=0

2

2t� 1� idqt = 2(1� q)
1X
n=0

qn

2qn � 1� i (3.16)

elde edilir. z 2 
2 için z(t) = 1 + i(2t� 1); 0 � t � 1 parametrik denkleminden

Dqz(t) = 2i
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olup Z

2

dqz

z
= 2i(1� q)

1X
n=0

qn

1 + i(2qn � 1) (3.17)

elde edilir. z 2 
3 için z(t) = (�2t+ 1) + i; 0 � t � 1 parametrik denkleminden

Dqz(t) = �2

olup Z

3

dqz

z
= �2(1� q)

1X
n=0

qn

�2qn + 1 + i (3.18)

elde edilir. z 2 
4 için z(t) = �1� i(2t� 1); 0 � t � 1 parametrik denkleminden

Dqz(t) = �2i

olup Z

4

dqz

z
= �2i(1� q)

1X
n=0

qn

�1� i(2qn � 1) (3.19)

elde edilir. Sonuç olarak 
 = 
1 [ 
2 [ 
3 [ 
4 üzerinden integralin de¼geriZ



dqz

z
=

Z

1

dqz

z
+

Z

2

dqz

z
+

Z

3

dqz

z
+

Z

4

dqz

z

= 2(1� q)
1X
n=0

qn

2qn � 1� i + 2i(1� q)
1X
n=0

qn

1 + i(2qn � 1)

�2(1� q)
1X
n=0

qn

�2qn + 1 + i � 2i(1� q)
1X
n=0

qn

�1� i(2qn � 1)

= 2(1� q)
1X
n=0

qn
�

1

2qn � 1� i +
i

1 + i(2qn � 1) �
1

�2qn + 1 + i

� i

�1� i(2qn � 1)

�
= 8(1� q)

1X
n=0

1

2qn � 1� iq
n = 8i(1� q)

1X
n=0

qn

1 + i(2qn � 1)

olarak bulunur. ·Integralin sonucundaki seride

an =
qn

j1 + i(2qn � 1)j =
qnp

2
p
1 + 2qn(qn � 1)

denilirse, oran kriterinden

lim
n!1

an+1
an

= lim
n!1

q

s
1 + 2qn(qn � 1)

1 + 2qn+1(qn+1 � 1) = q < 1 oldu¼gundan elde edilen seri her

q 2 (0; 1) için yak¬nsakt¬r.

Örnek 3.5 D = fz 2 C : a � Rez � b; c � Imz � dg kümesi üzerinde herhangi
bir q integrallenebilir f fonksiyonu f : D ! C olarak tan¬mlans¬n. Bu durumda,
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@D = 
 = 
1 [ 
2 [ 
3 [ 
4 olmak üzere;Z



f(z)dqz

integralini hesaplayalim.

Çözüm 3.1 
i; (i = 1; 2; 3; 4) e¼grileri


1(t) egrisinin parametrik denklemi 
1(t) = a+ ic+ (b� a)t; 0 � t � 1

2(t) egrisinin parametrik denklemi 
2(t) = b+ ic+ (d� c)it; 0 � t � 1

3(t) egrisinin parametrik denklemi 
3(t) = b+ id+ (a� b)t; 0 � t � 1

4(t) egrisinin parametrik denklemi 
4(t) = a+ id+ (c� d)it; 0 � t � 1

olarak al¬nabilir. E¼grilerin q- türevleri

Dq
1(t) = b� a; Dq
2(t) = i(d� c);
Dq
3(t) = a� b; Dq
1(t) = i(c� d)

d¬r.Z



f(z)dqz =

Z

1

f(z)dqz +

Z

2

f(z)dqz +

Z

3

f(z)dqz +

Z

4

f(z)dqz

=

1Z
t=0

f(
1(t)) 
1q dqt+

1Z
t=0

f(
2(t)) 
2q dqt

+

1Z
t=0

f(
3(t)) 
3q dqt+

1Z
t=0

f(
4(t)) 
4q dqt

= (1� q)
1X
n=0

f(
1(q
n))(b� a)qn + (1� q)

1X
n=0

f(
2(q
n))i(d� c)qn

+(1� q)
1X
n=0

f(
3(q
n))(a� b)qn + (1� q)

1X
n=0

f(
4(q
n))i(c� d)qn

= (1� q)(b� a)
1X
n=0

�
f(
1(q

n))� f(
3(qn))
�
qn

+(1� q)i(d� c)
1X
n=0

�
f(
2(q

n))� f(
4(qn))
�
qn

elde edilir. Burada gerekli işlemler yap¬l¬rsa sonuç olarakZ



f(z)dqz = (1�q)
1X
n=0

qn
�
(b�a) [f(
1(qn))� f(
3(qn))]+i(d�c) [f(
2(qn))� f(
4(qn))]

�
(3.20)
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bulunur. M := max


jf(z)j olmak üzere

������
Z



f(z)dqz

������ � 2(1� q)
1X
n=0

qnM jf(qn)j
�
b+ d� (a+ c)

�

� 2M(1� q)
�
b+ d� (a+ c)

� 1X
n=0

qn

= 2M

�
b+ d� (a+ c)

�
oldu¼gundan f fonksiyonu 
 e¼grisinin s¬n¬rlad¬¼g¬aç¬k küme üzerinde ve s¬n¬r¬nda

analitik olmak üzere (3.20) serisi daima yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla
Z



f(z)dqz mev-

cuttur.

3.1. Kompleks q- ·Integrallerin Baz¬Özellikleri

Tek de¼gi̧skenli, reel de¼gerli bir F (x) fonksiyonunun q-türevi

DqF (x) =
F (x)� F (qx)
(1� q)x =

1

(1� q)x(1�Mq)F (x) := f(x); x 6= 0

olarak da tan¬mlan¬r. BuradaMqF (x) = F (qx) dir. F (x) fonksiyonuna f(x) in q-
antitürevi ad¬verilir.Burada 0 < q < 1 dir.(Bak¬n¬z [1])

Tan¬m 3.2 E¼ger her x 2 [0; a] için limn!1 F (q
nx) limiti mevcutsa, F (x) fonksi-

yonuna x = 0 da q-regülerdir denir. F (x), x = 0 da sürekli ise bu durumda

lim
n!1

F (qnx) = F (0)

d¬r.

E¼ger F (0) = 0 ise , f(x) fonksiyonunun q-antitürevi

F (x) =
1

1�Mq

[(1� q)xf(x)] = (1� q)
1X
n=0

Mn
q [xf(x)]

= (1� q)x
1X
n=0

qnf(qnx) (3.21)

olarak da yaz¬labilir. Genel olarak x 2 [0; a] için
xZ
0

f(t)dqt = F (x)� lim
n!1

F (qnx) (3.22)

44



d¬r. E¼ger a > 0 olmak üzere x 2 [0; a] ise bu durumda qx; :::; qnx 2 [0; a] d¬r.
limx!0 F (x) = F (0) = 0 olsun. Bu takdirde f(x) fonksiyonunun Jackson integrali

xZ
0

f(t)dqt = (1� q)x
1X
n=0

qnf(qnx) = F (x) (3.23)

veya
aZ
0

f(x)dqx = (1� q)a
1X
n=0

qnf(qna) (3.24)

olarak tan¬mlanir. Buradan daha genel olarak

xZ
0

f(t)Dqg(t)dqt = (1� q)x
1X
n=0

qnf(qnx)Dqg(q
nx) (3.25)

veya
xZ
0

f(t)dqg(t) =
1X
n=0

f(qnx)[g(qnx)� g(qn+1x)] (3.26)

yaz¬labilir. (Bak¬n¬z [1])

Tan¬m 3.3 E¼ger (3.23) deki, Jackson integral tan¬m¬ndaki seri yak¬nsak ise f(x)
fonksiyonuna q-integrallenebilirdir denir:

Uyar¬3.2 E¼ger F (x) fonksiyonu x = 0 da q-regüler de¼gilse, Jackson integrali
do¼gru olmayabilir.

Tan¬m 3.4 D � C , q-geometrik kümesi üzerinde f(z) kompleks fonksiyonu ve-
rilsin. 0 2 D olmak üzere her z 2 D için

lim
n!1

f(qnz) = f(0)

oluyorsa, f(z) ye z = 0 noktas¬nda q-regülerdir denir.

Teorem 3.3 [3] S¬f¬r noktas¬n¬içeren bir D � C q-geometrik alt kümesinde f(z)
fonksiyonu verilsin ve f(z) s¬f¬r noktas¬nda q-regüler olsun. Bu takdirde

F (z) :=

zZ
0

f(t)dqt (3.27)

fonksiyonu s¬f¬r noktas¬nda q-regülerdir. Ayr¬ca her z 2 D için DqF (z) = f(z)
dir.Tersine, her z 2 D ve 0 2 D için

zZ
0

Dqf(t)dqt = f(z)� f(0) (3.28)

dir.
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Uyar¬3.3 E¼ger Teorem 3.3 deki f(z) fonksiyonu z = 0 da q-regüler de¼gilse

zZ
0

Dqf(t)dqt = f(z)� lim
n!1

f(qnz) (3.29)

veya daha genel olarak, a; b 2 D � C olmak üzere,

bZ
a

Dqf(t)dqt =
h
f(b)� lim

n!1
f(qnb)

i
�
h
f(a)� lim

n!1
f(qna)

i
(3.30)

d¬r.

Lemma 3.2 [0; a]� [0; a] kümesi üzerinde h(x; t) fonksiyonu verilsin ve her t 2
[0; a] için bu fonksiyon q-integrallenebilir olsun. Di¼ger taraftan

f(x) :=

xZ
0

h(x; t)dqt

fonksiyonunu göz önüne alal¬m. E¼ger h(x; qx) = 0 ise

Dx
q

xZ
0

h(x; t)dqt =

xZ
0

Dx
qh(x; t)dqt (3.31)

dir.

·Ispat. Jackson integrali tan¬m¬ndan basit bir hesapla

Dx
q

xZ
0

h(x; t)dqt = h(x; x) +
1X
n=0

qn [h(qnx; x)� h(qnx; qx)] (3.32)

ve

xZ
0

Dx
qh(x; t)dqt = h(x; x)� h(x; qx) +

1X
n=0

qn [h(qnx; x)� h(qnx; qx)] (3.33)

olup (3.32) ile (3.33) ün kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬yla sonuç görülür.

Uyar¬3.4

 : z(t) = x(t) + iy(t) ; 0 � t � a

rekti�enebilen parçal¬düzgün e¼grisinin klasik anlamda pozitif yönde yönlendiril-
di¼gini varsayal¬m. Bu durumda 
 n¬n başlang¬ç noktas¬z(0) = z0 = x(0) + iy(0)
ve biti̧s noktas¬z(a) = za = x(a) + iy(a) olur. f(z) , 
 üzerinde q-integrallene-
bilir bir fonksiyon olsun.e
 ,
 n¬n klasik anlamda ters yönde yönlendirilmi̧s halini
göstersin. aqn 2 [0; a]; n = 0; 1; 2; ::: parametrelerine kaŗs¬l¬k gelen 
 üzerindeki
noktalar zn = z(aqn) = x(aqn) + iy(aqn); n = 0; 1; 2; :::olsun. Bu noktalar ayn¬
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zamanda e
 üzerinde olup 
 n¬n fzn = z(aqn)g ; n = 0; 1; 2; ::: parçalanma nok-
talar¬nda f(z(aqn)) de¼gerleri hem 
 hem de e
 üzerinde de¼gi̧smeyecektir. Bu ne-
denden dolay¬f(z) nin e
 üzerinden e¼grisel q-integrali (3.6) tan¬m¬n¬n da kullan¬l-
mas¬yla;Z

e

f(z)dqz := (q � 1)a

1X
n=0

qnf(z(aqn))Dqz(aq
n) = �

Z



f(z)dqz (3.34)

olarak tan¬mlan¬r. 
 e¼grisi üzerinde zn = x(aqn) + iy(aqn); n = 0; 1; 2; ::: nokta-
lar¬n¬göz önüne alal¬m ve `n := jz(aqn+1)� z(aqn)j; n = 0; 1; 2; ::: olsun. Jackson
integralinden,

aZ
0

jDqz(t)jdqt = (1� q)a
1X
n=0

jz(aqn+1)� z(aqn)j
jaqn+1 � aqnj qn

=

1X
n=0

jzn+1 � znj

=
1X
n=0

`n: (3.35)

yaz¬labilir. Burada x(t) ve y(t), I = [0; a] üzerindeDqx(t); Dqy(t) türevlerine sahip
ve bu türevler q-integrallenebilir fonksiyonlard¬r. Rekti�enebilir bir 
 e¼grisi için
(3.35) serisi yak¬nsakt¬r.

3.2. Birinci ve ·Ikinci Tipten Kompleks E¼grisel q-·Integraller

Tan¬m 3.5 Parçal¬düzgün rekti�enebilen 
 � C e¼grisi üzerinde f(z) fonksiyonu
veya dolayl¬olarak I = [0; a] üzerinde f(z(t)) bileşke fonksiyonu verilsin. E¼ger her
" > 0 say¬s¬ve yeterince büyük k say¬lar¬için jz(aqk)� z(aqk+1)j < � oldu¼gunda
jf(z(aqk))�f(z(aqk+1))j < " olacak şekilde � = �(") say¬lar¬bulunabiliyorsa f(z)
ye 
 üzerinde veya f(z(t)) bileşke fonksiyonu I üzerinde q-d�uzg�un s�ureklidir
denir.


 üzerinde tan¬mlanm¬̧s q-düzgün sürekli, s¬f¬r noktas¬nda q-regüler kompleks
f(z) = u(z) + iv(z) fonksiyonunu göz önüne alal¬m. Burada t 2 [0; a]; 0 < q < 1
için u = u(z(t)) = u(x(t); y(t)) ve v = v(z(t)) = v(x(t); y(t)) fonksiyonlar¬ ile
Dqx(t); Dqy(t) türevleri I = [0; a] üzerinde q-integrallenebilirdir. Ayr¬ca f(z(t));
q-düzgün sürekli oldu¼gundan u(z(t)) ve v(z(t)) fonksiyonlar¬da q-düzgün sürek-
lidir.Di¼ger taraftan zk = z(aqk) olmak üzere

S
(n)
1 =

nX
k=0

f(zk)`k; (3.36)

S
(n)
2 =

nX
k=0

u(zk)�qx(aq
k); (3.37)
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S
(n)
3 =

nX
k=0

v(zk)�qy(aq
k) (3.38)

sonlu toplamlar¬n¬ göz önüne alal¬m.Burada �qx(aq
k) := x(aqk) � x(aqk+1),

�qy(aq
k) := y(aqk) � y(aqk+1) dir. Bu gösterimler [4] de zaman skalas¬için kul-

lan¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca

I1 =

aZ
0

f(z(t))jDqz(t)jdqt; (3.39)

I2 =

aZ
0

u(z(t))Dqx(t)dqt; (3.40)

I3 =

aZ
0

v(z(t))Dqy(t)dqt (3.41)

integrallerini göz önüne alal¬m.(3.40) ve (3.41) integrallerinin toplanmas¬ndan,

I2 + I3 =

aZ
0

[u(x(t); y(t))Dqx(t) + v(x(t); y(t))Dqy(t)]dqt

: =

Z



u(x; y)dqx+ v(x; y)dqy (3.42)

elde edilir.

Tan¬m 3.6 (3.39) integrali f(z) nin birinci tip e¼grisel q- integrali; (3.42) integ-
rali ise (u; v) ikilisinin ikinci tip e¼grisel q-integrali olarak adland¬r¬l¬r.

f(z), 
 üzerinde q-düzgün sürekli oldu¼gundan L1 = sup
 jf(z)j say¬s¬ vard¬r.
Ayr¬ca,

P1
k=0 `k = `q olacak şekilde `q 2 (0;+1) say¬s¬da vard¬r. Bu durumda

her " > 0 say¬s¬için n � n0(") olacak şekilde yeterince büyük n ler seçildi¼ginde
j
P1

k=0 `k � `qj < "
L1
yaz¬labilir. Buradan her " > 0 ve yeterince büyük n ler için

jS(n)1 � I1j =
�����
nX
k=0

f(z(aqk))� (1� q)a
1X
k=0

qkf(z(aqk))jz(aq
k+1)� z(aqk)
(q � 1)aqk j

�����
�

1X
k=n+1

jf(z(aqk))jjz(aqk+1)� z(aqk)j

� L1

1X
k=n+1

`k

= L1j`q � (`0 + `1 + :::+ `n)j
< L1

"

L1
= "
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yaz¬labilece¼ginden

lim
n!1

S
(n)
1 =

1X
k=0

f(z(aqn))`k =

aZ
0

f(z(t))jDqz(t)jdqt = I1 (3.43)

elde edilir. Di¼ger taraftan u(z) fonksiyonu 
 üzerinde q-düzgün sürekli oldu¼gun-
dan,

sup


ju(z)j = sup

[0;a]

ju(z(t))j = L2

olacak şekilde L2 2 (0;+1) say¬s¬vard¬r. Böylece

jI2 � S(n)2 j =

������
aZ
0

u(z(t))Dqx(t)dqt�
nX
k=0

u(zk)�qx(aq
k)

������
=

�����(1� q)a
1X
k=0

qku(z(aqk))

�
x(aqk+1)� x(aqk))

(q � 1)aqk

�

�
1X
k=0

u(zk)[x(aq
k)� x(aqk+1)]

�����
=

�����
1X

k=n+1

u(z(aqk))
�
x(aqk)� x(aqk+1)

������
� L2

1X
k=n+1

jx(aqk)� x(aqk+1)j

� L2

1X
k=n+1

`k

yaz¬labilir.
P1

k=0 `k serisi yak¬nsak oldu¼gundan,
P1

k=0 jx(aqk) � x(aqk+1)j serisi
yak¬nsakt¬r. O halde bu serinin (n+ 1): kalan terimi için

1X
k=n+1

jx(aqk)� x(aqk+1)j < "

L2

olacak şekilde " > 0 say¬lar¬vard¬r. Böylece

jI2 � S(n)2 j < "

olur. Bu durumda

lim
n!1

S
(n)
2 =

1X
k=0

u(z(aqk))�qx(aq
k) =

aZ
0

u(z(t))Dqx(t)dqt = I2 (3.44)

bulunur. Tamamen benzer düşünceyle

I3 = lim
n!1

S
(n)
3 =

1X
k=0

v(z(aqk))�qy(aq
k) =

aZ
0

v(z(t))Dqy(t)dqt (3.45)
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oldu¼gu gösterilebilir. Di¼ger taraftanZ



u(x; y)dqx =

Z



u(z)dqx =

aZ
0

u(z(t))dqx(t) =

aZ
0

u(x(t); y(t))Dqx(t)dqt

= (1� q)a
1X
n=0

qnu(x(aqn); y(aqn))
x(aqn+1)� x(aqn)

(q � 1)aqn

=

1X
n=0

u(z(aqn))�qx(aq
n) (3.46)

ve benzer şekildeZ



v(x; y)dqy =

aZ
0

v(x(t); y(t))dqy(t) =

aZ
0

v(x(t); y(t))Dqy(t)dqt

=

1X
n=0

v(z(aqn))�qy(aq
n) (3.47)

elde edilir. Böylece (3.46) ve (3.47) integrallerinin taraf tarafa toplanmas¬yla,
(u; v) ikilisinin 2. tip e¼grisel q-integraliZ



u(x; y)dqx+v(x; y)dqy =
1X
n=0

[u(z(aqn))�qx(aq
n)+v(z(aqn))�qy(aq

n)] (3.48)

olarak yaz¬labilir.
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4. KATLI q-·INTEGRALLER VE q-GREEN ÖZDEŞL·I¼G·I

4.1. Katl¬q-·Integraller

D = f(x; y) 2 R2 : 0 � x � a; 0 � y � ag karesi üzerinde h(x; y) fonksiyonu ver-
ilsin. (x; y) 2 D için h(x; y) nin katl¬q-integrali 0 < q < 1 olmak üzere

I =

xZ
0

yZ
0

h(s; t)dqtdqs = (1� q)2xy
1X
n=0

1X
k=0

qn+kh(qnx; qky) (4.1)

olarak verilebilir. Şimdi (4.1) katl¬serisinin hangi koşullarda yak¬nsak olaca¼g¬n¬
araşt¬ral¬m.E¼ger her (x; y) 2 D için jh(x; y)j � M olacak şekilde M 2 (0;+1)
say¬s¬varsa (4.1) integrali daima mevcuttur. Ancak h(x; y), D üzerinde s¬n¬rs¬z
oldu¼gu zaman da (4.1) integrali mevcut olabilir. Bununla ilgili bir teorem verelim:

Teorem 4.1 D = f(x; y) 2 R2 : 0 � x � a; 0 � y � ag kümesi üzerinde h(x; y)
fonk-siyonu verilsin ve her (x; y) 2 (0; a]�(0; a] için 0 � � < 1; 0 � � < 1 olmak
üzere

x�y�jh(x; y)j < M (4.2)

olacak şekilde pozitifM say¬s¬n¬n mevcut oldu¼gunu kabul edelim. Bu takdirde (4.1)
serisi her (x; y) 2 (0; a]� (0; a] için yak¬nsakt¬r.

·Ispat. (4.2) eşitsizli¼ginden x > 0; y > 0 için

jh(x; y)j < Mx��y�� (4.3)

yaz¬labilir. (4.3) de x yerine qnx ve y yerine qky yazarsak

jh(qnx; qky)j < M(qnx)��(qky)�� =Mq�n�x��q�k�y��

elde edilir. Buradan

qn+kjh(qnx; qky)j < Mq(1��)nq(1��)kx��y��

yaz¬labilir. 0 < q < 1 için 0 < q1�� < 1; 0 < q1�� < 1 oldu¼gundan,

1X
n=0

1X
k=0

Mx��y��q(1��)nq(1��)k =
Mx��y��

(1� q1��)(1� q1��) (4.4)

geometrik serisi noktasal yak¬nsakt¬r. Böylece her (x; y) 2 (0; a]� (0; a] için

(1� q)2xy
1X
n=0

1X
k=0

qn+kjh(x; y)j < Mx1��y1��(1� q)2
(1� q1��)(1� q1��) (4.5)

olup (4.1) serisi mutlak yak¬nsak, dolay¬s¬yla yak¬nsakt¬r.
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Uyar¬4.1 (4.1) serisinin yak¬nsak olmas¬ için (4.2) eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬
yeterli fakat gerekli de¼gildir.

Di¼ger taraftan

aZ
0

aZ
0

h(x; y)dqxdqy = (1� q)2a2
1X
n=0

1X
k=0

qn+kh(aqn; aqk) (4.6)

integralinin geometrik anlam¬Dn;k = f(x; y) 2 R2 : aqn+1 � x � aqn; aqk+1 � y �
aqk; 0 < q < 1g; n; k = 0; 1; ::: dikdörtgenlerinin sa¼g üst köşesindeki fonksiyon
de¼geri ile Dn;k dikdörtgenlerinin alanlar¬çarp¬mlar¬n¬n toplam¬d¬r. Ayr¬ca

1[
n;k=0

Dn;k = (0; a]� (0; a]

d¬r. E¼ger her (x; y) 2 D için h(x; y) = 1 al¬n¬rsa 0 < q < 1 için

aZ
0

aZ
0

dqxdqy = a
2 = Alan(D) (4.7)

olur ve katl¬q-integralin geometrik anlam¬ndan yararlan¬larak

lim
q!1�

aZ
0

aZ
0

h(x; y)dqxdqy =

aZ
0

aZ
0

h(x; y)dxdy (4.8)

oldu¼gu görülebilir.

Tan¬m 4.1 0 < q < 1 olmak üzere D = f(x; y) 2 R2 : 0 � x � a; 0 � y � ag
q-geometrik kümesi üzerinde h(x; y) fonksiyonu verilsin. E¼ger her (x; y) 2 D ve
x 6= 0; y 6= 0 için

lim
n!1

h(qnx; y) = h(0; y) (4.9)

ve
lim
k!1

h(x; qky) = h(x; 0) (4.10)

oluyorsa h(x; y) fonksiyonuna s¬ras¬yla D1 = f(0; y) 2 R2 : 0 < y � ag ve D2 =
f(x; 0) 2 R2 : 0 < x � ag do¼gru parçalar¬üzerinde q-regülerdir denir. Ayr¬ca, e¼ger

lim
n;k!1

h(qnx; qky) := lim
n!1

[ lim
k!1

h(qnx; qky)] = lim
k!1

[ lim
n!1

h(qnx; qky)] = h(0; 0)

(4.11)
oluyorsa h(x; y) fonksiyonuna (0; 0) noktas¬nda q-regülerdir denir.

Uyar¬4.2 E¼ger h(x; y) fonksiyonu D1 = f(0; y) 2 R2 : 0 < y � ag kümesi, D2 =
f(x; 0) 2 R2 : 0 < x � ag kümesi üzerinde ve (0; 0) noktas¬nda q-regüler de¼gilse
(4.1) ile tan¬mlanan katl¬q-integrali do¼gru olmayabilir.E¼ger h(x; y), D1 ve D2 ü-
zerinde, ayr¬ca (0; 0) noktas¬nda q-regüler ve bu noktalarda s¬f¬r de¼gerini al¬yorsa
(4.1) daima do¼grudur.
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Uyar¬4.3 F (x; y), Dx
qD

y
qF (x; y) = h(x; y) özelli¼gini sa¼glayan bir fonksiyon ol-

sun.
xZ
0

yZ
0

h(s; t)dqtdqs = F (x; y) (4.12)

olmas¬için yeterli koşul F (x; y) nin (0; 0) noktas¬nda,D1 = f(0; y) 2 R2 : 0 < y � ag,
D2 = f(x; 0) 2 R2 : 0 < x � ag eksen parçalar¬ üzerinde q- regüler olmas¬ ve
F (x; y) nin q- regüler noktalarda s¬f¬r de¼gerini almas¬d¬r.Bu koşullar alt¬nda

xZ
0

yZ
0

h(s; t)dqtdqs = F (x; y) = (1� q)2xy
1X
n=0

1X
k=0

qn+kh(qnx; qky) (4.13)

eşitli¼gi geçerlidir.

Örnek 4.1 F (x; y) =
q � 1

(1 + q)logq
x2logy fonksiyonunu göz önüne alal¬m. x > 0,

y > 0 için

Dx
qD

y
qF (x; y) =

q � 1
(1 + q)logq

�
Dx
qx

2
�
Dy
q [logy]

=
q � 1

(1 + q)logq

1� q2
1� q x

logq

q � 1
1

y

=
x

y

= h(x; y) (4.14)

olur. Di¼ger taraftan Jackson integralinden,

xZ
0

yZ
0

s

t
dqtdqs =

0@ xZ
0

dqt

t

1A0@ yZ
0

sdqs

1A
= (1� q)x

1X
n=0

qn
1

qnx
(1� q)y

1X
k=0

qkqky

= (1� q)2y2 1

1� q2
1X
n=0

1 = +1; 0 < q < 1 (4.15)

elde edilir.

xZ
0

yZ
0

h(s; t)dqtdqs = F (x; y) do¼gru olsayd¬

xZ
0

yZ
0

s

t
dqtdqs =

q � 1
(1 + q)logq

x2logy ol-

mas¬gerekirdi. Bu do¼gru de¼gildir. Çünkü F (x; y) fonksiyonu D1 eksen parças¬
üzerinde q-regüler de¼gildir. h(x; y) fonksiyonu D� = (0; a]� (0; a] üzerinde hem x
hem de y ye göre q-integrallenebilirse

xZ
0

yZ
0

h(s; t)dqtdqs =

yZ
0

xZ
0

h(s; t)dqsdqt (4.16)
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oldu¼gu görülebilir.
Şimdi

F (x; y) :=

xZ
0

yZ
0

h(s; t)dqtdqs (4.17)

fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Katl¬q-integral tan¬m¬ndan

F (x; y) = (1� q)2xy
1X
n=0

1X
k=0

qn+kh(qnx; qky) (4.18)

yazabiliriz. Şimdi hangi koşullar alt¬nda

Dx
qD

y
q

xZ
0

yZ
0

h(s; t)dqtdqs =

xZ
0

yZ
0

Ds
qD

t
qh(s; t)dqtdqs (4.19)

eşitli¼ginin do¼gru oldu¼gunu gösterelim. x 6= 0 ve y 6= 0 için basit bir hesapla

Dx
qD

y
qF (x; y) = Dx

qD
y
q

xZ
0

yZ
0

h(s; t)dqtdqs

=
1X
n=0

1X
k=0

[qn+kh(qnx; qky)� qh(qnx; qk+1y)

�qh(qn+1x; qky) + q2h(qn+1x; qk+1y)]
= h(x; y) (4.20)

elde edilir. Di¼ger taraftan

xZ
0

yZ
0

Dt
qh(s; t)dqtdqs =

xZ
0

yZ
0

h(s; qt)� h(s; t)
(q � 1)t dqtdqs

=

xZ
0

(1� q)y
1X
k=0

qk
�
h(s; qk+1y)� h(s; qky)

(q � 1)qky

�
dqs

=

xZ
0

1X
k=0

[h(s; qky)� h(s; qk+1y)]dqs (4.21)

ve
NX
k=0

[h(s; qky)� h(s; qk+1y)] = h(s; y)� h(s; qN+1y) (4.22)

lim
N!1

NX
k=0

h(s; qky)� h(s; qk+1y) = h(s; y)� h(s; 0) (4.23)
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oldu¼gu elde edilebilir. Buradan

xZ
0

yZ
0

Dt
qh(s; t)dqtdqs =

xZ
0

1X
k=0

[h(s; qky)� h(s; qk+1y)]dqs

=

xZ
0

[h(s; y)� h(s; 0)]dqs

= (1� q)x
1X
n=0

qn[h(qnx; y)� h(qnx; 0)] (4.24)

ve son olarak (4.19) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬için

xZ
0

yZ
0

Ds
qD

t
qh(s; t)dqtdqs =

xZ
0

Ds
q[h(s; y)� h(s; 0)]dqs

= h(x; y)� h(x; 0)� h(0; y) + h(0; 0)

yaz¬labilir. Böylece aşa¼g¬daki lemmay¬verebiliriz:

Lemma 4.1 h(x; y) fonksiyonu D1 = f(0; y) 2 R2 : 0 < y � ag,

D2 = f(x; 0) 2 R2 : 0 < x � ag ve (0; 0) noktas¬nda q-regüler olsun. E¼ger h(0; y) =
h(x; 0) = h(0; 0) = 0 ise bu durumda

Dx
qD

y
q

xZ
0

yZ
0

h(s; t)dqtdqs =

xZ
0

yZ
0

Ds
qD

t
qh(s; t)dqtdqs (4.25)

dir.

4.2. q-Green Özdeşli¼gi

Teorem 4.2 D = [0; a]�[0; a] kümesi üzerinde u(x; y); v(x; y) reel de¼gerli fonksi-
yonlar¬verilsin ve u; v;Dx

q v;D
y
qu fonksiyonlar¬D üzerinde hem x hem de y ye

göre q-integrallenebilir olsun. Bu durumdaZ
@D

u(x; y)dqx+ v(x; y)dqy =

ZZ
D

[Dx
q v(x; y)�Dy

qu(x; y)]dqxdqy (4.26)

dir. Burada @D;D dikdörtgeninin çevresinin pozitif yönde yönlendirilmiş halidir.

·Ispat. @D = 
1 [ 
2 [ 
3 [ 
4 olsun.
1 : x = t; ; y = 0; 0 � t � a; dqx(t) =
dqt; dqy(t) = 0 olup buradan (4.26) n¬n sol taraf¬
1 üzerinden hesaplan¬rsaZ


1

u(x; y)dqx+ v(x; y)dqy =

aZ
0

u(t; 0)dqt (4.27)
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bulunur. Benzer şekilde 
2 : x = a; y = t; 0 � t � a; dqx(t) = 0; dqy(t) = dqt
için hesaplama yap¬l¬rsa,Z


2

u(x; y)dqx+ v(x; y)dqy =

aZ
0

v(a; t)dqt (4.28)

olur. Di¼ger taraftan 
3 e¼grisi e
3 : x = t; y = a; 0 � t � a e¼grisinin ters yönde
yönlendirilmi̧s halidir. Böylece (3.34) den e
3 üzerinde , dqy = 0 , dqx = dqt
olaca¼g¬ndanZ

3

u(x; y)dqx+v(x; y)dqy = �
Z
f
3
u(x; y)dqx+v(x; y)dqy = �

aZ
0

u(t; a)dqt (4.29)

bulunur. Benzer şekilde 
4 e¼grisi e
4 : x = 0; y = t; 0 � t � a e¼grisinin ters yönde
yönlendirilmi̧s hali oldu¼gundan ayn¬düşünceyleZ

4

u(x; y)dqx+ v(x; y)dqy = �
Z
f
4
u(x; y)dqx+ v(x; y)dqy = �

aZ
0

v(0; t)dqt (4.30)

bulunur. BöyleceZ
@D

u(x; y)dqx+ v(x; y)dqy =

aZ
0

[u(t; 0) + v(a; t)� u(t; a)� v(0; t)]dqt (4.31)

elde edilmi̧s olur. Di¼ger taraftan (4.24) denZZ
D

Dx
q v(x; y)dqxdqy =

aZ
0

aZ
0

Dx
q v(x; y)dqxdqy =

aZ
0

[v(a; t)� v(0; t)]dqt (4.32)

veZZ
D

Dy
qu(x; y)dqxdqy =

aZ
0

aZ
0

Dy
qu(x; y)dqxdqy =

aZ
0

[u(t; a)� u(t; 0)]dqt (4.33)

yaz¬labilir. (4.32) ve (4.33) ün kullan¬lmas¬ylaZZ
D

[Dx
q v(x; y)�Dy

qu(x; y)]dqxdqy =

aZ
0

[v(a; t)�v(0; t)�u(t; a)+u(t; 0)]dqt (4.34)

bulunmuş olur. (4.31) ve (4.34) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa (4.26) q-Green özdeşli¼ginin do¼gru
oldu¼gu görülür.

Uyar¬4.4 [18] Temel Kavramlarda reel de¼gerli bir f(x; y) fonksiyonunun k¬smi
q- türevleri verilmişti. Şimdi kompleks de¼gerli bir f(z) fonksiyonunun k¬smi q-
türevlerini verelim. f(z) = f(x + iy) = u(x; y) + iv(x; y) , D de tan¬mlanm¬̧s
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kompleks de¼gerli bir fonksiyon olsun. f(z) nin x ve y ye göre k¬smi q-türevleri
s¬ras¬yla,

Dq;xf(z) =
f(x+ iy)� f(qx+ iy)

(1� q)x =
u(x; y) + iv(x; y)� u(qx; y)� iv(qx; y)

(1� q)x
= Dq;xu+ iDq;xv (4.35)

ve

D�
q;yf(z) =

f(x+ iy)� f(x+ iqy)
(1� q)iy =

u(x; y) + iv(x; y)� u(x; qy)� iv(x; qy)
(1� q)iy

= �iDq;yu+Dq;yv (4.36)

dir. Bu durumda f(z) nin z ve z e göre k¬smi q-türevleri s¬ras¬yla,

Dz
qf(z) =

1

2
[Dq;xf(z) +D

�
q;yf(z)] =

1

2
[Dq;xf(z)� iDq;yf(z)] (4.37)

Dz
qf(z) =

1

2
[Dq;xf(z)�D�

q;yf(z)] =
1

2
[Dq;xf(z) + iDq;yf(z)] (4.38)

şeklindedir.Burada Dq;y ile D�
q;y opeatörleri aras¬nda D

�
q;yf(z) = �iDq;yf(z) iliş-

kisi vard¬r. Böylece kompleks q- k¬smi türev operatörleri s¬ras¬yla

Dz
q =

1

2
(Dq;x � iDq;y) (4.39)

Dz
q =

1

2
(Dq;x + iDq;y) (4.40)

olarak verilebilir.

f(z), D de bir fonksiyon olsun. E¼ger Dz
qf(z) = 0 oluyorsa bu durumda f(z)

fonksiyonuna D de q-analitiktir denir.

Örnek 4.2 f(z) = x2�y2
1+q

+ ixy fonksiyonu q-analitik bir fonksiyondur.

E¼ger f(z) = u(x; y)+ iv(x; y) fonksiyonu D de q-analitik bir fonksiyon ise tan¬m-
dan, u; v için q-Cauchy Riemann sistemi

Dq;xu(x; y) = Dq;yv(x; y) ; Dq;yu(x; y) = �Dq;xv(x; y) (4.41)

şeklinde yeni halleriyle elde edilir. (4.41) den ve �q := �
x
q +�

y
q � Dx

qD
x
q +D

y
qD

y
q

den hareketle
�qu = 0 ; �qv = 0

q-Laplace denklemlerinin de geçerli oldu¼gu görülebilir.

Teorem 4.3 D ve @D Teorem 4.2 deki gibi olsun. E¼ger f(z) = f(x + iy) =
u(x; y)+ iv(x; y) fonksiyonu z ve z e göre k¬smi q-türevlere sahip ve bu q-türevler
q-integrallenebilir ise bu durumdaZ

@D

f(z)dqz = 2i

ZZ
D

Dz
qf(z)dqxdqy (4.42)

Z
@D

f(z)dqz = �2i
ZZ
D

Dz
qf(z)dqxdqy (4.43)

dir.
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·Ispat. Teoremin ispat¬direkt hesapla görülebilir.

Tan¬m 4.2 (4.42) ve (4.43) formüllerine kompleks düzlemde q-Gauss formülleri
denir.

Uyar¬4.5 E¼ger kompleks de¼gerli f(z) fonksiyonu D = [0; a]�[0; a] de q-analitik
ise bu durumda 
 = @D olmak üzere Dz

qf(z) = 0 olup (4.42) denZ



f(z)dqz = 0 (4.44)

d¬r.

E¼ger f(z) ve g(z) Teorem 4.3�ün şartlar¬n¬sa¼glayan kompleks de¼gerli iki fonksiyon
ise (4.42) ve (4.43) in kullan¬lmas¬ylaZ




f(z)dqz + g(z)dqz = 2i

ZZ
D

�
Dz
qf(z)�Dz

qg(z)
�
dqxdqy (4.45)

yaz¬labilir.

Uyar¬4.6 [5] numaral¬kaynakta f(z) nin z ve z e göre k¬smi q-türevleri s¬ras¬yla

Dzf =
1

2

�
Dx
q f(z)� iM

y
1
q

Dy
qf(z)

�
Dzf =

1

2

�
Dx
q f(z) + iM

y
1
q

Dy
qf(z)

�
şeklinde verilmiştir. BuradaMy

q f(x; y) = f(x; qy) idi. Hatta f(z) nin q-analitikli¼gi
Dzf = 0 şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r.Fakat, Teorem 4.2 bu şartlarda kullan¬lamaz.
Çünkü tan¬mdaki M 1

q
operatörü f(z) fonksiyonunun tan¬m kümesini de¼giştirir.

Teorem 4.4 v(x; y) reel de¼gerli fonksiyonu uygun bir D kümesinde q-analitik bir
f(z) fonksiyonunun sanal k¬sm¬olsun ve Tan¬m 4.1 ve Tan¬m 2.1 deki özellikleri
sa¼glas¬n. Bu takdirde f(z) nin reel k¬sm¬olan u(x; y) fonksiyonu Dq;uu(0; y) = 0
koşulu alt¬nda x 6= 0 , y 6= 0 için,

u(x; y) =
x

y

1X
n=0

qn [v(qnx; y)� v(qnx; qy)]

� lim
n!1

(1� q)y
qnx

1X
k=0

qk
�
v(qnx; qky)� v(0; qky)

�
+ c (4.46)

şeklinde bulunabilir. Burada c key� reel sabittir.

·Ispat. ·Ispat için (4.41) eşitliklerini, 0 noktas¬ndaki q-türev tan¬m¬ olan (2.1)
tan¬m¬n¬ve v fonksiyonunun q-harmonik oldu¼gunu kullanaca¼g¬z. Dq;xu(x; y) =
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Dq;yv(x; y) ifadesinin her iki taraf¬n¬n 0 dan x e kadar birinci de¼gi̧skene göre q-
integralini alal¬m,

xZ
0

Dq;xu(t; y)dqt = u(x; y)� u(0; y) =
xZ
0

Dq;yv(t; y)dqt+ '(y)

olur. Buradan her iki taraf¬n y ye göre q-türevinin al¬nmas¬yla v, q-Laplace denk-
lemini sa¼glayaca¼g¬ndan

Dq;yu(x; y)�Dq;yu(0; y) =

xZ
0

D2
q;yv(t; y)dqt+Dq;y'(y)

= �
xZ
0

D2
q;xv(t; y)dqt+Dq;y'(y)

= �Dq;xv(x; y) +Dq;xv(0; y) +Dq;y'(y)

elde edilir. Bu durumda

Dq;y'(y) = �Dq;xv(0; y)

olur ve buradan 0 dan y ye birinci de¼gi̧skene göre her iki taraf¬n q-integrali al¬n¬rsa

'(y) = �
yZ
0

Dq;xv(0; t)dqt+ c

olur. Son olarak u(x; y) fonksiyonu ise

u(x; y) =

xZ
0

Dq;yv(t; y)dqt�
yZ
0

Dq;xv(0; t)dqt+ c

=

xZ
0

v(t; y)� v(t; qy)
(1� q)y dqt�

yZ
0

lim
n!1

v(qnx; s)� v(0; s)
qnx

dqs+ c

=
(1� q)x
(1� q)y

1X
n=0

qn[v(qnx; y)� v(qnx; qy)]

� lim
n!1

(1� q)y
qnx

1X
k=0

qk[v(qnx; qky)� v(0; qky)] + c

=
x

y

1X
n=0

qn [v(qnx; y)� v(qnx; qy)]

� lim
n!1

(1� q)y
qnx

1X
k=0

qk
�
v(qnx; qky)� v(0; qky)

�
+ c

olup böylece (4.46) n¬n do¼grulu¼gu görülmüş olur.
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Örnek 4.3 v(x; y) = ax+ by + c; (a; b; c reel sabitler) olsun. Bu fonksiyon q-har-
moniktir. v nin q-eşleni¼gi (4.46) den u(x; y) = bx� ay + k (k keyfi reel bir sabit)
olarak bulunur. f(z) = bx� ay + k + i(ax+ by + c) fonksiyonu hem q-analitik,
hem de al¬̧s¬lm¬̧s anlamda analitiktir.

Örnek 4.4 v(x; y) = x(1� y) kompleks düzlemde q-harmoniktir.Bu durumda (4.46)

dan v nin q-eşleni¼gi u(x; y) =
y2 � x2
1 + q

� y + c olarak bulunur.

Dolay¬s¬yla f(z) =
y2 � x2
1 + q

� y + c+ ix(1� y) fonksiyonu q-analitiktir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde q-analitiklik, kompleks q-integraller ile özellikleri, katl¬ q-integraller
ve e¼grisel q-integral kavram¬ incelenmi̧stir. Katl¬ q-integraller Jackson integral
tan¬m¬ndan yararlanarak tan¬mlanm¬̧s ve tan¬mlanan bu katl¬q- integral yard¬-
m¬yla orijinal q-Green formülü elde edilmi̧stir. Ayr¬ca verilen iki ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenli
reel de¼gerli q-harmonik bir fonksiyonun q-eşleni¼ginin nas¬l bulunabilece¼gi verilmi̧s-
tir.

E¼ger Cauchy integral formülünün q-analo¼gu elde edilebilirse, kompleks s¬n¬r de¼ger
problemlerinin q-analizinde incelenmesi mümkün olacakt¬r. Bu tezin amaçlar¬n-
dan biri de bunun gibi çal¬̧smalara zemin haz¬rlamak olmuştur.

Kompleks k¬smi türevli denklemlerde en basit s¬n¬r-de¼ger problemi D = fz 2 C :
jzj < 1g birim diskinde

wz = 0; z 2 D
wj@D = 
(z); 
 2 C(D;C) (5.1)

olarak verilmektedir. Bu Dirichlet probleminin çözümü jzj < 1 olmak üzere

1

2�

Z
j�j=1


(�)
zd�

1� z� = 0 (5.2)

koşulu alt¬nda

w(z) =
1

2�i

Z
j�j=1


(�)

� � zd� (5.3)

şeklindedir. Benzer şekilde di¼ger bir s¬n¬r-de¼ger problemi

wz = 0; z 2 D
Rewj@D
(z); Imw(0) = c; 
 2 C(D;R) (5.4)

Schwarz s¬n¬r-de¼ger problemidir. Bu problemin çözümü ise koşulsuz olarak

w(z) =
1

2�i

Z
j�j=1


(�)
(� + z)

(� � z)
d�

�
+ ic (5.5)

olarak verilir. S¬n¬r-de¼ger problemleri hakk¬nda detayl¬ bilgi için [7] kayna¼g¬na
bak¬labilir. Buradan da görüldü¼gü gibi problemlerin çözümleri Cauchy tipi komp-
leks integraller yard¬m¬yla verilmektedir. E¼ger Cauchy integral formülünün q-
Analizinde kaŗs¬l¬¼g¬bulunabilirse (5.1) ve (5.4) gibi problemlerin q-analizinde in-
celenmesi yap¬labilir.
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