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OZET

OTOMOBIL SIGORTALARINDA DENEYiM
FIYATLANDIRMASI VE BONUS-MALUS SIiSTEMI

NEDIME TUBA DURAK,
Doktora, Aktuerya Bilimleri Bolumi
Tez Danigmani: Prof. Dr. MERAL SUCU
Ocak 2018, 107 sayfa

Rekabete dayall sigorta piyasasinda sigorta sirketlerinin portfoylerini farkli risk
gruplarina ayirarak riske dayal fiyatlandirma yapmalari ve portfdyde meydana
gelebilecek hasarlarin yukunu polige sahipleri arasinda adil bir gsekilde dagitmalari

zorunlu hale gelmistir.

Gecgmisten beri motorlu arag sigortalarinda sigortalilar yas, cinsiyet, meslek, aracin
kullanim tarzi gibi policenin duzenlenmesi asamasinda bilinen risk faktorlerine
gore risk gruplarina ayristirilarak fiyatlandirma yapilmaktadir. Ancak kullanilan risk
siniflandirmasi ne kadar ayrintili olursa olsun suraculerin trafik kurallarina uyumu,
refleks hizi, alkol aliskanliklari gibi bazi &l¢ilemeyen risk faktorleri sebebiyle

portfoydeki risk siniflari yeterince homojen olamamaktadir.

Bu calismada ulkemizdeki trafik sigortali verisi kullanilarak risk siniflandirmasi
yapilmig, sonrasinda ise sonsal faktorler dikkate alinarak kredibilite ve bonus-

malus yontemleri ile dizeltme katsayilari tablolari olusturulmustur.

Anahtar Kelimeler: Risk Siniflandirmasi, Deneyim Fiyatlandirmasi, Kredibilite ve

Bonus-Malus Sistemi



ABSTRACT

EXPERIENCE RATING AND BONUS-MALUS SYSTEM
IN AUTOMOBILE INSURANCE

NEDIME TUBA DURAK,
Doctor of Philosophy, Department of Actuarial Sciences
Supervisor: Prof. Dr. MERAL SUCU
January 2018, 107 pages

In a competitive market it has become compulsory for insurance companies to
partition their portfolios into the risk categories with all policyholders belonging to
the same category paying the same premium and to fairly distribute the burden of

claims among policyholders.

Existing motor vehicle insurance risk classification plans have been using to create
risk classes according to the priori variables of the insureds such as age, gender,
occupation, use of the vehicle etc. whose values can be determined during the
process of issuance of the policy. But due to the many important factors such as
the habit of obeying traffic rules or swiftness of reflexes of the driver which cannot
be taken into account, the risk classes are not homogeneous enough. For this
reason with the method of so called experience rating, with a correction applied to
the base premiums determined by the risk classification of the insureds, it has
been possible to obtain premiums closer to the risk level of the insured and to

ensure fairness among the insureds.

In this study firstly, insureds are partitioned into the risk classes by using Turkey
MTPL (Motor Third Party Liability) insureds data and then adjustment coefficient

tables are created with the methods of credibility and bonus-malus system.

Keywords: Risk Classification, Experience Rating, Credibility, Bonus-Malus

System.
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1. GIRIS

1.1. Genel Bilgi

Gunumuz rekabetci piyasa ortaminda sigorta sirketlerinin, portfoylerindeki farkh
risk gruplari arasindaki dengeyi korumalari oldukca onemli bir hale gelmistir.
Ornegin, kadinlarin erkeklerden daha az kaza yaptiklarinin gézlendigi bir sirkette
bu veri gozardi edilerek tUm polige sahiplerinden ortalama prim alindiginda birgok
kadin surucu, kadinlara dusuk fiyat sunan bagka sirketlere yonelecektir. Egit fiyat
veren sirketlerde ise hem riski yUksek olan erkek surucu portfoya agir basacak,
hem de ortalama prim yetersiz kalacaktir. Aktuerler, meydana gelebilecek
hasarlarin yukunt tum police sahiplerine adil bir sekilde dagitabilmelerine imkan
taniyan tarifeler olusturmak durumundadir. Buna goére poligeler, primlerin ayni
oldugu risk siniflarina ayrilirlar. Risk siniflandirmasinda kullanilan risk faktorleri
sirketten sirkete degisiklik gostermektedir. Serbest piyasa ortaminda herhangi bir
sirket fiyatlandirmaya iligkin yeni bir faktér kullandiginda, diger sirket aktterleri de
ayni faktort kullanarak risk siniflandirmalarini gdézden gegirmek durumundadir.
Aksi takdirde iyi suruculerini kaybetme riskiyle kargi karsiya kalmaktadirlar. Risk
siniflandinimasinda kullanilan faktérlerin artmasi rekabetgi piyasanin bir geregi
haline gelmistir. Ancak risk siniflandirmasinin daha detayli hale getiriimesi
genellikle kotu sdraculerin uygun fiyata sigorta teminati bulamamalarina,
dolayisiyla sigortasiz ara¢ kullanmalarina neden olur. Ayrica fiyatlandirma faktoru
ile teminat altina alinan risk arasinda bir korelasyon olsa bile sebep-sonug iligkisi
olmayabilir. Bu durumda bu fiyatlandirma faktérinin kullaniimasi da sigortacilik

anlaminda adil bir yaklagim degildir[1].

Risk siniflandirmasinda kullanilan risk faktorlerine “énsel degiskenler’ adi
veriimektedir. Bu degiskenler surlicunun henuz arabayi kullanmaya baslamadan
once belirli olan 6zelliklerine gore deger alir. Otomobil sigortasinda bu degiskenler
aracin park edildigi bolge, kullanim tarzi (tUzel/6zel), yas, cinsiyet, meslek ve

medeni durum gibi bireysel karakteristiklere gore belirlenmigtir.

Risk siniflandirmasinda kullanilan faktérlerin giinden gliine artmasi, dizenleme

otoritelerini bazilarini tarifelerden gikartmaya yoneltmistir. Bazi Ulkelerde, yas ve
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cinsiyet gibi sigortalinin kontrolunde olmayan faktorlerin  siniflandirmada
kullaniimasi yasaklanmistir. Onsel fiyatlandirma sisteminde ortaya ¢ikan
yetersizlikleri giderme yontemlerinden en yaygin kullanilani  “deneyim
fiyatlandirmasi” yapmaktir. Deneysel caligmalar, bir stiracinin gelecekteki hasar
sayisina iligkin en iyi tahmin edicinin, strdcunun yasi ya da aracin tipinden ziyade,
gegmis hasar sayisi oldugunu gostermistir. Bununla birlikte, dnsel siniflandirmayla
yapilan fiyatlandirma ile, aslinda hi¢ hasar yapmadigi halde risk faktorleri
nedeniyle kotu olarak tanimlanan bir surict cezalandiriimig olacaktir. Deneyim
fiyatlandirmasi, bu tar surlculerin onsel faktorlere gore belirlenen primlerinin,
gegmis hasar sayilarini dikkate alarak duzeltimesine imkan veren bir yontemdir.

Bu sayede surticller arasindaki prim adaleti bir 6lglide saglanmaktadir [2].

Ote yandan siriiciinin alkol alma aliskanhgi, trafik kurallarina uyma aliskanligi
veya refleks hizi gibi 6nsel risk siniflandirma yonteminde dikkate alinamayan
birtakim 6nemli risk faktérleri de vardir. Olgllemeyen bu tiir risk faktorleri
sebebiyle, tarifede bircok siniflandirma degiskeni kullaniimasina ragmen, tarife
siniflarinda hala heterojenlik olabilmektedir. Bu heterojenlik, istatistiksel bir
modelde “rastgele etki” ile modellenmektedir. Bu tur gizli karakteristikler,
Olcilememelerine ragmen police sahipleri tarafindan bildirilen hasar sayilari ile
tespit edilmektedir [3].

Hasar sayilari kullanilarak sigortalinin Olctlemeyen risk faktérlerinin ortaya
cikariimasina yarayan deneyim fiyatlandirma modellerinden birisi kredibite (itibar)

modelleridir.

Kredibilite modelleri yardimiyla, sanssiz iyi suruculer ile gergcekten kotu olan
suruculer arasinda bir denge kurulabilmektedir. Sonug olarak, 6nsel siniflandirma
sisteminin yetersizliklerinin etkili bir deneyim fiyatlandirmasi modeli ile giderilmesi
suruculer arasindaki adaleti de saglamaktadir. Buglin o6zellikle Avrupa ve Asya
ulkelerinde oOnsel fiyatlandirmadan kaynaklanan eksiklikleri gidermek amaciyla
sigortalinin gegmis hasar deneyiminin baz alindigi, hasarsizlik indirimi ve deneyim
fiyatlandirmasi gibi sonsal fiyatlandirma modelleri kullaniimaktadir. Bu tar
sistemlerin, surlcuylu daha dikkatli ara¢ kullanmaya tesvik etmek digsindaki en
baylk amaci, bireysel riskleri daha iyi degerlemek suretiyle uzun vadede herkesin

kendi hasar sikligina kargilik gelen primi 6demesinin saglanmasidir[4].



Bugun bir¢cok gelismis Avrupa ve Asya ulkesinde trafik sigortalarinda, bireylerin
gegmis hasar deneyimlerine gore primlerinin belirlendigi deneyim fiyatlandirmasi
yontemi kullaniimaktadir. Bu sistemde bir veya birden fazla hasar yapan sigortali
surprim (cezali prim) ile cezalandiriimakta, hi¢ hasar yapmayan surlctler de prim
indirimi ile 6dullendiriimektedir. Sonlu sayida basamaktan olusan bu sistemde her
basamagin bir prim katsayisi bulunmaktadir. Belirli bir basamakta olan surtcunun
primi, 6nsel risk siniflandirmasi ile belirlenmis baz primi ile ait oldugu basamagin
prim Kkatsayisinin c¢arpimindan olusmaktadir. Poligceler her yil bu basamak
sisteminde hasar sayilarina gore asagi/yukari hareket etmektedir. Bu anlamda
bonus-malus sistemi, suruculeri bireysel tecrubelerine gore siniflara ayiran onsel

degerlendirmenin bir dizeltmesi olarak nitelendirilebilmektedir.

20. Yuzyilda birgok Avrupa ulkesi kendi bolgelerindeki tum sirketlere ayni bonus-
malus sistemini zorunlu tutmustur. 1994’de Avrupa Birligi'nde, sigorta sirketleri
arasindaki rekabeti azalttigi ve Gguncu direktifle [5] getirilen fiyatlama 6zgurlugu ile
celistigi gerekgesiyle Uye Ulkeler zorunlu bonus-malus (6dul-ceza) sistemlerini

kaldirmiglardir.

Trafik sigortasinda serbest tarife uygulamasi yapan Avrupa’daki Ulke
uygulamalarina bakildiginda, genellikle sigorta birliklerinin, o yila iligkin ara¢ turu
bazinda tavsiye niteliginde net risk primi hesaplarini sigorta sirketlerine
gonderdikleri ve yine tavsiye niteliginde bonus-malus tablolari olusturduklari

gOrulmektedir.

Fiyatlandirma yapacak yeterli veriye sahip olmayan sirketler, sigorta birliklerinin
tavsiye ettigi fiyatlari kullanmakta, diger sirketler ise kendi tarifelerini
olusturmaktadir. Sigorta birlikleri bunun yaninda kendi fiyatlandirmasini yapacak

sirketlere de risk faktorleri konusunda tavsiyelerde bulunmaktadir.

Avrupa’daki birgok Ulkede sigorta sirketlerine, insanlarin milliyetini ve etnik
kokenini dikkate alan risk faktorleri olmamasi kosuluyla, farkli risk siniflarina goére
olusturulmus bonus-malus tablosu kullanimi serbest birakilmigtir. Sadece
hesaplanacak primin yeterli dizeyde olmasi Uguncu direktif [5] geregi tum

ulkelerde yasal olarak zorunlu tutulmustur.



1.2. Turkiye’deki Durum

Bilindigi gibi ulkemizde 2008 yilina kadar Karayollari Motorlu Araglar Zorunlu Mali
Sorumluluk Sigortasi’nin gerek sigorta primi gerekse teminat tutarlari Devlet
tarafindan belirlenmekteydi. Ancak hem sadlikli bir rekabet ortami olusturularak
piyasa etkinliginin temini, hem de tuketicinin orta vadede daha kaliteli hizmeti daha
ucuza almasinin saglanmasi, ayrica uluslararasi en iyi uygulamalara uyum
amaciyla, 06.02.2008 tarihli “Karayollari Motorlu Araglar Zorunlu Mali Sorumluluk
Sigortasinda Tarife Uygulama Esaslari Hakkinda Yonetmelikte Degisiklik
Yapilmasina Dair Yodnetmelik’le 1 Temmuz 2008 tarihinden itibaren sigorta
priminin sirketler tarafindan serbestge belirlenmesi, teminatlarin ise Devletge
belirlenmesine devam edilmesi kararlastiriimistir. S6z konusu Yonetmeligin 1.
maddesinin ikinci fikrasina gore sigorta sirketlerine Yonetmelik eki tablolarda yer
alan arag turine gore il bazinda temel sigorta primini serbestce belirleme yetkisi
verilmigtir. Ayni Yonetmeligin 2. maddesi hikmuyle de hasarsizlik sebebiyle prim
indirimi ve hasar sebebiyle prim artirrminin Cizelge 1.1.de yer alan basamak

esasina gore uygulanmasi zorunlulugu getirilmistir.

Cizelge 1.1.Turkiye’de Uygulanmis Olan Basamak Tablosu

Basamak No | indirim (%) Artirm (%)
7 20 -
6 15 -
5 10 -
4 ; .
3 - 20
2 - 40
1 - 60

Basit bir bonus-malus mantigi ile olusturulan bu sistemde, sigortalilar her bir
hasarda bir alt basamaga inerek bir sonraki yil primi yeni basamagin gerektirdigi

artis oranina gore belirlenirken, sigortalinin hasarsiz bir yil gegirmesi durumunda
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bir Ust basamaga c¢ikarak yeni yildaki primi yeni basamagin gerektirdigi indirimi
orani ile belirlenmistir. Bu sistemde her bir hasar ile %20 oraninda artan prime
%60 oraninda bir tavan konulmasi sebebiyle, ¢ hasar getiren police ile 10 hasar
getiren police arasinda herhangi bir fark 6ngoérilmemistir. Oysa gelismis Ulkelerde
bdyle bir sinirlama olmadigi gibi, bu denli yuksek sayida hasara karisan
suruculerin primleri normal primin 10-15 kati kadar olabilmektedir. Bundan da
onemlisi aktleryal ilkeler ve yontemlere gore hazirlanmamis olan bu basamak
sistemi ile sektorin trafik brangindaki teknik zarari artmaya devam etmistir. 2014

yilhinda sirketlere trafik primlerinin belirlenmesi konusunda tam serbesti getirilmigtir.

1.3. Tezin Katkisi

Bu tez calismasinda, ilk olarak Trafik Sigortalari Bilgi Merkezi (TRAMER)den
alinan Turkiye’deki kadar Karayollari Motorlu Aracglar Zorunlu Mali Sorumluluk
Sigortasi policesi sahiplerine ait veri kullanilarak optimal risk siniflandiriimasi
yapilmistir. Bu siniflandirmaya gére hem kredibilite hem de bonus-malus

yontemiyle dizeltme tablolari olusturulmustur.

1.4. Veri

Trafik Sigortalari Bilgi Merkezi’'nden (TRAMER) 2008-2010 yillarinda dizenlenen
Karayollari Motorlu Aracglar Zorunlu Mali Sorumluluk Sigortasi poligelerine iligkin
police numarasi, police baslangi¢ tarihi, sigortalinin dogum tarihi, hasar sayisi,
cinsiyeti, sigortali tiri ve il plaka kodu bilgisi alinmistir. Alinan verinin yeterli
blayuklikte (3 milyon civari sigortaliya ait veri) olmasi sebebiyle, sadece 2008

yilinin ilk ayinda duzenlenen policeler igin bir yildaki hasar verisi kullaniimigtir.

1.5. Galisma Plani

Tez ¢alismasinin ikinci bolimunde literatlirde yaygin olarak kullanilan hasar sayisi

modelleri anlatilmigtir.

Uclincli bélimde, deneyim fiyatlamasi modelleri tanitiimis ve bu modellerin olumlu

ve olumsuz yonleri tartigiimigtir.



Doérdincu bolumde Turkiye Karayollari Motorlu Araglar Zorunlu Mali Sorumluluk
Sigortasi poligesi verisi kullanilarak oncelikle risk siniflandirmasi yapilmis,
sonrasinda kredibilite yontemiyle her bir risk sinifi icin dizeltme katsayisi tablosu
olusturulmus, son olarak da tim risk siniflari igcin uygulanabilecek bir bonus-malus

tablosu elde edilmisgtir.

Son bolim olan besinci bolumde ise doérdincu bolimde elde edilen sonuglar

yorumlanmis ve ileride yapilabilecek ¢aligmalara iligkin oneriler verilmigtir.



2. HASAR SAYILARININ MODELLENMESI

2.1. Karma Poisson Modeller

Kesikli sayma verilerinin modellenmesinde ilk akla gelen dagilim Poisson
dagilimidir. Ancak bu dagilimin veriyi iyi modellemesi i¢in verinin alindigi kitlenin
homojen olmasi gerekmektedir. Bu nedenle Poisson dagilimi sigortaya iliskin veri
kimelerinin modellenmesinde uygun bir dagilim degildir. Bunun yerine Poisson
karmalarinin kullaniimasi daha uygun olmaktadir. Ortalama hasar sikligi olan X\
‘nin pozitif bir rasgele etki olan © ile c¢arpilmasi, sikligin portfoy igerisinde
gozlemlenemeyen faktorleri temsil eden raslanti degigkeni ©® ’ya gore degiskenlik
gOstermesine olanak saglamaktadir. ©, E(®)=1 olacak sekilde secildiginde,
bireyin beklenen hasar sikhgi portfoyuan beklenen hasar sikhgina esit olacaktir.
Boylece portfoyde 6>1 olan bireylerin hasar siklklari (A0) portfdyin ortalama
hasar sikhgindan yiksek, 6 <1 olanlarin ise dusuk olacaktir. © =6, bir anlamda

sigortalinin risk dizeyini temsil etmektedir.

© =0 olarak verildiginde, hasar sayisinin kosullu olasihg,

Pr(N =k|©® = 0) = Poiss(N = k|A0) = exp(—ke)@ k=0,1,2,... (2.1)

seklindedir [2]. Bu durumda portfdyden rasgele secilen bir bireyin k tane hasar

yapmasi olasiligi,

F 10)

Pr(N:k):jexp(—ke)% dF,(®) k=0,1,2,.... (2.2)
5 !

olur. Burada F,, ®'nin dagilim fonksiyonu, dF, “yapi fonksiyonu” olarak

adlandirilir. Bu yapida olan N raslanti dediskeninin “parametresi L, rastgele etkisi
(risk duzeyi) de © olan karma Poisson dagiimi” olarak adlandirilir ve

N~ MPoi(%,0) ile gosterilir. Bu dagilimin birinci ve ikinci merkezsel olmayan

momentleri ile varyansi,

E(N)=E[E(N®]=E[10] =2



E(N?) = AE(®) + A’E(©?),

Var(N ) = AE(®) + 1°E(0?) - \2(E(®))?
=\ +A*Var(®)

oldugundan, varyansinin, beklenen degerinden buyuk oldugu gorulmektedir. Bir
bagka deyisle, ®’nin dagiliminda 1’de bozulma olmadigi surece karma Poisson

modellerde agsiri yayilim s6z konusu olmaktadir.

Karma dagilimin ¢arpiklik katsayisi ise;

1 1(©) (V(N)-E(N))?
N)=— | 3V(N)- 2E(N
) (V(N)*2 ™ Ve EN

bigimindedir [1].

(2.3)

Es (2.3)'de yer alan,

v(®)

MV ©)

orani bir anlamda karma dagilimin carpikhidini belirlemektedir. Soyle ki, ayni

beklenen deger ve varyansa sahip bir karma dagilimin carpikligi rastgele etkinin
modellendigi ® dagihminin varyans ve carpikligina gore degismektedir. Yani bu

oran yuksek oldugunda N raslanti degigkeninin ¢arpikligi artmaktadir.

2.1.1. Poisson-Gamma (Negatif Binom) Modeli

Es.(2.1) ve Es.(2.2) ile kurulan modelde ©~Gamma(a,a) belirlenmesi

durumunda, portféyden rastgele secilen bir bireyin k tane hasar yapmasi olasiligi,

a k
Pr(N=k) = a+k_1( a j( rd j k=0,1,2,... a>0 (2.4)
k a+Ad) \a+Aid



bicimindedir. Bu esitlik; A yillik beklenen hasar sayisi, d gézlem periyodunun
uzunlugu olmak Uzere, parametreleri a ve Ad olan negatif binom dagiliminin

olasilik fonksiyonudur.

N ~ NegBin(a,Ad) ile gosterilen bu dagilimin beklenen degeri

E(N )=kd
varyansi da

2
Var(N ) =2d +@

olur. Poisson-Gamma karmasi olan negatif binom dagihminin g¢arpiklik katsayisini

Q)
gOsteren Es.(2.3)'deki Lifadesinin degeri 2’dir [1].

«/Var (©)

2.1.2. Poisson-Ters-Gauss Modeli

©’nin Gamma dagihmindan secilmesi matematiksel anlamda birgok kolaylik
saglamakla beraber Ters-Gauss dagilimi ile de modellenebilmektedir. Es.(2.1) ve

Es.(2.2) ile kurulan modelde E(©)=1 ozelligini saglayacak sekilde secilen

O ~ Ters — Gauss(1, 7) dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu,

exp[—i 9—12], 0>0 (2.5)

70

1
B0 = \N27wo?

seklindedir. Buna gore portfoyden rastgele secilen bir sigortalinin hasar sayisinin

olasilik fonksiyonu,

2 Ad0) 2
Pr(N:k):jexp(—xde)( k?) \/ZiTeseXp(_z_ie(e_l) jde, k=0,12,... (2.6)

esitligi ile gosterilebilir.



Bu fonksiyon ikinci derece Bessel fonksiyonlari kullanilarak ifade edildiginde,
Poisson-Ters-Gauss karma dagiliminin olasiliklari ile en ¢ok olabilirlik tahmin

edicilerinin bulunmasinda kolaylik saglamaktadir.
Poisson-Ters-Gauss karma dagiliminin beklenen degeri,
E(N)=2

varyansi da

Var(N )=ad +1%*t

‘dir. Ters-Gauss dagilimi igin

v(©)

= 3
Var(©)

oldugundan, Poisson-Ters Gauss karma dagilimi, ayni beklenen deger ve

varyansa sahip negatif binom dagilimindan daha carpiktir [1].

Ozellikle saga garpik verinin modellenmesine uygun bir dagilim olan Ters-Gauss
dagiliminin Poisson ile karma dagilmi Tremblay [6] tarafindan kullaniimistir. Bu
calismada hasar sikhgi Poisson-Ters-Gauss karmasiyla modellenmis, elde edilen
Genellestiriimis Ters-Gauss dagihiminin Poisson-Gamma karmasina goére veriye
daha iyi uydugu gosterilmistir. Sonrasinda da Lemaire [7]'nin dnerdigi yontemle bir
bonus-malus sistemi olusturulmustur. Willmott [8] calismasinda Poisson-Ters-
Gauss ile negatif binom modellerini karsilastirmis ve Poisson- Ters-Gauss

dagiliminin veriye daha iyi uyum sagladigi sonucuna ulagmistir.

2.1.3. Poisson-Lognormal Modeli

Daha ¢ok biyoistatistik calismalarinda kullanilan Poisson-Lognormal karma modeli
icin Es.(2.1) ve Es.(2.2) ile kurulan modelde E(®) =1 esitligini saglayacak sekilde

belirlenen

2
—O

® ~ Lognormal( > ,G°)

10



dagihminin olasilik yogunluk fonksiyonu,

(|ne+<522)2

26°

f,(0) = exp| — , 6>0

1
OGM

2.7)

seklindedir. Buna gore portfoyden rasgele secilen bir sigortalinin hasar sayisinin

olasilik fonksiyonu,

. N6+ /)
(—1.d6) 6 exp 2— d0 k=012.. (2.8)

(o)

Pr(N=k) =

O'—-8

GZTE

esitligi ile gosterilebilir. Bu karma dagilimin beklenen degeri,
EN =X

varyansi da

Var N =X +X\°(exp(c®) -1

olmaktadir. Poisson-Lognormal dagilimi igin,

1(©) _ 2+ exp(c?) (2.9)

\ /Var ()

olmasi bu karma dagilimin ayni beklenen deger ve varyansa sahip Poisson-Ters-

Gauss karmasindan daha ¢arpik oldugunu géstermektedir [1].

2.2. Genellestirilmis Dogrusal Modeller

Sayma verisi, genellikle asiri yayihm ve/veya sifir yigihm igerdiginden, bu tir veri

icin klasik Poisson regresyon modelinin kullanimi sinirli olmaktadir.

Y vektoru birbirinden bagimsiz n sayida Y; bagimh degiskenden olusmaktadir.

Dogrusal modelde, aciklayici degiskenlerden olusan X vektoru, parametrelerden

olusan B vektéri ve bagimh degiskenin aldigi degerlerden olusan Y vektorl

arasinda

11



seklinde bir iliski tanimlanir. Buradaki X3 ifadesi, Y rastlanti degiskeninin
beklenen degeridir. Bu deger agiklayici degiskenlerin dogrusal birlesimi seklinde
hesaplanir. Es.(2.9)da yer alan ¢ hata terimi; ortalamasi 0, varyansi ise ¢° olan
normal dagilima sahiptir. Dogrusal modellerin amaci, £ hata terimi vektoru

elemanlarinin kareler toplamini en kiglk yapan (3 vektoriinin elemanlarinin
bulunmasi, bir baska deyigle bagimli degisken Y ile bagimsiz degigkenler (X'ler)
arasindaki iliskinin bir matematisel model ile belirlenmesidir. Gézlem sayisi n ve
modeldeki parametre sayisi k ise, 3 vektori k sayida, € vektoérl ise n sayida
bilesenden olusur. Burada modelin parametre sayisinin (k) gézlem sayisindan (n)

klguk olmasi gerekmektedir [9].
Dogrusal modeller Ug¢ varsayim igermektedir:

1. Rastgele bilesen: Bagimli degigken olan Y’nin tum bilesenleri birbirinden
bagimsiz ve Normal dagilima sahiptir. Her bir bilesenin ortalama

parametresi (1) degiskenlik gbsterebilmekle beraber bitin bilesenlerin

varyansi sabit ve birbirine esit kabul edilmektedir.

2. Sistematik bilesen: Tum aciklayici degiskenlerin birlestiriimesiyle
dogrusal onkestirim (linear predictor) olarak adlandirilan n= X3 elde
edilir.

3. Bag fonksiyonu: Modelin yukarida verilen sistematik ve rastgele
bilesenleri arasindaki iliski, bag fonksiyonu yardimiyla tanimlanmaktadir.
Dogrusal modellerde bagd fonksiyonu, 6zdeslik fonksiyonuna esittir:
E(Y)=p=n [9].

Dogrusal modellerde normal dagilm ve sabit varyans varsayimlari modelin
kullanimini sinirlayan varsayimlardir. Bagimli degiskenin sadece pozitif degerler
aldigi bir durumda normallik varsayimi uygun olmamaktadir. Diger taraftan, ikinci
ve Uglncu varsayimlardan kaynaklanan &nkestirimlerin toplanabilirligi her
uygulama ic¢in uygun olmamaktadir. Fiyatlandirma faktorlerinin degisiminin birgok
sigorta riskine c¢arpimsal olarak etkisi olmaktadir. Dolayisiyla klasik dogrusal
modellerin sigorta verisi i¢in kullanilabilirligi sinirli hale gelmektedir.
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Dogrusal modeller de dahil olmak Uzere birgok modeli kapsayan genellestiriimis
dogrusal modellerde, yukarida so6zu edilen normallik, sabit varyans ve faktorlerin

toplanabilirlik varsayimlari yerine asagidaki varsayimlar kullaniimaktadir:

1. Rasgele bilesen: Bagimh degiskenin birbirinden bagimsiz olan her bir
bileseni Ustel dagilim ailesinden bir dagilima sahiptir.

2. Sistematik bilesen: Aciklayici degiskenlerin dogrusal birlesimi sonucu 7

dogrusal onkestirimi elde edilir:
n=Xp

3. Bag fonksiyonu: g(x) ile tanimlanan bag fonksiyonu turevilenebilir ve
monoton bir fonksiyon olup rasgele bilesen ile sistematik bilesen

arasindaki iligkiyi verir:

E(Y)=p=g () [9].

Ustel dagilim ailesi, iki parametreli fonksiyonlar kimesi olup, Y bagmli
degiskeninin i sayidaki elemanlarindan her birine iligkin olasilik yogunluk

fonksiyonu,

f(yi:e,¢>=exp{yie#§)(ei)+c(yi,¢>} (2.10)

ile tanimlanmaktadir. Esgitlikte yer alan a(¢), b(6) ve c(y,d) taniml
fonksiyonlarina iliskin bazi varsayimlar yapilmaktadir. Buna goére a(-) fonksiyonu,
pozitif ve slirekli, b() fonksiyonu, 6 ’ya gore ikinci tlrevi pozitif olmak kosuluyla iki
kez turevlenebilir bir fonksiyon, c(-) fonksiyonu ise 6, parametresinden bagimsiz
bir fonksiyondur. Burada farkli a;(-), b(-) ve c(-) fonksiyonlari igin farkl ¢ézimler

elde edilebilmektedir.

a(), b() ve c() fonksiyonlarinin tim gbézlem degerleri i¢in ayni oldugu
varsayildiginda ise, tum gozlemlerin de ayni dagilima sahip oldugu kabul
edilmektedir. Esgitlikte yer alan 6, parametresi ortalamayla ilgili parametre, ¢

parametresi Olgek veya yayilim parametresidir.
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Her bir gozlem degeri icin 60, parametresi, buna bagli olarak da ortalama
degisebilmektedir. Olgek parametresi ¢ ise tim gozlemler igin sabit kalmaktadir.
Poisson dagilimi (¢ =1) gibi Ustel dagihm ailesine ait bazi dagilimlar igin dlgek

parametresi bilinmekte, ancak birgogu icin bilinmediginden veri kimesi kullanilarak

en ¢ok olabilirlik ydntemiyle tahmin edilmektedir [10].

Genellestiriimis dogrusal modellerde, gozlem degerlerine iligkin Onsel bilginin
modele agirlik, kredibilite veya bagka bir sekilde dahil edilmesine olanak veren

sabit w, degerleri kullanilmaktadir. Ancak hasar sayisina iligkin modellemelerde

onsel agirliklar 1 olarak kabul edilmektedir. Ustel dagilim fonksiyonunun yapisinda

var olan a(¢) fonksiyonu igin Olcek parametresinin baslangigta tanimlanan

agirliga orani olan ¢/w kullaniimaktadir.

Ustel dagilim ailesine mensup dagilimlardan birine sahip olan bagiml degiskenin

ortalama ve varyansi

EY,) = 1, =b'(6) (2.12)

Var(Y;) = b"(60) a () (2.12)

seklinde ifade edilmektedir. Varyans esitliginden de goruldugu uzere bagimh Y
degiskenine iliskin varyans, Es. (2.11) ile ifade edilen ortalama b'(6) ’'nin bir
fonksiyonu olarak tanimlanabilmektedir. Bu ylzden badimli Y degiskenine iliskin

varyans V(y,) ile gosterilmektedir [11].

Genellestiriimis dogrusal modelin bigimini belirleyen faktérler; bag fonksiyonu,
varyans fonksiyonu ve 6lcek parametresidir. Ustel dagilim ailesi icinde yer alan

bazi dagilimlar igin a (¢), b(6) ve c(y,,¢) fonksiyonlar Cizelge 2.1’ de verilmigtir.
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Cizelge 2.1.Ustel Dagilim Ailesinde Yer Alan Bazi Dagilimlar

Dagilim a(¢) | b(8) c(y;,9)
Normal p/w | 62/2 —1/2(\/\@/2 | ¢ +In(27¢ /w))
Poisson p/w | exp(d) —Iny!
Gamma g/w | —In(=0) (w/¢)In(wy/¢)~Iny ~In(T(w/g))
Binom n
g/w | n-In(L+e?) In( j
(n sayida deneme) y
Ters Gauss pw | 20 | -Y2{in@my® tw)+w i (gy)]

Burada; normal ve Ters-Gauss dagilimlarinin c(y;,¢) fonksiyonlarindaki

parametresi ait oldugu dagilimin ortalamasi olarak tanimlanmaktadir [10].

Genellestiriimis dogrusal modeller, verinin yapisina gore belirlenen ustel dagilm
ailesindeki dagilimlardan biri kullanilarak olusturulmaktadir. Bu aileye ait her bir

dagilim, ortalama ve varyansi cinsinden ifade edilmektedir. Y;, i’ nci gézleme

iliskin bagimli degiskeni gostermek tzere bu bagimh degiskenin ortalamasi,

pi=E(Y)=g" > XiiBj +§ 1=12.n;0 =12k (2.13)
j

ve varyansi

Var(Yi):M (2.14)

|
seklinde ifade edilir. Burada, w;, i. gézlemin agirligini veya kredibilitesini gosteren
sabit deger, ﬂj j. etken parametresini, Xij i. gdzlemin j. etkenine iligkin degerini,

¢ varyans fonksiyonunu o&lgeklendiren Olgek parametresini gostermektedir.

Modelde yer alan ¢; ise i’ nci gozleme iligkin bilinmeyen etki terimidir. Agiklayici
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degiskenin bagimli degisken uzerindeki etkisinin bilindigi durumlarda bu terim

kullaniimaktadir.
S6z konusu terimin ilgili modelin dogrusal tahmin edici fonksiyonuna eklenmesiyle
n=XB+¢ (2.15)

esitligi elde edilir. Dogrusal tahmin edici fonksiyonu Es. (2.15) ile tanimlanan

bagimh degiskenin beklenen degeri,
EY =u=9g 'n=9g" XB+¢ (2.16)

esitligi ile elde edilmektedir. V'inci gézlemin ortalamasi, i’inci goézleme iligkin
dogrusal tahmin edicinin bir fonksiyonu olarak tanimlanmaktadir. Bu fonksiyon

genellikle bag fonksiyonunun ters fonksiyonudur ve

i =9"m) (2.17)
seklinde ifade edilir. Teorik olarak her bir gozlem degeri icin farkli bag
fonksiyonunun kullaniilmasi mumkudn olabilirken, uygulamada bu duruma sik
rastlanmamaktadir. Cizelge 2.2'de genellestiriimis dogrusal modellerde Ustel
dagihimlar ailesinin en yaygin kullanilan bazi bag fonksiyonlari ve ters fonksiyonlari

gOsterilmigtir [10].

Cizelge 2.2. Bag Fonksiyonlari

Dagilimlar Bag Fonksiyonu g(x) g H(x)
Birim X X
Poisson Logaritmik Bag Fonksiyonu In(x) exp(x)
Binom Logit Bag Fonksiyonu In(x/(1—Xx)) | exp x / 1+exp X
Gamma
3 Ters Bag Fonksiyonu 1/ x 1/x
Ustel
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Genellestiriimis dogrusal modellerde kullanilan bag fonksiyonlarindan biri olan
logaritmik bag fonksiyonu, acgiklayici degiskenlerin bagimli degisken Uzerindeki

etkisinin carpimsal olmasi durumunda kullaniimaktadir [9].

Logaritmik bag fonksiyonu g(x) =Inxolmak tzere i inci gbzleme iligkin ortalama ile

k sayida agiklayici degisken arasindaki iligki,
1 k
My = gi Z Xij ﬁj = exp(ﬁlxil)- exp(ﬁZXi2)~... . exp(ﬁk Xik) (218)
j=1

ile ifade edilmektedir.

2.2.1. Genellestirilmis Dogrusal Modellerde (GLM) Olabilirlik Fonksiyonu

GLM igin y yanit vektoru olabilirlik fonksiyonu,

0 —b(0)

fxm&@)zeﬂ%ya@» -+d%@% (2.19)

seklinde tanimlanir. Burada, a,b ve c fonksiyonlari verilen GLM yapisina goére

belirlenmektedir. ¢ ‘nin bilinmesi durumunda rasgele kisim 9 parametresi ile Ustel
dagihim ailesinden olan bir dagilima, bilinmemesi durumunda iki parametreli Ustel

dagilim ailesine ait bir dagilima uymaktadir.

Es.2.19 ile verilen olabilirlik fonksiyonunun dogal logaritmasi alindiginda

y0—Db(0)
a(p)

elde edilir. Burada,

2 2
Eﬂ:o veEa|2+Eﬁ =0
06 90 00

e[ o)<

MRS +c(y, ) (2.20)

y —b ()
a

_n-bE)
a o

00
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esitlikleri saglanmalidir. Buradan

_db(®) o
=gy =DO=E) (2.21)
ve
B o1 b'()  Var(Y)
E[ﬁ]JrE[%] --20, Y (2.22)
Esitliginden
b'(©)a ¢ = Var(Y) (2.23)

sonugclarina ulasilir. Genel olarak a((p) fonksiyonu,
O_2

ap =+=""i=1...n (2.24)
T8

seklindedir. Bu oran, gézlemden gdzleme farklilik gésteren w, agirliklarina gore

belirlenmis bir sabittir. Burada a ¢ fonksiyonu bir 6lgek fonksiyondur.

2.2.2. Log-Dogrusal Poisson Regresyon Modeli

Bir portfoyde yer alan sigortalilarin risk karakteristiklerine gore risk siniflandiriimasi
yapildiginda, her bir sinifta hem riske maruz deger hem de hasar sayisi dusuk
olacagindan, yapilabilecek istatistiksel analizler ¢ok guvenilir sonuglar
vermeyecektir. Bu sebeple regresyon modellerine ihtiyagc duyulmaktadir.
Regresyonla bir yanit (bagimli-aciklanan) degiskenin degeri, diger aciklayici
degdiskenler ve parametrelerin bir fonksiyonu ile tahmin edilmektedir. Buna gore
herhangi bir sigortalinin beklenen hasar sayisi, agiklayici diger degigkenlerin
(sigortalinin yasi, cinsiyeti, meslegi, arabanin tipi, kullanimi, vb.) bir fonksiyonu ve
belirli parametreler yardimiyla tahmin edilmektedir. S6z konusu parametreler gcogu

zaman log-olabilirlik degerlerine bakilarak veriye en iyi uyumu saglayacak sekilde
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belirlenmektedir. Ancak tum agiklayici degigkenler kullanilsa dahi stracinun gizli
risk karakteristiklerinden kaynaklanan kalinti risk mevcut olacagindan, bu riski
temsil etmek Uzere regresyon modellerine “rasgele etki” eklenmistir. Bu konuda
literatirde yaygin olarak kullanilan regresyon modelleri bélim 2.2.3.’te ele

alinacaktir.

N. (i=1,2,3,.....n) icin gobzlem suresi boyunca i. sigortali tarafindan bildirilen hasar

sayisini, d, gbzlem siresini gostersin. Burada N, raslanti degiskenlerinin bagimsiz
oldugu varsayilir. Bu sigortali igcin tum gobzlemlenebilir karakteristikler
X" = (g Xigyenen- X;,) vektoru ile gosterilsin. BT:(BO,Bl,...,Bp) bilinmeyen
regresyon katsayilari olmak Uzere, Ni|Xi kosullu dagilimi Poisson(d exp (3 'x )

olsun. Burada m=0"X =0, +8; X, +B,X;, +...... +B,X, dogrusal tahmin edici ya

da skor olarak tanimlanir; boylece sigortalilari artan skor degerlerine gore en az
riskliden en cok riskliye kadar siralamak mumkidn olmaktadir. Logaritmik bag
fonksiyonunun kullanilmasinin sebebi, skor negatif olsa bile hasar sikliginin pozitif

olmasini saglamaktir. {3, sabit etkisini, (3, de j. degiskenin etkisini gosteren
katsayidir. Buna gore i. sigortalinin yillik beklenen hasar sikhgr A =exp(n,)
olmaktadir. X\,’nin ortalama hasar maliyeti ile ¢arpilmasiyla net prim
bulunmaktadir [2]. Burada X\, bir raslanti degigkeni degildir. Sigortalilarin 1 yil
boyunca goézlemlendigi varsayilarak bundan sonraki bdlimlerde d =1 olarak
dikkate alinmistir. Bu model, p tane degiskenin X,’nin tahmini igin yeterli bilgiyi

icerdigi varsayimi Uzerine kurulmustur [1]. Yani hasar sayisini tahmin etmek igin
sigortalinin yasgl, cinsiyeti, meslegi, arabanin tipi ve kullanim tarzinin yeterli oldugu
varsayildiginda bu model kullanilabilmektedir. Ancak aciklayici degiskenlere iliskin
yeterli bilgiye sahip olunmadiginda regresyon denklemine bir rastlanti degiskeninin

eklenmesi gerekmektedir [12],[13].

2.2.3. Karma Poisson Regresyon Modelleri

Gozlemlenemeyen veriden kaynaklanan heterojenlik, varyansin ortalamanin gok

Uzerinde ¢ikmasina, yani asiri yayilima sebep olmaktadir. Bu durumu dikkate
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almadan Poisson regresyon modeli kullanilarak (E N,|X; =Var N,|X, =X)

yapilan tahmin sonucunda ortaya gikacak standart sapmalar beklenenin altinda,
anlamlihk duzeyleri de gok yuksek olacaktir. Karsilagilabilecek diger bir sorun da
modelin agiklayici gucunun zayif olmasidir. Dolayisiyla asiri yayillim sorunuyla
karsilasilan durumlarda, Poisson modeli yerine asiri yayllimin modele eklenen
yaylhm parametresi ile agiklandigi karma Poisson dagilimlarindan veya Poisson

dagihminin genellestiriimis bigimlerinden faydalaniimaktadir.

Karma Poisson dagilimlarinda, Poisson dagiliminin A\ parametresi gozlemler arasi
degiskenlik gostermektedir ve bu degiskenlik gozlemlenmemis heterojenlik terimi

ile aciklanmaktadir.

Gozlemlenemeyen karakteristiklerden kaynaklanan kalinti etkilerin €, raslanti

Poisson modelini ele alalim.

Hasar sayisinin, parametresi sigortalidan sigortaliya degisen Poisson dagilimi
gOsterdigi varsayllarak bu modelde heterojenlik dikkate alinmigtir. Burada bazi

gizli karakteristikler X, go6zlemlenebilir karakteristikleri ile baglantili olabilir

(6rnegin yilhk katedilen yol uzunlugu ile aracin 6zel ya da ticari olmasi gibi).

Dolayisiyla bu modelde ¢;’'nin X, tarafindan agiklanmayan karakteristikleri icerdigi
ve £; ile X,’nin bagimsiz oldugu varsayilmaktadir.

Sonug olarak karma Poisson regresyon modelinde, yillik hasar sikhdi X, ©,

raslanti degdiskeni ile gosterilmektedir. Burada © —exp(s), beklenen degeri 1
olacak sekilde X\, gevresindeki salinimi modellemektedir. X, =exp(3'x )ve

E ©, =1olmak tzere N, =~ MPoi(X ,0,)bigiminde gdsterilir.

Var N, =X\, +)\?Var ©, >\, =E N, oldugundan karma Poisson modelinde agiri

yayllim dikkate alinmig olacaktir [1].

Literaturde agiri yayillimi test eden birgok istatistiksel test vardir. Bunlardan bazilari

heterojen modelin varyans fonksiyonunu,Var N, =X\, +X\?Var(0.), temel alan
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istatistiklerdir. = Var(©,) olmak tzere H,:t=0 sifir hipotezi ve H,:t>0 hipotezi ile

veride heterojenlik olup olmadigr test edilir. Bu test igin kullanilan test

istatistiklerinden bazilari agagida verilmistir:

z, == (2.25)

Z,=—" (2.26)

Test istatistikleri N(0,1) normal dagilimina uymaktadir [1].

Asiri yayilim problemine sebep olabilecek durumlardan bazilari asagida verilmigtir:

e Model olusturulurken bazi onemli agiklayici degigkenlerin olgiimemis veya

modelden ¢ikariimis olmasi,
e Bagimsizlik varsayiminin saglanamamasi,

e Aralik uzunlugunun sabit olmasi yerine rasgele olan bir Poisson surecinin

gbzlenmesi,

e Verinin, her bir olayin toplama rastgele miktarda katkida bulundugu

kiimelenmis bir Poisson surecinden elde edilmesi,

e Diger taraftan, veride sifir yigihmin bulunmasi gdzlemlenemeyen

heterojenlige bir anlamda asiri yayilima sebep olmaktadir [9].
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2.2.3.1. Poisson-Gamma (Negatif Binom) Regresyon Modeli

Bolim 2.2.3'de olusturulan karma Poisson modelinde ©,,0,,...,0, rastlanti

degiskenlerinin  bagimsiz Gamma(a,a) dagilimi gosterdigi varsayildiginda,

beklenen deger ve varyanslari da E ©, =1 ve Var ©, :1 ‘dir. ©,’lerin ayni
a

dagilima ait oldugu varsayimi ile gizli karakteristiklerin etkisinin gozlemlenebilir
karakteristiklere bagli olmadigi varsayiimistir. Bu modelde, karakteristikleri verilen

I inci sigortalinin hasar sayisinin olasilik fonksiyonu,

PriN=k|x,|= TPr[N =k|x, © =0]f,(0)do

at+k.-1 A y a 2
= ! k:O,:LZ,...,a>O
k. a+i, a+i,

(2.27)

bicimindedir. Es (2.27) negatif binom dagiliminin olasilik fonksiyonudur. Burada

rasgele etki ©.’ye yer verildiginden asiri yayilim dikkate alinmistir.

Literatirde hasar sayisinin modellenmesinde negatif binom modelinin kullanildigi
¢ok sayida galisma vardir. Lawless, J.F., [14], Dionne, G.,ve Vanasse [15],[12]

bunlardan bazilaridir.

2.2.3.2. Poisson-Ters-Gauss Regresyon Modeli

Bolum 2.2.3'de olusturulan karma Poisson modelinde bagimsiz ©,,0,,...,0,’lerin

Es.(2.5)'deki olasilik yogunluk fonksiyonu ile verilen Ters-Gauss(l,T) dagilimi
gOsterdigi varsayilir. Ters-Gauss dagilimi pozitif ve saga garpik veri igin uygun bir

dagihmdir.

Ters-Gauss(1, 7) dagiliminin beklenen degeri ve varyansi
Eo =1
ve

Var(®,)=1
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bigimindedir. Negatif binom dagiliminda oldugu gibi asiri yayihim burada da dikkate

alinmigtir.

Buylk k degerleri igin i inci sigortali igin Pr N. =k olasiligini analitik olarak elde

etmek mUmkun degildir. Ancak gozlemlenen hasar sayilari kuguk degerler
olacagindan regresyon Kkatsayilari igin en c¢ok olabilirik tahmin edicilerini
hesaplamaya yarayan bir iteratif yontem vardir [2]. Dean, C.B. ve digerleri [16]
Poisson-Ters-Gauss regresyon modelini kullanmigtir.

2.2.3.3. Poisson-Lognormal Regresyon Modeli

Bolim 2.2.3'de olusturulan karma Poisson modelinde ©,,0,,...,0, ’lerin

Es.(2.7)de oldugu sekilde bagimsiz,
2
Lognormal (%’sz
dagihmi gosterdigi varsayildiginda beklenen deger ve varyansi da
E(©)=1
ve
Var(©,) =exp(c®)-1

bigimindedir. i. sigortali igin hasar sayisinin kosullu olasilik fonksiyonu,

2

. L ﬁn6+0%
PriN. =k |x.|= | exp(—OX\, ! exp|— dd k=0,12,... 2.28
N =k = Jexpon) S o) - 1 (2.28)

olarak ifade edilmektedir. Kapali bir formda ifade edilemediginden olabilirlik
esitlikleri nUmerik olarak ¢ozulmektedir.
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2.2.4. Sifir-Yigihmh Poisson ve Negatif Binom Regresyon Modelleri

Sigortacilikta etkin bir fiyatlandirma igin ilk adim hasar sikliginin modellenmesidir.
Elementer branslarda hasar sayisi dagiliminin genellikle Poisson veya negatif
binom dagildigi varsayilmaktadir. Ancak policede bir muafiyet s6z konusu
oldugunda, meydana gelen bir hasarin tutari, belirlenen muafiyet sinirini asmadigi
takdirde sigortali bu hasari sirkete bildirmemekte, dolayisiyla gsirket nezdinde bir
hasar olugsmamaktadir. Bonus-malus sisteminin uygulandigi trafik sigortalarinda
da ayni sekilde sigortali, bir sonraki yil, primin daha fazla oldugu bir alt basamaga
dusmemek icin meydana gelen her kazayi sigorta sirketine bildirmemeyi tercih

etmektedir.

Lemaire[7], bunu “édul achdi” olarak adlandirmis ve bu durumun iki sonucu
oldugundan bahsetmistir. Birincisi, gozlenen hasar sayisinda yuksek oranda sifirli
degerlerin yer almasidir. Bu nedenle, son yillarda bu alanda yazilan makalelerde
sifir-yigihmh dagilimlarin kullanildigi gérilmistiir. ikinci sonug ise kaza sayisi ve
hasar sayisinin farkh bir sekilde gelisme gdstermesidir. Arastirmacilar ve sigorta
sirketlerinde calisan aktuerler sirketin veri tabaninda kaza sayilari olmadigindan,
analizlerini hasar sayisi Uzerinden yaparak hasar sayisi ve kaza sayisi arasindaki
farki genellikle gbézardi etmektedir. Ancak bu tir modellerde, yaptigi kazayi
bildirmek/bildirmemek durumunda olan bir sigortalinin yaklasimini belirlemek
mumkun olmamaktadir. Boucher, J.ve digerleri [17] ve [18]'de kaza sayisi ile hasar
sayisl arasindaki bu baglanti arastiriimis, hasar sayisina sifir-yigilimh dagilimlar

uygulanarak sigortall bireylerin, hasar bildirme olasiligi modellenmistir.

Veride yer alan sifir yogunlugunun temel sayma dagihimindan ayri bir sekilde
analiz edilmesi amaciyla olusturulan sifir-yigiimh  modeller, sifir noktasinda
bozulmus dagilimin, diger noktalarda ise standart bir sayma dagiliminin
tanimlandigi iki dagilimin karisimi olarak ifade edilmektedir. Olasilik fonksiyonu,

|:>r[|\|i :ni]: ,0<¢, <1 (2.29)

{q) +(1-9,)Pr[K;=n] n,=0
(1-¢,)Pr[K;=n] n >0

olarak gosterilmektedir. Burada;
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Ki sayma dagihmi, negatif olmayan herhangi bir kesikli dagilim olabilmektedir. O ve

1 araliginda tanimh olan ¢, degeri ise “yapisal sifir oranini” gostermektedir. Bu

oran gergeklesen, ancak herhangi bir sebeple (muafiyet, strprim vs.) bildiriimeyen
hasarlardan kaynaklanan sifir degerlerinin oranini ifade etmektedir. Yapisal sifir

orani sifira esit oldugunda (¢=0) sifir yigihmhi modeller, sayma dagilimi

kullanilarak elde edilen modele indirgenmektedir [19].

Gozlemlenen verinin sifir degerindeki yogunlugun Poisson regresyon modeline
kiyasla fazla oldugu durumda, sifir yigilimh Poisson regresyon modelinin
uygunlugunun test edilmesi amaciyla, 1995 yilinda Jan Van den Broek [20]
tarafindan gelistirilen skor testi kullaniimaktadir. S6z konusu test ile sifir yigihmli
Poisson modeli ile Poisson modeli karsilastirimaktadir. Bu karsilastirmada,
yapisal sifir oraninin sifira esitligi test edilmektedir. Buna goére, iki modelin

karsilastirildigi yokluk hipotezi,

Ho:¢ =0
ve secenek hipotez,
Hi:¢ >0

biciminde ifade edilmektedir. Test istatistigi;
S(A) =U(B.0)[3(A.0)] U(B0) (2.30)

biciminde tanimlanmaktadir [20]. Esitlikte ,3 U(,B,O) ve J(ﬁ,O) siraslyla Poisson

regresyon modeli icin parametre kestirim degerini, sifir orani sifir degerini

aldiginda elde edilen skor vektorini ve beklenen bilgi matrisini gostermektedir.

Yapisal sifir orani igin agiklayici degiskenlerin kullaniimadigi ve bu oranin sabit
kabul edildigi durumda Es.(2.30) ile tanimlanan skor test istatistigi;
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. 12 X
S(/?)={il(y‘:9)__p°i} / {ilip‘“}—ny (2.31)

i1 Poi =1 Poi

esitligi ile hesaplanmaktadir. Buradaki pg; olasiigi exp(—/;) bigiminde
hesaplanmaktadir. Esitligin pay kisminda yer alan I(yi:o) ifadesi gosterge

fonksiyonu niteliginde olup hasar sayisinin 0 oldugu durumlarda 1, diger

durumlarda O degerini almaktadir. Egitlikte n gozlem sayisi, y de gozlemlenen

bagimh degisken degerlerinin ortalamasidir. Yokluk hipotezinin dogru oldugu
varsayimi altinda hesaplanan skor test istatistigi, 1 serbestlik dereceli kikare

dagihmina sahiptir [21].

Sifir yigihmli modellere iligkin beklenen deger ve varyans,

E(N; [%) = (1-4)E(K) (2.32)

Var (N ;) =(1—¢){Var(K)+¢§ [E(K)]z} (2.33)

olarak tanimlanmaktadir.

En klasik sifir-yigilimh dagilim, K; dagiliminin Poisson olarak tanimlandigi

Sifir-Yigilimh Poisson (ZIP) dagihmidir. Bu dagilimin olasilik fonksiyonu,

o, + (1_¢i)e_k‘ n =0

Pr[N,=n]= (1-0) et (2.34)

n!

olmaktadir [17].

Bu modelde ortalama parametresi i¢in logaritmik bag fonksiyonu kullaniimaktadir.
Yapisal sifir oraninin pozitif bulunmasi amaciyla genellikle bu oran belirlenirken

logit bag fonksiyonu kullaniimaktadir:

logit(¢s )=In ¢ /A—¢) =Ty 1=223,...m.
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Burada; T; agiklayici degiskenlerin matrisi, / parametre vektoriidir. Yapisal sifir

orani igin regresyon analizi yapiimadigi durumda,
lojit(¢y) =In ¢ /(1—¢y) =~
esitligi ile en ¢ok olabilirlik ydontemiyle tahmin yapilir [22], [23].

¢, ve A,’nin tahmini igin ayni agiklayici degiskenler kullanilabilecegi gibi ¢, icin
daha az sayida degisken kullanmak da mumkun olabilmektedir. Ayni degiskenler

kullanildiginda 3 ve ~ vektorleri birbirine esit olmaktadir [23].

Burada olusturulan sifir yigilimh Poisson dagiliminin beklenen degeri ve varyansi
E(N; %) =(1-4)4

Var(N; %) =E(N; )1+ 44) =EN)+EN;) 4 4

seklindedir. Varyans ifadesindeki ikinci terim sifir yigihmi ve asiri yayilimi

modellemektedir.

modelinde log-olabilirlik fonksiyonu,

T, -
oIn(e 7 1e )

InL(n;y, B :—mln 1+eli? +m = (2.35)
(70)=-gnfie™) 2103 )4 )

n; >0
bigimindedir [19], [24].

Asiri yayilim, sifir yigihmi disinda baska sebeplerden de kaynaklanabildiginden
modeldeki temel sayma dagilimini asiri yayilimi dikkate alan dagilimlar arasindan
segmek daha uygun sonuglar verecektir. Bunun igin Poisson dagiliminin
genellestiriimig halleri kullaniimaktadir. Sifir-y1dilimli negatif binom ve sifir-yigihml

genellegtiriimis Poisson dagilimlari buna 6rnek olarak verilebilmektedir.

Sifir-yigilimh modellerde Poisson-TersGauss ya da Poisson-Lognormal
dagihimlarinin da kullanildigi galismalar olmustur [25].
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Sifir yigihmli negatif binom modelinde olasilik fonksiyonu;

Pr(N; =0)=¢ +(1¢.)[a_0i—+1J (2.36)
ol N g

Pr(N‘zn‘)z(l_mr;fnlI; 31)[%%] [a‘oiw] -

yi=12.. i=12..,m

bigimindedir. Buradaki ¢ yayilim parametresi oldugundan, bu parametrenin sifira

esit olmasi asirn yayilimin sadece sifir yigilimdan kaynaklandigini gésterir. Bu
durumda sadece sifir yigihmli Poisson dagilimi kullanmak yeterli olacaktir. 4

parametresiise dagilimin ortalamasidir [19].

¢ ve A 'nin ikisi igin de regresyon analizi yapilan bir sifir yigilimli negatif binom

modelinde log-olabilirlik fonksiyonu,

InL(y;7.B,a)= ZIn(1+eT'7)+z Z In eTIyJ{lfaﬂJ

i=l|yj=
1
z [z IN1+ta)+y;In(4)-(y; +a )In(1+ oyg;) —In(y; ')]} (2.38)
yij>0| t=0
bicimindedir.

Aciklayici degiskenlerin yapisal sifir orani Uzerindeki etkisi goz ardi edildiginde bu

fonksiyonda eT”/yerine e’ kullaniimaktadir [19],[24].

Lambert, D. [22] baski devre kartlarindaki Uretim hatalarini sifir-yigilimli Poisson
(ZIP) regresyon modeli ile ilk defa modellemistir. Farkli sayma dagilimlarinin
kullanildigi modellere iligkin ¢alismalar da literatirde yer almaktadir. Yip, K., ve
Yau, K., [19]'de Sifir-yigilimh Poisson, negatif binom, genellestiriimis Poisson ve

Cift Poisson modellerini, kesit otomobil sigortasi verisine uygulamis ve bulunan
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sonuglari standart Poisson ve negatif binom dagilimlarina iligkin sonuglarla
kargilastirmigtir. Famoye, F., ve Singh, K., P [23] Sifir-Yigilimh Genellestirilmis

Poisson dagilimi ile aile igi siddeti modellemistir.

Boucher, J.-P., M. Denuit, ve M. Guillén [25] kesit veri seklindeki trafik sigortasi
hasar sayilarina sifir-yigiliml modeller ile engelli (hurdle) modelleri uygulamis,

sonuglari karsilastirmigtir.

Boucher, J., ve Denuit, M., [26]'de sifir yigihmli modeller igin kredibilite primlerini
olusturmustur. Boucher, J.P., Denuit, M., Guillen, M., [17]de ise sifir-yigihmli
Poisson dagihmina “raslanti etkisi” ekleyerek genellegtirmek suretiyle yeni
modeller gelistirmistir. Bu modellerde panel veri kullaniimistir. S6z konusu
calismada, bonus-malus sistemlerinde uygulanan indirim ya da surprimlerin
insanlarin hasar bildirme davranigi Uzerinde etkili oldugu, iyi ya da kotu musteri
olsun, bir kez hasar bildirdikten sonra bir sonraki hasari bildirme olasiliginin
degisebildigi, dolayisiyla iyi/kéti musteri kategorisinin  de degisebildigi

gOsterilmigtir.

2.3. Akaike Bilgi Ol¢iitii

Akaike bilgi élguta (AIC) ve log-olabilirlik degerleri gbzlemlenen veriye en uygun
modelin sec¢ilmesi amaciyla kullanilan baslica oOl¢utlerdir. Herhangi bir aciklayici
degisken istatistiksel olarak anlamli olmasina ragmen, modele eklendiginde uyum
derecesini dusurebilmektedir. Veriye uygun model arastinlirken, aciklayici

degisken sayisi artirildiginda parametre sayisi (k) da artarken, gozlemlenen

bagdimli degisken degeri ile model kullanilarak tahmin edilen bagimli degisken
degeri arasindaki fark azalmakta, ancak parametre sayisinin artmasindan dolayi
tahmin edilen parametrelerin varyansi artmakta, modelin uyum derecesi ise
azalmaktadir. Bu yuzden modelin hem yeterli sayida aciklayici degisken icermesi,
hem de maksimum uyumu saglayacak sekilde olusturulmasi amacglanmalidir. Bu
yuzden Akaike bilgi dlgutu, modellerin parametre sayisi ile uyum iyiligi arasinda

dengenin kurulmasi amaciyla kullaniimaktadir [11].

n gozlem sayisini, k modeldeki parametre sayisini ve InL model i¢in hesaplanan

log-olabilirlik fonksiyon degerini gostermek Uzere Akaike bilgi 6lgutu,
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AIC= -2InL+2k (2.39)

esitligi  kullanilarak hesaplanmaktadir. AIC Olgitt en kiguk c¢ikan model,

gozlemlenen veriye en uygun olan modeldir.

Herhangi bir modelin gozlemlenen veriye uygunlugunu test etmek amaciyla

olusturulan olabilirlik oran test istatistigi,
LR=-2(InL(sifir model)-InL(Model))

ile ifade edilmektedir. Burada verilen “sifir model” higbir agiklayici degiskenin

“

olmadidi sadece “sabit degerin yer aldigi modeldir. Yokluk hipotezi ise
“‘uygunlugu test edilen modelle sifir model arasinda fark yoktur” seklinde kurulur.
Olusturulan test istatistigi iki modelin parametre sayisi arasindaki farka esit
serbest dereceli Ki-kare degeri ile karsilastirilir. Bu test istatistigi iki ayri modelin

karsilastiriimasi igin de kullaniimaktadir.
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3. DENEYIM FiYATLANDIRMASI| MODELLERI

3.1. Kredibilite Yontemiyle Olusturulan Modeller

Tezin ikinci bolumunde regresyon analiziyle, heterojen bir portfdy homojen risk
siniflarina ayrilarak ayni sinifta yer alan sigortalilarin ayni primi édeyecegi bir risk
siniflandirmasi yapilabilecegini, ancak daha 6nce de s6zi edilen birgok sebepten
dolayi (6rn. ¢ok sayida 6nsel faktértn kullaniimasi) siniflar icinde hala heterojenlik
olacagi belirtilmistir. Her bir risk sinifinin beklenen hasar sikligi grubun ge¢cmisteki
hasar deneyiminin ortalamasi olacaktir. Ancak bir sinifta yer alan bir sigortalinin
gecmis hasar deneyimi sinifin ortalama (ge¢mis) hasar deneyiminden daha iyi
veya kotlu oldugunda sigorta sirketinin gruptaki prim adaletini saglamak igin bu
sigortalinin  priminde bir dizeltme yapmasi gerekecektir.  Sigortalinin
gozlemlenemeyen risk karakteristiklerinden kaynaklanan ve grupta heterojenlige
sebep olan bu durumun gideriimesi amaciyla yapilacak bu dizeltmenin,
sigortalinin gegmisteki bireysel hasar deneyimine gore yapilmasi gerekmektedir.

Bu bolimde kredibilite kurami ile duzeltmenin nasil yapilacagi ele alinacaktir.

Kredibilite kurami farkli veri gruplarinin bir araya getirilerek ortak bir tahmin elde
edilmesi yontemi olarak tanimlanabilmektedir. Sigortacilikta daha ¢ok heterojen
portfdylerde yer alan risklerin fiyatlandirmasinda kullanilan kredibilite kurami ile
sigorta sirketi, sigortalinin geg¢mis hasar tecrUbesini esas alarak gelecek
donemdeki  primini  belirleyebilmektedir. Buna deneyim fiyatlandirmasi
denilmektedir [2].

Mowbray [27] ve Whitney [28]in 1900’lerin baginda yaptiklari ¢galismalar kredibilite
kuraminin ilk sigortacilik uygulamalari sayilmaktadir. Bu makalelerde, bireyin risk
deneyimi ile ait oldugu sinifin risk deneyimi arasinda denge saglayan primler
bulunmaya calisiimigtir. Bu ¢alismalar Herzog, Buhlmann, Norberg gibi birgok
bilim adaminin ¢aligmalarina temel olugsturmustur. Kredibilite kuramini bireysel risk
modellerinden ayiran en dnemli 6zellik, risk parametresinin bir raslanti degiskeni
olarak ele alinmasidir. Bu da Bayes'ci yaklasimin kullaniimasi sonucunu

dogurmustur.
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Bu tez calismasinda, temel olarak En Buyuk Dogruluk Kredibilitesi (Greatest
Accuracy Credibility) kullanilacaktir.

Risk siniflandirmasi yapilmig olan bir portféyde siniflarin her biri sigorta sirketi
tarafindan oOnsel fiyatlandirma degdiskenleri (yas, cinsiyet,...vb) kullanilarak
belirlendiginden bu anlamda bu siniflar homojendir. Ancak tamamiyla homojen
oldugunu sodyleyebilmek mumkin degildir. Bu sebeple, onsel fiyatlandirma
degiskenleri tarafindan yansitilamayan risk faktorlerinden kaynaklanan kalint
heterojenligi temsil etmesi amaciyla her bir sigortalinin sinif icindeki risk seviyesini
gésteren bir 0 parametresi belirlenmektedir. Ornegin bir sigortalinin 0
parametresinin %50 olmasi bu sigortalinin beklenen hasar sikhiginin, ait oldugu
sinifin beklenen hasar sikliginin yarisi kadar oldugu, %200 olmasi da iki kati kadar

oldugu anlamina gelmektedir. Istatistiksel anlamda rasgele etki modeli olarak ifade
edilebilen @ rastlanti degiskeninin birikimli dagilim fonksiyonu olan F,(®)

fonksiyonu, portféyden rasgele secilen bir sigortalinin risk parametresinin 6
parametresinden kuguk veya esit olmasi olasiligini gostermektedir. Veriden tahmin

edilebilen F,(©) dagilim fonksiyonu kullanilarak deneyim fiyatlandirmasi

yapilabilmektedir.
Kredibilite ydontemiyle modellemede Ug¢ temel fonksiyon kullaniimaktadir:

Bunlardan ilki hasar sayisi dagihmidir. Otomobil sigortalarinda belirli bir donem
suresince sigortalinin hasar sayilarinin modellenmesinde Poisson dagiliminin

uygun bir se¢im oldugu bircok bilimsel c¢alismayla goOsteriimigtir. Bu tez
calismasinda da riske yatkinigi ©, =0 ile ifade edilen i. sigortalinin t. yildaki
hasar sayisi dagihimi olan N.|®=60'nin 1,0 parametresi ile Poisson dagildig

varsayilmaktadir. Poisson kredibilite modeli Kesim 3.1.1’de ele alinacaktir.

Kredibilite modellemesinde kullanilan ikinci temel fonksiyon, portfoydeki

sigortalilarin risk parametreleri olan 0,,0,,0,,....... .0, ‘lerin portféy dizeyinde
gosterdigi degiskenligi belirleyen F,(©) birikimli dagilimidir. © icin aktuerlerce

genellikle Gamma dagilimi kullanilsa da literatirde Ters-Gauss ve Lognormal

dagihimlarinin da kullanildigi gérulmasgtur [16].
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Uglincii temel fonksiyon ise Bayes’ci yaklagimda yararlanilan kayip fonksiyonudur.
Sonsal prim duzeltmesi, hasar sayisi i¢in secilen modele bakiimaksizin, kayip
fonksiyonu yardimiyla yapilmaktadir. Bu fonksiyonun beklenen degeri minimize
edilerek optimal deneyim primi bulunmaktadir. Kayip fonksiyonu olarak en sik
kullanilan fonksiyonlar karesel kayip ve Ustel kayip fonksiyonlaridir. Bu
fonksiyonlardan karesel kayip fonksiyonu ile bulunan kredibilite priminin bir sonraki
yihin hasar sayisini en iyi tahmin eden fonksiyon oldugu bilimsel calismalarla
gosterilmistir. Ancak karesel kayip fonksiyonunun kullaniimasiyla elde edilen
kredibilite sisteminde cezalarin ¢ok ylUksek olmasi sebebiyle pratikte, 6zellikle
sigorta sirketlerinde bu fonksiyonun kullaniimasi neredeyse imkansizdir. Bazi bilim
adamlari Ustel kayip fonksiyonunu kullanarak bu sorunu gidermeye ¢alismis, daha

anlamli ceza oranlari elde etmislerdir [4], [29].

3.1.1. Poisson Kredibilite Modeli

n policeden olusan bir portfdyde yer alan poligelerin her biri T. yil boyunca

gbzlemlenmis olsun.

N, i. police tarafindan t. yilda yani (t-1,t) doneminde bildirilen hasar sayisini
gOsteren raslanti degiskeni olarak tanimlansin. i. sigortalinin T. yil boyunca
bildirdigi hasar sayilari,

N i (Nil’Nizi ..... 'NiTI)T

dizisiyle gosterilsin.

Portféyde yer alan i. polige (®,N,,N,,,.....,N;) dizisi ile ifade ediimektedir. Portféy
duzeyinde bu dizilerden her birinin i=1,2,....n olmak Uzere birbirinden bagimsiz
oldugu varsayilmaktadir. Burada O, daha o6nceki bolimlerde oldugu gibi
sigortalinin  bilinmeyen risk faktorlerini temsil eden rastlanti degiskenidir.
(©,,Ny;N,,.....,N) dizisi ile ifade edilen i. policenin t=1,2,3,..., I; yillarindaki hasar

sayllarini gosteren,
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N,|© =6,N,|®, =9, .....

kosullu raslanti degiskenlerinin birbirinden bagimsiz ve X\,0 parametreleriyle

Poisson dagildigi, yani bir sigortalinin yillar bazinda hasar sayilarinin birbirinden
bagimsiz oldugu varsayllmaktadir. Bir baska deyisle, i. sigortalinin risk

karakteristikleri hakkinda tam bir bilgiye sahip olunabilirse, ©, =6 deterministik bir

deger alacagindan sigortalinin yillar itibariyle hasar sayilarini gosteren

NyNip......,N;; ler de bagimsiz olur. Ancak ©'nin bilinmedigi durumda bu raslanti

i Vi

degiskenlerinin (N ,N,,..... ,NiTi) davraniglari  ©,’ye bagli oldugundan kendi

aralarinda bir bagimhlik s6z konusudur [4].

Diger taraftan portfdy diuzeyinde i=1,2,.....,n igin (®,, N)dizilerinin de, yani

sigortalilarin hasar sayilarinin da, birbirinden bagimsiz oldugu varsayilmaktadir.

®, risk parametresi ile tanimlanan ve agiklanamayan heterojenlik, sigortalinin

hasar ve prim deneyimine gore Bayes'ci yaklasim ile ortaya c¢ikarilarak deneyime

gore primde duzeltme yapllir.

ise ayni surede toplam beklenen hasar sayisini gosterir.
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Ozellik 1.

Yukaridaki sekilde olusturulan Poisson kredibilite modelinde ©,’nin 6nsel dagilimi,
T. yil boyunca bildirilen toplam hasar sayisini gosteren N.,’ye bagli olmaktadir.
Yani, Pr (6, <t Ny,Ng,...,N;)=Pr ©,<t|N, esitligi her t>0 icin dogru

olmaktadir.

ispat 1.

T,

N;;=Ky,-....N; =K yillar bazinda hasar sayilari, k= k, toplam hasar sayisini
t=1

gOstermek Uzere,

Pr|N=KypoooosNip= ki | ©, = 0] £, (0)
Pr{Niy= Koo Ny =iy |

exp(=0i,, )ek"fe (6)
J exp(-&r, ), (&)

f(E) (e|kil’ ..... 'kiTl) =

(3.1)

esitligi sadece k., 'a bagl olmaktadir.

Bu Ozellik sayesinde hasarlarin hangi yillarda yapildigi 6nemli olmayip T, yil

boyunca bildirilen toplam hasar sayisi yeterli olacaktir [1].

®.’nin tahmin edilmesinde yaygin olarak kullanilan karesel ve Ustel kayip

fonksiyonlari asagida ayrintili olarak ele alinmaktadir.

3.1.2. Karesel Kayip Fonksiyonu

Uygulamali istatistikte, bilinmeyen bir buyukltge iligkili oldugu degdiskenlerin bir
fonksiyonu ile yaklagim saglamak en sik kullanilan ydéntemlerden biridir. Oyle ki bu

fonksiyon, kendisi ile yaklasim sagladigi buyuklik arasindaki farkin karesinin
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beklenen degerini minimum yapacak sekilde belirlenmektedir. Buna “ortalama

karesel hatanin tahmin edicisi” denilmektedir.

Onerme 1.

{N. N.

wNo......} raslanti degiskenleri dizisi ile © risk parametresini ele alahm. ®’nin

verilmesi kosulu altinda N, ’lerin bagimsiz ve ilk iki momentlerinin sonlu oldugu

varsayilsin. Ayrica bu degiskenlerin kosullu olasiliklarinin,
n(®)=E[N,|® ], t=1 23,...
beklenen degeri de

EI:Ht (G)):I =H,
olarak tanimlanmis olsun.

Buna gore v . R" >R Olculebilir fonksiyonlari arasinda,
2
E[(MTH(@)_\V(Nil’NiZ"""NiT)) } b
eklenen degerini minimum yapan y(X;, X,,,...., X;;) tahmin edicisi,

W (NN, sNp) = E[an

Nil' Ni2' e NiT] :E[“Tu(@)‘ Nil’ Ni2' e NiT:|
beklenen degerine esittir [29].

Yani ortalama karesel hataya gore “’T+1(®):E|:NT+1|®:| beklenen degerine en iyi

yaklagim saglayan fonksiyon E[N |Nil,Ni2,....,NiT]6nseI beklenen degeri olmustur.

T+1

Yukaridaki 6nermede elde edilen sonucu bolim 3.1.1.de tanimlanan Poisson
kredibilite modeline uygulandiginda, Ni,'l'i+1‘Nil:k1""’Ni,'l'i:kTi onsel dagihmi

kullanilarak, riske yatkinhgdi bilinen i. sigortalinin bir sonraki yil beklenen hasar

sayisinin gecmis yillardaki hasar tecribesi ile tahmin edilebilecegi gorilmektedir.

Onsel beklenen degerin bulunmasi icin ® kosulu altinda N ’lerin dagilimi ile ©
onsel dagiiminin bulunmasi gerekmektedir.
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Buna gore N,; ;N =k, ....N;;=k; onsel dagiliminin olasilik fonksiyonu,

=KyNp = Kypomroo Ny =k |
TLﬁPr(Nn =k|®, = e)jpr(NLﬂ+1 =k \@i = e)dF®(@)
T(ﬁpr(Nit = kt|®i = ‘%)Jdl:@(g)

(-

T eXp(_ki.e)ek' exp(_ki,"l'i-#le) IkT;rl) dF,(©)

3 _ (3.2)
Jexp(-1.8)2"dF, (&)

olarak,
O] \NE N;; =k, sonsal dagilimi da ,
ll[exp( A0 (eﬁ )kn dF,(©)
_ e ) e
Pr(©Ny =Kypuovon Ny =k ) = (é )

[TTexp(-2) dF, (2)

t=1 |'[

_ exp(-1,.0)0“dF, (©)

¢ (3.3)
[ exp(-2,£)5"dF, (2)

olarak ifade edilir. Boylece N,

N,=k,...N;;=kraslanti degiskeninin olasilik

fonksiyonu yukaridaki sonsal dagihm dikkate alinarak yeniden duizenlendiginde

elde edilen

Ny =k N =Kppeeee Ny = } j exp(~ x,me)MdF (0lk.) (3.4)

PN

olasilik yogunluk fonksiyonunun, @i|Ni, =k kosullu dagiimi ile olusturulan bir
karma Poisson dagilimi oldugu gorulmektedir. Bagka bir ifadeyle, gegmis yillardaki

hasar sayilarinin  toplami  kullanilarak ~ ©,’'nin  dagihmi  dizeltimekte
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(guncellenmekte), yeni dagilim da T

i+1

inci yildaki hasar sayisinin bulunmasinda

kullaniimaktadir.

Bayes’ci kredibilite primi olarak adlandirdigimiz, 6nsel dagihmin beklenen degeri,

B[Ny Ny =Ky N =Kgpeooos Ny =k | = [1,,00F, (0]K,)
0
=D | [N =K N, =Ky N =Ky | (3.5)
olur. Burada;
% (T
je[HPr(Nit =k|®, = 6)]dF®(®)
E[ON; =Kypoooonon Ny =k | =2

—

=1

4 I[ﬁpr(Nth@,a)dea@

i} (3.6)
[exp(-1,0)0""'dF,(©)

[ exp(-2,£)e"dF, (©)

bicimindedir [1].
Sonug olarak, i. sigortalinin T, inci yildaki beklenen hasar sayisi, 4, ,ile dizeltme

katsayisi olan E[@i‘Nu:ki,Nm:kz, ...... ,Ninszi] nin carpilmasi sonucunda

bulunmaktadir. Yani sigortalinin ait oldugu grubun beklenen hasar sayisi ile,
sigortalinin  gegmis hasar tecriibesine gore gincellenmis O, degerinin

carpiimasiyla elde edilmektedir.

Bu yaklagimla E[E[@i ‘N = KN =Ky, N =k o ﬂ =E[©,]=1 oldugundan

finansal denge kriteri saglanir. Yani, yapilan dizeltmelerin ortalamasi 1
olmaktadir. Boylelikle sigorta sirketi tarafindan her yil toplanan prim sabit

kalmakta, sadece toplam primin sigortalilar arasindaki dagilimi degismektedir [1].

38



3.1.3. Karesel Kayip Fonksiyonu ile Poisson-Gamma Karma Kredibilite
Modeli

Bolim 3.1.1.’de olusturulan kredibilite modelinde, portfdyde yer alan ve

(©,,Ny;N,,.....,N; ) dizisi ile ifade edilen i. poligenin t=1,2,3,...., I; yillardaki hasar
sayilarini  gosteren Ni1|®i =0, Ni2|®i:9, ..... kosullu raslanti  degigkenlerinin
birbirinden bagimsiz ve A0 parametreleriyle Poisson dagildigi varsayilmistir.

Yine daha dnceki boélimlerde oldugu gibi portfdyde i. sigortalinin riske yatkinligini

temsil eden O, rastlanti degiskeninin ©, * Gamma(a,a) dagildigi varsayiimaktadir.

Buna gére (N,,N,,...... ,Ni,Ti)rasIantl degiskeninin bilesik olasilik fonksiyonu olan

Ti }\/kit a i ;k"
Pr{N, =KyuNy =Kgperreen Ny :kiT]z[HLJ B . (a+2xn} ]
R s,
=i 3.7)
T
F(a+Z:kit

#;J k=012,...

ile (©,Ny,N,,......,N.;) raslanti degiskeninin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu

olan
T —67\. kit
Pr(©,Ny,Ny,..oooe ;N ) = Hexp(—eikit)( ) 1 a* 0> exp(-a0,) (3.8)
i k! T(a)
kullanilarak
T, eu-‘z:illkit
T a+ikn—l (a—'_ Zkitj
Pr(®, = 6|N,Ny,....N.- ) = exp{—ei £a+ D H o, =) a0 (3.9)
t=1

or3e)
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kosullu olasilik  fonksiyonu elde edilir [1]. Es (3.9)da verilen

Gamma(a+N,_,a+X,) dagihmmnin olasilik yogunluk fonksiyonudur.

©IN,N,,.....N; ~ Gamma(a+N,,a+2,)oldugundan diizeltme katsayisi
a+N,
E(O,N,N,,.....N; | = = 3.10
olarak bulunur.
Bu kosullu dagilimin varyansi
a+N
var (©|N,N,,......Ny ) = —— (3.11)
(a+n.)

bigcimindedir  [1]. Buna  gore, ©,|NpN,,-....,Ny sonsal  dagihmi

Gamma(a+N,,a+2,) oldugundan N ,|N, =Kk, énsel dagilimi da negatif binom

olup olasilik fonksiyonu asagidaki sekildedir.

k a+k
k +k-1 A , '
N, =k.}= ATy e arh. (3.12)
k a+h,+hirg ) (@+h +h,

Pr[NLTi+1 —Kk

k=01..a>0

Gegmis T, yilina ait hasar deneyimi verilen bir sigortalinin T, inci yilda beklenen

hasar sayisi, ayni zamanda Bayes’ci kredibilite primi

a+k,
Tat,

NNy Nip ) = E(Ni,'l'i+l

E(Nim N, :k,):x E[ON, =k, ]=2 (3.13)

T+

biciminde ifade edilmektedir [29]. Bu prim,

a A k
E Ni “+ Nio :k. = E ®i -+ [ . E Ni .+ (314)
P ) 2+ i o arh, R L,_J
Wy WA ort.hasar sikhg: Tixd

biciminde yazildiginda, duzeltme katsayisi,
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)_ a+k, ,

E(®i|Ni11Ni2' """ 'NiT B a+7hi,

seklinde ifade edilmektedir [1].

a+N,
):a+A,

duzeltme katsayisi su sekilde yorumlanmaktadir:

Ayni portféyde bulunan i. ve j. sigortalilardan, T =Tj yil boyunca, i. sigortalinin

onsel olarak j sigortalidan daha az riskli bir surdcu oldugu varsayilsin. Yani

A, <A dir.

Ayni sure boyunca goézlemlenen bu sigortalilarin bu periyotta hi¢ hasar getirmedigi

varsayllsin, yani Ni,:Nj,=0 olsun. Bu durumda bu sigortalilara uygulanacak

a a
dizeltme faktorleri icin > esitsizligi saglanacaktir. Bir anlamda onsel
a+i, a+i

le je
olarak iyi olan surucu digerine gore daha az indirim alacaktir. Bunun sebebi bu
sigortall icin Onsel degerlendirmede zaten daha duslUk prim hesaplanmis

olmasidir.

Bu sigortalilarin bu periyotta k tane hasar getirdikleri dusunulduginde, yine ayni

a+k a+k
yonde olan esitsizligimize i > * bakildiginda, hasar sayilari ayni olan bu
a+i, a+i

ie je

iki sigortalidan 6nsel olarak koéti olan sudrtcunin (j) digerine goére daha az

cezalandinldigi sonucu ¢ikmaktadir [1].

Shengwang, Wei ve Whitmore [30]'da ise yapi fonksiyonunun Pareto dagilimi
alinmasi durumunda hasar sayisinin kosullu olasiligi negatif binom dagihmi ile

modellenmistir.

41



3.1.4. Ustel Kayip Fonksiyonu

Karesel kayip fonksiyonuna bir alternatif olarak gelistirilen Ustel kayip fonksiyonu
asimetrik bir fonksiyon olup kredibilite dizeltmesinin seviyesini belirleyen tek bir
parametreye sahiptir. Bu da hasar oldugunda finansal dengeyi saglamak kosuluyla

sonsal dizeltmeyi yumusatma (siddetini azaltma) imkani vermektedir.

Bir sigorta sirketi gegmis hasar deneyimine gore yeni yilin primlerini belirlerken iki
tarll hata riski ile karsi karsiya kalmaktadir. Birincisi, sigortalidan az prim alinmasi
durumunda girketin zarar etme riski; digeri de fazla prim almasi durumunda
sigortaliy1 kaybetme riskidir. Kayip fonksiyonunun genellikle, olasi hatanin negatif
olmayan konveks bir fonksiyonu seklinde oldugu varsayilir. Hata olmadiginda

kayip 0, hata oldugunda da pozitif olacaktir.

Onerme 2.

Onerme 1.de oldugu gibi, {N,N,

N,,.....}raslanti degiskenleri dizisi ile © risk

parametresi ele alinsin.® 'nin verilmesi kosulu altindaN, 'lerin bagimsiz ve ilk iki

momentlerinin  sonlu oldugu varsayilsin. Ayrica bu degiskenlerin kosullu

olasiliklarinin

1 (©)=E[N,|®], t=123,....,

beklenen degeri de E[u, © |=y,olarak tanimlanmis olsun.
v R" >R slcilebilir fonksiyonlari arasinda

E| exp(—C(1r(©) = WNyu N, Ny )) |

beklenen degerini minimum yapan ve

E[W(Nil' Ni2"""NiT] =Hra

sartini saglayan y(N,,N,,....,N;)fonksiyonu,
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(3.15)

YN N, N ) =y +% E[ﬁnE[exp(_C“Tﬂ(®))‘ N N-.Nip ﬂ

—KnE[exp(—cuTﬂ(@))‘ N, Niz..,NiTJ

degerine esittir. Bu fonksiyona Onerme 1. de verilen fonksiyonla karismamasi igin

bundan sonra ¥, denilecektir [29].

Burada yer alan E[W(N,,N,,..,.N;)]=p,,, sart, finansal dengenin saglanmasi igin

gereklidir.

Karesel kayip fonksiyonunun kullanildigi modellerde gorilen en onemli eksiklik
“‘cezalarin fazlasiyla ylksek olmasi” idi. Denuit, M., ve Dhaene, J., [4] ile
Bermudez ve digerleri [29] calismalarinda Ustel kayip fonksiyonunu kullanarak

cezalarin daha uygulanabilir dizeylerde belirlendigi bir model olusturmuslardir.

Morillo, I. ve Bermudez, L. [31] Ters-Gauss dagilimi ile modelledikleri bonus-malus

sisteminde Ustel kayip fonksiyonunu kullanmistir.

Karesel kayip fonksiyonu ve Ustel kayip fonksiyonlari diginda mutlak deger kayip
ve 4. dereceden kayip fonksiyonlarinin da kullanildigi ¢alismalar goralmustar [32].
Ancak bu fonksiyonlarla olusturulan bonus-malus (6dul-ceza) sisteminde finansal

denge kriteri saglanamamusgtir.

Onerme 2.de elde edilen sonucu kredibilite modeline uygulandiginda,

X =Ny 1 (8)=218,

t

ve optimal tahmin edici de

E[f Elexp(~cr, .0 )[N,.....N, }
W, (NN ) = g = [ ©10(017 0Ny | (3.16)
S ¢ —an[exp(—cxm@)‘Nil,....,NiTiJ

olur [29].
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3.1.5. Ustel Kayip Fonksiyonu ile Poisson-Gamma Karma Kredibilite Modeli

Ustel kayip fonksiyonu yukarida olusturulan Poisson-Gamma Karma Kredibilite

modeline uygulandiginda, yani
©. ~ Gamma(a,a)
ve

© N, ~Gamma(a+N,,a+2,)

alindiginda, @i|Ni, dagiliminin moment tireten fonksiyonu olan

—-(a+N;,)
] t<a+i,

M(b) :(1_a+x

kullanilarak Eg (3.16) da verilen tahmin edicide yer alan

a+N,,
[ool-chr ot |- |
io L T+1

ifadesinin  logaritmasi

A
ﬁnlz[exp(—cxm@i NNy } = —(a+N,)n £1+ %} (3.17)

ve logaritmasinin beklenen degeri de

) C}\‘i,Tﬁ—l
E[ﬁnE[exp(—ckLm@i )‘Nil,..,NiTi ﬂ =—(a+x, )[n[1+ HJ (3.18)
olmaktadir. Sonug olarak tahmin edici;
k- -\ C}\‘i'l'--¢—1
Y, (KoK )= A, +———= 4N 1+ — 3.19
e ( th, (3.19)

olarak bulunur.
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Burada dikkat edilecegdi Uzere optimal tahmin edici,

E(Ni,'ﬁ+l) = 7\’i,Ti+1

Onsel beklentisine bir dizeltme faktorinin eklenmesiyle elde edilmektedir.

Sigortali beklenenden daha fazla hasar getirmisse (k. >A.,) bu diizeltme pozitif,

aksi durumda da negatif bir etkiye sahip olacaktir.

Karesel kayip fonksiyonu ve Ustel kayip fonksiyonu ile elde edilen tahmin ediciler,

U, ve W, Kkarsilagtirildiginda;

c>0icin, Eg(3.19) daki ¥, 'de yer alan

CA, CA,

(n| 1+ 212 < M2 (3.20)
at+i, ) a+i,

oldugundan,

ki > A, igin, W, (Ky,o Ky ) < P (KipooKir )

i1

(3.21)

K. <, iin, W, (Ky,oo Ky ) = P, (K

k)

EREE) EREE) ;

oldugu gorulmektedir. Yani, Ustel kayip fonksiyonunda ceza daha kuguk, édul

daha buylk olarak goértlmektedir [1].

3.2. Bonus-Malus Sistemi

Aktuerin en dnemli gorevlerinden biri hasar yukunu polige sahipleri arasinda adil
bir sekilde paylastirmaktir. Bunun igin tim poligeleri risk siniflarina ayirarak ayni
sinifta olan polige sahiplerinin ayni primi 6demelerini saglamalidir. Ancak ne kadar
detayll bir siniflandirma yapilirsa yapilsin daha 6nceki boélimlerde s6z edilen
sebeplerden dolay! risk siniflarinda hala heterojenlik s6z konusu olmaktadir.
Bugun bircok Ulkede, hasar yapan sigortalilarin ek primle cezalandirildiklari,
hasarsiz sigortalilarin prim indirimleri ile ddullendirildikleri 6dul-ceza (bonus-malus)
sistemleri uygulanmaktadir. Bolum 3.1'de, kredibilite kurami yardimiyla

sigortalilarin gecmis hasar tecribesi dikkate alinarak bayezci prim elde edilmistir.
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Ancak kredibilite primleri, matematiksel olarak karmasik olmasi sebebiyle
sigortalilar tarafindan anlasilmasi zor oldugundan sigorta sirketlerince
kullanilmamigtir. Bu sebeple kredibilite yonteminin ticari sekli olarak goérulen
bonus-malus sistemleri gelistiriimistir. Gelismis Ulkelerde trafik sigortalarinda,
sigortalilarin kaza sayilarina gore surprim (ceza) odedikleri, buna karsin kazasiz
gecgen bir/birkag yila karsilik prim indiriminin (6dal) yapildigi derecelendirme
sistemleri uygulanmaktadir. Bu sistemle, bir yandan, sigortalilarin daha dikkatli
araba kullanmasinin tesvik edilmesi, diger taraftan bireysel risklerin daha iyi

Olclilmesi amacglanmigtir.

Odiil-ceza sisteminde, her birinin prim katsayisi (diizeyi) daha 6énce belirlenmig
olan sonlu sayida basamak vardir. Basamaklar arasindaki gecis kurallari da
onceden belirlenmigtir. Sigortalinin o yil iginde bulundugu basamak ve yine ayni yil
icindeki kaza sayisi dikkate alinarak, sistemin gegis kurallari uyarinca sigortalinin
bir sonraki yil Ust ya da alt basamaklara, bir anlamda yeni prim sinifina gegisi

saglanmaktadir.

Sigortalinin sistemdeki mevcut seviyesi ve icinde bulundugu yil icindeki hasar
sayisl, bir sonraki police yilindaki basamak seviyesini belirlemek icgin yeterli
olmaktadir. Yani t+1. yildaki seviyesi t. yildaki seviyesi ile t. yildaki hasar sayisina
gore belirlenmektedir. Daha onceki yillara ait (1,2,...... ,t-1) hasar sayilarinin
herhangi bir etkisi bulunmamaktadir. Bu durum Markov zincirlerinin hafizasizlik

Ozelliginden kaynaklanmaktadir [7].

Gecis yapilan sinifin  duzeltme katsayisi ile sigortalinin  gbzlemlenebilir
karakteristiklerinden elde edilen (6nsel siniflandirma sonucunda) baz primin, A,
carpilmasi suretiyle sigortalinin yeni donemdeki primi elde edilir. ¢ basamaginin
prim katsayisi r , ile gosterilmektedir. Buna gore ( sinifina gegen bir sigortalinin
yeni primi, r, ile baz priminin garpiimasi sonucunda elde edilir. Buradaki temel

amag, onsel siniflandirma ile olugturulan risk siniflarindaki kalinti heterojenligin
sonsal diizeltme ile gideriimesidir. Onsel fiyatlandirmada ne kadar ¢ok degisken
tanimlanirsa, diger bir deyisle sinif icerisindeki heterojenlik ne kadar az olursa,

sonsal fiyatlandirmanin (dizeltme) siddeti de o derece az olmaktadir.
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Kredibilite modellerinde oldugu gibi bonus-malus sisteminde de finansal dengenin
elde edilmesi buyuk 6nem tagimaktadir. Bu 6zellik saglandiginda siniflara ait prim
katsayilarinin ortalamasi %100 olacaktir. Bir baska deyisle 6denen primler,
sigortalilarin hasar sayilarina gore degisiklik gosterirken girketin bu sigortalilardan

aldigi toplam prim tutari ayni kalacaktir.

Cizelge 3.1’de bir hasarin 3 basamak ile cezalandirildigi, hasarsiz bir yilin da 1

basamak ile ddullendirildigi bir bonus-malus sistemine drnek verilmigtir.

Cizelge 3.1.0rnek Bir Bonus-Malus Tablosu

Baslangig 0 Hasar 1 Hasar 2 Hasar 3 veya daha
seviyesi fazla hasar

Hasar sayisina gore belirlenen yeni seviye

OFRNWSAOU
OCOoORFRrLNWSA
o1 o1 o1 01 01 O1
o1 o1 o101 01 O1

wWh o101 01O

Bu sistemde 6 tane seviye (basamak) bulunmaktadir. Seviyeler arttikga primler de
artmaktadir. Hasarsiz gegen bir yilin sonunda sigortali bir alt sinifa, yil iginde bir
hasar olmasi durumunda U¢ kademe Ust sinifa, iki hasar veya daha fazla hasar
olmasi durumunda da en Ust sinifa gecgis olmaktadir. Yani hasar olmadigi
durumda 1 kademe 6dul, hasar oldugu durumda ise hasar basina 3 kademe ceza
verilmekte, 2 veya daha fazla hasarda en Ust basamaga c¢ikilmaktadir. Baslangi¢
seviyesi bazi sistemlerde sigortalinin gozlemlenebilen bir karakteristigine goére

belirlenmekte, bazilarinda da her yeni suricu ayni seviyeden baglatiimaktadir.
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3.2.1. Modelin Olusturulmasi

Bu tez galismasinda olusturulacak bonus-malus sisteminde, 0’dan z'ye kadar z +1
seviye oldugu ve yeni bir suracinin sisteme hangi basamaktan gireceginin
onceden belirlendigi varsayllmaktadir. Hasarsiz gegen her yil “1” bonus seviyesi
ile odullendiriimekte, yani sigortali, bulundugu seviyenin bir basamak altina

inmektedir. Hasar durumunda ise sigortalinin, her bir hasar igin belirli sayida (B)
basamak ¢iktigi varsayilmaktadir.(6rn. Her bir hasar igin p=3 basamak cezasi

gibi). Bu varsayim, problemi matematiksel anlamda kolaylastirmak amaciyla
yapilmaktadir. Sigortalinin, hasarsiz gegen belirli bir yil sonra, prim indiriminin
maksimum oldugu 0 seviyesine inebilme imkani vardir. Kredibilite modelleri ile
olusturulan tablolarda hasarlarin yillara gére dagilimina bakilmaksizin, sigortalinin
gecmisteki toplam hasar sayisi dikkate alinmaktadir. Bonus-malus sisteminde ise
sadece primin belirlenecegi yildan bir onceki yilin hasar sayisi ile o yil bulundugu

basamaga bakilmaktadir.

Yeni sdrlcllerin  tablonun ilk basamagindan yani (,'dan basladigi

varsayllmaktadir. Baslangi¢ seviyesi her zaman ilk seviye olmak zorunda degildir,
sigortalinin tecriibesine veya onsel siniflandirmada daha 6nce kullaniimayan bir
risk karakteristigine gore de belirlenebilmektedir. Z,, sigortalinin k+1. yilda yani
(k,k+1) zaman araliginda bulunacagi seviyeyi gostermektedir. Bu sistemde

herhangi bir sigortalinin izleyecegi yol Z,Z,,.... seklinde ifade edilen raslant
degiskenleri dizisiyle belirlenmektedir, dyle ki her biri {O,l....,z}degerlerinden birini

almaktadir. Sigortalinin (k-1, k) dénemindeki hasar sayisi olan N, bilindiginde, (k,
k+1) doneminde yer alacagl basamak seviyesi tespit edilmektedir. Varsayimimiza

gore Z, =(,dir. Buna gore Z, asa@idaki sekilde formiile edilebilir:

(3.22)

k

{max{zkl -10} N, =0 ise

min{Z_,+N, *B, z} N, >1lise

Bir seviyeden bagka bir seviyeye gegis olasiligi, iginde bulunulan yildaki hasar
sayisina bagli oldugundan k hasar bildirildigi disunuldtugunde,
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t (m) _ {1 m hasarla i seviyesinden j seviyesine gecis var sa (3.23)

0 diger durumlarda

seklinde

ifade edilen seviyeler arasindaki matris formatinda

gegigler bir

(T(m) matrisi) ) gésterilirdiginde; 0 ve 1 lerden olusan

(3.24)

matrisinin her satirinda sadece bir tane 1 olacaktir [4].

Ornegin hasarsiz bir yil icin 1 seviye inilen, hasar durumunda ise her hasar icin 2
seviye cikilan 6 basamakli bir bonus-malus tablosu igin T(m) matrisleri asagidaki

sekilde olacaktir.

100000 001000 000010
100000 000100 0000012
010000 000010 000001
T(0)= T(2) T(2)
001000 000001 000001
000100 000001 000001
000010 000001 000001
000001
000001
0000O01
T (k)= k>3 icin.
000001
000001
000001

T(0) matrisinde, O seviyesinde bulunan sigortali 0 hasar getirdiginde, daha alt

seviyeye inme imkani olmadigindan yine 0 seviyesinde kalacagindan

too(o) =1
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degerini alacaktir. Birinci seviyede bulunan sigortali 0 hasar getirdiginde bir alt

seviye olan 0 seviyesine ineceginden
t,,(0)=1

olacaktir. Ayni sekilde ikinci seviyede bulunan sigortali O hasarla birinci seviyeye,
dclncu seviyede bulunan sigortali 0 hasarla ikinci seviyeye, dérdincu seviyede
bulunan sigortali 0 hasarla Uguncu seviyeye, besinci seviyede bulunan sigortali da

0 hasarla dorduncu seviyeye ineceginden inme olasiliklarini gosteren
t, 0 =t,, 0 =t,, 0=t, 0 =1

olacaktir.

3.2.2. Gegis Olasiliklan

Sigortalinin her bir dénemdeki hasar sayilarini gosteren N,N,,... rastlanti

degiskenlerinin bagimsiz ve x parametresiyle Poisson dagildigi varsayilsin. Bir

sigortalinin bonus-malus tablosunda izleyecegi yolu gosteren Z,Z,,.... rastlanti

degiskenleri dizisi ise yillik beklenen hasar sikhdr olan x’e bagimhliklarinin

vurgulanmasi amaciyla Z, x ,Z, X ,.... seklinde gosterilsin.

Yillik ortalama hasar sikh@i x olan bir sigortalinin, {, seviyesinden [, seviyesine

gecis olasiligi p%(x) ile gOsterilsin. Burada [, ,sigortalinin k. zamanda

bulundugu seviye, [, de k+1. zamanda bulundudu seviyeyi géstermektedir. Bu

olasilik, p,. (X)=Pr[Z,,(x)=0,|Z,(x)=¢,] (,,¢, €{01........,z} bigimindedir.

Burada (, ve [, degerleri igin P, (x)=0, (, den tim seviyelere gegcis

olasiliklarinin toplami da 1 olacaktir.
2P, (x)=1
(,=0

Gegis olasiliklari, yukarida tanimlanant, (m)ler cinsinden ifade edildiginde,
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P, (x)= Zpr[zk“(x) = (3N =m, Z, (x) = £, | Pr[N, , =m[Z, (x) =1, ]
+00 Xm

_ mzom et (m)

(3.25)

Es.(3.25)de Z,(x), sigortalinin k. dénemde bulundugu seviye oldugundan o

zamana kadarki hasar sayilarina, yani N;,N,,.....,N, lara baghdir, ancak N, ., ‘den

bagimsizdir. Boylelikle,

Pr[Ne, =mZ, (x)= £, ]=Pr[N,, =m]= %e

olur. Beklenen hasar sikligi x olan bir sigortalinin herhangi bir zamanda

00, ... ,L, seviyelerinden birinde olmasi olasilidi, aslinda (,’dan baslayip,
Lol , L., seviyelerinden gegerek (. ’e ulasma olasiligina esittir.
Yani;

Zy(x)= fo] =P, (X)P, (X)--P, . (X) (3.26)

Ayni zamanda,

Z o (X) = gy ,Zo(x)=t’o}=p( (%)

n n-1°n

Pr(Z,(x)=¢

olasiligindan da anlasilacadi Uzere, sistemde herhangi bir seviyeye gecme

olasihgini belirlemek icin sadece sistemdeki mevcut seviyenin bilinmesi yeterli

olacaktir. Tabiki (,’dan [, ,’e gegis olasili§i varsa,

ise, bunu soylemek mimkin olacak, yani p, (x) olasiligi belirlenebilecektir [3].
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3.2.3. Gegis Matrisi

Gecis olasiliklarindan olusturulan

. (3.27)
P,o (X) Pyy(X)eeeeenn. p,, (x)

matrisi bir adimda gegis matrisi olarak tanimlanmaktadir. Burada yer alan
olasliliklar sifira esit ya da sifirdan blyuk ve satir toplamlari 1 e esit oldugundan
stokastik bir matristir. Bu matris hasar sayisinin Poisson (x) dagilimh oldugu
varsayildiginda

+00 Xk

M(x) = ZH e ™ T(k) (3.28)

seklinde ifade edilmektedir. Burada N,’lerin bagimsiz oldugu ve Poisson dagildigi
varsayimi devam etmektedir [2].
Gegis kurallari yukarida verilen; hasarsiz bir yil icin bir seviye inilen, hasar

durumunda ise her hasar i¢in 2 seviye ¢ikilan 6 basamakli bir bonus-malus tablosu

igin bir adimda gecis matrisi

e* 0 xe* 0 e 1-e* (1+ X+ —j
e*0 0 xe* 0 1-e™(1+x)
M(x)=|0 e* 0 0 xe~* 1-e™(1+x) (3.29)
0O 0 e 0 O 1-e~
0O 0 O e’ 0 1-e~
0O 0 O 0 e 1-e™*

bigimindedir. 0 seviyesinde bulunan bir sigortali hasarsiz bir yil sonunda sifir hasar

olasiligi (e™) ile yine 0 seviyesinde kalacaktir.
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1 hasar getirmesi durumunda 1 hasar olasihgl ile (xe™) ikinci basamaga

cikacaktir.

2
Ayni sekilde 2 hasar getirmesi durumunda iki hasar olasiligi (X?ex) ile 4.

seviyeye,
3 ve daha fazla hasar getirmesi durumunda da 3 ve daha fazla hasar getirme

2
olasihgi 1-e™ [1+ X +X?j ile son seviye olan 5. seviyeye

cikacaktir. Matrisin ilk satiri bu sekilde olusturulmustur.

3.2.4. n-Adim Gegis Olasiliklari

pi‘j”)(x):Pr[ka(x):j‘Zk(x)zi] olasiligl, n adimda i seviyesinden j seviyesine

gecis olasiligini vermektedir. Bu olasilik

pf}"(x):iz ....... ZZ: pi, (X)P,;, (X)-eeepy_;(x) i den j ye mimkin olan bitin

gegis yollar ile ulasabilme olasiliklarini icermektedir. Buna gbre n-adim gegis

matrisi de
() P (X))

MO (x) = D (X) P (%) W (x) 650
W(X) PR (X)-weuenee (x)

seklinde olugturulmaktadir [2].

Ozellik 2: n ve m=0,1,...0olmak Uzere M™(x)=M(x).M(X)......M(x)=M"(x)ve

dolayisiyla M™™ (x) =M™ (x)M™ (x) dir.
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Chapman Kolmogorov adi verilen bu o6zellikle, bir adimda geg¢is matrisi olan

M(x)'in n. kuvvetinin alinmasiyla n adim gegis matrisi elde edilir, dyle ki bu

matrisin pi(j”)(x)olarak gosterilen ij. elemani, i den j ye n adimda gecis olasiligini
vermektedir. Bu esitligi kullanarak (k, k+1) zaman arahginda (k+1.yil) sigortalinin

bulundugu seviyeyi gosteren Z, raslanti degiskeninin olasilik dagilimi,

pY(X) = (Pr[Z,(x) =0].Pr[Z, (X) = 1]sccco PI[Z, (x) = 2])'
bigiminde ve
M (x) = M& (x)M"(X)

esitligini saglamaktadir.

3.2.5. Ergodiklik Ozelligi ve Diizenli Gegis Matrisi

Gegis matrisi M olan bir Markov zinciri icin M™ matrisinin tim gozeleri (elemanlari)
pozitif olacak sekilde bir N, >1 degeri varsa, bu zincire ergodik, M gegis matrisine
de duzenli gegis matrisi denilmektedir. Bu kosul, herhangi bir i seviyesinden |
seviyesine sonlu sayida adimla gecis olasiiginin pozitif olmasi anlamina
gelmektedir. Baska bir deyisle Markov zincirinin herhangi bir durumundan
baslamak uUzere diger durumlarin hepsine sonlu sayida adimla gidebilmek

mumkuinddr.

Batin bonus-malus tablolarinin, sigortalinin hasarsiz gegen bir ddnemin sonunda
ayni seviyede kaldigi bir “en iyi seviye” si vardir. Burada 0 seviyesi en iyi seviye
olarak kurgulanmistir. Herhangi bir seviyeden baglayarak, hasarsiz gegen belirli

saylda yildan sonra bu seviyeye ulagsmak mumkundur. Yani yeterince buyuk bir n

sayisi igin p'Y(x) > 0 olmaktadir [3].
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3.2.6. Bonus-Malus Sistemlerinin Uzun Donemdeki Durumu

Yilik hasar sayilarinin bagimsiz ve Poisson dagilimina sahip olduklari
varsayildigindan, her sigortali nihai olarak, yillik beklenen hasar sikhgi x’e karsilik
gelen bir denge seviyesine ulasacaktir. Yani sistemin uzun vadede duragan

olmasi beklenmektedir.

Ornegin Es.(3.29)'daki gegis matrisi M i¢in x=0,1 alindiginda matrisin belirli bir

kuvvetten sonraki butun kuvvetlerinin ayni oldugu, yani

(0,782901 0,082338 0,090998 0,022278 0,016387 0,005097
0,782901 0,082338 0,090998 0,022278 0,016387 0,005097
M"(0,1) = 0,782901 0,082338 0,090998 0,022278 0,016387 0,005097 (3.31)
0,782901 0,082338 0,090998 0,022278 0,016387 0,005097
0,782901 0,082338 0,090998 0,022278 0,016387 0,005097

0,782901 0,082338 0,090998 0,022278 0,016387 0,005097

matrisine (duragan durum matrisi) yakinsadigi gorulmektedir. Bagka bir deyigsle,
baslangi¢ noktasi ne olursa olsun, duragan duruma ulagtiktan sonraki herhangi bir

nigin,
M"(0,1) = (0,782901 0,082338 0,090998 0,022278 0,016387 0,005097)"

olacaktir. Bu durumda duragan durumdan sonraki bir zamanda, sigortalilarin
yaklasik  %78,29'u 1. seviyede, %8,23'0 2. seviyede, %9,09u 3.

seviyede,........... ,%0,5’i de 6. seviyede olacaktir [1].

Yukarida ornekle agiklanan duragan durum dagilimi,

T1(X) = (g (X), 75 (X), 70 (X) eceereees 1, (X))

vektorl ile tanimlanmaktadir. Bu vektériin herhangi bir =, (x)elemani, ortalama
hasar sikhdr x olan bir sigortalinin (seviyesinde bulunmasinin duragan durum

olasiigidir ve w, x = lim p{", (x)limiti ile ifade edilir. Yani, dénem sayisi sonsuza
n—oo

gittikge sigortalinin  ( seviyesinde olmasi olasiliginin limit degeri olarak
tanimlanmaktadir. Burada duragan durum dagiliminin baslangi¢ seviyesine bagli

olmadigina dikkat edilmesi gerekmektedir.
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Bir adim gecig matrisi M(x)’in n. kuvveti olan M" (x)matrisi tim satirlari ayni olan

IT(x) vektoriine yakinsamakta, yani

M(x) = lim M" x

n—oo

vektoriin elemanlari olan =, (x)olasiliklarinin hesaplanmasina gelince; i'den jye

n+1 adimda gegis olasiligi,
P (%) Zp‘“’ )P (x

seklinde n. adimda ¢ seviyesinde olacak sekilde kosullu olarak yazilabilir. Esitligin

her iki tarafinin n sonsuza giderken limiti alindiginda,

X =) T XPy X LJE 0.2 (3.32)
(=0

(3.33)

seklindedir. Burada “e” her elemani 1 olan siitun vektéridir. n(6),M(6)gecis

matrisinin sol 6z vektorudur [2].

3.2.7.Rolski-Schmidli-Schmidt-Teugels Formulii

E, tim gobzeleri 1 olan bir (z+1)x(z+1) matris, e de tum gdzeleri 1 olan sttun

matris olsun.

Ozellik 3: M(x)stokastik matrisi diizenli olsun.Bu durumda I-M(x)+E matrisi

tersi alinabilir bir matristir ve

{nT (x)=n" (X)M(x)
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sisteminin ¢o6zumu
' (x)=e" (I-M(x)+ E)_lolarak elde edilmektedir [33].

Tablodaki seviye sayisini gosteren z+1 kiuguk ise I—M(x)+E matrisinin tersi

kolaylikla alinabilmektedir. z+1 in bdylk olmasi durumunda Gauss Eliminasyon

yontemi gibi numerik yontemler kullaniimaktadir.

3.2.8. Duzeltme Katsayilari

Bonus-malus tablosunda her (¢ seviyesi igin bir r, duzeltme Kkatsayisi

belirlenmektedir. Buna gore, ( seviyesinde bulunan bir sigortalinin ddeyecegi

prim, gozlemlenebilir karakteristiklerine gore elde edilen onsel primin r , kati olarak

hesaplanmaktadir.

Onsel siniflandiriimasi yapilmis bir grubun dizeltme katsayilari (r,' ler)

bulunurken amag, bu katsayiylr portféyden rasgele segilen bir sigortalinin risk
faktori olan 6 ya muUmkin oldugunca yakin bir deder olarak belirlemektir. Bu

yakinlik daha 6nce de bahsedildigi Uzere kayip fonksiyonlari ile ifade edilmektedir.

3.2.9.Bayes’ci Duzeltme Katsayilar

Bonus-malus tablosunda sigortalilarin 6dedigi prim gergcek prime ne kadar
yakinsa, bu sistem iyi ve kotu suruculeri birbirinden ayirt etmede o derece basaril

olarak nitelendiriimektedir.

Portfoyden rasgele segilen bir sigortalinin, onsel beklenen hasar sikligi A =2

onsel secimde kullaniimayan risk faktorlerinin kalinti etkisinin de ®=0 oldugu
varsayildiginda, gergek yillik beklenen hasar sikhgr da OA olur. Rastgele etkiyi

gosteren © riski etkileyen gizli karakteristiklerin kalinti etkisini temsil ettiginden A

ve O'nin kargilikli bagimsiz olduklari varsayilmaktadir. w, , yillik beklenen hasar

sikhgr A, olan k. sinifin toplam portféydeki agirh@i olsun. Yani Pr(A=X)=w,
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olur. L ise rasgele segilmis bir sigortalinin duragan duruma ulagtiktan sonra

bulundugu seviyeyi gostermektedir. L’'nin dagilimi,

0

Pr(L=1()= szIn( (kke)dFe (6)

olarak ifade edilmektedir. Bu olasilik ayni zamanda ( seviyesindeki sigortalilarin
oranini gostermektedir. Burada, sigortalinin riske yatkinlik olcusu @ile ifade
edildiginden ve sigortalinin hasar sikhgi bu deger ile garpildigindan, yapilan islem
aslinda bir duzeltme iglemidir. Bu durumda ©® “gercek duzeltme faktoru” olarak

nitelendirilebilir. Diger taraftan her bir basamak icin belirlenecek olan r , dizeltme

faktord de bir anlamda tahmin edilecek olan dizeltme faktori olacaktir. Yapilacak
tahmin igleminde de amag ikisi arasindaki farkin karesinin beklenen dedgerini

minimize etmek olacaktir.

Yani,

E[(@-r( )1 - ZZ:E[(G)—r[)Z

(=0

L= K}Pr[L =]
:ZZ:T(G—Q)ZPr[L:f|®:9]dF®(9) (3.34)
_ zk:wkzi(e— r,)’n, (1,.0)dF, (6)

esitliginin minimize edilmesiyle elde edilen sonug;
r,=E[O|L =]
-|E[elL=tA]L=¢]
=Y E[OIL=tA=}, JPr[A=2|L=(]
k

2 PrlL=(®=0A=2] Pri{A=%,L="
=Zk:£9 PriL=(,A=2,] °(%) [Pr[L=f] |

(3.35)
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olur. Burada;
E[r.]=E[E[@|L]|=E[0]=1

oldugundan finansal denge kriteri saglanmis olmaktadir [34]. Sigorta sirketinin
onsel bir fiyatlandirma yapmamasi durumunda tim A, degerleri E[A]:X‘ya esit

olacaktir. Bu durumda Es.(3.35),

Ten( (Xe)dFe (0)
r=2 (3.36)

Tn( (Xe)dFe (9)

degerine esit olacaktir, ki bu da Norberg [35]'de elde edilen formaldur.

3.3.Sonug

Bonus-malus sisteminde sigortalinin risk sinift ne olursa olsun, uygulanan
dizeltme, ait oldugu seviyeye gore belirlendigi igin onsel olarak kotu olan
sigortalilar iki kez cezalandiriimis olmaktadir. Cunkiu sigortalinin bir yil sonraki
basamagi gecmis hasar verisine goére belirlenmektedir. Ornegin, 6nsel risk
karakteristiklerine gore beklenen hasar siklgi yuksek ve sehirde yasayan geng bir
erkek, bonus-malus sisteminde de ylUksek bir seviyede olacaktir. Diger taraftan,
onsel risk karakteristiklerine gore beklenen hasar sikhdir disuk ve kirsalda
yasayan orta yagh bir bayan, bonus-malus sisteminde de dugsuk bir seviyede
olacaktir. Bu anlamda, bonus-malus sisteminde sigortalinin yer alacagi basamak,
kismen sirketin fiyatlandirma kriterleri olarak kullandigi  gozlemlenebilir

karakteristikleriyle agiklanabilmektedir.

59



4. UYGULAMA

Trafik Sigortalari Bilgi Merkezi'nden (TRAMER) 2008-2010 yillarinda duzenlenen
Karayollari Motorlu Aracglar Zorunlu Mali Sorumluluk Sigortasi poligelerine iligkin
police numarasi, police baslangi¢ tarihi, sigortalinin dogum yili, hasar sayisi,
cinsiyeti, sigortali tira ve il plaka kodu bilgisi alinmistir. S6z konusu veri kimesi
incelendiginde vyil igindeki tum aylarda portfoye yeni eklenen police oldugu
gorulmustar.

Uygulamanin bir yilini tamamlamis policeler Uzerinden yapilmasi amaciyla,
yalnizca 2008 yilinin Ocak ayinda baglayan poligelerin dikkate alinmasinin uygun
olacag! dusunulerek, tum analizler segilen bu érneklem tzerinden yapilimistir.
2008 yili icin elde edilen 3.699.157 policeden Ocak ayinda kesilen ve verisi tam
olan poligeler secildiginde geriye 40.952 police kalmigtir.

Verinin incelenmesi ve duzenlenmesi asamasinda Excel programi, parametre ve

model tahminlerinde R 2.12.2 programi kullaniimigtir.

4.1. Hasar Sayilarinin Regresyon ile Modellenmesi

Aciklayici degisken bilgisi eksik olan poligceler drneklemden gikarildiktan sonra

sigorta policeleri,

e vyasadiklari sehre gore iki gruba (buyuk/kiguk)
e vyas gruplarina gore dort gruba (18-25 yas arasi 1.Grup, 26-35 yas arasi
2.Grup, 36-50 yas arasi 3. Grup, 50 yasindan buyukler de 4. Grup),

e cinsiyetlerine gore iki gruba (kadin/erkek)

ayrilmistir.

4.1.1. Poisson Regresyon Modeli

Bu tez calismasinda ilk olarak hasar verisine Kesim 2.2.2°de verilen Poisson
regresyon modeli olusturulmus, modele iliskin parametre tahminleri Cizelge 4.1’de

verilmigtir.
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Cizelge 4.1. Poisson Regresyon Modeli

Aciklayici Tahmini Standart z-Degeri p-degeri
Degiskenler Deger Hata
Sabit -1,902 0,099 -19,190 < 2e-16
Yas Grubu 2 -0,507 0,105 -4,816 1,47e-06
Yas Grubu 3 -0,864 0,103 -8,383 < 2e-16
Yas Grubu 4 -0,859 0,106 -8,084 6,27e-16
SehirK -0,639 0,059 -10,723 < 2e-16
CinsK -0,131 0,050 -2,578 0,00994

Cizelge 4.1de yer alan kismi Wald testine iliskin son situnda verilen p-
degerlerinden de gorulecedi Uzere, agiklayici degiskenlerin timuU istatistiksel

olarak anlamli bulunmustur.

Modelin uyum iyiligini test etmek icin artik degerlerine bakilmasi gerekmektedir.
Artik, mevcut model ile ideal modelin (tahmin edilen degerlerle gobzlenen
degerlerin esit oldugu) arasindaki farktir. Dolayisiyla artiklarin kiglik olmasi

modelin veriye iyi uydugu anlamina gelmektedir.

Cizelge 4.2.Uyum lyiligi Testi

Artik Sapma Serbestlik Derecesi p-degeri
14.444 40.946 1

Cizelge 4.2'de uyum iyiligi testi sonucuna goére p-dederinin bir olmasi Poisson

regresyon modelinin veriye uydugu anlamina gelmektedir.

Aciklayici degigkenlerin modele sirayla eklenmesi durumunda artiklardaki degisim

Cizelge 4.3’te verilmisgtir.
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Cizelge 4.3.Degiskenlerin Modele Sirayla Eklenmesi Durumunda Artik

Degiskenler Sapma Serbestlik Artik p-degeri
Derecesi
Degisken
40.946 14.692
Yok
Sadece
110,719 40.948 14.582 < 2.2e-16
Yas Grubu
Yas Grubu ve
. 130,735 40.947 14.451 < 2.2e-16
Sehir
Yas Grubu, Sehir
6,825 40.946 14.444 0,009

ve Cinsiyet

Cizelge 4.3'te ilk olarak modele yas grubu degiskeni eklendiginde; artiklarin
sapmasinin 14.692 den 14.582’ye dustugu, yani sapmada 110,719 kadarlik bir
azalma oldugu gorulmektedir. Ayni sekilde sehir degiskeni modele eklendiginde;
artiklarda 130,735 lik bir azalma meydana gelmistir. Son olarak cinsiyet
degiskeninin de modele eklenmesiyle modelin sapmasi 6,825 daha azalarak
14.444’e ulagsmistir. Ote yandan degiskenlerin anlamhligini élcen p-degerlerinden

de gorulecegi Uzere, modelde degiskenlerin timu anlamli bulunmustur.

4.1.2. Duzeltilmis (Sandwich-adjusted) Poisson Regresyon Modeli

Sayma verisi genellikle asiri yayihm ve/ya sifir yigihimi gosterdiginden, Poisson
regresyon modelinin kullanimi ¢ok kisitli olmaktadir. Asiri yayilimin ilk gostergesi,
veride varyansin (0,06934379) ortalamaya (0,06177964) olan oraninin 1,122
olarak bulunmustur. Bu oranin birden buyuk olmasi veride asiri yayihm oldugunu

gOstermektedir.

Cameron ve Trivedi [36] varyansin ortalamaya esit oldugu varsayiminin

gecerliligini kontrol etmek amaciyla parametre tahminlerinde gugli (robust)
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standard hatalarin kullanilarak Wald testinin yapilmasini dnermistir. Bu sekilde

yapilan regresyon analizine iligkin sonug tablosu, Cizelge 4.4’te verilmigtir.

Cizelge 4.4. Giglu Standart Hata ile Wald Testi

o %95 . }
Aciklayici Tahmini Standart | Wald Test Giiven %95 (?uven
Degiskenler Deger (Bj) Hata (6]-) z-Degeri arahiginin ?.I"sathgl:ll:
alt sinin

Sabit -1,903 0,105 -18,140 -2,108 -1,697
YasGrubu2 -0,507 0,111 -4,578 -0,724 -0,290
YasGrubu3 -0,865 0,108 -7,974 -1,077 -0,652
YasGrubu4 -0,860 0,112 -7,690 -1,0789 -0,641
SehirK -0,640 0,063 -10,120 -0,764 -0,516
CinskK -0,131 0,054 -2,442 -0,236 -0,026

Cizelge 4.4’te gucli standart hatalar kullanilarak yapilan kismi Wald testi
sonuglarina gore tum aciklayici degiskenler anlamli bulunmus, ancak standart
hata degerlerinin Poisson regresyon modelinin hata degerlerinden daha yuksek
oldugu goérulmastir. Verinin asir  yayilim gostermesi nedeniyle, Poisson
regresyondaki standart hata degerlerinden daha yuksek degerler olmasi beklenen
bir durumdur. Dolayisiyla Poisson regresyon modelinde standart hatalarin kigik
ctkmasi yaniltici olabileceginden guglu standart hatalarin kullanildigr kismi Wald

testi sonuglarina bakmak gerekmektedir.

4.1.3. Quasi-Poisson Regresyon Modeli

Asiri yayihmi olan veriyi modellemenin bir yolu da, yayilim parametresi olan ¢ ’nin

sinirlandiriimadigi Quasi-Poisson modelini kullanmaktir [37]. Bu durumda yayilim

parametresi olan ¢ veriden tahmin edilecektir. Veri Quasi-Poisson’la

modellendiginde, elde edilen parametre tahminleri ve p-degerleri Cizelge 4.5’te yer

almaktadir.
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Cizelge 4.5. Quasi-Poisson Modellemesi

Aciklayici Tahmini Std, _degeri

Degiskenler deger Hata p-degeri

Sabit -1,903 0,105 <2e-16
YasGrubu2 -0,507 0,111 5,24e-06
YasGrubu3 -0,865 0,109 2,25e-15
YasGrubu4 -0,860 0,112 2,09e-14
SehirK -0,640 0,063 < 2e-16
CinsK -0,131 0,054 0,0147

Quasi-Poisson modelinde ¢ =1.117437 >1 ¢cikmis olmasi, veride agiri yayihmin bir
baska gostergesidir. Burada ¢ikan standart hatalar, sehir ve cinsiyet degiskenleri
disinda, duzeltiimis Poisson modelinden (sandwich-adjusted Poisson) daha

yuksek olarak elde edilmistir. Ancak tum degiskenler istatistiksel olarak anlamli

bulunmustur.

Diger taraftan, Kesim 2.2.3’te,

T=Var(o,)
olmak Uzere
Hy:t=0

H:t>0

hipotezi Poisson dagilimi heterojen modellere karsi test etmek igin kullanilan

ve
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olarak bulunmustur. Bu istatistikler artiklarin N(0,1) normal dagilima uygunluk
gostermesi nedeniyle H,:1=0 hipotezi reddedilerek, veride asiri yayilim oldugu

kabul edilmistir.

4.1.4. Poisson-Gamma (Negatif Binom) Regresyon Modeli

Kesim 4.1.3’te, sigortalinin yasi, yasadigi sehir ve cinsiyeti “onsel” degiskenler
(bagimsiz degisken) olarak tanimlanmis, sigortalinin hasar sayisi da (bagimh
degisken) Poisson regresyon ile modellenmistir. Buradaki en énemli varsayim bu
degiskenlerin, sigortalinin yillik beklenen hasar sikliginin tahmin edilmesi igin
yeterli oldugu varsayimidir. Bir anlamda portféoyun homojen oldugu varsayiimigtir.
Ancak daha once de ifade edildigi gibi dlcilemeyen bazi faktérler heterojenlige
neden olmaktadir. S6z konusu heterojenlik veride asiri yayllima neden olan
etkenlerden biridir. Bu ylzden uygulanacak regresyon modelinde “rastgele etki” ye

de yer verilmesi gerekmektedir.

Hasar sikliklari, Kesim 2.2.3.1’te olusturulan Poisson-Gamma (negatif binom)
regresyon modeliyle modellendiginde elde edilen tahmini degerler Cizelge 4.6’da

yer almaktadir.

Cizelge 4.6.Poisson-Gamma (Negatif Binom) Regresyon Modeli

Aciklayici

Degiskenler Tahmini Deger | Std. Hata p-degeri
Sabit -1,910 0,110 < 2e-16
YasGrubu2 -0,501 0,117 1,69e-05
YasGrubu3 -0,859 0,114 5,39%e-14
YasGrubu4 -0,854 0,117 3,50e-13
Sehirk -0,638 0,062 <2e-16
CinsK -0,128 0,053 0,0164
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Cizelge 4.6’da verilen p-degerlerinin tUm parametre tahminleri igin istatistiksel

olarak anlaml ¢iktigr géralmustar.

Negatif binom regresyon modelinde aciklayici degiskenlerin sirasiyla modele
eklenmesiyle elde edilen artiklarin degdisimi, dolayisiyla degiskenlerin etkisini

gOsteren analizin sonucu ise Cizelge 4.7’de verilmistir.

Cizelge 4.7. Degiskenlerin Modele Sirayla Eklenmesi Durumunda Artik Sapmasi

Ekleme Sapma | Artik.Serb. Artik p-degeri
Derecesi
Degisken Yok 40.951 11.735
YasGrubu 98,79 40.948 11.636 < 2.2e-16
Sehir 118,769 40.947 11.517 < 2.2e-16
Cinsiyet 5,872 40.946 11.512 0,01539

Her bir degigskenin modele dahil edilmesiyle artikk degeri azalmaktadir.
Degiskenlerin anlamhligini  dlcen p-degerlerinden de gorulecegi Uzere,

degiskenlerin timd model igin %1 hata duzeyinde anlaml bulunmustur.

Yukarida yapilan negatif binom regresyon analizi sonucunda elde edilen
AIC=19066, Poisson modelin AIC=19221 dederinden daha dusik ¢ikmigtir. Yani

negatif binom dagilimi goézlenen veriye daha iyi uyum saglamistir.

Poisson ve negatif binom regresyon modelleri olabilirlik oran testi Cizelge 4.8'de

verilmistir.

Cizelge 4.8. Poisson ve Negatif Binom Modelleri icin Olabilirlik Oran Testi

Model Serbestlik derecesi LnL Kikare p-degeri
Poisson 6 -9604,300
Neg. Bin. 7 -9526,100 156,460 < 2.2e-16 ***

Kikare degeri (7-6)=1 serbestlik derecesiyle 156,46’ya esittir. Bu da AIC dl¢utinde
oldugu gibi negatif binom modelinin gdzlenen veriye Poisson’dan daha iyi uyum

sagladigini gosterir.
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Aciklayici degiskenlerin modelden tek tek kaldiriimasi sonucunda ortaya c¢ikan

modellerin Kesim 2.3’te verilen AIC o6l¢ut degerleri Cizelge 4.9'da verilmistir.

Cizelge 4.9. Aciklayici Degigkenlerin Modelden Kaldirilmasiyla AIC Degerleri

Kaldirilan Serbestlik Sapma AlIC
Degisken Derecesi

Hicbiri 11.512 19.064
YasGrubu 3 11.607 19.153
Sehir 1 11.633 19.184
Cins 1 11.517 19.068

Cizelge 4.9'a gore modeldeki dediskenlerin higbiri kaldirilmazsa AIC degeri
19.064; sadece yas degiskeni kaldirildiginda, AIC degeri 19153’e; sadece sehir
degiskeni kaldirildiginda, AIC degeri 19.184’e ve sadece cinsiyet degiskeni
kaldirildiginda ise AIC degeri 19.068’e yukselmektedir. Bu durumda en disuk AIC
degeri tum degigkenlerin oldugu model icin elde edildiginden agiklayici

degiskenlerin modelden ¢ikarilmasinin anlamli olmadigi goralmustur.

Aciklayici degiskenlerin ikili olarak etkileri test edildiginde ise elde edilen AIC

degerleri ve test sonuclar Cizelge 4.10°da verilmigtir:

Cizelge 4.10. Degiskenlerin ikili Olarak Test Edilmesi

ikili Serbestlik | Sapma AIC p-degeri
Degiskenler derecesi
Hicbiri 11.512 19.064
YasGrubu:Sehir 3 11.510 19.069 0,660
YasGrubu:Cins 3 11.504 19.063 0,054
Sehir:Cins 1 11.510 19.065 0,295
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Cizelge 4.10'da yas degiskeni ile cinsiyet degiskeninin birbiriyle etkilesimli oldugu
kabul edildiginde, AIC degeri 19.063 olarak elde edilmistir. A¢iklayici degiskenler
arasinda ikili etkilesimin olmadigi varsayimi altinda elde edilen modelde AIC
degeri en duslik ¢ikmasina ragmen p-degeri 0,05’den blylk olmasi nedeniyle bu

etkilesim anlamli degildir.

Sonug olarak; yas, sehir ve cinsiyet acgiklayici degiskenlerinin birbirinden bagimsiz

olarak kullaniimasi uygun bulunmustur.

4.1.5. Sifir-yigilimh Poisson Regresyon Modeli

Asiri yaylhmin sebeplerinden biri de veride sifir yigihminin olmasidir. Sifir yigihm,
g6zlenen hasar sayisinin sifir degerindeki yogunlugun, modelin beklenen sifir
yogunlugundan fazla olmasi durumudur. Veride sifir yigihm olup olmadigini test

etmek amaciyla, bu kesimde sifir-yigilimh modeller ele alinacaktir.

Sifir-yigihmh  modellerde birgok dagilim kullaniimaktadir. En klasik olani K,
dagihiminin Poisson()) olarak Es.(2.34)de gosterildigi sekilde tanimlandigi
sifir-yigihmli Poisson (ZIP) dagilimidir.

Bu boélimde hasar verisi, sifir-yigiliml Poisson regresyon ile modellenecektir. Bu

calismada kullanilan verideki yapisal sifir oranini test etmek amaciyla hesaplanan
Es.(2.31)de verilen S(3) skor istatistigi 202,47 (p<< 0,0001) olarak bulunmustur.
Bu deger, belirli yaniima duzeyleri i¢cin 1 serbestlik dereceli ki-kare degeri ile
karsilastirilarak yokluk hipotezi reddedilmigtir. Boylece, gozlenen hasar sayisinin
sifir degerindeki yogunlugun, Poisson modeli varsayimi altinda beklenen sifir

yogunlugundan fazla oldugu sonucuna variimistir.

Aciklayici degiskenlerin hem hasar sayisini hem de sifir-yigihmi aciklayip
aciklamadigini test etmek icin tum degiskenler dahil edilerek genellestiriimis
Poisson dagilimi ile parametre tahmini yapiimis ve elde edilen sonuglar Cizelge

4.11°de verilmisgtir.
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Cizelge 4.11. Sifir-Yigihmin Tum Agiklayici Degigskenlerle Test Edilmesi

Sayma modeli parametreleri (Poisson-g(x)=Inx bag fonksiyonu ile):

Degiskenler Tahmini deg. Std. Hata z-degeri p-degeri

Sabit -1,193 0,253 -4,717 2,39e-06
YasGrubu?2 -0,392 0,292 -1,343 0,1794
YasGrubu3 -0,571 0,286 -1,998 0,0457
YasGrubu4 -0,633 0,315 -2,012 0,0442
SehirK -0,247 0,235 -1,054 0,2920
CinskK -0,098 0,194 -0,503 0,6152

Sifir-y13ilim modeli parametreleri (Binomial-g(x)=In(x/1-x) bag fonksiyonu ile):

Degiskenler Tahmini deg. Std. Hata z-degeri p-degeri

Sabit 0,053 0,446 0,119 0,9052
YasGrubu2 0,201 0,508 0,396 0,6921
YasGrubu3 0,491 0,492 0,998 0,3184
YasGrubu4 0,386 0,537 0,718 0,4728
SehirK 0,584 0,318 1,836 0,0663
CinskK 0,051 0,300 0,171 0,8642

Log-olabilirlik degeri = -9.527

Cizelge 4.11'de verildigi Uzere sayma modelinde, sabit deger ile Uguncu ve
dordincu yas gruplarini temsil eden katsayilar disinda higbir degisken anlaml
sonu¢ vermemigstir. Sifir-y1gilim kismina bakildiginda ise higbir degiskenin modeli
aciklamaya yeterli olmadigi gozukmektedir. Bu modelde en ¢ok olabilirlik degerinin
-9.527 olarak bulunmasi ve bu degerin Cizelge 4.8'de verilen Poisson ve negatif
binom regresyon modellerinden yuksek c¢ikmis olmasi nedeniyle, modelleme

anlaml bulunmamsgtir.

Sifir-yigilimin sadece sabit degerle belirlenip belirlenmedigini test etmek icin

yapilan analiz sonuglari Cizelge 4.12’de verilmigtir.

69




Cizelge 4.12. Sifir-Yigihmin Sadece Sabit Degerle Test Edilmesi

Sayma modeli parametreleri (Poisson-g(x)=Inx bag fonksiyonu ile)

Degiskenler Tahmini deg. Std. Hata z-degeri p-degeri

Sabit -0,981 0,124 -7.920 2.38e-15
YasGrubu?2 -0,491 0,115 -4.282 1.85e-05
YasGrubu3 -0,846 0,112 -7.533 4.95e-14
YasGrubu 4 -0,842 0,116 -7.283 3.27e-13
SehirK -0,636 0,061 -10.325 < 2e-16
CinskK -0,128 0,053 -2.402 0.0163

Sifir-yigihm modeli parametreleri (Binomial-g(x)=In(x/1-x) bag fonksiyonu ile)

Degiskenler

Tahmini deg.

Std. Hata

z-degeri

p-degeri

Sabit

0,445

0,107

4.141

3.45e-05

Log-olabilirlik degeri = -9.530

Cizelge 4.12’de verilen p-degerlerine bakildiginda, dagiiimin sayma kismi igin tim

aciklayici degiskenler anlamli sonug vermekle beraber sifir-yigihmi modelleyen

kismi igin de sabit katsay1 anlamli gikmigtir.

Degiskenlerden herhangi birinin sifir-y1gilim kismini agiklayip agiklamadigini tespit

edebilmek icin Cizelge 4.13, Cizelge 4.14 ve Cizelge 4.15°de verilen analizler

yapilmigtir.

ik olarak cinsiyet degiskeni modele dahil edildiginde, Cizelge 4.13’teki sonuglar

elde edilmistir.
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Cizelge 4.13. Sifir-Yigihmin Cinsiyet ve Sabit Degerle Test Edilmesi

Sayma modeli parametreleri (Poisson-g(x)=Inx bag fonksiyonu ile):

Degiskenler Tahmini deg. Std. Hata z-degeri p-degeri

Sabit -0,999 0,124 -8,065 7,32e-16
YasGrubu?2 -0,495 0,114 -4,321 1,55e-05
YasGrubu3 -0,851 0,112 -7,570 3,75e-14
YasGrubu4 -0,846 0,115 -7,322 2,44e-13
SehirK -0,636 0,061 -10,326 < 2e-16

Sifir-y13ilim modeli parametreleri (Binomial-g(x)=In(x/1-x) bag fonksiyonu ile):

Degiskenler Tahmini deg, Std, Hata z-degeri p-degeri
Sabit 0,408 0,110 3,708 0,000209
cinsK 0,197 0,081 2,445 0,014479

Log-olabilirlik degeri = -9,530

Cizelge 4.13’teki sonuglar incelendiginde, sayma kisminin yas gruplari ve sehir

degiskeni, sifir-yigilimi kisminin da cinsiyet ve sabit katsayiyla aciklandigi

modelde tum degiskenler anlamli bulunmustur.

Cizelge 4.14’te sifir-yigihm kisminda sehir degiskeni kullanildiginda, modelin biraz

daha iyi oldugu gorulmustur. Diger bir deyisle, sifir yigihm kismini sehir degigkeni

daha iyi agiklamaktadir.
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Cizelge 4.14. Sifir-Yigihmin Sehir ve Sabit Degerle Test Edilmesi

Sayma modeli parametreleri (Poisson-g(x)=Inx bag fonksiyonu ile):

Degiskenler Tahmini deg. Std. Hata z-degeri p-degeri

Sabit -1,032 0,124 -8,303 < 2e-16
YasGrubu?2 -0498 0,114 -4,339 1.43e-05
YasGrubu3 -0,854 0,112 -7,591 3.16e-14
YasGrubu4 -0,850 0,115 -7,342 2.11e-13
cinsK -0,127 0,053 -2,400 0.0164

Sifir-y1gilim modeli parametreleri (Binomial-g(x)=In(x/1-x) bag fonksiyonu ile):

Degiskenler Tahmini deg. Std. Hata z-degeri p-degeri
Sabit 0,348 0,112 3,103 0,00191
sehirK 0,905 0,0857 10,560 <2e-16

Cizelge 4.15’te yas grubunun sifir-yigilim kismina etkisine bakilmigtir.

Log-olabilirlik degeri = -9529

Cizelge 4.15. Sifir-Yigihmin Yas Grubu ve Sabit Degerle Test Edilmesi

Sayma modeli parametreleri (Poisson-g(x)=Inx bag fonksiyonu ile):

Degiskenler Tahmini deg. Std. Hata z-degeri p-degeri

Sabit -1,657 0,069 -23,928 <2e-16
sehirK -0,639 0,061 -10,367 <2e-16
cinsK -0,131 0,053 -2,476 0,0133

Sifir-y13ilim modeli parametreleri (Binomial-g(x)=In(x/1-x) fonksiyonu ile):

Degiskenler Tahmini deg. Std. Hata z-degeri p-degeri

Sabit -1,090 0,464 -2,347 0,01891
YasGrubu2 1,222 0,420 2,908 0,00363
YasGrubu3 1,793 0,424 4,221 2,44e-05
YasGrubu4 1,779 0,426 4,171 3,03e-05

Log-olabilirlik degeri = -9530

En ¢ok olabilirlik degerlerine bakildiginda, veriye en iyi uyan sifir-yigilimli Poisson
modelinde sifir-y1dilim kismi sehir ve sabit degerle acgiklanirken, sayma kismi da
kalan degiskenlerle agiklandigi goralmustar.
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4.2. Kredibilite Modelleri

Kesim 3.1.1’de anlatilan Poisson kredibilite modeli kullaniimistir.

4.2.1. Karesel Kayip Fonksiyonu ile Poisson-Gamma Kredibilite Modeli

Tezin 4.1 kesiminde hasar verisi i¢in ¢esitli regresyon analizleri yapilarak en uygun
modelin negatif binom (Poisson-Gamma) regresyon modeli oldugu sonucuna
ulasiimistir. Bu bolimde, s6z konusu modele goére portféyln risk siniflandirmasi

yapilarak bu siniflarin kredibilite dizeltme katsayisi tablolari olusturulacaktir.

Gozlemlenebilen karakteristikleri, x ., verilen ve ©, =6 olan i. sigortalinin yillik
hasar sayisinin Poisson (6X.) dagilimina uydugu daha énce belirtilmistir. Burada
A, sigortalinin bilinen 6zellikleri dikkate alinarak elde edilen yillik ortalama hasar
sikhgi olup A =exp(BTx,) seklinde tanimlanmistir. Buradaki
B" = (By»By1 B BasBBs) negatif binom regresyon analizi sonucunda elde edilen
regresyon katsayilari, X=(X,X,X4X,Xs) vektori de sigortalinin kisisel

Ozelliklerinin 6zetlendigi vektordur.

Cizelge 4.6’da elde edilen Bj katsayilari yerlerine konuldugunda,

A, =exp(BTx ) = exp(~1,9095 — 0,5014x,, —0,85885x,, —0,8535X,, —0,63827X,
~0,12813x,)

elde edilir.

exp(B,) = exp(—1,90950 ) =0,14815 oldugundan, portféyden secilen herhangi bir

sigortalinin yillik beklenen hasar sikligi,
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1 ,18 ile 25 yas arasinda ise
exp(-0,501) , 26 ile 35yasarasinda ise
exp(-0,859) , 36 ile 50yasarasinda ise
exp(-0,854) ,51yasveulzerinde ise

A, =0,14815*

*{1 ,biiyiik sehirde yasiyorsa @.1)

exp(-0,638) ,kucUksehirde yasiyorsa

. 1 , erkekise
exp(-0,128) , kadinise

den elde edilir. Bu analizde sehirde yasayan ve 18-25 yaslari arasindaki erkekler

grubu kukla degiskenler olarak tanimlanmigtir.

Buna goére portfoyuin 16 gruptan olusan risk siniflandirmasi Cizelge 4.16'da

verilmistir.

Kesim 4.1.4’te yapilan negatif binom regresyon analizi sonucunda a katsayisi en
¢ok olabilirlik tahmin yontemine goére 0,592 olarak tahmin edilmigtir. a katsayisi igin

baska bir tahmin de

n

1 Z((ki —d, exp(scorei))2 _ki)
- 4.2)

2

n

> (d,exp(score;))

i=1

> |

esitligi ile elde edilebilmektedir [1],[38].

Burada K, i. sigortalinin hasar sayisi, d. poligenin yiiriirliikte oldugu siire (1 yil),
Score; = BTX i~ 60 + Bl Xip + ﬁinZ + 63Xi3 + 64Xi4 + 65Xi5

da yer alan ﬁT =(BO,[§1,62,B3,E4,B5) vektoru de verinin Poisson regresyon yontemi

sonucunda elde edilen katsayi degerleridir.

Program sonucunda elde edilen a=0,5915 parametre dederini karsilastirmak

amaciyla yukarida verilen formiil kullanilmis ve a degeri bu defa 0,53049 olarak

bulunmustur
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Cizelge 4.16. Risk Siniflandirmasi

Yas Kirithmi Sehir | Sehir Cinsiyet Cinsiyet [Yillik Portféydeki
18<x<25 [26<x<35 [36<x<50 | 51<x (B) (K) |Kadin (K) [Erkek (E) Beklenen Agirhgi (%)
Has.Freks (%)

1 X X X 13,03 0,27
2 X X X 6,88 0,04
3 X X X 14,82 1,24
4 X X X 7,83 0,36
5 X X X 7,89 3,94
6 X X X 4,17 0,74
7 X X X 8,97 13,87
8 X X X 4,74 3,92
9 X X X 5,562 8,55
10 X X X 2,92 1,60
11 X X X 6,28 28,99
12 X X X 3,32 8,72
13 X X X 5,55 4,53
14 X X X 2,93 0,81
15 X X X 6,31 16,95
16 X X X 3,33 5,45

Portféyln en riskli, en az riskli ve orta riskli siniflarina (sirasiyla 3, 10 ve

15.siniflar) ait kredibilite yontemiyle elde edilen katsayi (dlzeltme katsayilari)

tablolari EK-1’de verilmistir.

EK-1'de verilen tablolardan hasar sikhigi 14,82 olan en riskli sinif ve hasar sikligi

2,92 olan sinif ise en az riskli sinif olarak elde edilmistir. Bu iki sinif igin bir yil

icindeki prim dizeltme katsayilari incelendiginde,
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Yil Hasar sayisi (A =%14,82)
0 1 2 3 4 5
1 0,7996 2,1515 3,5034 4,8553 6,2072 7,5591
Yil Hasar sayisi (A =%2,92)
0 1 2 3 4 5
1 0,9530 2,5640 4,1751 5,7862 7,3973 9,0084

farkh risk siniflarinda yer alan surlculer icin temel prime uygulanacak
diizeltmelerin de farkl oldugu gérilmistir. Ornegin, risk seviyesi en yiiksek olan
gruptan bir sdrtcd, ilk yili hasarsiz gegirdiginde sonraki yil primi, temel primin

%80’i dizeyinde olacaktir.

Ote yandan en az riskli gruptan bir stirlicti ilk yili hasarsiz gegirdiginde sonraki yil

primi temel primin %95’i kadar olacaktir.

Bir anlamda en riskli gruptan olan surlcu daha fazla édullendirilmis gibi gorinse
de, aslinda riskli suricuden zaten fazla hasar beklendiginden, temel primi zaten
yuksek hesaplanacak, hasar yapmadidinda da diger gruptan daha fazla bir prim

indirimi ile de ddullendirilerek bir duzeltme yapilmis olacaktir.

Ayni sekilde, az riskli grupta yer alan surucuden zaten hasar beklentisi de az
olacagindan temel primi digerinden daha dusUuk olacak, hasarsiz bir vyil

gegirdiginde de odullendirmesi digerine gore az olacaktir.

Ayni mantikla, her ikisinin de ilk yil 1 hasar yaptigi bir durumda, riskli gruptaki
surtcu bir sonraki yil temel primin %215,0 ini 6demekle, az riskli strlcu ise
%256,4’Unu 6demekle yukumli olacaktir. Duzeltme katsayisi riskli strtGcindn iki
kere cezalandirilmasini, risksiz sdrtcunun de iki kere odullendiriimesini

engellemektedir.
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4.2.2. Ustel Kayip Fonksiyonu ile Poisson-Gamma Kredibilite Modeli

3.1.5.Bolimde Ustel kayip fonksiyonu kullanilarak Poisson-Gamma kredibilite

modeli igin optimal tahmin edici,

=\ CA,
LI"z (kil""kiTi ) — }\‘i"|'i+1 + k|o . }\qo fn[l—F a_:‘l;:lj

olarak elde edilmigti.

Ustel kayip fonksiyonu kullanilarak portféyiin en riskli, en az riskli ve orta riskli
siniflarina (sirasiyla 3, 10 ve 15.siniflar) ait kredibilite yontemiyle elde edilen

katsayl duzeltme katsayilari) tablolari EK-2’'de verilmigtir.

4.2.3. iki Modelin Karsilastiriimasi

Karesel kayip fonksiyonu kullanilarak elde edilen dizeltme katsayilari ile Ustel
kayip fonksiyonu ile elde edilen duzeltme katsayilari karsilastirildiginda, hasar
olmasi durumunda Ustel fonksiyona iliskin katsayilarin daha dusuk ciktigi, yani
daha dlsuk oranlarda ceza uygulandigi gortlmektedir. Diger taraftan hasarsizlik
durumunda, Ustel kayip fonksiyonuna iliskin katsayilarin daha yuksek oldugu yani
daha dusuk oranlarda odullendirme yapildigi anlasiimaktadir. Bu modellerde
finansal denge kriteri saglandigindan ceza ve &dullerin birbirini dengelemesi

beklenen bir durumdur.

4.3. Bonus-Malus Modeli

Bu tez calismasinda olusturulacak bonus-malus sisteminde, O’dan 5’e kadar 6
seviye oldugu varsayllmaktadir. Hasarsiz gegen her yil “1” bonus seviyesi ile
odullendiriimekte, yani sigortali, bulundugu seviyenin bir basamak altina
inmektedir. Hasar durumunda ise sigortalinin, her bir hasar i¢in “1” basamak

ciktigr varsayiimaktadir. Buna gore p=1 alinmigtir. Daha 6nceki bdlumlerde de

ifade edildigi uzere bonus-malus sisteminde sigortalinin herhangi bir yildaki primi
belirlenirken sadece primin belirlenecegdi yildan bir dnceki yilin hasar sayisi ile o yil

bulundugu basamaga bakilmaktadir.
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4.3.1. Modelin olugturulmasi

Bu modelde yeni siricilerin tablonin ilk basamagindan (,’dan bagladig

varsayllmaktadir. Z, ,sigortalinin k+1. yilda yani (k,k+1) zaman araliginda

bulunacagi seviyeyi goOstermektedir.

Z,Z,....

Bu sistemde herhangi bir sigortalinin

izleyecegdi yol seklinde ifade edilen raslanti degiskenleri dizisiyle

belirlenmektedir, oyle ki her biri 0)....,.5 degerlerinden birini almaktadir.

Sigortalinin (k-1,k) donemindeki hasar sayisi olan N, bilindiginde (k,k+1)
doneminde yer alacagdi basamak seviyesi tespit edilmektedir. Varsayimimiza goére

Z, = (, dir. Buna gbre Z, 'y agagidaki sekilde formule ederiz:

eger N, =0 ise

Yeni

min Z,_, +N,,5

dusundldugunde;

1
0

seklinde ifade edilen seviyeler arasindaki gecisleri kullanarak; esitlik (3.24) de

max Z, ,—10
ZF{ 3

prim hesabinin yapildigi

eger N, >1 ise

yildan

gosterilen T(k) matrisi olusturulmustur.

bir

yil

once k hasar

eger iseviyesinden j seviyesine gegisvarsa,
diger durumlarda.

Modele gore olusturulan T(k) matrisleri asagidaki sekilde olacaktir:

100000 010000 001000
100000 001000 000100
010000 000100 000010
7(0)- 7(1)- 7(2)
001000 000010 000001
000100 000001 000001
000010 000001 000001
000100 000010 000001
000010 000001 000001
000001 000001 000001
T(3)= T(4)= T (k) k >5igin.
000001 000001 000001
000001 000001 000001
000001 000001 000001
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4.3.2. Gegis Olasiliklari ve Gegis Matrisi

4.2.1. Bolumde elimizde verisi bulunan sigortalilar 16 risk grubuna ayrilarak her bir

grubun beklenen hasar sikhgi,

Sinif Degeri
1 13,03
2 6,88
3 14,82
4 7,83
5 7,89
6 4,17
7 8,97
8 4,74
9 5,52
10 2,92
11 6,28
12 3,32
13 5,55
14 2,93
15 6,31
16 3,33

olarak elde edilmigtir. Buna gore gézlemlenebilen karakteristikleri X; olarak verilen,
riske yatkinigi ise ©, =0 olan i. risk grubundan bir sigortalinin yillik hasar
sikhginin  Poisson (BA.) dagilimina uydugu, Kesim 4.1 ve Kesim 4.2'de

belirtilmisti. Burada 2, sigortalinin bilinen 6zellikleri dikkate alinarak elde edilen

yillik ortalama hasar sikhgi olup
2 =exp(B'x;)
seklinde tanimlanmis,

BT = (30161![32’[331[34’[35)
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katsayilari da regresyon analiziyle elde edilmistir.

Buna gore bir sigortalinin bonus-malus tablosunda izleyecedi yolu veya rotayi

gOsteren

(2,2,,2,,2,Z

4145

raslant degiskenleri dizisi de

(2,(0)2,(6).2,(0).2,(0).2,(0)

seklinde gosterilebilmektedir. S6z konusu police sahibinin,p(l(2 (e)ile gosterilen ve

Kesim 3.2.2.’de anlatilan (, seviyesinden (, seviyesine gegis olasiligl,

+ooem

Py, (9) - ZH

m=0

e t,, (m)

kullanilarak modelin tek adimda gecis matrisi agagidaki sekilde olusturulmustur.

M(x) =

4.3.3.Duragan Durum Dagilimi

24X

x’e” x‘e™
3! 4!
x’e™™ x’e™
2 3!
xe™ x’e™
2
e 0
0 e’

2

l1-e*(A+x+ X X

2

3

3!

2

x4
+I)

3

1-e7(1+x+ R )
2 3!

2

X
l-e7*(1+x+ —
( 2)

Yilhk hasar sayilarinin bagimsiz ve esit dagildiklari varsayildigindan, her sigortali

nihai olarak yillik beklenen hasar sikligi OA ’ya karsilik gelen bir denge seviyesine

ulasacaktir. Yani sistemin uzun vadede stabilize olmasi beklenmektedir.



Bonus-malus sisteminin,

T

I = n, 06,mx, 0,7, 0,7, 6,7, 0,7, 0
vektoru ile tanimlanan duragan durum dagiliminin

[1(0) = lim M" 6

n—o0

limitiyle elde edildigi 3.boélumde anlatiimigtir. Rolski-Schmidli-Schmidt-Teugels

formulQ,

-1

' (6)=e" (1-M(6)+E)

kullanilarak elde edilen duragan durum dagilimi elde edilmistir. Ancak farkli 6 A

degerleri igin s6z konusu dagilim asagidaki degerleri almistir:

I’ (0,1)= (0,8895 10,0935 0,0144 0,0022 0,0003 0,0000)
' (0,2) =(0,7562 0,1674 0,0533 0,0164 0,0051 0,0016)
I’ (ZLO) =(0,0153 0,0264 0,0563 0,1190 0,2515 0,5315)

Buna gore ortalama hasar sikhgr A =0,1303 olan birinci gruptan olan sigortallardan
riske yatkinligi 6=0,76746< 1 olanlar, yani gruba gére daha az riskli olanlar
duragan duruma ulastiklarinda 0,8895 olasilikla en az primin alindigi 0’inci
seviyede, 0,0935 olasilikla 1’inci seviyede,....... , 0,0003 olasilikla 4’Gncu seviyede

olacaklardir.

Diger taraftan, yine ayni grupta ama riske yatkinhgi 6=7,6746 olan, yani grubun
ortalama hasar sikliginin yaklasik 8 kati olan bir sigortali, duragan duruma
geldiginde, 0,0153 olasilikla 0’inci seviyede, 0,2515 olasilikla 4’Uncu seviyede ve
0,5315 olasilikla da en fazla primin 6dendigi 5’inci seviyede olacaktir.
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4.3.4. Bayes’ci Duzeltme Katsayilari

Bonus-malus tablosunda her ( seviyesi igin bir I, duzeltme katsayisi belirlendigi,

bu katsayi ile dnsel primin ¢arpiminin gercek prime esit olacagl 3’uncu bolumde
anlatiimigti. Yapilan hesaplama sonucunda elde edilen duzeltme katsayilar

asagida yer almaktadir:

Cizelge 4.17.Dlzeltme Katsayisi Tablosu (Bonus-Malus Tablosu)

Seviye Diizeltme katsayisi
% 240,59
% 174,24
% 136,65
% 104,69
% 78,07
% 27,94

O INW|A~|OoT

Tablodan da anlagilacagi Uzere, belirli bir zamanda sigortalilarin gergek primleri,
0’'Inci seviyede yer alan sigortalilar igin onsel primlerinin yaklasik %28i, 1’inci
seviyede olanlar i¢in %78 i, ...... , 9'inci seviyede olanlar i¢in de yaklasik %240’
alinarak hesaplanacaktir. Tezin daha onceki bolumlerinde yapilan testlerle, veride
sifir yigihm oldudu, yani gézlenen hasar sayisinin sifir degerindeki yogunlugun,
Poisson modeli varsayimi altinda beklenen yodunluktan fazla oldugu tezin 4.1.5.
bélimunde gosterilmisti. Bu durumun ve 0’inci basamakla 1. basamak arasindaki
bayuk farkin (% 27,94-%78,07) gergeklesen ancak bildiriimeyen hasarlardan, bir

anlamda verideki sahte sifirlardan kaynaklandigi disunulmektedir.

4.2’nci bolumde yer alan kredibilite uygulamasinda da ayrintili sekilde anlatildigi
uzere kredibilite modeliyle bulunan duzeltme katsayilari riski fazla olan surdcinun
iki kere cezalandiriimasina, riski az olan surtcunun de iki defa édullendiriimesine
engel olmaktadir. Ancak bonus-malus sistemlerinde, sigortalilarin  Onsel
karakteristiklerine gore hesaplanan hasar sikliklarina bakilmaksizin bulundugu
seviyeye gore herkese ayni oranda duzeltme uygulanmaktadir. Bu da portféyde
adaletsizlik yaratmaktadir. S6z konusu adaletsizligi azaltmak amaciyla sirketler
sigortalilarin onsel karakteristiklerine gore birka¢ tane bonus-malus tablosu

hazirlayabilirler.
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Pitrebois, S.,ve digerleri [2] once tum sigortalilar i¢in, sonra da kirsal kesimde ve
sehirde yasayan sigortalilar i¢in ayri bonus-malus tablosu hazirlayarak elde
ettikleri duzeltme katsayilarini  karsilastirmiglardir.  Buna gore  Onsel
karakteristiklerine gore daha riskli olan sehirde yasayan sigortali grubu igin elde
edilen duzeltme faktorleri ayni seviyede yer alan ancak kirsal kesimde yasayan
sigortali grubu icin hesaplanan dizeltme katsayilarindan daha dusuk c¢ikmistir.
Baska bir deyisle, dnsel olarak daha riskli olan gruptakiler diger gruptakilere gore
daha az cezalandinimis, daha fazla &dullendiriimistir. Sonu¢ olarak tek bir

bonus-malus tablosunun yaratacagi adaletsizlik bir 6lgude giderilmigtir.
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5. SONUG

Ulkemizde, 06.02.2008 tarihli Karayollari Motorlu Araglar Zorunlu Mali Sorumluluk
Sigortasinda (trafik sigortasi) Tarife Uygulama Esaslari Hakkinda Yonetmelikte
Degisiklik Yapiimasina Dair Yonetmelik'le getirilen degisiklikle; saglikli bir rekabet
ortami olusturularak piyasa etkinliginin temini, tuketicinin orta vadede daha kaliteli
hizmeti daha ucuza almasinin saglanmasi ve uluslararasi en iyi uygulamalara
uyum amaciyla karayollari motorlu araglar zorunlu mali sorumluluk sigortasi
primlerinin sigorta sirketleri tarafindan serbestgce belirlenmesi, teminatlarin ise
Devletge belirlenmesine devam edilmesi kararlastirilmistir. Ayni Yonetmeligin 2.
maddesi hukmuyle, sigorta sirketlerine prim indirimi ile prim artirrmlarina iligkin
oranlarin yer aldid1 basamak tablosunun ( Cizelge 1.1.) uygulanmasi zorunlulugu
getirilmistir. Buna gore sigorta sirketlerinin il bazinda serbestge belirledikleri temel
primlere, sigortalinin bulundugu basamaga goére belirlenen indirim/artirnm
oranlarinin uygulanmasi suretiyle temel primde duzeltme niteliginde bir uygulama
getirilmistir. Ancak s6z konusu basamak tablosunun (bonus-malus tablosu)
aktueryal ilkelere gore olusturulmamasinin, sigorta sektérinin trafik brangindaki
son 10 wyilhk suregte artan teknik zararina buydk katkisinin oldugu

dusunulmektedir.

Bu tez galismasinda; trafik sigortasinda yasanan bu sikintidan yola gikilarak, trafik
sigortalilarinin verisi ile sigortalilar o6ncelikle bireysel risklerine uygun risk
siniflarina gére gruplandiriimis, sonrasinda aktleryal ilkeler gozetilerek hem
kredibilite hem de bonus-malus yontemleriyle dizeltme katsayisi tablolar

olusturulmustur.

Ikinci bélimde literatiirde hasar sayisinin modellemesinde kullanilan regresyon
modelleri incelenmigtir. Hasar sayisina iligkin veri kimelerinin genellikle agir
yaylhm gosterdigi bilindiginden, buna iliskin modellemelerde Poisson dagilimi
yerine karma Poisson dagilimlarinin kullanildigi goralmastir. Bunun yani sira
otomobil sigortalarinda (kasko, trafik,...) uygulanan muafiyet, hasarsizlik indirimi
veya bonus- malus gibi fiyatlandirma yontemleriyle sigortalilarin, bir sonraki yil
surprim  ihtimalinden kaginmak amaciyla meydana gelen bir hasari sigorta
sirketlerine bildirmemeyi ve hasar maliyetine katlanmay tercih ettikleri siklikla

rastlanilan bir durumdur. Bu nedenle sigorta portfoyinde sifir hasarlarin
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beklenenin ¢ok Uzerinde oldugu goézlemlenerek, literatirde bu durumu dikkate alan

sifir-yigihmli modellerin de gelistirildigi gorulmagtur.

Risk siniflandirmasinda kullanilan siniflandirma degdiskenlerine “6nsel” degiskenler
adi verilmektedir. Bu degigkenler, suricunun henlz arabayl kullanmaya
baglamadan 6nce belirli olan 6zelliklerine gore deger alir. Trafik sigortasinda bu
degiskenler aracin park edildigi bolge, kullanim tarzi (tUzel/6zel), yas, cinsiyet,
meslek ve medeni durum gibi bireysel karakteristiklere gére belirlenmistir. Ancak
bu 6zellikler yaninda surdctnin alkol alma aliskanhgi, trafik kurallarina uyma
aliskanligr veya refleks hizi gibi onsel risk siniflandirma yonteminde dikkate
alinamayan birtakim 6nemli risk faktorleri de vardir. Olglilemeyen bu tur risk
faktorleri nedeniyle, tarifede birgok siniflandirma degiskeni kullaniimasina ragmen,
tarife siniflarinda hala heterojenlik olabilmektedir. Bu heterojenlik istatistiksel bir
modelde “rastgele etki” ile modellenmektedir. Literatirde yapilan c¢alismalar
incelendiginde, sigortalinin ge¢mis hasar deneyimi dikkate alinarak “rastgele
etki’nin modellenmesinde kullanilan deneyim fiyatlandirmasi modellerinden en
yaygin olaninin kredibilite modeli ve bonus-malus modeli oldugu gortulmustir. Bu
modellerden elde edilen katsayilar, sigortalinin bireysel &zelliklerine gore
belirlenen risk sinifinin temel (baz) primine bir duzeltme faktord olarak

uygulanmaktadir.

Uclincli bolimde deneyim fiyatlandirmasi modellerinden kredibilite modeli ile

bonus malus modeline iligkin ¢alismalar incelenmistir.

Kredibilite kurami, kisaca farkl veri gruplarinin bir araya getirilerek ortak bir tahmin
elde edilmesi yontemi olarak tanimlanabilmektedir. Sigortacilikta daha ¢ok
heterojen portfoylerde yer alan risklerin fiyatlandirmasinda kullanilan kredibilite
kuramina iligkin yapilan ¢calismalarda, Bayes'ci yaklagimla bireyin risk deneyimi ile
ait oldugu sinifin risk deneyimi arasinda denge saglayan primler bulunmaya

calisildigr gorulmasgtir.

Kredibilite yontemiyle olusturulan fiyatlandirma modelinde literatirde temel olarak
karesel ve uUstel olmak Uzere, iki kayip fonksiyonunun kullaniimaktadir. Karesel
kayip fonksiyonu kullanilarak elde edilen kredibilite sisteminde cezalarin ¢ok
yuksek olmasi nedeniyle, bazi ¢alismalarda Ustel kayip fonksiyonunu kullanilarak

bu sorunun giderilmeye calisildigi ve daha tutarli ceza oranlari elde edildigi
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gorulmastur. Kredibilite ile elde edilen duzeltme katsayilari incelendiginde; s6z
konusu katsayilarin hasarsiz gegen bir yilin sonunda, risk siniflandirmasi
sonucunda riski az olan sigortali sinifina giren, dolayisiyla taban primi az olan
sigortaliya, bir sonraki yil az indirim, riski fazla olan sigortali sinifina giren yani
taban primi yuksek olan sigortallya da c¢ok indirim uygulanabilecek sekilde
kurgulandigi gorulmuagtur. Benzer gekilde, her iki sigortalinin ayni sayida hasar
getirdigi bir yilin sonunda ise, riski az olan sigortali sinifina giren, dolayisiyla
taban primi az olan sigortalidan, riski fazla olan sigortali sinifina giren sigortaliya
gore daha fazla prim alinacak sekilde kurgulanmistir. Dolayisiyla bu sistemde riski
az olan sigortalinin iki kez ddullendiriimesi, riski fazla olan sigortalinin da iki kez
cezalandiriimasi 6nlenmis olmaktadir. Bu durum kredibilite yonteminde finansal
denge kosulunun saglanmis olmasinin bir sonucudur. Diger bir deyisle sigorta
sirketinin yillar bazinda portfoyin tamamindan elde ettigi toplam prim tutarinin
sabit kaldigi, sadece toplam primin sigortahlar arasindaki dagiliminin, riskleri
oraninda degisitigini gostermektedir. Ancak kredibilite yontemi uygulanan sistemin
hem karmasik olmasi, hem de sigortalilara agiklamasinin zor olmasi nedeniyle
literatlrde daha ticari bir yontem olarak nitelendirilen bonus malus sistemlerinin
gelistirildigi goraimustar.

Bonus malus sisteminde, her birinin prim katsayisi (diizeyi) daha 6nce belirlenmis
olan sonlu sayida basamak vardir. Basamaklar arasindaki gecis kurallari da
onceden belirlenmigtir. Sigortalinin o yil icinde bulundugu basamak ve yine ayni yil
icindeki kaza sayisi dikkate alinarak, sistemin gegis kurallari uyarinca sigortalinin
bir sonraki yil Ust ya da alt basamaklara, bir anlamda yeni prim sinifina gegisi
saglanmaktadir. Bu sistemde sigortalilarin risk siniflarina bakilmaksizin tek bir
duzeltme katsayisi tablosu kullaniimaktadir. Dolayisiyla sigortalilarin  6nsel
karakteristiklerine gore hesaplanan hasar sikliklarina bakilmaksizin bulundugu
seviyeye goOre herkese ayni oranda duzeltme uygulanmaktadir. Bu durum
portféyde bir dlgide adaletsizlik yaratmaktadir. Literatlirde s6z konusu adaletsizligi
azaltmak amaciyla, sigortalilarin dnsel karakteristiklerine gore belirlenen her bir

risk sinifiigin farkli bonus-malus tablosu olusturuldugu gortlmuastar.

Gerek kredibilite yontemi, gerekse bonus-malus yontemi ile olusturulan deneyim
fiyatlandirmasi sistemlerinin, striclyu daha dikkatli ara¢ kullanmaya tesvik etmek

disindaki en buyuk fonksiyonu, bireysel riskleri daha iyi degerlemek suretiyle uzun
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vadede herkesin kendi hasar sikligina karsilik gelen primi 6demesinin

saglanmasidir.

Doérdincu bolumde Turkiye Karayollari Motorlu Araglar Zorunlu Mali Sorumluluk
Sigortasi poligesi verisi kullanilarak 6ncelikle risk siniflandirmasi yapilmis,
sigortalilar bireysel risk karakteristiklerine goére 16 risk sinifina ayrilmigtir.
Regresyon analizi ile elde edilen bir baska sonug¢ da veride sifir-yigilim oldugunun

tespit edilmesidir.

Risk siniflandirmasi yapildiktan sonra oncelikle kredibilite yontemiyle her bir risk
sinifi igin duzeltme katsayisi tablosu olusturulmus, sonrasinda da tum risk siniflari
icin uygulanabilecek bir bonus-malus tablosu elde edilmistir. Olusturulan tabloda
sistemin en alt basamagina (0. Basamak) karsilik gelen dizeltme katsayisi ile bir
ust basamak (1. Basamak) arasinda meydana gelen farkin, verideki sifir-
yigiimdan kaynaklandigi dusindldugunden, izleyen calismalarda sifir-yigihmii
dagihimlar ile hem kredibilite yontemi hem de bonus-malus yontemiyle prim
dizeltme katsayisi tablolari olusturularak daha dengeli bir deneyim fiyatlandirmasi

yapilabilir.
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EKLER

EK 1. Ustel Fayda Fonksiyonu Cizelgeleri

3. Siniftan Bir Sigortali (En Riskli) igin Temel Prime Uygulanacak Diizeltme

Katsayisi Tablosu (Karesel Kayip Fonksiyonu)

Yil Hasar sayisi (A =%14,82)
0 1 2 3 4 5

1 0,7996 2,1515 3,5034 4,8553 6,2072 7,5591
2 0,6662 1,7924 2,9187 4,0449 5,1712 6,2974
3 0,5709 1,5360 2,5012 3,4664 4,4315 5,3967
4 0,4995 1,3438 2,1882 3,0326 3,8770 4,7214
5 0,4439 1,1944 1,9448 2,6953 3,4458 4,1962
6 0,3995 1,0748 1,7502 2,4255 3,1009 3,7763
7 0,3631 0,9770 1,5910 2,2049 2,8188 3,4327
8 0,3328 0,8956 1,4583 2,0210 2,5837 3,1464
9 0,3072 0,8266 1,3460 1,8654 2,3848 2,9042
10 0,2853 0,7675 1,2498 1,7321 2,2144 2,6966
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10.Siniftan Bir Sigortali (En Az Riskli) igin Temel Prime Uygulanacak Diizeltme

Katsayisi Tablosu (Karesel Kayip Fonksiyonu)

Yil Hasar sayisi (A =%2,92)
0 1 2 3 4 5

1 0,9530 2,5640 4,1751 5,7862 7,3973 9,0084
2 0,9101 2,4488 3,9875 5,5262 7,0649 8,6036
3 0,8710 2,3435 3,8161 5,2886 6,7612 8,2337
4 0,8351 2,2469 3,6588 5,0706 6,4824 7,8943
5 0,8020 2,1580 3,5139 4,8698 6,2258 7,5817
6 0,7715 2,0758 3,3801 4,6844 5,9887 7,2929
7 0,7432 1,9996 3,2561 4,5125 5,7689 7,0254
8 0,7169 1,9289 3,1408 4,3528 5,5648 6,7768
9 0,6924 1,8629 3,0335 4,2040 5,3746 6,5451
10 0,6695 1,8014 2,9332 4,0651 5,1969 6,3288

15.Siniftan Bir Sigortali (Orta Riskli) igin Temel Prime Uygulanacak Diizeltme
Katsayisi Tablosu (Karesel Kayip Fonksiyonu)

yil Hasar sayisi (A =%6,31)
0 1 2 3 4 5
1 0,9036 2,4313 3,9589 5,4866 7,0142 8,5419
2 0,8242 2,2175 3,6108 5,0042 6,3975 7,7909
3 0,7576 2,0383 3,3190 4,5998 5,8805 7,1612
4 0,7009 1,8859 3,0709 4,2558 5,4408 6,6258
5 0,6521 1,7547 2,8572 3,9598 5,0623 6,1648
6 0,6097 1,6406 2,6714 3,7022 4,7330 5,7638
7 0,5725 1,5404 2,5082 3,4761 4,4440 5,4118
8 0,5395 1,4517 2,3639 3,2760 4,1882 5,1003
9 0,5102 1,3727 2,2352 3,0977 3,9602 4,8228
10 0,4838 1,3018 2,1198 2,9378 3,7558 4,5738
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EK 2. Karesel Fayda Fonksiyonu Cizelgeleri

3.Siniftan Bir Sigortali (En Riskli) Icin Temel Prime Uygulanacak Diizeltme
Katsayisi Tablosu (Ustel Kayip Fonksiyonu)

Ti Hasar sayisi (A =%14,82)
0 1 2 3 4 5

1 0.8174 2.0496 3.2818 4.5140 5.7462 6.9785
2 0.6913 1.7328 2.7744 3.8160 4.8575 5.8991
3 0.5989 1.5010 2.4031 3.3052 4.2073 5.1093
4 0.5284 1.3240 2.1195 2.9151 3.7107 4.5063
5 0.4727 1.1843 1.8959 2.6075 3.3191 4.0307
6 0.4277 1.0713 1.7150 2.3586 3.0023 3.6459
7 0.3905 0.9780 1.5656 2.1532 2.7407 3.3283
8 0.3592 0.8997 1.4402 1.9806 2.5211 3.0616
9 0.3326 0.8330 1.3334 1.8337 2.3341 2.8345
10 0.3097 0.7755 1.2413 1.7071 2.1729 2.6388
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10.Siniftan Bir Sigortali (En Az Riskli) icin Temel Prime Uygulanacak Diizeltme
Katsayisi Tablosu (Ustel Kayip Fonksiyonu)

Ti Hasar sayisi (A =%2,92)
0 1 2 3 4 5

1 0.9540 2.5284 4.1027 5.6770 7.2514 8.8257
2 0.9121 24172 3.9224 5.4275 6.9326 8.4378
3 0.8737 2.3155 3.7572 5.1990 6.6407 8.0825
4 0.8384 2.2219 3.6054 4.9889 6.3724 7.7559
5 0.8059 2.1356 3.4654 4.7952 6.1250 7.4547
6 0.7757 2.0558 3.3359 4.6159 5.8960 7.1761
7 0.7478 1.9817 3.2157 4.4496 5.6835 6.9175
8 0.7218 1.9128 3.1038 4.2948 5.4859 6.6769
9 0.6975 1.8485 2.9995 4.1505 5.3015 6.4525
10 0.6748 1.7884 2.9020 4.0155 5.1291 6.2426

Cizelge 4.22. 15.Siniftan Bir Sigortali (Orta Riskli) icin Temel Prime Uygulanacak
Duzeltme Katsayisi Tablosu (Ustel Kayip Fonksiyonu)

Ti Hasar sayisi (A =%6,31)
0 1 2 3 4 5
1 0.9080 2.3664 3.8248 5.2833 6.7417 8.2002
2 0.8315 2.1669 3.5024 4.8378 6.1733 7.5088
3 0.7669 1.9985 3.2301 4.4617 5.6933 6.9249
4 0.7116 1.8543 2.9971 4.1399 5.2826 6.4254
5 0.6637 1.7296 2.7955 3.8613 4.9272 5.9931
6 0.6219 1.6206 2.6193 3.6179 4.6166 5.6153
7 0.5850 1.5245 2.4640 3.4034 4.3429 5.2824
8 0.5523 1.4392 2.3261 3.2129 4.0998 4.9867
9 0.5230 1.3629 2.2028 3.0426 3.8825 4.7224
10 0.4967 1.2943 2.0919 2.8895 3.6871 4.4846
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