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RADIYATIF TRANSFER DENKLEMINDE S, METODU VE HG FAZ
FONKSIiYONU iLE OZDEGER SPEKTRUMU

(YUKSEK LISANS TEZI)

NURAN TASDELEN

OZET

Bu calisma, Henyey-Greenstein sagiliminin, radiyatif transfer denklemi analizi ile
ilgili olup, tek boyutlu ve tek hizli radiyatif transfer denkleminde Henyey-Greenstein
saciliminin, O6zdegerleri lizerindeki etkisi, degistirilebilir g parametresi kullanilarak
calisilmgtr.

Tek boyutlu radiyatif transfer denklemine, Legendre polinomlar1 yaklagimi (Py) ve
ayrik ordinatlar polinomlar1 yaklasimi (Sy) uygulanarak o6zdeger spektrumlarinin
hesaplanmasi yapildi. Farkli ¢ (fisyon basina ortaya ¢ikan ortalama foton sayisi) degerleri
ve g parametresi degerleri kullanilarak v 6zdeger spektrumlart hesaplanmasi yapilmustir.

Bu katsayilar, niikleer reaktor sistemleri ve diger fen bilimleri i¢in Snemlidir.
Bilgisayarlarin yardimiyla bu bilesenlerin ¢esitli 6zelliklerini tahmin eden kapsamli
hesaplamalar yapilabilmektedir. Dogru degerlendirme saglayabilmek igin, 6zdegerlere dair
kapsamli bir sayisal inceleme ylirtitiilmiistiir.

Sonug olarak Py ve Sy seklinde her iki metoda gore ¢ ve g icin elde edilen sonuglar
tablolar halinde verilmistir. Tablolardan da anlasilacagi iizere bulunan sonuglar birbirlerine

yakinsamaktadir.
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APPLICATION Sy METHOD AND HG PHASE FUNCTIONS TO RADIAVITE
TRANSFER EQUATION OF EIGENVALUE SPEKTRUM
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ABSTRACT

This study is concerned with the analysis of the radiative transfer equation of

Henyey-Greenstein kernel. The effect of Henyey-Greenstein scattering kernel on the
eigenvalues of slab is studied using adjustable parameter g in one-speed radiative transfer
equation.
Eigenvalue spectrum calculated by applying discrete-ordinates polynomials and Legendre
which are known (Sy) approximation and (Py) approximation to one dimensional
radiative transfer equation. v eigenvalue spectrum calculated by using different g and ¢
(where is the mean number of secondary foton per collision and known as the fundamental
eigenvalue).

These parameters are important for nuclear reactor systems and other physical
sciences. With the aid of computers, extensive calculations which predict the performance
of certain combinations of these components can be performed. An extensive numerical

survey is carried out for the eigenvalues in order to provide accurate evaluation.

As a result, obtained results from Py and Sy approximations with different ¢ and g
parameters presented in tables. As seen in tables, obtained results are converge to each
other.
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1.GIRiS

Radiyatif transfer (radyasyon yayinlanmasi) bir nevi elektromanyetik radyasyonun
fiziksel olarak enerji tasimimi seklinde bilinir (Kaskas ve Tezcan, 2009). Enerjinin
taginmasi siiphesiz ki parcaciklar araciligi ile ger¢eklesmekte olup, bu parcaciklar notron,
elektron, foton vs. olabilir. Enerjinin taginimi esnasinda bu pargaciklarin, taginimin
gerceklestigi ortamda sogrulma ve tagmimin sacilma olasiliklart vardir. Sogrulma ve

sacilma gibi karmagik fiziksel olaylar da ortamin yapisi ile ¢ok yakindan ilgilidir.

Radiyatif transfer kavrami astrofizik, optik, atmosfer fizigi, deniz bilimleri ve
uzaktan algilama sistemleri gibi fizigin bir¢ok alanlarinda yaygin olarak kullanilmaktadir
(Dave, 1975). Radiyatif transfer hakkinda gergeklesen fiziksel bir olayda makul bir yorum,
radiyatif transfer denkleminin, olayin gergeklestigi fiziksel geometride ¢oziimlenmesi ile
miimkiindiir. Coziimler genel olarak sayisal yontemlerle yapilmakla birlikte nadiren

analitik olarak da yapilabilmektedir.

Radiyatif transfer olayinin bir ortamda gerceklesmesi esnasinda sogurulma, emisyon
(yayma) ve sacilma gibi fiziksel etkenler gergeklesir. Bu durum olaya pozitif ve negatif
katki saglar (DeBarros ve Larsen, 1990). Ornek olarak giinesi emisyon kaynagi olarak
gosterebiliriz; Glines tarafindan yayinlanan elektromanyetik radyasyon (151k), foton olarak
adlandirilan partikiil radyasyonu ve 151k hizinda yayilan dalgalar olmak iizere iki farkh
goriis cergevesinde degerlendirilmektedir. Kaynaktan yapilan emisyon vasitasiyla
partikiillerin bir ortam igerisinde devinimi ile sogurulma ve sacilma olaylan
gerceklesebilir, bu durum ortamin 6zelliklerine ve partikiillerin sahip olduklar1 enerjilerine

baghdir.

—_—

Sekil 1.1. Radiyatif transferde sogurulma ve yayilma



Radiyatif transfer denklemlerinin herhangi bir geometride ¢Oziimii icin Py ve Sy
yontemleri (yaklagimlar1) yaygin olarak kullanilmaktadir. Her iki yontemde de temel
matematiksel ara¢ Py(u) Legendre polinomudur. Elbette ki argiimanin —1 <u <1,
0<60<m p=cosh ile tanimlandigr polinom sadece Py(u) Legendre polinomlari
degildir. Bunun yaninda Ty(u) ve Uy(u) polinomlarmin 1. ve II tipleri ve Jacobi
polinomlart da bu arglimanla tanimlanan bir degiskene sahip olup, radiyatif transfer
denkleminin ¢oziimlerinde kullanilabilir. Ancak Legendre polinomlarmin kullanish
Ozellikleri ve matematiksel agidan kolaylik saglamasindan dolay1 genel olarak Legendre

polinomlar1 kullanilir.

Bu tez c¢alismasinda Henyey-Greenstein (HG) faz fonksiyonu kullanilarak, ayrik
ordinatlar yontemi (Sy) ile Ozdeger spektrumlari incelenecektir. Sy yonteminin
uygulanmasinda Py (u) Legendre polinomlart 6nemli bir arag oldugundan bu polinomun
ozellikleri ve sagladigi biiyiik avantajlar belirtilecektir. Sy yontemiyle elde edilen sonuglar
ile Py yontemiyle elde edilen sonuglar karsilastirilacaktir. Ileri béliimlerde Py ve Sy
yonteminin radiyatif transfer denklemine uygulanist ve ¢6ziim elde edilisi tiim ayrintilarina

kadar verilecektir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Radiyatif transfer esitliginin ¢6ziimii baz1 6zel durumlar igin vardir. Gergekten de
giinlimiize kadar bu esitligin ¢6ziimii i¢in ¢ok sayida yaklasimlar yapilmistir. Ancak, bazi
yaklasimlar altinda linerize edilmis esitliginin ¢dziimleri, birgok parametrenin

calistirilmasinda iyi sonuglar vermektedir.

1960 yilinda Chandrasekhar, radyasyonel aktarim ic¢in Boltzmann denklemini

istatistiksel fizik yontemleri kullanilarak elde edilebilirligini gostermistir.

1963 yilinda Sobolev sa¢ilma ortamlar1 igin basit integro-diferansiyel denklemi

Onermistir.

Bir ortamda radyasyon yogunlugunun yerel degerlerini bulmak i¢in, radyasyon
transferinin tam denklemini astrofiziksel yaklasim uygulayarak 1972 yilinda g¢alisma

yapanlar Siegel ve Howell olmustur.

1975 yilinda Kattawar atmosferik optik olaylari igin iki fazli Henyey-Greenstein

fonksiyonunu dnermistir.

1978 yilinda ise Ishimaru, radiyatif sacilma ile ilgili olarak Onemli literatiir

caligmalar1 yapmis ve problemler tizerinde ¢alismustir.

1978 yilinda Williams sacilma faz fonksiyonunu alternatif olarak farkli analitik

formla yazmstir.

Brockmann (1981), radiyatif transfer denkleminin hem homojen hem de heterojen

problemlerde kritiklik sonuglarinin giivenilir oldugunu gostermistir.

Protopopescu ve Sostandi (1981), lineer ve anizotropik sacgilmalar ile ilgili temel
caligmalarin ¢ogunu niimerik olarak yapmistir. Lewis ve Miller (1984), uzaysal hiicre
adim1 biiyiidiikge ¢oziimlemede negatif aki degerleri meydana geldigini gosteren bir
calisma yaptilar. Aronson (1984), Lee ve Dias (1985), kritik yar1 kalinlik, kritik yarigcap

hesaplamalarin1 Legendre polinomlari ile ¢6ziime ulastirmaya calistilar.



Lemonnier ve Dez diizlem geometride korunumlu ve korunumlu olmayan radiyatif
transfer denklemini ortamin sogurma ve sagilma etkilerini de dikkate alarak kesikli ordinat
yontemini (Sy) Kkullanarak radiyatif transfer denklemi igin niimerik ¢6ziimler elde
etmiglerdir. Elde ettikleri sonuclar1 diger yontemlerle elde edilen sonuglar ile

karsilastirmal1 olarak vermislerdir.

Fiveland, ii¢ boyutlu bir ortamda radiyatif 1s1 transferi denkleminin ¢oziimiinii Sy
yontemi ile yapmustir. Calismada ortamin sogurgan, anizotropik sagilmali oldugu kabul
edilmistir. Sonucta radyasyon siddeti, enerjisi ve yiizey 1s1 akist gibi fiziksel olgular diger

yontemlerle elde edilen sonuglar ile karsilagtirilmigtir.

Dave, radyasyon dagiliminin azimutal bagimliligin1 dikkate alarak radiyatif transfer
denklemini kiiresel harmonikler yaklasimi ile ¢oziimlemeye ¢alismistir. Calismada
homojen ve heterojen bir diizlemsel atmosferik yapi dikkate alinarak smir degerler

uygulamasi ile cebirsel denklemler olusturulmus ve ¢oziimleri ger¢eklestirilmistir.

Williams (1985), grup i¢i sagilma, kaynak ve 6zdeger problemi i¢in ¢éziim aradi.
Riyait ve Ackroyd (1987), siddetli anizotropik sacilimli tek boyutta ¢ok gruplu radiyatif

transfer problemlerini test ederek niimerik sonuglar elde etti.

1994 yilinda Mobley birim alana diisen radyan giicii olan 1sinim siddetini radyatif

transfer denklemini kullanarak tespit etmistir.

Kaskas ve ark. (2000), sonsuz ortamda Green fonksiyonlarini temel alarak calisma

yaptilar.

2002 yilinda Haltrin deniz suyundaki 1sik sa¢ilmasimi Henyey-Greenstein faz
fonksiyonu ile karakterize ederek radiyatif transfer denkleminin ¢oziimii ve Ozdeger

spektrumu iizerine caligmalar yapmustir.

Herman ve Browing, yatay olarak homojen bir ortamli diizlem geometride radiyatif

transfer denklemini niimerik olarak ¢6zmiislerdir.

Calismada metodun sagilgan ve sagilgan olmayan ortamlarda uygulanabilirligi ve
ortamdan yansiyan ve gecen radyasyon sonuclarmin literatiirde mevcut olan Rayleigh

sacilma ile elde edilen sonuglarla uyumlu oldugu gosterilmistir.



Tarvainen, Vouhkonen, Arridge diflizyon yaklasgiminin iyi sonuglar vermedigi
durumlarda radiyatif transfer denkleminin optik tomografide kullanilabilecegi konusunda
bir ¢alisma yapmuslardir. Calisma Gauss-Newton algoritmasi ile ¢oziimlenebilen en kiigiik
kareler yontemi iizerine kurulmus olup, radiyatif transfer denklemi hem uzaysal hem de
acisal diskretizasyon ile sonlu elemanlar metodu ile ¢oziimlemistir. Sonug olarak radiyatif

transfer denklemin optik tomografide uygulanabilecegi gosterilmistir.

Anli ve ark. (2007), tek enerjili izotropik sagilmali durum i¢i Ty metodu kullandilar.

Bulduklar1 niimerik sonuglarda Py metodu ile uyum oldugu sonucuna ulastilar.

Kagskas ve Tezcan (2009), optik olarak taginim teorisinin uygulanmasi i¢in Henyey-
Greenstein faz fonksiyonunu, radiyatif tagimim teorisi ve istatistiksel fizigi kullanarak

goriiniir optik 6zelliklerin tahminini yapmuslardir.

Bu ¢aligmada radiyatif transfer denklemini analitik olarak elde edebilen sagilma tesir
kesiti ayrik ordinatlar yontemini (Sy) kullanarak, 6zdeger problemi ¢6ziilmeye ¢alisildi ve

Py yontemi ile elde edilen degerlerle karsilagtirildi.



3. MATERYAL VE METOT

3.1. Radiyatif Transfer Denklemi

Radiyatif transfer, elektromanyetik radyasyon formundaki enerji transferinin fiziksel
olgusudur. Bir ortam igerisinde radyasyon yayilimi sogurulma, emisyon ve sagilma
siireclerinden etkilenir. Radyasyon transfer denklemi optik, astrofizik, atmosferik bilim ve
uzaktan algilama gibi fizigin ¢ok c¢esitli alanlarinda uygulanabilmektedir. Basit durumlarda
(kaynagin olmadig1 ve izotropik sacilimli ortamlar i¢in) radyasyon transfer denkleminin
analitik ¢oziimleri vardir, ancak karmasik c¢oklu sagilma etkileri olan daha gercekei

ortamlar i¢in sayisal yontemler gereklidir.

Tek gruplu (tim partikiiller ayn1 enerjili) ve tek boyutlu (slab geometri) kararli
durum (zamandan bagimsiz) i¢in radiyatif transfer denklemi asagidaki gibi yazilabilir
(Haltrin, 2002);

121
dL(T',‘U., (p) Y ! ! !
b torlnme) = os(po) L(r, 1, @) do'dp
-10
—o<r<ow, 0<¢@e <2m -1<spu <1 (3.1)

Denklem 3.1’de kullanilan notasyonlar su sekilde tanimlanabilir;

os,0r . Sirasiyla sacilma ve toplam tesir kesiti,

L(r,u, @) : Acisal aki dagilim fonksiyonu veya radyasyon agisal akis1 dagilim fonksiyonu
os(to) : Sagilma fonksiyonu,

u : Carpisma oncesi gelis dogrultusundaki aginin kosintisi,

u : Carpisma sonrasi gidis dogrultusundaki aginin kosintisti,

olarak ifade edilir. Burada p, teriminin ne oldugu ve p, u', @, ¢" degiskenlerine nasil bagh
oldugunun gosterilmesi icin kartezyen geometride tanimlanan bir vektorii kullanmaliyiz

(Bkz. Sekil 3.1).
Bir partikiiliin konum vektorii;
7 = |#|sin@ cos ¢ i + |#| sin 0 sin ¢ + |#| cos O k, (3.2)

bagintist ile verilebilir.



7 vektorii dogrultusundaki birim vektor ise soyle ifade edilir.
= sin @ cos @i + sin @ sin ¢j + cos O k, (3.3)

Bu birim vektor partikiiliin hedeften sagildiktan sonraki yoniinii gostermektedir.

" ilk wdn

Lt son yan

Sekil 3.1. Kartezyen koordinat sistemi

Benzer sekilde;

|_)|sm9 cos ¢ l+| |51n9 sin @ ]+| |cos€ k (3.4)

hedefe gelis dogrultusunu temsil eden konum vektorii olmak iizere,

r = %—sm@ COS(pl+sm6’sm<p]+cost9k (3.5)

seklinde birim vektor yazilabilir. Denklem 3.3 ve Denklem 3.5 ‘in skaler ¢arpimi, dogrultu
kosiniisii olarak bilinir ve p, ifadesinin daha sade bi¢ciminin elde edilmesine imkan

saglamaktadir ; 7.7’ = cos 8, = y, olmak iizere,

Mo = pup' + 1 — 21— p'? cos(p — ¢") (3.6)

Puo) = Pa(WOPa) + 2 Z SRR (D eosmp = 0] ()

seklinde yazilabilir. Denklem 3.7 daha sonra kullanacagimiz Legendre polinomlar: i¢in

kullanilan toplama kuralin1 ifade etmektedir.



=)

Sekil 3.2. Radyasyon gelis ve sa¢ilma dogrultusu
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Sekil 3.3. Radiyatif transfer kullanim 6rnekleri



3.2. Legendre Polinomlari

Fransiz matematik¢i olan A.M. Legendre eliptik fonksiyonlar ve sayilar teorisine
onemli katkilarda bulunmustur. Kiiremsi kiitleler (gezegenler) arasindaki c¢ekim
kuvvetlerinin incelenmesi iizerine yaptigr c¢alismalarda, bugiin kendi adiyla anilan

diferansiyel denklemi ve fonksiyonlarini tanimlamistir (DeBarros ve Larsen, 1990).

Fizikte, Legendre diferansiyel denklemiyle kiiresel simetriye sahip simir deger
problemlerinin ¢dziimlerinde karsilagilir. Animsanacagir tizere Schrodinger dalga
denkleminin kiiresel koordinatlarda degiskenlere ayirma yontemi ¢oziimii i¢in elde edilen

Legendre diferansiyel denklemi;

sin @ do do sin20

2 (sin02) + (k—2)g =0 (3.8)

ile verilebilir. Burada, k sabit, m bir tamsayidir. Denklem 3.8’de y = cos 6 doniisiimii

yapildiginda denklem,

d?¢
du?

(1—u?)

esitligindeki gibi olur. 8 agis1 [0, ] araliginda degistigi i¢in u degiskeni [-1,1] araliginda

dao m2 \ _
2u (k- 1—#2) =0 (3.9)
olmalidir. Denklem 3.9’un genel ¢6ziimii B (w) ile verilmekte olup B (1) bagli Legendre

(associated Legendre) fonksiyonlar1 olarak adlandirilmaktadir.

(W = R (1) (3.10)

Denklem 3.9°daki degiskenler, k =n(n+1), - 1<u<1, 0<n<N, -n<m<n
araliklarindadirlar ve ¢oziimleri bagli Legendre polinomlar1 olarak adlandirilmaktadir.
Denklem 3.10, bagli Legendre polinomlaridir. Denklem 3.10 da m = 0 oldugu zaman
denklem Legendre diferansiyel denklemi, ¢6ziimii Legendre polinomlar1 olarak adlandirilir
ve P, (u) ile gosterilir. Bu durumda @(p) = P, (¢) ¢6ziimii Denklem 3.9’da kullanildiginda
(k=n(n+1), m=0);

(1= p»HP"(w) = 2uP' (W) +n(n+ DP,(W) =0, 0<n<N  (311)

diferansiyel denklemi sagladig1 goriiliir. Legendre polinomlari, iiretme fonksiyonlarindan

da elde edilebilir. Bu polinomlar i¢in tiretme fonksiyonu Denklem 3.12°de ki gibidir.



o)

1 Z
=) B(wg™, lgl<1, |ul=1 (3.12)
VA -2ug+g% 4

Denklem 3.12°nin sol tarafi g’ye gore kuvvet agilimi yapildiginda g’nin katsayilari ile
P, () polinomlar1 elde edilebilir. Legendre polinomlarini, baska bigimlerde elde etmek de
miimkiindiir. Rodrigues formiilii denilen asagidaki bagint1 bu polinomlar1 elde etmekte

oldukea kullaniglidir.

P = 3o (50) 2 = D" (313

2n!l \du

Legendre polinomlarini, elde edebilecegimiz diger bir yontem ise tekrarlama bagintisidir.

2n+ Dub, () = (n+ D Ppys (W) + 1Py (1) (3.14)

Denklem 3.14 kullanilarak n’in gesitli degerleri igin P, (1) polinomlari kolayca bulunabilir.
Ornegin n = 1 i¢in P,(u)’yi bulalm. Denklem 3.14’de n yerine 1 (bir) yazdigimizda

denklemimiz Denklem 3.15 gibi olacaktir.

3uPy(u) = 2P, (w) + Po(w) (3.15)
Denklem 3.15°de Py(u) = 1 ve P;(u) = u degerlerini yerlerine yazdigimizda,
Po(w) =3 3? = 1) (3.16)

P,(u) Denklem 3.16’daki gibi bulunacaktir. Bu sekilde diger P,(u) polinomlar

bulunabilir. Legendre polinomlar i¢in tiirev bagintilar1 asagida verilmistir.

P'nyr () — puP'n (W) = (n + DB (W) (3.17a)
UP' (1) = P'yq (1) = nPy (W) (3.17b)
P'nsi() = Plnea () = Cn+ DE(W (3.17¢)
(W? = VP, (1) = nuPy () — nPy_q (1) (3.17d)

Legendre polinomlari i¢in ortagonalite (diklik) bagintisi;

1 { 0, n+m

an(,u)Pm(u)d/,t = 2 N m n=0123,..... (3.18)
-1 2n + 1,

seklinde tanimlanir.
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Polinomun bu 6zelligi, verilen bir F(u) fonksiyonu Legendre polinomlar: cinsinden seriye

a¢gma isleminde kullanishdir.

F(u)zZAnPn (W) = AgPy + A Py + APy + - (3.19)
n=0
2 1 2
n+
an =" [ FGoP G (3.20)

-1

Denklem 3.19’da A,, katsayilarini bulmamiz gerekiyor. Denklem 3.19’un her iki yam
P, (n) ile ¢arpilip [-1, 1] araliginda integrali alindiginda A,, degerleri bulunur. Bu sekilde
F(u) fonksiyonu Legendre polinomlar1 cinsinden seriye acilmis yani Legendre serisine

acilmis olur. Asagida baz1 Legendre polinomlarinin birkagi verilmistir:

P(w) =1 (3.21a)
Pi(w) = u (3.21b)
Py(u) =5 (3u% — 1) (3.21¢)
Ps(u) = ; (51 = 3) (3.21d)

3.3. Legendre Polinomu Yaklasimi : Py Metodu

Py metodu, radiyatif transfer denkleminin ¢ézlimiinde ¢ok yaygin olarak kullanilan
bir metottur. Denklem 3.1’i ¢6zmeye baslamadan 6nce uygun bir forma doniistirmeliyiz;
x = orr/v degisken doniisiimii yapalim ve sistemin azimutal simetriye (¢, ¢ agilarindan
bagimsiz) ve izotropik (es sagilimli) bir sacilma tesir kesitine sahip oldugunu varsayalim,

bu kabullenislere gére Denklem 3.1 su sekle doniistir;

1
dL(x, u) ve ,
MT + vL(x, ,LL) = 7 fL(x,u ) d,u’ (322)

-1

burada ¢ = a5/o dir ve denklemin ¢6ziimii igin asagidaki Legendre serisini onerebiliriz.

o 2n+ 1
L(x,p) = 2 n2+ Dn () B, (1) —a<x<a 1<u<i (3.23)

n=0

11



Bu ¢6ziimle Denklem 3.23 de goriildigii gibi L(x,u) agisal aki fonksiyonu Legendre
polinomlar1 cinsinden seriye agilir. Bu ¢éziimde PB,(u¢) Legendre polinomlari, @,(x) aki
momentleri ve bu yonteme de Py yontemi denir.

Legendre polinomlari i¢in ortagonalite (diklik) bagintisi denklem 3.18’de ve asagidaki gibi

verilmisgtir.
1 0, n#m
f P (1) P () dp = { 2 o m (3.24)
-1 2n+1’
Ayrica diklik bagintisindan,
1
2, n=20
[Bwan={y 220 (325)

-1

seklinde olacagi agik bir sekilde goziikmektedir. Akt momentleri, agsagidaki bagintidaki
gibi ifade edilebilir.

1
0,0) = [ LGB (el (3.26)

-1
Giris boliimiinde de vurguladigimiz gibi Denklem 3.26°da ilk iki terimin fiziksel olarak bir
anlami vardir. Denklem 3.26°da n =0 i¢in Py =1 ve n =1 i¢in P; = u olacaktir ve

bunlar yerlerine yazildiginda,
1

Bo(x) = f L(x,w)du (3.27)

-1

1
0,00 = [ i1 du (3.28)
-1

seklinde olur. Burada, Denklem 3.27’yi x noktasindaki radiyans (1s1ma) veya toplam foton
akisi, Denklem 3.28°1 ise x noktasindaki radiyans dagiliminin asimetri faktorii, cosiniis

ortalamasi veya foton akimi olarak adlandirabiliriz (Lemonnier, 2002).
Genel olarak @,,(x) momentlerini elde etmek i¢in 6nce Denklem 3.23’ti Denklem 3.22 de
yerine yazacagiz ardindan ayni denklemde Legendre polinomlar1 igin tekrarlama

bagintisini kullanacagiz.
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Son olarak ortaya ¢ikan tim terimleri P, (u) ile carpip [-1,1] araliginda integralini
aldigimizda (Legendre polinomunun ortogonalite 6zelliginin kullanildig1 anlamina gelir)

n’nin ¢esitli degerleri i¢in @, (x) aki momentleri i¢in kuplajli diferansiyel denklemlerini

buluruz;
dq’;}f’c) 40 0,(0) = ve Bo(x) n=0 - Py(u) (3.292)
2 d%gx) + d%’;x) 300,60 =0 n=1- P(u) (3.29h)
3 d(a;;x) 42 d%}gx) 500,00 =0 n=2 - P, (3.29¢)
4d®;£x) +3 dQ;}Ex) LT =0 n=3 - Py(u) (3.29d)

seklinde elde edilirler. Bu denklemlerden faydalanarak genel denklem asagidaki gibi

verilebilir;

d@pi1(x) | dBp_1(x)
+n

(n+1) dx dx

+ (2n+ DHvd, (x) = vc@y(x) 6,0 n=>0 (3.30)

Denklemlerde yer alan degiskenin —a < x < a araliginda olduklar1 unutulmamalidur.

Denklem 3.30°da goziiken &, sembolii Kroniker delta olarak bilinir ve,

1, n=m
Onm = {0, N+ m (3.31)
seklinde tanimlanmaktadir. Aki momentlerinin genel ifadesinde, n = 0,1,2, ... ... , N olmak

tizere sonlu sayida birbiri ile bagintili N + 1 tane @,,(x) aki momentleri vardir. Py, (1)
polinomu N’nin biiyiik degerleri i¢in hizli salinimlar sergiler yani —1 < pu < 1 araliginda
N + 1 kez isaret degistirir. Bu durum @y, (x)’in biiyiikk N degerleri i¢in yeterince kiigiik
olacagini gosterir. Buna gore @y, (x) = 0 yaklasimi uygun bir ¢oztim olur ve bu yaklagim
Py yaklasimi olarak bilinmektedir. Denklem 3.30°da verilen birbirine bagl (kuplajl)

diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziimii i¢in @, (x) aki momenti ifadesine,
Bn(x) = Ap(v)e® (3.32)

olacak sekilde bir ¢6ziim Onerelim.
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Burada v degerleri “6zdegerler” ve A,(v) ‘ler de o6zfonksiyonlaridir (Kaskas, 2007).
Denklem 3.32’yi Denklem 3.30°da yerine yazip elde edilen denklem ¢oziiliirse A, (v)’ler

icin “recurrence relation” tekrarlama bagintisi elde edilir;

Ay(v) =1 (3.33a)
Ai(wv)+v(Q—-c)A,(v) =0 (3.33h)
24,(v) + 3vA;(v) + Ay(v) =0 (3.33c)
Genel olarak yazmak istersek,
n+ DA,,(v) + 2n+ 1DvA,(v) + nd,,_,(v) = vcAy(v)dy (3.34)

bagintist elde edilir. v 6zdegerlerini bulmak i¢in A, ,;(v) = 0 denklemini ¢dziimlemek

yeterlidir. Ornek olmasi bakimmdan n = 1 yaklasimi i¢in A, (v) = 0 olacagindan,

1
V= i\/ﬁ (3.35)

Ozdegerleri bulunur. Burada anlatilan 6zdeger hesaplama yonteminden bagka, bir metod

olarak matris cebiri kullanarak da bu 6zdegerler hesaplanabilir.
3.4. Henyey — Greenstein Faz Fonksiyonu

Onceki béliimde radiyatif transfer denklemini izotropik sacgilma tesir kesitli bir ortam
icin ¢ozdiik. Bu kisimda astrofizik ve fizigin diger alanlarinda yaygin olarak kullanilan
sacilma tesir kesiti fonksiyonu veya Henyey-Greenstein faz fonksiyonu olarak bilinen bir
sagtlma fonksiyonu kullanacagiz. Radiyatif transfer problemlerinin ¢6ziimii i¢in sagilim faz
fonksiyonu gerekmektedir (Herman ve Browing, 1965). Radiyatif transfer teorisi,
partikiillerin davraniglarint konum, ag1, enerji ve zaman degiskenine bagli olarak inceler.
Radiyatif transfer denkleminin ¢oziimiinde en onemli faktor uygun bir sagilma faz
fonksiyonunu tanimlamaktir (Fiveland, 1988). Faz fonksiyonu bir hedef tarafindan sagilan
bir pargacik veya elektromanyetik dalganin agisal dagilimini ifade eder. Belirli bir yonden
gelen radyasyonun bir baska yondeki kati ag1 icerisine sagilma ihtimalini gosterir (Zhao,
2006). Simdiye kadar sagihm faz fonksiyonunu belirlemek igin ¢ok sayida model
gelistirilmistir. Henyey ve Greenstein (1941) faz fonksiyonu adiyla bilinen radyasyonun

bir galaksideki sagilimini tanimlamak i¢in deneysel bir model ortaya koymuslardir.
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Tek g (asimetri faktorii) parametreli olan bu ifade, basit ve analitik sekli sebebiyle
biyofizik uygulamalarinda ve atmosferik bilimlerde genis o6l¢iide kullanilmistir (Kaskas,
2007). Astronomik ¢alismalarda, biyolojik dokularda 1sik sagilmasi, sudaki 1s1k yayilmast,
astrofizikte ve meteorolojide siklikla kullaniimaktadir (Tireci, 2005). Henyey-Greenstein
(HG) faz fonksiyonu analizi zor olan Mie sagilim faz fonksiyonunun sadelestirilmis hali

oldugundan kullanim: ¢ok popiilerdir. Bu boliimde kullanacagimiz HG sagilma faz

fonksiyonu, po = up' + /1 — u%J1 — p'2 cos(p — ¢") olmak iizere asagidaki gibidir;

Os 1-g°
At (1 - 2gu0 + 9*)>/?

a1 () = (336)

Deklem 3.36 —1 < g <1 araliginda degerler alir (Henyey ve Greenstein, 1941). g’nin
pozitif ve negatif degeri alinarak grafik cizdirildiginde; g’nin pozitif degerinde daha ileri
sacilim gozlenmistir. Ayrica g’nin negatif degerinde daha geriye sacilim gozlenmistir.
Asimetri parametresi g sagcihm olayini takiben 1sigin yeniden dagiliminin seklini kontrol

eder.

Biyolojik dokularda asimetri parametresi 0,69 < g < 0,99 araliginda degerler alr
(Cheong ve ark., 1990). Bu dagihm tipta teshis ve tedavi amagli yapilan calismalarda

siklikla kullanilir.

3.5. Py Yontemi ile HG Faz Fonksiyonu Kullanilarak Ozdeger Hesabi

Bu bolimde HG faz fonksiyonunu kullanarak radiyatif transfer denklemini
¢ozimlemeye ¢alisacagiz. Bunun i¢in Denklem 3.36 da verilen HG faz fonksiyonunu
Legendre serisine acacagiz ve islemleri buna gore diizenleyecegiz. Denklem 3.36

Legendre serisine su sekilde acilabilir;

Os 1-g° _
4 (1 —2gug + g2)3/%

Os
e =) @t Dg"B)  (337)
n=0
yukarida verilen HG faz fonsiyonunun ¢’ iizerinden integralini radiyatif transfer

denkleminin ¢oOziimiimiinde kullanacagimiz iki farkli duruma gore verecegiz;

21

[ ot @) dp =2 @n+ Dg"PGOPG) (338)
0 n=0
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f 015 (o) d’ = 05(14; 9% {(bZBE(akZ)) - (b241<g\;))3/4} (3.39)
0
a=1-2uu'g+g? (3.40)
b =2g1—pu2J1—p'? (3.41)
1 a
k = jz B Wrcr: (3.42)

Denklem 3.39°daki K(k) ve E(k) sirst ile 1. ve 2. tip tam eliptik integraller olarak

bilinmekte ve asagidaki gibi tanimlanmaktadir;

du
k) = .
K(k) bf‘/(l S0 (3.43)

1
V1 — k2u? p
—— du

B0 = | ——

(3.44)

Bu bilgiler 1s181nda, Denklem 3.1°1 verilen bir sagilma fonksiyonu ile ¢cozmeye calisacagiz,

bunun i¢in sagilma fonksiyonu olarak Denklem 3.37°yi kullanacagiz;

1 2m
dL(x, 1—g?)L(x, 1
y (x, 1) vos ff(( g)L(x,u)

+ vL(x,
dx oo = 4moy 1—2guy + g%)3/?

do'dy’ (3.45)

Denklem 3.38’1 Denklem 3.45 de kullanirsak,

dL(x, )
H

+ vL(x,n) = Z(Zn +1)g" P, ()2, (x) (3.46)

burada @,,(x),

1

Dn(x) = J L(x, u")B, (u")dy' (3.47)

-1
olarak tanimlanmigtir. Denklem 3.29’un ¢6ziimii i¢in 6nceki boliimde oldugu gibi L(x, i)

acisal aki fonksiyonunu Legendre serisi olarak kullanacagiz.
ML
L) =3 ) @m+1) Pa()Bp () (348)
m:
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Denklem 3.47°de verilen skaler aki fonksiyonu Denklem 3.46°da yerine yazilip, Legendre
polinomlart i¢in tekrarlama bagmtis1 gerekli yerde kullanildiktan sonra denklemin her iki
tarafin1 P, (u) ile carpip [-1,1] araliginda integrali alindiginda (Legendre polinomlari i¢in

ortagonalite 6zelligi kullanilmaktadir) asagidaki diferansiyel denklemleri elde ederiz;

40 (x) + v0y(x) = vcdy(x) (3.49a)
dx
dd do
2 ;}Ex) + C‘l’ix) + 300, (x) = 3vcg 0,(x) (3.49h)
do do
3 CZEx) 2 dlix) +500,(x) = 50920, (x) (3.49¢)

Genel olarak da su sekilde yazilabilir;

Ani1 () | d0n-1(X)

1
(n+1) dx dx

+ (2n+ 1D)vo,(x) = 2n+ Dvcg" D, (x) (3.50)

Denklem 3.50’de verilen birbirine bagli diferansiyel denklem sisteminin ¢dzlimii i¢in,

@, (x) aki momentleri ifadesine,
Dn(x) = An(v, g) €* (3.51)

seklinde bir ¢oziim Onerecegiz. Burada v 6zdegerler ve A,(v,g) de 6zfonksiyonlardir.
Onerilen ¢oziimii Denklem 3.50°de yerine yazip her n degeri icin islem yapildiginda

A, (v, g)’ler bulunabilir;

Ai(v,g) +VvAy(v,g) = vcAy(v, g) (3.52a)
24,(v,9) + Ag(v, g) + 3vA (v, g) = 3vcgA1(v, 9) (3.52b)
345(v,g) + 24,(v, g) + 5vA, (v, g) = 5vcg?A,(v, g) (3.52¢)

ve genel olarak da
m+ DA 1(v,g9) +n4,_1(v,9) + Cn+ 1)vA,(v,g) = 2n+ 1Dvcg™A, (v, g) (3.53)

sonucuna ulagilir. Ozdegerleri (v) bulabilmek igin onceki boliimde degindigimiz gibi iki

yontem vardi. Calismamizda A,,,, (v, g) = 0 esitligini kullanacagiz.
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Kullanilacak olan yaklasim mertebesi kadar hesaplamalar yapilabilir. Ornek olmasi
bakimindan P; yaklasimi i¢cin n =1 alinmak suretiyle, A, = 0 denklemini ¢6zerek

0zdegerler hesaplanabilir;

Ap(v,9) =1 (3.54a)

A (v, 9) =—v(1—¢) (3.54b)

A,(,9) = ;vzu —cg)(1-0) —% (3.54¢)
1

(3.55)

v=1t
NEICEICEr)

Burada ¢ = Z—i seklinde oldugunu daha 6nce de vurgulamistik.

3.6. Ayrik Ordinatlar Yontemi : Sy Metodu

Radiyatif transfer denklemi zaman, yon, enerji ve uzay degiskenlerine bagl bir
denklemdir. Bu denklemi dogrudan analitik olarak ¢ozmek genelde zordur hatta miimkiin
olmayabilir, bundan dolay1 denklemi ¢ozerken karsilasilan birtakim engelleri asmak i¢in
zaman, uzay, enerji ve yon ayriklastirmasi yapilarak bu denkleme sayisal olarak yaklasik
bir ¢6ziim bulma yoluna gidilir. Son yillarda belirli tip pargacik transfer problemlerinin
¢oziimiine yonelik bircok yaklagik yontem gelistirilmistir. Ornegin radiyatif transfer
denkleminin yonsel ayriklastirilmasi i¢in Kesikli (Ayrik) Ordinatlar (Sy) ve Kiiresel
Harmonikler (Py) yontemleri gibi yaklagimlar yapilmistir (Kaskas, 2007). Bunlardan Sy
yontemi hesapsal dogruluk ve verim arasinda iyi bir uyum saglayan ve yiiksiiz parcacik
transfer denklemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan en yaygin yontemlerden biridir. Bu
yontemde toplam 4n’lik kati agiy1 tarayan bir dizi ayrik yon boyunca radiyatif transfer
denklemlerinin sayisal ¢oziimii yapilir ve yon tizerindeki integraller sayisal karelemeler ile
yer degistirir. Kiiresel Harmonik yontemi de yine pargacigin yonsel ayriklastirilmasinda

kullanilan etkili yontemlerden biridir (Lathrop, 2000).

Radiyatif transfer denkleminde aki ve akim dgelerinin analitik ve sayisal hesaplamalar1 Py
ve Sy diye adlandirilan iki ana metotla yapilir. Py metodunda, acisal aki konum ve agiya
bagli oldugundan agisal akis1 Legendre Polinomlari cinsinden seriye agilir. Bu agilimin

katsayilar1 konuma baglidir ve sadece ilk iki terimin fiziksel anlam1 vardir.
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Sifirinc1 bilesen skaler aki ve birinci bilesen parcacik akimi olarak bilinir. Sy
metodunda, skaler ve acgisal akinin ¢6ziimii i¢in Gauss-Legendre kuadratiir setleri
kullanilir. Bu yontemden baska kullanilan yontemlerde mevcuttur. Fakat Py ve Sy
yontemleri kadar yaygin degildir. Sy yonteminde elde edilen sonuglar Py yonteminde elde

edilen sonuclarla uyum i¢indedir.

Ayrik ordinatlar yontemi basit¢e ayrik agisal yonlerde radiyatif transfer denkleminin
¢Ozlimiinii saglar. Yon degiskeni birim kiire boyunca ayriklastirilir. Temel olarak ilgili
birim kiire alam1 w,, ile gosterilir. Burada m=1,........, N ayrik ordinat sayisidir. Bu N

degeri Sy derecesini belirler.
Omegln,NZZ, ﬂlzl/\/g, U = —Uq, (1)1:0)2:1

Biitiin ayrik ordinatlar bazi sartlar1 saglamak zorundadir:

e Fiziksel simetrilerin ayriklastirma sonrasi korunmus olmasi
e Kaynak terimlerinin dogru gosterimi igin kiiresel harmonikler momentlerine iyi bir

yaklagim yapilmasi

e Akis operatoriinde yer alan yone gore tiireve dogru bir yaklasim yapilmasi

Ikinci sarti saglamak igin aki momentlerinin kareleme formiilii ile dogru olarak
hesaplanmasi gereklidir. Bunun i¢in u € [—1, 1] araliginda N ordinat yani y,,, m=1..N
ve bunlara karsilik gelen w,, agirlik noktasi kullanilir, burada u,,’ler Py(u) Legendre

polinomlarinin kokleridir.

Gauss-Legendre quadratur seti kullanilarak verilen bir F(u) fonksiyonunun [—1, 1]
araliginda integrali (eger integral bu aralikta degil ise uygun bir doniisiim ile integral

araligi [—1, 1] ‘e doniistiiriiliir) su sekilde verilir;

I = jF(u) du = ZN: F () W (3.56)

Agirliklar pozitiftir ve toplami 2’yi verecek sekilde normalize edilir:

Jdu = EN: Wy = 2 (3.57)



u = 0 etrafinda fiziksel simetrinin saglanmasi i¢in ¢ift sayida ordinat segilir.

UN+1-m = —Hm Um >0, Oyni1-m = Oy m=12...N/2 (3.58)

Ordinatlar (g, m = 1,2, .....N) Legendre polinomlarinin koklerinden bulunur:
Py () =0 (3.59)

Agirliklar (w,,) Legendre polinomlarin1 dogru sekilde integre edebilen kareleme

formiiliinden de bulunabilir:

N
Z WPy () = 26,0 , n=01,.......N—1 (3.60)
m=1

Bu c¢alismamizda Gauss-Legendre kuadratiir setinin radiyatif transfer denklemine

uygulanmasinda temel gosterimler su sekilde olacaktir;

0(x) = j LOo) dn = Y LOo i) = . L) o 3.61)
0n(x) = j P LG WA= Y But) Lo, 0SSN (362)

Ayrik ordinatlar yonteminin en biiyiik dezavantaji, onu diger geometrilere genisletmenin

zorlugudur.
3.7. Sy Yontemi ile HG Faz Fonksiyonu Kullanilarak Ozdeger Hesab1

Once tek gruplu, zamandan bagimsiz ve dis kaynagin olmadigi homojen bir ortam
igin tek boyutlu dilim (slab) geometride radiyatif transfer denklemini tekrar yazalim ve
daha once de belirtildigi iizere, L(x,u) radiyans dagilim fonksiyonunun azimutal agidan

bagimsiz oldugunu kabul edelim (Lathrop, 2000);

1 2m

dL(x, — g2)L(x, '
#L(x#) V0 ff((l 9)L(x, 1)

L(x,u) = do'du’ 3.63
dx TV 2 Aoy 1—2guy + g%)3/2 v aou (3.63)

burada, u = cos@, u' = cos8’ sagilma oncesi ve sonrasi yonelimin x-ekseni ile yaptigi

agl, Ho=pup' ++1—p2J1—u'?cos(p —¢') daha onceden tanimlandigi gelis ve
sacilma dogrultular arasindaki acinin kosiniisii veya kosiniis dogrultmanidir.
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Denklem 3.63 de ilk yapilmasi gereken is verilen integralde ¢’ {izerinden integrali
almaktir. Dikkat edilecegi iizere ¢’ degiskeni sadece [1 — 2upg + g?]~3/? ifadesi
igerisinde yer almakta, bundan dolay1 bu ifadeyi uygun bir degiskene gore ( b’ ye gore)

seriye agip terim terim integralini almak en makul yol olacaktir;

1 B - 2n+ D)!b™[cos(p — @)™ 3.60)
[1 _ 2#09 + g2]3/2 ~ 22n(n!)2an+3/2 '
. dg’ S @Dt [
@ n ! f ,
| = [cos(p — /)" g’ (3.65)
— 213/2 2n (12 qn+3/2
(1= 2u0g + 92172 L2 (n)?am+3/2)
- 0, n tek ise
f [cos(e — @]" do" =4 2 (2n)! y (3.66)
0 22n ()2 n¢iftise
Denklem 3.66°y1 Denklem 3.65” de kullandigimizda integral sonucu olarak,
2T
J (4n + 1)! p?" <27T(2n)!>
[1 - Z‘llog + g v 024n((2n)|)2 21’l+% 22n(n!)2
4
= ————-[2E(k) — K(k)] (3.67)

(a? — b2)3/4

a, b, k, K(k) ve E(k) terimlerinin ifade ettikleri anlamlar1 veya ifadesi Denklem (3.40 -
3.44) de sirasiyla belirtilmistir. Denklem 3.67°yi Denklem 3.63 de kullandigimizda,

1
dL(x, 1) _ve [ 41-g% N
o vL(x, u) = ) (@ b2y [2E(k) — K(k)] L(x, u")du (3.68)
“1
a=1-2up'g+g% b=2g\1—pu2J1—p? (3.69)
1 a
k = - c=ag/or (3.70)

bagintisini elde ederiz.
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Bu ¢alismada, Sy yonteminin kullanilabilmesi bakimindan Denklem 3.68’in ¢oziimii
icin uygulanabilecek en uygun se¢im “degiskenlerine ayirma” kuralini uygulamaktir. Bu
amagcla Denklem 3.68’in ¢0zlimii i¢in asagida verilen ¢ézliimii Oneriyoruz;

L(x,u) = LoH(v, u) e* (3.71)
L, baslangi¢ sartlarindan belirlenebilecek bir sabit, H(v,u) ise radiyans dagilim
fonksiyonu olup normalizasyon sartint saglamalidir;
1
1
> fH(v, wdp =1 (3.72)

-1

Denklem 3.71°1 Denklem 3.68 de kullanirsak,

4H (v, ")
a? — b2)3/4

1-g%) |
WH G, )+ vH (v, ) = 220 [ ( [2EG) - KWdi'  (373)

bagintisini elde ederiz.

Sy yontemini uygulayarak v 06zdegerlerini hesaplamaya haziriz. Bundan sonraki
yapacagimiz islemlerde asagida verilen temsili gosterimde oldugu gibi H(v,u,) =

H,,(v), H(v, u,) = H,(v) gosterimlerini kullanacagiz.

1 N
1 1
3 fH(v, wdu = 3 Z H,,(v)w,y,, m=12,.....N (3.74)
-1 m=1

Gauss—Legendre kuadratiir setleri niimerik analiz kitaplarinda tablo halinde bulmak
miimkiindiir. Gauss-Legendre kuadratiir setini kullanarak niimerik integrasyon yardimu ile
v 0zdegerleri Case yonteminde oldugu gibi kolaylikla bulunabilir. Bilindigi gibi analitik
Case yonteminde bu siirekli v 6zdegerleri singiileriteli integral ¢oziimlerinden elde

edilmektedir. Biz bu siirekli 6zdegerleri nlimerik yaklagim ile bulmaktay1z.

Burada w,, agirlik degerleridir. N’in ¢ift mertebe yaklasiminda u,,, kokleri, O orijinine gore

simetrik oldugundan genelde N sayisinin ¢ift durumu kullanilir.

N sayist tek alinirsa, kokiin biri orijinde olmak iizere diger degerler yine simetriktir. u,,’in

mertebesi (veya N sayisi) v 6zdegerlerinin sayisini belirler.
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Buna gore Denklem 3.73 su sekilde diizenlenmektedir;

4Hy (V)W

2  _ H2 3/4
mn bm,n) /

1-g%)
0+ i (0) = C Y [2E () — Kk)]  (375)
n=1

burada

Amn = 1-2unung + gz ’ bm,n = Zg\/l - /flrzn\/l - /lrzl (376)

- (3.77)
2 ’ arzn,n - b%”t,n

Denklem 3.75’i daha sade bir bi¢imde yazacak olursak,

N |-

km,n

N/2
H,, = Z R, Hy o, (3.78)
n=1
olur ve burada Ry, ,,
ve(l - g?)
Ryn = 572 [ 2E(kmn) = K(kmn)] (3.79)

T[(V + .um) (agn,n - brzn,n)
seklindedir.

v 6zdegerlerini hesaplamak i¢in Denklem 3.78’1 kullanarak kare matris olusturacagiz ve bu

matris’in determinantini sifira esitleyecegiz.

Genel olarak yazilacak olursa,

[1-=Ryy  —Ryz . —-Ryy |[Hi()]

|_R2,1 1 - RZ,Z - RZ,N | HZ (v) |
(3.80)

N satir ve N siitundan olusan bir kare matris elde edilmektedir. Bu kare matrisin
determinantinin sifira esitlenerek v oO6zdegerleri i¢in “asikdr olmayan” (non-trivial)
coziimler elde edilir. Tez boyunca yapilan analitik ve niimerik islemlerin tamami Maple 15

software ile yapilmistir.
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4. SONUC VE TARTISMA

Fizik ve Miihendislikte herhangi bir ortamda pargaciklarin hareketinin bilinmesi
onem arz etmektedir. Fizikteki birgok 6nemli problem ve teknolojik pratik uygulamalar

dahil pargaciklarin hareketlerinde ortamin 6zelliklerinin etkisi vardir.

Niikleer reaktorler yakit, moderator, sogutucu, kontrol ¢ubuklar1 ve ¢evresel yapilar
iceren kompleks sistemlerdir. Boyle sistemlerde niikleer reaktor tasarimi ve kontrolii i¢in
ndtron pargaciklarinin aki momentleri, diflizyon uzunlugu, diflizyon katsayisi, kritik kiitle
gibi parametrelerin dogru bir sekilde hesaplanmasi gerekmektedir. Niikleer reaktorler
heterojen yapilardir. Bu nedenle her kisim farkli ozelliklere sahiptir ve yapilacak

islemlerde bu farkliliklar g6z 6niinde bulundurulmalidir.

Calismada ilk olarak astrofizikte yaygin olarak kullanilan Henyey-Greenstein faz (sagilma
fonksiyonu) fonksiyonu tek boyutlu slab geometride radiyatif transfer denkleminin ¢6ziimii
i¢cin uygulandi. Uyguladigimiz islemlerde radiyatif transfer denkleminin ¢6ziimii igin Py ve
Sy yontemleri kullanildi (¢6ziimde elde ettigimiz sonuglari karsilastirmak icin bu iki

yontemi tercih ettik).

Radiyatif transfer denkleminin ¢o6ziimiinii gerceklestirebilmek icin oncelikle 6zdeger
spektrumlarin1 bulmamiz gerekmektedir. Her iki yontemle elde ettigimiz 6zdeger spektrum

degerleri tablolar halinde verilerek karsilagtirilmastir.

Py yaklasimi adindan da anlasilacag: lizere acisal aki’y1r Legendre polinomlar: cinsinden

seriye agmak ve konuma bagli olan @,,(x) momentlerini bulma isleminden ibarettir.

Sy denklemi ise radiyatif transfer denklemini, integral iceren bir diferansiyel denklem
olmasi nedeniyle Gauss-Legendre kuadratiir seti kullanarak ¢ozmek icin gelistirilmis bir

yontemdir.

Bu c¢alismamizda ayarlanabilir asimetri parametresi g, fisyon basina ortaya
¢ikan ortalama foton sayist ¢ ve N’nin farkli degerleri i¢in Tablo 4.1 ile Tablo 4.5’e kadar
verilmistir. Bilgisayar yardimiyla bu bilesenlerin kombinasyonlarinin performanslari uzun
hesaplamalarla belirlenebilir. Tablolarda iiretilen sayisal sonuglar Maple 15 yazilimi
kullanilarak hesaplanmigtir. Ayarlanabilir asimetri parametresi g’nin artan degerlerinin
partikiilleri ileri ve azalan degerlerinin ise geri yonde sactifi anlami literatiirde bir

kabullenimdir.
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Calismamizda elde edilen degerler incelendiginde HG faz fonksiyonunda c’nin artan
degerlerine gore bazi1 g parametreleri i¢cin 6zdeger hesaplamalart yapilmistir. Ancak HG
faz fonksiyonunda bazi ¢ ve g degerlerinde Ozdegerlerin bulunamamasi ve bazi
mertebeden yaklasimlarda eksik Ozdegerlerin olmasi yontemin dezavantaji olarak
degerlendirmekteyiz. HG faz fonksiyonu bahsedilen durumlar haricinde incelendiginde
elde edilen degerlere gore g parametresinin artmasi ile iraksamalar gostermektedir. Bu
durum c¢’nin artmasi ile her ne kadar azalmis olsa da c¢’nin 1’e yakin degerlerindeki
hesaplamalar esastir. Dilim geometride Py ve Sy metodundaki v 6zdegerleri ¢ = 0 oldugu
durumda, elde edilen kokler 6zdestir. g parametresinin artmastyla diflizyon uzunlugunun
belli bir korelasyonda arttigi tespit edilmistir. HG faz fonksiyonu kullanilarak yapilan
hesaplamalarda g = 1’e yakin degerlerinde asir1 piklenme gozlemlenmektedir. Bulunan
sonuclarda N degeri bliylidiikkge Py ve Sy icin bulunan degerlerin birbirine yaklastig
goriiliir. Hesaplamalarda bulunan sonuglar virgiilden sonra besinci basamaga kadar yukari
yuvarlama yapilarak verildi. Tablolar dikkatlice incelendiginde Py ve Sy yonteminden elde
edilen ¢oziimlerin 6zellikle N = 4 yaklagimindan sonra hemen hemen neredeyse birbirine
esit oldugu goriiliir. Yani N arttik¢a sonuclar arasindaki uyumluluk da artmaktadir.

Ozel durumlar i¢in mevcut sonug, literatiirde mevcut diger sonuglar ile miikkemmel
bir uyum i¢indedir. Her iki yontemle de hesaplanan 6zdegerlerin birbiri ile uyumlu olmasi
her iki yontemin radiyatif transfer denkleminin ¢6zlimiinde iyi birer yaklasim oldugu
dogrulamaktadir.

Dikkat edilecek olursa ¢ =0 oldugu durumda, integral igeren radiyatif transfer

denkleminde integral terimi yok olmaktadir. Bundan dolayn ;

a. Py yaklasiminda Denklem 3.53’den anlasildig1 {izere denklem dogrudan Legendre
polinomlarmin tekrarlama bagimtisina dontismekte olup v 6zdegerleri uygulanan
yaklagim mertebesine gore, Py(v) = 0 Legendre polinomlarmin koklerine esit
olmaktadir.

b. Sy yaklasiminda ise Denklem 3.73’den anlagildigi tizere (v+ p)H(v,u) =0
oldugundan (v + p, )H,(u) =0, n=1,...... N diizenlemesi ile bunun diyagonal
bir matris oldugu ve determinanti da |(v+ pu)(WV+ty) ceee..(v+uy)| =0
oldugundan, v Ozdegerleri Py yaklasiminda oldugu gibi Py(v) Legendre

polinomunun koklerine esit olmaktadir.
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g = 0 durumu ise ¢ok 6zel bir durumdur. Hem Denklem 3.53 hem de Denklem 3.73
goriildiigii iizere ortamin tamamen izotropik oldugu anlamima gelmektedir, buna gore

g = 0 durumu izotropik ortamda radiyatif transfer denkleminin ¢éziimlerini igermektedir.
g = =1 durumu i¢in sunlar sdylenebilir;

a. Py yaklasiminda basitge Denklem 3.55 incelemek yeterlidir. g =1 oldugunda
+1//3(1—¢)2, g=—1 oldugunda ise +1/y/3(1—c2) birinci denklem
ikincisinde mutlak degerce her zaman daha bilyiiktiir, bu nedenle 6zdegerlerin
sayisal degerini ¢ degerleri belirlemekte olup ¢ — 1 asimptotik sonuglara
ulasilmaktadir.

b. Sy yaklasiminda ise v 6zdegerler eliptik fonksiyonlarin argiimaninda yer alan g ve
diger u,, Uy degerlerine gore degerlendirilmektedir. Bu detaya burada yer

vermeyecegiz.

Sonu¢ olarak bulunan 06zdegerler radiyatif transfer denkleminin ¢6zimi igin

kullanilacagindan,

a. Py yaklasimi i¢in;

N N+1
Lo =5 . Y Be@m+ DB () A (v, 9)e ™/

m=0 k=1

N| =

b. Sy yaklasimi igin;

N+1

L) = Lo ) fel (v we*
k=1

¢Ozlimlerine ulasilir.

Son olarak anizotropik terimi de iceren HG faz fonksiyonunun, transport esitliginin
¢ozlimiinde Py ve Sy yaklagimlar ile yapilan hesaplamalarda uygun degerler verdigi ve
bu sonugtan HG faz fonksiyonunun radiyatif transfer ¢éziimiinde kullanilabilir oldugu

goriildil.
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Tablo 4.1. ¢ = 0.0 i¢in d6zdeger spektrumu

) P, Sz P, Sy Pg Ssg
+0.18343
+0.33998 +0.52553
1.00 +0.57735 _ _ _
+0.86113 +0.79666
+0.96028
+0.18343 +0.18343
+0.33998 +0.33998 +0.52553 +0.52553
0.75 +0.57735 +0.57735
+0.86113 +0.86113 +0.79666 +0.79666
+0.96028 +0.96028
+0.18343 +0.18343
+0.33998 +0.33998 +0.52553 +0.52553
0.50 +0.57735 +0.57735
+0.86113 +0.86113 +0.79666 +0.79666
+0.96028 +0.96028
+0.18343 +0.18343
+0.33998 +0.33998 +0.52553 +0.52553
0.25 +0.57735 +0.57735
+0.86113 +0.86113 +0.79666 +0.79666
+0.96028 +0.96028
+0.18343 +0.18343
+0.33998 +0.33998 +0.52553 +0.52553
0.00 +0.57735 +0.57735
+0.86113 +0.86113 +0.79666 +0.79666
+0.96028 +0.96028
+0.18343 +0.18343
+0.33998 +0.33998 +0.52553 +0.52553
-0.25 +0.57735 +0.57735
+0.86113 +0.86113 +0.79666 +0.79666
+0.96028 +0.96028
+0.18343 +0.18343
+0.33998 +0.33998 +0.52553 +0.52553
-0.50 +0.57735 +0.57735
+0.86113 +0.86113 +0.79666 +0.79666
+0.96028 +0.96028
+0.18343 +0.18343
+0.33998 +0.33998 +0.52553 +0.52553
-0.75 +0.57735 +0.57735
+0.86113 +0.86113 +0.79666 +0.79666
+0.96028 +0.96028
+0.18343
+0.33998 +0.52553
-1.00 +0.57735 _ _ _
+0.86113 +0.79666
+0.96028
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Tablo 4.2. ¢ = 0.25 i¢in 6zdeger spektrumu

) P, Sz P, Sy Pg Sg
+0.24457
+0.45330 +0.70070
1.00 +0.76980 _ _ _
+1.14818 +1.06222
+1.28038
+0.20607 +0.20863
+0.40848 +0.43998 +0.59054 +0.59731
0.75 +0.73960 + 0.96866
+1.04716 +1.12161 +0.89269 +0.90277
+1.10778 +1.11611
+0.19621 +0.19625
+0.38554 +0.38753 +0.56163 +0.56171
0.50 +0.71269 +0.74025
+0.98361 + 0.98707 +0.84883 + 0.84895
+1.03636 + 1.03640
+0.19305 +0.19305
+0.37485 +0.37490 +0.55235 +0.55235
0.25 +0.68853 + 0.69067
+0.94061 + 0.94066 +0.83434 +0.83434
+0.99898 +0.99898
+0.19220 +0.19220
+0.37092 +0.37092 +0.54840 +0.54840
0.00 +0.66666 + 0.66666
+0.91141 +0.91141 +0.82430 +0.82430
+0.98011 +0.98011
+0.19262 +0.19262
+0.36957 + 0.36954 +0.54493 + 0.54493
-0.25 +0.64676 + 0.64610
+0.89268 + 0.89267 +0.81550 + 0.81550
+0.97123 +0.97123
+0.19394 +0.19392
+0.36727 + 0.36662 +0.54016 +0.54014
-0.50 +0.62853 + 0.62896
+0.88260 +0.88273 +0.80934 +0.80933
+0.96784 +0.96784
+0.19466 +0.19411
+0.36139 +0.36295 +0.53589 + 0.53608
-0.75 +0.61177 + 0.64947
+0.88070 + 0.89057 +0.80729 +0.80788
+0.97004 +0.97084
+0.18945
+0.35113 +0.54276
-1.00 +0.59628 _ _ _
+0.88937 +0.82279
+0.99178
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Tablo 4.3. ¢ = 0.50 i¢in 6zdeger spektrumu

g P, S, P, S Pg Sg
+0.36686
+0.67996 +1.05106
1.00 +1.15470 _ _ _
+1.72227 +1.59333
+1.92057
+0.23552 +0.24178
+0.51092 +0.62236 +0.67133 +0.68925
0.75 +1.03279 + 3.08636
+1.36111 +1.64306 +1.00357 +1.02839
+1.39003 +1.41381
+0.21084 +0.21092
+0.44434 + 0.44968 +0.60094 +0.60115
0.50 +0.94280 +1.04496
+1.18796 +1.19690 +0.89513 +0.89538
+1.20760 +1.20764
+0.20370 +0.20370
+0.41742 +0.41754 +0.58123 +0.58123
0.25 +0.87287 +0.87940
+1.08156 +1.08164 +0.87139 +0.87139
+1.10371 +1.10371
+0.20193 +0.20193
+0.40938 +0.40938 +0.57529 +0.57529
0.00 +0.81649 +0.81649
+1.01137 +1.01137 +0.86140 +0.86140
+1.04223 +1.04223
+0.20311 +0.20311
+0.40890 +0.40883 +0.57164 +0.57164
-0.25 +0.76980 +0.76912
+0.96615 +0.96614 +0.84981 +0.84981
+1.00934 +1.00934
+0.20679 +0.20674
+0.40768 + 0.40660 +0.56531 +0.56527
-0.50 +0.73029 +0.74752
+0.94208 +0.94326 +0.83888 +0.83887
+0.99658 +0.99658
+0.21098 +0.21028
+0.40141 +0.41998 +0.56048 +0.56207
-0.75 +0.69631 +1.14113
+0.94286 +0.99835 +0.83704 +0.83995
+1.00683 +1.01076
+0.21181
+0.39257 +0.60683
-1.00 +0.66666 _ _ _
+0.99435 +0.91991
+1.10884
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Tablo 4.4. ¢ = 0.75 igin 6zdeger spektrumu

g P, S, P, S Pg Sg
+0.73373
+1.35992 +2.10212
1.00 +2.30940 _ _ _
+3.44454 +3.18666
+3.84115
+0.27428 +0.28728
+0.67984 +1.05366 +0.77344 +0.80997
0.75 +1.74574 +2.91511
+2.07132 + 3.66551 +1.15043 +1.19585
+2.07875 + 2.16457
+0.22772 +0.22785
+0.52188 +0.53296 +0.64333 +0.64368
0.50 +1.46059 +1.91485
+1.65387 +1.67868 +0.93633 +0.93667
+1.65745 + 1.65755
+0.21550 +0.21550
+0.46877 +0.46898 +0.61046 +0.61046
0.25 +1.28102 +1.30157
+1.42779 +1.42792 +0.89702 +0.89702
+1.43146 +1.43146
+0.21265 +0.21265
+0.45594 + 0.45594 +0.60341 +0.60341
0.00 +1.15470 +1.15470
+1.28423 +1.28423 +0.89143 +0.89143
+1.28944 +1.28944
+0.21498 +0.21498
+0.46029 +0.46016 +0.60353 +0.60353
-0.25 +1.05962 +1.06295
+1.18878 +1.18880 +0.88844 +0.88844
+1.19709 +1.19709
+0.22247 +0.22239
+0.46852 +0.46750 +0.60255 +0.60251
-0.50 +0.98473 +1.12844
+1.13059 +1.13729 +0.88369 +0.88368
+1.14386 +1.14389
+0.23535 +0.23526
+0.47892 +0.57533 +0.60837 +0.61379
-0.75 +0.92376 +0.74364
+1.12118 +1.50618 +0.89202 +0.90001
+1.14431 +1.16307
+0.27732
+0.51400 +0.79453
-1.00 +0.87287 _ _ _
+1.30191 +1.20444
+1.45182
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Tablo 4.5. ¢ = 0.99 i¢in 6zdeger spektrumu

9 P, Sz P, Sy Pg Sg
+18.34346
100 +33.99810 +52.55324
' +57.73502 - +86.11363 - +79.66664 -
+96.02898
+0.32545 +0.35028
+0.98928 + 3.00553 +0.89908 +0.96524
0.75 +11.37760 +0.97790
+11.48062 +3.97730 +1.38955 +1.47342
+11.48062 +13.40815
+0.24653 +0.24673
+0.62116 +0.64151 +0.68710 +0.68763
0.50 +8.12444 +3.25565
+8.16776 +13.17655 +0.98018 + 0.98057
+8.16777 +8.17797
+0.22800 +0.22800
+0.52539 +0.52572 +0.63718 +0.63719
0.25 +6.65558 +9.94915
+6.68407 +6.69180 +0.91331 +0.91331
+6.68407 +6.68407
+0.22382 +0.22382
+0.50506 + 0.50506 +0.62734 +0.62734
0.00 +5.77350 +5.77350
+5.79672 +5.79672 +0.90605 +0.90605
+5.79672 +5.79672
+0.22757 +0.22756
+0.51732 +0.51714 +0.63191 +0.63191
-0.25 +5.16914 + 7.59408
+5.19136 + 5.19699 +0.90758 +0.90758
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