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OZET
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Danigman : Yrd. Do¢. Dr. Ugur ULUSU

Bu tez caligmasi alt1 boliimden olugsmaktadir.

Birinci bolum giris kismina ayrilarak konunun tarihi gelisimi ve genel bir literatiir
bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde, calismann daha iyi anlagilabilmesi icin gerekli
olan temel kavramlardan bahsedilmistir. Ucilineii boliimde, reel say1 dizilerinin
T-istatistiksel yakinsakligi, Z-lacunary istatistiksel yakinsakligi ve kuvvetli
Z-lacunary toplanabilirligi kavramlar: tanitilarak bunlarin kendine 6zgi ozellikleri
ve bu kavramlar arasindaki iligkiler ornekler ve teoremlerle agiklanmigtir. Dordiincii
bolimde, herhangi bir normlu lineer uzayda Z-istatistiksel yakinsaklik,
7T — Mistatistiksel yakinsaklik ve Z — [V, A]-toplanabilirlik kavramlar: verilerek bun-
larin kendine ozgii ozellikleri ve bu kavramlar arasindaki iligkiler ornekler ve teo-
remlerle aciklanmigtir. Besinci boliimde, 0 < a < 1 olmak fizere, licincii boliimde
verilen kavramlar genellegtirilerek; reel say1 dizileri i¢in a. mertebeden Z-istatistiksel
yakinsaklik, Z-lacunary istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli Z-lacunary toplanabilir-
lik kavramlar: tanitilip, bunlarin kendine 6zgii 6zellikleri ve bu kavramlar arasindaki

iligkiler 6rnekler ve teoremlerle aciklanmigtir.

Son boliim olan altinc1 boliimde ise, ¢aligma boyunca yararlanilan literatiirdeki kay-

naklar listelenmigtir.
2018, v + 35 sayfa

Anahtar Kelimeler : Ideal, Siizgec, Z-istatistiksel yakisaklik, Z-lacunary istatis-
tiksel yakinsaklik, Z — A-istatistiksel yakinsaklik, o. mertebe.
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This thesis consists of six chapters.

First chapter has been devoted to introduction, historical development of the topic
and general literature are given. In the second chapter, some basic concepts nec-
essary for a better understanding of work are recalled. In the third chapter, the
concepts of Z-statistical convergence, Z-lacunary statistical convergence and strong
Z-lacunary summability of real number sequences are introduced and their spe-
cific properties and relations between these concepts are explained by examples and
theorems. In the fourth chapter, the concepts of Z-statistical convergence, 7 — -
statistical convergence and Z — [V, A\]-summability are given in any normed linear
space and their specific properties and relations between these concepts are ex-
plained by examples and theorems. In the fifth chapter, the concepts given in the
third section are generalized where 0 < a < 1; the concepts of Z-statistical con-
vergence, Z-lacunary statistical convergence and strong Z-lacunary summability of
order « for real number sequences are introduced, their specific properties and rela-
tions between these concepts are explained by examples and theorems.

In the sixth section, which is the last chapter, the sources in the literature that have

been utilized throughout the study are listed.
2018, v + 35 pages

Key Words : Ideal, Filter, Z-statistical convergence, Z-lacunary statistical conver-

gence, Z — A-statistical convergence, order «.
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SIMGELER DIZINI

Simgeler

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

(k) Reel say1 dizisi

lso Sinirh reel say1 dizilerinin kiimesi

Ty — X (xy) dizisinin z e yakinsamasi

(7x;) (xy) reel say1 dizisinin alt dizisi

V] VA, sayisiin tam degeri

A° A kiimesinin tiimleyeni

inf A A kiimesinin alt sinirlarinin en biiyiigi

sup A A kiimesinin iist sinirlarinin en kiigiigii

lim inf xy, (xy) dizisinin alt limiti

lim sup x, (xy) dizisinin tist limiti

| K| K, kiimesinin eleman sayisi

0 ={k.} Lacunary dizi

2N N nin kuvvet kiimesi

7 Ideal

F Stizgeg

F(Z) Ideal ile iligkili siizgeg

Ly Dogal yogunlugu sifir olan kiimelerden olusan ideal
Ly Sonlu elemanl kiimelerden olusan ideal

S(T) Z-istatistiksel yakinsak diziler siifi

So(7) Z-lacunary istatistiksel yakinsak diziler smifi

NylZ] Kuvvetli Z-lacunary toplanabilir diziler simifi
SA\(T) 7 — M-istatistiksel yakinsak diziler sinifi

[V, \(Z) [V, A\|(Z)-toplanabilir diziler simifi

S(Z)~ a. mertebeden Z-istatistiksel yakinsak diziler sinifi
So(Z)~ a. mertebeden Z-lacunary ist. yakinsak diziler smifi
No(Z)~ a. mertebeden Z-lacunary yakinsak diziler siifi




1 GiIRis

Yakinsaklik kavrami, Analiz ve Fonksiyonel Analiz alaninin temel kavramlarindan
biridir. Yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi olan ve temeli pozitif tamsayilarin
dogal yogunlugu kavramma dayanan Istatistiksel Yakinsaklik kavrami ise Topla-
nabilme Teorisinde biiyiikk 6éneme sahiptir. Fast (1951)’ in istatistiksel yakinsak
kavramini tanitmasindan bu yana bu kavramin uygulamalar: ve bazi genellestirmeleri
bagta Schoenberg (1959), Maddox (1978), Salat (1980), Freedman ve Sember (1981),
Fridy (1985), Kolk (1991) ve Savas (2002) olmak iizere bir¢ok aragtirmaci tarafindan
giiniimiize kadar verilmistir. Son zamanlarda Colak (2010) ve Bhunia vd. (2012)
tarafindan yapilan caligmalarda, 0 < a < 1 olmak iizere, . mertebeden dogal

yogunluk kavrami kullanilarak istatistiksel yakinsaklik kavrami genellegtirilmistir.

Fridy ve Orhan (1993) lacunary dizi kavramini kullanarak, istatistiksel yakimsaklikla
aralarinda onemli iligkiler bulunan lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramini
tamitmigtir. Lacunary toplanabilme yontemleri arasindaki bazi kapsama bagintilar
Li (2000) tarafindan verilmistir. Savag ve Karakaya (2007) lacunary dizi kavramini

kullanilarak bazi yeni dizi uzaylar1 tanimlamigtir.

Mursaleen (2000), Leindler (1965) tarafindan tamtilan [V A]-toplanabilmenin bir
genellegtirilmesi olan A-istatistiksel yakinsaklik kavramini vermistir. Bu kavram
Colak ve Bektag (2011) tarafindan «. mertebeden A-istatistiksel yakinsaklik kavra-

mina genisletilmigtir.

Dogal sayilar kiimesi N nin alt kiimelerinden olugan bir ideal kavramina dayanan
ve istatistiksel yakinsakligin da bir genellegtirmesi olan Z-yakinsaklik kavrami ise
Kostyrko vd. (2000) tarafindan tamtilmigtir. Bu kavramin da uygulamalar ve
birkag genellegtirmesi bagta Kostyrko vd. (2005), Das ve Ghosal (2010) olmak iizere

bir¢ok aragtirmaci tarafindan giintimiize kadar verilmigtir.

Son zamanlarda, Das vd. (2011) ideal kavramini kullanarak, istatistiksel yakinsaklik

ve lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlarimin bir genellestirmesi olan,



T-istatistiksel yakinsaklik ve Z-lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlarini

vererek, bu kavramlarin baz1 ozelliklerini ve aralarindaki iligkileri incelemigtir.

Savag ve Das (2011), herhangi bir reel normlu lineer uzayda Z-istatistiksel yakinsaklik,
ve T — M-istatistiksel yakinsaklik kavramlarini tanitmig, bu kavramlarin bazi 6zellik-

lerini ve aralarindaki iligkileri incelemistir.

Das ve Savag (2014), 0 < a < 1 olmak iizere, o. mertebeden Z-istatistiksel
yakinsaklik ve ae. mertebeden Z-lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlarini tani-
tip, bunlarin kendine 6zgi 6zelliklerini ve bu kavramlar arasindaki iligkileri 6rnekler

ve teoremlerle aciklamigtir.

Bu caligmanin ikinci boliimiinde, matematik alaninda onemli olan ve ¢aligmamizin

daha iyi anlagilabilmesi i¢in gereken temel kavramlardan bahsedilmigtir.

Tlerleyen boliimlerde, sirasiyla Das vd. (2011), Savag ve Das (2011) ve Das ve Savag
(2014) tarafindan yapilan c¢aligmalardaki temel tanim, 6rnek ve teoremler analiz

edilmigtir.

Son boélim olan altinct boliimde ise, ¢aligma siiresince yararlanilan literatiirdeki

kaynaklar listelenmigtir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢alismanin daha anlagilir olmasi i¢in gerekli olan bazi temel kavramlar

verilmigtir.

Tanim 2.1 Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir. Eger
dizinin deger kiimesi R reel sayilar kiimesi ise, diziye reel terimli dizi veya reel
sayr dizisi ya da reel dizi denir. Yani reel terimli dizi f : N — R bi¢iminde bir

fonksiyondur (Balc1 2010).

Genel terimi x,, olan bir dizi (z,) = (21, ®2, ..., Tn, ...) bigiminde gosterilir.

Caligma boyunca, aksi belirtilmedikce, (x,) dizisi bir reel say1 dizisi olarak kabul

edilecektir.

Tanim 2.2 FEger her n € N igin |z,| < M olacak gekilde bir M > 0 reel sayist

varsa, (x,) dizisine sinarle dizi denir. Ttm simirh reel dizilerin kiimesi [, ile gosterilir

(Balcr 2010).

Tanim 2.3 (z,) bir dizi ve € R olsun. Her ¢ > 0 igin, n > ny oldugunda
|z, — x| < € olacak sekilde ¢ a bagl bir ny € N sayis1 bulunabiliyorsa, (z,,) dizisinin
limati x dir veya x e yakinsaktir denir ve lim z,, = x veya x,, — = biciminde gosterilir

(Balc1 2010).
Tanim 2.4 Bir (z,,) dizisi verilmis olsun. Eger
i. Her n € Ni¢in z,, < z,41 ise, diziye azalmayan dizi,
ii. Her n € Nigin z,, > x,4, ise, diziye monoton azalan dizi denir (Balc1 2010).

Tanim 2.5 z: N — R, z(n) = x, dizisi verilmig olsun. £ : N — R, k(n) = k,
fonksiyonu (dizisi) bir artan dizi olmak {izere (zok) : N — R bilegke fonksiyonuna z

dizisinin bir alt dizisi denir (Balc1 2010).
(zok)(n) = z(k(n)) = z(k,) = z,

olacagindan (x,,) dizisinin bir alt dizisini bulmak i¢in, (k,) dogal sayilarin artan bir

dizisi olmak sartiyla, n yerine k, koymak yetecektir.
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Tanim 2.6 (zy,), (x,) dizisinin bir alt dizisi olsun. (xy,) yakinsak ve limiti x ise,

bu x noktasina (x,) dizisinin bir limit noktas: denir (Balc1 2010).

Tanim 2.7 (z,,) bir reel terimli dizi ve C' de (z,,) dizisinin alt dizilerinin limitlerinin
kiimesi olsun. C, genisletilmis reel sayilar kiimesinin bir altkiimesidir. sup C' ve inf C'
genisletilmis reel sayilarina, sirasiyla, (x,,) dizisinin st limiti ve alt limiti denir. Ust

limit, lim sup z,, ve alt limit lim inf z,, ile gosterilir (Balc1 2010).

Tanim 2.8 (z,,) bir reel terimli dizi olsun. (x,) bir Cauchy dizisidir < Her ¢ > 0

i¢in bir ny € N vardwr dyle ki m,n > ng igin |z, — x,| < € dur (Balc1 2010).

Tanim 2.9 K C Nve K, ={k <n:k e K} olsun. Buna gore K kiimesinin dogal
yogunlugu,

1
d(K) = lim ol _ lim —|{k <n:keK}|

n—oo n n—oo 1,

bigiminde tanimlanir (Niven et al. 2008).

Burada |K,| ifadesindeki dikey g¢izgiler, igerisinde bulunan K, kiimesinin eleman

sayisini gostermektedir.

Tamim 2.10 z = () bir dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in {k < n: |z, — L| > ¢}

kiimesinin dogal yogunlugu 0, yani

lin1l’{k§n:|xk—L|25}‘ =0

n—oo

ise, x dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir denir ve st —limxz = L bigiminde gosterilir

(Fridy 1985).
Tanmim 2.11 z = (z}) bir dizi olsun. 0 < a < 1 olmak iizere eger her € > 0 igin

1
lim —
n—oo N

{k<n:|z,— L 25}):()
ise, x dizisi L ye a. mertebeden istatistiksel yakinsaktir denir (Colak 2010).

Tanim 2.12 6 = {k.} dizisi (r = 1,2,3,...), kg = 0 ve r — oo iken
h, = k. — k._1 — oo olacak sekilde porzitif tamsayilarin artan bir dizisi ise,

lacunary dizi olarak adlandirihr (Fridy and Orhan 1993).
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Cahgma boyunca 6 = {k.} lacunary dizi tarafindan belirlenen araliklar

k.
k/"r—l

I, = (k,_1, k;] ile belirtilip, ayrica orani da g, ile gosterilecektir.

Tanim 2.13 6 = {k,.} bir lacunary dizi olsun. Eger x = (x}) dizisi igin
li Ly LI =0
Jim =D Jee — Ll =
kel

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, x dizisi L ye kuvvetl lacunary toplanabilirdir denir

(Fridy and Orhan 1993).
Tanim 2.14 6 = {k,.} bir lacunary dizi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

i 1
Yo g

T

{kEIT:|x,€—L|Z€}‘:0

ise, z dizisi L ye lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve Sy —lim x = L bigiminde

gosterilir (Fridy and Orhan 1993).

Tanim 2.15 X = (\,) dizisi, A,11 < A, + 1 ve A\; = 1 olmak tizere pozitif sayilarin

azalmayan ve sonsuza giden bir dizisi olsun. I,, = [n — \,, + 1, n| olmak iizere eger

.1
i 5 2 o= LI =0

keln

olacak gekilde bir L sayis1 varsa, (zj) dizisine [V, A]-toplanabilirdir denir. Eger her
e > 0 i¢in

.1

lim —‘{k €ly:|z,—L| > 8}‘ =0

n—oo \,,

ise, (z) dizisi L sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir (Mursaleen 2000).

Tamm 2.16 Bir Z C 2" ailesinin N de bir ideal olmasi icin gerek ve yeter sart,
i. 0eZ,
ii. Her A,Be€ Zi¢cin AUB € T,
iii. Hor A€ Zve BC Aigin BeZ

sartlarim saglamasidir (Kostyrko et al. 2000).



Eger N € T ise, Z ya bir gercek ideal denir. Ayrica Z bir gercek ideal ve her n € N

icin {n} € Z oluyorsa, Z idealine uygun ideal denir.

Bu calismadaki biitiin idealler, aksi belirtilmedikge, uygun ideal olarak kabul

edilecektir.

Tamm 2.17 Bostan farkli bir F C 2 ailesinin N de bir siizge¢ olmasi icin gerek

ve yeter sart,
i 0¢F,
ii. Her A,B € Ficin ANB € F,
iii. Her A€ F ve her B D Aicin B € F
sartlarim saglamasidir (Kostyrko et al. 2000).
Onerme 2.18 Eger Z, N nin gergek ideali ise, bu durumda
FIZ)={M cN:JAeT: M=N\A}

ailesi N de bir stlizgectir. Bu F(Z) ya Z ile iligkili silizge¢ denir
(Kostyrko et al. 2000).

Tanim 2.19 Z C 2" bir uygun ideal ve x = () bir dizi olsun. Eger her € > 0 igin
Ale)={keN:|zy —L| >} e

oluyorsa, x dizisi L ye Z-yakinsaktir denir ve Z — limx = L bic¢iminde gosterilir

(Kostyrko et al. 2000).

Eger 7 = 1Z; olarak almirsa; Iy, N nin bir uygun idealidir ve bu durumda

Z-yakinsaklik ile Tanim 2.3 deki aligilmig yakinsaklik cakigir.

Tamim 2.20 Z C 2N bir uygun ideal olsun. Z idealine ait karsihkh ayrik her
{A; }nen kiimeler ailesi i¢in, A,AB,, (n € N) sonlu kiime ve

B:GBHGI

n=1
olacak sekilde {B, },en kiimeler ailesi varsa, Z ideali (AP) sartini saghyor denir

(Kostyrko et al. 2000).



Tanim 2.21 X # () olsun. p: X x X — R fonksiyonu her z,y, 2z € X icin
ML. p(z,y) =0z =y,

M2. p(z,y) = p(y, ),

M3. p(z,y) < p(x, 2) + p(z,y)

sartlarini sagliyorsa, p fonksiyonuna X de bir metrik denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.22 N, lineer bir uzay olsun. || - || : N — R fonksiyonunun z deki degeri

||| ile gosterilsin. Eger bu fonksiyon her z,y € N ve her « skaleri igin
N1. |z]| =0< x =90,

N2. |Jaz| = |of||z]],

N3z +yll < llzll + llyll

sartlarim sagliyorsa, || - || fonksiyonuna N de bir norm ve (N, || - ||) ikilisine de bir

normlu uzay denir (Bayraktar 2006).

Lineer uzay tizerinde bir norm tanimlanmigsa, bu uzaya normlu lineer uzay denir.

Bos olmayan herhangi bir A kiimesi iizerinde taniml skaler degerli sinirl fonksiyon-
larmn kiimesi S(A) ile gosterilsin. S(A) kiimesi fonksiyonlarin toplama ve skalerle

carpma iglemlerine gore bir lineer uzaydir.
|l s S(A) — R,
[flleo s sup{|f(z) : x € Al}

olarak tanimlanirsa, ||.||« bir normdur.

Tanim 2.23 (z,), (N, ||.||) normlu uzaymmda bir dizi olsun. Her n igin ||z,| < M
olacak sekilde bir M > 0 sayisi varsa, (z,) dizisine sinurls dizi denir (Bayraktar

2006).

Tanim 2.24 (z,), (N, |.|]) normlu uzaymda bir dizi olsun. Her ¢ > 0 igin n > ng
oldugunda ||x,, — z|| < e olacak gekilde bir ng sayis1 varsa, (z,) dizisi = e yakmsaktir

denir (Bayraktar 2006).



Tanim 2.25 (x,), (N, ||.|]) normlu uzaymnda bir dizi olsun. Her ¢ > 0 i¢in m,n > ng
oldugunda ||x,, — x,|| < € olacak sekilde bir ng sayisi varsa, (z,) dizisine Cauchy

dizisi denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.26 (N, || - ||) normlu uzay olsun. p(x,y) = || — y|| olarak tanimlanirsa,

d metrik sartlarim saglar. Bu d metrigine norm metrigi denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.27 Eger N, norm metrigine gore tam ise (yani N deki her Cauchy dizisi

yakinsak ise) N ye Banach uzay: denir (Bayraktar 2006).



3 BAZI TOPLANABILME YONTEMLERININ IDEALLER KUL-

LANILARAK GENELLESTIRILMESI

Bu boliimde, Das vd. (2011) tarafindan “Z-istatistiksel yakinsaklik” ve Z-lacunary
istatistiksel yakinsaklik” kavramlari ile ilgili yapilan caligmadaki temel tanim, 6rnek

ve teoremler verilecektir.

Tanmim 3.1 z = (zy) bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 ve 6 > 0 igin
1
{nGN:—‘{kﬁn:|xk—L|25}‘25}GZ
n

oluyorsa, x dizisi L ye Z-istatistiksel yakimsaktir veya L ye S(Z)-yakinsaktir denir

ve bu durum zj, — L(S(Z)) biciminde gosterilir.
Tiim Z-istatistiksel yakimsak dizilerin simfi S(Z) ile gosterilecektir.

Uyar: 3.2 7 = 7, olarak alinsm. (A,) dizisi; 1 <n < 10 i¢in A, = 1 ve her n > 10

i¢cin A\, = n — 10 olarak tanimlansin. Ayrica A = {12,22 32 42 52, ...} olsun.

X normlu lineer uzaymda = = (zy) dizisi; u € X (JJu|| = 1) sabit bir eleman ve 0,
X in birim (6zdeg) eleman olmak tizere
ku , n—[V ] +1<k<n ngA ise
Tk=9 ku , n—A,+1<k<n, neA ise
0 , diger durumlarda

bi¢iminde tanimlansin.

Burada, Savag ve Das (2011) tarafindan yapilan ¢caligmadaki Teorem 2.3 ve yine ayni
caligmadaki Uyarn 2 dikkate alindiginda, x = (zy,) dizisi Z-istatistiksel yakinsak olan

fakat istatistiksel yakinsak olmayan diziye bir ornektir.

Tanim 3.3 6 = {k,} bir lacunary dizi ve x = (x}) bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0

ve 0 > 0 igin

1
{rEN:h—{kGIT:]a:k—LIZS}‘Zé}EI

oluyorsa, x dizisi L ye Z-lacunary istatistiksel yakinsaktir veya L ye

Sp(Z)-yakmsaktir denir ve bu durum z, — L(S95(Z)) biciminde gosterilir.



Tiim Z-lacunary istatistiksel yakimsak dizilerin smifi Sp(Z) ile gosterilecektir.

S(Z) ve Sp(Z) mn her ikisi de tiim reel diziler uzay1 s nin lineer altuzaylaridir.
Bu iddiadaki ifadelerin ispatlar1 benzer oldugu i¢in, burada sadece Sy(Z) i¢in ispat

verilecektir.
Teorem 3.4 Sy(Z) Nl kiimesi £, un kapali bir alt kiimesidir.

Ispat: (z") C Sy(Z) Nl dizisi yakinsak bir dizi ve 2" — z € {4 olsun.
z € Sy(Z) Nl oldugu gosterilmelidir. Her n € N i¢in 2" — L, (Ss(Z)) olsun.
Verilen herhangi bir ¢ > 0 i¢in ¢,, = 2% olmak iizere, monoton azalan bir pozitif (¢,,)
dizisi almsim. (g,) dizisinin 0 a yakmsadigi agiktir. ||z — 2" < % olacak sekilde

pozitif bir n tam sayist segilsin. 0 < § < 1 olsun. O zaman

1
A= N:—
{TG I

{ke]r:|xZ—Ln[2%}‘ <g} € F(I)

ve

. d
{kel :|aitt — Lyl > 8;}‘ < 5} € F(I)

1
B = N:—
{TE I

dir. ANB € F(Z) ve ) ¢ F(I) oldugu i¢cin r € AN B segilebilir. O zaman

1 . €n 0
ve
1 n En+i )
h_r{kEIT:|xk+l_L"+1|Z 4 }‘<§
tir ve bu ylizden
1 n n
h—{keIr:\xZ—Ln|2% v xg“—LnHyzg;}‘da

dir. Boylece, |2} — L,| < %n ve |zPth— L] < 5721 olacak gekilde bir k € I,

vardir. O zaman

\Ln — Lpa| < |Ln — IZ| + |IZ - $Z+1| + |$Z+1 — Ly

IN

|2k = Lol + 127 = Lol + |z — 2" |oo + [l — 2"

En €n+1 En 5n+1
4 4 + 4 + 4

IN
|
_|_

< en
yazilabilir.
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Bu ise (L,) dizisinin R de bir Cauchy dizisi oldugu anlamina gelir ki bu yiizden
n — oo iken L,, — L olacak gekilde bir L € R sayist vardir. z — L(Sg(I)) oldugu

gosterilmelidir. Her ¢ > 0 i¢gin ¢, < Z, |z — 2" < Z, L, — L] < Z olacak

sekilde bir n € N segilsin. O zaman

1 1
h—{kGIT:|x,€—L|25}‘ < h—{kEIr:|xZ—Ln|+||mk—xZ||oo
L= L] 2 ¢}
< Mikern:up-rL [+ 5+ 2e}]
= hr r o k n 4 4_
1 n €
dir. Bu ise
1
{TGN:h—{ke[r:\xk—L\ze}’<§}
1
Q{TGN:h—{kEIT:|xZ—Ln|2%}’<5}E]:(I)
olmasini gerektirir. Bu ytlizden
1
{rEN:h—{kEIT:|xk—L|28})<5}€]:(I)
ve boylece

1
{rGN:h—{kEIT:|xk—L|25})25}€I

dir. Buise z — L(S@ (I)) oldugunu gosterir ve ispat1 tamamlar.

Tanim 3.5 6 = {k,} bir lacunary dizi ve x = (x}) bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0

i¢in

1
{rGN:h—Z|xk—L|25}€I

" kel,

oluyorsa, z dizisi L ye kuvvetli Z-lacunary yakinsaktir veya Ny|Z]-yakinsaktir denir

ve bu durum z;, — L(Ng[Z]) bi¢iminde gésterilir.

Tim kuvvetli Z-lacunary yakinsak dizilerin simfi Ny[Z] ile gosterilecektir.

11



Teorem 3.6 6 = {k,.} bir lacunary dizi ve x = (x}) bir dizi olsun. O zaman

(b) Ny[Z], So(Z) mn 6zalt kiimesidir.

. x €l ve x5, — L(S@(I)) = T, — L(NG[I])
iii. Sp(Z) Nloe = Ny[Z] N Lo
dur.

Ispat: (i) (a) z, — L(Ny[Z)) olsun. Her ¢ > 0 i¢in

Z|xk—L|Z Z |xk—L|Ze-‘{kEIT:|xk—L|Z€}‘

kel kel
|z —L|>e

yazilabilir ve bu yiizden

1
g-h,

Z|azk—L|zhi’{kelrz\xk—HZe}‘

kel

dir. O zaman her § > 0 igin

1 1
{TGN:h—T{ke[r:\xk—L\ze}IE(S}Q{reN:h—Z\xk—L\zg-é}

" kel,
elde edilir. Burada x; — L(Ng[Z]) oldugu da dikkate alnirsa ispat tamamlamnir.

(b) Ny[Z] C Sy(Z) kapsamasimin dogru oldugunu gostermek igin; 0 = {k,.} bir

lacunary dizi olsun ve x = (xy) dizisi

r=1,2,....,[\/h],0,0,... (r=1,23,..)

bi¢giminde tanimlansin. O zaman, her € > 0 i¢in

V)
hT’

1
ve buradan her ¢ > 0 i¢in

{reN:hir{ke[r:|xk—0|zs}‘25}g{reN:[\/h_r]zd}

h,
elde edilir. Bu kapsam ifadesinde, sag taraftaki kiime sonlu ve bu ytizden Z idealine

ait oldugu icin zj, — 0(Sp(Z)) sonucuna ulagilir.
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Diger taraftan

1 1 WRNWAL+ )
— Z l2p — 0| = - :
dir. O zaman Z uygun ideal oldugundan, F(Z) ya ait bazi m € N ler igin

{TGN LS g2t } -+ fren: MEIESY L 1)

h
" kel, r

[\

= {mm+1,m+2, ..}

dir. Buradan z, 4 0(Np[Z]) sonucuna ulasilr.

(ii.) = = (z) € lo ve my — L(Sy(Z)) olsun. Bu durumda her k € N i¢in
|z, — L| < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. Verilen € > 0 i¢in

e Il = o 3 Lt 3 -l

" kel, " kel T kel
lzk—L[>5 lzi—LI<5

IN

M € €
h—r{kefr|$k—L|2§}‘+§

dir. Sonug olarak

{reN Z|xk—L|>5}

" kel,
- {r eN:

elde ederiz ve ispat tamamlanir.

> = ’ I
\:ck ‘ }_QM}E

(iii.) (¢) ve (77) den elde edilir.

Teorem 3.7 Herhangi bir § = {k,} lacunary dizi i¢in; Z-istatistiksel yakinsakligin
Z-lacunary istatistiksel yakinsakligi gerektirmesi icin gerek ve yeter sart
liminf, ¢, > 1 olmasidir. Eger liminf, ¢. = 1 ise, o zaman Z-istatistiksel yakinsak

olan fakat Z-lacunary istatistiksel yakinsak olmayan smirh bir (zy) dizisi vardir.

Ispat: («<): liminf, g. > 1 olsun. O zaman, yeterince biiytik r i¢in ¢, > 1+ «

olacak gekilde av > 0 sayis1 vardir oyle ki

h, Q
>
k, 1+«

esitsizligi saglanir.
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Boylece, her € > 0 ve yeterince biiytik r i¢in

i{l{:gkr:|$k—L|25}’

T

v

r:|[Ek—L|ZE}‘

T ‘{kegqu—uzs}‘

dir. O zaman, her 6 > 0 i¢in

1
N:—
{re I

{ke[r‘xk—L‘ZE}lz(S}

1 oo
C N:—
_{TE k, 1+a}

elde edilir. Bu kapsama bagmtismdan ise z, — L(S(Z)) = ax — L(Se(Z))

{kgkr:|xk—L|25}‘2

oldugunu anlagilir.

Tersine liminf, g, = 1 olsun. 6 = {k,} lacunary dizinin

b 142 S (> +2)
- Ve 7, r, = T;_
krjfl J krj,l ’ =

olacak sekilde bir (k,,) alt dizisi segilebilir. Bir (z;) dizisi

L, iel,
Tr; =
0 , diger durumlarda

bi¢iminde tanimlansin. O zaman, herhangi bir L reel sayisi i¢in

Z lz; — Ll =|1—L|, (j=1,2..)

Tﬂ kel

ve
— Z i = LI = |LI,  (r#71)
fir; kel
dir. Oyleyse (z;) dizisinin Np[Z] ya ait olmadigr oldukca aciktir. (z;) dizisi siurh
oldugundan, Teorem 3.6 nmn (i) sikkindan dolay1 z; 4 L(Sy(Z)) dur.

Simdi, biitiin bunlarm ardindan k,,_y < n < k., olsun. O zaman Fast (1951)

tarafindan yapilan calismadaki Teorem 2.1 den

g r~—1+hr 1 1 2
—1e<n: —L>5‘ xz< - <4 ==

yazilabilir. Boylece herhangi bir Z uygun ideali icin (Iz) dizisi Z-istatistiksel yakinsaktir.
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Uyar: 3.8 liminf, ¢. > 1 sartin saglayan herhangi bir 6 = {k,} lacunary dizi i¢in,

Uyar1 3.2 de verilen dizi Z-lacunary istatistiksel yakinsak diziye bir ornektir.

Teorem 3.9 7 ideali (AP) sartin saglayan bir uygun ideal ve 0 = {k.} € F(Z)
olsun. Eger x € S(Z) N Sy(Z) ise, o zaman S(Z) — limz = Sp(Z) — lim z dir.

Ispat: S(Z)—limz = L, Sp(Z)—limz = L' ve L # L’ olsun. Ayrica0 < ¢ < S|L—L|
olarak almsin. Z ideali (AP) sartim sagladigindan

1
lim —
r—=00 M,

{k <m, |z, — L 25}‘ =0

olacak gekilde bir M = {my, ma, m3,...} € F(Z) (yani N\M € Z) kiimesi vardur.
A={k<m |z —L|>e} ve B={k<m |z, —L|>¢}

olsun. O zaman

my = |AU B| < [A] + B

dir. Bu ise
Al , IBI
1<—+—
m,.  m,
olmasini gerektirir.
|B| Al
<1 ve lim =0
m, r—00 M,
oldugu i¢in
B
lim dl =1
T—=00 My

dir. M* = {ky, ki, ki,,..} = M N6 € F(Z) olsun. O zaman, z, — L'(Ss(Z))

oldugu i¢in

t; =

%{ke]i:|xk—L’|Ze}‘i>0

olmak lizere

1
—{k <my |z, — L' 25})
my
istatistiksel limit ifadesinin k;, inci terimi
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lp

{kEU]i:|wk—L'|2€}

i=1

1

,

Iy
_ > tih (3.1)

lp

Z hz =1
=1

dir. @ = {k.} bir lacunary dizi oldugu igin (3.1) ifadesi ¢; nin regiiler bir agirhkh
ortalama dontigiimiidiir. Bundan dolay1 (¢;) dizisi aym zamanda p — oo iken sifira
Z-yakimsaktir ve bu ytlizden (t;) dizisi, Z ideali (AP) sartim sagladigi igin sifira
yakinsak bir altdiziye sahiptir. Fakat bu

Lltrsn -1z}

nin bir altdizisi oldugu icin

Lltr<n o124}

nin 1 e yakinsamadigi sonucu elde ederiz ki bu bir ¢eligkidir. Boylece ispat tamam-

neM

neM

lanir.
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4 ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGIN IDEALLER KULLANILARAK

GENELLESTIRILMESI

Bu béliimde, Savas ve Das (2011) tarafindan “Z — [V, A]-istatistiksel yakimsaklik”
ve “L — M-istatistiksel yakinsaklik” kavramlar: ile ilgili yapilan ¢aligmadaki temel

tanim, ornek ve teoremler verilecektir.
Bu boliim boyunca, (X,|.||) reel normlu lineer uzay ve z = (x3) da bu uzaym
elamanlarinin bir dizisi olarak kabul edilecektir.
Tanim 4.1 z = (x;) bir dizi olsun. Eger her € > 0 ve 6 > 0 i¢in
1
{nEN:—‘{kzgn:ka—LH 25}) 25} el
n

oluyorsa, x dizisi L € X e Z-istatistiksel yakinsaktir denir ve bu durum

x, — L(S(Z)) biciminde gosterilir.
1 = Iy olmasi durumunda, Z-istatistiksel yakinsakhk istatistiksel yakinsaklk ile

cakigr.

A= (A\,) dizisi, App1 < A\ + 1 ve Ap = 1 olmak tizere pozitif sayilarin azalmayan ve

sonsuza giden bir dizisi olsun. Béyle A dizilerinin sinifi A ile gosterilecektir.

Genellestirilmis de la Valée-Pousin ortalamasi, I,, = [n — A, + 1, n] olmak iizere

to(z) = )\i Z Ty,

" kel,

ile tanimlanir.

Tanim 4.2 x = (x}) bir dizi olsun. Eger
- li1£ntn(:1:) — L
ise, yani her 6 > 0 i¢in
{neN:|t,(z) - LI >6} T

oluyorsa, z dizisi L. € X e Z — [V, A]-toplanabilirdir denir ve bu durum
x — L[V, M](Z) bigiminde gosterilir.
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Z = T olmasi durumunda, Z — [V, A]-toplanabilirlik [V, A]-toplanabilirlik ile ¢akigur.

Tanim 4.3 = = (xy) bir dizi olsun. Eger her € > 0 ve 6 > 0 igin

1
N: —
{ne N

oluyorsa, x dizisi L € X e Z — M-istatistiksel yakinsaktir veya Z — Sy-yakinsaktir

{ke[n:ka—LHze}‘z(S}eI

denir ve bu durum Z — Sy — limx = L veya xj — L(S A\ (I)) bi¢giminde gosterilir.
7 =7y olmasi durumunda, Z — S)-yakinsaklik A-istatistiksel yakinsaklik ile cakisir.

Tiim Z-istatistiksel yakinsak, Z— [V, A]-toplanabilir ve Z — S,-yakinsak dizilerin sinifi
sirastyla S(Z), [V, A\|(Z) ve S\(Z) ile gosterilecektir.

Teorem 4.4 z = (xy) bir dizi ve A = (\,) € A olsun. O zaman

iz, = LIV, N(T) = x, — L(S\(Z)) ve
[V, A](Z) € S)\(Z) kapsamas1 her Z ideali i¢in dogrudur.

ii. X deki tiim sinirh dizilerinin uzay: m(X) olmak {izere,

eger (zx) € m(X) ve xp — L(SA\(Z)) ise, o zaman x — L[V, A\|(Z) dur.
iii. Sy(Z) Nnm(X) = [V, \[(Z) nm(X) dir.
Ispat: (i.) =, — L[V, \|(Z) olsun. € > 0 i¢in

Sllm=Llz > lee— Ll z e |{ke Ll - L) 2 ¢}

kel, kel
lzk—Lll=e

dir. Bu yiizden verilen bir § > 0 i¢in

1 1
)\—n{ke[n:||xk—L||25}‘25:>)\—n2||xk—L||25.5
ke[’ﬂ
yani,
nEN:i{kEIn:||$k—L||>8}‘>5 C nEN:iZ||xk—L||>a-5
An B - )\”kel a

dir. xp — L[V,A(Z) oldugu i¢in sag taraftaki kiime Z ya aittir ve bdylece
x, = L(S\(Z)) dur.
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S\Z) & [V, A\](Z) oldugunu gostermek i¢in sabit bir A € Z alinsin. = = (xy) dizisi;

u € X (JJul]| = 1) sabit bir eleman ve 6, X in birim (6zdes) elemani olmak iizere

ku » n—[VA]+1<k<n n&gA ise,
Tp=194 ku , n—X N +1<k<n, neA ise,

60 ., diger durumlarda,

bigiminde tammlansm. O zaman x ¢ m(X) ve her e >0 (0 < e < 1) igin n — oo

ve n € A iken

{kEIn:ka_QHZ5}‘=@—>

1
An
oldugundan, her 6 > 0 ve baz1 m € N ler igin

1
N:—
{ne .

dir. Z uygun ideal oldugundan x; — 6(S\(Z)) dir. Agikca n — oo iken

1
)\—Zka—QH—)oo

" kel,

{kel,: |z, -0 25}) 25} C Au{l,2,..,m}

yani, x; 4 0[V, \|(Z) dur.

Burada eger A € 7 sonsuz ise, o zaman z, /4 6(S)) olduguna dikkat edilmelidir. Bu
ornek ayn1 zamanda Z — A-istatistiksel yakinsakligin A-istatistiksel yakinsakliktan

daha genel oldugunu gosterir.

(ii.) (zx) € m(X) ve z, — L(SA\(Z)) olsun. () € m(X) oldugundan her k i¢in

|z — L|| < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. Boylece verilen € > 0 i¢in

1 1 1
=D llo—Ll = + e = L + [l = L]
A, A An

n

kel, kel kel
lzx—LlI>e |z —L||<e
M
< S|kena-1i 25}‘+5
n

dir. Burada, z, — L(S\(Z)) oldugu i¢in

A(g)::{neN:/\in

€
olduguna dikkat edilmelidir.
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Eger n € (A(e))C ise, 0 zaman
1
A—n D e — L < 2¢
kely,
dur. Boylece
EN: =Yl — L > 26 b € Ae)
n D — Ty — 5 €
An kel, ' B

dur ve bu yiizden sol taraftaki kiime de Z ya aittir ki bu da z, — L[V, A\|(Z) oldugunu

gosterir.
(iii.) (¢) ve (77) den elde edilir.
Teorem 4.5
i. Eger liggggf 22 > () ise, o zaman S(Z) C Sy\(Z) dur.

ii. Eger liminf ’\7" = 0 ve Z-kuvvetli (In; alt dizisi vardir 6yle ki V7 icin Anﬁ < %
n— 00 J

ve {n; : j € N} ¢ T) ise, o zaman S(Z) G Si\(Z) dur.
Ispat: (i.) Verilen € > 0 i¢in

%‘{kgn: llxx — L|| ZS}’ > %‘{/{:E]n lxw — L| ZE}‘

An 1
= o {ke[n:ka—LHEe}‘
dir. Eger liminf’\f = a ise, 0 zaman {nGN : ’\7" < %} sonludur. Boylece, 6 > 0
n—oo
icin
1
{nGN:/\—{k‘E]n:ka—LHZs}‘Zé}
C neN-l){keI | —L||>g}’>95 U neN-ﬁ<9
'n n - k = =9 . n 5

dir. Z uygun ideal oldugu igin, sag taraftaki kiime Z ya aittir ve bu da (i) nin

ispatini tamamlar.
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(ii.) Bir (z;) dizisi; v € X (JJu|| = 1) sabit bir eleman ve #, X in birim (6zdes) sifir

elemani olmak tizere

u o, i€l (1=1,2,..),
€Tr; =
0 , diger durumlarda,

bigiminde tanimlansm. O zaman (z;) dizisi istatistiksel yakinsaktir ve bu yiizden
(Z uygun ideal oldugundan) (z;) € S(Z) dw. Fakat (z;) & [V, A|(Z) dir ve boylece
Teorem 4.4 iin (i) sikkindan dolayr x ¢ Sy(Z) dir.

Teorem 4.6 Eger lim 22 = 1 olacak sekilde A € A ise, 0 zaman S\(Z) C S(Z) dur.

ispat: 0 > 0 verilsin. lim ’\7" = 1 oldugu i¢in, tim n > m igin ‘)‘7" — 1‘ < % olacak

sekilde m € N segebiliriz. Simdi € > 0 ve tiim n > m i¢in
1 1
—‘{kgnzﬂxk—LHZs}l - —‘{kgn—/\nzﬂxk—Lst}‘
n n
1
- |{k e L llze = L) = ¢}

n— A\,

VAN

1
24 2k € I loe— Ll 2 €}

VAN

) 1
1_(1_5)+E’{kefn:||fk—L||25}’

o 1
= o+ H‘{/f € Lt o — L] 2 <}
oldugunu soyleyebiliriz. Bundan dolay1

1
{nEN:—‘{kgn:ka—LHZS}‘Z(S}
n

1 )
C {neN:E‘{k‘EIn Nz — L 25}‘ > §}U{1,2,3,...,m}

dir. Eger Z— S, —limx = L ise, o zaman sag taraftaki kiime Z ya aittir ve bu ytizden
sol taraftaki kiime de Z ya ait olur. Bu da z = () dizisinin L ye Z-istatistiksel

yakinsak oldugunu gosterir.
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Teorem 4.7 Eger X bir Banach uzay: ise, o zaman S)(Z) N m(X) kiimesi m(X)

in kapali bir altkiimesidir.

Ispat: (z") C S\(Z) N m(X) yakmsak bir dizi ve 2" — z € m(X) olsun.
z € S\(Z) N m(X) oldugu gosterilmelidir. Her n € N i¢in 2™ — L, (S\(Z)) ol-

sun. Pozitif sayilarm monoton azalan ve sifira yakinsayan bir (e,,) dizisi alinsin.

j n . . . 1
Tim j > n igin ||z — 27| < EZ olacak sekilde bir n € N bulunabilir. 0 < § < R

secilsin. Simdi
1 En
A:{meN:/\—’{kelm:HxZ—LnHzZ}) <5}e]—“(Z)

ve

1 n
dir. ANB e F(Z) ve 0 ¢ F(T) oldugu i¢cin m € AN B segilebilir. O zaman
1 n En n+1 En
- ‘{k € It ok = Lall 2 52V Ilof™ = Lol 2 Z}’ <25 <1

dir. A, = oo ve AN B € F(Z) sonsuz oldugu igin, yukaridaki m aslinda \,, > 5

olacak gekilde secilebilir. Bundan dolay1

€n

9
sz - Ln” < Zn ve sz—i_l - Ln+1|| < 1

esitsizliklerinin her ikisini de ayn1 anda saglayan bir k € I,,, var olmali. Boylece
Lo = Losall < 11Ln = 2l + [l — 2+ i = Lo

< lof = Lall + 27" = Losall + llz = 2"[loo + |z — 2"

<

dir. Bu da (L,) nin X de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. n — oo iken

L, = L € X olsun. Simdi z — L(S\(Z)) oldugu ispatlanacak.
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€
e>0 ve g, < -

~ ="l <

Z, | L, — L] < Z olacak sekilde n € N segilsin.

1

\ {k €Lyt llon — aill + |2k — L
Y

{kel,:||lz— L zg}‘ <

1
)\’Y
L0~ Ll 2 £},

L
)\’Y

IN

{ker g -1l =}

oldugundan verilen her § > 0 i¢in

1
N:—
e

(kel,: |z —L| ze}‘ 25}

1 €
e a2 — > — 4 >
C{VGN M‘{keg % L||_2H_5}

dir. Bu da z — L(S)(Z)) oldugunu gosterir.
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5 «&. MERTEBEDEN Z-ISTATISTIKSEL VE Z-LACUNARY ISTA-

TISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu béliimde, Das ve Savag (2014) tarafindan “a. mertebeden Z-istatistiksel yakin-
saklik” ve “a. mertebeden Z-lacunary istatistiksel yakinsaklik” kavramlar ile ilgili

yapilan ¢aligmadaki temel tanim, ornek ve teoremler verilecektir.

Tanim 5.1 z = () bir dizi olsun. 0 < a < 1 olmak iizere, eger her ¢ > 0ve § > 0

icin
1
{neN:ﬁ‘{kgn:\xk—L\ze}‘2(5}61

oluyorsa, x dizisi L ye «. mertebeden Z-istatistiksel yakinsaktir veya

S(Z)*-yakmsaktir denir ve bu durum @, — L(S(Z)*) bi¢iminde gésterilir.
Tim «. mertebeden Z-istatistiksel yakinsak dizilerin smifi S(Z)* ile gosterilecektir.

Uyar1 5.2 S(Z)*yakinsaklik kavramu;

Z = I olmasi durumunda, Bhunia vd. (2012) ve Colak (2010) tarafindan verilen
a. mertebeden istatistiksel yakinsaklik ile ¢akigir,

Keyfi bir Z ideali ve @ = 1 igin, Das vd. (2011) tarafindan verilen Z-istatistiksel
yakinsaklik ile cakisir,

1 =1y ve a =1 olmasi durumunda, istatistiksel yakinsakhga indirgenir.

Ornek 5.3 7 = T, olarak almsin. (An) dizisi; 1 <n < 10 igin A, = 1 ve her n > 10

icin A\, = n — 10 olarak tamimlansm. Ayrica A = {1% 22 32 42 5% ...} olsun.

x = (zy) dizisi;

E oy n—[/A]+1<k<n, ngA ise
k=9 k , n—XN+1<k<n, neA ise

0 , diger durumlarda

bi¢iminde tanimlansin.

Bu z dizisi, . mertebeden Z-istatistiksel yakinsak olan fakat or. mertebeden istatis-

tiksel yakinsak olmayan diziye bir ornektir.
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Tanim 5.4 6 = {k,} bir lacunary dizi ve x = (x}) bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0

ve 0 > 0 igin
1
{TGN:ﬁ’{kGIr:]xk—Lyzs}‘zé}eI

oluyorsa, x dizisi L ye «. mertebeden Z-lacunary istatistiksel yakinsaktir veya

So(Z)*-yakmsaktir denir ve bu durum z;, — L(Sg (I)"‘) biciminde gosterilir.

Tim «. mertebeden Z-lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin smifi Sp(Z)* ile

gosterilecektir.

Uyar:t 5.5 o = 1 olmasi durumunda, «. mertebeden Z-lacunary istatistiksel
yakinsaklik Das vd. (2011) tarafindan verilen Z-lacunary istatistiksel yakinsaklik
ile cakigir.

Teorem 5.6 0 < a < 8 < 1 olsun. Bu durumda S(Z)* C S(Z)? dir ve bu
kapsama, 7 = Ty olmak iizere bir k € N i¢in o < % < B sartini saglayan da, 43 igin
kesindir.

ispat: 0<a<p<1olsun. O zaman

‘{k‘gn:]ask—leg}‘ . ‘{kgn:|xk—L|25}‘

nb ne

dir ve bu yiizden her § > 0 i¢in

‘kﬁn:\x —L\zs‘ ‘kﬁn:\x —L\Es’
{ ' }>5 C nGN:{ - }25

neN:
np - ne

dir. O halde, yukaridaki kapsam ifadesinin sag tarafi Z ya ait ise sol tarafinin da

T ya ait oldugu aciktir. Bu ise S(Z)* C S(Z)” oldugunu gosterir.

Teoremde bahsedilen da, 35 ile ilgili olarak kapsamanin kesin oldugunu gostermek

icin, 7 € N olmak iizere
1, n=j" ise,

0 , n#j* ise

Ty =

bi¢iminde tanimlanan (z,) dizisi gézoniine alinsin. O zaman, 7 = Z; olmak {izere

S(Z)? —limz, =0, yani x € S(Z)? fakat x ¢ S(Z)* dir.
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Sonuc 5.7 Bazi1 0 < a < 1 i¢in bir dizi L ye a. mertebeden Z-istatistiksel yakinsak

ise, o zaman bu dizi L ye Z-istatistiksel yakinsaktir, yani S(Z)* C S(Z) dur.

Teorem 5.8 0 < a < <1 olsun. O zaman
1. S@(Z)a C S@(I)ﬁ dlI‘,

ii. Ozellikle Sy(Z)® C Sp(Z) dir

1

p < 0 sartim saglayan

ve bu kapsama Z = Z; olmak tizere, bir k € N i¢in o <

dar, A6 igin kesindir.

S(Z)* ve Sp(Z)* nn her ikisi de tiim reel diziler uzay1 s nin lineer altuzayidir.
Asagidaki iki teorem bu uzaylarin topolojik bir karakterizasyonunu verir. Her iki-
si i¢in de ispatlar benzer oldugundan, burada sadece Sy(Z)* icin detayh bir ispat

verilmistir.
Teorem 5.9 Sy(Z)* Ny, Lo un kapal bir altkiimesidir.

Ispat: 0 < a < 1 ve (") C Sp(Z)* Nl dizisi © € lo a yakmsak olsun.
r € Sy(I)* N Ly oldugu gosterilmelidir. Teorem 5.8 in (i) sikkindan dolay:
So(Z)* C Sp(Z) ve Sp(Z) N Ly, lo da kapali (bkz. Theorem 1, Das et al. 2011)
oldugu i¢in x € Sy(Z) N ly dur. Yine, tiim n = 1,2,3, ... icin 2™ € Sp(Z)* C Sp(Z)
oldugundan, x™ dizisi n = 1,2, 3, ... i¢in bir L,, sayisina Z-istatistiksel yakinsaktir.
Oncelikle (L,) dizisinin bir L saysma yakmsadigi ve = (z) dizisinin L ye
a. mertebeden Z-istatistiksel yakinsak oldugu gosterilecektir. Pozitif sayilarin
monoton azalan ve 0 a yakinsak bir (g,) dizisi alinsin. ||z — 2", < % olacak

sekilde pozitif bir n tamsayisi secilsin. 0 < § < 1 olsun. O zaman

1 a8
A= rEN:—{kEIT:|x’,;‘—Ln]2€—}‘<— e F(I)
hy 17173
ve
1 n+1 En+i )
B=qreN:—[{kel ot = L 2 = }(<5 e F(I)

dir. ANB € F(Z) ve ) & F(Z) oldugu icin r € AN B segilebilir.
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O zaman

. En )

1
hy

ve

\ 5
{kel: ot = Lol > 1) < 2

1
hy

ve bu yiizden

kel lap L= v ﬁ“—LHﬂz%“H<6<1

1
. 4

dir. Dolaywsiyla |2 — L,| < & ve |2p™ — L] < 25 olacak sekilde bir k € I,

vardir. O zaman
L= Losal < Lo — a7l 4 o — 2] + a7 — Loy

< |$Z - Ln| + |"EZ+1 - Ln+1| + ||:E - xn“oo + Hx - xm_lHoo

€n En+1

En En+1
< — — <

yazilabilir. Bu ise (L,) in R de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir ve bu yiizden
n — oo iken L,, — L olacak sekilde bir L € R vardir. Simdi x — L(SQ(I)O‘) oldugu
L, — L| < Z olacak

gosterilmelidir. Her ¢ > 0 igin ¢, < ° |z — 2"l < °

4’ 4’
sekilde n € N secilsin. O zaman
1 1
ﬁ{kelr:|xk—L|25}’ < ﬁ{k:EIT:|xZ—Ln|+||xk—xZ||OO
Lo = L] 2 }|
<-L{kefﬂﬂ—L\+§+£>Q’
< 2 {kel -|x”—L|>E}‘
>~ hg ro. k n =9
dir. Bu ise
1
{TGN:H{/{:EIT:|xk—L|Z£}‘<5}

1
oldugunu gosterir.
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Boylece

{rGN:h—la{kEIT:|xk—L|Z€}‘<5}E}"(I)

ve bu yiizden
1
{rEN:ﬁ’{kGIr:]:ck—lea}‘ 25} ez
dir. Buise v — L(Sg (I)"‘) olugunu gosterir ve ispat tamamlanir.

Teorem 5.10 S(I)* N /{w, lo un kapali bir altkiimesidir.

Uyar1 5.11 Z = Z; olarak alimirsa, Teorem 3 (bkz. Bhunia et al. 2012) Teorem
5.10 un 6zel bir durumudur. Benzer sekilde av = 1 olarak alimirsa, Teorem 1 (bkz.

Das et al. 2011) Teorem 5.9 un 6zel bir durumudur.

Tanim 5.12 6 = {k,} bir lacunary dizi ve # = (z}) bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in

1
{TEN:EZWQ—MZ&}GI

T kel
oluyorsa, z dizisi L ye Ny(Z)*-yakmsaktir denir ve bu durum z, — L(Ny(Z)*)

bi¢iminde gosterilir.
Tim Ny(Z)“-yakinsak dizilerin simifi Ny(Z)® ile gosterilecektir.
Teorem 5.13 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. O zaman
i zx — L(Np(Z)™) = xp, — L(Sp(T)"),
ii. Ny(Z)%, Sp(Z)™ nin 6zalt kiimesidir.
Ispat: (i.) Verilmis bir € > 0 icin

STl —LI> Y e~ LI > el{k € I : o — L] > €}
kel kel
lzp—L|>e

yazilabilir ve bu yiizden

1 1
6-h°‘2|xk—L|Zh—?

T kel,

{kel:|o—L 2}

dur.
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O zaman her 0 > 0 i¢in

1 1
{TGN:h—?{kEIT:\xk—L|2€}‘Zé}g{reN:ﬁzmk—L]Zg.é}

" keI,
dir. Eger x, — L(NQ(I)“) ise, yukaridaki kapsam ifadesinin sag tarafi Z idealine

aittir. Dolayisiyla

1
N:—
{TG ho

olup ispat tamamlanir.

{kEIr:|xk—L|Z€}‘25}€I

(ii.) No(Z)™ C Sp(Z)* kapsamasimn dogru oldugunu gostermek icin; 0 = {k,.} bir

lacunary dizi olsun ve x = (xy) dizisi

o =1,2,...,[\R],0,0,... (r=1,2,3,.)

bigiminde tanimlansi. O zaman, her € > 0 i¢in

{kEIr:|xk—0|Z€}’§ [\{L?]

1
he:
ve boylece her § > 0 igin

{rEN:%‘{kEIrﬂxk—mZe}’zé}g{TEN;[\{Lg_?]zé}

T

elde edilir. Bu kapsam ifadesinde, sag tarafindaki kiime sonlu ve bu yiizden
7 idealine ait oldugu i¢in 2 — 0(S(Z)*) sonucuna ulagilr. Diger taraftan

1 1 R+ 1)
e D ok —0] =

he 2

T kel,

dir. O zaman Z uygun ideal oldugundan, F(Z) ya ait baz1 m € N ler igin

{reN:%Zm_o‘zi} _ {TeN:[\/h_?]([\/E]Jrl)z%}

ha
" kel, r

= {mm+1,m+2 .}
dir. Buradan xj /4 O(NQ(I)O‘) sonucuna ulasilir.

Simdi «. mertebeden Z-istatistiksel yakinsaklik ve . mertebeden Z-lacunary is-

tatistiksel yakinsaklik kavramlari: arasindaki iligkiler incelenecektir.
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Teorem 5.14  Her 6 = {k,} bir lacunary dizi igin, eger liminfq?® > 1 ise,
a. mertebeden Z-istatistiksel yakinsaklik . mertebeden Z-lacunary istatistiksel

yakinsaklig1 gerektirir.

ispat: liminf ¢ > 1 olsun. O zaman, yeterince biiyiik 7 i¢in ¢ > 1 4 o olacak
sekilde o > 0 sayis1 vardir oyle ki

he o

— >

k¥~ 140

esitsizligi saglanir. Boylece, her € > 0 ve yeterince biiytlik r igin

k—{){kﬁkr:|xk—L|2€}’ > kia{kelrz\xk—L\Za}’
kel -1 > }’
140 he r 1Tk =€

dir. O zaman her § > 0 igin

{T‘GNZ%{]{ZEIT2|.I‘k—L|26}‘Z5}

{kgkr:]:ck—leg}‘z i }

1
C N:—
—{Te ke (1+0)

elde edilir. Bu kapsama bagintisindan ise
T — L(S(_’Z:)O‘) = Ty — L(S@(I)a)
oldugu anlagilir.

Agagidaki iki teoremde, # = {k.} lacunary dizinin her C' € F(Z) kiimesi i¢in
U {n chkeo1 <n<k.,re C} € F(Z) sarti sagladigr kabul edilecektir.

Teorem 5.15  Yukanidaki sarti saglayan 6 = {k.} lacunary dizi igin eger
limsupg, < oo ise, o zaman Z-lacunary istatistiksel yakinsaklik Z-istatistiksel

yakinsaklig1 gerektirir.

ispat: Eger lim sup ¢, < oo ise, o zaman genelligi bozmadan, tim r > 1 i¢in ¢, < B

olacak gekilde bir 0 < B < oo var oldugu kabul edilebilir. €, §, 6; > 0 igin

1
C = N:—
{re I

{ke[r:|xk—L|2€}‘<5}
ve

30



1
T:{nEN:E‘{kgn:|xk—L|25}‘<51}

kiimeleri tanimlansin. Eger z, — L(Sy(Z)) ise, o zaman C' € F(Z) oldugu agiktur.

Ayrica burada tiim 7 € C ler i¢in

J:|xk—Lyzg})<5

oldugu goriliir. Bazi r € C' ler i¢in k.1 < n < k, olacak sekilde n € N olsun.
O halde

%‘{kgnzuk—ﬂzﬁ?}’ <

TZlZL‘k—leg}‘

{kehla -1 2e}|

k’r—l
Yot ‘{ke] |xk—L|>8}‘
= {ke]l.]xk—L|>a}‘
A h1
ko —k
! ‘{k €h:lu— L] 2 ¢}
kr—l
ky —kp—1 1
B | LR A L] 2 e}
kr—l
]{71 k?Q — k?l k?r - kr—l
= A Ay+ ...+ —A,
kr—l L kr—l 2 * kr—l
k
< supA;  ——
jeC k1
< Bj
dir. Burada &; = 2 segilir ve boylece C' € F(Z) olmak iizere

U{n:kr_1<n<kT,T€C'}CT

oldugu gercegi goz 6ntine alimirsa, 0 = {k,} lacunary dizi iizerindeki sarttan dolay1

T kiimesinin aym zamanda F(Z) ya ait oldugu anlagilir. Boylece ispat tamamlanir.

31



Teorem 5.16 0 < a < 1 olsun. Yukaridaki sart: saglayan 6 = {k,} lacunary dizi
i¢in eger

r—1 a
i+1

=B <
(kr—l)a

sup

T =0

ise, o zaman «. mertebeden Z-lacunary istatistiksel yakinsaklik «. mertebeden

T-istatistiksel yakinsakligi gerektirir.
Ispat: ¢, 6, 6, > 0 icin

C—{TEN:

h—la{kelr:|xk—L|zs}‘<5}

ve
1
T:{’I’LGN@’{I{?SH|ZEk—L|28}’<51}

kiimeleri tamimlansi. Eger z;, — L(S@ (I)a) ise, o zaman C' € F(Z) oldugu agiktir.

Ayrica burada tiim j € C ler icin

1

J

{kel:lo—Ll2e}| <o
oldugu goriiliir. Baz1 r € C' ler i¢in k.1 < n < k, olacak sekilde n € N olsun. O

halde

1
ki

%‘{kgn:|xk—L|25}‘ <

{kSkT:|xk—L|Z€}‘

= kjl){k€[1:|l‘k—L|Z€}’

1

+... + fa

‘{kEIT:|xk—L| 26}’

k1
ki hY

{kella L= e}

(kg — k1) 1
R

T

_|_

{keb:|o— L2}

+M%‘{k€[r;1xk—L!2€}‘
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- kl;iAl + —<k2k;j1)aAg oy e Ry ;;’;‘I)QAT
< supA4;-su 5 (i = ki)

= ec . rp; ko

< Bd

dir. Burada 6; = % segilir ve boylece C' € F(Z) olmak iizere
U{n:kr,1<n<kr,r€C}CT

oldugu gercegi goz ontine alimirsa, 6 = {k,} lacunary dizi iizerindeki sarttan dolay1

T kiimesinin ayni zamanda F(Z) ya ait oldugu anlagilir. Boylece ispat tamamlanir.
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