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ÖZET 

 

LUCAS SAYILARI YARDIMIYLA TANIMLANAN BAZI FARK DİZİ UZAYLARININ 

TOPOLOJİK VE GEOMETRİK ÖZELLİKLERİ 

 

 

Tayfur AKBAŞ 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

Bitlis Eren Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü 

İstatistik Anabilim Dalı 

Danışman: Yrd. Doç. Dr. Murat KARAKAŞ 

Ocak 2018, 36 sayfa 

 

Beş bölümden oluşan bu çalışmanın birinci bölümünde konumuza temel oluşturan kavramlar 

açıklanmıştır. İkinci bölümde bu kavramlarla ilgili literatürde günümüze kadar yapılan 

araştırmalardan bahsedilmiş ve bu çalışmaların bir kısmına atıf yapılmıştır. Üçüncü bölümde 

çalışmanın devamında kullanacağımız temel tanım, teorem ve eşitsizlikler verilerek, Banach 

uzayların bazı geometrik özelliklerinden söz edilmiştir. Temel sonuçlarımızın yer aldığı 

dördüncü bölümde sonsuz üçgensel matrisler ve modülüs fonksiyonu yardımıyla yeni fark dizi 

uzayları oluşturularak, bu uzayların topolojik ve geometrik yapısı incelenmiştir. Son bölümde, 

elde edilen bulgular değerlendirilip bunlara ilaveten neler yapılabileceği ifade edilmiştir.   

 

Anahtar kelimeler: Banach-Saks Özelliği, Fark Dizi Uzayı, Lucas Sayıları, Modülüs 

Fonksiyonu, Sonsuz Matris 
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ABSTRACT 

 

TOPOLOGICAL AND GEOMETRICAL PROPERTIES OF SOME DIFFERENCE 

SEQUENCE SPACES DEFINED BY LUCAS NUMBERS 

 

 

Tayfur AKBAŞ 

 

Master Thesis 

 

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Statistics 

Supervisor: Yrd. Doç. Dr. Murat KARAKAŞ 

January 2018, 36 pages 

 

In the first part of this work, the concepts of our topic are explained basically. In the second part, 

researches in literature related to these concepts are mentioned and some of these studies are 

attributed. In the third chapter, some geometrical properties of Banach spaces are mentioned by 

giving basic definitions, theorems and inequalities that we will use in the sequel of work. In the 

fourth section where our basic results are included, new difference sequence spaces are 

established by means of infinite triangular matrices and modulus function and also the 

topological and geometrical structure of these spaces are investigated. In the last part, by 

considering the findings, it is stated what can be done in addition to all these. 

 

Keywords: Banach-Saks Property, Difference Sequence Space, Lucas Numbers, Modulus 

Function, Infinite Matrice. 
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SİMGE VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

                        ℕ  Doğal sayılar kümesi 

ℝ  Reel sayılar kümesi 

 ℂ  Kompleks sayılar kümesi 

𝑤  Reel (yada kompleks) terimli dizilerin uzayı 

(𝐵𝑆𝑝)  p tipi Banach-Saks özelliği 

𝑤
→  Zayıf yakınsaklık 

𝑓𝑛  Fibonacci sayıları 

𝐿𝑛  Lucas sayıları 
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1. GİRİŞ 

 

Fransız Matematikçi Edward Lucas tarafından tanımlanan Lucas sayı dizisi, Fibonacci sayı 

dizisindeki 𝑓0 = 𝑓1 = 1 𝑓𝑛+1 = 𝑓𝑛 + 𝑓𝑛−1,𝑛 ≥ 1 başlangıç koşullarının, 𝐿0 = 2, 𝐿1 = 1  

şeklinde değiştirilmesiyle 𝐿𝑛+1 = 𝐿𝑛 + 𝐿𝑛−1, 𝑛 ≥ 1 bağıntısı kullanılarak Fibonacci tekrarlama 

bağıntısına benzer bir şekilde elde edilmiştir. Bu iki sayı dizisi arasında ilginç bağıntıların 

olduğunu süregelen araştırmalar kanıtlamıştır. 

Fark dizi uzayı kavramı (Kızmaz 1981) tarafından 𝑥 = (𝑥𝑘) kompleks terimli bir dizi ve 

∆𝑥 = (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1) olmak üzere 𝑋 ∈ {𝑙∞, 𝑐, 𝑐0} için  

   𝑋(∆) = {𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤: ∆𝑥 ∈ 𝑋} 

şeklinde tanımlanmıştır. Bu kavram (Et ve Çolak 1995) tarafından  𝑋 ∈ {𝑙∞, 𝑐, 𝑐0} olmak üzere 

genelleştirilmiş ve sonrasında (Et ve Nuray 2001)  𝑋 herhangi bir dizi uzayı olmak üzere bu 

uzayları 𝑋(∆𝑚) dizi uzaylarına genelleştirerek bazı özelliklerini incelemişlerdir. 

Kızmaz ve beraberindeki yazarlardan farklı olarak (Altay ve Başar 2003) farkları 𝑙𝑝 uzayı 

içinde yer alan dizilerin oluşturduğu uzayı, 

  ∆= (𝛿𝑛𝑘) = {
(−1)𝑛−𝑘,         𝑛 − 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛                                 

0      ,          0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1 𝑦𝑎𝑑𝑎 𝑘 > 𝑛 
} 

matrisinin etki alanı yardımıyla 

  𝑏𝑣𝑝 = (𝑙𝑝)∆ =
{𝑥 ∈ 𝑤 ∶  ∑ |𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1|

𝑝 < ∞𝑘 } 

şeklinde tanımlamışlardır. Daha sonra (Başar vd. 2008) bu uzayı 𝑏𝑣(𝑣, 𝑝) uzayına 

genellemişlerdir. 

Üçgensel bir matrisin etki alanı yardımıyla yeni bir dizi uzayı oluşturma fikri, son 

yıllarda oldukça ilgi çekicidir. Bunun yanı sıra, geometrinin analizle anılmaya başlandığı tarihten 

bu yana çalışmakta olan ilgi çekici bir konu da dizi uzaylarının geometrik özellikleridir. 

Ayrıca modülüs fonksiyonu kavramı ilk olarak (Nakano 1953) tarafından verilmiştir ve 

bu konu pek çok matematikçi tarafından çalışılmaktadır. 

Bu tez çalışmasında, Lucas sayıları kullanılarak oluşturulan üçgensel bir matrisin etki 

alanı yardımıyla ve modülüs fonksiyonu da kullanılarak yeni fark dizi uzayları tanımlanacaktır. 

Sonrasında bu uzaylara ilişkin bazı topolojik ve geometrik özellikler incelenecektir. 
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 

Üçgensel bir matrisin etki alanı kullanılarak dizi uzayı oluşturma yaklaşımı birçok yazar 

tarafından kullanılmaktadır. Özellikle Fibonacci sayıları yardımıyla tanımlanan matrislerin etki 

alanları ile bu tür çalışmalar yapılmıştır. Örneğin (Kara ve Başarır 2012;  Kara 2013; Debnath ve 

Saha 2014; Kara ve İlkhan 2016; Başarır vd. 2013; Alotaibi vd. 2015; Candan 2015; Candan ve 

Kayaduman 2015; Candan ve Kara 2015; Kara vd. 2013) bu çalışmalardan bazılarıdır. 

Fibonacci sayılarının yakın akrabası olmasına rağmen, Lucas sayıları da farklı ve ilginç 

özelliklere sahiptir. Bu sayılara ilişkin özelliklerin ve bağıntıların yer aldığı kaynaklar literatürde 

mevcuttur (Vajda 1989; Koshy 2001; Kalman ve Mena 2003). 

 

      ∑𝑓𝑘
2 = 𝑓𝑛. 𝑓𝑛+1, 𝑛 ≥ 1

𝑛

𝑘=1

, 

         ∑𝑓𝑘 = 𝑓𝑛+2 − 1, 𝑛 ≥ 1,

𝑛

𝑘=1

 

  ∑ 𝐿2𝑘 = 𝐿2𝑛+1 − 1,

𝑛

𝑘=1

 

∑𝐿𝑘 = 𝐿𝑛+1 − 3,

𝑛

𝑘=1

 

 

Ayrıca fark dizi uzayları konusu yıllardır birçok yazar tarafından çalışılmıştır ve halen 

çalışılmaya devam edilmektedir. Bunlardan bazıları (Çolak ve Et 1997; Et ve Esi 2000; Tripathy 

vd. 2008; Bektaş vd. 2004; Et ve Başarır 1997; Aydın ve Başar 2004; Mursaleen ve Noman 

2010; Et 2000; Altay ve Polat 2006; Altay ve Başar 2005a, 2005b, 2006, 2007) şeklindedir. 

Fark dizi uzayı oluştururken kullanılan kavramlardan biri de modülüs fonksiyonudur. Bu 

fonksiyon yardımıyla oluşturulmuş fark dizi uzayları literatürde mevcuttur. Örneğin (Altın ve Et 

2005; Et 2006; Altın 2009; Altın ve Altınok 2003; Et 2003; Esi ve Tripathy 2008). 

Fark dizi uzaylarının geometrik özelliklerinin incelenmesi konusu da popüler olup buna 

ilişkin (Mursaleen vd. 2007) 𝑚(𝜙, 𝑝, ∆(𝑟)) fark dizi uzayını tanımlayarak bazı geometrik 

eşitsizlikleri ele almışlardır. (Karakaş vd. 2013) Lacunary dizisi içeren genelleştirilmiş fark dizi 

uzayının geometrik yapısını incelemişlerdir. (Et vd. 2014) de la Vallee-Poussin ortalaması 

yardımıyla tanımladıkları fark dizi uzayına ilişkin bazı geometrik özellikleri araştırmışlardır. 
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(Aydın ve Başar 2014) genelleştirilmiş fark matrisi 𝐵(𝑟, 𝑠)’ nin etki alanı yardımıyla mutlak 

olmayan tipten 𝑙(𝑝) uzayını oluşturarak, bu uzayın rotundluğunu çalışmışlardır. (Raj vd. 2015) 

modülüs fonksiyonu kullanarak Fibonacci fark dizi uzayı tanımlamışlardır ve geometrik 

özelliğini incelemişlerdir. Buna benzer bir çalışma (Kılınç ve Candan 2017) tarafından 

yapılmıştır. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

3.1. Temel Tanım ve Teoremler 

 

Tanım 3.1.1. 𝑋 ≠ ∅ bir cümle ve 𝐾  kompleks sayıların bir cismi olsun. 

+:𝑋 × 𝑋 → 𝑋  

 ∙∶ 𝐾 × 𝑋 → 𝑋  

fonksiyonları aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa , 𝑋 cümlesine 𝐾 cismi üzerinde bir vektör uzayı 

(lineer uzayı) adı verilir (Çakar 2007). Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋  için ve her 𝜆, 𝜇 ∈ 𝐾 için 

L1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥  

L2) (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧)  

L3) 𝑥 + 𝜃 = 𝑥 olacak şekilde bir 𝜃 ∈ 𝑋vardır. 

L4) Her bir 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 + (−𝑥) = 𝜃 olacak şekilde bir (−𝑥) ∈ 𝑋 vardır. 

L5) 1. 𝑥 = 𝑥  

L6) 𝜆(𝑥 + 𝑦) = 𝜆𝑥 + 𝜆𝑦  

L7) (𝜆 + 𝜇)𝑥 = 𝜆𝑥 + 𝜇𝑥  

L8) 𝜆(𝜇𝑥) = (𝜆𝜇)𝑥
 
 

Tanım 3.1.2. Her  𝑛 ∈ ℕ için |𝑥𝑛| ≤ 𝑀 olacak şekilde bir 𝑀 pozitif reel sayısı varsa (𝑥𝑛) 

dizisine sınırlı dizi denir (Dernek 2009). 

Tanım 3.1.3. 𝑓: [0,∞) →[0,∞) fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlıyor ise 𝑓’ ye bir modülüs 

fonksiyonu denir. Her 𝑢, 𝑣 𝜖 [0,∞) için, 

i. 𝑓(𝑢) = 0 ⇔ 𝑢 = 0 

ii. Her 𝑢 ≥ 0 , 𝑣 ≥ 0 için 𝑓(𝑢 + 𝑣) ≤ 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) 

iii. 𝑓 artandır. 

iv. 𝑓 sıfırda sağdan süreklidir ( Nakano 1953). 

(ii) ve (iv) özelliklerinden dolayı 𝑓, [0,∞) üzerinden her yerde süreklidir. Modülüs fonksiyonu 

sınırlı ve sınırsız olabilir. 

Tanım 3.1.4. 𝑋 bir lineer topolojik uzay, 𝑔 ∶ 𝑋 → ℝ bir fonksiyon olsun. Eğer 𝑔 aşağıdaki 

şartları sağlıyor ise 𝑔 ye bir paranorm, (𝑋, 𝑔) ikilisine paranormlu uzay denir (Choudary ve 

Nanda 1989). 

i. 𝑔(𝜃) = 0, 

ii. 𝑔(𝑥) = 𝑔(−𝑥), 

iii. 𝑔(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑦), 
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iv. 𝜆, 𝜆0 ∈ ℂ ve 𝑥, 𝑥0 ∈ 𝑋 için 𝜆 → 𝜆0 , 𝑥 → 𝑥0 → 𝜆𝑥 → 𝜆0𝑥0. 

Tanım 3.1.5. X bir vektör uzayı olsun. 

‖. ‖  ∶   𝑋 → ℝ 

dönüşümü aşağıdaki şartları sağlıyorsa 𝑋 üzerinde norm ve normla birlikte 𝑋 vektör uzayına bir 

normlu uzay denir. (𝑋, ‖. ‖) ile gösterilir. X normlu bir lineer uzayındaki her Cauchy dizisi X in 

bir elemanına yakınsıyorsa X′ e Banach uzay denir (Bayraktar 2006). 

 

𝑁1)‖𝑥‖ ≥ 0 

                                                                   𝑁2) ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 𝜃 

                                                                   𝑁3) ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖ 

                                                                  𝑁4) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

 

Tanım 3.1.6 𝑋 bir dizi uzayı olsun. 𝑋 bir Banach uzayı ve 𝜏𝑘(𝑥): 𝑋 → ℂ, 𝜏𝑘(𝑥) = 𝑥𝑘 (𝑘 =

1,2,3, … ) dönüşümü sürekli ise 𝑋 e bir 𝐵𝐾-uzayı denir (Choudary ve Nanda 1989). 

Tanım 3.1.7. 𝑋  ve 𝑌, aynı cisim üzerinde iki lineer uzay olsun. Eğer 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 ve 𝑎1, 𝑎2 

skalerleri için  

 

𝑇(𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2) = 𝑎1𝑇𝑥1 + 𝑎2𝑇𝑥2 

 

oluyorsa 𝑇  ∶ 𝑋 → 𝑌 dönüşümü lineerdir denir. 𝑇  ∶ 𝑋 → 𝑌 lineer dönüşümü, bire-bir ve örten 

ise bu 𝑇 dönüşümüne bir izomorfizm denir. Bu durumda 𝑋 ve 𝑌 uzayları lineer olarak izomorfik 

uzaylar adını alır ve 𝑋 ≅ 𝑌 yazılır (Bayraktar 2006). 

Tanım 3.1.8. (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay, 𝑥0 ∈ 𝑋 sabit bir nokta ve 𝑟 > 0 bir reel sayı olsun. 

𝐵(𝑥0; 𝑟) =  {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝑟} kümesine açık yuvar, 

  𝐵̃(𝑥0; 𝑟) =  {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑥0) ≤ 𝑟}  kümesine kapalı yuvar, 

𝑆(𝑥0; 𝑟) =  {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑥0) = 𝑟} kümesine küre adı verilir (Bayraktar 2006). 

Tanım 3.1.9. Normlu bir 𝑋 uzayında (𝑥𝑛) dizisi verilmiş olsun. Eğer her 𝑓 ∈ 𝑋′ için  

 

lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥) 

 

olacak şekilde bir  𝑥 ∈ 𝑋 varsa (𝑥𝑛) dizisi 𝑥’e zayıf yakınsaktır denir ve 𝑥𝑛
𝑤
→ 𝑥 şeklinde yazılır 

(Kreyszig 1978). 
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Tanım 3.1.10. (𝑥𝑛) dizisi verilsin, ∀ 𝑛 ∈ ℕ için 𝑥𝑛 < 𝑥𝑛+1 ise monoton artan, 𝑥𝑛 ≤ 𝑥𝑛+1 ise 

azalmayan dizi 𝑥𝑛 > 𝑥𝑛+1 ise monoton azalan, 𝑥𝑛 ≥ 𝑥𝑛+1 ise artmayan dizi monoton artan veya 

azalan diziye kısaca monoton dizidir (Dernek 2009). 

Tanım 3.1.11. 𝑎 ∶ ℕ → ℝ , 𝑎(𝑛) = 𝑎𝑛 ve 𝑘 ∶ ℕ → ℕ , 𝑘(𝑛) = 𝑘𝑛 dizileri verilsin ve 𝑘𝑛 artan 

olsun. 𝑎 𝜊 𝑘 ∶ ℕ → ℝ  , 𝑎(𝑘(𝑛)) = 𝑎𝑘𝑛 bileşke fonksiyonuna 𝑎 dizisinin bir alt dizisi denir 

(Dernek 2009). 

Tanım 3.1.12. 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ için 𝑎𝑛𝑘 ∈ ℂ olmak üzere (𝑎𝑛𝑘)
∞
𝑛,𝑘=1

 ifadesine bir sonsuz matris denir 

ve 

    𝐴 = (𝑎𝑛𝑘) = (

𝑎11
𝑎21
𝑎31
⋮

𝑎12 
𝑎22
𝑎32
⋮

   

𝑎13
𝑎23
𝑎33
⋮

    

…
…
…
⋱

 )     

 

biçiminde gösterilir (Başar 2011). 

Tanım 3.1.13. Kompleks terimli tüm 𝑥 = (𝑥𝑘) , (𝑘 = 1,2,3, … . ) dizilerinin cümlesini 𝑤  ile 

göstereceğiz. 𝑥 = (𝑥𝑘) , 𝑦 = (𝑦𝑘) ve 𝛼 bir skaler olmak üzere; 

 

                                                                 𝑥 + 𝑦 = (𝑥𝑘) + (𝑦𝑘)   

 
𝛼𝑥 = (𝛼𝑥𝑘)       

 

şeklinde tanımlanan işlemler altında 𝑤  bir lineer uzaydır. 𝑤’nın her alt lineer uzayına dizi uzayı 

denir (Başar 2011). 

Teorem 3.1.14.(Minkowski Eşitsizliği)  𝑝 ≥ 1 , 𝑥 = (𝜉𝑗) ve 𝑦 = (𝜁𝑗) dizileri ∑|𝜉𝑗|
𝑝
< ∞, 

∑|𝜁𝑗|
𝑝
< ∞  şartlarını sağlamak üzere, 

 

(∑|𝜉𝑗 + 𝜁𝑗|
𝑝

∞

𝑗=1

)

1
𝑝⁄

≤ (∑|𝜉𝑗|
𝑝

∞

𝑗=1

)

1
𝑝⁄

+ (∑|𝜁𝑗|
𝑝

∞

𝑗=1

)

1
𝑝⁄

 

 

Minkowski eşitsizliği sağlanır (Bayraktar 2006). 

Tanım 3.1.15. Fibonacci sayı dizisi 𝑓0 = 0 ve 𝑓1 = 𝑓2 = 1 başlangıç koşulları ile verilen ve 

genel terimi 

 

𝑓𝑛 = 𝑓𝑛−1 + 𝑓𝑛−2, 𝑛 ≥ 2 
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olan bir dizidir. Burada 

 

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,…. 

 

sayıları Fibonacci sayı dizisini oluşturur. 

Benzer şekilde Lucas sayı dizisi 𝐿0 = 2 ve 𝐿1 = 1 başlangıç koşulları ile verilen ve genel terimi 

 

𝐿𝑛 = 𝐿𝑛−1 + 𝐿𝑛−2, 𝑛 ≥ 2 

 

olan bir dizidir. Bu sayı dizisi 

  

2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199,322,521,…. 

 

şeklinde oluşmuştur (Karabudak 2016). 

Tanım 3.1.16. (𝑝𝑘) kesin pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi ve 𝐻 = sup𝑝𝑘 olsun. Bu takdirde  

𝐶 = 𝑚𝑎𝑥{1, 2𝐻−1} , 𝑡𝑘 =
𝑝𝑘

𝐻
≤ 1ve 𝑎𝑘, 𝑏𝑘 ∈ ℂ olmak üzere 

  

                                               |𝑎𝑘 + 𝑏𝑘|
𝑝𝑘 ≤ 𝐶. (|𝑎𝑘|

𝑝𝑘 + |𝑏𝑘|
𝑝𝑘)                                            (3.1) 

 

ve 

 

|𝑎𝑘 + 𝑏𝑘|
𝑡𝑘 ≤ |𝑎𝑘|

𝑡𝑘 + |𝑏𝑘|
𝑡𝑘 eşitsizliği sağlanır (Maddox 1967). 

 

3.2. Bazı Geometrik Özellikler 

 

Genellikle 𝑙(𝑝)- tipi uzaylar 𝑙(𝑝) ve 𝑙𝑝 uzaylarının özelliklerinden dolayı birçok uygulamaya 

sahiptir. (Kamthan ve Gupta 1981) zengin geometrik özelliklere sahip Orlicz uzayların alt 

uzaylarının 𝑙𝑝 uzayına izomorf olduğunu göstermiştir. Ayrıca 𝑙𝑝 uzayı 1 < 𝑝 < ∞ için yansımalı 

ve konveks olduğundan bu uzayların geometrik yapısını düşünmek doğaldır. 

Son yıllarda, topolojik ve diğer bazı alışılmış özelliklerine ilaveten dizi uzaylarının 

geometrik özelliklerinin araştırılması büyük ilgi göstermektedir. Literatürde farklı dizi 

uzaylarının geometrik özellikleriyle ilgili birçok çalışma bulunmaktadır. 
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Şimdi Banach uzayların birkaç geometrik özelliğini açıklayacağız. 

Tanım 3.2.1. Herhangi bir 𝜀 ∈ (0,1] için ‖𝑥‖ = 1, ‖𝑦‖ = 1 ve ‖𝑥 − 𝑦‖ ≥ 𝜀 ile birlikte 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

iken ‖
1

2
(𝑥 + 𝑦)‖ ≤ 1 − 𝛿 olacak şekilde 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 sayısı mevcutsa 𝑋 normlu uzayına 

düzgün konvekstir denir (Chidume 1965). 

Teorem 3.2.1. 1 < 𝑝 < ∞ için 𝐿𝑝 uzayları düzgün konvekstir (Chidume 1965). 

Tanım 3.2.2. 𝑋 bir normlu uzay olmak üzere ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 𝑦, ‖𝑥‖ = ‖𝑦‖ = 1 için 

 

‖𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦‖ < 1, (∀𝜆 ∈ (0,1)) 

 

oluyorsa 𝑋 normlu uzayına kesin konvekstir denir (Chidume 1965). 

Teorem 3.2.2. Her düzgün konveks uzay aynı zamanda kesin konvekstir (Chidume 1965). 

Örnek 3.2.1. 𝑙1 uzayı kesin konveks değildir. Bunu görmek için 𝜀 = 1 alalım. 𝑥̅ = (1,0,0, … . ) 

ve 𝑦̅ = (0,−1,0,0, … . )  seçelim. Açıkca 𝑥̅, 𝑦̅ ∈ 𝑙1 dir ve 

 

‖𝑥̅‖ = 1 = ‖𝑦̅‖  

 

ve 

‖𝑥̅ − 𝑦̅‖ = 2 > 𝜀  

olur. Böylece 

‖
1

2
(𝑥̅ + 𝑦̅)‖ = 1 

 

elde edilir ve bu 𝑙1 uzayının kesin konveks olmadığını gösterir (Chidume 1965). 

Tanım.3.2.3. 𝑋 bir Banach uzayı olsun. 𝑋 uzayındaki her sınırlı {𝑥𝑛} dizisi için 

 

𝑡𝑘(𝑧) =
1

𝑘
(𝑧1 + 𝑧2 +⋯+ 𝑧𝑘) 

 

şeklinde tanımlı {𝑡𝑘(𝑧)} dizisi 𝑋 uzayında yakınsak olacak şekilde (𝑥𝑛) dizisinin 𝑧 = (𝑧𝑛) alt 

dizisi mevcutsa 𝑋 uzayı Banach-Saks özelliğine sahiptir denir (Knaust 1992). 

Tanım.3.2.4. 𝑋 bir Banach uzayı olsun. Sıfıra zayıf yakınsak her (𝑥𝑛) ⊂ 𝑋 dizisi, ∃𝐶 > 0 ve 

∀ 𝑛 ∈ ℕ için 
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‖∑𝑥𝑘𝑙

𝑛

𝑙=0

‖ < 𝐶(𝑛 + 1)1 𝑝⁄  

 

olacak şekilde bir (𝑥𝑘𝑙) alt dizine sahipse 𝑋 uzayı p-tipi Banach-Saks özelliğine sahiptir denir 

(Knaust 1992). 

Tanım 3.2.5. 𝑋 bir banach uzayı olsun. 𝑋 deki her (𝑥𝑛) zayıf sıfır dizisinin 

 

{1 𝑛⁄ (𝑍1 + 𝑍2 +⋯ .+𝑍𝑛)} 

 

aritmetik ortalama dizisi norma göre yakınsak olacak şekilde bir (𝑍𝑛) alt dizisi varsa 𝑋 Banach 

uzayı zayıf Banach-Saks özelliğine sahiptir denir (Cui vd. 2000). 

Tanım 3.2.6. 𝑋 bir Banach uzay olsun. 𝑋’ in zayıf kompakt konveks bir alt kümesi üzerinde 

tanımlı her genişlemeyen öz- dönüşüm bir sabit noktaya sahipse 𝑋 Banach uzayı zayıf sabit 

nokta özelliğine sahiptir denir (Garcia-Falset 1994). 

Tanım 3.2.7. Bir 𝑋 Banach uzayına ait 𝑅(𝑥) katsayısı 

  

𝑅(𝑥) = 𝑠𝑢𝑝 { lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓‖𝑥𝑛 + 𝑥‖: (𝑥𝑛) ⊂ 𝐵(𝑥), 𝑥𝑛
𝑤
→0} 

 

 

şeklinde tanımlanır (Garcia-Falset 1994). 

Teorem 3.2.3.  𝑅(𝑥) < 2 şartını sağlayan bir 𝑋 Banach uzayı zayıf sabit nokta özelliğini sağlar 

(Garcia-Falset 1997). 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 



10 

 

4. BULGULAR 

 

4.1. 𝒍(𝑬̂, 𝓕, 𝒑, 𝒖) ve 𝒍∞(𝑬̂,𝓕, 𝒑, 𝒖) Lucas Fark Dizi Uzayları 

(Karakaş ve Metin Karakaş 2017) ∀𝑛, 𝑘 ∈ ℕ\{0} için Lucas sayı dizisi yardımıyla 𝐸̂ = (𝐿̂𝑛𝑘) 

matrisini 

 

                                                  𝐿̂𝑛𝑘 =

{
 

 −
𝐿𝑛

𝐿𝑛−1
   ,   𝑘 = 𝑛 − 1

          
𝐿𝑛−1

𝐿𝑛
   , 𝑘 = 𝑛              

            0       ,   𝑑𝑖ğ𝑒𝑟            

                                         (4.1) 

 

şeklinde tanımladılar. Bu matrisin tersini  

 

𝐿̂−1 = {
𝐿𝑛

2

𝐿𝑘−1𝐿𝑘
   , 𝑛 ≥ 𝑘 > 0

0        ,           𝑛 < 𝑘

 

 

ile ve bir  𝑥 = (𝑥𝑛) dizisinin 𝐸̂-dönüşümünü 

 

                                                 𝑦𝑛 = 𝐸̂𝑛(𝑥) =
𝐿𝑛−1

𝐿𝑛
𝑥𝑛 −

𝐿𝑛

𝐿𝑛−1
𝑥𝑛−1   , 𝑛 ≥ 1                              (4.2) 

 

eşitliğiyle verdiler. 

Çalışmamızın bu kısmında yukarıdaki matrisi ve modülüs fonksiyonunu kullanarak 

  

𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) = {𝑥 ∈ 𝑤:∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1)]
𝑝𝑛

< ∞

𝑛

} 

ve 

𝑙∞(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) = {𝑥 ∈ 𝑤: sup
𝑛
[𝑢𝑛𝐹𝑛 (

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1)]
𝑝𝑛

< ∞} 

 

uzaylarını tanımlayalım. 

Burada ℱ = (𝐹𝑛) modülüs fonksiyonlar dizisi, 𝑝 = (𝑝𝑛) pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi 

ve 𝑢 = (𝑢𝑛) kesin pozitif reel sayılar dizisidir. 
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4.2. 𝒍(𝑬̂, 𝓕, 𝒑, 𝒖) ve 𝒍∞(𝑬̂,𝓕, 𝒑, 𝒖) Uzaylarının Bazı Topolojik Özellikleri 

Teorem 4.2.1. 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) ve 𝑙∞(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) uzayları  ℂ kompleks cismi üzerinde lineer 

uzaylardır. 

İspat  𝑥, 𝑦 𝜖 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢)olsun. Bu takdirde 

 

∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1)]
𝑝𝑛

< ∞

𝑛

 

ve 

∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑦𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑦𝑛−1)]
𝑝𝑛

< ∞

𝑛

 

 

olur.  𝜆, 𝜇 𝜖 ℂ için |𝜆| ≤ 𝐾𝜆 ve |𝜇| ≤ 𝑁𝜇 olacak şekilde 𝐾𝜆 𝑣𝑒 𝑁𝜇 tamsayıları vardır. Modülüs 

fonksiyonunun tanımı ve (3.1) eşitsizliğinden 

 

∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝜆| (
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1) + |𝜇| (
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑦𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑦𝑛−1))]

𝑝𝑛

𝑛

 

≤∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝜆| |
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

𝑛

+∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝜇| |
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑦𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑦𝑛−1|)]
𝑝𝑛

𝑛

 

 

≤ 𝐶.𝐾𝜆
𝐻∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

𝑛

  

+𝐶.𝐾𝜇
𝐻∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑦𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑦𝑛−1|)]
𝑝𝑛

< ∞

𝑛

 

 

elde edilir ki bu 𝜆𝑥 + 𝜇𝑦 ∈ 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) olduğunu gösterir. 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) uzayı bir lineer uzaydır.  

𝑙∞(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) uzayının lineer uzay olduğu benzer şekilde ispatlanabilir. 

Teorem 4.2.2.  ℱ = (𝐹𝑛) modülüs fonksiyonlar dizisi, 𝑝 = (𝑝𝑛) sınırlı pozitif reel sayılar dizisi 

ve u= (𝑢𝑛) kesin pozitif reel sayı dizisi olsun. O halde 0 < 𝑝𝑛 ≤ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑛 = 𝐻 < ∞ ve 

 𝜇 = 𝑚𝑎𝑥{1, 𝐻} olmak üzere 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) uzayı bir paranormlu uzaydır ve üzerinde 

  

𝑔(𝑥) = sup
𝑛
(∑  [𝑢𝑛𝐹𝑛 (

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1)]
𝑝𝑛

𝑛

)

1
𝜇⁄

< ∞ 
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paranormu tanımlıdır. 

İspat  ∀𝑥 ∈ 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) için 𝑔(−𝑥) = 𝑔(𝑥) dir. Ayrıca 𝑥 = 0 için 

 
𝐿𝑛−1

𝐿𝑛
𝑥𝑛 −

𝐿𝑛

𝐿𝑛−1
𝑥𝑛−1 = 0  olduğu açıktır. 

𝑝𝑛

𝜇
≤ 1 olduğundan Minkowsky eşitsizliğini kullanarak 

  

(∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|(
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1) + (
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑦𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑦𝑛−1)|)]
𝑝𝑛

𝑛

)

1
𝜇⁄

 

≤ (∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|) + 𝑢𝑛𝐹𝑛 (|
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑦𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑦𝑛−1|)]
𝑝𝑛

𝑛

)

1
𝜇⁄

 

≤ (∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

𝑛

)

1
𝜇⁄

+(∑[+𝑢𝑛𝐹𝑛 (|
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑦𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑦𝑛−1|)]
𝑝𝑛

𝑛

)

1
𝜇⁄

 

 

buluruz. O halde 𝑔 alt toplamsaldır. Şimdi herhangi bir ∝∈ ℂ sayısı gözönüne alalım. Buradan 

𝐶∝ sayısı, |∝| ≤ 𝐶∝ şartını sağlayan bir 

 

𝑔(∝ 𝑥) = sup
𝑛
(∑  [𝑢𝑛𝐹𝑛 (|∝ (

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1)|)]
𝑝𝑛

𝑛

)

1
𝜇⁄

 

≤ 𝐶∝

𝐻
𝜇𝑔(𝑥) 

 

elde edilir. 

Şimdi 𝑔(𝑥) = 0 olmak üzere herhangi bir sabit 𝑥 için ∝→ 0 olsun. |∝| < 1 için tanımdan, 𝑛 >

𝑛0(𝜀) için, 

 

                                              ∑   [𝑢𝑛𝐹𝑛 (|
𝐿𝑛−1

𝐿𝑛
𝑥𝑛 −

𝐿𝑛

𝐿𝑛−1
𝑥𝑛−1|)]

𝑝𝑛
< 𝜀𝑛                                    (4.3) 

 

bulunur. Aynı zamanda  ∝ yeterince küçük seçilecek 1 ≤ 𝑛 < 𝑛0 için ve  𝐹𝐾 sürekli olduğundan 

 

                                            ∑   [𝑢𝑛𝐹𝑛 (|
𝐿𝑛−1

𝐿𝑛
𝑥𝑛 −

𝐿𝑛

𝐿𝑛−1
𝑥𝑛−1|)]

𝑝𝑛
< 𝜀 𝑛                                     (4.4) 

 

dir. Dolayısıyla (4.3) ve (4.4) eşitsizliklerinden ∝→ 0 iken 𝑔(∝ 𝑥) → 0 olur ve ispat tamamlanır. 

Teorem 4.2.3. ℱ = (𝐹𝑛) modülüs fonksiyonlar dizisi, 𝑝 = (𝑝𝑛) ve 𝑞 = (𝑞𝑛) dizileri 
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 0 ≤ 𝑝𝑛 ≤ 𝑞𝑛 < ∞ şartını sağlayan sınırlı, pozitif reel sayı dizileri olsunlar. O halde 

𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) ⊂ 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑞, 𝑢) dir. 

İspat  𝑥 𝜖 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) için ∑   [𝑢𝑛𝐹𝑛 (|
𝐿𝑛−1

𝐿𝑛
𝑥𝑛 −

𝐿𝑛

𝐿𝑛−1
𝑥𝑛−1|)]

𝑝𝑛
< ∞𝑛  dir. Bu ise yeterince 

büyük 𝑛 değerleri için, yeni 𝑛0 ∈ ℕ olmak üzere 𝑛 ≥ 𝑛0 için, 

 

∑  [𝑢𝑛𝐹𝑛 (|
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

≤ 1

𝑛

 

 

olduğunu gösterir. 𝑝𝑛 ≤ 𝑞𝑛 ve 𝐹𝑛 artan fonksiyon olduğundan 

 

∑   [𝑢𝑛𝐹𝑛 (|
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑞𝑛

≤ ∑ [𝑢𝑛𝐹𝑛 (|
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

< ∞

𝑛≥𝑛0𝑛≥𝑛0

 

 

olup 𝑥 𝜖 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑞, 𝑢) elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 

Teorem 4.2.4. ℱ = (𝐹𝑛) modülüs fonksiyon dizisi ve 𝑄 = lim
𝑡→∞

𝐹𝑛(𝑡)

𝑡
> 0 olsun. O halde 

𝑙(𝐸̂, 𝑝, 𝑢) ⊆ 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) dir. 

İspat  𝑄 > 0 olsun. 𝑄’ nun tanımından ∀𝑡 > 0 için 𝐹𝑛(𝑡) ≥ 𝑄(𝑡) olur. 𝑄 > 0 olduğundan ∀𝑡 >

0 için 𝑡 ≤
1

𝑄
𝐹𝑛(𝑡) dir. Şimdi 𝑥 ∈ 𝑙(𝐸̂, 𝑝, 𝑢) olsun. Böylece 

 

∑  [𝑢𝑛 (|
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

≤
1

𝑄
∑ [𝑢𝑛𝐹𝑛 (|

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

𝑛𝑛

 

 

olup bu 𝑥 𝜖 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) olduğunu ifade eder ve ispat tamamlanır. 

Teorem 4.2.5. ℱ′ = (𝐹𝑛′) ve ℱ′′ = (𝐹𝑛′′) iki modülüs fonksiyon dizisi olmak üzere 

  

𝑙(𝐸̂, ℱ′, 𝑝, 𝑢) ∩ 𝑙(𝐸̂, ℱ′′, 𝑝, 𝑢) ⊆ 𝑙(𝐸̂, ℱ′ + ℱ′′, 𝑝, 𝑢) 

 

dir. 

İspat  𝑥 𝜖 𝑙(𝐸̂, ℱ′, 𝑝, 𝑢) ∩ 𝑙(𝐸̂, ℱ′′, 𝑞, 𝑢) olsun. Bu takdirde 

∑  [𝑢𝑛𝐹𝑛
′ (|
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

< ∞

𝑛

 



14 

 

ve 

∑  [𝑢𝑛𝐹𝑛
′′ (|

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

< ∞

𝑛

 

dir. Buradan 

 

∑  [𝑢𝑛(𝐹𝑛
′ + 𝐹𝑛

′′) (|
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

𝑛

 

≤ 𝜇 {∑  [𝑢𝑛(𝐹𝑛
′) (|

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

𝑛

} + 𝜇 {[𝑢𝑛(𝐹𝑛
′) (|

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

} 

 

olur. Sonuç olarak 

 

∑  [𝑢𝑛(𝐹𝑛
′ + 𝐹𝑛

′′) (|
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

< ∞

𝑛

 

 

Yani 𝑥 𝜖 𝑙(𝐸̂, ℱ′ + ℱ′′, 𝑝, 𝑢) elde edilir ve bu ispatı tamamlar. 

Teorem 4.2.6. ℱ = (𝐹𝑛) ve ℱ′ = (𝐹𝑛′) iki modülüs fonksiyon dizisi olmak üzere, 

 

𝑙(𝐸̂, ℱ′, 𝑝, 𝑢) ⊆ 𝑙(𝐸̂, ℱ ∘ ℱ′, 𝑝, 𝑢) 

dir. 

İspat  𝜀 > 0 olsun 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝛿 için 𝐹𝑛(𝑡) < 𝜀 olacak şekilde 0 < 𝛿 < 1 seçelim. 

𝑦𝑛 = [𝑢𝑛𝐹𝑛
′ (|

𝐿𝑛−1

𝐿𝑛
𝑥𝑛 −

𝐿𝑛

𝐿𝑛−1
𝑥𝑛−1|)] olsun ve  

 

∑[𝐹𝑛(𝑦𝑛)]
𝑝𝑛

𝑛

= ∑ [𝐹𝑛(𝑦𝑛)]
𝑝𝑛

𝑦𝑛≤𝛿

+ ∑ [𝐹𝑛(𝑦𝑛)]
𝑝𝑛

𝑦𝑛>𝛿

 

 

olduğunu düşünelim. 𝐹𝑛  sürekli olduğundan 

 

                                                         ∑ [𝐹𝑛(𝑦𝑛)]
𝑝𝑛

𝑦𝑛≤𝛿 < 𝜀𝐻                                                      (4.5)                        

 

ve  

𝑦𝑛 > 𝛿 için 𝑦𝑛 <
𝑦𝑛

𝛿
≤ 1 +

𝑦𝑛

𝛿
 olsun. 
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tanımdan 𝑦𝑛 > 𝛿 için 𝐹𝑛(𝑦𝑛) < 2𝐹𝑛(1)
𝑦𝑛

𝛿
 olup buradan 

 

                                ∑ [𝐹𝑛(𝑦𝑛)]
𝑝𝑛 ≤ 𝑚𝑎𝑥(1, (2𝐹𝑛(1)𝛿

−1)𝐻)𝑦𝑛>𝛿
∑ [𝑦𝑛]

𝑝𝑛
𝑛                              (4.6) 

 

bulunur. (4.5) ve (4.6)’ dan  𝑙(𝐸̂, ℱ′, 𝑝, 𝑢) ⊆ 𝑙(𝐸̂, ℱ ∘ ℱ′, 𝑝, 𝑢) elde edilir. 

Şimdi vereceğimiz teorem kolayca kanıtlanabileceğinden ispatsız olarak ifade edeceğiz. 

Teorem 4.2.7. 1 ≤ 𝑝𝑛 ≤ 𝐻 < ∞ olsun. 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) ve 𝑙∞(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) 

 

‖𝑥‖ 𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢) =∑  ([𝑢𝑛𝐹𝑛 (|
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

)

𝑛

1
𝜇⁄

 

ve  

‖𝑥‖ 𝑙∞(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢) = sup
𝑛
[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

 

 

normlarına göre 𝐵𝐾 uzayıdır. 

Uyarı 4.2.8. |𝑥| = |𝑥𝑛| ve ∀ 𝑛 ∈ ℕ için 1 ≤ 𝑝𝑛 ≤ 𝐻 < ∞ olmak üzere,  𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) ve 

𝑙∞(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) uzayları mutlak olmayan tipten dizi uzaylarıdır. Gerçekten bu uzaylar üzerinde 

mutlak olma özelliği sağlanmaz, yani her iki uzaydaki en az bir dizi için  

 

‖𝑥‖ 𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢) ≠ ‖|𝑥|‖ 𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢) 

ve  

‖𝑥‖ 𝑙∞(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢) ≠ ‖|𝑥|‖ 𝑙∞(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢) 

 

dir. 

Teorem 4.2.9. ∀ 𝑛 ∈ ℕ ve 1 ≤ 𝑝𝑛 ≤ 𝐻 < ∞ için mutlak olmayan tipten 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) dizi uzayı 𝑙𝑝 

uzayına lineer izomorftur. 

İspat İki uzay arasında 1:1 örten lineer bir dönüşümün varlığını göstermek yeterlidir. (4.2) 

eşitliğiyle tanımlı 𝑅: 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) → 𝑙𝑝 ,  𝑥 → 𝑦 = 𝑅𝑥 dönüşümünü düşünelim. O halde 

 ∀𝑥 ∈ 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) için 𝑅𝑥 = 𝑦 = 𝐸̂𝑥 ∈ 𝑙𝑝 dir. Ayrıca 𝑅’nin lineer olduğu açıktır. Bununla 

birlikte 𝑥 = 0 iken 𝑅𝑥 = 0 olduğu aşikardır ve buradan 𝑅 dönüşümü 1:1 dir. 

Şimdi ∀𝑛 ∈ ℕ ve 1 ≤ 𝑝𝑛 ≤ 𝐻 < ∞ için 𝑦 = (𝑦𝑛) ∈ 𝑙𝑝 olduğunu kabul edelim ve 𝑥 = (𝑥𝑛) 

dizisini 
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𝑥𝑛 =∑
𝐿𝑛

2

𝐿𝑗−1𝐿𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑦𝑗 

 

şeklinde tanımlayalım. Bu takdirde 𝑝 = ∞ ve 1 ≤ 𝑝𝑛 ≤ 𝐻 < ∞ olması halinde 

  

‖𝑥‖ 𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢) = ∑  ([𝑢𝑛𝐹𝑛 (|
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

)

𝑛

1
𝜇⁄

 

                                                       = (∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

∑
𝐿𝑛

2

𝐿𝑗−1𝐿𝑗
𝑦𝑗 −

𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

∑
𝐿𝑛−1

2

𝐿𝑗−1𝐿𝑗
𝑦𝑗

𝑛−1

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

|)]

𝑝𝑛

𝑛

)

1
𝜇⁄

 

                                                = ‖𝑦‖𝑝 < ∞ 

ve 

‖𝑥‖ 𝑙∞(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢) = sup
𝑛
[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 −
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

 

= ‖𝑦‖∞ < ∞ 

 

elde edilir. Sonuç olarak 𝑅 dönüşümü 1:1 örten ve lineer olup 𝑙𝑝 ile 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) uzaylarının 

lineer izomorf olduğu görülür. 

 

4.3. 𝒍(𝑬̂, 𝓕, 𝒑, 𝒖) Uzayında p Tipi Banach-Saks Özelliği 

Teorem 4.2.7.’ den 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) uzayının bir Banach uzay olduğu bilinmektedir. Şimdi bu 

uzayın 𝑝 tipi Banach Saks özelliğini sağladığını gösterelim. 

Teorem.4.3.1. ∀𝑘 ∈ ℕ ve 1 < 𝑝𝑘 ≤ 𝐻 < ∞ olmak üzere 𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) dizi uzayı (𝐵𝑆𝑝) özelliğine 

sahiptir. 

İspat (𝜀𝑛) dizisi, ∑ 𝜀𝑛 ≤
1

2
∞
𝑛=1   olacak şekilde pozitif sayıların bir dizisi ve (𝑥𝑛) , 

𝐵 (𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢)) yuvarında sıfıra zayıf yakınsak bir dizi olsun. 𝑥0 = 0 ve 𝑧1 = 𝑥𝑛1 = 𝑥1 alalım. 

Bu takdirde  

‖ ∑ 𝑧1(𝑖)𝑒𝑖

∞

𝑖=𝑠1+1

‖

𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢)

< 𝜀1 

 

olacak şekilde 𝑠1 ∈ ℕ mevcuttur. 𝑥𝑛
𝑤
→0 iken 𝑥𝑛 → 0 olduğundan 𝑛 ≥ 𝑛2 için 
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‖∑𝑥𝑛(𝑖)𝑒𝑖

𝑠1

𝑖=1

‖

𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢)

< 𝜀1 

 

olacak şekilde 𝑛2 ∈ ℕ vardır. Şimdi 𝑧2 = 𝑥𝑛2 alalım. 

Bu takdirde 

‖ ∑ 𝑧2(𝑖)𝑒𝑖

∞

𝑖=𝑠2+1

‖

𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢)

< 𝜀2 

 

olacak şekilde 𝑠1 < 𝑠2 ∈ ℕ mevcuttur. 𝑥𝑛 → 0 olduğundan 𝑛 ≥ 𝑛3 için 

 

‖∑𝑥𝑛(𝑖)𝑒𝑖

𝑠2

𝑖=1

‖

𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢)

< 𝜀2 

 

olacak şekilde 𝑛2 < 𝑛3 ∈ ℕ vardır. Bu şekilde devam edilirse 𝑧𝑗 = 𝑥𝑛𝑗 olmak üzere 𝑛 ≥ 𝑛𝑗  için 

 

‖∑𝑥𝑛(𝑖)𝑒𝑖

𝑠𝑗

𝑖=1

‖

𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢)

< 𝜀𝑗 

ve  

‖ ∑ 𝑧𝑗(𝑖)𝑒𝑖

𝑠2

𝑖=𝑠𝑗+1

‖

𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢)

< 𝜀𝑗 

 

olacak şekilde (𝑠𝑖) ve (𝑛𝑖) artan dizileri bulabiliriz. 

𝜀𝑗−1 + 𝜀𝑗 < 1 olduğundan ‖𝑥‖ 𝑙∞(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢) < 1 dir. 

Buradan  

‖∑𝑧𝑗

𝑛

𝑗=1

‖

 𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢)

= ‖∑(∑𝑧𝑗(𝑖)𝑒𝑖

𝑠𝑗−1

𝑖=1

+ ∑ 𝑧𝑗(𝑖)𝑒𝑖

𝑠𝑗

𝑖=𝑠𝑗−1+1

+ ∑ 𝑧𝑗(𝑖)𝑒𝑖

𝑠𝑗

𝑖=𝑠𝑗+1

)

𝑛

𝑗=1

‖

 𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢)
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≤ ‖∑(∑𝑧𝑗(𝑖)𝑒𝑖

𝑠𝑗−1

𝑖=1

)

𝑛

𝑗=1

‖

𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢)

+ ‖∑( ∑ 𝑧𝑗(𝑖)𝑒𝑖

𝑠𝑗

𝑖=𝑠𝑗−1+1

)

𝑛

𝑗=1

‖

𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢)

+ ‖∑( ∑ 𝑧𝑗(𝑖)𝑒𝑖

∞

𝑖=𝑠𝑗−1+1

)

𝑛

𝑗=1

‖

𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢)

 

 

≤ ‖∑( ∑ 𝑧𝑗(𝑖)𝑒𝑖

𝑠𝑗

𝑖=𝑠𝑗−1+1

)

𝑛

𝑗=1

‖

𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢)

+ 2∑𝜀𝑗

𝑛

𝑗=1

 

ve  

 

‖∑( ∑ 𝑧𝑗(𝑖)𝑒𝑖

𝑠𝑗

𝑖=𝑠𝑗−1+1

)

𝑛

𝑗=1

‖

𝑝𝑘

𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢)

=∑ ∑ [𝑢𝑛𝐹𝑛 (|
𝐿𝑖−1
𝐿𝑖

𝑧𝑗(𝑖) −
𝐿𝑖
𝐿𝑖−1

𝑧𝑗(𝑖 − 1)|)]
𝑝𝑘

𝑠𝑗

𝑖=𝑠𝑗−1+1

𝑛

𝑗=1

 

≤∑∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|
𝐿𝑖−1
𝐿𝑖

𝑧𝑗(𝑖) −
𝐿𝑖
𝐿𝑖−1

𝑧𝑗(𝑖 − 1)|)]
𝑝𝑘

∞

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

≤ 𝑛 

 

buluruz. Sonuç olarak  

 

∑𝜀𝑛

∞

𝑛=1

≤
1

2
 

 

olduğundan 

  

‖∑𝑧𝑗

𝑛

𝑗=1

‖

 𝑙(𝐸̂,ℱ,𝑝,𝑢)

≤ 𝑛
1
𝑝𝑘⁄ + 1 ≤ 2𝑛

1
𝑝𝑘⁄  

 

elde edilir ki bu ispatı tamamlar. 

Uyarı 4.3.2.  𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) ≅ 𝑙𝑝 olduğundan 𝑅 (𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢)) = 𝑅(𝑙𝑝) = 2
1
𝑝⁄  dir. 

Şimdi Uyarı 4.3.2. ve teorem 3.2.3 yardımıyla aşağıdaki sonucu verebiliriz. 

Sonuç 4.3.3.  𝑙(𝐸̂, ℱ, 𝑝, 𝑢) uzayı zayıf sabit nokta özelliğine sahiptir. 
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4.4. 𝓵(𝑬̂(𝒓, 𝒔), 𝓕, 𝒑, 𝒖) ve 𝓵∞(𝑬̂(𝒓, 𝒔), 𝓕, 𝒑, 𝒖) Lucas Fark Dizi Uzayları  

Bu bölümde (Karakaş ve Metin Karakaş 2017) tarafından tanımlanan 𝐸̂(𝑟, 𝑠) = (𝐿𝑛𝑘(𝑟, 𝑠))  

Lucas matrisini kullanacağız. Bu matris; 

  

𝐸̂(𝑟, 𝑠) =

{
 
 

 
 𝑠

𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

 ,                              𝑘 = 𝑛 − 1

   𝑟
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

  ,                               𝑘 = 𝑛            

              0      ,           0 ≤ 𝑘 < 𝑛 − 1  𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑘 > 𝑛

                        

 

şeklinde tanımlanmıştır. Burada 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ ∖ {0}  ve r, 𝑠 ∈ ℝ ∖ {0} dır. 

Şimdi 𝐸̂(𝑟, 𝑠) matrisi ve modülüs fonksiyonu yardımıyla aşağıdaki Lucas fark dizi 

uzaylarını tanımlıyoruz. 

 

ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) = {𝑥 ∈ 𝑤:∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

< ∞

𝑛

} 

ve  

ℓ∞(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) = {𝑥 ∈ 𝑤: 𝑠𝑢𝑝𝑛 [𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

< ∞} 

 

burada   ℱ = (𝐹𝑛) modülüs fonksiyonlar dizisi, 𝑝 = (𝑝𝑛) pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi ve 

𝑢 = (𝑢𝑛) kesin pozitif reel sayılar dizisidir. 

Ayrıca   𝐸̂(𝑟, 𝑠) matrisinin tersini; 

 

                                     𝐸̂−1(𝑟, 𝑠) = {
1

𝑟
(−

𝑠

𝑟
)
𝑛−𝑘 𝐿𝑛

2

𝐿𝑘−1.𝐿𝑘
 ,           0 < 𝑘 ≤ 𝑛

         0        ,                      𝑘 > 𝑛
                               (4.7) 

 

ve bir   𝑥 = (𝑥𝑛)  dizisinin 𝐸̂(𝑟, 𝑠)- dönüşüm dizisini, 

 

                               𝑦𝑛 = 𝐸̂(𝑟, 𝑠)(𝑥) = 𝑟
𝐿𝑛−1

𝐿𝑛
𝑥𝑛 + 𝑠

𝐿𝑛

𝐿𝑛−1
𝑥𝑛−1     , 𝑛 ≥ 1                                 (4.8) 

 

şeklinde tanımlıyoruz. 
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4.5. 𝓵(𝑬̂(𝒓, 𝒔), 𝓕, 𝒑, 𝒖) ve 𝓵∞(𝑬̂(𝒓, 𝒔), 𝓕, 𝒑, 𝒖) Uzaylarının Topolojik Yapısı 

Teorem 4.5.1.  ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) ve ℓ∞(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) uzayları ℂ kompleks cismi üzerinde 

lineer uzaylardır. 

İspat  𝑥, 𝑦 ∈ ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) olsun. Bu takdirde 

 

∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1)|)]
𝑝𝑛

< ∞

𝑛

 

ve 

∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑦𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑦𝑛−1)|)]
𝑝𝑛

< ∞

𝑛

 

 

olur. 𝜆, 𝜇 ∈ ℂ için |𝜆| ≤ 𝐾𝜆 ve |𝜇| ≤ 𝑁𝜇 olacak şekilde 𝐾𝜆 ve 𝑁𝜇 tamsayıları mevcuttur. Modülüs 

fonksiyonunun tanımı ve (3.1) eşitsizliğini kullanarak, 

 

∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 |𝜆 (𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1) + 𝜇 (𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑦𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑦𝑛−1)|]
𝑝𝑛

𝑛

 

 

≤∑[𝑢𝑛𝐹𝑛|𝜆| |𝑟 (
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1)|]
𝑝𝑛

𝑛

  +∑[𝑢𝑛𝐹𝑛|𝜇| |𝑟 (
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑦𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑦𝑛−1)|]
𝑝𝑛

𝑛

 

 

≤ 𝐶.𝐾𝜆
𝐻∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

𝑛

 

 

+ 𝐶.𝑁𝜇
𝐻∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑦𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑦𝑛−1|)]
𝑝𝑛

< ∞

𝑛

 

 

elde edilir. Böylece 𝜆𝑥 + 𝜇𝑦 ∈  ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) olur. ℓ∞(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) uzayı için de aynı 

yöntem uygulanır. 

Teorem 4.5.2.  0 < 𝑝𝑛 ≤ 𝑆𝑢𝑝 𝑝𝑛 = 𝐻 < ∞ ve 𝑀 = 𝑚𝑎𝑥{1, 𝐻} olmak üzere, ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) 

uzayı; 

𝜎(𝑥) = 𝑠𝑢𝑝𝑛 (∑[𝑎𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]

𝑛

𝑝𝑛

)

1
𝑀⁄
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paranormuyla birlikte bir paranormlu uzaydır. 

İspat  ∀𝑥 ∈ ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) için 𝜎(𝑥) = 𝜎(−𝑥) olduğu aşikardır. 

Ayrıca 𝑥 = 0 için  𝑟
𝐿𝑛−1

𝐿𝑛
𝑥𝑛 + 𝑠

𝐿𝑛

𝐿𝑛−1
𝑥𝑛−1 = 0 olduğunu kolayca görebiliriz.  

𝑃𝑛

𝑀
≤ 1 olduğundan 

Minkowsky eşitsizliği yardımıyla,  

 

(∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1 + (𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑦𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑦𝑛−1)|)]

𝑛

𝑝𝑛

)

1
𝑀⁄

 

≤ (∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|) + 𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑦𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑦𝑛−1|)]

𝑛

𝑝𝑛

)

1
𝑀⁄

 

 

≤ (∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]

𝑛

𝑝𝑛

)

1
𝑀⁄

 

 

+(∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑦𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑦𝑛−1|)]

𝑛

𝑝𝑛

)

1
𝑀⁄

 

 

buluruz. O halde 𝜎 alt toplamsaldır. Çarpımın sürekliliği için, herhangi bir  

∝  kompleks sayısı alalım. Buradan 

 

𝜎(∝ 𝑥) = (
𝑠𝑢𝑝
𝑛
∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|∝ (𝑟

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1)|)]

𝑛

𝑝𝑛

)

1
𝑀⁄

 

                                      ≤ 𝒟∝
𝐻
𝑀 𝜎(𝑥) 

 

olur. Burada  𝒟∝, |∝| ≤ 𝒟∝  olacak şekilde bir pozitif tamsayıdır. Şimdi 𝜎(𝑥) = 0 şartını 

sağlayan sabit 𝑥 için ∝→ 0 olsun. ∝’ yı yeterince küçük alarak, | ∝| < 1 ve 1 < 𝑛 < 𝑛0 için, 

 

                           ∑ [𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1

𝐿𝑛
𝑥𝑛 + 𝑠

𝐿𝑛

𝐿𝑛−1
𝑥𝑛−1|)]𝑛

𝑝𝑛
< 𝜀,    𝑛 > 𝑛0(𝜀)                             (4.9) 

 

buluruz. 𝐹𝑛  sürekli olduğundan, 
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                                       ∑ [𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1

𝐿𝑛
𝑥𝑛 + 𝑠

𝐿𝑛

𝐿𝑛−1
𝑥𝑛−1|)]𝑛

𝑝𝑛
< 𝜀                                    (4.10) 

 

olur. (4.9) ve (4.10) dan ∝→ 0  iken 𝜎(∝ 𝑥) → 0 bulunur. Bu ise ispatı tamamlar. 

Teorem 4.5.3.  𝑝 = (𝑝𝑛) ve 𝑞 = (𝑞𝑛) dizileri, her 𝑛  için 0 ≤ 𝑝𝑛 ≤ 𝑞𝑛 < ∞ olmak üzere pozitif 

reel sayıların sınırlı dizileri ise, 

 

ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) ⊆ ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑞, 𝑢) 

dir. 

İspat  𝑥 ∈ ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) olsun. O halde 

 

∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]

𝑛

𝑝𝑛

< ∞ 

dir. Bu ise 

  

∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]

𝑛

𝑝𝑛

≤ 1 

 

olduğunu ifade eder. 

𝐹𝑛  artan ve 𝑝𝑛 ≤ 𝑞𝑛 olduğundan ∃𝑛0 ve 𝑛 ≥ 𝑛0 için, 

 

∑ [𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]

𝑛≥𝑛0

𝑞𝑛

≤ ∑ [𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑦𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑦𝑛−1|)]

𝑛≥𝑛0

𝑝𝑛

< ∞ 

 

buluruz. Dolayısıyla 𝑥 ∈ ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑞, 𝑢) olup ispat tamamlanır. 

Teorem 4.5.4. ℱ = (𝐹𝑛) modülüs fonksiyonlar dizisi ve 𝛾 = lim
𝑡→∞

𝐹𝑛(𝑡)

𝑡
> 0 olsun. Bu takdirde 

ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), 𝑝, 𝑢) ⊆ ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) dir. 

İspat  𝛾 > 0 olsun. 𝛾’ nın tanımından ∀ 𝑡 > 0 için 𝐹𝑛(𝑡) ≥ 𝛾(𝑡) ve 𝑡 ≤
1

𝛾
𝐹𝑛(𝑡)  olur. Şimdi 𝑥 =

(𝑥𝑛) ∈  ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) dizisini alalım. O halde 

 

 ∑[𝑢𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]

𝑛

𝑝𝑛

≤
1

𝛾
∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]

𝑛

𝑝𝑛
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olup bu 𝑥 = (𝑥𝑛) ∈  ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) olduğunu gösterir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 4.5.5.  ℱ1 = (𝐹𝑛
1) ve ℱ2 = (𝐹𝑛

2) iki modülüs fonksiyonlar dizisi olsun. O halde 

ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ1, 𝑝, 𝑢) ∩ ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ2, 𝑝, 𝑢) ⊆ ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ1 + ℱ2𝑝, 𝑢) dir. 

İspat  𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ
1, 𝑝, 𝑢) ∩ ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ2, 𝑝, 𝑢) olsun. 

Böylece 

 

∑[𝑢𝑛𝐹𝑛
1 (|𝑟

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]

𝑛

𝑝𝑛

< ∞ 

ve 

∑[𝑢𝑛𝐹𝑛
2 (|𝑟

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]

𝑛

𝑝𝑛

< ∞ 

 

olur. Buradan; 

 

∑[𝑢𝑛( 𝐹𝑛
1 +  𝐹𝑛

2) (|𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]

𝑛

𝑝𝑛

 

≤ 𝑀 {∑[𝑢𝑛 𝐹𝑛
1 (|𝑟

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

𝑛

} 

+𝑀 {∑[𝑢𝑛 𝐹𝑛
2 (|𝑟

𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

𝑛

} 

 

buluruz. Sonuç olarak 

 

∑ [𝑢𝑛( 𝐹𝑛
1 +  𝐹𝑛

2) (|𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]

𝑛

𝑝𝑛

< ∞ 

 

yani 𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ
1 +ℱ2, 𝑝, 𝑢) olup ispat tamamlanır. 

Teorem 4.5.6.  ∀ 𝑘 ∈ ℕ için 1 ≤ 𝑝𝑛 ≤ 𝐻 < ∞  olsun. Bu durumda ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) ve 

ℓ∞(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) uzayları 

‖𝑥‖ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢) = (∑[𝑢𝑛𝐹𝑛(|𝐸̂𝑛(𝑟, 𝑠)(𝑥)|)]

𝑛

𝑝𝑛
)

1
𝑀⁄

 

ve  
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‖𝑥‖ℓ∞(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢) = 𝑠𝑢𝑝𝑛[𝑢𝑛𝐹𝑛(|𝐸̂𝑛(𝑟, 𝑠)(𝑥)|)]
𝑝𝑛

 

 

normlarına göre normlu uzaylardır. 

Uyarı 4.5.7.  ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) ve ℓ∞(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) uzayları üzerinde mutlak olma 

özelliğinin sağlanmadığı kolayca görülebilir. Yani, her iki uzaydaki en az bir dizi için 

 

‖𝑥‖ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢) ≠ ‖|𝑥|‖ℓ∞(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢) 

 

ve  

 

‖𝑥‖ℓ∞(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢) ≠ ‖|𝑥|‖ℓ∞(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢) 

 

olup bu bağıntılar, uzayların mutlak olmayan tipten dizi uzayları olduğunu ifade eder. 

Teorem 4.5.8. ∀ 𝑘 ∈ ℕ için 1 ≤ 𝑝𝑘 ≤ 𝐻 < ∞  olmak üzere ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) dizi uzayı ℓ𝑝 

uzayına lineer izomorftur, yani ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) ≅ ℓ𝑝 dir. 

İspat Öncelikle ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) ve ℓ𝑝 uzayları arasında 1:1, örten ve lineer bir dönüşümün 

varlığını göstermeliyiz. Bunun için (4.8) eşitliğiyle tanımlı 

 

Ζ: ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) → ℓ𝑝 , 𝑥 → 𝑦 = 𝑍𝑥 

 

dönüşümünü göz önüne alalım.  

Buradan 𝑥 ∈  ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) için Ζ𝑥 = 𝑦 = 𝐸̂(𝑟, 𝑠)𝑥 ∈ ℓ𝑝 dir. 

Ayrıca, Ζ’ nin lineer olduğu açıktır. İlaveten 𝑍𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 0 olacağı kolayca görülebilir. 

Şimdi ∀ 𝑛 ∈ ℕ ve 1 ≤ 𝑝𝑛 ≤ 𝐻 < ∞  için 𝑦 = (𝑦𝑛) ∈ ℓ𝑝 olduğunu düşünelim ve 𝑥 = (𝑥𝑛) 

dizisini, 𝑥𝑛 =
1

𝑟
∑ (−

𝑠

𝑟
)
𝑛−𝑗 𝐿𝑛

2

𝐿𝑗−1𝐿𝑗
𝑦𝑗

𝑛
𝑗=1  şeklinde tanımlayalım. Buradan 1 ≤ 𝑝𝑛 ≤ 𝐻 < ∞   ve 

𝑝 = ∞  durumunda 

 

‖𝑥‖ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢) = (∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

𝑥𝑛−1|)]
𝑝𝑛

𝑛

)

1
𝑀⁄
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                           = (∑[𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1
𝐿𝑛

∑(
1

𝑟
) (−

𝑠

𝑟
)
𝑛−𝑗

𝑗−1

𝐿𝑛
2

𝐿𝑗−1𝐿𝑗
𝑦𝑗  

𝑛

+ 𝑠
𝐿𝑛
𝐿𝑛−1

∑(
1

𝑟
) (−

𝑠

𝑟
)
𝑛−𝑗 𝐿𝑛−1

2

𝐿𝑗−1𝐿𝑗
𝑦𝑗

𝑛−1

𝑗=1

|)]

𝑝𝑛

)

1
𝑀⁄

 

= ‖𝑦‖ℓ𝑝 < ∞                                          

ve  

                 ‖𝑥‖ℓ∞(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢)=𝑠𝑢𝑝𝑛 [𝑢𝑛𝐹𝑛 (|𝑟
𝐿𝑛−1

𝐿𝑛
𝑥𝑛 + 𝑠

𝐿𝑛

𝐿𝑛−1
𝑥𝑛−1|)]

𝑝𝑛
 

= ‖𝑦‖ℓ∞ < ∞ 

 

elde ederiz. Dolayısıyla Ζ  1:1, örten ve lineer bir dönüşüm olup ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) ve ℓ𝑝 

uzayları ∀ 𝑛 ∈ ℕ ve 1 ≤ 𝑝𝑛 ≤ 𝐻 < ∞   için lineer izomorfturlar. 

 

4.6. 𝓵(𝑬̂(𝒓, 𝒔), 𝓕, 𝒑, 𝒖) Uzayının Geometrik Yapısı 

Şimdi ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) uzayının, 1 < 𝑝𝑘 ≤ 𝐻 < ∞ olmak üzere, geometrik yapısına ilişkin 

aşağıdaki sonuçları verebiliriz. 

Teorem 4.6.1. ∀  𝑘 ∈ ℕ için 1 < 𝑝𝑘 ≤ 𝐻 < ∞ olsun. Bu takdirde ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) uzayı  𝑝 tipi 

Banach- Saks özelliğine sahiptir. 

İspat (𝜀𝑛)  dizisi,  ∑𝜀𝑛 ≤
1

2
 olacak şekilde pozitif sayıların bir dizisi ve (𝑥𝑛)  

𝐵 (ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢)) yuvarında sıfıra zayıf yakınsak, yani 𝑥𝑛
𝑤
→0   olsun. 

𝑥0 = 0  ve  𝑏1 = 𝑥𝑛1 = 𝑥1  alalım. O halde 

                                                                    

‖ ∑ 𝑏1(𝑖)𝑒𝑖

∞

𝑖=𝑚1+1

‖

ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢)

< 𝜀1 

             

olacak şekilde 𝑚1 ∈ ℕ  sayısı mevcuttur. 

𝑥𝑛
𝑤
→0⟹ 𝑥𝑛 ⟶ 0  olduğundan 𝑛 ≥ 𝑛2   için 
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‖∑𝑥𝑛(𝑖)𝑒𝑖

𝑚1

𝑖=1

‖

ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢)

< 𝜀1 

 

olacak şekilde 𝑛2 ∈ ℕ  vardır. Şimdi  𝑏2 = 𝑥𝑛2 alalım. Bu takdirde 

 

‖ ∑ 𝑏2(𝑖)𝑒𝑖

∞

𝑖=𝑚2+1

‖

ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢)

< 𝜀2                     

 

olacak şekilde 𝑚2 > 𝑚1 doğal sayısı mevcuttur. 𝑥𝑛 ⟶ 0  olduğu tekrar kullanılırsa, 𝑛 ≥ 𝑛3  için  

 

‖∑𝑥𝑛(𝑖)𝑒𝑖

𝑚2

𝑖=1

‖

ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢)

< 𝜀2 

 

olacak şekilde bir 𝑛3 > 𝑛2  sayısı vardır. Bu şekilde devam edildiğinde, ∀𝑛 ≥ 𝑛𝑗+1  için, 

 

‖∑𝑥𝑛(𝑖)𝑒𝑖

𝑚𝑗

𝑖=1

‖

ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢)

< 𝜀𝑗 

 

ve 𝑏𝑗 = 𝑥𝑛𝑗  olmak üzere, 

 

‖ ∑ 𝑏𝑗(𝑖)𝑒𝑖

∞

𝑖=𝑚𝑗+1

‖

ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢)

< 𝜀𝑗 

 

olacak şekilde  (𝑚𝑖)   ve (𝑛𝑖)  artan alt dizilerini bulabiliriz. Buradan; 

 

‖∑𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

‖

ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢)

= ‖∑(∑ 𝑏𝑗(𝑖)𝑒𝑖 +

𝑚𝑗−1

𝑖=1

∑ 𝑏𝑗(𝑖)𝑒𝑖

𝑚𝑖

𝑖=𝑚𝑗−1+1

+ ∑ 𝑏𝑗(𝑖)𝑒𝑖

∞

𝑖=𝑚𝑗+1

)

𝑛

𝑗=1

‖

ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢)
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≤ ‖∑(∑ 𝑏𝑗(𝑖)𝑒𝑖

𝑚𝑗−1

𝑖=1

)

𝑛

𝑗=1

‖

ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢)

+ ‖∑( ∑ 𝑏𝑗(𝑖)𝑒𝑖

𝑚𝑗

𝑖=𝑚𝑗−1+1

)

𝑛

𝑗=1

‖

ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢)

 

  

+ ‖∑( ∑ 𝑏𝑗(𝑖)𝑒𝑖

∞

𝑖=𝑚𝑗+1

)

𝑛

𝑗=1

‖

ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢)

 

≤ ‖∑( ∑ 𝑏𝑗(𝑖)𝑒𝑖

𝑚𝑗

𝑖=𝑚𝑗−1+1

)

𝑛

𝑗=1

‖

ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢)

+ 2∑𝜀𝑗

𝑛

𝑗=1

 

 

olur.  

Ayrıca ‖𝑥‖ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢) < 1 olduğu kolayca görülebilir. Dolayısıyla, 

 

‖∑( ∑ 𝑏𝑗(𝑖)𝑒𝑖

𝑚𝑗

𝑖=𝑚𝑗−1+1

)

𝑛

𝑗=1

‖

𝑝𝑘

ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢)

                                                 

= ∑ ∑ [𝑢𝑘𝐹𝑘 (|𝑟
𝐿𝑖−1
𝐿𝑖

𝑏𝑗(𝑖) + 𝑠
𝐿𝑖
𝐿𝑖−1

𝑏𝑗(𝑖 − 1)|)]
𝑝𝑘

𝑚𝑗

𝑖=𝑚𝑗−1+1

𝑛

𝑗=1

 

≤∑∑[𝑢𝑘𝐹𝑘 (|𝑟
𝐿𝑖−1
𝐿𝑖

𝑏𝑗(𝑖) + 𝑠
𝐿𝑖
𝐿𝑖−1

𝑏𝑗(𝑖 − 1)|)]
𝑝𝑘

∞

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

 

≤ 𝑛                                                                

bulunur. Böylece 

 

‖∑( ∑ 𝑏𝑗(𝑖)𝑒
𝑖

𝑚𝑗

𝑖=𝑚𝑗−1+1

)

𝑛

𝑗=1

‖

ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢)

≤ (𝑛)1/𝑝𝑘 

 

elde edilir. 

1 < 𝑝𝑘 < ∞   ve  ∀  𝑛 ∈ ℕ   için 1 ≤ 𝑛1/𝑝𝑘  olduğu göz önüne alınırsa 

 

‖∑𝑏𝑗(𝑖)

𝑛

𝑗=1

‖

ℓ(𝐸̂(𝑟,𝑠),ℱ,𝑝,𝑢)

≤ 𝑛1/𝑝𝑘 + 1 < 2𝑛1/𝑝𝑘 
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bulunur. Bu ise ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢)  uzayının 𝑝 tipi Banach-Saks özelliğine sahip olduğunu 

gösterir. 

Uyarı 4.6.2. ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) uzayı ℓ𝑝 uzayına lineer izomorf olduğundan 

𝑅 (ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢)) = 𝑅(ℓ𝑝) = 2
1
𝑝⁄  dir. 

Sonuç olarak  ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢)  bir Banach uzayı ve 𝑅 (ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢)) = 21/𝑝 < 2 

olduğundan Teorem 3.2.3 gereğince aşağıdaki Teoremi verebiliriz. 

Teorem 4.6.3. ∀  𝑘 ∈ ℕ  için 1 < 𝑝𝑘 ≤ 𝐻 < ∞ olmak üzere ℓ(𝐸̂(𝑟, 𝑠), ℱ, 𝑝, 𝑢) uzayı zayıf sabit 

nokta özelliğine sahiptir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Banach uzaylarının geometrik özellikleri birçok yazar tarafından çalışılmaktadır. Son yıllarda, 

Fibonacci ve Lucas sayıları yardımıyla tanımlanan fark dizi uzaylarının topolojik ve geometrik 

özellikleri de ilgi gören ve çalışılmakta olan konulardan biridir. Biz bu tez çalışmasında 𝑙𝑝 

uzayına Lucas sayıları yardımıyla oluşturulan iki sonsuz üçgensel matrisin etki alanını ve 

modülüs fonksiyonunu uygulayarak yeni fark dizi uzayları elde ettik. Sonrasında bu uzayların 

bazı topolojik özellikleri ile (𝐵𝑆𝑝) ve zayıf sabit nokta gibi geometrik özelliklerini araştırdık. 

Banach uzaylarının geometrik özelliklerinden bazıları sabit nokta teorisinde önemli rol 

oynamaktadır. Bu nedenle çalıştığımız uzayların sabit nokta teorisindeki yerinin daha iyi 

anlaşılabilmesi adına zayıf sabit nokta özelliği dışında hangi özellikleri sağladığı hem yazarlar 

hem de okuyucular adına bir çalışma alanı oluşturabilir. Bunun yanında uzaylarımızın daha genel 

hallerinin oluşturulması ve bu şekilde elde edilecek yeni uzayların duallerinin hesaplanması ve 

aralarındaki matris sınıflarının karakterize edilmesi de yeni bir araştırma konusu olarak 

düşünülebilir. 
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