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OZET

LUCAS SAYILARI YARDIMIYLA TANIMLANAN BAZI FARK DiZi UZAYLARININ
TOPOLOJIK VE GEOMETRIK OZELLIKLERI

Tayfur AKBAS

Yiiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Istatistik Anabilim Dal1
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Murat KARAKAS
Ocak 2018, 36 sayfa

Bes boliimden olusan bu calismanin birinci boliimiinde konumuza temel olusturan kavramlar
agiklanmistir. Ikinci boliimde bu kavramlarla ilgili literatiirde giiniimiize kadar yapilan
arastirmalardan bahsedilmis ve bu ¢alismalarin bir kismina atif yapilmistir. Ugiincii bdliimde
caligmanin devaminda kullanacagimiz temel tanim, teorem ve esitsizlikler verilerek, Banach
uzaylarin bazi geometrik Ozelliklerinden s6z edilmistir. Temel sonuglarimizin yer aldig:
dordiincii boliimde sonsuz {iggensel matrisler ve modiiliis fonksiyonu yardimiyla yeni fark dizi
uzaylar1 olusturularak, bu uzaylarin topolojik ve geometrik yapisi incelenmistir. Son boliimde,

elde edilen bulgular degerlendirilip bunlara ilaveten neler yapilabilecegi ifade edilmistir.

Anahtar kelimeler: Banach-Saks Ozelligi, Fark Dizi Uzayi, Lucas Sayilari, Modiiliis

Fonksiyonu, Sonsuz Matris



ABSTRACT

TOPOLOGICAL AND GEOMETRICAL PROPERTIES OF SOME DIFFERENCE
SEQUENCE SPACES DEFINED BY LUCAS NUMBERS

Tayfur AKBAS

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Statistics
Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Murat KARAKAS
January 2018, 36 pages

In the first part of this work, the concepts of our topic are explained basically. In the second part,
researches in literature related to these concepts are mentioned and some of these studies are
attributed. In the third chapter, some geometrical properties of Banach spaces are mentioned by
giving basic definitions, theorems and inequalities that we will use in the sequel of work. In the
fourth section where our basic results are included, new difference sequence spaces are
established by means of infinite triangular matrices and modulus function and also the
topological and geometrical structure of these spaces are investigated. In the last part, by

considering the findings, it is stated what can be done in addition to all these.

Keywords: Banach-Saks Property, Difference Sequence Space, Lucas Numbers, Modulus

Function, Infinite Matrice.
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SiIMGE VE KISALTMALAR DiZiNi

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

w Reel (yada kompleks) terimli dizilerin uzayi
(BSp) p tipi Banach-Saks zelligi

5 Zay1f yakinsaklik

fn Fibonacci sayilari

L, Lucas sayilari



1. GIRIS

Fransiz Matematik¢i Edward Lucas tarafindan tanimlanan Lucas say1 dizisi, Fibonacci say1
dizisindeki fo=fi=1 fue1=fo+ facam =1 baslangic kosullarinin, Ly =2, L; =1
seklinde degistirilmesiyle L,,; = L, + L,_1,n = 1 bagintis1 kullanilarak Fibonacci tekrarlama
bagintisina benzer bir sekilde elde edilmistir. Bu iki say1 dizisi arasinda ilging bagintilarin
oldugunu stiregelen arastirmalar kanitlamistir.

Fark dizi uzay1 kavrami (Kizmaz 1981) tarafindan x = (x;) kompleks terimli bir dizi ve
Ax = (xj, — xy41) olmak tizere X € {l., ¢, ¢y} icin

X(A) ={x =(xx) Ew:Ax € X}

seklinde tamimlanmustir. Bu kavram (Et ve Colak 1995) tarafindan X € {l,, ¢, c,} olmak lizere
genellestirilmis ve sonrasinda (Et ve Nuray 2001) X herhangi bir dizi uzayr olmak iizere bu
uzaylar1 X(A™) dizi uzaylarina genellestirerek bazi 6zelliklerini incelemislerdir.

Kizmaz ve beraberindeki yazarlardan farkli olarak (Altay ve Basar 2003) farklar1 1, uzay
icinde yer alan dizilerin olusturdugu uzayz,

_ _((=D™*  n-1<k<n }
A—(5nk)—{ 0 0<k<n-1lyadak >n

matrisinin etki alan1 yardimiyla

by, = (lp)A ={x €w: Yilxx — xx-1[|P < o0}
seklinde tamimlamislardir. Daha sonra (Basar vd. 2008) bu uzay1 bv(v,p) uzayma
genellemislerdir.

Ucgensel bir matrisin etki alan1 yardimiyla yeni bir dizi uzayr olusturma fikri, son
yillarda oldukea ilgi ¢ekicidir. Bunun yani sira, geometrinin analizle anilmaya baslandigi tarihten
bu yana ¢aligsmakta olan ilgi ¢ekici bir konu da dizi uzaylarinin geometrik 6zellikleridir.

Ayrica modiiliis fonksiyonu kavrami ilk olarak (Nakano 1953) tarafindan verilmistir ve
bu konu pek ¢cok matematikei tarafindan ¢aligilmaktadir.

Bu tez ¢alismasinda, Lucas sayilar1 kullanilarak olusturulan liggensel bir matrisin etki
alan1 yardimiyla ve modiiliis fonksiyonu da kullanilarak yeni fark dizi uzaylari tanimlanacaktir.

Sonrasinda bu uzaylara iligkin bazi topolojik ve geometrik 6zellikler incelenecektir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Ucgensel bir matrisin etki alan1 kullanilarak dizi uzay1 olusturma yaklasimi bircok yazar
tarafindan kullamlmaktadir. Ozellikle Fibonacci sayilar1 yardimiyla tanimlanan matrislerin etki
alanlar ile bu tiir ¢alismalar yapilmistir. Ornegin (Kara ve Basarir 2012; Kara 2013; Debnath ve
Saha 2014; Kara ve Ilkhan 2016; Basarir vd. 2013; Alotaibi vd. 2015; Candan 2015; Candan ve
Kayaduman 2015; Candan ve Kara 2015; Kara vd. 2013) bu ¢alismalardan bazilaridir.

Fibonacci sayilarinin yakin akrabasi olmasina ragmen, Lucas sayilar1 da farkli ve ilging
ozelliklere sahiptir. Bu sayilara iligkin 6zelliklerin ve bagintilarin yer aldig: kaynaklar literatiirde

mevcuttur (Vajda 1989; Koshy 2001; Kalman ve Mena 2003).

n
D o= fufaunz1,
k=1

fk =fn+2 - 11” = 11

NgE

=
1l

1

Ly = Lyptq — 1,

Ly = Lpsq =3,

- I

&
Il

1

Ayrica fark dizi uzaylari konusu yillardir birgok yazar tarafindan calisilmistir ve halen
calisiimaya devam edilmektedir. Bunlardan bazilar1 (Colak ve Et 1997; Et ve Esi 2000; Tripathy
vd. 2008; Bektas vd. 2004; Et ve Basarir 1997; Aydin ve Basar 2004; Mursaleen ve Noman
2010; Et 2000; Altay ve Polat 2006; Altay ve Bagar 2005a, 2005b, 2006, 2007) seklindedir.

Fark dizi uzay1 olustururken kullanilan kavramlardan biri de modiiliis fonksiyonudur. Bu
fonksiyon yardimiyla olusturulmus fark dizi uzaylar literatiirde mevcuttur. Ornegin (Altin ve Et
2005; Et 2006; Altin 2009; Altin ve Altinok 2003; Et 2003; Esi ve Tripathy 2008).

Fark dizi uzaylarinin geometrik 6zelliklerinin incelenmesi konusu da popiiler olup buna
iligkin (Mursaleen vd. 2007) m(q.’), D, A(T)) fark dizi uzaymi tanimlayarak bazi geometrik
esitsizlikleri ele almiglardir. (Karakas vd. 2013) Lacunary dizisi iceren genellestirilmis fark dizi
uzaymin geometrik yapisini incelemislerdir. (Et vd. 2014) de la Vallee-Poussin ortalamasi

yardimiyla tanimladiklar1 fark dizi uzayimna iliskin baz1 geometrik 6zellikleri aragtirmislardir.



(Aydmn ve Basar 2014) genellestirilmis fark matrisi B(r,s)’ nin etki alan1 yardimiyla mutlak

olmayan tipten I(p) uzayim olusturarak, bu uzaym rotundlugunu ¢alismuslardir. (Raj vd. 2015)
modiiliis fonksiyonu kullanarak Fibonacci fark dizi uzayr tanimlamislardir ve geometrik
Ozelligini incelemislerdir. Buna benzer bir ¢alisma (Kiling ve Candan 2017) tarafindan

yapilmustir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tamim 3.1.1. X # @ bir ciimle ve K kompleks sayilarin bir cismi olsun.

+XXX-X
TKXX->X

fonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa , X climlesine K cismi iizerinde bir vektor uzayi

(lineer uzay1) ad1 verilir (Cakar 2007). Her x,y,z € X i¢in ve her A, u € K igin

L)x+y=y+x

L) (x+y)+z=x+(y+2)

L3) x + 8 = x olacak sekilde bir 8 € Xvardir.

L4) Her bir x € X i¢in x + (—x) = 0 olacak sekilde bir (—x) € X vardur.

L5) 1.x =x

L6) A(x +y) = Ax + Ay

L) (A + wx = Ax + ux

L8) A(ux) = (Au)x

Tamim 3.1.2. Her n € N i¢in |x,| < M olacak sekilde bir M pozitif reel sayis1 varsa (x,)

dizisine sinirl dizi denir (Dernek 2009).

Tanim 3.1.3. f: [0, ) —[0, ©) fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyor ise f’ ye bir modiiliis

fonksiyonu denir. Her u, v € [0, o) i¢in,

iv.

fw)=0=u=0

Heru>0,v=>0i¢in flu+v) < f(w)+ f(v)
f artandur.

f sifirda sagdan siireklidir ( Nakano 1953).

(ii) ve (iv) ozelliklerinden dolay1 f, [0, ) {izerinden her yerde siireklidir. Modiiliis fonksiyonu

sinirli ve sinirsiz olabilir.

Tamim 3.1.4. X bir lineer topolojik uzay, g : X — R bir fonksiyon olsun. Eger g asagidaki

sartlar1 sagliyor ise g ye bir paranorm, (X, g) ikilisine paranormlu uzay denir (Choudary ve

Nanda 1989).
i. g@) =0,
i g() =g(=x),

gx+y)<gk)+gQ),



iv. ALAy€ECvex,xy€Xigind— Ay,x = xg = Ax = Agx,.
Tanim 3.1.5. X bir vektor uzay1 olsun.
Il X->R
doniistimii asagidaki sartlari sagliyorsa X iizerinde norm ve normla birlikte X vektor uzayina bir
normlu uzay denir. (X, ||.||) ile gosterilir. X normlu bir lineer uzaymdaki her Cauchy dizisi X in

bir elemanina yakinsiyorsa X' € Banach uzay denir (Bayraktar 2006).

ND)|lx| =0

N2)||x]| =0 x =26
N3) llax|| = |ellx]]

N4) llx + yll < llxll + [yl

Tanim 3.1.6 X bir dizi uzay1 olsun. X bir Banach uzay1 ve 74(x): X = C, 7, (x) = x5, (k =
1,2,3, ...) doniisiimii siirekli ise X e bir BK-uzayi denir (Choudary ve Nanda 1989).
Tammm 3.1.7. X ve Y, aym cisim iizerinde iki lineer uzay olsun. Eger x;,x, € X ve a4, a,

skalerleri i¢in
T(alxl + azxz) = alTxl + aszz

oluyorsa T : X — Y doniisiimii lineerdir denir. T : X — Y lineer doniisiimii, bire-bir ve Orten
ise bu T doniisiimiine bir izomorfizm denir. Bu durumda X ve Y uzaylari lineer olarak izomorfik
uzaylar adini alir ve X = Y yazilir (Bayraktar 2006).
Tamim 3.1.8. (X, d) bir metrik uzay, x, € X sabit bir nokta ve r > 0 bir reel say1 olsun.
B(xg;7) = {x € X : d(x, x,) < r} kiimesine agik yuvar,
B(xg;r) = {x € X : d(x,x,) < r} kiimesine kapal1 yuvar,
S(xg;1) = {x € X : d(x,x,) = r} kiimesine kiire ad1 verilir (Bayraktar 2006).

Tanmm 3.1.9. Normlu bir X uzayinda (x,,) dizisi verilmis olsun. Eger her f € X’ i¢in

lim £Gea) = £(x)

olacak sekilde bir x € X varsa (x,) dizisi x’e zayif yakinsaktir denir ve x,, 5x seklinde yazilir
(Kreyszig 1978).



Tamm 3.1.10. (x,,) dizisi verilsin, Vn € N i¢in x,, < x4, iS¢ monoton artan, x, < x,,, ise
azalmayan dizi x,, > x,,, ise monoton azalan, x,, = x,,, ise artmayan dizi monoton artan veya
azalan diziye kisaca monoton dizidir (Dernek 2009).

Tanmm 3.1.11. a: N> R, a(n) =a, ve k: N - N, k(n) = k,, dizileri verilsin ve k,, artan
olsun.aok : N- R, a(k(n)) = a, bileske fonksiyonuna a dizisinin bir alt dizisi denir
(Dernek 2009).

Tamm 3.1.12. n, k € N i¢in a,; € C olmak iizere (ank)“’n’k=1 ifadesine bir sonsuz matris denir

ve

a;p aq2 Qg3
A= (ay) = z1 Qzz QAz3
n az1 Qaz; Qasz

bigiminde gosterilir (Bagar 2011).
Tamm 3.1.13. Kompleks terimli tim x = (x;), (k = 1,2,3, ....) dizilerinin ciimlesini w ile

gosterecegiz. x = (xi ),y = (Vi) Ve a bir skaler olmak lizere;

x+y = () + (i)

ax = (axy)

seklinde tanimlanan islemler altinda w bir lineer uzaydir. w’nin her alt lineer uzayina dizi uzay1

denir (Basar 2011).
Teorem 3.1.14.(Minkowski Esitsizligi) p =1, x = (§) ve y = (;) dizileri X|§;|” < oo,

¥|¢ j|p < oo gartlarimi saglamak iizere,

1
/p o
<

o 1/p 1) 1/10
Dle+gl Ylal ]+ Dlsl
j=1 j=1 j=1

Minkowski esitsizligi saglanir (Bayraktar 2006).
Tamm 3.1.15. Fibonacci say1 dizisi fy = 0 ve f; = f, = 1 baslangic kosullar ile verilen ve

genel terimi

fo=fa1t fr—2n =2



olan bir dizidir. Burada
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,....

sayilar1 Fibonacci sayi dizisini olusturur.

Benzer sekilde Lucas say1 dizisi Ly = 2 ve L; = 1 baslangi¢ kosullari ile verilen ve genel terimi
Ly=1Lpq+Lypyn=2
olan bir dizidir. Bu say1 dizisi
2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199,322,521,....

seklinde olusmustur (Karabudak 2016).

Tamim 3.1.16. (py) kesin pozitif reel sayilarin sinirh bir dizisi ve H = sup pj, olsun. Bu takdirde

C = max{1,2871} ¢, = % < 1ve ay, by € C olmak iizere

lax + by [Pk < C. (lag|P* + by |P*) (3.1)
ve
lay + by |t < |ag | + |by|t* esitsizligi saglanir (Maddox 1967).
3.2. Baza Geometrik Ozellikler

Genellikle I(p)- tipi uzaylar I(p) ve L, uzaylarinin 6zelliklerinden dolayr birgok uygulamaya
sahiptir. (Kamthan ve Gupta 1981) zengin geometrik 6zelliklere sahip Orlicz uzaylarin alt
uzaylarinin l,, uzayma izomorf oldugunu gostermistir. Ayrica [, uzay1 1 < p < o igin yansimali
ve konveks oldugundan bu uzaylarin geometrik yapisini diistinmek dogaldir.

Son yillarda, topolojik ve diger bazi alisilmis Ozelliklerine ilaveten dizi uzaylarinin
geometrik Ozelliklerinin arastirilmasi biiyiik ilgi gostermektedir. Literatiirde farkli dizi

uzaylarmin geometrik 6zellikleriyle ilgili bir¢ok ¢alisma bulunmaktadir.



Simdi Banach uzaylarin birka¢ geometrik 6zelligini agiklayacagiz.

Tamm 3.2.1. Herhangi bir € € (0,1] i¢in ||x|| = 1, |ly]l = 1 ve ||x — y|| = ¢ ile birlikte x,y € X
iken ”%(x + y)” < 1- 46 olacak sekilde § = §(¢) > 0 sayis1 mevcutsa X normlu uzayina
diizgiin konvekstir denir (Chidume 1965).

Teorem 3.2.1. 1 < p < o i¢in L, uzaylar diizgiin konvekstir (Chidume 1965).

Tanmim 3.2.2. X bir normlu uzay olmak tizere V x,y € X,x # y, ||x|| = ||yl = 1 igin
IAx + (1 — Dyl < 1,(v1 € (0,1))

oluyorsa X normlu uzayina kesin konvekstir denir (Chidume 1965).

Teorem 3.2.2. Her diizgiin konveks uzay ayni zamanda kesin konvekstir (Chidume 1965).
Ornek 3.2.1. [; uzay1 kesin konveks degildir. Bunu gormek igin € = 1 alalim. ¥ = (1,0,0, ....)
vey = (0,—1,0,0,....) segelim. Agikca X,y € [, dir ve

Ixll =1 =iyl

ve
Ix—yll=2>¢

olur. Boylece

1
o]

elde edilir ve bu [; uzaymn kesin konveks olmadigint gosterir (Chidume 1965).

Tanim.3.2.3. X bir Banach uzayi olsun. X uzayindaki her sinirli {x,,} dizisi igin
1
te(2) = E(Z1 +2z;+ -+ 7)

seklinde tanimh {t;(z)} dizisi X uzayinda yakinsak olacak sekilde (x,) dizisinin z = (z,,) alt
dizisi mevcutsa X uzay1 Banach-Saks 6zelligine sahiptir denir (Knaust 1992).

Tanim.3.2.4. X bir Banach uzay1 olsun. Sifira zayif yakinsak her (x,) < X dizisi, 3C > 0 ve
v n € Nigin



<Cn+1DV?

n
=0

olacak sekilde bir (xk 1) alt dizine sahipse X uzay: p-tipi Banach-Saks 6zelligine sahiptir denir
(Knaust 1992).

Tamim 3.2.5. X bir banach uzay1 olsun. X deki her (x,,) zayif sifir dizisinin
{I/n(Zy+Zy + . +Z,)}

aritmetik ortalama dizisi norma gore yakinsak olacak sekilde bir (Z,,) alt dizisi varsa X Banach
uzay1 zay1f Banach-Saks 6zelligine sahiptir denir (Cui vd. 2000).

Tamim 3.2.6. X bir Banach uzay olsun. X’ in zayif kompakt konveks bir alt kiimesi iizerinde
tanimli her genislemeyen 6z- doniisiim bir sabit noktaya sahipse X Banach uzayi zayif sabit
nokta 6zelligine sahiptir denir (Garcia-Falset 1994).

Tamim 3.2.7. Bir X Banach uzayna ait R (x) katsayisi

R(x) = sup{lim inf||lx, + x||: (x,) € B(x), x, ﬁo}
n—oo
seklinde tanimlanir (Garcia-Falset 1994).

Teorem 3.2.3. R(x) < 2 sartin1 saglayan bir X Banach uzay1 zayif sabit nokta 6zelligini saglar
(Garcia-Falset 1997).



4. BULGULAR

4.1. I(E,F,p,u) ve l,(E,F,p,u) Lucas Fark Dizi Uzaylari
(Karakas ve Metin Karakas 2017) Vn, k € N\{0} i¢in Lucas say1 dizisi yardimiyla £ = (fnk)

matrisini

(-2 k=n-1

Ln—1
Lug = i L’LH k=n (4.1)
0 , diger
seklinde tanimladilar. Bu matrisin tersini
Ln” >k>0
T-1 — ) nz=
L™ =9 Li_1Lk
0 , n<k
ile ve bir x = (x,,) dizisinin E-doéniisimiini
r Lp—1 Ln
Yn=En(x) =T=xn — %1 ,n21 4.2)
n n-1

esitligiyle verdiler.

Calismamizin bu kisminda yukaridaki matrisi ve modiiliis fonksiyonunu kullanarak

R L. _ L Pn
l(E,T,p,u) ={x € w:z [unFn( - 1xn -= xn_l)] < oo
- Ly, Ly

ve

~ L. L Pn
loo(E, F,p, u) ={x €E w:sup [unFn (n—lxn - —nxn_1>] < oo
n Ln Ln—l

uzaylarin1 tanimlayalim.

Burada F = (F,) modiiliis fonksiyonlar dizisi, p = (p,,) pozitif reel sayilarin siirh bir dizisi

ve u = (u,) kesin pozitif reel sayilar dizisidir.
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42.1 (E' ,F,p, u) ve l, (E‘ ,F,p, u) Uzaylarimin Bazi Topolojik Ozellikleri
Teorem 4.2.1. I(E, F,p, u) ve lw(ﬁ', F,p, u) uzaylar1 C kompleks cismi iizerinde lineer
uzaylardir.

ispat x,y e [(E,F,p,u)olsun. Bu takdirde

Ln_q Ly Pn
(Tt -] <

ve

Ln—l Ln Pn
Z[ nin Ln n Ln—l n-1

olur. A,peC igin [A| < Ky ve |u| <N, olacak sekilde K ve N, tamsayilar1 vardir. Modiiliis

fonksiyonunun tanimi ve (3.1) esitsizliginden

Pn
Ly_q L L
E [unFn (Ml ( Zn Xn — Lnnl Xn— 1) + |ul ( L, yn Lnr_ll Yn—1>)]

O e o e

n
Xn Xn-1
Lp_q

Lp_1 Lx
Ln Lnln1

"
<o

L,_
< C.Kfz [unFn< nol
n Ln
L,_
+C. K} Z [unFn ( iias SN
Ly
n

Ly

L

elde edilir ki bu Ax + uy € l(f:', F,p, u) oldugunu gosterir. l(E', F,p, u) uzay1 bir lineer uzaydir.
loo (E' ,F,p, u) uzayinin lineer uzay oldugu benzer sekilde ispatlanabilir.

Teorem 4.2.2. F = (F,) modiiliis fonksiyonlar dizisi, p = (p,) smurl pozitif reel sayilar dizisi
ve u= (u,) kesin pozitif reel say1 dizisi olsun. O halde 0 < p,, < supp,, = H < oo ve

u = max{1, H} olmak iizere l(f ,F,p, u) uzay1 bir paranormlu uzaydir ve iizerinde

1/11

Lpq Ly Pn
g(x) = sup z [unFn ( L Xn — L xn—l)] <o
n - n n—1

11




paranormu tanimlidir.

ispat vx € [(E,F,p,u) i¢in g(—x) = g(x) dir. Ayrica x = 0 igin

Ln—1 Ln
Lp

n

Xn—1 = 0 oldugu aciktir. an < 1 oldugundan Minkowsky esitsizligini kullanarak

)}pn>

Lp—1

1/#

(Z [unFn (

(Ln—lx _ Ly x )+(Ln—1 _ Ly )

Y
I ) (Ln_l Ly )}p g
< E - _ F, - _
- <Z -un Tl( Ln ‘le Ln_l xn 1 +un n Ln yn Ln_lyn 1
1 1
< (Dot (g 7) (Do (B2
— ~ n'n Ln n Ln_l n-—1 ~ n'n Ln Yn Ln_l :Vn—l

buluruz. O halde g alt toplamsaldir. Simdi herhangi bir <€ C sayis1 gozoniine alalim. Buradan

Cy sayist, |x| < Cy sartin1 saglayan bir

g(xx) = Slrllp <zn: [unFn ( o (Ln: X — Li: xn_l) >]pn>1/u
= Co%g(x)

elde edilir.

Simdi g(x) = 0 olmak iizere herhangi bir sabit x i¢in «<— 0 olsun. |x| < 1 i¢in tanimdan, n >

Ny (8) igina

Lo L Pn
tx, — —"xn_1|) <e (4.3)
Ln Lp—q

Zn [unFn (

bulunur. Ayn1 zamanda « yeterince kiigiik se¢ilecek 1 < n < n icin ve Fy siirekli oldugundan

Lp—q Ly Pn
L, n Tl x”‘1|) <€ (4.4)
n n—1

ZTL [unFn (

dir. Dolayisiyla (4.3) ve (4.4) esitsizliklerinden «<— 0 iken g(cc x) — 0 olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.3. F = (F,) modiiliis fonksiyonlar dizisi, p = (p,,) ve q = (q,,) dizileri
12



0<p,<q,<oo sartin1 saglayan sirl, pozitif reel say1 dizileri olsunlar. O halde
I(E,F,p,u) c U(E,F,q,u) dir.

Ln—1 Ln Pn . . .
L_xn__x"—lm < oo dir. Bu ise yeterince
n

Lp—1

ispat xel(E,F,p,u) icin X, [unFn(

bliyiik n degerleri i¢in, yeni ny € N olmak iizere n = n, i¢in,

3 [u

Ly

Xn-1

I

Lna
Ln " Ln—l

Ly

T Xn-1
Ln—l

oldugunu gosterir. p,, < q, Ve F, artan fonksiyon oldugundan
Ly

O e e )| RED W A

nzny nzny

)]pn <

Ln—lx _ Ln—lx _
L, ™ L, ™

olupxe l(E', F,q, u) elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.2.4. F = (E,) modilis fonksiyon dizisi ve Q = tlianT(t)> 0 olsun. O halde

I(E,p,u) < I(E,F,p,u) dir.
Ispat Q > 0 olsun. Q’ nun tanimindan Vt > 0 igin E,(t) = Q(¢t) olur. Q > 0 oldugundan Vt >
Oicint < %Fn(t) dir. Simdi x € I(E,p,u) olsun. Boylece

<83 [

Ln—lx _ Ln x

Ln

Ln—l

Xn-1

2. [l Ik

n

bn1
L, n

olupbu x el (E ,F,p, u) oldugunu ifade eder ve ispat tamamlanur.

Teorem 4.2.5. F' = (E,") ve F"' = (F,'") iki modiiliis fonksiyon dizisi olmak tizere
E,F,pu)nl(E,F  pu) cU(EF +F" pu)

dir.
ispat x € l(E,F',p,u) nI(E,F",q,u) olsun. Bu takdirde

3 [u(

Ly

)]p" <

Ln—lx x
n - n—1
Ly Lp

13



ve

Ly
Xn-1
Lyp—q

" Ln_l Pn
2, [ (- g <o
n

dir. Buradan

5

bna _ In

Ln—lx _ Ln x

Z [un i+ B ( -
)]p} + {[un(m (

Ln—lx _ Ln x

<ufY fmceo I8

olur. Sonug olarak

Ln—lx il Ln x

)]p” <o

> |+ B (
— -1
Yani x € I(E' ,F'+F",p, u) elde edilir ve bu ispati tamamlar.

Teorem 4.2.6. F = (E,) ve F' = (F,") iki modiiliis fonksiyon dizisi olmak iizere,

I(E,T’,p,u) c l(E,T OT’,p,u)
dir.
Ispat £ > 0 olsun 0 < t < § igin F, (t) < € olacak sekilde 0 < & < 1 secelim.

Yn = [unFrZ(

Lp—1

L
Xy — —”xn_lm olsun ve
Ln Lp—1

IR = ) RoP+ ) B

n Yn<6 Yn>6

oldugunu diisiinelim. F,, siirekli oldugundan

Zynsd[Fn(yn)]pn <efl (45)

ve

Yn > 8 igin y, <> < 1+ olsun,

14



tanimdan y,, > 6 icin E,(y,) < 2E,(1) 3% olup buradan

Zyn>slFa m)]Pr < max(1, (2F, (16~ H™) Zulyn]Pn (4.6)

bulunur. (4.5) ve (4.6)’ dan I(E,F',p,u) € I(E,F o F’,p,u) elde edilir.
Simdi verecegimiz teorem kolayca kanitlanabileceginden ispatsiz olarak ifade edecegiz.

Teorem 4.2.7. 1 < p, < H < olsun. [(E, F,p,u) ve l(E,F,p,u)

Ln—l Ln

Xn Xn-1
Ln Ln—l

>]pn>1/u
5

1l e 7 pw) = Z <[unFn (

n

ve

Ln—l Ln

Xn Xn-1
Ln Ln—l

Il e = 5P [0
n

normlarina gére BK uzayidir.
Uyan 4.28. |x| =|x,| ve VneN i¢in 1<p, <H <o olmak Iiizere, I(E,T,p,u) ve
loo(E' ,F,p, u) uzaylart mutlak olmayan tipten dizi uzaylaridir. Gergekten bu uzaylar iizerinde

mutlak olma 6zelligi saglanmaz, yani her iki uzaydaki en az bir dizi i¢in

xIl vz 7 pa) # XN i p0)

ve

[E4] loo (B, F,p) # |l|x]l loo (E,F,pu)

dir.
Teorem 4.2.9.Vvn € Nve 1 < p, < H < o igin mutlak olmayan tipten l(f:', F,p, u) dizi uzay1 L,

uzayina lineer izomorftur.

Ispat 1ki uzay arasinda 1:1 orten lineer bir doniisiimiin varligmi gostermek yeterlidir. (4.2)
esitligiyle tammli R: [(E, F,p,u) - L, , x > y = Rx déniisiimiinii diisiinelim. O halde

Vx € l(E', F,p, u) icin Rx =y = Ex € lp dir. Ayrica R’nin lineer oldugu agiktir. Bununla
birlikte x = 0 iken Rx = 0 oldugu asikardir ve buradan R doniisiimii 1:1 dir.

Simdi Vn €N ve 1<p, <H <o icin y = (y,) €[, oldugunu kabul edelim ve x = (x,)
dizisini

15



n

2

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde p = oo ve 1 < p,, < H < o olmasi halinde
N

||X|| WEFpu) — Z ([unFn< )] )

n

= 2| [ 12 2

Li_ Li_

n

Lp_q Ly

Xn Xn-1
Ln Ln—l

Py Y

=lyll, < oo
ve
Ln—4 Ly

Xn Xn-1
Ln Ln—l

I8

Il e = 5P [0
n

= [lyllec < o0

elde edilir. Sonug olarak R doniisiimii 1:1 6rten ve lineer olup [, ile I(E,F,p,u) uzaylarnin

lineer izomorf oldugu goriiliir.

4.3. 1(E,F,p, u) Uzayinda p Tipi Banach-Saks Ozelligi

Teorem 4.2.7. den l(f:' ,F,p, u) uzaymin bir Banach uzay oldugu bilinmektedir. Simdi bu
uzayn p tipi Banach Saks 6zelligini sagladigini gosterelim.

Teorem.4.3.1. Vk € N ve 1 < p, < H < o olmak iizere [(E,F,p,u) dizi uzay1 (BS,) dzelligine
sahiptir.

Ispat (g,) dizisi, Yo &, < % olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisi ve (x,) ,
B (l (E ,F,p, u)) yuvarinda sifira zayif yakinsak bir dizi olsun. x, = 0 ve z; = x,,, = x; alalm.
Bu takdirde

co
Z z,()e; <&

l=S1+1 I(E',T,p,u)

olacak sekilde s; € N mevcuttur. x,, %0 iken X, — 0 oldugundan n = n, i¢in

16



S1

z xn(0)e; <&

=1 I(E,F,pu)

olacak sekilde n, € N vardir. Simdi z, = x,,, alalim.

Bu takdirde

Z 2,(i)e; <e

i=52+1 l(E',T,p,u)
olacak sekilde s; < s, € N mevcuttur. x;,, = 0 oldugundan n > n3 icin

S2

Z X, (0)e; < &

. 1(EF.pu)

olacak sekilde n, < nz € N vardir. Bu sekilde devam edilirse z; = Xn; olmak tlizere n = n; igin

Sj
Z x,()e; <g
i=1 I(E,F,pu)
ve
S2
Z zj(De; <g
i=sj+1 1E,F.pw)

olacak sekilde (s;) ve (n;) artan dizileri bulabiliriz.

gj—1 + & < 1oldugundan ||x|| ;g7 pu) < 1dir.

Buradan
n n [Sji-1 Sj Sj
Z Zj = Z Z Zj(i)ei + Z Zj(i)ei + Z Z]-(i)ei
j=1 l(E,T,p,u) j=1 \i=1 i=S]'_1+1 i=S]'+1

1(E,F,pu)
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n [/Si-1 n
< z ZZ](l)el + z 2 Zj(i)ei
j=1 \i=1 1E,F pw) J=1 \i=sj_1+1 I(E,F,pu)
n co
D D e
J=1 \i=sj_1+1 L(E,F,p,uw)
n n
(3 )| w3
J=1 \i=sj_1+1 1(E,F,pu) =1
ve
. Pk
n Sj Pk
S(3 o) -3 3 et

J=li=sj_4+1

I(E,Fpuw)
n oo
<33 [wor (00— m )| <
j=1i=1
buluruz. Sonug olarak
> s}
& =3
n=1
oldugundan
n
1 1
Zz,- <n/pk+1<2n /v
J I(E,F,p,u)

elde edilir ki bu ispati tamamlar.
Uyan 43.2. I(E,F,p,u) = I, oldugundan R (1(E,7,p,u)) = R(1,) = 2/ dir.
Simdi Uyar1 4.3.2. ve teorem 3.2.3 yardimiyla asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 4.3.3. l(E' ,F,p, u) uzay1 zay1f sabit nokta 6zelligine sahiptir.
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4.4, t’(f(r, s),F,p, u) ve €, (E‘(r, s),F,p, u) Lucas Fark Dizi Uzaylar
Bu bolimde (Karakas ve Metin Karakas 2017) tarafindan tanimlanan E(r,s) = (Ln k() s))

Lucas matrisini kullanacagiz. Bu matris;

Ly
Ry , k=n-1
Lp_q
E(r,s) = an K=n
l nei
o , 0<k<n—1veyak>n

seklinde tanimlanmustir. Buradan, k € N\ {0} ver,s € R\ {0} dur.
Simdi E(r,s) matrisi ve modiiliis fonksiyonu yardimiyla asagidaki Lucas fark dizi

uzaylarini tanimliyoruz.

R Ln Ln Pn
2(E(r,s),F,p,u) = wa:Z[unFn<r X +5——Xp_ 4 )] < o
- Ln—l Ln—l
ve
~ Ln Ln Pn
Lo (E(r,s),F,p,u) ={x € w:sup, [unFn ( r——X, + S ——Xp_1 )] < o
Ln—l Ln—l

burada F = (F,) modiilis fonksiyonlar dizisi, p = (p,,) pozitif reel sayilarin sinirh bir dizisi ve
u = (u,) kesin pozitif reel sayilar dizisidir.

Ayrica E(r,s) matrisinin tersini;

1 s n—k an
E_l(r; s) = ;(_ ;) Li-1.Li ’ O<ks=n (4.7)

0 , k>n

ve bir x = (x,,) dizisinin E (r, s)- doniisiim dizisini,

y, = E(r,$)(x) = rLz:xn + SL,Ll_:xn-l n>1 (4.8)

seklinde tanimliyoruz.
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45. ¢ (E’ (r,s),F,p, u) ve €, (E‘ (r,s),F,p, u) Uzaylarmin Topolojik Yapisi
Teorem 4.5.1. ¢(E(r,s),F,p,u) ve £, (E(r,s),F,p,u) uzaylari C kompleks cismi iizerinde
lineer uzaylardir.

ispat x,y € ¢(E(r,s),F,p,u) olsun. Bu takdirde

Ln Pn
z [un ( xn +S——xp_1) )] <
Ln—l
ve
Ln Pn
Z [un ( yn + SL yn—l) )] <o
n—-1

olur. 4, u € Cigin |A] < K; ve |u| < N, olacak sekilde K ve N, tamsayilart mevcuttur. Modiiliis

fonksiyonunun tanimi ve (3.1) esitsizligini kullanarak,

5 [

n

Ly L, Loy L, )
(T' Ln Xn + SLn_1 Xn— 1) + u (T' Ln Yn + SLn_1 Vn-1

5

Ly
( TSV ”‘1)

[+ 2o

L,
( xn+sL Xp— 1)

n

L

Dn
<CKAZ[un ( xn+s nxn_l)]
Ln—l
i Ln Pn
+ C.N, Z[un ( yn+s yn_1>] <
Ly, Ly—q

elde edilir. Boylece Ax + uy € €(E(r,s),F,p,u) olur. £, (E(r,s),F,p,u) uzay: igin de ayn
yontem uygulanir.

Teorem 4.5.2. 0 <p, < Supp, = H < o ve M = max{1, H} olmak iizere, ¢(E(r,s),F,p,u)

"

uzayt,

Ly

xn +SsS—xp-1

o(x) = sup,, (Z [an (

Lp—q
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paranormuyla birlikte bir paranormlu uzaydir.
ispat vx € ¢(E(r,s),F,p,u) i¢in a(x) = a(—x) oldugu asikardur.

Ayrica x = 0 i¢in +

Minkowsky esitsizligi yardimiyla,

1
2Lt ([ s 4 (o 452 " "’
u el +s—2 x VYo +S——Vn_
L L L L pu) /M
1 _
S(Z [u"F"(r Zn x"”LLx"‘l)J’u”F”( Zn y”+SL,:1y"‘1 )] )
n
Y
< Z[uF(an_lx +SL—nx >]pn ’
— 4 nin Ln n Ln—l n-1
Ln Pn 1/M
(2L (3 #5720
n—

buluruz. O halde o alt toplamsaldir. Carpimin siirekliligi i¢in, herhangi bir

o« kompleks sayisi alalim. Buradan

Ym

o(x x) = (Szpz [unFn ( x

H
< DM g (x)

Ln—l Ln
+5——x,_
(rt a5 )

I

olur. Burada D, |x| <D, olacak sekilde bir pozitif tamsayidir. Simdi o(x) = 0 sartim

saglayan sabit x i¢in oc— 0 olsun. «’ y1 yeterince kii¢iik alarak, | | < 1ve 1 < n < ny ig¢in,

Yn [un (| xn+s Ln Xn- 1|)] <eg n>ngle) (4.9)

buluruz. F, siirekli oldugundan,
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In xn_1|) o <e& (4.10)

n-—1

Zn [unFn ( r

+s
L

olur. (4.9) ve (4.10) dan «— 0 iken o(x x) — 0 bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.
Teorem 4.5.3. p = (p,) ve q = (q,) dizileri, her n i¢in 0 < p,, < q,, < o olmak {izere pozitif

reel sayilarin sinirl dizileri ise,

f(ﬁ(r, s),F,p, u) c {’(E(r, s),F, q,u)
dir.
ispat x € £(E(r,s),F,p,u) olsun. O halde

Ln Pn
Z [un ( xn +S—x,1 )] < oo
Ln—l
dir. Bu ise
L Pn
Z[un ( xn+s xn1>] <1
Ln—l

oldugunu ifade eder.

F, artan ve p,, < q, oldugundan An, ve n = n, i¢in,
L L,
r 2+ s —— L -1

2. [ (| "= 2 [

nzny nzny

Ly
Ln_l yn—l

)]p” < o0

L yn+s

buluruz. Dolayistyla x € ¢(E(r,s),F,q,u) olup ispat tamamlanir.

Fn()

Teorem 4.5.4. F = (F,) modiilis fonksiyonlar dizisi ve y = llm > 0 olsun. Bu takdirde

{’(E(r, s),p, u) c {’(E(r, s),F,p, u) dir.

Ispat y > 0 olsun. y’ nin tanimindan V t > 0 i¢in F,(t) > y(t) ve t < iFn(t) olur. Simdi x =

(xp) € £ (E (r,s),F,p, u) dizisini alalim. O halde

e ) (=

n
22
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Ln_q
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olup bu x = (x,,) € #(E(r,s),F,p,u) oldugunu gésterir ve ispat tamamlanr.

Teorem 455. Fl = (E!) ve F? = (E?) iki modiiliis fonksiyonlar dizisi olsun. O halde
{’(E(r, s),FL,p, u) N é’(ﬁ(r, s),F?,p, u) c {’(E(r, s),F1+ Fp, u) dir.

ispat x = (x,) € ¢(E(r,s),FL,p,u) n £(E(r,s), F2,p,u) olsun.

Boylece
L. L Dn
z [unFn1 ( r— 1xn + s—nxn_1 )] < ©
Ly Ln—q
n
ve
L. L Pn
Z [unFn2 ( r 2, 4+ S —— Xy )] < o
" Ln Ln—l

olur. Buradan;

Lo X, + sL—nx
Ln n Ln_l n—-1

r

I8
I8
N

Z [un( E'+ F?) (
< M{Z [un Fnl(
+M{Z [un Fn2<

L

-1 n

Xp +S——Xn_1
n Ln—l

Ly
"1

Ln—4 Ly
Xn+S—Xx,_

r

buluruz. Sonug olarak

3 B+ 52

Ln—l Ln
Xp+S—Xx,_

r

)]p" < o0

yani x = (x,,) € 2(E(r,s), F* + F2,p,u) olup ispat tamamlanir.
Teorem 4.56. Vk €N igin 1<p, <H <o olsun. Bu durumda ¢(E(r,s),F,p,u) ve
2o (E(r,s),F,p,u) uzaylarn

1
/m
. Dn
”x”{’(ﬁ(r,s),}“,p,u) = (Z[unanEn(r: S)(x)l)] )

ve
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1l oy 2 r5)7 ) = S [tnFn (|EnCr, ) )]

normlarma gore normlu uzaylardir.
Uyan 4.5.7. #(E(r,s),}",p,u) ve foo(l?(r,s),}",p,u) uzaylar1 lizerinde mutlak olma

0zelliginin saglanmadigi kolayca goriilebilir. Yani, her iki uzaydaki en az bir dizi i¢in

”x | | 2(E(r,s),F.pu) * ” |x | ||‘€oo (E(r.s),Fpu)

ve

|| ”{’w(ﬁ(r,s),ﬂf,p,u) # |[lx] ||t’oo(ﬁ(r,5),T.p.u)

olup bu bagintilar, uzaylarin mutlak olmayan tipten dizi uzaylari oldugunu ifade eder.

Teorem 458. Vk €N i¢in 1 <p, < H <o olmak iizere #(E(r, s),F,p, u) dizi uzay1 4,
uzayina lineer izomorftur, yani £ (E' (r,s),F,p, u) = £, dir.

Ispat Oncelikle f(E' (r,s),F,p, u) ve ¢, uzaylar arasinda 1:1, orten ve lineer bir doniigiimiin

varhigini géstermeliyiz. Bunun igin (4.8) esitligiyle tanimli
Z:4(E(r,s),F,pu) > €, , x >y =Zx

dontigtimiinii g6z oniine alalim.
Buradan x € ¢(E(r,s),F,p,u)i¢inZ, =y = E(r,s)x € 2, dir.
Ayrica, Z’ nin lineer oldugu agiktir. Ilaveten Zx = 0 = x = 0 olacag kolayca gériilebilir.

Simdi Vn€N ve 1<p, <H<o iginy=(y,) €7¢, oldugunu diisiinelim ve x = (x,)

N n-j 2 :
dizisini, x, = % =1 (— ;) LjL_"le y; seklinde tamimlayalim. Buradan 1 <p, <H <o Ve

p = co durumunda

o\ /m
Il ecacr,),7,p00 = (Z [unFn( )] )
n
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n j-1
1
LSy, seeine [\ &
-1
TSy - (?>(_F) L-n L7
n—-1 = j—1%j
~ llyll, < o0

ve

_ Ln—1 Ly Pn
”x”t’w(ﬁ(r,s),ﬂf,p,u)_supn [unFn (|T Lo Xp+S Lyt xn—1|)]

= lylle, < o0

elde ederiz. Dolayisiyla Z 1:1, orten ve lineer bir doniisim olup f(ﬁ (r,s),F,p, u) ve £,

uzaylanVn € Nve 1l < p, < H < o ig¢in lineer izomorfturlar.

46.¢ (E‘ (r,s),F,p, u) Uzaymin Geometrik Yapisi

Simdi f(ﬁ (r,s),F,p, u) uzaymin, 1 < p, < H < o olmak iizere, geometrik yapisina iliskin
asagidaki sonuglar verebiliriz.

Teorem 4.6.1.V k € Nigin 1 < p; < H < o olsun. Bu takdirde ¢(E(r, s), F,p,u) uzayr p tipi

Banach- Saks 6zelligine sahiptir.

ispat (g,) dizisi, Y&, S% olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisi ve (x,)

B ({’ (E' (r,s),F,p, u)) yuvarinda sifira zayif yakinsak, yani x,, e 0 olsun.

Xo =0 ve by =x,, =x; alahm. O halde

Z bi(i)e; <&

i=my+1 L(E(r,s),F,pu)

olacak sekilde m; € N sayis1 mevcuttur.

Xn = 0= x,, — 0 oldugundann = n, i¢in
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my
Z xn,(D)e; <&
=1 C(E(r,s),F,p,u)
olacak sekilde n, € N vardir. Simdi b, = x,,, alalim. Bu takdirde
Z b,(i)e; <&
t=ma+1 2(E(r,8),F,p)
olacak sekilde m, > m, dogal sayis1t mevcuttur. x,, — 0 oldugu tekrar kullanilirsa, n > n3 igin
ms
Z x,(0)e; <&
i=1 C(E(r,s),F,p,u)
olacak sekilde bir ng > n, sayisi vardir. Bu sekilde devam edildiginde, Vn = n;,, igin,
mj
z xn(1)e; <g
i=1 2(E(r,5),F,p,u)

ve b; = Xn; olmak iizere,

(o]

Z bj(l)el < &j

t=mj+l L(E(r,s),F,p,u)

olacak sekilde (m;) ve (n;) artan alt dizilerini bulabiliriz. Buradan;

n n [Mj-1
z b; Z Z b;(i)e; + Z b;(i)e; + Z b;(i)e;
j=1 2(E(rs)F.p) j= i=1 i= mj_1+1 i= =m;j+1

£(E(r,s),F,pu)
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2L(E(r,s),F.p,u) 2L(E(1,s),F.pu)
n o0
JS(5 s
J=1 \i=m;+1 2(E(1,8),F.pu)

< zn: Z bj(De; +Zi‘%
L\ =

L(E(r,s),F.p,u)

olur.

Ayrica x| pg(r 5), 7 pu) < 1 oldugu kolayca goriilebilir. Dolayistyla,
m; Pk

2(E(1,5),F.p,u)

b(L)+S b(l—1)|>]

sji[um(ﬁ b0+ s

bulunur. Boylece

i IO < (n)V/m

2(E(r,s),F,p,u)

elde edilir.

1<py<o veVneN iginl < n'/Pk oldugu goz dniine alinirsa

Z b; (i) < n'Pk +1 < 2n'/Pk

2(E(r,s),F.p,u)
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bulunur. Bu ise #(EA'(r, S),T,p,u) uzaymin p tipi Banach-Saks o6zelligine sahip oldugunu
gosterir.

Uyann 4.6.2. f(ﬁ (r,s),F,p, u) uzayt ¢, uzayma lineer izomorf oldugundan
R (#(E(r, s),}",p,u)) =R(¢,) = 2"/ dir,

Sonug olarak f(E‘(r, s),F,p, u) bir Banach uzayr ve R ({’(E’(r, s),F,p, u)) =21P <2
oldugundan Teorem 3.2.3 geregince asagidaki Teoremi verebiliriz.

Teorem 4.6.3.V k €N icin 1 < p,, < H < o olmak {izere {’(E'(r, s),F,p, u) uzay1 zayif sabit

nokta 6zelligine sahiptir.
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5. SONUC VE ONERILER

Banach uzaylarinin geometrik 6zellikleri bir¢ok yazar tarafindan ¢alisilmaktadir. Son yillarda,
Fibonacci ve Lucas sayilar1 yardimiyla tanimlanan fark dizi uzaylarinin topolojik ve geometrik
ozellikleri de ilgi goren ve c¢alisilmakta olan konulardan biridir. Biz bu tez ¢alismasinda [,
uzayina Lucas sayilar1 yardimiyla olusturulan iki sonsuz iiggensel matrisin etki alanimi ve
modilis fonksiyonunu uygulayarak yeni fark dizi uzaylar1 elde ettik. Sonrasinda bu uzaylarin
bazi topolojik 6zellikleri ile (BSp) ve zay1f sabit nokta gibi geometrik 6zelliklerini aragtirdik.
Banach uzaylarinin geometrik 6zelliklerinden bazilar1 sabit nokta teorisinde énemli rol
oynamaktadir. Bu nedenle calistigimiz uzaylarin sabit nokta teorisindeki yerinin daha iyi
anlasilabilmesi adina zayif sabit nokta 6zelligi disinda hangi 6zellikleri sagladig1 hem yazarlar
hem de okuyucular adina bir ¢aligsma alan1 olusturabilir. Bunun yaninda uzaylarimizin daha genel
hallerinin olusturulmasi ve bu sekilde elde edilecek yeni uzaylarin duallerinin hesaplanmasi ve
aralarindaki matris siiflarinin karakterize edilmesi de yeni bir arastirma konusu olarak

diistiniilebilir.
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