T.C.
ERciszs I"JNiyERsiTEsi
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

HAUSDORFF VE REGULER PROXIMITY UZAYLAR

Hazirlayan
Samed OZKAN

Danisman
Do¢. Dr. Muammer KULA

Doktora Tezi

Ocak 2018
KAYSERI







T.C.
ERCIYES UNIVERSITESI _
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

HAUSDORFF VE REGULER PROXIMITY UZAYLAR
(Doktora Tezi)

Hazirlayan
Samed OZKAN

Danmisman
Do¢. Dr. Muammer KULA

Bu calisma TUBITAK tarafindan 114F300 proje numarah 1002 kodlu
program ve Erciyes Universitesi BAP birimince Kurum Dis1 Destekli

Arastirmalar icin Thtiyac Projesi tiiriinde FDA-2015-5625 kodlu proje
ile desteklenmistir.

Ocak 2018
KAYSERI



BILIMSEL ETIGE UYGUNLUK

Bu ¢alismadaki tiim bilgilerin, akademik ve etik kurallara uygun bir sekilde elde
edildigini beyan ederim. Ayni zamanda bu kural ve davranislarin gerektirdigi
gibi, bu calismanin 6ziinde olmayan tiim materyal ve sonuglari tam olarak

aktardigimi ve referans gosterdigimi belirtirim.

Samed OZKAN



il

“Hausdorff ve Regiiler Proximity Uzaylar” adli Doktora tezi, Erciyes

Universitesi Lisansiistii Tez Onerisi ve Tez Yazma Yonergesi'ne uygun olarak

hazirlanmastir.
Ha21f1;yan Ddnisman
Samed OZKAN Dog¢. Dr. Muammer KULA

Matermatik ABD/Baskani
Prof. Dr. Hiiseyin ALTINDIS



iii

Dog. Dr. Muammer KULA  danismanhiginda Samed OZKAN tarafindan
hazirlanan “Hausdorff ve Regiiler Proximity Uzaylar” adli bu ¢alisma, jlirimiz
tarafindan Erciyes Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisti Matematik Anabilim

Dalinda Doktora tezi olarak kabul edilmistir.

29/01/2018

JURI :

Danisman : Dog¢. Dr. Muammer KULA w
Uye . Prof. Dr. Osman MUCUK <t MHM’
Uye . Prof. Dr. Ishak ALTUN M |
Uye . Prof. Dr. Hakan SIMSEK //V/@

Uye . Dog. Dr. Ali DELICEOGLU J@__—-

ONAY :

Bu tezin kabiilii Enstitti Yonetim KurulununO.é./QZ/ZQf.gtarih veZU(a/ 0:-0fsayils

karari ile onaylanmustir.

061581 20tE’
Prof. Dr. Mehmet AKKURT

Enstitiit Mudiirii



iv
TESEKKUR

Tez danismanligimin yaninda her durumda yakin ilgi ve destegiyle yardimlarinm
esirgemeyen, calismalarimin her safhasinda Onerileriyle yol gosteren degerli

hocam Dog. Dr. Muammer KULAya tesekkiir ederim.

Akademik gelisimime Onemli katkilari olan, engin bilgi ve deneyimleri ile
beni yonlendiren saygideger hocam Prof. Dr. Mehmet BARAN’a, doktora
caligmalarim sirasinda tez izleme komitesi tiyeligini tistlenen degerli hocalarim
Prof. Dr. Osman MUCUK ve Do¢. Dr. Ali DELICEOGLU'na tesekkiirii bir borg

bilirim.

Bu tez calismasinda maddi destek veren Tiirkiye Bilimsel ve Teknolojik
Aragtirma Kurumu TUBITAK a, Erciyes Universitesi Bilimsel Aragtirma Projeleri
Koordinasyon Birimi'ne katkilarindan dolay: tesekkiir ederim. Ayrica lisansiistii
egitimim boyunca verdigi her tiirlii destekten otiirti Tiirk Egitim Vakfi'na

tesekkiirlerimi sunarim.

Calismalarim siiresince bircok fedakarlik gostererek sabirla beni daima
destekleyen hayat arkadasim, degerli esim Semiha OZKAN'a, biricik kizim
Beyza’'ya, maddi ve manevi desteklerini hissettigim aileme ve tiim dostlarima

en i¢ten duygularimla tesekkiir ederim.

Samed OZKAN
Ocak 2018, KAYSERI



HAUSDORFF VE REGULER PROXIMITY UZAYLAR

Samed OZKAN
Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Doktora Tezi, Ocak 2018
Tez Damismani: Do¢. Dr. Muammer KULA

OZET

Bu tez bes ana boliimden olusmaktadir. Birinci boltimde, sonraki boliimlerde
kullanilacak olan proximity uzay kavrami, 6rnekleri, 6zellikleri, temel kategorik
kavramlar ve bunlarla ilgili gerekli bazi teoremler verildi. = Ardindan
objeleri proximity uzaylar, morfizmleri p—doniigsiimler olan proximity uzaylar

kategorisinin (PROX) bir topolojik kategori oldugu gosterildi.

Ikinci boliimde, ilk olarak topolojik kategorilerde lokal ayirma aksiyomlarmin ve
(kuvvetli) kapalilik kavraminin tanimlar: verildi. Bu tamimlar ile birlikte PROX
kategorisinde bir p noktasinda (lokalde) PreTs, PreTy, Ty, Ty, T3, Ty, ST5 ve ST,

ayirma aksiyomlar: karakterize edildi.

Uciincii  boliimde, herhangi bir topolojik kategori igin genelde ayirma
aksiyomlarmin tanimlari verilerek PROX kategorisinde PreTy, PreTy, Ty, Ty, T,

Ts, ST3 ve ST, ayirma aksiyomlari karakterize edildi.

Dérdiincii boliimde, PROX kategorisinde karakterize ettigimiz bir p noktasinda
ve genelde pre-Hausdorff, Hausdorff ve regiiler objelerin her birinin gesitli
formlarmin aralarinda ortaya ¢ikan iligkiler incelendi. Ayrica karakterize edilen

objeler, proximity uzaylardaki bazi klasik ayirma aksiyomlariyla karsilastirilda.

Son boliimde, diger boliimlerde elde ettigimiz sonuglar Ozetlendi ve
arastirilmamis konulara, ¢oziilmemis problemlere dikkat cekilerek ileriki

calismalar icin gesitli onerilere yer verildi.

Anahtar Kelimeler: Topolojik Kategori, Proximity Uzay, Ayirma, Pre-Hausdorff,
Hausdorff, Regiiler.
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ABSTRACT

This thesis consists of five main chapters. In the first chapter, the concept
of proximity space, examples, properties, fundamental categorical notions and
some necessary theorems which will be used in next chapters were given. Also,
the category of proximity spaces (PROX) which consists of proximity spaces as

objects and p—maps as morphisms was shown to be a topological category.

In the second chapter, the definitions of local separation properties in topological
categories and the concept of (strongly) closedness were given. Then the
separation axioms PreTsy, PreTy, Ty, T3, T, iy ST5 and S Ty at a point p (locally)

were characterized in the category of PROX.

In the third chapter, the definitions of separation properties for an arbitrary
topological category were given and the separation axioms PreTs, PreTy, T,

Ty, T3, Ty, ST3 and ST were characterized in the category of PROX.

In the fourth chapter, the relationships among the various form of each of the
pre-Hausdorff, Hausdorff and regular objects in the category of PROX were
examined. In addition, these notions were compared to some classical separation

axioms in proximity spaces.

In the last chapter, the results we have obtained were summarized and taking
attention to unresolved issues and unsolved problems various proposals for

further research were discussed.

Keywords: Topological Category, Proximity Space, Separation, Pre-Hausdorff,
Hausdorff, Regular.
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GIRIS

Proximity uzay kavramui ilk olarak 1908 yilinda Roma’da diizenlenen uluslararas:
matematikgiler kongresinde Riesz [1] tarafindan tanimlanan “Baglantililik
(Enchainment) Teorisi” ile ortaya ¢ikmistir. Bu teori proximity uzaylar teorisinin
temelini olusturmaktadir. 1950’lerde Efremovic [2,3] bu kavramu tekrar ele alarak
proximity bagmtisini tanimlamistir. Bu baginti1 X in herhangi A ve B alt kiimeleri
igin “A kiimesi B kiimesine yakindir” seklinde karakterize edilmis bir yakinlik
bagintisidir. Bir X kiimesi bu bagintiyla birlikte proximity uzay adin alir ve bu

uzay metrik uzayin bir genellemesidir.

Krishna Murti [4], Wallace [5, 6] ve Szymanski [7] tarafindan Efremovi¢’in
tanimindan on y1l kadar dnce yayimnlanan “Kiimelerin Ayrilmas1” ile ilgili calisma
proximity uzaylar teorisinin temel kavramlarimi olusturmustur. Bu calisma
Efremovi¢’in tanimui ile benzer olmasma ragmen Efremovi¢’in aksiyomlarindan

daha zayif aksiyomlar icermektedir.

Efremovi¢ daha sonralar1 proximity uzay aksiyomlarina denk aksiyomlar elde
etmek icin proximity komsuluk kavramimi kullanmistir. Bu sayede proximity

uzaylar teorisine alternatif bir yaklasim saglamistir.

X in bir A alt kiimesinin kapanigini, X in A ya yakin olan tiim noktalarmin bir
smif olarak tanimlayan Efremovi¢ [3], bu sekilde bir proximity uzayda topolojik
uzay tretilebilecegini ve elde edilen topolojik uzayin tam regiiler oldugunu
gostermistir. Ayrica daha sonraki calismalarinda Efremovi¢, Urysohn fonksiyonu
ile tam regiiler her X wuzaymin bir proximity uzaya doniistiiriilebilecegi
sonucunu elde etmistir. Burada Urysohn fonksiyonu “A § B <= f(A) = 0
ve f(B) = 1 olacak sekilde stirekli bir f: X — [0, 1] fonksiyonu vardir” seklinde

tanimli fonksiyondur.
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Smirnov [8], tam regiiler her uzaymn maksimal iligkili bir proximity uzaya sahip
oldugunu ve “Tam regiiler her uzay minimal iliskili bir proximity uzaya sahiptir

ancak ve ancak uzay lokal kompakttir” ifadesini ispatlamastir.

Sonraki zamanlarda Mréwka [9], bir proximity uzaydan tiim dizilerin kiimesine
bir yakinlik bagmtisi tanimlamistir. Bunun sonucunda Fréchet L-uzayinda
proximity bagmtisina benzer bir kavram ortaya ¢ikmustir. Goetz [10], UL-uzayiu
elde etmek igin bagimsiz ¢alismalarla proximity bagintisina benzer bir kavrama
ulasmistir. Ancak bir proximity uzayin tam regiilerliginin aksine UL-uzay1 bir
topolojik uzay bile olmak zorunda degildir. Poljakov [11] ve Goetz bu alandaki
calismalar1 daha ileri tasiyarak bu kavram ile Efremovi¢’in proximity bagintis

arasindaki baglantiy1 tartismislardir.

Proximity uzaylar arasindaki doniistimleri arastirmak amaciyla yola c¢ikan
Efremovi¢, proximity doniisiim kavramini tanimlamistir. Kiimelerin proximity
ozelligini koruyan proximity doniisiim kavrami, topolojik uzaylardaki stirekli
fonksiyonlarin ve diizgiin uzaylardaki diizgiin siirekli dontistimlerin bir benzeri
olarak diistiniilebilir. ~ Ayrica iki proximity uzay arasindaki bir proximity

doniistim tiretilen topolojilere gore siireklidirler.

1952 yilinda Smirnov [8], proximity uzaylarla ilgili caligmalarin1 genisleterek
Alexandroff’'un su sorusunu cevaplamistir: “Hangi topolojik uzaylar verilen
topoloji ile uyumlu bir proximity bagmtisim1 kabul ederler?” Smirnov bir
Tychonoff uzaymin Haussdorff kompaktlastirmas: ile bu uzayla uyumlu bir
proximity bagimntisi arasindaki baglantiy1 kesfetmistir. Buradan hareketle “Bir
topolojik uzay uyumlu bir proximity bagintisin1 kabul eder ancak ve ancak o

topolojik uzay kompakt bir Hausdorff uzayin alt uzayidir” ifadesini elde etmistir.

Ultrastizge¢ kavraminin proximity uzaylardaki benzeri olan cluster kavrami
Leader [12] tarafindan tanimlanmistir. Bu kavram proximity uzaylardaki birgok
problemin ¢6ziimii icin alternatif yaklagimlar saglamistir. Ornegin Leader [12],
bir proximity uzaymn kompaktlastirmasin1 elde ederken cluster kavramindan

yararlanmustir.
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Proximity uzaylar ile diizgtin (uniform) uzaylar arasindaki iliskiyi ilk kesfeden
Smirnov olmustur. Smirnov [8], diizgiin uzaylarin diizgiin ortiileri (coverings)
iceren alternatif aksiyomlarmni kullanarak, diizgiin yapilarin her proximity
denklik siifinin bir en kaba eleman icerdigini gostermistir. Bu eleman aym
zamanda denklik smifiin tek tamamen simrl (totally bounded) yapisidir.
Ayrica Smirnov, tam regiiler bir uzayda verilen tiim proximity yapilarmn kismi
sirali kiimesi ile tim kompaktlastirmalarinin kismi sirali kiimesi arasinda bir

izomorfizm oldugunu gostermistir.

1959 yilinda Gal [13], diizgiin uzaylar ile proximity uzaylar arasmndaki
baglantilar1 arastirmaya devam etmistir. Gal, proximity bagmntilar ile
tamamen smirl yapilar arasinda siray1 koruyan birebir eglemenin var oldugunu
ispatlamistir. Ustelik Gal, diizgiinlestirilebilen bir uzayin kompaktlagtirmast ile
topolojisiyle uyumlu tamamen smirl diizgiin yapilar arasinda da birebir esleme
oldugunu gostermistir. Ayni yil Alfsen ve Fenstad [14], Gal'in calismas: ile
Efremovi¢ ve Smirnov’un ¢dzdiikleri bir¢ok problemi Weil'in diizgiin yapilari
cercevesinde kiyaslamiglardir. Alfsen ve Njastad [15], proximal siireklilik ile
diizgiin stireklilik (uniform continuity) arasinda bir bagmnti bulup Efremovic¢’in
“Metrik diizgiin siireklilik metrik proximal siireklilige denktir” sonucuna
ulasmiglardir. Njastad [16], genellestirilmis diizgiin yap1 kavramin gelistirerek
proximity yapilarin ve genellestirilmis diizgiin yapilarin baslangig ile bitislerinin

varligini ve uyumlulugunu gostermistir.

Efremovi¢’in proximity bagintis1 tanimindan sonra bazi arastirmacilar esas kiime
tizerinde keyfi topolojileri tanimlayabilmek i¢in Efremovi¢’in aksiyomlarindan
daha zayif aksiyomlar kullanmislardir. Bu sekilde quasi-proximity,
paraproximity ve pseudo-proximity gibi genellestirilmis proximity bagmntilar

literatiirdeki yerini almistir.

1963 yilinda Pervin [17] ve Leader [18], Efremovi¢'in aksiyomlar kiimesinin
genellestirmesini birbirinden bagimsiz olarak caligmiglardir. Pervin, simetri
aksiyomunu c¢ikararak quasi-proximity bagintisin1 elde etmistir. Leader ise

simetri aksiyomunu ihmal etmenin yani sira (P5) aksiyomunun daha zayif bir
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formunu kullanmistir. Her topolojik uzaydan A § B <= AN B # () seklinde
taniml1 0 bagintisiyla bir genellestirilmis proximity uzay elde edilebilecegi ve
tersine, eger kapanis operatorii cl(A) = {z: {z} 0 A} seklinde tanimlanirsa her

quasi-proximity uzaydan da bir topolojik uzay elde edilebilecegi gosterilmistir.

Lodato [19], daha sonra Leader’in aksiyomlar kiimesine simetri sartin1 ekleyerek
Lodato proximity olarak ifade edilen simetrik bagintiy1 elde etmistir. Ayrica
tizerinde Lodato proximity bagintis1 tanimli her kiimenin R, aksiyomunu (Her
acik kiime, noktalarinin her birinin kapanisini igerir) sagladigini kanmitlamistir.
Lodato, eger § bagintist A § B < AN B # ( seklinde tanimlanirsa,
herhangi bir R, uzayindan verilen topoloji ile uyumlu bir Lodato proximity elde

edilebilecegini gostermistir.

1960’larda Hayashi [20, 21], paraproximity kavramini ve pseudo-proximity

bagintisini, Leader [22] ise lokal proximity uzaylar1 tanimlamgtir.

1970 yilinda Naimpally and Warrack [23] bu konudaki en genis kapsamli ¢alisma
olan “Proximity Uzaylar” adli kitab1 yaymlatmislardir.

Proximity bagimntilarinin iki formu mevcuttur. Bunlardan biri klasik anlamda
ele aldigimiz uzaysal (spatial) EF-proximity bagmtisi, digeri ise son yillarda
¢ok fazla uygulamasi olan ve farkli alanlara uygulanabilirligi yiiksek olan
betimsel (descriptive) EF-proximity bagintisidir. Betimsel EF-proximity kavram
2007 yilinda Peters [24, 25] tarafindan tarimlanmis olup belirli 6zelliklere
gore smiflandirdigimiz nesnelerin betimsel olarak yakinligini inceler. Betimsel
EF-proximity tek bir dijital goriintiiniin i¢indeki parcalarin veya ayrik dijital
goriintiilerdeki yakin ya da uzak kiimelerin parcalarinin tanimlanmasi,
betimlenmesi, analiz edilmesi ve siniflandirilmasi konusunda oldukga yararl ve

kullanislidir.

Son yillarda proximity uzaylar teorisinin sitoloji (hiicre biyolojisi) alaninda,
kriminolojide el yazisi sahteciligi ve sahte imza tespitinde, zoolojide kamuflaj
konusunda ve digital goriintii isleme gibi giincel bircok alanda uygulamalarinin

mevcut oldugunu gosteren ¢ok sayida arastirma yaymnlanmstir (bkz. [26-28]).
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Topolojik uzay kavrami; yakinsak uzay, limit uzayi, bornolojik uzay ve preorder
uzaylarini da icine alarak Herrlich [29], Kent [30], Wyler [31], Schwartz [32] ve
digerleri tarafindan topolojik kategori kavramina genellestirilmistir. Topolojik
kategori degisik yollarla tanimlanmisti.  Ornegin, Herrlich [29], belli bir
kaynaktan basglangi¢ kaldirmalarin (initial lift) varligmma dayanarak topolojik
kategoriyi tanimlamstir. Wyler [31] ise topolojik kategori kavramini tam latis

kategorisindeki fanktora dayandirarak tanimlamaistir.

Genel topolojide ayirma aksiyomlar: farkli noktalar1 ve ayrik kapali ciimleleri
acik ctimlelerle ayirmay: saglamaktadir. Bu aksiyomlar Urysohn metriklesme
teoremi, Urysohn lemmasi, Tietze genisleme teoremi, Tychonoff teoremi gibi
¢cok onemli teoremlerde karsimiza ¢ikmaktadir. Dolayisiyla bu kavramlar:
herhangi bir topolojik kategoriye genisletmenin yaninda bunlar: belli topolojik
kategorilerde karakterize etmek de faydali olmaktadir. Bu kavramlar1 herhangi
bir topolojik kategoriye genellestirebilmek icin bunlarin her birini baslangic
kaldirmalari, bitis kaldirmalari, diskre ve indiskre objeler ile aciklayabilmek

gerekmektedir.

Topolojideki kompaktlik, baglantililik, kapalilik, ayirma aksiyomlar: gibi bazi
onemli kavramlar degisik yollarla topolojik kategoriye genisletilmistir. Bu
genislemelerin ¢ogu kapanis operatorleri yardimiyla yapilmistir. Baran [33], 1990
yilinda baslangic ve bitis kaldirmalari, diskre ve indiskre objeleri kullanarak
topolojik kategorilerde “kapalilik” ve “kuvvetli kapalilik” kavramlarmi direkt
olarak tanimladi ve bu kavramlarin bazi iyi bilinen topolojik kategorilerde
Dikranjan ve Giuli [34] anlaminda kapanis operatorii olusturdugunu gosterdi
[35]. Baran, 1996 yilinda [36] Hausdorffluk, 1997 yilinda [37] kompaktlik,
1998 yilinda [38] regiilerlik ve normallik kavramlarini, 2006 yilinda da Kula ile
birlikte [39] baglantililik kavramini kapanis operatorlerini kullanmadan topolojik

kategoriye genisletti.

Klasik 7;, i = 0,1,2,3,4 ayirma aksiyomlar: Baran [40] tarafindan kategorik
olarak galisilmis, genel topolojideki tek bir kavramin topolojik kategorilerde

pek cok farkh karakterizasyonu olabilecegini gostermistir. Bu kavramlarin
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farkli formlar1 arasindaki iligkiler incelenmistir. Ornegin, topolojik uzaylar
kategorisinde alisilmis 7; aksiyomuna denk olan iki farkh (To, T}), PreT;
aksiyomuna denk olan iki farkli (PreT, PreTy) ve Ty aksiyomuna denk olan dort

farkl1 (T's, T, 4 STs, ST, 1) kategorik tanim vardir.

Pre-Hausdorff objelerin pek ¢ok kullanim alani mevcuttur. Ornegin Mielke
[41], bir topolojik kategoride bir toposun geometrik morfizmle elde edilen
goruntiisiintin  PreT’ objelerin olusturdugu alt kategori icinde yer aldigim
ispatlamistir. PreT; objeler 6zellikle genel geometrik realizasyonlar teorisinde,
birlesik araliklar ve bunlarin yerini tutan homotopi yapilarda kullanilmaktadir
ve Onemlidir [41]. Dolayisiyla bir topolojik kategoride geometrik teorilerin

calisilabilmesi igin pre-Hausdorff objelerin anlasilmasi gerekmektedir.

Mielke [42], bir toposta decidable objeleri karakterize etmek i¢in pre-Hausdorff
objeleri kullanmistir. Ayrica Baran [36, 38] herhangi bir topolojik kategoride
Hausdorff, regiiler ve normal objelerin gesitli formlarini, pre-Hausdorff objeler

yardimiyla tanimlamistr.

Baran [40], kiimeler tizerinde tanimlanmus keyfi bir topolojik kategori igin
oncelikle bir p noktasinda, yani lokal olarak ayirma aksiyomlarini tanimlamistir.
Ardindan bunu topos teorideki iirete¢ eleman (the generic element) metodunu
( [43], s. 39) kullanarak noktadan bagimsiz olan tanimlara genellestirmistir.
Topostaki objeler noktalara sahip olmayabilir, fakat bu objelerin her zaman bir
urete¢ noktas: mevcuttur. Bu genellestirmeyi yapmasinin bir nedeni budur. Diger
bir nedeni de keyfi topolojik kategorilerde “kapalilik” ve “kuvvetli kapalilik”
kavramlarinin bir noktadaki 7j ve 7} ayirma aksiyomlar: cinsinden tanimlanmis

olmasidir ( [40], s. 335).

Kiimeler ve fonksiyonlardan olusan kategori SET, proximity uzaylar ve
proximity doniistimlerden olusan kategori PROX ile gosterilmek tizere Hunsaker
ve Sharma [44] U/: PROX — SET fanktorunun bir topolojik fanktor oldugunu,
yani PROX kategorisinin SET kategorisi tizerinde bir topolojik kategori oldugunu

gostermislerdir.
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Bu tez calismasinda temel olarak Hausdorffluk ve regiilerlik kavramlar:
Proximity uzaylar topolojik kategorisinde karakterize edilerek aralarindaki

iliskiler incelenmistir.

[k olarak proximity uzay kavrami, ornekleri, ozellikleri, temel kategorik
kavramlar ve bunlarla ilgili gerekli bazi teoremler verilmistir. Ardindan kapalilik,
kuvvetli kapalilik kavramlari ve p noktasinda T,, T;, T; ayirma aksiyomlar
yardimiyla PROX kategorisinde p noktasinda PreTy, PreTy, Ty, Ty, T3, Ty, ST

ve STy ayirma aksiyomlar: karakterize edilmistir.

Lokalde elde edilen karakterizasyonlarin genelde de yapilmasi amaciyla
herhangi bir topolojik kategori icin genelde ayirma aksiyomlarmimn tanimlar:
verilmistir. Bu tanimlarla PROX kategorisinde PreTy, PreTy, Ty, Ty, T, Ty, ST

ve STj; ayirma aksiyomlar: karakterize edilmistir.

PrROX kategorisinde lokalde ve genelde pre-Hausdorff, Hausdorff ve regiiler
objeler belirlendikten sonra karakterize ettigimiz bu objelerin her birinin gesitli

formlarinin aralarinda ortaya ¢ikan iligkiler incelenmistir.



1. BOLUM

TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boéliimde proximity uzay kavrami, ornekleri, ozellikleri, temel kategorik

kavramlar ve bunlarla ilgili gerekli bazi teoremler ayrintili olarak verilmistir.

1.1. Proximity Uzaylar

Bir (X, 7) topolojik uzayinda 7 topolojisi, “z, A C X in bir kapanis noktasidir”
bagintisina iliskin Kuratowski tarafindan verilen kapanis aksiyomlar: ile
belirlenir. x, A min bir kapanis noktas:1 oldugunda “z noktas1 A kiimesine
yakindir” diyebiliriz. Bu yakinlik bagintisina gore siirekli bir f: X — VYV

/1,

fonksiyonu, “x noktasi A kiimesine yakin iken f(x) noktas1 f(A) kiimesine

yakindir” 6zelligini saglayacak sekilde tanimlanabilir. Bu sekilde X in A ve B alt

kiimeleri i¢in “A kiimesi B kiimesine yakindir” bagintis1 aksiyomlastirilmistir.

Tanim 1.1.1. [23] X bostan farkli bir kiime ve A, B,C' C X olsun. X in kuvvet
kiimesi tizerindeki bir ¢ ikili bagintisina, eger asagidaki aksiyomlar: saglarsa
X tizerinde bir Efremovi¢ proximity (EF-proximity) denir. (X,¢) ciftine de
EF-proximity uzay ad1 verilir.

Pl) A0B < BJ A

P2) A§(BUC) <= AdBveyaAsC

P3) A0B = A#0veB#1

P4 ANB+#0) = AJB

P5) A0 B = AJ Eve (X\FE) B olacak sekilde bir £ C X vardir
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Burada A ¢ B ifadesi, A § B ifadesinin olumsuzudur. Genel olarak A § B, “A
yakindir B” seklinde okunurken A § B, “ A yakin degildir B” veya “ A uzaktir B”

seklinde okunur.

Ayrica 0 EF-proximity bagintis1 asagidaki aksiyomu da saglarsa ayrilmis
(separated) EF-proximity adini alir.

P6) {z}d{y} = ==y

“Gligliit Aksiyom (The Strong Axiom)” olarak adlandirilan (P5) aksiyomu
proximity uzaylar teorisinde ©nemli bir rol oynamaktadir.  Fakat bazi
genellestirilmis proximity uzaylarda bu aksiyom ya ¢ikarilmistir ya da daha zay:f

bir sartla degistirilmistir.

Bir kiime {izerinde ayrik ve ayrik olmayan topolojiler tanimlanabildigi gibi ayrik

(diskre) ve ayrik olmayan (indiskre) proximity bagintilar1 da mevcuttur.

Tanim 1.1.2. X bostan farkli bir kiime ve A, B C X olmak tizere;
ASB < ANB#)

seklinde tanimli § bagintisina X iizerinde diskre proximity denir.

Tanim 1.1.3. X bostan farkli bir kiime ve A, B C X olmak tizere;
AdB < A#DveB+#0
seklinde tanimli § bagintisina X iizerinde indiskre proximity denir.

Topolojik uzaylarda siirekli fonksiyonlarin, diizgiin (uniform) uzaylarda diizgiin
(uniformly) stirekli fonksiyonlarin proximity uzaylar teorisindeki karsilig1 olan

proximity dontisiim kavraminin tanimini verelim:

Tanim 1.1.4. (X,0) ve (Y,¢) iki proximity uzay, A, B C X ve f: X — Y bir
fonksiyon olsun. Eger A § B oldugunda f(A) ¢’ f(B) ise f'ye proximity dontisim

(p—dontisiim) denir.



10

Buna denk olarak f bir p—doniisiimdiir ancak ve ancak C,D C Y icin C ¢ D
oldugunda f~1(C) ¢ f~1(D) dir.

Teorem 1.1.1. Iki p—déniisiimiin bilegkesi yine bir p—doniistimdiir.

Ispat: (X,6,), (Y,d,) ve (Z,8;) proximity uzaylar olmak tizere f: (X,8,) — (Y, d2)
ve g: (Y,02) — (Z,03) iki p—dontistim olsun. p—doniisiimiin tanimindan A, B C
Xicin Ady B = f(A) 0, f(B)dirve f(A), f(B) C Y oldugundan f(A) é, f(B)
= ¢(f(A)) 05 g(f(B)) olur. Buradan A 6; B = ¢(f(A4)) d3 g(f(B)) elde edilir.
Ohaldego f: (X,6;) — (Z,d3) bir p—dontisimdyir.

Tanim 1.1.5. f birebir ve érten bir fonksiyon olmak tizere hem f hem de f~! birer

p—doniisim ise f ye proximity izomorfizm (p—izomorfizm) denir.

Tanim 1.1.6. §; ve d, bagmtilar1 X iizerinde iki proximity olsun. Her A, B C X
icin A 6 B = A 6, B saglaniyorsa ¢;, 62 den daha incedir veya J,, 4; den daha

kabadir denir ve §, < 0, seklinde gosterilir. Yani;
(52 <51 <~ AélBiseAchB

Eger 6, < 4, ve 0y < 0y ise 01, d, ye denktir denir ve §; = §, seklinde gosterilir.

Tanim 1.1.7. (X, ) bir proximity uzay ve Y C X olsun. A,B C Y i¢in A éy B
<= A ¢ B ile tamimh Jy bagintis1 YV {izerinde bir proximity bagintisidir. Bu
bagintiya alt uzay proximity bagintis1 denir. (Y, dy) uzayma da (X, §) proximity

uzaymin alt uzay1 adi verilir.

Proximity uzaylarin {(X,, d,) | @ € A} ailesinin ¢carpimi agagida verilmistir.

Tanim 1.1.8. Her o € A igin (X, d,) proximity uzaylar olmak tizere X = H X,

acA
kiimesi her a € A igin X, kiimelerinin kartezyen carpimini gostersinve A, B C X

olsun. Buna gore X tizerindeki J ¢carpim proximity bagintis1 asagidaki sekilde

tanimlanmustir:

AdB <= AveBninsirasiyla {4; |i=1,2,...,m}ve{B;|j=12,..,n}sonlu
ortiilerinin her bir ¢ifti i¢in ve her bir o € A igin I1,(4;) 6, I1,(B;) olacak sekilde

bir (A;, B;) ikilisi mevcuttur.
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Burada I1,, : H Xo — X, seklinde tanimhidir. Yani I1,,, X in X, lizerine izdiisim

acA
fonksiyonudur.

Tanim 1.1.9. [45] X bostan farkh bir kiime ve A, B C X olsun. X in kuvvet
kiimesi tizerindeki bir ®B ikili bagintisina, eger asagidaki aksiyomlar: saglarsa X

tizerindeki proximity baz denir.
BD (0, X)¢ B
B2) ANB#0 = (A,B)eB
B3) (A,B) B <= (B,A)cB
B4) (A,B)e Bve AC A", BCB* = (A*,B*) B
B5) (A,B) ¢ 8 — (A, E) ¢ Bve (X\E,B) ¢ B olacak sekilde bir £ C X

vardir

Eger her z,y € X i¢in ({z},{y}) € B = 2 = y oluyorsa X kiimesi tizerindeki

B proximity bazi ayrilmistir denir.

Not 1.1.1. B, X kiimesi tizerindeki bir proximity baz olmak iizere X in kuvvet

kiimesi tizerindeki bir §(8) ikili bagintis1 asagidaki sekilde tanimlanir:

A ve B nin swrastyla {A; | ¢ € J,,} ve {B; | j € J,,} sonlu ortiileri verildiginde
(A;, Bj) € B olacak sekilde bir (i, j) € J,,, x J, cifti mevcutise (A, B) € 6(*B) dir.

Bu sekilde tanimli B proximity bazi tarafindan tiretilen §(8) bagintis1 B
bagintisindan ince X tizerindeki en kaba proximity bagintisidir. Ayrica 6(*B)

proximity bagintis1 ayrilmistir ancak ve ancak 95 proximity bazi ayrilmgtir.

1.1.1. Proximity Uzay Ornekleri

Bu boliimde cesitli proximity uzay érnekleri verilmistir.

Ornek 1.1.1. (X,d) bir metrik uzay ve A4,B C X olsun. A ve B kiimeleri
arasindaki uzaklik d(A, B) = inf {d(z,y) | v € A,y € B} ile verilsin. Buna gore
A6 B <= d(A, B) = 0 seklinde tanimlanan ¢, bir EF-proximity bagmntisidir.
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EF-proximity uzay aksiyomlarinin saglandigin gosterelim:

Pl) A6 B < BJ§A

Aéd B <= d(A B) = 0 olup metrik uzaym tanimindan d(B,A) = 0 olur.
Dolayisiyla B 6 A elde edilir.

P2) A§(BUC) <= AdBveyaAjC

AS(BUC) <= d(A,BUC) =0=inf{d(z,y) |z € A,y e BUC}
— inf{d(z,y) |r€eA,ye BV ye(C}=0
<~ inf{d(z,y)|z € A,y € B} =0Vinf{d(z,y)|r € A,y C} =0
<= d(A,B)=0veyad(A,C)=0
< AdBveyaAdiC
P3) AGB — A#Qve B+
A 0 Bise tanimdan d(A, B) = inf {d(z,y)| v € A,y € B} = 0 dir. Kabul edelim
ki A =0 veya B =0 olsun. O zaman A = () i¢in d(A, B) = inf {d(0,y)| y € B} =
inf{0} = oo #0ve B=0i¢ind(A,B) =inf {d(xz,0)| z € A} =inf{l0} =00 #0
olur ve ¢eligki elde edilir. O halde A # () ve B # () dir.

P4) ANB#0) = ASB

ANB # (ise 3z € (AN B) vardir. Buradan x € A, x € B ve d(z,z) = 0
oldugundan d(A, B) = inf {d(z,y) | x € A,y € B} = 0 olur. O halde A § B elde

edilir.

P5) A0 B = A0 Eve (X\E) ¢ B olacak sekilde bir £ C X vardir
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A6 B oldugunu kabul edelim. O zaman d(A, B) = ¢ olacak gekilde bir ¢ > 0 say1s1
vardir. £ = {z € X | d(z,B) < %} secildiginde d(A, E) > gve d(X\E,B) > g
bulunur. Buradan A § E ve (X\E) ¢ B elde edilir.

(P5) aksiyomunun saglandig1 asagidaki sekille de gosterilebilir:

Sekil 1.1. (P5) aksiyomunu saglayan bir £ alt kiimesi

d(A, B) = € olmak tizere, E kiimesi Sekil 1.1 deki gibi secildiginde d(A, E) = %
ve d(X\E, B) = % olur. O halde A3 E ve (X\E) J B dir.

Ormnek 1.1.2. X = {a,b} iki elemanli bir kiime olsun. P(X) = {X,0,{a}, {b}}
dir. Asagida verilen P(X) tizerinde tanimli 6, ve J, bagintilar1 birer EF-proximity

bagmtisidir.

601 = {(X, X), ({a},{a}), ({0}, {b}), (X, {a}), ({a}, X), (X, {b}), ({0}, X)}

6y = {(X, X), ({a},{a}), ({0}, {b}), (X, {a}), ({a}, X), (X, {b}), ({0}, X),
({a}, {0}), ({0}, {a})}

01 EF-proximity bagmtis1 diskredir. Ayrica farkli tek nokta ciftlerini

icermediginden (P6) aksiyomu da saglanir ve §; ayrilmis proximity bagintisidir.

9, EF-proximity bagintis1 indiskredir. = Ayrica farkli tek nokta ciftlerini

icerdiginden (P6) aksiyomu saglanmaz ve §, ayrilmis proximity bagintisi degildir.

Ornek 1.13. X = {a,b,c} t¢ elemanli bir kiime olsun. P(X) =
{X,0,{a},{b},{c},{a,b},{b,c}, {a,c}} dir.  Asagida verilen P(X) tlizerinde
tanamli 6; (¢ = {1, 2, 3,4, 5}) bagintilar1 birer EF-proximity bagntisidar.
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01 = {(X, X), ({a}, {a}), ({0}, {0}), ({¢}, {c}), ({a, b}, {a, b}), ({b, c}, {b, ¢}),
({a, ¢}, {a, c}), (X, {a}), ({a}, X), (X, {b}), ({b}, X), (X, {c}), ({e}, X)),
(X, {a,b}), ({a, b}, X), (X, {b, c}), ({0, ¢}, X), (X, {a, c}), ({a, ¢}, X)),
({a}, {a,b}), ({a, b}, {a}), ({a}, {a; ¢}), ({a, c}, {a}), ({b} {a, b}),
({a, b}, {b}), ({6}, {b, c}), ({b, c}, {b}), ({e}: {a, c}), ({a, e}, {eh),
({c}{b,c}), ({0, ¢} {e}), ({a, b}, {b, ¢}), ({b, ¢}, {a, b}), ({a, b}, {a, ¢}),
({a, ¢}, {a, b}), ({6, ¢}, {a, ¢}), ({a, ¢}, {b, ¢})}
61 EF-proximity bagintis1 diskredir ve ayrilmustir.
0y =01 U {({a}, {b}), ({0}, {a}), ({a}, {0, ¢}), ({b; ¢}, {a}), ({0}, {a; c}),
({a,c}, {b}1)}
03 =01 U {({a}, {c}), ({c}, {a}), ({a}, {0, ¢}), ({b, ¢}, {a}), ({c}, {a, b}),
({a, b}, {c})}
0y = 01 U {({b}, {c}), ({c}, {0}), ({0}, {a, c}), ({a, ¢}, {b}), ({c}, {a, 0}),
({a, b}, {c})}
05 = 01 U {({a}, {0}), ({0}, {a}), ({a}, {c}), ({e}, {a}), ({0}, {¢}), ({e, {0}),
({a}, {b,¢}), ({0, ¢}, {a}), ({6}, {a, ¢}), ({a, ¢}, {0}), ({¢}, {a, b}),
({a, b}, {c})}

0; (i = {2,3,4,5}) bagmtilar1 farkli tek nokta ciftlerini icerdiginden ayrilmig
proximity bagintilar1 degillerdir. J; EF-proximity bagintis1 indiskredir. Ciinkii
d5 = [P(XOMO}] > [P(X)\{0}] dir.

Ornek 1.14. [23] (X, ) topolojik uzay1 normal uzay olmak iizere X in A ve B
alt kiimeleri igin A 6 B <= AN B # 0 ile taimh ¢ bagintis1 X tizerinde bir
EF-proximity bagintisidir.
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EF-proximity uzay aksiyomlarindan (P1)-(P4) aksiyomlarimin saglandig:

kolaylikla gosterilebilir. (P5) aksiyomunun saglandigini gosterelim:

P5) A0 B = A0 Eve (X\E) ¢ B olacak sekilde bir £ C X vardir

A § B oldugunu kabul edelim. O zaman AN B = {) dir. Uzay normal ve A4,
B kapali kiimeler oldugundan B C E ve AN E = () olacak sekilde bir £ agig1
mevcuttur. Burada (X\F) kapali ve B C E oldugundan (X\E) N B = () bulunur.
O halde 4§ E ve (X\E) 0 B elde edilir.

Ornek 1.1.5. [23] (X,7) topolojik uzay: tam regiiler olsun. X in A ve B alt
kiimeleri fonksiyonel olarak ayrilabilirdir ancak ve ancak f(A) = 0 ve f(B) =1

olacak sekilde stirekli bir f: X — [0, 1] fonksiyonu vardir.

Buna gore X {izerinde bir 6 EF-proximity bagintis1 asagidaki sekilde tanimlanir:

A6 B < Ave B fonksiyonel olarak ayrilabilirdir.

Ornek 1.1.6. [46] (X, 7) topolojik uzay1 lokal kompakt ve Hausdorff uzay olsun.
X’in bostan farkli A ve B alt kiimeleri verilsin. A ve B sirasiyla A ve B nin
kapanislarini gostermek tizere X {izerinde bir 6 EF-proximity bagintis1 asagidaki

sekilde tanimlanir:

A S B <= Ave B den en az biri kompakt ve AN B = () dir.

Buna denk olarak asagidaki tanim da verilebilir:

A6 B < Ave B kompakt degildir veya AN B # () dir.

Bu sekilde tanimli proximity bagintisi1 Alexandroff proximity olarak adlandirilir.

Alexandroff proximity uzay bir ayrilmis EF-proximity uzaydair.

Ornek 1.1.7. [23] (X, *, 7) bir topolojik grup ve A/ de birimin komsuluklar sistemi

olsun. O zaman asagidaki sekilde , ve J, proximity bagintilari tanimlanabilir:



16

Ady B < Her N € Nigin NAN B # ( dir

Ady B <= Her N € Ni¢cin AN N B # () dir

Genelde §; ve d, proximity bagimntilar1 birbirinden farkli olmasina ragmen X in

degismeli ya da kompakt oldugu durumlarda birbirine denk olur.

Ornek 1.1.8. [23] (X,U) bir diizgiin (uniform) uzay olmak {iizere, asagidaki

sekilde X {izerinde bir J proximity bagintis1 tanimlanabilir:

A6 B <= Her p € U icin asagidaki birbirine denk {i¢ sarttan biri (dolayisiyla

hepsi) saglanir:

) ulA|NB#£0
i) AN pu[B] #0

iii) (Ax B)Nu#0

1.1.2. Proximity Tarafindan Uretilen Topoloji

Bir X kiimesi {izerindeki proximity bagintis1 tarafindan topoloji nasil tiretilir
sorusunun cevabini vermeden once bazi teoremlerin ispatinda kullanacagimiz
(P1), (P2) ve (P5) aksiyomlarindan kolaylikla elde edilebilen asagidaki Lemma’y1

verelim:

Lemma 1.1.1. [23] (X, §) bir proximity uzay ve A, B,C, D C X olsun.

i) A0 B,ACCveB C DiseC ¢ D dir. Dolayisiyla X kiimesi bostan farkl

her alt kiimesine yakindir.
ii) A6 {z} ve {z} ¢ B olacak sekilde bir z € X varsa A § B dir.

Teorem 1.1.2. [23] (X, §) bir proximity uzay ve A C X olsun.

A kapalidir ancak ve ancak {z} § A = z € A
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seklinde tanimlanan biitiin kapali kiimelerin tiimleyenlerinin siifi X kiimesi
tizerinde bir 7 = 7(9) topolojisini verir. Bu sekilde elde edilen 7(¢) topolojisine §

proximity bagintisi tarafindan {iretilen topoloji denir.

Ispat: () ve X in kapali kiimeler olduklari aciktir.

Kapali kiimelerin keyfi kesisimlerinin kapali oldugunu gosterelim. {4; |i € I}
kapali kiimelerin keyfi bir sinifi olsun. Eger {z} 6 ﬂ A, ise Lemma 1.1.1 den her
bir i € [ igin {z} 0 A; dir. A; ler kapali kiimeler olﬁlllklarmdan her bir i € I igin
x € A; dir. Buradan x € ﬂ A; elde edilir. O halde ﬂ A; kapalidar.

iel iel
Simdi de kapal1 kiimelerin sonlu birlesimlerinin kapali oldugunu gosterelim. A;,
Ay kapalive {z} ¢ (A; UA,) olsun. (P2) aksiyomundan {z} 0 A; veya {z} ¢ A, dir.
Ay ve A, kapali oldugundan = € A; veya z € A, bulunur. Yani z € (4; U A,) dir.
Boylece A; U Ay kapalidar.

Teorem 1.1.3. [23] (X, J) bir proximity uzay ve 7 = 7(§) olmak tizere bir A C X

kiimesinin A 7—kapanis1 asagidaki sekilde verilir:
A= {x]|{x}d A}

Ispat: A kiimesi A ve A° = {z | {2} § A} y1 iceren biitiin kapali kiimelerin
kesisimini ifade ettiginden A = A? oldugunu gostermeliyiz. z € A° ise {z} § A
dir. Lemma 1.1.1 den {z} § A bulunur. A kapal oldugundan z € A dir. Boylece
A° C Aelde edilir.

A C A ifadesini ispat etmek i¢in A° nin kapali oldugunu, yani {z} § A° =
r € A° ifadesinin saglandigini gostermek yeterlidir. Kabul edelim ki z ¢ A°
olsun. O zaman {z} J A dir. (P5) aksiyomundan {z} § E ve (X\FE) § A olacak
sekilde bir £ kiimesi vardir. Boylece (X\ E) nin A ya yakin hi¢bir noktas: yoktur,
yani A’ C E dir. {z} § E oldugundan {z} § A° elde edilir.

Sonug¢ 1.1.1. [23] (X, J) bir proximity uzay ve G C X olsun. Her z € G igin
G e 1(6) <= {2} (X\Q) dir.
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Teorem 1.1.4. [23] (X, ) bir proximity uzay ve A, B C X olsun.

i) A0 B = B C(X\A)

ii) A6 B = BC (X\A)°
Burada kiimelerin kapanisi ve i¢i 7(§) ya gore alinmistir.
Ispat: (X,§) bir proximity uzay ve A, B C X olsun.

i) Ad Bvex ¢ (X\A) olsun. O zaman z € A dir, yani {z} § Aolur. A B
oldugundan {z} § B bulunur. Buradan x ¢ B elde edilir. O halde B C
(X\A) dir.

ii) A0 Bolsun. (X\A)° = X\ A4 oldugunu biliyoruz. = ¢ (X\A)° ise x € A
dir. Buradan {z} § A olur. A ¢ B oldugundan x ¢ B elde edilir. O halde
B C (X\A) dir.

Teorem 1.1.5. [23] (X, ¢) bir proximity uzay ve A, B C X olmak tizere A § B
<= A{ B dir. Burada kapanis 7(0) ya gore alinmgtir.

Ispat: Gereklilikicin A B olsun. A C Ave B C B oldugundan Lemma 1.1.1 den
A § Belde edilir. Yeterlilik icin A § B oldugunu kabul edelim. (P5) aksiyomundan
A Eve (X\E)§ B olacak sekilde bir E kiimesi vardir. Teorem 1.1.4 den B C F
ve Lemma 1.1.1den A§ E = A ¢ B bulunur. (P1) simetri aksiyomundan A ¢ B
elde edilir.

Tanim 1.1.10. X kiimesi {izerinde bir 7 topolojisi ve bir § proximity bagmntisi
tanimlansin. 7 = 7(J) ise § proximity bagmntis1 7 topolojisi ile uyumludur

(compatible) denir.

Teorem 1.1.6. [23] (X, 7) topolojik uzay1 tam regiiler olmak tizere “A§ B < A
ve B fonksiyonel olarak ayrilabilirdir” seklinde tanimlanan ¢ proximity bagmntisi
T topolojisi ile uyumludur. Eger (X, 7) topolojik uzay1 Tychonoff (Tam regtiler ve

Ty) ise ¢ ayrilmig proximity bagintis1 olur.
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Ispat: ¢ bagintisinin bir proximity bagintisim1 oldugunu gostermek igin (P5)
aksiyomunun saglandigini gosterelim. Diger aksiyomlarin saglandig: kolaylikla
gosterilebili. A § B ve f, f(A) = 0 ve f(B) = 1 olacak sekilde X den [0,1] e
stirekli bir fonksiyon olsun. F = {z € X | 1 < f(z) < 1} alahm. O zaman
A S Eve (X\E)§ Bdir. Ornegin g, [0,1] den [0, 1] e asagidaki sekilde tanimli bir

fonksiyon olsun:

2y 0<y<
9(y) =

1
2

1 Sy<l

1
2

g fonksiyonu stireklidir. Dolayisiyla g o f: X — [0, 1] fonksiyonu da siirekli olur.
Burada go f(A) =0vego f(F) =1dir.

Simdi (X, 7) uzayt Tychonoff oldugunda ¢ nin ayrilmis proximity bagmtis

oldugunu gosterelim:

(X, 7) uzay1 Tychonoff, yani tam regtiler ve 7 olsun. (X, 7) uzay1 7} oldugundan
x # yigin x ¢ {y} dir. Uzay tam regiiler oldugundan {z} ve {y} fonksiyonel
olarak ayrilabilirdir. Buradan {z} § {y} elde edilir.

Son olarak 7 = 7(9) oldugunu gosterelim. G € 7 ve z € G olsun. O zaman X\G
kiimesi kapali ve z ¢ (X\G) dir. Buradan f(z) = 0 ve f(X\G) = 1 olacak sekilde
stirekli bir f: X — [0, 1] fonksiyonu mevcuttur, yani {z} ¢ (X\G) dir. Sonug 1.1.1
den G € 7(9) elde edilir.

Tersine G € 7(8) ve » € G olsun. O zaman {z} § (X\G) dir. Buradan f(z) = 0 ve
f(X\G) = 1 olacak sekilde 7—stirekli bir f: X — [0, 1] fonksiyonu mevcuttur. O

halde f7*([0, 3)) kiimesi z in G de igerilen bir T—agik komsulugudur. Dolayisyla
G € 7 elde edilir.

Sonug¢ 1.1.2. Tam regiiler her topolojik uzay tizerinde uyumlu bir proximity
bagintisi, her Tychonoff uzay: {izerinde de ayrilmis bir proximity bagmntisi

tanimlanabilir.

Teorem 1.1.6 nin tersi de dogrudur. Yani bir § proximity bagmntis1 tarafindan

tiretilen 7(0) topolojisi her zaman tam regiilerdir. Benzer sekilde ayrilmis
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bir ¢ proximity bagmtisi tarafindan tiretilen 7(J) topolojisi de her zaman

Tychonoff tur.

Teorem 1.1.7. X # () bir kiime olsun.

i)

ii)

Ispat:

01 ve 0y bagintilar1 bir X kiimesi iizerinde tanimli iki proximity olmak

uzere; 6; < 6o = 7(91) C 7(62) dir.

71 ve Ty bir X kiimesi {izerinde tanimli tam regiiler iki topoloji ve d;, d2
bagintilar1 da X {izerinde sirasiyla 7y, 7 ye gore “A § B <= Ave B
fonksiyonel olarak ayrilabilirdir” seklinde taniml iki proximity olmak

uzere; 71 C 7, — 01 < 0y dir.

6, < 8y ve A € 7(6;) olsun. Sonug 1.1.1 den her z € Aigin {z} §; (X\A)
bulunur. §, < &, oldugundan her z € A icin {z} §, (X\A) elde edilir.
Boylece A € 7(d3) olur ve 7(6;) C 7(d2) dir.

01 < 09 ifadesini ispatlamak icin A 00 B = A, B oldugunu
gostermeliyiz. 71 C 7, ve A §; B olsun. O zaman f(A) = 0 ve f(B) = 1
olacak sekilde 7 —stirekli bir f: (X, ) — [0,1] fonksiyonu mevcuttur.
71 C 72 oldugundan f ayni zamanda m,—siirekli bir fonksiyondur.

Buradan A §, B elde edilir.

Teorem 1.1.8. (X, d;) ve (Y, d2) proximity uzaylar olmak tizere f: (X, ;) — (Y, d2)

p—dontisumii 7(6;) ve 7(d2) ye gore stireklidir.

Ispat: f: (X,6,) — (Y, 6,) bir p—doniisiim ve {z} 6§, A olsun. O zaman = € A dur.

Buradan f(z) € f(A) elde edilir. Diger taraftan f bir p—doniisiim oldugundan

{z} 61 A = {f(x)} 62 f(A) dir. O zaman f(z) € f(A) bulunur. Boylece f(z) €

f(A) = f(x) € f(A) elde edilir. Yani f(A) C f(A) dir. O halde f doniisiimii

7(01) ve 7(d2) ye gore stireklidir.
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1.1.3. Proximity Bagintisimin Alternatif Tanimi

Proximity uzaylarla ilgili calismalara alternatif bir yaklasim saglayan proximity

komsuluk (p—komsuluk) kavraminin tanimin verelim:

Tanim 1.1.11. [23] (X, ¢) bir proximity uzay ve A,B C X olsun. B, A nin bir
proximity komsulugudur (4 < B) ancak ve ancak 4 § (X\B) dir.

Lemma 1.1.2. [23] EF-proximity uzay aksiyomlarindan (P5) aksiyomu asagidaki
ifadeye denktir:

AdB = A (X\C), (X\D)é BveCd D olacak sekilde C ve D alt kiimeleri

mevcuttur.

Ispat: (P5) aksiyomunun saglandigim kabul edelim. O zaman A § B ise A 6 D
ve (X\D) d B olacak sekilde bir D kiimesi vardir. A § D oldugundan A ¢ (X\C)
ve C' 6 D olacak sekilde bir C' kiimesi vardir.

Tersine, A § B iken A § (X\C), (X\D) 6 B ve C 6§ D olacak sekilde C' ve D
alt kiimeleri mevcut olsun. C § D oldugundan C C (X\D) dir. (X\D) § B
oldugundan Lemma 1.1.1 (i) den C § B elde edilir. £ = X\C olsun. C = X\E
yazilabilir. O halde A § B iken A § E ve (X\FE) ¢ B olacak sekilde bir E kiimesi

vardir.

Sonu¢1.1.3. AJ Bise A< C, B < DveC ¢ D olacak sekilde C ve D alt kiimeleri
vardir. Buna bagh olarak bir (X, §) ayrilmis EF-proximity uzayinn 7(J) topolojisi

Hausdorff olur.

Teorem 1.1.9. [23] (X,d) bir EF-proximity uzay olmak {izere < bagintisi

asagidaki ozellikleri saglar:

i) X <« X dir.

ii) A B = AC Bdir.

Ayrica (X, §) uzayi diskre ise ifadenin tersi de saglanur.

iii) AcB<(CcCD = A< Ddir.
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iv) i=1,2,..,nicin A K B;, +— ALK ﬂBi dir.
i=1

v) A B = (X\B) < (X\4) dir.

vi) A < Bise A < C < B olacak sekilde bir C' kiimesi vardir.
Eger (X, 0) uzay1 ayrilmis ise

vii) {z} < (X\{y}) <= {«} # {y} dir.

Yukaridaki teoremin (vi) ve (vii) maddelerinin, EF-proximity uzay
aksiyomlarindan sirasiyla (P5) ve (P6) aksiyomlarina denk olduguna dikkat

edelim.

Teorem 1.1.10. [23] X bir kiime ve <« de P(X) tizerinde Teorem 1.1.9 (i)—(vi)
maddelerini saglayan bir ikili baginti olsun. § bagintis1 A < B < A (X\B)
seklinde tanimlansin. Buna gore §, X iizerinde bir proximity bagintisidir. Ayrica
< bagintis1 Teorem 1.1.9 (vii) maddesini de saghyorsa J, ayrilmis proximity

bagntis olur.

Ispat: Ispat1 [23] de mevcuttur.

Tanim 1.1.12. (X,0) bir proximity uzay, Y bostan farkli bir kiime ve
f:(X,8) — (Y,0*) orten bir fonksiyon olsun. <* ve < sirasiyla 6* ve ¢
proximity bagmtilarindan elde edilen p—komsuluk bagmtilar1 olmak tiizere, f
bir p—dontisiim olacak sekildeki Y tizerindeki en ince proximity yapisi olan 6*

boliim proximity bagintis1 asagidaki sekilde tanimlidir:

Her A,B C Y igin A <* B dir ancak ve ancak [0, 1] araligindaki her s rasyonel
sayist i¢in Cy = A, €y = B olacak sekilde en az bir C; C Y vardir ve s < t ise
F1(Cy) <5 F7Y(Cy) dir [47,48].

Not 1.1.2. Tanim 1.1.12 de verilen f: (X,0) — (Y,0*) fonksiyonu birebir ise, o

zaman ¢* bolim proximity bagintis1 asagidaki sekilde tanimlidir:

Her A, B C Y igin A §* B dir ancak ve ancak f~'(A) ¢ f~'(B) dir ([47], s. 591).
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1.1.4. Genellestirilmis Proximity Uzaylar

EF-proximity uzay taniminda verilen aksiyomlardan bazilari ihmal edilerek
veya daha zayif aksiyomlarla degistirilerek genellestirilmis proximity uzaylar
ortaya ¢ikmugtir.  Ornegin, Pervin [17] (P1) simetri aksiyomunu cikararak
quasi-proximity uzay da denilen P-proximity uzayi, Lodato [18] (P5) giicli
aksiyomunu daha zayif bir aksiyomla degistirerek LO-proximity uzay1 elde
etmistir. ~ Literatiirde proximity uzaylarin bir¢ok genellestirilmis formlar:
mevcuttur. Bunlardan bazilarinin EF-proximity uzaylarin ortaya ¢ikmasimdan
daha 6nce de var oldugu bilinmektedir. Bu boliimde bazi1 genellestirilmis

proximity uzaylar ve bunlar arasindaki iligkilerden kisaca bahsedilmistir.

Tanim 1.1.13. [49] X # () bir kiime ve )\, X in kuvvet kiimesi iizerinde bir ikili

bagint1 olmak tizere asagidaki aksiyomlar verilsin.

GPO. {z} A\ {y} = z=y
GP1. ANB < BXA

GP2. AN(BUC) <= AXBveyaA\C
(AUB)AC <= AXCveyaB\C

GP3. ANB — A#0veB#(

GP4. ANB#£0 = AMB

GP5. ANB = A\ Eve (X\FE) )\ B olacak sekilde bir £ C X vardir
GP6. {a} \ B = {a} A E ve (X\E) X B olacak sekilde bir £ C X vardir
GP7. ANBveVbe Bicin {b} \C = A\C

GP8. {a} A\BveVbe Bigin{b} A\C = {a} A\ C

Burada A )\ B ifadesi, A \ B ifadesinin olumsuzudur.

Buna gore eger A bagintis;
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e i =1,2 3, 4,5 icin (GPi) aksiyomlarini saglarsa EF-proximity adini alir.

e i = 2,3,4,5 igin (GP7) aksiyomlarini saglarsa Quasi-proximity veya

P-proximity adini alir.

o i =1,2,3,4,7icin (GP7) aksiyomlarini saglarsa LO-proximity adin alir.

i = 2,3,4,7igin (GP7) aksiyomlarini saglarsa LE-proximity adini alir.

i =1,2,3,4,6icin (GP7) aksiyomlarini saglarsa R-proximity adin1 alir.

1 =0,1,2,3,4,8i¢in (GP?) aksiyomlarini saglarsa S-proximity adini alir.

Ayrica S-proximity bagintis1 harig diger genellestirilmis proximity bagintilar1 ek
olarak (GP0) aksiyomunu da sagliyorsa bunlara ayrilmis proximity denir.
Genellestirilmis proximity uzaylar arasindaki bazi iligkiler asagida verilmistir:

Not 1.1.3. X # () bir kiime ve \, P(X) tizerinde bir ikili baginti olsun. Buna gore;

i. (X, ) uzay1 ayrilmig LO-proximity uzay ise S-proximity uzaydir.
ii. (X, \) uzay1 EF-proximity uzay ise R-proximity uzaydir.
iii. (X, \) uzay1 P-proximity uzay ise LE-proximity uzaydir.
iv. (X, \) uzay1 EF-proximity uzay ise LO-proximity uzaydr.

V. (X, A) uzay1 ayrilmis EF-proximity uzay ise S-proximity uzaydir.

1.1.5. Betimsel (Descriptive) Proximity Uzaylar

Proximity bagintilarinin iki formu mevcuttur. Bunlardan biri klasik anlamda
ele aldigimiz uzaysal (spatial) EF-proximity bagintisi, digeri ise son yillarda ¢ok
fazla uygulamasi olan ve farkh alanlara uygulanabilirligi yiiksek olan betimsel
(descriptive) EF-proximity bagmtisidir. Bu boliimde betimsel EF-proximity

bagintisindan kisaca bahsedilmistir.
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X bostan farkli bir kiime, d4 P(X) tlizerinde bir bagmnti (betimsel proximity
bagintisy) ve + € X olsun. ® = {¢1, ¢, ..., ¢i, ..., o, } her bir = in 6zelliklerini
temsil eden ¢;: X — R, (1 < ¢ < n) inceleme (probe) fonksiyonlarinin bir kiimesi
olmak {izere ®(z), = objesi igin bir ozellik vektoriinii gostersin. Yani ®(z), z
elemanini tasvir eden 6zellik degeri vektoriidiir. Ozellik vektorii bir elemanin
betimlemesidir. Burada ®(x) = {¢1(2), ¢2(2), ..., di(2), ..., on(x)} dirve 1 <i <n

icin ¢;(x), « elemaninin 6zellik degerini gostermektedir.

A,B € P(X) olsun. Q(A) ve Q(B) swrasiyla A ve B nin elemanlarinin
betimlemelerinin kiimesini gostersin. Yani, Q(A) = {®(a) | a € A} ve Q(B) =

{®(b) | b e B} dir.

A 6o B ifadesi “A betimsel olarak B ye yakindir” seklinde okunur. A ve B nin
betimsel proximity bagintis1 A 0o B <= Q(A) N Q(B) # () seklinde tanimlanur.

A 0¢ B ifadesinin olumsuzu A ve B nin betimsel uzak olmasidir ve A §, B ile

gosterilir, A §;, B <= Q(A) N Q(B) = () seklinde tanimlanur.

Ave B nin betimsel kesisimi A Ng B ile gosterilirve A Ng B = {x € AUB | ®(x) €
Q(A) ve &(x) € Q(B)} seklinde tanimlanr.

Bazia € Aveb € B elemanlari i¢in ®(z) = ®(a) = ®(b) olmas1 kosuluyla z €
AU B elemant A Ng B kesisimindedir. A Ng B betimsel kesisimi bostan farkli

oldugunda A ve B nin ayrik olabilecegini gozlemleyebiliriz.

A,B € P(X) kiimelerinin betimsel yakinligini incelemek i¢in A nin ve B nin
kapanislarmin (cl) betimsel kesisimlerine bakilmalidir. c¢l(A) Ng cl(B) # 0 ise

A g B dir. Buna gore betimsel proximity bagintis1 asagidaki sekilde tanimlanur:
do ={(A,B) € P(X) x P(X) | cl(A) Ng cl(B) # 0}

Ornek 1.1.9. [50] S sari, Y yesil ve K kirmizi rengi gostermek iizere Sekil 1.2 deki
renkli ve beyaz kareler bir 6rgiiniin hiicrelerini temsil etmektedir. Kumastaki
bir hiicre, bir orgii ipliginin bir baska orgii ipligiyle ortiisen kismudir. Bir
dokumadaki her katmanin paralel iplikleri, diger katmandaki ipliklerle dikeydir

ve hiicreleri kare yapmaktadar.
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Sekil 1.2. Betimsel proximity bagntis1 drnegi

¢ orgiideki hiicre renklerini temsil eden inceleme fonksiyonlarinin bir kiimesi
olmak {tizere dp betimsel proximity bagintist verilsin. Buna gore A, B € P(X)
kiimeleri ayriktir, fakat betimsel kesisimleri bostan farklhidir. Yani cl(A) Ng
cl(B) = {aq, by} tur. Dolayistyla A dp B (betimsel yakin) dir. Benzer sekilde
B,C € P(X) ktimeleri icin cl(B) Ng cl(C) = {b1, ba, b, ¢1, c2} oldugundan B dg C

dir, yani B ve C kiimeleri betimsel yakindar.

Sekil 1.2 deki A,C € P(X) kiimeleri ayriktir. Ayrica A ve C kiimelerinde ayni
renkli hiicre bulunmadigindan betimsel kesisimleri de bostur. cl(A) Ng cl(C) =
0 oldugundan A ¢4 C dir, yani A ve C kiimeleri betimsel yakin degildir veya

betimsel uzaktir.

Tanim 1.1.14. [51] X bostan farkli bir kiime ve A, B,C' C X olsun. X in kuvvet
kiimesi iizerindeki bir d4 ikili bagintisina, eger asagidaki aksiyomlari saglarsa X
tizerinde bir betimsel (descriptive) Efremovic¢ proximity (betimsel EF-proximity)

denir. (X, d¢) ciftine de betimsel EF-proximity uzay adi verilir.

BP1) Adp B <= Bde A

BP2) Ady (BUC) <= Adg Bveya Ads C

BP3) Ads B = A#(DveB#(

BP4) ANg B#) = Ads B

BP5) Ady B = Ady Eve (X\E) 4 B olacak sekilde bir £ C X vardir

Ornek 1.1.10. A, B,C,D,E C X alt kiimeleri Sekil 1.3 de gri tonlamali bolgeler
ile gosterilsin. @ sifi da resim elemanlarinin gri tonlamalarinmi temsil eden
inceleme fonksiyonlarinin kiimesi olsun. Burada resim elemani dedigimiz resmin

goriilebilir en kiiciik parcasidir (pixel) ve her bir resim elemani beyaz, gri, siyah
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gibi ayirt edici 6zelliklere sahiptir. Bu tanimlamalara gore (X, ds) bir betimsel

EF-proximity uzaydir.

Sekil 1.3. Betimsel EF-proximity uzay ornegi

Burada A ile D ve B ile C kiimelerinin klasik anlamda (uzaysal) yakin olmadig:
halde aymi ozelliklere (gri, siyah) sahip oldugundan betimsel olarak yakin
olduklarmna dikkat edelim. Sekil 1.3 e gore asagidaki sonugclar verilebilir:

A ¢ B (uzaysal yakin degildir) ve A §, B (betimsel yakin degildir)
A 0 E (uzaysal yakindir) ve A 04 E (betimsel yakindir)
B 6 C (uzaysal yakin degildir) fakat B 5 C (betimsel yakindir)

C 6 D (uzaysal yakindir) fakat C' d4 D (betimsel yakin degildir)

Betimsel EF-proximity belirli 0zelliklere gore simiflandirdigimiz nesnelerin
betimsel olarak yakinligimi inceler.  Betimsel EF-proximity, tek bir dijital
goriintiiniin icindeki parcalarin veya ayrik dijital goriintiilerdeki yakin ya da
uzak kiimelerin parcalarinin tanimlanmasi, betimlenmesi, analiz edilmesi ve
smiflandirilmas: konusunda oldukga yararl ve kullanighdir. Ayrica son yillarda

betimsel EF-proximity uzaylarin ¢ok sayida uygulamasi yaymlanmistir [26,27].

1.2. Kategori

Tanim 1.2.1. [52] Objelerin bir sinifi Ob(E) ve her bir A, B € Ob(€) obje cifti i¢in

A dan B ye tim morfizmlerin sinifi £(A, B) olmak tizere
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Mor(€) = U E(A, B)

A,BEOb(E)

olsun. Mor(€) tizerinde her A, B,C' € Ob(€) igin

E(B,C) x E(A,B) — &(A, Q)

(9, f) —  gof

kismi islemi tanimlansm. Bu sekilde tanimli kismi islem asagidaki ozellikleri

saglasin:

(1) Eger f € £E(A,B), g € £&(B,C)veh € E(C,D)ise (hog)o f="ho(gof)
dir.

(2) Her bir A € Ob(€) igin f € E(A,—) veg € E(—,A) iken foly = f ve

14 0 g = g olacak sekilde bir 14 € £(A, A) birim morfizmi mevcuttur.

Bu sekildeki yapiya bir kategori denir ve £ ile gosterilir.

Ornek 1.2.1. Tiim kiimelerin sinifi bir kategori olusturur. Bu kategorinin objeleri
A, B, C, ... gibi kiimeler, morfizmleri kiimeler arasindaki fonksiyonlar ve kismi

islem de fonksiyonlarin bileskesidir. Buna gore;

(1) f: A— B,g: B— Cveh: C — D olmak tizere fonksiyonlarda (h o g) o
f=ho(go f)birlesme 6zelligi saglanir.

(2) Her bir A kiimesi igin birim morfizm 1,: A — A birim fonksiyonudur.
Ayrica her f: A — B fonksiyonu igin foly = f veher g: B — A

fonksiyonu igin 14 o g = g dir.

Bu kategoriye kiimelerin kategorisi denir ve £ = SET ile gosterilir.

Ornek 1.2.2. Tiim topolojik uzaylarin sinif1 bir kategori olugturur. Bu kategorinin
objeleri (X,7),(Y,0),(Z,0),... gibi topolojik uzaylar, morfizmleri topolojik
uzaylar arasindaki stirekli fonksiyonlar ve kismi islem de fonksiyonlarin

bilegkesidir. Buna gore;
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Q) f:(X,7) - (Y,o0), g: Y,0) — (Z,0) ve h: (Z,6) — (T,pn) olmak
tizere f,g ve h fonksiyonlar siirekli olduklarindan bunlarin bileskeleri

stireklidir ve (ho g) o f = ho (g o f) birlesme 6zelligi saglanr.

(2) (X,7) — (X, 7) olacak sekilde 1x: X — X birim fonksiyonu vardir ve
streklidir. Ayrica her f: (X,7) — (Y, 0) fonksiyonu igin f o 1x = f ve
her g: (Y,0) — (X, 7) fonksiyonu i¢in 1x o g = g dir.

Bu kategoriye topolojik uzaylarin kategorisi denir ve £ = TOP ile gosterilir.

Ornek 1.2.3. Tiim gruplarin sinifi bir kategori olusturur. Bu kategorinin objeleri
(G,0),(H,1),... gibi gruplar, morfizmleri grup homomorfizmleri ve kismi islem
de grup homomorfizmlerinin bileskesidir. Bu kategoriye gruplarin kategorisi

denir ve £ = GRP ile gosterilir.

Kategori Objeler Morfizmler
AB Degismeli Gruplar Grup Homomorfizmleri
GRP Gruplar Grup Homomorfizmleri
MET Metrik Uzaylar Stirekli Dontiistimler
PROX Proximity Uzaylar p-Dontistimler
RNG Halkalar Halka Homomorfizmleri
SET Kiimeler Fonksiyonlar
Tor Topolojik Uzaylar Stirekli Dontistimler
UNIF Diizgiin Uzaylar Diizgiin Siirekli Donitistimler
ToPGRP || Topolojik Gruplar || Siirekli Grup Homomorfizmleri
VEC Vektor Uzaylari Lineer Doniistimler

Tablo 1.1. Baz1 Kategori Ornekleri

Ornek 1.2.4. [52] Birimli bir yar1 gruba monoid denir. Bir M/ monoidi tek objeli
bir £ kategorisi olarak diistiniilebilir. Burada Ob(E) = {x} ve Mor(E) = E(x,*) =
M dir. Yani, her bir m € M eleman1 £ nin bir m: * — * morfizmi olarak alinr.
€ nin 1, birim morfizmi e € M birim elemarn ve £ kategorisinin kismi iglemi ise
monoidin iglemidir. Buradan kategori kavraminin monoidin bir genellestirmesi

oldugu sdylenebilir.
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Tanim 1.2.2. £ ve D iki kategori olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyor ise D

kategorisine £ nin bir alt kategorisi denir.

(1) Ob(D) C Ob(€) dir.
(2) Her bir A, B € Ob(D) i¢cin D(A, B) C £(A, B) dir.

(3) D kategorisindeki morfizmlerin kismi bileske islemi, £ kategorisindeki

morfizmlerin kismi bileske islemi ile aynidir.

(4) Her bir A € Ob(D) igin D deki 1,4 birim morfizmi, £ deki birim morfizm

ile aynidar.

D kategorisi £ nin bir alt kategorisi olmak tizere; eger her A, B € Ob(D) obje cifti
icin D(A, B) = E(A, B) ise D alt kategorisine dolu alt kategori, eger Ob(D) =
Ob(€) ise D ye genis alt kategori denir [52].

Ornek 1.2.5. TOP ve GRP kategorileri SET kategorisinin alt kategorileridir.
Ayrica Abel gruplarin kategorisi AB, GRP kategorisinin dolu bir alt kategorisidir.

Ciinkii sadece objelerde bir kisitlama mevcuttur.

Tanim 1.2.3. [53] € bir kategori ve A, B € Ob(£) olsun.

(1) f: A — B monomorfizmdir ancak ve ancak verilen herhangi bir C' objesi
veg,h: C = Amorfizmleriigin fog = fohise g = hdir, yani f morfizmi

soldan sadelesme 6zelligine sahiptir.

(2) f: A — B epimorfizmdir ancak ve ancak verilen herhangi bir C' objesi ve
g,h: B — C morfizmleriigin go f = h o f ise ¢ = h dir, yani f morfizmi

sagdan sadelesme 6zelligine sahiptir.

B) f: A — B bimorfizmdir ancak ve ancak f monomorfizm ve
epimorfizmdir, yani f morfizmi soldan ve sagdan sadelesme 6zelligine

sahiptir.

(4) f: A — Bizomorfizmdir ancak ve ancak go f = 1,4 ve f o g = 15 olacak

sekilde bir g: B — A morfizmi vardir.
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Kategori SET Tor

Monomorfizm || Birebir || Birebir ve Siirekli

Epimorfizm | Orten | Orten ve Siirekli

Bimorfizm Bijektif || Bijektif ve Siirekli

[zomorfizm Bijektif | Homeomorfizm

Tablo 1.2. Baz1 Ozel Morfizmlerin SET ve TOP Kategorilerindeki Karsiliklart

Tanim 1.2.4. [52] Bir £ kategorisinde morfizmlerin bir

x-L.vy

1)

diyagramu verilsin. Eger baslangic ve bitisleri ayn1 olan bileske morfizmleri esit

ise, yani g o f = h o k oluyorsa bu diyagrama degismeli diyagram denir.

Tanim 1.2.5. [52] & bir kategori ve f: A — B, g: A — C bu kategoride iki

morfizm olsun. Bir Q € Ob(€) ve ¢1: B — Q, qo: C' — ) morfizmleri igin
A-L.B
g lﬁh
C q2 Q

degismeli (¢; o f = g2 0 g) diyagramu verilsin. Eger herhangi bir
A-L.B
|

C X

Ex

degismeli (p; o f = ps 0 ¢g) diyagramu verildiginde
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diyagrami degismeli oluyorsa, yani 6 o ¢; = p; ve 6 o go = p, olacak sekilde bir tek

f: Q — X morfizmi varsa
f

A——B
gL l‘h
C Q

diyagramina f ve g nin pushout (ileri itme) diyagrami denir.

_—
q2

Ornek 1.2.6. Sekil 1.4 de SET kategorisinde bir pushout diyagrami 6rnegi
verilmistir. Burada () kiimesi, B ve C kiimelerindeki goriintiileri ayn: olan
A kiimesindeki elemanlarin goriintiilerinden ve B, C' kiimelerinde kalan diger

biitiin elemanlardan olusmaktadar.

A

Sekil 1.4. SET kategorisinde bir pushout diyagrami
Ornek 1.2.7. SET kategorisinde f: A — B ve g: A — C fonksiyon gifti verilsin.
i1 Ve iy icine fonksiyonlar olmak iizere f ve g nin pushout diyagram

A—f>B

I

C=e

degismeli (i1 o f = iy 0 g) diyagramudir.

1.3. Fanktor

Herhangi bir kategoride objeler arasinda morfizm denilen doniisiimler oldugu
gibi kategoriler arasinda da fanktor adi verilen dontisiimler mevcuttur. $imdi

fanktor kavraminin tanimini verelim.
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Tanim 1.3.1. [52] £ ve D iki kategori olsun. & nin her bir A objesini D nin bir
F(A) objesine, £ nin her bir f: A — B morfizmini D nin bir F(f): F(A) —
F(B) morfizmine donitistiiren ve asagidaki sartlar1 saglayan bir F: £ — D

dontisiimiine fanktor denir.

(1) Her A € Ob(€) igin F(14) = 1p(a) dir.

(2) & kategorisinde g o f bileskesi taniml olmak tizere F'(go f) = F(g) o F(f)
dir.

Ornek 1.3.1. [52] £ bir kategori olmak tizere her bir A € Ob(E) objesini A objesine
ve her bir f: A — B morfizmini kendisine dontistiiren F': £ — £ fanktoruna

birim fanktor denir ve I = 1¢: £ — £ seklinde gosterilir.

Ornek 1.3.2. TOP kategorisinin objesi olan her bir (X,7) topolojik uzayni,
tizerindeki topoloji yapisimi atarak sadece X kiimesine ve TOP kategorisinin
morfizmi olan her bir f: (X,7) — (Y,0) stirekli fonksiyonunu kiimeler
arasindaki f: X — Y fonksiyonuna doniistiiren bir ¢/: TOP — SET fanktoruna

unutkan fanktor denir. Burada;

(1) Her (X, 7) € Ob(ToP) icin U(1(x ) = lyx, = 1x dir.

() Ulg) = g veU(f) = f oldugundanU(g) oU(f) = go f veU(go f) = go f
dir. U(go f) =U(g) cU(f) olur.

U, GRP — SET
U, : ToOoPGRP — GRP
Us PRrROX — SET

seklinde unutkan fanktorlar tanimlanabilir.

Ornek 1.3.3. SET kategorisinin objesi olan her bir X kiimesini, {izerine
diskre topoloji yapisini ekleyerek (X, P(X)) diskre topolojik uzayma ve SET
kategorisinin morfizmi olan her bir f: X — Y fonksiyonunu topolojik uzaylar
arasindaki D(f) = f: (X, P(X)) — (Y, P(Y)) stirekli fonksiyonuna dontistiiren

D: SET — TOP doniuisimii bir fanktordur. Bu fanktora diskre fanktor denir.
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Ornek 1.3.4. SET kategorisinin objesi olan her bir X kiimesini, tizerine
indiskre topoloji yapisini ekleyerek (X, {0, X}) indiskre topolojik uzayma ve
SET kategorisinin morfizmi olan her bir f: X — Y fonksiyonunu topolojik
uzaylar arasindaki D*(f) = f: (X,{0,X}) — (Y,{0,Y}) stirekli fonksiyonuna
dontistiiren D*: SET — TOP dontisimii bir fanktordur. Bu fanktora indiskre

fanktor denir.

Tanim 1.3.2. [53] £ ve D iki kategori olmak tizere F': £ — D fanktoru verilsin.

(1) Her A, B € Ob(€) ve her f: F(A) — F(B) morfizmi igin F'(g) = f olacak
sekilde en az bir g: A — B morfizmi varsa I ye dolgun (full) fanktor

denir.

(2) Her A, B € Ob(€) ve her f,g: A — B morfizmleri i¢in F'(f) = F(g) iken
f = g oluyorsa F ye diizenli (faithful) fanktor denir.

(3) f: A = A morfizmi i¢in F'(f) = 1p) ve f izomorfizm iken f = 1,

oluyorsa F' ye amnestik fanktor denir.

(4) F fanktoru hem diizenli hem de amnestik ise F' ye belirli (concrete)

fanktor denir.

(5) Her B € Ob(D) objesi i¢in F~*(B) = {A € Ob(€) | F(A) = B} bir kiime

ise F' ye kiiciik demetlere sahip fanktor denir.

Kategoriler arasinda fanktor adi verilen dontistimler oldugu gibi fanktorlar
arasinda da dogal dotisiim adi verilen dontisiimler mevcuttur. Simdi dogal

dontistim kavraminin tanimini verelim.

Tanim 1.3.3. [52] £ ve D birer kategori olmak tizere F,G: £ — D iki fanktor
olsun. Her A € Ob() objesini D nin bir ay: F(A) — G(A) morfizmine
dontistiiren bir a: Ob(€) — Mor(D) dontstimi verilsin. £ kategorisindeki her

bir f: A — B morfizmi igin
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diyagrami degismeli ise « ya F' den G ye bir dogal doniisiim denir ve a: F' = G

seklinde gosterilir.

Ornek 1.3.5. F: £ — D fanktoru verilsin. Her bir A € Ob(£) objesini
lpay: F(A) — F(A) birim morfizmine doniistiiren 1p: ' — F dogal

dontistimiine birim dogal doniisiim denir.

Ornek 1.3.6. &: TOP — SET unutkan, D: SET — ToP diskre ve D*: SET — TOP

indiskre fanktorlar: verilsin.

(1) a: I -UoD (SET — SET)
(2) B: Dol -1 (Topr— ToP)
B) v: I —-D*old (Tor— ToP)

4) p:UoD*— 1 (SET — SET)

dontistimleri birer dogal doniistimdiir.

Tanim 1.3.4. [53] £ ve D birer kategori olmak tizere R: £ — Dve L: D — &
fanktorlar1 verilsin. Eger asagidaki sartlar saglaniyor ise L ye R nin sol adjointi

veya R ye L nin sag adjointi denir.

(1) a: I -+ RoLve3: LoR — I dogal doniistimler olmalidur.

(2) La: L — LRL, BL: LRL — L olmak tizere (5L) o (La) = I ve
aR: R— RLR, Rf: RLR — R olmak tizere (Rf) o (aR) =1

esitlikleri saglanmalidir.

Ornek 1.3.7. TOP ve SET kategorileri verilsin. ¢/: TOP — SET unutkan fanktor
ve D: SET — TOP diskre fanktor olmak tizere D, i nun sol adjointi, &/ da D nin

sag adjointidir.

€ ve D birer kategori, I,G: & — D iki fanktor ve a: Ob(§) — Mor(D) bir
dogal doniisiim olmak {tizere; kategori, fanktor ve dogal doniisiim kavramlar:

arasindaki iligski Sekil 1.5 de gosterilmistir.
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Sekil 1.5. Kategori - Fanktor - Dogal Doniistim

1.4. Topolojik Kategori

Tanim 1.4.1. [53] £ bir kategori ve I bir indis kiimesi olsun. 7 € [ igin A ve

A; € Ob(€) olmak tizere f;: A — A; morfizmleri verilsin. (A, (fi)icr) ikilisine bir

kaynak denir.

Tanim 1.4.2. [53] £ bir kategori ve I bir indis kiimesi olsun. 7 € [ igin A ve

A; € Ob(€) olmak tizere f;: A; — A morfizmleri verilsin. ((f;);cr, A) ikilisine bir

kavsak denir. Kavsak kavrami kaynak kavraminin dualidir.

Tanim 1.4.3. £ ve D kategoriler olmak tizere U/ : £ — D bir fanktoru verilsin.

(1) i € Iigin A; € Ob(E) ve fi: B — B; = U(A;) morfizmleri D kategorisinde

bir ¢/{—kaynag1 olsun. {f;}ic; ailesinin bir baslangi¢ kaldirmasinin
(initial 1lift) A € Ob(&), U(A) = B ve U(f;)) = f; olacak sekildeki

fit A — A; morfizmler ailesi olmast icin agagidaki sart saglanmalidir:

g.: X — A,, € kategorisinde morfizmlerin bir ailesi ve U(g;) = g; olmak
tizere her i € [ i¢in f; o h = g; olacak sekilde bir h: U(X) — B morfizmi
varsa her i € I icin f; o h = g; olacak sekilde en az bir h: X — A morfizmi

vardir.

Eger f;: A — A; bir baglangic kaldirma ise A iizerindeki yapiya f;

morfizmleri tarafindan A; objelerinden elde edilen yapi denir.
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\U(X)

Sekil 1.6. Baslangic Kaldirma

(2) i € Iicin A; € Ob(€) ve f;: U(A;) = B, — B morfizmleri D kategorisinde
bir ¢/—kavsag1 olsun. {f;};c; ailesinin bir bitis kaldirmasinin (final lift)
A € 0bE), U(A) = B ve U(f;) = f; olacak sekildeki f;: 4, — A

morfizmler ailesi olmast i¢in asagidaki sart saglanmalidir:

g:.: A; — X, € kategorisinde morfizmlerin bir ailesi ve U(g;) = g; olmak
tizere her i € [ i¢in h o f; = g; olacak sekilde bir h: B — U(X) morfizmi
varsa her i € [ icin ho f; = g; olacak sekilde en az bir h: A — X morfizmi

vardair.

. Xi/ - "0

Sekil 1.7. Bitis Kaldirma

Eger f;: A; — Abir bitig kaldirma ise A {izerindeki yapiya f; morfizmleri

tarafindan A; objelerinden elde edilen yap1 denir.

Not 1.4.1. Topolojik kategorilerde keyfi bir —kaynaginin baslangic

kaldirmasmin varlig, keyfi ¢/ —kavsagmin bitis kaldirmasmin varligina denktir.
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Yani bitis kaldirma kavrami baslangi¢ kaldirmanin dualidir.

Tanim 1.4.4. [53] £ ve D kategoriler olmak {izere /: £ — D fanktoru
verilsin. Eger asagidaki sartlar saglaniyor ise U/ ya bir topolojik fanktor veya

€ kategorisine D tizerinde bir topolojik kategori denir.

(1) U fanktoru belirli (diizenli ve amnestik) olmalidir.
(2) U tanktoru kiiciik demetlere sahip olmalidur.
(3) Her U/—kaynag: bir baslangic kaldirmaya (initial lift) sahip olmalidir.

Ornek 1.4.1. TOP ve SET kategorileri verilsin. U(X,7) = X seklinde tanimli

U: ToP — SET unutkan fanktoru bir topolojik fanktordur.

Tanim 1.4.5. [54] & bir kategori olmak tizere U/ : £ — SET topolojik fanktoru bir
D: SET — & sol adjointine sahip olup, bu sol adjointe diskre fanktor ve A =

D(U(A)) objesine de £ kategorisinde diskre obje denir.

Tanim 1.4.6. [54] & bir kategori olmak tizere U/: £ — SET topolojik fanktoru
bir D*: SET — & sag adjointine sahip olup, bu sag adjointe indiskre fanktor ve

B = D*(U(B)) objesine de £ kategorisinde indiskre obje denir.

Ornek 1.4.2. Taum kiimesi diskre topolojik uzay veya deger kiimesi indiskre
topolojik uzay olan her fonksiyon stirekli oldugundan £ = TOP i¢in diskre obje

diskre topolojik uzay, indiskre obje de indiskre topolojik uzay olur.

1.5. PROX Kategorisi

Tanim 1.5.1. Tim proximity uzaylarn smifi bir kategori olusturur. Bu
kategorinin objeleri (X, J), (Y,0'),(Z,0"), ... gibi proximity uzaylar, morfizmleri

p—dontistimler ve kismi islem de

o: Mor((X,0),(Y,8)) x Mor((Y,&),(Z.8")) — Mor((X,6),(Z,d"))

(f.9) — gof

seklinde taniml1 bileske islemidir ve f, g morfizmleri p—doniisiim olduklarindan

bunlarin bileskesi g o f de p—doniisiimdiir. Buna gore;
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1) f: (X,90) = (Y,0), g: (Y,0") — (Z,0") ve h: (Z,8") — (T,8") olmak
uzere f,g ve h morfizmleri birer p—doniisim olduklarindan bunlarin
bileskeleri de p—dontistimdiir ve (ho g) o f = ho (g o f) birlesme 6zelligi

saglanir.

(2) Her (X, 6) objesi igin 1(x 5 : (X,d) — (X, 0) birim morfizmi vardir ve her
f:(X,0) = (Y,0') morfizmi icin f o 1(x5 = f veher g: (Y,d') — (X,0)

morfizmi igin 1(x 5) 0 g = g dir.

Bu kategoriye proximity uzaylarin kategorisi denir ve £ = PROX ile gosterilir.

Not 1.5.1. PROX kategorisinin objesi olan her bir (X,d) proximity uzayini,
tizerindeki proximity bagintistm atarak sadece X kiimesine ve PROX
kategorisinin morfizmi olan her bir f: (X,0) — (Y,d’) p—dontisimiini kiimeler
arasindaki f: X — Y fonksiyonuna dontistiiren ¢/: PROX — SET doniistimii bir

unutkan fanktordur. Burada;

(1) Her (X, (S) € Ob(PROX) 1(;11’1 Z/{(l(xﬁ)) = 11/{()(75) = 1y dir.

(2) U(g) =gvelU(f) = foldugundanU(g) oU(f) = go fvel(go f)=go f
dir. U(go f) =U(g) ocU(f) olur.

Tanim 1.5.2. X # () bir kiime, her bir i € I i¢in (X;, d;) bir proximity uzay ve
fir X — (X;,6;) PROX kategorisinde bir kaynak olsun. X in kuvvet kiimesi

tizerinde bir B bagintis1 asagidaki sekilde tanimlansin:
A, B € P(X)igin AB B dir ancak ve ancak her i € [ i¢in f;(A) ¢; f;(B) dir.

Bu durumda ‘B bagintis1 X kiimesi tizerinde bir proximity bazdir ( [45], Teorem
3.8). Buna gore X kiimesi tizerindeki ¢, baslangi¢ proximity yapis1 yukarida

verilen 9B proximity bazindan asagidaki sekilde tiretilir:

A,B € P(X)igin A 0, B dir ancak ve ancak A ve B nin sirasiyla {A4; | 1 <i < n}
ve {B; | 1 < j < m} sonlu ortiileri icin (4;, B;) € B olacak sekilde bir (7, j) ¢ifti

vardir.
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Not 1.5.2. U(X,0) = X seklinde tanimli1 &/: PROX — SET unutkan fanktoru bir

topolojik fanktordur [44]. Gosterelim:

1)

U fanktorunun belirli (diizenli ve amnestik) oldugunu gosterelim.

(X,9), (Y,d) proximity uzaylar ve f,g: (X,9) — (Y, ¢') iki p—dontisim
olmak tizere U(f) = U(g) olsun. U fanktorunun tanimindan U(f) = f ve
U(g) = g dir. Boylece f = g elde edilir. Dolayisiyla U/ diizenlidir.
f:(X,9) = (Y,d) bir p—dontisim, U(f) = 1x ve f, p—izomorfizm olsun.
U(f) = f = 1x oldugundan X = Y dir. Dolaysiyla f: (X,§) — (X,J)
olur. Bu durumda ¢ = ¢’ oldugunu gostermeliyiz.

Her A, B C X i¢in A § B olsun. f, p—doéntisim oldugundan f(A) ¢’ f(B)
dir. Y(f) = f = 1x oldugundan 1x(A) ¢’ 1x(B) dir ve A ¢’ B bulunur.
Dolayisiyla ¢ < § elde edilir.

Tersine f, p—izomorfizm oldugundan f~': (X,d) — (X,d) dir. Her
A/B C X igin A § B olsun. f7!, p—doéniisiim oldugundan
YA 6 f7YB) dir. f7' = (1x)™! = 1x oldugundan 1x(A) § 1x(B)
dir ve A 0 B bulunur. Dolayisiyla 6 < ¢ elde edilir.

O halde U/ amnestiktir.

U fanktorunun kiiciik demetlere sahip oldugunu gosterelim.

UTHX) ={(X,0) |UX,0) = X ve [: (X,0) = (X,d) p—doniisiimil igin
U(f) = 1x: X — X} olmak tizere her X € Ob(SET) i¢in Y~}(X) in bir
kiime oldugunu gostermeliyiz.

A = {0 | §,X tizerinde bir proximity bagintisi} olsun. @: U '(X) —
A, &(X,) = ¢ seklinde tanimlansin. ¢ birebir ve orten oldugundan
U (X) =@ C P?(X) olur. Dolayisiyla & (X)) bir kiimedir.

Her U/ —kaynaginin bir baslangi¢ kaldirmaya sahip oldugunu gosterelim.
{fi: X - U(X,,0;) = X, |i € I} ailesi SET kategorisinde herhangi bir
U—kaynag1 ve ¢, Tanim 1.5.2 de tanimlanan baslangic proximity bagintisi
olsun. Buna gore U/—kaynagmnin baslangi¢ kaldirmas: f;: (X,d,) —
(X, d;) ailesidir.
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PROX v . SET
CTTHEENTS. PRSI,

Y,I5’ u(y,o')=Y
\ ) Y,

Sekil 1.8. &/ : PROX — SET fanktoru i¢in baslangi¢ kaldirma

Her (X;,9;,) € Ob(PROX) ve PROX kategorisinde {h;: (Y,0') — (X;,0;)}
morfizmler ailesiigin f;ok = h; ve fiok = U(h;) = h; olacak sekilde en az
bir k: (Y,¢') — (X, d.) morfizmi vardir. k nin bir p—doniisiim oldugunu
gosterelim.

Her G, H C Yigin G ¢' H ise her bir i € I igin h; p—doniisiim oldugundan
hi(G) & hi(H) bulunur. f; o k = h; oldugundan (f; o k)(G) & (f; o
k)(H) yazlabilir. Her i € I icin f;(k(G)) d; fi(k(H)) olup Tanim 1.5.2
den k(G) B k(H) dir. B, §, bagmtisi icin proximity baz oldugundan
k(G) 6, k(H) elde edilir. Bu durumda & morfizmi bir p—doniistimdiir.

O halde PrROX kategorisi bir topolojik kategoridir.

Tanim 1.5.3. X bostan farkli bir kiime ve A, B C X olsun. PROX kategorisinde X

tizerindeki 0 diskre proximity yapisi
AdB < ANB#0

seklinde tanimlidir.

Tanim 1.5.4. X bostan farkli bir kiime ve A, B C X olsun. PROX kategorisinde X

tizerindeki 0 indiskre proximity yapisi
AdB < A#0PveB+#0

seklinde tanimlidir.



2. BOLUM

p NOKTASINDA HAUSDORFF VE REGULER PROXIMITY UZAYLAR

Bu boliimde 6ncelikle bir p noktasindaki wedge carpim tanimi, bazi dontisiimler
ve herhangi bir topolojik kategori ic¢in (kuvvetli) kapalilik kavrammm ve p
noktasinda ayirma aksiyomlarmin tanimlari verilmistir. Ardindan bu tanimlar
ile birlikte [55] de karakterize edilen proximity uzaylarin topolojik kategorisinde
kapalilik, kuvvetli kapalihk kavramlari ve p noktasinda To, T3, Ty ayirma
aksiyomlar:1 yardimiyla PROX kategorisinde p noktasinda PreTsy, PreTy, Ty, Ty,

Ts, Ty, ST3 ve ST, ayirma aksiyomlari karakterize edilmistir.

2.1. Topolojik Kategorilerde Lokal Ayirma Aksiyomlar1 ve Kapalihik

B bir kiime, p € B ve B[] B, B nin iki ayrik kopyasi olsun. B nin p noktasindaki
wedge carpimi B[[B nin p de cakismasidir ve B V, B seklinde gosterilir.
BV, B deki bir x noktas: birinci bilesende ise x;, ikinci bilesende ise z, olarak

gosterilecektir. Ayrica x = p ise 1 = x5 dir, yani p; = p, olur.

B

X2 :( p,X)

p X =(x,p)

Sekil 2.1. p noktasinda wedge carpim
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Not 2.1.1. B bir kiime, p € B ve B V, B de B kiimesinin p noktasindaki
wedge ¢arpimi olsun. {*}, SET kategorisinde bitis objesi ve i1,i,: B — BV, B
dontistimleri de sirasiyla birinci ve ikinci igerme doniistimleri (inclusion maps)

olmak tizere;

{x}—L—B
P
B——=DBV,B

degismeli diyagramu bir pushout diyagramidar.

id: B — B birim déniistim ve f: B — B de p ye giden sabit doniisiim olmak
tizere; Ayiy = (id, f): B — B?, Ayia = (f,id): B — B?, Syiy = (id,id): B — B?,
Syia = (f,id): B = B? ve V,i; = V,iy = id: B — B doniisiimleri yukarida
verilen pushout diyagramina uygulandiginda sadece Tanim 2.1.1 ile verilen A,,

S, ve V, dontisiimleri elde edilir. Ornegin A, doniisiimiiniin elde edilisi asagida

verilmistir:
{1} ——n
.
B—>BV, B
ve
{+} =B
f j lApil
2
B o B
degismeli diyagramlari i¢in
) ——n

diyagramu degismeli, yani Ay, f = Ayiof = (f, f) oldugundan bir tek A,: BV,

B — B? morfizmi vardir.
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Tanim 2.1.1. [40] B bir kiime, p € B ve B> = B x B de B nin kendisi ile kartezyen

carpimi olsun. Buna gore A,, S, ve V, dontisiimleri asagidaki sekilde tanimlanir.

(1) p de Temel (Principle) Eksen Dontistimii:

=1
Ay: BV, B — B?,  Ay(z;) = (@p)
(p,z) , i=2
B 82
X=X, A, ® A(x)=(p.x)
_—
B ® ®
P X=X P A(x)=(x,p)

Sekil 2.2. p de Temel (Principle) Eksen Doniistimii

(2) p de Egik (Skewed) Eksen Doniistimii:

(r,z) , i=1
S,: BV, B— B?,  S,(z;) = _

X=X, S Sp(%)=(p.x)
Sp(%)=(Xxx)

Sekil 2.3. p de Egik (Skewed) Eksen Dontistimii

(3) p de Katlama (Fold) Dontistimii:

V,:BV,B— B, Vp(v;)=z i=1,2
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Vp(x1)=X=Vp(X2)

p

Sekil 2.4. p de Katlama (Fold) Dontisimii

Ornek 2.1.1. Eger B = R reel sayilar kiimesi ve p = 0 noktasi segilirse p de temel

eksen (A4,) dontisiminin goriintiisit « ve y eksenlerinin birlesimi, p de egik

eksen (.5,) donilistimiiniin gortintiisii de y = = dogrusu ile y ekseninin birlesimi

olur.

A (%) =(x0)

RZ
A(x)=(0,x) ¢
Ap 0. @
R
X=X,
R
0 X=X
RZ
[ )

S,(x,)=(0,x)
Iy

Sp(x)=(xx)

Sekil 2.5. B = R ve p = 0 icin A, ve S, doniisiimlerinin goriintiisii

Topolojik uzaylarda iyi bilinen bir p noktasinda 7; ve 7 ayirma aksiyomlar:

asagida verilmistir.



46

Tanim 2.1.2. (B, 7) bir topolojik uzay ve p € B olsun.

1. (B, 7)uzay1pde T; dir ancak ve ancak her p # ¢gicin ¢ ¢ N, olacak sekilde
pnin en az bir N, komsulugu veya p ¢ N, olacak sekilde ¢ nun en az bir

N, komsulugu vardar.

2. (B, 7)uzay1pde T} dir ancak ve ancak her p # ¢icin g ¢ N, olacak sekilde
p nin en az bir N, komsulugu ve p ¢ N, olacak sekilde ¢ nun en az bir N,

komsulugu vardir.

Teorem 2.1.1. [56] (B, 7) bir topolojik uzay ve p € B olsun. Asagidaki ifadeler
denktir:

1. (B, 7) uzayip de T} dir.

2. B? iizerindeki ¢arpim topolojisi 7* olmak tizere A,: BV, B — (B? 7*)
ve V,: BV, B — (B, P(B)) fonksiyonlar: tarafindan tiretilen baslangi¢

topololojisi diskredir.

3. i1,i2: B - BV, B, z — i1(x) = 1, x — iy(xr) = x5 fonksiyonlar
tarafindan tretilen B V, B tlizerindeki bitis topolojisi 7. olmak tizere,
id: BV, B — (B V, B, ) birim fonksiyonuve V,: BV, B — (B, P(B))

fonksiyonu tarafindan tiretilen baslangig topololojisi diskredir.

Teorem 2.1.2. [56] (B, 7) bir topolojik uzay ve p € B olsun. (B, 7) uzay1 p de T}
dir ancak ve ancak B? iizerindeki garpim topolojisi 7* olmak tizere S,: BV, B —
(B?,7*)ve V,: BV, B — (B, P(B)) fonksiyonlar tarafindan tiretilen baslangig

topololojisi diskredir.

Baran [40] topolojik uzaylardaki p noktasindaki 7; ve 7 ayirma aksiyomlarini
Tanim 2.1.1 deki dontisiimler yardimiyla herhangi bir topolojik kategoriye

asagidaki tanimla genellestirmistir.

Tanim 2.1.3. [40] U/ : £ — SET bir topolojik fanktor, U/(X) = B olmak tizere X,

€ nin bir objesi ve p € B olsun.
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1. X objesi p de T dir ancak ve ancak {4, : BV,B — U(X?) = B?veV,: BV,
B — UD(B) = B} U-kaynagmin baslangic kaldirmas: diskredir. Burada D,

U nun sol adjointi olan diskre fanktordur.

2. X objesi p de 7§ diir ancak ve ancak {id: BV, B - U(X V, X) =BV, B ve
V,: BV, B — UD(B) = B} U-kaynagimin baslangi¢ kaldirmas: diskredir.
Burada XV, X, £ de wedge carpimdir, yani 75, i; kanonik doniistimler olmak

uzere {i1,i2 : U(X) = B — BV, B} U-kavsagimin bitis kaldirmasidur.

3. X objesi p de T; dir ancak ve ancak {S, : BV, B — U(X?) = B*ve V, :
BV, B — UD(B) = B} U-kaynaginin baslangi¢ kaldirmas: diskredir.

Daha 6nce [55] de PROX kategorisinde karakterize edilen p noktasinda To, T} ve

T, ayirma aksiyomlar1 asagida verilmistir. Ispatlari [55] de mevcuttur.

Teorem 2.1.3. [55] (X, d) bir EF-proximity uzay ve p € X olsun. (X, §) uzay1 p de
T, dir ancak ve ancak her = # picin ({z}, {p}) ¢ 6 dir.

Teorem 2.1.4. [55] Tiim EF-proximity uzaylar p de 7j diir.

Teorem 2.1.5. [55] (X, 0) bir EF-proximity uzay ve p € X olsun. (X, J) uzay1p de
Ty dir ancak ve ancak her = # picin ({z},{p}) ¢ ¢ dir.

Not 2.1.2. (X, ¢) bir EF-proximity uzay ve p € X olsun. Teoremler 2.1.3 ve 2.1.5
den (X, 0) uzay1 p de T dir ancak ve ancak p de 7} dir.

2.1.1. Kapahhk

Tanim 2.1.4. [40,57] B bir kiime ve p € B olsun. B nin p noktasindaki sonsuz
wedge carpimi V;°B, B nin sayilabilir adetteki ayrik kopyalariin alinmas: ve
bunlarin p noktasinda gakistirilmasi ile elde edilir. B> = B x B X ..., B nin
sayilabilir kartezyen ¢arpimi olmak tizere A)® ve V;° dontiglimleri agagidaki

sekilde tanimlanair:
A Ve B — B®,  AX(x;) = (p,p, s D T, D; --)

VX Ve B— B, VX(r) =
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Burada ¢ € [ ig¢in z; sonsuz wedge carpimmin i—inci bileseninde ve z,

(p,p, ... D, x, p, ...) ifadesinde i—inci yerdedir.

Topolojik uzaylarda iyi bilinen kapali kiime kavrami asagida verilmistir.

Tanim 2.1.5. (B, 7) bir topolojik uzay ve ' C B olsun. Eger F kiimesinin

tiimleyeni B\ F' agiksa, yani B\ F' € 7 ise F' ye kapali kiime denir.

Teorem 2.1.6. (B, 7) bir topolojik uzay ve F' de B nin bostan farkl bir alt kiimesi
olsun. ¢, B/F tizerinde birim ve F yi * noktasina doniistiiren 6rten fonksiyon
olmak tizere, ¢: (B,7) — B/F = (B\F) U {«} fonksiyonunun {irettigi bitis

topolojisi 7, ile gosterilsin. p, B de bir nokta olsun.

1. 7, B*™ tizerindeki ¢arpim topolojisi olmak tizere, {p} kapalidir ancak ve
ancak {AX : VB — (B*®,7%) ve Vi°* : Vi*B — (B, P(B))} fonksiyonlar

tarafindan tiretilen baslangic topolojisi diskredir.
2. F C Bkapalidir ancak ve ancak F' nin gortinttisii {*}, (B/F, 7.) da kapalidir.

3. F' C B kuvvetli kapalidir ancak ve ancak (B/F, 7,), * da T} dir.

Baran [40, 57], topolojik uzaylardaki kapalilik kavramimi Tanim 2.1.4 deki
doniistimler yardimiyla herhangi bir topolojik kategoriye asagidaki tanimla

genellestirmistir.

Tanim 2.1.6. [40,57] U : £ — SET bir topolojik fanktor, U/(X) = B olmak iizere
X, € nin bir objesi ve F', B nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun. ¢, B/F' tizerinde
birim ve F'yi * noktasima dontistiiren Orten fonksiyon olmak tizere, ¢: U(X) =
B — B/F = (B\F) U {x} epi Y—kavsagmn bitis kaldirmas1 X/ F ile gosterilir. p,

B de bir nokta olsun.

1. {p} kapaldir ancak ve ancak {A2° : Vi°B — U(X>™) = B* ve V° : Vi°B —
UD(B) = B} U-kaynagmin baslangi¢ kaldirmas: diskredir.

2. F' C X kapahdir ancak ve ancak F' nin gortinttisii {*}, X/F de kapahdir.
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3. F' C X kuvvetli kapalidir ancak ve ancak X/F, = da T} dir.

4. Eger F' = () veya F' = X ise I hem kapali hem de kuvvetli kapalidur.

Daha once [55] de PROX kategorisinde karakterize edilen kapali ve kuvvetli

kapali kiime kavramlar: agagida verilmistir. Ispatlar1 [55] de mevcuttur.

Teorem 2.1.7. [55] (X, §) bir EF-proximity uzay ve p € X olsun. {p}, X de
kapalidir ancak ve ancak herhangi bir B C X i¢in {p} 6 Bise p € B dir.

Teorem 2.1.8. [55] (X, 0) bir EF-proximity uzay olsun. () # F C X kapaldir

ancak ve ancak her x € X i¢in {z} § F oldugunda = € F dir.

Teorem 2.1.9. [55] (X,0) bir EF-proximity uzay olsun. () # F C X kuvvetli
kapalidir ancak ve ancak her z € X igin {z} ¢ F' oldugunda x € F dir.

Not 2.1.3. Herhangi bir topolojik kategoride genelde kapalilik ve kuvvetli
kapalilhik kavramlar: birbirinden bagimsizdir. Fakat PROX kategorisinde bu
kavramlar cakisir. (X, §) bir EF-proximity uzay olmak tizere bir /' C X kiimesi

kapalidir ancak ve ancak kuvvetli kapalidur.

2.2. p Noktasinda Pre-Hausdorff Proximity Uzaylar

Topolojik uzaylarda iyi bilinen bir p noktasinda PreT, ayirma aksiyomu asagida

verilmistir.

Tanim 2.2.1. [58] (B, 7) bir topolojik uzay ve p € B olsun. (B, 7) uzay1p de PreT)
dir ancak ve ancak her p # ¢ i¢in {p, ¢} kiimesi indiskre degilse, p ve ¢ nun ayrik

komsuluklar: vardir.

Ormek 2.21. X = {a,b,c,d} kiimesi iizerinde 7 = {X,0,{a,b},{c}, {c d},
{a,b,c}} topolojisi verilsin. (X, 7) uzay1 a ve b noktalarinda PreT, dir, fakat ¢

ve d noktalarinda PreT; degildir.

Ornek 2.22. X = {a,b,c} kiimesi iizerinde 7 = {X,0,{a}, {b,c}} topolojisi

verilsin. (X, 7) uzay1 her noktada PreT5 dir.
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Teorem 2.2.1. [58] (B, 7) bir topolojik uzay ve p € B olsun. Asagidaki ifadeler
denktir:

1. (B, 7) uzay1p de PreT; dir.

2. B? iizerindeki garpim topolojisi 7* olmak tizere S, : BV, B — (B? 7*)
fonksiyonu tarafindan iiretilen baslangic topolojisi ile 4, : BV, B —

(B?, ) fonksiyonu tarafindan iiretilen baslangig topolojisi aynidur.

3. B? iizerindeki garpim topolojisi 7* olmak tizere S, : BV, B — (B?, 1)
fonksiyonu tarafindan iiretilen baslangic topolojisi ile ¢1,i2: B — BV, B,
r — i1(x) = x1, * > is(x) = x5 fonksiyonlar tarafindan tiretilen bitis

topolojisi aynidir.

Baran [40, 59], topolojik uzaylardaki p noktasindaki PreT5, ayirma aksiyomunu
Tanim 2.1.1 deki dontisiimler yardimiyla herhangi bir topolojik kategoriye

asagidaki tanmimla genellestirmistir.

Tanim 2.2.2. [40,59] U : £ — SET bir topolojik fanktor, /(X ) = B olmak {izere

X, € nin bir objesi ve p € B olsun.

1. X objesi p de PreT, dir ancak ve ancak {S, : BV, B — U(X?) = B?}
U-kaynagmin baslangi¢ kaldirmas: ile {4, : BV, B — U(X?) = B?}
U-kaynaginin baslangi¢ kaldirmas: ¢akasir.

2. X objesi p de PreTy diir ancak ve ancak {S, : BV, B — U(X?) = B?}
U-kaynagimin baslangi¢ kaldirmas: ile {iy,i» : U(X) = B — BV, B}
U-kavsagmin bitis kaldirmas: ¢akasir.

Tanim 2.2.3. X bir kiime, p € X ve X'V, X de X kiimesinin p noktasindaki wedge
carpimi olsun. Eger asagidaki sart saglaniyorsa i; ve iy kanonik doniisiimler
olmak tizere PROX kategorisindeki {i;,i2: (X,0) — (X V, X, ')} epi-kavsag bir
bitis kaldirmadir:

X V, X nin farkh bilesenlerindeki her A, B ¢ifti icin A ¢’ B dir ancak ve ancak
k,j=12vek+# jicini;'(A) = Cvei;'(B) = D olmak iizere C § {p} ve {p} 6 D
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olacak sekilde C, D € X kiimeleri mevcuttur. Eger A, B ¢ifti X V, X nin ayn
bileseninde ise, 0 zaman A § B dir ancak ve ancak k = 1,2 igin i, '(4) = C ve
i, '(B) = D olmak iizere C' § D olacak sekilde C, D € X kiimeleri mevcuttur. Ozel
olarak, eger i, (C) = A ve iy (D) = B ise, o zaman (ix(C),ix(D)) = (A, B) € ¢’ diir
ancak ve ancak (i, (i,(C)), i, ' (ir(D))) = (C, D) € § dir.

Bu tanim, Tanim 1.1.12 ve Not 1.1.2 nin 6zel bir durumudur.

PROX kategorisinde p noktasinda PreT, ve Prel, ayirma aksiyomlarinin

karakterizasyonlar1 asagida verilmistir.

Teorem 2.2.2. Tiim EF-proximity uzaylar p de PreT dir.

Ispat: (X,6) herhangi bir EF-proximity uzay ve p € X olsun. (X,d) uzaymmn
p de PreTy oldugunu gosterelim. Yani Tanim 1.5.2 ve Tanum 2.2.2 den wedge
carpimdaki herhangi bir U ve V ¢ifti i¢in m A, (U) 6 mA,(V), m2A,(U) 6 maA,(V)
dir ancak ve ancak sirastyla m1.5,(U) § m1.5,(V'), m25,(U) 6 m2.S,(V') dir, gosterelim.

U ve V igin gesitli durumlar ele alalm. Bu durumlar {z,} C U, {22} C U veya
{z1,22} C Uve{z1} CV, {x} C V veya {z,22} C V dir. Tanum 1.1.1 in
(P2) sartindan yukarida verilen durumlarda “alt kiime” yerine “esittir” almak

yeterlidir.

U = {z1} ve V = {1} durumunu ele alalm. Eger mA,({z1}) d mA,({z1}) =
{z} 0 {2} ve mA,({z1}) § mA,({x1}) = {p} 0 {p} ise, o zaman
mSy({x1}) 6 mS,({z1}) = {2} ¢ {a} = mS,({z1}) 0 mS,({x:1}) dir. Tersine,
eger mS,({z1}) 0 mS,({x1}) = {x} 6 {a} = maS,({x1}) 0 m25,({x1}) ise, 0 zaman

mAp({x1}) 0 mA,({a1}) = {x} 6 {x} ve mA,({x1}) 6 mA,({1}) = {p} 0 {p} dir
(Tanim 1.1.1 in (P4) sartindan).

U = {z1} ve V = {22} durumunu ele alahm. Eger mA,({z1}) d mA,({z2}) =
{z} ¢ {p} ve mA,({z1}) & mA,({z2}) = A{p} 0 {z} ise, o zaman
mSp({21}) 6 mSy({x2}) = {a} 0 {p} ve mS,({x1}) 0 mSp({a2}) = {x} & {«} dir
(Tanim 1.1.1 in (P4) sartindan). Tersine, eger m.S,({z1}) 0 m1S,({z2}) = {z}  {p}
ve mS,({z1}) 0 maS,({x2}) = {2} 6 {x} ise, 0 zaman m A, ({z1}) 6 mA,({z2}) =
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{z} ¢ {p} ve mA,({z1}) 6 mA,({z2}) = {p} 0 {z} dir (Tanim 1.1.1 in (P1)

sartindan).

U = A{xn} ve V. = A{z;,22} durumunu ele alalim. Eger
mAy({11}) 0 mA,({zr,20}) = {2} 6 {z,p} ve mA,({11}) 0 mAy({z1,22}) =
{p} ¢ {p,x} ise, o zaman mS,({z1}) 0 mS,({z1,22}) = {x} 0 {z,p} ve
1S, ({x1}) 0 maS,({x1, x2}) = {x} § {z} dir (Tanim 1.1.1 in (P4) sartindan). Tersine,
eger w5, ({z1}) 6 mS,({21,22}) = {2} 6 {2, p} ve mS,({x1}) 6 mSy({ar, 22}) =
{z} § {z} ise, o zaman mA,({z1}) § mA,({z1,22}) = {z} 0 {z,p} ve
moAp({x1}) 0 mA,({x1,22}) = {p} 0 {p, 2} dir (Tanim 1.1.1 in (P4) sartindan).

Benzer sekilde eger U = {z2} veya {z1, 22} ve V. = {z1}, {2} veya {1, 25} ise,
o zaman da m A,(U) 6 mA,(V), mA,(U) 6 maA,(V) dir ancak ve ancak sirasiyla
m1Sp(U) d mS,(V), m25,(U) 6 m25,(V) dir sonucu elde edilir.

O halde (X, §) uzay1 p de PreT, dir.

Teorem 2.2.3. (X, ) bir EF-proximity uzay ve p € X olsun. (X,J) uzay1 p de
PreTy; dir ancak ve ancak her = # pigin ({z}, {p}) ¢ ¢ dir.

Ispat: Kabul edelim ki (X, §) EF-proximity uzay1 p de PreT} olsun. Bu durumda
Tanim 1.5.2, Tanim 2.2.2 ve Tanim 2.2.3 den wedge carpimdaki herhangi U,V
kiimeleri igin (a) m.5,(U) 6 m.S,(V) ve m.S,(U) § m2.S,(V') dir ancak ve ancak (b)
{z} § {y} ve k = 1veya 2i¢in iy{z} =z, € U ve i, {y} = yx € V olacak sekilde bir

x,y € X cifti mevcuttur.

X V, X nin farkli bilesenindeki her bir U,V ifti igin U ¢’ V dir (¢/, X V, X
tzerindeki EF-proximity yapidir) ancak ve ancak k,j = 1,2 ve & # j igin
i, (U) = Cvei;'(V) = D olmak iizere C 0 {p} ve {p} 0 D olacak sekilde
X de C, D kiimeleri mevcuttur. Eger U ve V' wedge ¢arpimin ayni bileseninde
iseler, 0 zaman U ¢ V dir ancak ve ancak C' § D ve k = 1,2 igin i,'(U) = C
ve i, '(V) = D olacak gekilde X de C, D kiimeleri mevcuttur. Ozel olarak, eger
ir(C) = U ve ix(D) = V ise, o zaman (ix(C),ix(D)) € ¢ diir ancak ve ancak
(i, " (ix(C)), 4}, ' (ix(D))) = (C, D) € § dir. Bu Taum 1.1.12 ve Not 1.1.2 nin 6zel bir

durumudur.
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Sartin saglandigini gostermeliyiz.

Kabul edelim ki x # p olmak tizere bazt z,p € X icin ({z},{p}) € 9o
olsun. Bu durumda U O {z1} ve V. DO {x2} olmak tizere (U, V) € ¢
icin (¢', wedge carpim tiizerindeki EF-proximity yapidir) m.S,(U) § m.S,(V) 2
mS({zi}) 0 mS({ee}) = m({(z,2)}) 0 m{(p,x)}) = {z} ¢ {p} dir,
yani ({z}, {p}) € 0 di; mS,(U) 6 mS,(V) 2 mS,({ri}) § mS,({as}) =
m({(z,2)}) ¢ m{(p,x)}) = {z} 0 {«} dir, yani ({z},{z}) € ¢ dir Burada

m: X2 = X (i = 1,2) izdiisiim doniisiimleridir.

k,j = 1,2vek # jicin i '(U) = Avei;'(V) = B olmak iizere A § {p} ve
{p} 6 B olacak sekilde X de A, B kiimeleri mevcuttur. iy (i ' (U)) = ix(A) C U ve
ij(i; (V) = i;(B) € V dir.

Eger it(A) C U, X V, X in birinci bileseninin alt kiimesi ve ix(B) C V, X v, X
in ikinci bileseninin alt kiimesi ise, o zaman {x;} C ix(A) ve {z3} C ix(B) olur.
Fakat, eger baz1 (A, B) € 6 ve k = 1 (k = 2) igin (ix(A), ix(B)) 2 ({x1}, {z2}) € ¢
ise, 0 zaman ({z;},{z2}) C (i1(A), i1 (B)) olup, bu z3 (z1) nin X V, X in birinci

(ikinci) bileseninde oldugunu gosterir. Bu ise x # p oldugundan bir geligkidir.

Benzer sekilde eger i, (A), X V, X in ikinci bileseninin alt kiimesi ve i;(B), X vV, X
in birinci bileseninin alt kiimesi ise, 0 zaman {z,} C ix(A) ve {z1} C ix(B) olur.
Fakat, eger baz1 (A, B) € 6 ve k = 1 (k = 2) igin (ix(A), ix(B)) 2 ({x2}, {z1}) € ¢
ise, 0 zaman ({z2},{z1}) C (i1(A),i1(B)) olup, bu z2 (z1) nin X V, X in birinci

(ikinci) bileseninde oldugunu gosterir. Bu ise x # p oldugundan bir geligkidir.
O halde eger ({z}, {p}) € 0 ise, 0 zaman z = p dir.

Tersine, kabul edelim ki her = # pigin ({z}, {p}) ¢ J olsun. (X, ) nin p de PreT}
oldugunu, yani Tanim 1.5.2, Tanim 2.2.2 ve Tarnum 2.2.3 den yukarida verilen (a)
ve (b) nin denk oldugunu gostermeliyiz. Ilk olarak (a) nin (b) yi gerektirdigini
gosterelim. U ¢’ V (¢', wedge carpim {izerindeki EF-proximity yapidir), yani
1i9p(U) 6 miSp(V) (i = 1, 2) olsun.

Eger i1, (A) C U, X V, X in birinci bileseninin alt kiimesi ve ix(B) C V, X v, X

in ikinci bileseninin alt kiimesi ise, o zaman {x;} C ix(A) ve {23} C ix(B) olur.
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Tanim 1.1.1 in (P2) sartindan burada “alt kiime” yerine “esittir” almak yeterlidir.
Bu durumda m 5, ({z1}) 6 m.9,({22}) = m({(2,2)}) 6 m({(p, )}) = {a} ¢ {p} dir,
yani ({z},{p}) € 6 dir. ({z},{p}) ¢ 0 (kabulden) oldugundan Tanim 1.1.1 in (P2)
sartindan ({z1}, {z2}) ¢ ¢’ elde edilir.

it(A) C U nun, X V, X in ikinci bileseninin alt kiimesi ve i,(B) C V nin, X v, X
in birinci bileseninin alt kiimesi oldugu durumda da benzer sekilde ayni sonuca

ulasilir. Boylece i, (A) ve ix(B), X V, X in farkli bilesenlerinde olamaz.

Eger i, (A) C U ve ix(B) C V, X V, X in her iki bileseninde iseler, o zaman

U 2 Zk(A) 2 {ZL’I,Z’Q} veV 2 ’Lk(B) 2 {xl,l’g} olur.

Eger iy (A) C U, X V, X in birinci bileseninin alt kiimesi ve i, (B) C V, X V,, X in
her iki bileseninin de alt kiimesi ise, 0 zaman U D ix(A) 2 {z1} ve V D ix(B) 2

{1, x2} olur.

Eger i;,(A) C U, X V, X in her iki bileseninin de alt kiimesi ve i, (B) C V, X V, X
in ikinci bileseninin alt kiimesi ise, 0 zaman U D i (A) D {z1,22} ve V D ix(B) 2

{z2} olur.

Eger ix(A) C U ve ix(B) € V, X V, X in birinci bileseninde iseler, o zaman
U D ix(A) D {x1} ve V D iy(B) O {z1} olur. Benzer sekilde eger ix(A) C U ve
ix(B) € V, X V, X in ikinci bileseninde iseler, o zaman U D ix(A) O {z2} ve

V Dip(B) 2 {x2} olur.

Eger ({z;},{z;}) € & (i = 1,2) ise, 0 zaman m 5,({z1}) d m S,({z1}) = {z} 0 {z}
dir, yani ({z},{z}) € ¢ dir; mS,({z1}) § mS,({z1}) = {z} ¢ {z} dir, yani
({z},{z}) € 0 dir ve m 5, ({x2}) 0 mSp({2}) = {p} ¢ {p} dir, yani ({p}, {p}) € ¢
dir; w5, ({x2}) § maS,({xe}) = {z} 6 {2z} dir, yani ({z},{z}) € § dir.

Buna gore (i (A),ix(B)) 2 ({z;},{z:}) (¢ = 1,2) olur, yani it (A) C U ve ix(B) C
V, X V, X in birinci, ikinci ya da her iki bilesenindedir. Bu nedenle {z} ¢ {y} ve
k = 1veya2igin ix{z} = 2 € U ve ix{y} = yr € V olacak sekilde bir z,y € X
cifti mevcuttur. O halde (a), (b) yi gerektirir.

Simdi de (b) nin (a) y1 gerektirdigini gosterelim. Kabul edelim ki (b) saglansin.
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Wedge carpimdaki herhangi U,V kiimeleri icin m;S,(U) ¢ mS,(V) (i = 1,2)

oldugunu gostermeliyiz.

{z} d {y} ve k = 1 veya 2 i¢in i) {z} = x, € U ve ix{y} = yr € V olacak sekilde
bir z,y € X cifti mevcuttur. Yukarida kullanilan aym yolla (ix{z},it{y}) 2
({z;},{z:}), (i = 1,2) elde edilir.

i = 1igin, eger ({z1}, {x1}) € ¢ ise, 0 zaman 7,5, ({z1}) 0 m S,({x1}) = {z} d {z}
dir, yani ({z},{z}) € § dir; mS,({z1}) 6 mS,({z1}) = {z} ¢§ {z} dir, yani
({z},{x}) € ¢ dir.

i = 2igin, eger ({z2}, {z2}) € &' ise, 0 zaman m 5, ({z2}) d m.S,({z2}) = {p}  {p}
dit, yani ({p},{p}) € 0 dir; mS,({r2}) 3 mS,({a2}) — {a} 6 {a} dir, yani
({z},{z}) € 6 dir.

Buradan 7;S,(U) § m;S,(V) (i = 1,2) elde edilir. Boylece (b), (a) y1 gerektirir.

O halde (X, §) uzay1 p de PreT}, diir.

2.3. p Noktasinda Hausdorff Proximity Uzaylar
Topolojik uzaylarda iyi bilinen bir p noktasinda Hausdorff (73) ayirma aksiyomu
asagida verilmistir.

Tanim 2.3.1. [58] (B, 7) bir topolojik uzay ve p € B olsun. (B, ) uzay1 p de T)

dir ancak ve ancak her p # ¢ igin p ve ¢ nun ayrik komsuluklar: vardair.

Buna denk olarak asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.3.1. [58] (B, 7) bir topolojik uzay ve p € B olsun. (B, 1) uzay1 p de T)
dir ancak ve ancak (B, 7) uzay1 p de T; ve p de PreT; dir.

Baran [40], topolojik uzaylardaki p noktasindaki Hausdorff (73) ayirma
aksiyomunu Teorem 2.3.1 i kullanarak herhangi bir topolojik kategoriye

asagidaki tanimla genellestirmistir.

Tanim 2.3.2. [56] U : £ — SET bir topolojik fanktor, U/(X) = B olmak tizere X,

& nin bir objesi ve p € B olsun.
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1. X objesi p de T, dir ancak ve ancak X objesi p de T, ve p de PreT, dir.

2. X objesi p de T} diir ancak ve ancak X objesi p de T{ ve p de PreT} diir.

PrROX kategorisinde p noktasmda T, ve 75 ayirma aksiyomlarinin

karakterizasyonlar1 asagida verilmistir.

Teorem 2.3.2. (X, §) bir EF-proximity uzay ve p € X olsun. (X,d) uzay1 p de T’
dir ancak ve ancak her x # picin ({z}, {p}) ¢ 0 dir.

Ispat: Tanim 2.3.2, Teorem 2.1.3 ve Teorem 2.2.2 den agiktir.

Teorem 2.3.3. (X, 0) bir EF-proximity uzay ve p € X olsun. (X, ¢) uzay1 p de T}
diir ancak ve ancak her = # pigin ({z}, {p}) ¢ 0 dir.

Ispat: Tanim 2.3.2, Teorem 2.1.4 ve Teorem 2.2.3 den aciktir.

Not 2.3.1. (X,0) bir EF-proximity uzay ve p € X olsun. Teoremler 2.3.2 ve 2.3.3
den (X, §) uzayi p de T, dir ancak ve ancak p de T} diir.

2.4. p Noktasinda Regiiler Proximity Uzaylar

Topolojik uzaylarda iyi bilinen bir p noktasinda 73 ayirma aksiyomu asagida

verilmistir.

Tanim 2.4.1. (B, 1) bir topolojik uzay ve p € B olsun. (B, 1) uzay1 p de Tj tiir
ancak ve ancak (B, 7) uzay1 p de T} dir ve p ¢ F olacak sekilde bostan farkli

kapali her F' C B igin p ve F' nin ayrik komsuluklar: vardir.

Teorem 2.4.1. [58] (B, 7) bir topolojik uzay ve p € B olsun. (B, 1) uzay1 p de 15
tiir ancak ve ancak (B, 7) uzay1 p de T; dir ve p ¢ F olacak sekilde B nin bostan
farkli kapali her F alt kiimesi i¢in B/F p de PreT; dir. Burada g, B/F tizerinde
birim ve F' yi * noktasina dontistiiren 6rten fonksiyon olmak tizere ¢: (B,7) —

B/F = (B\F) U {x} dir (Sekil 2.6).

Baran [40], topolojik uzaylardaki p noktasindaki 73 ayirma aksiyomunu
Teorem 2.4.1 i kullanarak herhangi bir topolojik kategoriye asagidaki tanimla

genellestirmistir.
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B —_— B/F

B\F B\F

*

—_— T

(B\F)UF B\F U{*}

S :
J

Sekil 2.6. ¢ fonksiyonu

Tanim 2.4.2. [40] U/ : £ — SET bir topolojik fanktor, /(X) = B olmak tizere X,
£ nin bir objesi ve F, B nin bostan farkh bir alt kiimesi olsun. ¢, B/F tizerinde
birim ve F' yi % noktasina doniistiiren Orten fonksiyon olmak tizere, ¢: U(X) =
B — B/F = (B\F) U {x} epi Y—kavsagmin bitis kaldirmas1 X/ F ile gosterilir. p,

B de bir nokta olsun.

1. X objesi p de T3 dir ancak ve ancak X obijesi p de T} ve p ¢ F olacak sekilde
kapali her ) # F C B igin X/F objesi p de PreT, dir.

2. X objesi p de T} diir ancak ve ancak X objesi p de T} ve p ¢ I olacak sekilde
kapaliher () # F C B igin X/F objesi p de PreT} diir.

3. X objesipde ST dir ancak ve ancak X objesipde T) vep ¢ F olacak sekilde
kuvvetli kapali her () # F' C B igin X/F objesi p de PreT, dir.

4. X objesi p de ST} diir ancak ve ancak X objesi p de 7} ve p ¢ F olacak

sekilde kuvvetli kapali her ) # ' C B icin X/F objesi p de PreTy, diir.

PRrROX kategorisinde p noktasinda T3, T3, ST3 ve STj ayirma aksiyomlarinin

karakterizasyonlar1 asagida verilmistir.

Teorem 2.4.2. (X,d) uzay1 p de PreT, ise (X/F,§*) uzayi da p de PreT) dir.

Ispat: Teorem 2.2.2 den agiktr.
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Teorem 2.4.3. (X, ¢) uzay1 p de PreT} ise (X/F,0*) uzayi da p de PreT} diir.

Ispat: Kabul edelim ki (X, §) uzay1 p de PreT} olsun ve birbirinden farkli a, p €
X/F noktalar: verilsin. Teorem 2.2.3 den ({a},{p}) ¢ 0* oldugunu gostermek
yeterlidir. Burada §*, ¢ tarafindan tiretilen X/ F tizerindeki EF-proximity yapidir.

Ik olarak p = * alalim. Kabul edelim ki a # * olsun. ¢ déniisiimii tanimindan
g(a) = a ve her ¢ € F igin ¢(c) =  olacak sekilde en az bira € X ve ' C X
vardir. Her ¢ € F igin a ¢ F oldugundan a # ¢ ve (X,¢) uzay1 p de PreT}
oldugundan {a} § {c} dir. Tanim 1.1.1 in (P2) sartindan {a} 0 F elde edilir.
Buradan {a} § F = ¢ *({a}) 0 ¢'({*}) bulunur. Tanim 1.1.11 ve Tanum 1.1.12
geregince [0, 1] araligindaki her s rasyonel sayisi i¢cin Cy = {a}, C; = {x}°
olacak sekilde en az bir C; C Y vardir ve s < ¢ ise ¢ '(Cy) <5 ¢ (Cy) dir.
¢ '({a}) 3 ¢~ 1({+}) oldugundan ¢~ ({a}) < (¢ ({})° ="' ({a}) <5 ¢ ({+}°)
dir ancak ve ancak {a} <* {*}¢ dir. Boylece {a} 6 {x} duir, yani ({a},{*}) ¢ &*
dir.

Simdi de @ # p # * alalim. ¢ dontisimi tanimindan ¢(a) = a ve ¢(p) = p
olacak sekilde en az bir a,p € X cifti vardir. Burada ¢ dontistimii birebir olarak
duistintilebilir. Kabul edelim ki {a} ¢* {p} olsun. ¢ dontistimii tanimi1 ve Not 1.1.2
geregince {a} 6* {p} dir ancak ve ancak ¢ '({a}) 0* ¢~ *({p}) = {a} ¢ {p} dir.
({a},{p}) € ¢ elde edilir. Bu ise (X,d) uzaymn p de PreT} olmasiyla gelisir. O
halde ({a}, {p}) ¢ 6" dir.

Sonug olarak, birbirinden farkli a,p € X/F noktalar i¢in ({a}, {p}) ¢ ¢* dir.
Dolayisiyla Teorem 2.2.3 den (X/F, §*) uzay1 p de PreTy, diir.

Teorem 2.4.4. (X, §) bir EF-proximity uzay ve p € X olsun. (X, ) uzay1 p de T’
dir ancak ve ancak her z # pigin ({z}, {p}) ¢ § dir.

Ispat: Tanim 2.4.2, Teorem 2.1.5 ve Teorem 2.4.2 den agiktir.

Teorem 2.4.5. (X,0) bir EF-proximity uzay ve p € X olsun. (X, ) uzay: p de T}

diir ancak ve ancak her = # picin ({z}, {p}) ¢ ¢ dir.

Ispat: Tanim 2.4.2, Teorem 2.1.5 ve Teorem 2.4.3 den agiktir.
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Teorem 2.4.6. (X, d) bir EF-proximity uzay ve p € X olsun. (X, §) uzay1 p de ST’
dir ancak ve ancak her = # picin ({z}, {p}) ¢ 0 dir.
Ispat: Tanim 2.4.2, Teorem 2.1.5 ve Teorem 2.4.2 den aciktir.
Teorem 2.4.7. (X, 0) bir EF-proximity uzay ve p € X olsun. (X, §) uzay1 p de STj
diir ancak ve ancak her = # pigin ({z}, {p}) ¢ 0 dir.
Ispat: Tanim 2.4.2, Teorem 2.1.5 ve Teorem 2.4.3 den aciktir.

Not 2.4.1. (X,0) bir EF-proximity uzay ve p € X olsun. Teoremler 2.4.4, 2.4.5,
24.6 ve 24.7 den (X, d) uzay1 p de T; dir ancak ve ancak p de T} diir ancak ve
ancak p de ST’ dir ancak ve ancak p de STy dir.



3. BOLUM

HAUSDORFF VE REGULER PROXIMITY UZAYLAR

Bu boliimde 6ncelikle diyagonal boyunca wedge carpim tanimi, bazi dontisiimler
ve herhangi bir topolojik kategori i¢in genelde ayirma aksiyomlarmin tanimlari
verilmistir. Ardindan bu tanimlar ile birlikte [60] da PROX kategorisinde
karakterize edilen T, T}, ve Ty ayirma aksiyomlari yardimiyla PreTy, PreTy, Ts,

Ty, T3, Ty, ST3 ve ST} ayirma aksiyomlari karakterize edilmistir.

3.1. Topolojik Kategorilerde Ayirma Aksiyomlari

B bir kiime, B? = B x B, B nin kendisi ile kartezyen ¢arpimi ve B[ B?, B* nin
iki ayrik kopyasi olsun. B? nin A diyagonali boyunca wedge carpimi B? || B?
nin A diyagonalinde ¢akismasidir ve B? V5 B? seklinde gosterilir. B> V5 B? deki
bir (z,y) noktas1 birinci bilesende ise (z,y);, ikinci bilesende ise (x,y), olarak

gosterilecektir. Ayrica x = y ise (z,y)1 = (z,y) dir, yani (z, ), = (z, z), olur.

B? B?

Sekil 3.1. Diyagonal boyunca wedge ¢arpim
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Not 3.1.1. B € SET bir kiime, B*> = B x B kartezyen ¢arpim ve B? VA B? de B?
kiimesinin A diyagonali boyunca wedge carpimi olsun. iy,iy: B> — B? Va B?
dontistimleri de sirasiyla birinci ve ikinci igerme doniistimleri (inclusion maps)
olmak tizere;

B—2 D’

)

Bz—i:B2 Va B?

degismeli diyagrami bir pushout diyagramidir.

idg: B — B, idg:: B> — B? birim doniisiimler ve i = 1,2 icin 7;: B —
B izdiisim doniisiimleri olmak tizere; Ai; = (m,m,m): B> — B3, Aiy =
(71,71, m2): B — B3, Siy = (w1, T, m): B2 — B3, Siy = (7, m,m): B> — B3ve
Viy = Viy = idge: B> — B? doniigiimleri yukarida verilen pushout diyagramina
uygulandiginda sadece Tanim 3.1.1 ile verilen A, S ve V doniistimleri elde edilir.

Ornegin A doniisiimiiniin elde edilisi asagida verilmistir:

B— 2 . p2

ve

Ato

degismeli diyagramlari i¢in

diyagrami degismeli, yani Ai;A = AisA = (idp, idp,idp) oldugundan bir tek

A: B2V B? — B? morfizmi vardir.
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Tanim 3.1.1. [40] B bir kiime olmak iizere B> = B x Bve B> = Bx B x B

carpimlari verilsin. Buna gore;

(1) Temel (Principle) Eksen Doniisiimii:

A: B*VaA B> = B3, A((z,y);) =

(2) Egik (Skewed) Eksen Dontiistimii:

S: B*va B?— B, S((z,y):) =

(3) Katlama (Fold) Dontistimdi:

V:B2\/AB2%BQ’ V((:L‘,y)l):(az,y), Z:172

olarak tanimlanir.

Topolojik uzaylarda iyi bilinen 7j ve T ayirma aksiyomlar: asagida verilmistir.

Tanim 3.1.2. (B, 7) bir topolojik uzay olsun.

1. (B, 1) uzay1 Tj dir ancak ve ancak her z # y i¢in y ¢ N, olacak sekilde z
in en az bir N, komsulugu veya x ¢ N, olacak sekilde y nin en az bir N,

komsulugu vardir.

2. (B,7) uzay: T; dir ancak ve ancak her = # y i¢in y ¢ N, olacak sekilde
z in en az bir N, komsulugu ve z ¢ N, olacak sekilde y nin en az bir N,

komsulugu vardir.

Baran [61], Teorem 2.1.1 i noktadan bagimmsiz olan asagidaki teoreme

genisletmistir.

Teorem 3.1.1. [61] (B, 7) bir topolojik uzay olmak {izere asagidaki ifadeler
denktir:
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1. (B, 1) uzay1 T dir.

2. B?tizerindeki garpim topolojisi 7* olmak tizere A: B*VaB? — (B®, 7*) ve
V: B?Va B? — (B? P(B?)) fonksiyonlar: tarafindan iiretilen baglangig

topololojisi diskredir.

3. i1,i9: B> = B?*Va B?, (2,y) = i1(z,y) = (z,9)1, (z,y) — i2(z,y) = (z,9)2
fonksiyonlar: tarafindan iiretilen B? Vo B? iizerindeki bitig topolojisi .
olmak tizere, id: B*VaB? — (B?Va B?, 7.) birim fonksiyonu ve V: B*Vx
B* — (B? P(B?)) fonksiyonu tarafindan iiretilen baslangi¢ topololojisi
diskredir.

Baran [61], Teorem 2.1.2 yi noktadan bagimsiz olan asagidaki teoreme

genisletmistir.

Teorem 3.1.2. [61] (B, 7) bir topolojik uzay olsun. (B, 7) uzay1 7; dir ancak ve
ancak B? tizerindeki garpim topolojisi 7* olmak tizere S: B? Vo B? — (B®,7%)
ve V: B> Vao B*> — (B? P(B?)) fonksiyonlar1 tarafindan iiretilen baslangig

topololojisi diskredir.

Baran [40], topolojik uzaylardaki 7 ve T} ayirma aksiyomlarimi Tanim 3.1.1
deki doniistimler yardimiyla herhangi bir topolojik kategoriye asagidaki tanimla

genellestirmistir.

Tanim 3.1.3. [40] U : £ — SET bir topolojik fanktor olmak iizere X, £ nin bir
objesi ve U(X) = B olsun.

1. X objesi T,y dir ancak ve ancak {A : B2V B? — U(X3) = B*ve V :
B?*Va B?* = UD(B?) = B?*} U-kaynaginin baglangig¢ kaldirmasi diskredir.

Burada D, U nun sol adjointi olan diskre fanktordur.

2. X objesi T diir ancak ve ancak {id : B>V B> = U(X? Va X?) = B?V B?
ve V : B*Va B* - UD(B?*) = B?} U-kaynagimn baslangi¢ kaldirmas:
diskredir. Burada X? Va X?, £ de wedge carpimdir, yani iy, iy kanonik
dontistimler olmak tizere {iy, i, : U(X?) = B> — B? Vo B?} U-kavsagmin

bitis kaldirmasidir.
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3. X objesi T; dir ancak ve ancak {S : B*Va B> - U(X?) = B*ve V : BV
B? — UD(B?) = B*} U-kaynaginin baglangi¢ kaldirmasi diskredir.

Daha 6nce [60] da PROX kategorisinde karakterize edilen T, Tj ve T) ayirma

aksiyomlar1 agagida verilmistir. Ispatlar1 [60] de mevcuttur.

Teorem 3.1.3. [60] (X, d) bir EF-proximity uzay olsun. (X, §) uzay1 T, dir ancak
ve ancak X deki her ayrik z, y cifti i¢in ({z}, {y}) ¢ J dir.

Teorem 3.1.4. [60] Tim EF-proximity uzaylar 77 diir.

Teorem 3.1.5. [60] (X,0) bir EF-proximity uzay olsun. (X, ) uzay1 73 dir ancak
ve ancak X deki her ayrik z, y cifti i¢in ({z}, {y}) ¢ J dir.

Not 3.1.2. (X, 9) bir EF-proximity uzay olsun. Teoremler 3.1.3 ve 3.1.5 den (X, §)

uzay1 T dir ancak ve ancak 7} dir.

3.2. Pre-Hausdorff Proximity Uzaylar
Topolojik uzaylarda iyi bilinen PreT’, ayirma aksiyomu asagida verilmistir.

Tanim 3.2.1. [58] (B, 7) topolojik uzay1 PreT;, dir ancak ve ancak her z # y igin

{z,y} kiimesi indiskre degilse, = ve y nun ayrik komsuluklar: vardir.

Omek 3.21. X = {a,b,c,d} kiimesi iizerinde 7 = {X,0,{a,b},{c}, {c,d},
{a, b, c}} topolojisi verilsin. (X, 7) uzay1 PreT, degildir.

Ornek 3.22. X = {a,b,c} kiimesi iizerinde 7 = {X,0,{a}, {b,c}} topolojisi

verilsin. (X, 7) uzay1 PreT; dir.

Not 3.2.1. Pre-Hausdorff (Prel,) ayirma aksiyomu, Hausdorff (75) ayirma
aksiyomundan daha geneldir. Yani, Hausdorff her uzay PreT; dir. Fakat bu

gerektirmenin tersi genelde dogru degildir.

Ornek 3.23. X = {a,b,c,d} kiimesi iizerinde 7 = {X,0, {a,b}, {c}, {d}, {c,d},
{a,b,c},{a,b,d}} topolojisi verilsin. (X,7) uzay1r Prel> olmasma ragmen

Hausdorff degildir. Ciinkii a, b € X cifti i¢in ayrik acik komsuluklar bulunamaz.
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Sekil 3.2. Pre-Hausdorff ve Hausdorff uzay iliskisi

Baran [58], Teorem 22.1 i noktadan bagimmsiz olan asagidaki teoreme

genisletmistir.

Teorem 3.2.1. [58] (B, ) bir topolojik uzay olmak {izere asagidaki ifadeler
denktir:

1. (B, 7) uzay1 PreT; dir.

2. B3 tizerindeki ¢arpim topolojisi 7* olmak tizere S : B* Vo B* — (B?, %)
fonksiyonu tarafindan tiretilen baslangi¢ topolojisi ile A : B* Va B* —

(B3, 7*) fonksiyonu tarafindan tiretilen baslangi¢ topolojisi aynidir.

3. B? iizerindeki ¢arpim topolojisi 7* olmak tizere S : B* Va B* — (B? 7%)
fonksiyonu tarafindan iiretilen baglangig topolojisi ile 4,42 : B> — B? Va
B?, (z,y) = ii(z,y) = (2,9, (2,y) = da(z,y) = (2,y)> fonksiyonlart

tarafindan tiretilen bitis topolojisi aynidar.

Baran [40], topolojik uzaylardaki Prel; ayirma aksiyomunu Tanim 3.1.1 deki
dontistimler yardimiyla herhangi bir topolojik kategoriye asagidaki tanimla

genellestirmistir.

Tanim 3.2.2. [40] ¢ : £ — SET bir topolojik fanktor olmak tizere X, £ nin bir
objesi ve U(X) = B olsun.

1. X objesi PreT, dir ancak ve ancak {S : B? va B — U(X?) = B3}
U-kaynaginin baglangi¢ kaldirmasi ile {A : B* Vo B> — U(X?) = B?}
U-kaynaginin baslangi¢ kaldirmas: ¢akisir.
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2. X objesi PreTy diir ancak ve ancak {S : B* Va B> — U(X?) = B3}
U-kaynaginin baglangi¢ kaldirmasi ile {iy,i» : U(X?) = B®> — B?* Va B?}
U-kavsaginin bitis kaldirmas: ¢akisur.

Tanim 3.2.3. X € SET bir kiime, X? = X x X kartezyen ¢arpim ve X? Vo X?
de X? kiimesinin A diyagonali boyunca wedge ¢arpimi olsun. Eger asagidaki

sart saglaniyorsa i; ve i; kanonik doniistimler olmak tizere PROX kategorisindeki

{ir,i2: (X%0) = (X% Va X?, )} epi-kavsag bir bitig kaldirmadr:

X? VA X2 nin farkl bilesenlerindeki her A, B cifti icin A §' B dir ancak ve ancak
k,j=12vek # jicini,'(A) = C vei;'(B) = D olmak iizere C 6 U ve U § D
olacak sekilde C, D,U € X? kiimeleri mevcuttur. Eger A, B ¢ifti X* Vo X? nin
aym bilegseninde ise, 0 zaman A §' B dir ancak ve ancak k = 1,2 icin i; '(A) = C
ve i; ' (B) = D olmak {izere C' § D olacak sekilde C, D € X? kiimeleri mevcuttur.
Ozel olarak, eger i\, (E) = Aveiy(F) = Bise, 0 zaman (iy(E), ix(F)) = (A, B) € &'
diir ancak ve ancak (i, (ir(E)), i, ' (i(F))) = (E, F) € ¢ dir.

Bu tanim, Tanum 1.1.12 ve Not 1.1.2 nin 6zel bir durumudur.

PROX kategorisinde PreT ve PreTy ayirma aksiyomlarinin karakterizasyonlari

asagida verilmistir.

Teorem 3.2.2. Tiim EF-proximity uzaylar PreT, dir.

Ispat: (X,6) herhangi bir EF-proximity uzay olsun. (X,d) uzaymn
PreTy oldugunu gosterelim.  Yani Tanim 1.5.2 ve Tanim 3.2.2 den wedge
carpimdaki herhangi bir U ve V ifti i¢in m A(U) § mA(V), mA(U) § mA(V) ve
3 A(U) § m3A(V') dir ancak ve ancak sirasiyla m1.5(U) § m.S(V'), mS(U) 6 mS(V)
ve m3S(U) § m3S(V) dir, gosterelim.

U ve V igin ¢esitli durumlar: ele alalim. Bu durumlar bazi z,y,2,t € X icin
{(z,y)1} CU,{(z,y)2} CUveya{(z,z)} CUve{(z,t)} CV,{(2,t)2} CV veya
{(#,2)} € V dir. Tanim 1.1.1 in (P2) sartindan yukarida verilen durumlarda “alt

kiime” yerine “esittir” almak yeterlidir.



67

Eger U = {(z,y)1} ve V = {(2,t):} ise, 0 zaman m A(U) § mA(V) = {z} d {z} =
mS(U) 6§ mS(V), mAU) 6 mA(V) = {y} 0 {t} = mS(U) 0 mS(V) dir ve
w3 A(U) 6 m3A(V) = {x} 0 {z} dir ancak ve ancak 73S(U) § m3S(V) = {y} 0 {t}
dir.

Eger U = {(z,y)1} ve V = {(z,t)2} ise, 0 zaman m A(U) 6 mA(V) = {z} 6 {2} =
mS(U) 0 mS(V), mA(U) 6 mA(V) = {y} § {z} = mS(U) § mS(V) dir. Ayrica ¢
bir EF-proximity bagintis1 oldugundan w3 A(U) 6 m3A(V') = {z} § {t} dir ancak ve
ancak m35(U) 0 m3S(V) = {y} d {t} dir.

Eger U = {(x,y)1} ve V = {(2,2)} ise, 0 zaman m A(U) § mA(V) = {z} ¢ {2} =
mS(U) 6 mS(V), mA{U) 6 mA(V) = {y} 0 {z} = mS(U) § mS(V) dir ve
w3 A(U) 0 m3A(V) = {z} § {2} dir ancak ve ancak w35 (U) ¢ m3S(V') = {y} § {z}.

Benzer sekilde eger U = {(x,y).} veya {(z,2)} ve V. = {(2,%)1}, {(2,t)2} veya
{(2,2)} ise, 0 zaman da m A(U) 6 m A(V), mA(U) 6 mA(V) ve m3A(U) 6 m3A(V)
dir ancak ve ancak sirasiyla 71.5(U) d 1 S(V'), m2S(U) 6 mS(V') ve m3S(U) 6 m3.S(V)

dir sonucu elde edilir.

O halde (X, §) uzay1 PreT), dir.

Teorem 3.2.3. (X, ) bir EF-proximity uzay olsun. (X,d) uzay1 PreT} diir ancak
ve ancak X deki her ayrik =,y cifti i¢in ({z}, {y}) ¢ J dir.

Ispat: Kabul edelim ki (X, ) EF-proximity uzay1 PreTy olsun. Bu durumda
Tanim 1.5.2, Tanim 3.2.2 ve Tanim 3.2.3 den X2V X? deki herhangi U, V kiimeleri
i¢in (a) mS(U) § mS(V), maS(U) 6 maS (V) ve m3S(U) § m3S(V') dir ancak ve ancak
(b) {(a,b)} 6% {(c,d)} ve k = 1 veya 2 i¢in ix{(a,b)} = U ve ix{(c,d)} = V olacak
sekilde bir (a,b), (¢,d) € X? ¢ifti mevcuttur. Burada 6%, X? iizerindeki carpim

proximity yapisidir.

X? VA X? nin farkli bilegsenindeki her bir U, V cifti icin U ¢’ V dir ancak ve ancak
k,j=12vek# jic¢ini '(U) = Cvei; (V)= D olmak iizere C §* Ave A ¢ D
olacak sekilde X? de C, D ve A kiimeleri mevcuttur. Eger U ve V wedge ¢arpimin
ayni bilegeninde ise, 0 zaman U ¢’ V dir ancak ve ancak C' 6% D ve k = 1,2 igin

i {(U) = C vei (V) = D olacak sekilde X? de C, D kiimeleri mevcuttur. Ozel
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olarak, eger i, (E) = U ve iy (F') = V ise, 0 zaman (ix(E), ix(F)) € ¢’ diir ancak ve
ancak (i ' (ix(E)), i} ' (ix(F))) = (E, F) € 6% dir. Bu Tanim 1.1.12 ve Not 1.1.2 nin

0zel bir durumudur.
Sartin saglandigini gostermeliyiz.

Kabul edelim ki z # y olmak tizere baz1 z,y € X i¢in ({z},{y}) € 9o
olsun. Bu durumda U 2 {(z,y):} ve V. O {(z,y)2} olmak tizere (U, V) €
§ igin (0, X? Va X? tizerindeki EF-proximity yapidir) mS(U) § mS(V) 2
mS{(z,yh}t 0 mS{(z,y)2} = m{(z,y.9)} 0§ m{(z,2,y)} = {z} 0 {z} dip
yani ({z},{z}) € 0 dir; mS(U) § mS(V) O mS{(z,y)1} 0 mS{(x,y).} =
m{(@,y,9)} 0 m{(zr,z,y)} = {y} 0 {«} dir, yani ({y},{z}) € o dir;
m3S(U) 6 m3S(V) 2 mS{(z,y)1} 6 mS{(z,y)2} = m{(z,y,9)} 6 m{(z, 2,9)} =
{y} 6 {y} dir, yani ({y},{y}) € 0 dir. Burada m; : X® — X (i = 1,2, 3) izdiisiim

dontistimleridir.

k,j=12vek # jicini, '(U) = Evei;'(V) = F olmak iizere E §* Ave A 6> F
olacak sekilde X? de E, F ve A kiimeleri mevcuttur. ix(i; ' (U)) = ix(E) C U ve
ij(i; (V) = i;(F) C V dir.

Eger i, (E) C U, X? Va X? nin birinci bileseninin alt kiimesi ve iy (F) C V, X2 Va
X? nin ikinci bilegeninin alt kiimesi ise, 0 zaman {(z,y):} C ix(E) ve {(z,y)2} C
ix(F) olur. Fakat, eger baz1 (E,F) € 6> ve k = 1 (k = 2) i¢in (ir(E),ix(F)) 2
({(z, )1}, {(z,y)2}) € &' ise, 0 zaman ({(z,y)1},{(z,y)2}) € (i(E),ir(F)) olup,
bu (z,y)s2 ((z,y)1) nin X? VA X? nin birinci (ikinci) bileseninde oldugunu gosterir.

Bu ise z # y oldugundan bir celiskidir.

Benzer sekilde eger i, (E), X? Va X? nin ikinci bilegeninin alt kiimesi ve ix(F),
X? VA X? nin birinci bilegeninin alt kiimesi ise, o zaman {(z,y)2} C ix(F) ve
{(z,y)1} C ix(F) olur. Fakat, eger baz1 (E,F) € 6> ve k = 1 (k = 2) igin
(in(E),iu(F)) 2 ({(2,9)2},{(x,yh}) € & ise, 0 zaman ({(z,y)2}, {(x,y)1}) €
(i1(E),i1(F)) olup, bu (x,y)2 ((x,y)1) nin X2V X? nin birinci (ikinci) bilegeninde
oldugunu gosterir. Bu ise x # y oldugundan bir celiskidir. Bu ytizden i\ (E) ve

ix(F), X? VA X? nin farkli bilegenlerinde olamaz.
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Tersine, kabul edelim ki her ayrik z,y ¢ifti i¢in ({z}, {y}) ¢ 0 olsun. (X,J) nin
PreTy oldugunu, yani Tanim 1.5.2, Tanim 3.2.2 ve Tanim 3.2.3 den yukarida
verilen (a) ve (b) nin denk oldugunu gostermeliyiz. ilk olarak (a) nin (b) yi
gerektirdigini gosterelim. (U, V), ¢’ de herhangi bir kiime, yani m;S(U) ¢ m;S(V)
(1=1,2,3) olsun.

Egeri,(E) C U, X? VA X? nin birinci bilegeninin alt kiimesi ve iy (F) C V, X2V
X? nin ikinci bilegeninin alt kiimesi ise, 0 zaman {(z,y):} C ix(F) ve {(z,y)2} C
ix(F) olur. Tanim 1.1.1 in (P2) sartindan burada “alt kiime” yerine “esittir” almak
yeterlidir. Bu durumda moS{(z, y)1} 0 mS{(z,y)2} = m{(z,y,y)} 6 m{(z,z,y)} =
{y} 6 {z} dir, yani ({y}, {z}) € d dir. ({z},{y}) ¢ ¢ (kabulden) oldugundan Tanim
1.1.1 in (P2) sartindan ({(x,y)1}, {(z,y)2}) ¢ 0’ elde edilir.

ix(E) C U nun, X? VA X2 nin ikinci bilegeninin alt kiimesi ve ix(F) C V nin,
X2V X? nin birinci bilegeninin alt kiimesi oldugu durumda da benzer gekilde
aynu sonuca ulasilir. Boylece ix(FE) ve ix(F), X? Va X? nin farkli bilesenlerinde

olamaz.

Eger ix(E) C U ve iy(F) C V, X? Va X? nin her iki bilegseninde iseler, o zaman
U 2 ie(E) 2 {59, (0,02} ve V 2 ix(F) 2 {(&, )1, (2, )2} olur.

Egeri,(E) C U, X? VA X? nin birinci bileseninin alt kiimesi ve iy (F) C V, X2V
X? nin her iki bileseninin de alt kiimesi ise, 0 zaman U 2 ix(E) 2 {(z,y):} ve

V2 i (F) 2 {(z, )1, (2, y)} olur.

Egeri,(FE) C U, X*VAX?nin her iki bilegeninin de alt kiimesi ve iy (F) C V, X2V
X? nin ikinci bileseninin alt kiimesi ise, 0 zaman U 2 i(E) 2 {(z,y)1, (z,y)2} ve

V 2 ip(F) 2 {(x,y)2} olur.

Egerir(E) C Uvei,(F) CV, X?VaX? nin birinci bileseninde iseler, o zaman U D
in(E) D {(z,y)1} ve V D ix(F) 2 {(x,y):} olur. Benzer sekilde eger iy (E£) C U ve
ix(F) CV, X? VA X? nin ikinci bileseninde iseler, 0 zaman U D i, (E) 2 {(x,y)2}

veV D iy(F) 2D {(z,y)2} olur.

Eger ({(x,y)i}, {(z,v):}) € ¢, (i = 1,2) ise, 0 zaman m S{(x,y)1} d mS{(z,y)1} =
{z} 0 {z} dir, yani ({z}, {z}) € ¢ dir; mS{(z,y)1} 6 mS{(z,y):1} = {y} 0 {y}
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dir, yani ({y},{y}) € ¢ dur; mS{(z,y)1} 0 mS{(z,y)1} = {y} ¢ {y} dir, yani
({y}{y}) € 0 dirve mS{(x,y)2} 6 mS{(x,y)2} = {x} 6 {} dir, yani ({z}, {z}) €
0 dir; mS{(z,y)2} & mS{(z,y)2} = {2z} 0 {z} dir, yani ({z},{z}) € o dir;
m3S{(2,y)2} 0 m3S{(x, y)2} = {y} 0 {y} dir, yani ({y}, {y}) € 6 dur.

Buna gore (ix(E), i(F)) 2 ({(z,y)i}, {(z,y):}) (i = 1,2) olur, yani ix(£) C U ve
ix(F) CV, X? Va X? nin birinci, ikinci ya da her iki bilegsenindedir. Bu nedenle
{(a,b)} 6% {(c,d)} ve k = 1 veya 2 igin ix{(a,b)} = U ve ix{(c,d)} = V olacak
sekilde bir (a,b), (¢,d) € X? ¢ifti mevcuttur. O halde (a), (b) yi gerektirir.

Simdi de (b) nin (a) y1 gerektirdigini gosterelim. Kabul edelim ki (b) saglansin.
X2V X? deki herhangi U, V kiimeleri igin m;S(U) § 7;S(V) (i = 1,2, 3) oldugunu

gostermeliyiz.

{(a,b)} 6* {(c,d)} ve k = 1 veya 2 igin ix{(a,b)} = U ve ix{(c,d)} = V olacak
sekilde bir (a,b), (c,d) € X? ¢ifti mevcuttur. Yukarida kullanilan ayni yolla
(ix{(a,0)}, irf(c, d)}) 2 ({(z,9)i}, {(z,9)}), (i = 1,2) elde edilir.

i = ligin, eger ({(z,y)1}, {(z,y)1}) € ¢’ ise, 0 zaman m S{(x,y)1} 6 mS{(x,y):1} =
{z} 0 {«} dir, yani ({2}, {x}) € 6 dir; m5{(z,y)1} 6 mS5{(z,y)1} = {v} o {y}
dir, yani ({y},{y}) € ¢ dir; m35{(z,y)1} 0 mS{(z,yh} = {y} 0 {y} dir, yani
({y},{y}) € 0 dir

i = 2igin, eger ({(z,y)2}, {(z,y)2}) € ¢’ ise, 0 zaman m S{(x,y)2} 6 m.S{(x,y)2} =
{z} ¢ {z} dir, yani ({z},{z}) € ¢ dir; mS{(z,y)2} 0 mS{(x,y)2} = {z} J {z}
dir, yani ({z},{z}) € o dir; m3S{(z,y)2} 0 mS{(x,y)2} = {y} § {y} dir, yani
(v}, {y}) € 6 dr.

Buradan m;S(U) 6 m;S(V) (i = 1,2, 3) elde edilir. Boylece (b), (a) y1 gerektirir.

O halde (X, §) uzay1 PreT; diir.

3.3. Hausdorff Proximity Uzaylar

Topolojik uzaylarda iyi bilinen Hausdorff (7,) ayirma aksiyomu asagida

verilmistir.
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Tanim 3.3.1. [58] (B, 7) topolojik uzay1 75 dir ancak ve ancak her = # y i¢in x ve

y nin ayrik komsuluklar1 vardir.

Buna denk olarak asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.3.1. [58] (B, ) topolojik uzay1 75 dir ancak ve ancak (B, 7) uzay1 1 ve
PreT, dir.

PreT,

Sekil 3.3. Ty, T ve PreT, arasindaki iliski

Baran [40], topolojik uzaylardaki Hausdorff (7,) ayirma aksiyomunu Teorem
33.1 i kullanarak herhangi bir topolojik kategoriye asagidaki tarumla

genellestirmistir.

Tanim 3.3.2. [40] ¢/ : £ — SET bir topolojik fanktor olmak tizere X, £ nin bir
objesi ve U(X) = B olsun.

1. X objesi T, dir ancak ve ancak X objesi Ty ve PreT dir.

2. X objesi T; diir ancak ve ancak X objesi 7j ve PreT, diir.

PrROX kategorisinde T, ve Ty ayirma aksiyomlarinin karakterizasyonlar1 asagida

verilmistir.

Teorem 3.3.2. (X, 4) bir EF-proximity uzay olsun. (X,§) uzay1 Ty dir ancak ve
ancak X deki her ayrik z, y ¢ifti i¢in ({z}, {y}) ¢ ¢ dir.

ispat: Tanim 3.3.2, Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.2.2 den agiktir.

Teorem 3.3.3. (X, 0) bir EF-proximity uzay olsun. (X,J) uzay1 73 diir ancak ve
ancak X deki her ayrik =, y cifti igin ({2}, {y}) ¢ J dir.
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ispat: Tanim 3.3.2, Teorem 3.1.4 ve Teorem 3.2.3 den aciktir.

Not 3.3.1. (X, 9) bir EF-proximity uzay olsun. Teoremler 3.3.2 ve 3.3.3 den (X, ¢)

uzay1 T’ dir ancak ve ancak 77 diir.

3.4. Regiiler Proximity Uzaylar
Topolojik uzaylarda iyi bilinen 75 ayirma aksiyomu asagida verilmistir.

Tanim 3.4.1. (B, 7) topolojik uzay1 T} tiir ancak ve ancak (B, 7) uzay1 7} dir ve x ¢
F olacak sekilde bostan farkli kapali her /' C B igin = ve F'nin ayrik komsuluklar:

vardir.

Teorem 3.4.1. [58] (B, 7) topolojik uzay1 75 tiir ancak ve ancak (B, 1) uzay1 7}
dir ve = ¢ F olacak sekilde B nin bostan farkli kapali her F alt kiimesi i¢in B/F
PreT, dir. Burada ¢, B/F tizerinde birim ve F' yi * noktasina doniistiiren Orten

fonksiyon olmak tizere q: (B,7) — B/F = (B\F) U {*} dir.

Baran [40], topolojik uzaylardaki 73 ayirma aksiyomunu Teorem 3.4.1 i

kullanarak herhangi bir topolojik kategoriye asagidaki tanimla genellestirmistir.

Tanim 3.4.2. [40]U : £ — SET bir topolojik fanktor, /(X ) = B olmak tizere X,
€ nin bir objesi ve F, B nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun. ¢, B/F tizerinde
birim ve F' yi * noktasina doniistiiren Orten fonksiyon olmak tizere, ¢: U(X) =

B — B/F = (B\F) U {x} epi Y—kavsagimin bitis kaldirmas1 X/ F ile gosterilir.
1. X objesi T3 dir ancak ve ancak X objesi T} ve z ¢ F olacak sekilde kapali
her () # F C Bicin X/F objesi PreT, dir.

2. X objesi T} diir ancak ve ancak X objesi 7} ve = ¢ F' olacak sekilde kapali
her ) # F C B igin X/F objesi PreT} diir.

3. X objesi ST'3 dir ancak ve ancak X objesi T ve = ¢ F olacak sekilde kuvvetli
kapali her ) # F C B igin X/F objesi PreT), dir.

4. X objesi STy diir ancak ve ancak X objesi T ve x ¢ F olacak sekilde kuvvetli
kapaliher ) # F C B igin X/F objesi PreT; diir.
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PrROX Kkategorisinde T3, T3, STs; ve ST; aywrma aksiyomlarinin

karakterizasyonlar1 asagida verilmistir.

Teorem 3.4.2. (X, 0) uzay1 PreTy ise (X/F,§*) uzayi da PreT, dir.

Ispat: Teorem 3.2.2 den agiktr.

Teorem 3.4.3. (X, ¢) uzay1 PreT} ise (X/F,6*) uzayi da PreT} diir.

Ispat: Kabul edelim ki (X,§) uzay1 PreTy olsun ve birbirinden farkl a,b €
X/F noktalar: verilsin. Teorem 3.2.3 den ({a}, {b}) ¢ ¢* oldugunu gostermek
yeterlidir. Burada ¢*, ¢ tarafindan tiretilen X/ F' tizerindeki EF-proximity yapidir.

Kabul edelim ki @ # * olsun. ¢ dontisimii tanimindan ¢(a) = a ve her ¢ € F
icin g(c) = x olacak sekilde en az bir a« € X ve F C X vardir. Her ¢ € F igin
a ¢ F oldugundan a # c ve (X, §) uzay1 PreTy oldugundan {a} § {c} dir. Tamm
1.1.1 in (P2) sartindan {a} § F elde edilir. Buradan {a} § F = ¢ ({a}) § ¢ *({*})
bulunur. Tanim 1.1.11 ve Tanim 1.1.12 geregince [0, 1] araligindaki her s rasyonel
sayisi icin Cy = {a}, C1 = {x}° olacak sekilde en az bir C; C Y vardir ve
s < tise ¢! (Cy) <5 ¢ '(Cy) dir. ¢ '({a}) 0 ¢7'({*}) oldugundan ¢~'({a}) <
(' ({*}))° = ¢ *({a}) <s ¢~ ({*}°) dir ancak ve ancak {a} <* {x}° dir. Boylece
{a} & {*} dir, yani ({a}, {*}) ¢ 0* dur.

Simdi de a # b # x alalim. ¢ dontstimi tanimindan ¢(a) = a ve ¢(b) = b
olacak sekilde en az bir a,b € X cifti vardir. Burada ¢ dontistimii birebir olarak
diistintlebilir. Kabul edelim ki {a} §* {b} olsun. ¢ dontisimii tanim1 ve Not
1.1.2 geregince {a} 6* {b} dir ancak ve ancak ¢~'({a}) 0* ¢~ *({b}) = {a} & {b} dir.
({a},{b}) € d elde edilir. Bu ise (X, ¢) uzaymin PreT; olmastyla gelisir. O halde
({a},{b}) ¢ 0" dur.

Sonug olarak, birbirinden farkli a,b € X/F noktalari i¢in ({a}, {b}) ¢ ¢* dir.
Dolayisiyla Teorem 3.2.3 den (X/F, §*) uzay: PreT} diir.

Teorem 3.4.4. (X, 6) bir EF-proximity uzay olsun. (X,d) uzay1 T3 dir ancak ve
ancak X deki her ayrik =, y cifti igin ({z}, {y}) ¢ ¢ dir.
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Ispat: Tanim 3.4.2, Teorem 3.1.5 ve Teorem 3.4.2 den agiktir.

Teorem 3.4.5. (X, 0) bir EF-proximity uzay olsun. (X, d) uzay1 73 diir ancak ve
ancak X deki her ayrik z, y ¢ifti i¢in ({z}, {y}) ¢ ¢ dir.

Ispat: Tanim 3.4.2, Teorem 3.1.5 ve Teorem 3.4.3 den aciktir.

Teorem 3.4.6. (X, §) bir EF-proximity uzay olsun. (X, d) uzay1 ST dir ancak ve
ancak X deki her ayrik =, y cifti igin ({z}, {y}) ¢ J dir.

Ispat: Tanim 3.4.2, Teorem 3.1.5 ve Teorem 3.4.2 den agiktr.

Teorem 3.4.7. (X, J) bir EF-proximity uzay olsun. (X, d) uzay: ST} diir ancak ve
ancak X deki her ayrik =, y cifti igin ({z},{y}) ¢ ¢ dir.

Ispat: Tanim 3.4.2, Teorem 3.1.5 ve Teorem 3.4.3 den agiktir.

Not 3.4.1. (X, ¢) bir EF-proximity uzay olsun. Teoremler 3.4.4, 3.4.5, 3.4.6 ve 3.4.7
den (X, §) uzay1 T3 dir ancak ve ancak 7} diir ancak ve ancak ST dir ancak ve

ancak ST; diir.



4. BOLUM

LOKAL VE GENEL PRE-HAUSDORFF, HAUSDORFF, REGULER
PROXIMITY UZAYLAR ARASINDAKI ILISKILER

Bu boliimde PROX kategorisinde karakterize ettigimiz bir p noktasindaki
(lokalde) ve genelde pre-Hausdorff, Hausdorff ve regiiler objelerin her birinin
cesitli formlarinin aralarinda ortaya ¢ikan oOzel iliskiler incelenmistir. Bizim
elde ettigimiz Hausdorff EF-proximity uzay sarti ile klasik anlamdaki Hausdorff

EF-proximity uzay sartinin ¢akistig1 goriilmiistiir.

4.1. p Noktasinda Pre-Hausdorff, Hausdorff ve Regiiler Proximity Uzaylar
Arasindaki Iliskiler

Not 4.1.1. (X, ) bir EF-proximity uzay ve p € X olsun. Teorem 2.2.3 ve Notlar

2.3.1,2.4.1 den (X, ) uzay1 p de PreTy diir ancak ve ancak p de T, dir ancak ve

ancak p de T} diir ancak ve ancak p de T3 dir ancak ve ancak p de T} diir ancak

ve ancak p de ST dir ancak ve ancak p de ST} diir ancak ve ancak her x # p icin
({z},{p}) ¢ ¢ dir.

Not 4.1.2. (X, 0) bir EF-proximity uzay ve p € X olsun. Teoremler 2.2.2, 2.2.3 ve
Notlar 2.3.1, 2.4.1 den (X, §) uzay1 p de PreTy veya p de Ty veya p de Ty veya p
de T3 veya p de T veya p de ST; veya p de ST} ise p de PreT, dir. Ancak bu

gerektirmenin tersi genelde dogru degildir.

Omek 4.1.1. X = {a,b} iki elemanh bir kiime olmak iizere X {izerinde
0 = {(X, X), ({a}, {a}), ({0}, {b}), (X, {a}), ({a}, X), (X, {0}), ({0}, X), ({a}, {b}),
({b},{a})} indiskre EF-proximity bagintisi verilsin. Buna gore (X, §) uzayi1p = a
da PreT, dir, fakat a # bigin ({a}, {b}) € ¢ oldugundan p = a olmak iizere p de
PreTy, pde Ty, p de Ty, p de T3, p de Ty, p de ST'; ve p de ST} degildir.
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4.2. Pre-Hausdorff, Hausdorff ve Regiiler Proximity Uzaylar Arasindaki Iligkiler

Not 4.2.1. (X, 0) bir EF-proximity uzay olsun. Teorem 3.2.3 ve Notlar 3.3.1, 3.4.1
den (X, §) uzay1 PreTy diir ancak ve ancak T, dir ancak ve ancak T} diir ancak ve
ancak T dir ancak ve ancak 7} diir ancak ve ancak ST'; dir ancak ve ancak ST}

diir ancak ve ancak her ayrik z, y € X ifti i¢in ({z}, {y}) ¢ 0 dir.

Not 4.2.2. (X, §) bir EF-proximity uzay olsun. Teoremler 3.2.2, 3.2.3 ve Notlar
3.3.1, 3.4.1 den (X, 6) uzayr PreTy veya T, veya Ty veya T3 veya T4 veya ST

veya ST} ise PreT, dir. Ancak bu gerektirmenin tersi genelde dogru degildir.

Omek 421. X = {a,b} iki elemanl bir kiime olmak iizere X iizerinde

0 = {(X, X), ({a}, {a}), ({0}, {b}), (X, {a}), ({a}, X), (X, {0}), ({0}, X), ({a}, {b}),
({b}, {a})} indiskre EF-proximity bagntisi verilsin. Buna gore (X, §) uzay1 PreT,

dir, fakat a # bicin ({a}, {b}) € ¢ oldugundan PreTy, Ty, Ty, T3, Ty, ST3 ve ST,
degildir.
4.3. Lokal ve Genel Arasindaki Iliskiler

EF-proximity uzaylarda bazi ayirma aksiyomlarinin klasik anlamdaki tanimlar:

asagida verilmistir.

Tanim 4.3.1. [23,62] (X, §) bir EF-proximity uzay ve z,y € X olsun.

e 1 +# yiken z  y oluyorsa (X, §) uzay1 T dir.
e 1 # yiken z 0 y oluyorsa (X, §) uzay1 T, dir.
e 1§ yiken z =y oluyorsa (X, J) uzay: T, (Hausdorff) dir.

Not 4.3.1. (X, ) bir EF-proximity uzay olsun.

1. Teorem 3.1.4 ve Teorem 3.2.2 den (X,0) uzay1 7| diir ancak ve ancak

PreT, dir.

2. i. (X,6)uzay1 PreTy (PreTy) dir ancak ve ancak her p € X igin (X, §)
pde PreT, (PreTy) dir.
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X, 8) uzay1 Ty (Ty) dir ancak ve ancak her p € X icin (X,4) pde T,
) dir.

11

o3

iii ) uzayr T3 (T4, STs3, STy) dir ancak ve ancak her p € X igin

-
(

. (X,0
(X,6) pde T3 (T4, ST, ST}) dir.

3. Teorem 3.3.2, Teorem 3.3.3 ve Tanim 4.3.1 den (X,6) uzay1 T, dir
ancak ve ancak 7) diir ancak ve ancak T, (Hausdorff) dir. Yani
elde ettigimiz Hausdorff EF-proximity uzay sart: ile klasik anlamdaki

Hausdorff EF-proximity uzay sart1 cakismaktadr.

Ttim bu karsilastirmalardan asagidaki sonucu elde ederiz.

Not 4.3.2. (X, ¢) bir EF-proximity uzay olmak tizere Tanim 4.3.1 ve Notlar 4.1.1,
4.2.1,4.3.1 den asagidaki ifadeler birbirine denktir:
i. (X,9)uzay1 T dir.
ii. (X,0) uzay1 Ty dir.
iii. (X, 0) uzay17; dir.
iv. (X,0) uzay1 T dir.
V. (X,0) uzay1 PreT} dir.
vi. (X,0) uzay1 T, dir.
vii. (X,0) uzay1 7} dir.
viii. (X,0) uzay1 T2 (Hausdorff) dir.
ix. (X,6)uzay1 T} dir.
x. (X, ) uzay1 T; diir.
xi. (X,6) uzay1 STj dir.
xii. (X,0) uzay1 ST; dir.
xiii. Her ayrik z,y € X cifti igin ({z}, {y}) ¢  dir.

xiv. (X, ) uzayi her p € X igin p de PreTy (T4, Ty, T3, Ty, ST3, STy) diir.



5. BOLUM

SONUCLAR VE ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu tez calismasinda oncelikle proximity uzay kavrami, ornekleri, ozellikleri,
temel kategorik kavramlar ve bunlarla ilgili gerekli bazi teoremler verilmistir.
Ardindan objeleri proximity uzaylar, morfizmleri p—doniisiimler olan proximity

uzaylar kategorisinin (PROX) bir topolojik kategori oldugu gosterilmistir.

Daha sonra bir p noktasindaki wedge carpim tanimi, bazi dontisiimler ve
herhangi bir topolojik kategori i¢in (kuvvetli) kapaliblk kavraminin ve bir p
noktasinda (lokalde) ayirma aksiyomlarinin tanimlari verilmistir. Bu tanimlar
ile birlikte daha once [55] de karakterize edilen proximity uzaylarin topolojik
kategorisinde kapalilik, kuvvetli kapalilik kavramlar: ve p noktasinda To, T, o Th
ayirma aksiyomlar1 yardimiyla PROX kategorisinde p noktasinda PreTs, PreTs,

T, T3, Ts, T3, ST ve S T ayirma aksiyomlar: karakterize edilmistir.

Lokalde elde edilen karakterizasyonlarin genelde de yapilmasi amaciyla ilk
olarak diyagonal boyunca wedge carpim tanimi, baz1 dontisiimler ve herhangi
bir topolojik kategori igin genelde ayirma aksiyomlarinin tanimlar1 verilmistir.
Yine bu tanimlar ile birlikte daha 6nce [60] da karakterize edilen proximity
uzaylarin topolojik kategorisinde T, T} ve Ti ayirma aksiyomlar1 yardimiyla
PROX kategorisinde PreTy, PreTy, Ty, Ty, T3, Ty, ST ve STy ayirma aksiyomlari

karakterize edilmistir.

Bu sekilde PROX kategorisinde lokalde ve genelde pre-Hausdorff, Hausdorff ve

regiiler objeler belirlenmistir.
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Sonraki asamada PROX kategorisinde karakterize ettigimiz bir p noktasindaki
(lokalde) ve genelde pre-Hausdorff, Hausdorff ve regiiler objelerin her
birinin gesitli formlarinin aralarinda ortaya ¢ikan oOzel iliskiler incelenmistir.
Ayrica karakterize edilen objeler, proximity uzaylardaki bazi klasik ayirma

aksiyomlariyla karsilastirilmistir.

Bunun sonucunda bizim elde ettigimiz Hausdorff EF-proximity uzay sarti ile
klasik anlamdaki Hausdorff EF-proximity uzay sartinin ¢akistig1 goriilmiistiir.
Ustelik Hausdorff ve regiiler objelerin tiim formlarmn birbirine denk oldugu

sonucu elde edilmistir.

5.2. Oneriler

Bundan sonraki calismalarda lokal ve genel ayirma aksiyomlar:, kapalilik,
baglantililik, kompaktlik gibi 6nemli topolojik kavramlar, quasi-proximity uzay
ve LO-proximity uzay gibi baz1 genellestirilmis proximity uzaylarin topolojik

kategorilerinde karakterize edilebilir.

PROX kategorisinde karakterize ettigimiz PreT5, T ve T5 ayirma aksiyomlarmimn
Tanim 1.1.14 ile verilen betimsel EF-proximity uzaylardaki karsiliklar:

arastirilabilir, aralarindaki iligskiler incelenebilir.

Betimsel EF-proximity i¢in [50] de verilen ayirma aksiyomlarimin kategorik

olarak genellestirilebilirligi arastirilabilir.

Bu tez calismasinda uzaysal EF-proximity uzaylar igin elde edilen sonuglar
betimsel EF-proximity uzaylara uygulandiginda ne gibi sonuglar ortaya ¢ikacag:
merak konusudur, fakat betimsel EF-proximity uzaylarin farkli alanlara
uygulanabilirligi goz oniinde bulunduruldugunda ortaya ¢ikan sonuglarin ayni
problemlere farkli boyutta, daha kaliteli ve daha kapsamli yeni anlamlar

kazandiracag agikardr.
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