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HAUSDORFF VE REGÜLER PROXİMİTY UZAYLAR
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Bu çalışma TÜBİTAK tarafından 114F300 proje numaralı 1002 kodlu
program ve Erciyes Üniversitesi BAP birimince Kurum Dışı Destekli
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esirgemeyen, çalışmalarımın her safhasında önerileriyle yol gösteren değerli
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Samed ÖZKAN
Erciyes Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü

Doktora Tezi, Ocak 2018
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ÖZET

Bu tez beş ana bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, sonraki bölümlerde

kullanılacak olan proximity uzay kavramı, örnekleri, özellikleri, temel kategorik

kavramlar ve bunlarla ilgili gerekli bazı teoremler verildi. Ardından

objeleri proximity uzaylar, morfizmleri p−dönüşümler olan proximity uzaylar

kategorisinin (PROX) bir topolojik kategori olduğu gösterildi.

İkinci bölümde, ilk olarak topolojik kategorilerde lokal ayırma aksiyomlarının ve

(kuvvetli) kapalılık kavramının tanımları verildi. Bu tanımlar ile birlikte PROX

kategorisinde bir p noktasında (lokalde) PreT 2, PreT ′2, T 2, T ′2, T 3, T ′3, ST 3 ve ST ′3

ayırma aksiyomları karakterize edildi.

Üçüncü bölümde, herhangi bir topolojik kategori için genelde ayırma

aksiyomlarının tanımları verilerek PROX kategorisinde PreT 2, PreT ′2, T 2, T ′2, T 3,

T ′3, ST 3 ve ST ′3 ayırma aksiyomları karakterize edildi.

Dördüncü bölümde, PROX kategorisinde karakterize ettiğimiz bir p noktasında

ve genelde pre-Hausdorff, Hausdorff ve regüler objelerin her birinin çeşitli

formlarının aralarında ortaya çıkan ilişkiler incelendi. Ayrıca karakterize edilen

objeler, proximity uzaylardaki bazı klasik ayırma aksiyomlarıyla karşılaştırıldı.

Son bölümde, diğer bölümlerde elde ettiğimiz sonuçlar özetlendi ve

araştırılmamış konulara, çözülmemiş problemlere dikkat çekilerek ileriki

çalışmalar için çeşitli önerilere yer verildi.

Anahtar Kelimeler: Topolojik Kategori, Proximity Uzay, Ayırma, Pre-Hausdorff,

Hausdorff, Regüler.
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ABSTRACT

This thesis consists of five main chapters. In the first chapter, the concept

of proximity space, examples, properties, fundamental categorical notions and

some necessary theorems which will be used in next chapters were given. Also,

the category of proximity spaces (PROX) which consists of proximity spaces as

objects and p−maps as morphisms was shown to be a topological category.

In the second chapter, the definitions of local separation properties in topological

categories and the concept of (strongly) closedness were given. Then the

separation axioms PreT 2, PreT ′2, T 2, T ′2, T 3, T ′3, ST 3 and ST ′3 at a point p (locally)

were characterized in the category of PROX.

In the third chapter, the definitions of separation properties for an arbitrary

topological category were given and the separation axioms PreT 2, PreT ′2, T 2,

T ′2, T 3, T ′3, ST 3 and ST ′3 were characterized in the category of PROX.

In the fourth chapter, the relationships among the various form of each of the

pre-Hausdorff, Hausdorff and regular objects in the category of PROX were

examined. In addition, these notions were compared to some classical separation

axioms in proximity spaces.

In the last chapter, the results we have obtained were summarized and taking

attention to unresolved issues and unsolved problems various proposals for

further research were discussed.

Keywords: Topological Category, Proximity Space, Separation, Pre-Hausdorff,

Hausdorff, Regular.
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GİRİŞ

Proximity uzay kavramı ilk olarak 1908 yılında Roma’da düzenlenen uluslararası

matematikçiler kongresinde Riesz [1] tarafından tanımlanan “Bağlantılılık

(Enchainment) Teorisi” ile ortaya çıkmıştır. Bu teori proximity uzaylar teorisinin

temelini oluşturmaktadır. 1950’lerde Efremovič [2,3] bu kavramı tekrar ele alarak

proximity bağıntısını tanımlamıştır. Bu bağıntıX in herhangiA veB alt kümeleri

için “A kümesi B kümesine yakındır” şeklinde karakterize edilmiş bir yakınlık

bağıntısıdır. Bir X kümesi bu bağıntıyla birlikte proximity uzay adını alır ve bu

uzay metrik uzayın bir genellemesidir.

Krishna Murti [4], Wallace [5, 6] ve Szymanski [7] tarafından Efremovič’in

tanımından on yıl kadar önce yayınlanan “Kümelerin Ayrılması” ile ilgili çalışma

proximity uzaylar teorisinin temel kavramlarını oluşturmuştur. Bu çalışma

Efremovič’in tanımı ile benzer olmasına rağmen Efremovič’in aksiyomlarından

daha zayıf aksiyomlar içermektedir.

Efremovič daha sonraları proximity uzay aksiyomlarına denk aksiyomlar elde

etmek için proximity komşuluk kavramını kullanmıştır. Bu sayede proximity

uzaylar teorisine alternatif bir yaklaşım sağlamıştır.

X in bir A alt kümesinin kapanışını, X in A ya yakın olan tüm noktalarının bir

sınıfı olarak tanımlayan Efremovič [3], bu şekilde bir proximity uzayda topolojik

uzay üretilebileceğini ve elde edilen topolojik uzayın tam regüler olduğunu

göstermiştir. Ayrıca daha sonraki çalışmalarında Efremovič, Urysohn fonksiyonu

ile tam regüler her X uzayının bir proximity uzaya dönüştürülebileceği

sonucunu elde etmiştir. Burada Urysohn fonksiyonu “A δ B ⇐⇒ f(A) = 0

ve f(B) = 1 olacak şekilde sürekli bir f : X → [0, 1] fonksiyonu vardır” şeklinde

tanımlı fonksiyondur.
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Smirnov [8], tam regüler her uzayın maksimal ilişkili bir proximity uzaya sahip

olduğunu ve “Tam regüler her uzay minimal ilişkili bir proximity uzaya sahiptir

ancak ve ancak uzay lokal kompakttır” ifadesini ispatlamıştır.

Sonraki zamanlarda Mrówka [9], bir proximity uzaydan tüm dizilerin kümesine

bir yakınlık bağıntısı tanımlamıştır. Bunun sonucunda Frěchet L-uzayında

proximity bağıntısına benzer bir kavram ortaya çıkmıştır. Goetz [10], UL-uzayını

elde etmek için bağımsız çalışmalarla proximity bağıntısına benzer bir kavrama

ulaşmıştır. Ancak bir proximity uzayın tam regülerliğinin aksine UL-uzayı bir

topolojik uzay bile olmak zorunda değildir. Poljakov [11] ve Goetz bu alandaki

çalışmaları daha ileri taşıyarak bu kavram ile Efremovič’in proximity bağıntısı

arasındaki bağlantıyı tartışmışlardır.

Proximity uzaylar arasındaki dönüşümleri araştırmak amacıyla yola çıkan

Efremovič, proximity dönüşüm kavramını tanımlamıştır. Kümelerin proximity

özelliğini koruyan proximity dönüşüm kavramı, topolojik uzaylardaki sürekli

fonksiyonların ve düzgün uzaylardaki düzgün sürekli dönüşümlerin bir benzeri

olarak düşünülebilir. Ayrıca iki proximity uzay arasındaki bir proximity

dönüşüm üretilen topolojilere göre süreklidirler.

1952 yılında Smirnov [8], proximity uzaylarla ilgili çalışmalarını genişleterek

Alexandroff’un şu sorusunu cevaplamıştır: “Hangi topolojik uzaylar verilen

topoloji ile uyumlu bir proximity bağıntısını kabul ederler?” Smirnov bir

Tychonoff uzayının Haussdorff kompaktlaştırması ile bu uzayla uyumlu bir

proximity bağıntısı arasındaki bağlantıyı keşfetmiştir. Buradan hareketle “Bir

topolojik uzay uyumlu bir proximity bağıntısını kabul eder ancak ve ancak o

topolojik uzay kompakt bir Hausdorff uzayın alt uzayıdır” ifadesini elde etmiştir.

Ultrasüzgeç kavramının proximity uzaylardaki benzeri olan cluster kavramı

Leader [12] tarafından tanımlanmıştır. Bu kavram proximity uzaylardaki birçok

problemin çözümü için alternatif yaklaşımlar sağlamıştır. Örneğin Leader [12],

bir proximity uzayın kompaktlaştırmasını elde ederken cluster kavramından

yararlanmıştır.
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Proximity uzaylar ile düzgün (uniform) uzaylar arasındaki ilişkiyi ilk keşfeden

Smirnov olmuştur. Smirnov [8], düzgün uzayların düzgün örtüleri (coverings)

içeren alternatif aksiyomlarını kullanarak, düzgün yapıların her proximity

denklik sınıfının bir en kaba eleman içerdiğini göstermiştir. Bu eleman aynı

zamanda denklik sınıfının tek tamamen sınırlı (totally bounded) yapısıdır.

Ayrıca Smirnov, tam regüler bir uzayda verilen tüm proximity yapıların kısmi

sıralı kümesi ile tüm kompaktlaştırmalarının kısmi sıralı kümesi arasında bir

izomorfizm olduğunu göstermiştir.

1959 yılında Gál [13], düzgün uzaylar ile proximity uzaylar arasındaki

bağlantıları araştırmaya devam etmiştir. Gál, proximity bağıntılar ile

tamamen sınırlı yapılar arasında sırayı koruyan birebir eşlemenin var olduğunu

ispatlamıştır. Üstelik Gál, düzgünleştirilebilen bir uzayın kompaktlaştırması ile

topolojisiyle uyumlu tamamen sınırlı düzgün yapılar arasında da birebir eşleme

olduğunu göstermiştir. Aynı yıl Alfsen ve Fenstad [14], Gál’in çalışması ile

Efremovič ve Smirnov’un çözdükleri birçok problemi Weil’in düzgün yapıları

çerçevesinde kıyaslamışlardır. Alfsen ve Njȧstad [15], proximal süreklilik ile

düzgün süreklilik (uniform continuity) arasında bir bağıntı bulup Efremovič’in

“Metrik düzgün süreklilik metrik proximal sürekliliğe denktir” sonucuna

ulaşmışlardır. Njȧstad [16], genelleştirilmiş düzgün yapı kavramını geliştirerek

proximity yapıların ve genelleştirilmiş düzgün yapıların başlangıç ile bitişlerinin

varlığını ve uyumluluğunu göstermiştir.

Efremovič’in proximity bağıntısı tanımından sonra bazı araştırmacılar esas küme

üzerinde keyfi topolojileri tanımlayabilmek için Efremovič’in aksiyomlarından

daha zayıf aksiyomlar kullanmışlardır. Bu şekilde quasi-proximity,

paraproximity ve pseudo-proximity gibi genelleştirilmiş proximity bağıntılar

literatürdeki yerini almıştır.

1963 yılında Pervin [17] ve Leader [18], Efremovič’in aksiyomlar kümesinin

genelleştirmesini birbirinden bağımsız olarak çalışmışlardır. Pervin, simetri

aksiyomunu çıkararak quasi-proximity bağıntısını elde etmiştir. Leader ise

simetri aksiyomunu ihmal etmenin yanı sıra (P5) aksiyomunun daha zayıf bir
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formunu kullanmıştır. Her topolojik uzaydan A δ B ⇐⇒ A ∩ B 6= ∅ şeklinde

tanımlı δ bağıntısıyla bir genelleştirilmiş proximity uzay elde edilebileceği ve

tersine, eğer kapanış operatörü cl(A) = {x : {x} δ A} şeklinde tanımlanırsa her

quasi-proximity uzaydan da bir topolojik uzay elde edilebileceği gösterilmiştir.

Lodato [19], daha sonra Leader’ın aksiyomlar kümesine simetri şartını ekleyerek

Lodato proximity olarak ifade edilen simetrik bağıntıyı elde etmiştir. Ayrıca

üzerinde Lodato proximity bağıntısı tanımlı her kümenin R0 aksiyomunu (Her

açık küme, noktalarının her birinin kapanışını içerir) sağladığını kanıtlamıştır.

Lodato, eğer δ bağıntısı A δ B ⇐⇒ A ∩ B 6= ∅ şeklinde tanımlanırsa,

herhangi bir R0 uzayından verilen topoloji ile uyumlu bir Lodato proximity elde

edilebileceğini göstermiştir.

1960’larda Hayashi [20, 21], paraproximity kavramını ve pseudo-proximity

bağıntısını, Leader [22] ise lokal proximity uzayları tanımlamıştır.

1970 yılında Naimpally and Warrack [23] bu konudaki en geniş kapsamlı çalışma

olan “Proximity Uzaylar” adlı kitabı yayınlatmışlardır.

Proximity bağıntılarının iki formu mevcuttur. Bunlardan biri klasik anlamda

ele aldığımız uzaysal (spatial) EF-proximity bağıntısı, diğeri ise son yıllarda

çok fazla uygulaması olan ve farklı alanlara uygulanabilirliği yüksek olan

betimsel (descriptive) EF-proximity bağıntısıdır. Betimsel EF-proximity kavramı

2007 yılında Peters [24, 25] tarafından tanımlanmış olup belirli özelliklere

göre sınıflandırdığımız nesnelerin betimsel olarak yakınlığını inceler. Betimsel

EF-proximity tek bir dijital görüntünün içindeki parçaların veya ayrık dijital

görüntülerdeki yakın ya da uzak kümelerin parçalarının tanımlanması,

betimlenmesi, analiz edilmesi ve sınıflandırılması konusunda oldukça yararlı ve

kullanışlıdır.

Son yıllarda proximity uzaylar teorisinin sitoloji (hücre biyolojisi) alanında,

kriminolojide el yazısı sahteciliği ve sahte imza tespitinde, zoolojide kamuflaj

konusunda ve digital görüntü işleme gibi güncel birçok alanda uygulamalarının

mevcut olduğunu gösteren çok sayıda araştırma yayınlanmıştır (bkz. [26–28]).
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Topolojik uzay kavramı; yakınsak uzay, limit uzayı, bornolojik uzay ve preorder

uzaylarını da içine alarak Herrlich [29], Kent [30], Wyler [31], Schwartz [32] ve

diğerleri tarafından topolojik kategori kavramına genelleştirilmiştir. Topolojik

kategori değişik yollarla tanımlanmıştır. Örneğin, Herrlich [29], belli bir

kaynaktan başlangıç kaldırmaların (initial lift) varlığına dayanarak topolojik

kategoriyi tanımlamıştır. Wyler [31] ise topolojik kategori kavramını tam latis

kategorisindeki fanktora dayandırarak tanımlamıştır.

Genel topolojide ayırma aksiyomları farklı noktaları ve ayrık kapalı cümleleri

açık cümlelerle ayırmayı sağlamaktadır. Bu aksiyomlar Urysohn metrikleşme

teoremi, Urysohn lemması, Tietze genişleme teoremi, Tychonoff teoremi gibi

çok önemli teoremlerde karşımıza çıkmaktadır. Dolayısıyla bu kavramları

herhangi bir topolojik kategoriye genişletmenin yanında bunları belli topolojik

kategorilerde karakterize etmek de faydalı olmaktadır. Bu kavramları herhangi

bir topolojik kategoriye genelleştirebilmek için bunların her birini başlangıç

kaldırmaları, bitiş kaldırmaları, diskre ve indiskre objeler ile açıklayabilmek

gerekmektedir.

Topolojideki kompaktlık, bağlantılılık, kapalılık, ayırma aksiyomları gibi bazı

önemli kavramlar değişik yollarla topolojik kategoriye genişletilmiştir. Bu

genişlemelerin çoğu kapanış operatörleri yardımıyla yapılmıştır. Baran [33], 1990

yılında başlangıç ve bitiş kaldırmaları, diskre ve indiskre objeleri kullanarak

topolojik kategorilerde “kapalılık” ve “kuvvetli kapalılık” kavramlarını direkt

olarak tanımladı ve bu kavramların bazı iyi bilinen topolojik kategorilerde

Dikranjan ve Giuli [34] anlamında kapanış operatörü oluşturduğunu gösterdi

[35]. Baran, 1996 yılında [36] Hausdorffluk, 1997 yılında [37] kompaktlık,

1998 yılında [38] regülerlik ve normallik kavramlarını, 2006 yılında da Kula ile

birlikte [39] bağlantılılık kavramını kapanış operatörlerini kullanmadan topolojik

kategoriye genişletti.

Klasik Ti, i = 0, 1, 2, 3, 4 ayırma aksiyomları Baran [40] tarafından kategorik

olarak çalışılmış, genel topolojideki tek bir kavramın topolojik kategorilerde

pek çok farklı karakterizasyonu olabileceğini göstermiştir. Bu kavramların



6

farklı formları arasındaki ilişkiler incelenmiştir. Örneğin, topolojik uzaylar

kategorisinde alışılmış T0 aksiyomuna denk olan iki farklı (T 0, T ′0), PreT2

aksiyomuna denk olan iki farklı (PreT 2, PreT ′2) ve T3 aksiyomuna denk olan dört

farklı (T 3, T ′3, ST 3, ST ′3) kategorik tanım vardır.

Pre-Hausdorff objelerin pek çok kullanım alanı mevcuttur. Örneğin Mielke

[41], bir topolojik kategoride bir toposun geometrik morfizmle elde edilen

görüntüsünün PreT ′2 objelerin oluşturduğu alt kategori içinde yer aldığını

ispatlamıştır. PreT ′2 objeler özellikle genel geometrik realizasyonlar teorisinde,

birleşik aralıklar ve bunların yerini tutan homotopi yapılarda kullanılmaktadır

ve önemlidir [41]. Dolayısıyla bir topolojik kategoride geometrik teorilerin

çalışılabilmesi için pre-Hausdorff objelerin anlaşılması gerekmektedir.

Mielke [42], bir toposta decidable objeleri karakterize etmek için pre-Hausdorff

objeleri kullanmıştır. Ayrıca Baran [36, 38] herhangi bir topolojik kategoride

Hausdorff, regüler ve normal objelerin çeşitli formlarını, pre-Hausdorff objeler

yardımıyla tanımlamıştır.

Baran [40], kümeler üzerinde tanımlanmış keyfi bir topolojik kategori için

öncelikle bir p noktasında, yani lokal olarak ayırma aksiyomlarını tanımlamıştır.

Ardından bunu topos teorideki üreteç eleman (the generic element) metodunu

( [43], s. 39) kullanarak noktadan bağımsız olan tanımlara genelleştirmiştir.

Topostaki objeler noktalara sahip olmayabilir, fakat bu objelerin her zaman bir

üreteç noktası mevcuttur. Bu genelleştirmeyi yapmasının bir nedeni budur. Diğer

bir nedeni de keyfi topolojik kategorilerde “kapalılık” ve “kuvvetli kapalılık”

kavramlarının bir noktadaki T0 ve T1 ayırma aksiyomları cinsinden tanımlanmış

olmasıdır ( [40], s. 335).

Kümeler ve fonksiyonlardan oluşan kategori SET, proximity uzaylar ve

proximity dönüşümlerden oluşan kategori PROX ile gösterilmek üzere Hunsaker

ve Sharma [44] U : PROX → SET fanktorunun bir topolojik fanktor olduğunu,

yani PROX kategorisinin SET kategorisi üzerinde bir topolojik kategori olduğunu

göstermişlerdir.
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Bu tez çalışmasında temel olarak Hausdorffluk ve regülerlik kavramları

Proximity uzaylar topolojik kategorisinde karakterize edilerek aralarındaki

ilişkiler incelenmiştir.

İlk olarak proximity uzay kavramı, örnekleri, özellikleri, temel kategorik

kavramlar ve bunlarla ilgili gerekli bazı teoremler verilmiştir. Ardından kapalılık,

kuvvetli kapalılık kavramları ve p noktasında T 0, T ′0, T1 ayırma aksiyomları

yardımıyla PROX kategorisinde p noktasında PreT 2, PreT ′2, T 2, T ′2, T 3, T ′3, ST 3

ve ST ′3 ayırma aksiyomları karakterize edilmiştir.

Lokalde elde edilen karakterizasyonların genelde de yapılması amacıyla

herhangi bir topolojik kategori için genelde ayırma aksiyomlarının tanımları

verilmiştir. Bu tanımlarla PROX kategorisinde PreT 2, PreT ′2, T 2, T ′2, T 3, T ′3, ST 3

ve ST ′3 ayırma aksiyomları karakterize edilmiştir.

PROX kategorisinde lokalde ve genelde pre-Hausdorff, Hausdorff ve regüler

objeler belirlendikten sonra karakterize ettiğimiz bu objelerin her birinin çeşitli

formlarının aralarında ortaya çıkan ilişkiler incelenmiştir.



1. BÖLÜM

TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu bölümde proximity uzay kavramı, örnekleri, özellikleri, temel kategorik

kavramlar ve bunlarla ilgili gerekli bazı teoremler ayrıntılı olarak verilmiştir.

1.1. Proximity Uzaylar

Bir (X, τ) topolojik uzayında τ topolojisi, “x, A ⊂ X in bir kapanış noktasıdır”

bağıntısına ilişkin Kuratowski tarafından verilen kapanış aksiyomları ile

belirlenir. x, A nın bir kapanış noktası olduğunda “x noktası A kümesine

yakındır” diyebiliriz. Bu yakınlık bağıntısına göre sürekli bir f : X → Y

fonksiyonu, “x noktası A kümesine yakın iken f(x) noktası f(A) kümesine

yakındır” özelliğini sağlayacak şekilde tanımlanabilir. Bu şekilde X in A ve B alt

kümeleri için “A kümesi B kümesine yakındır” bağıntısı aksiyomlaştırılmıştır.

Tanım 1.1.1. [23] X boştan farklı bir küme ve A,B,C ⊆ X olsun. X in kuvvet

kümesi üzerindeki bir δ ikili bağıntısına, eğer aşağıdaki aksiyomları sağlarsa

X üzerinde bir Efremovič proximity (EF-proximity) denir. (X, δ) çiftine de

EF-proximity uzay adı verilir.

P1) A δ B ⇐⇒ B δ A

P2) A δ (B ∪ C) ⇐⇒ A δ B veya A δ C

P3) A δ B =⇒ A 6= ∅ ve B 6= ∅

P4) A ∩B 6= ∅ =⇒ A δ B

P5) A δ B =⇒ A δ E ve (X\E) δ B olacak şekilde bir E ⊆ X vardır
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Burada A δ B ifadesi, A δ B ifadesinin olumsuzudur. Genel olarak A δ B, “A

yakındır B” şeklinde okunurken A δ B, “A yakın değildir B” veya “A uzaktır B”

şeklinde okunur.

Ayrıca δ EF-proximity bağıntısı aşağıdaki aksiyomu da sağlarsa ayrılmış

(separated) EF-proximity adını alır.

P6) {x} δ {y} =⇒ x = y

“Güçlü Aksiyom (The Strong Axiom)” olarak adlandırılan (P5) aksiyomu

proximity uzaylar teorisinde önemli bir rol oynamaktadır. Fakat bazı

genelleştirilmiş proximity uzaylarda bu aksiyom ya çıkarılmıştır ya da daha zayıf

bir şartla değiştirilmiştir.

Bir küme üzerinde ayrık ve ayrık olmayan topolojiler tanımlanabildiği gibi ayrık

(diskre) ve ayrık olmayan (indiskre) proximity bağıntıları da mevcuttur.

Tanım 1.1.2. X boştan farklı bir küme ve A,B ⊆ X olmak üzere;

A δ B ⇐⇒ A ∩B 6= ∅

şeklinde tanımlı δ bağıntısına X üzerinde diskre proximity denir.

Tanım 1.1.3. X boştan farklı bir küme ve A,B ⊆ X olmak üzere;

A δ B ⇐⇒ A 6= ∅ ve B 6= ∅

şeklinde tanımlı δ bağıntısına X üzerinde indiskre proximity denir.

Topolojik uzaylarda sürekli fonksiyonların, düzgün (uniform) uzaylarda düzgün

(uniformly) sürekli fonksiyonların proximity uzaylar teorisindeki karşılığı olan

proximity dönüşüm kavramının tanımını verelim:

Tanım 1.1.4. (X, δ) ve (Y, δ′) iki proximity uzay, A,B ⊆ X ve f : X → Y bir

fonksiyon olsun. EğerA δ B olduğunda f(A) δ′ f(B) ise f ’ye proximity dönüşüm

(p−dönüşüm) denir.
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Buna denk olarak f bir p−dönüşümdür ancak ve ancak C,D ⊆ Y için C δ′ D

olduğunda f−1(C) δ f−1(D) dir.

Teorem 1.1.1. İki p−dönüşümün bileşkesi yine bir p−dönüşümdür.

İspat: (X, δ1), (Y, δ2) ve (Z, δ3) proximity uzaylar olmak üzere f : (X, δ1)→ (Y, δ2)

ve g : (Y, δ2) → (Z, δ3) iki p−dönüşüm olsun. p−dönüşümün tanımından A,B ⊆

X için A δ1 B =⇒ f(A) δ2 f(B) dir ve f(A), f(B) ⊆ Y olduğundan f(A) δ2 f(B)

=⇒ g(f(A)) δ3 g(f(B)) olur. Buradan A δ1 B =⇒ g(f(A)) δ3 g(f(B)) elde edilir.

O halde g ◦ f : (X, δ1)→ (Z, δ3) bir p−dönüşümdür.

Tanım 1.1.5. f birebir ve örten bir fonksiyon olmak üzere hem f hem de f−1 birer

p−dönüşüm ise f ye proximity izomorfizm (p−izomorfizm) denir.

Tanım 1.1.6. δ1 ve δ2 bağıntıları X üzerinde iki proximity olsun. Her A,B ⊆ X

için A δ1 B =⇒ A δ2 B sağlanıyorsa δ1, δ2 den daha incedir veya δ2, δ1 den daha

kabadır denir ve δ2 < δ1 şeklinde gösterilir. Yani;

δ2 < δ1 ⇐⇒ A δ1 B ise A δ2 B

Eğer δ1 < δ2 ve δ2 < δ1 ise δ1, δ2 ye denktir denir ve δ1
∼= δ2 şeklinde gösterilir.

Tanım 1.1.7. (X, δ) bir proximity uzay ve Y ⊂ X olsun. A,B ⊆ Y için A δY B

⇐⇒ A δ B ile tanımlı δY bağıntısı Y üzerinde bir proximity bağıntısıdır. Bu

bağıntıya alt uzay proximity bağıntısı denir. (Y, δY ) uzayına da (X, δ) proximity

uzayının alt uzayı adı verilir.

Proximity uzayların {(Xα, δα) | α ∈ Λ} ailesinin çarpımı aşağıda verilmiştir.

Tanım 1.1.8. Her α ∈ Λ için (Xα, δα) proximity uzaylar olmak üzere X =
∏
α∈Λ

Xα

kümesi her α ∈ Λ içinXα kümelerinin kartezyen çarpımını göstersin veA,B ⊆ X

olsun. Buna göre X üzerindeki δ çarpım proximity bağıntısı aşağıdaki şekilde

tanımlanmıştır:

A δ B ⇐⇒ A ve B nin sırasıyla {Ai | i = 1, 2, ...,m} ve {Bj | j = 1, 2, ..., n} sonlu

örtülerinin her bir çifti için ve her bir α ∈ Λ için Πα(Ai) δα Πα(Bj) olacak şekilde

bir (Ai, Bj) ikilisi mevcuttur.
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Burada Πα :
∏
α∈Λ

Xα → Xα şeklinde tanımlıdır. Yani Πα, X in Xα üzerine izdüşüm

fonksiyonudur.

Tanım 1.1.9. [45] X boştan farklı bir küme ve A,B ⊆ X olsun. X in kuvvet

kümesi üzerindeki bir B ikili bağıntısına, eğer aşağıdaki aksiyomları sağlarsa X

üzerindeki proximity baz denir.

B1) (∅, X) /∈ B

B2) A ∩B 6= ∅ =⇒ (A,B) ∈ B

B3) (A,B) ∈ B ⇐⇒ (B,A) ∈ B

B4) (A,B) ∈ B ve A ⊆ A∗, B ⊆ B∗ =⇒ (A∗, B∗) ∈ B

B5) (A,B) /∈ B =⇒ (A,E) /∈ B ve (X\E,B) /∈ B olacak şekilde bir E ⊆ X

vardır

Eğer her x, y ∈ X için ({x}, {y}) ∈ B =⇒ x = y oluyorsa X kümesi üzerindeki

B proximity bazı ayrılmıştır denir.

Not 1.1.1. B, X kümesi üzerindeki bir proximity baz olmak üzere X in kuvvet

kümesi üzerindeki bir δ(B) ikili bağıntısı aşağıdaki şekilde tanımlanır:

A ve B nin sırasıyla {Ai | i ∈ Jm} ve {Bj | j ∈ Jn} sonlu örtüleri verildiğinde

(Ai, Bj) ∈ B olacak şekilde bir (i, j) ∈ Jm × Jn çifti mevcut ise (A,B) ∈ δ(B) dir.

Bu şekilde tanımlı B proximity bazı tarafından üretilen δ(B) bağıntısı B

bağıntısından ince X üzerindeki en kaba proximity bağıntısıdır. Ayrıca δ(B)

proximity bağıntısı ayrılmıştır ancak ve ancak B proximity bazı ayrılmıştır.

1.1.1. Proximity Uzay Örnekleri

Bu bölümde çeşitli proximity uzay örnekleri verilmiştir.

Örnek 1.1.1. (X, d) bir metrik uzay ve A,B ⊆ X olsun. A ve B kümeleri

arasındaki uzaklık d(A,B) = inf {d(x, y) | x ∈ A, y ∈ B} ile verilsin. Buna göre

A δ B ⇐⇒ d(A,B) = 0 şeklinde tanımlanan δ, bir EF-proximity bağıntısıdır.
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EF-proximity uzay aksiyomlarının sağlandığını gösterelim:

P1) A δ B ⇐⇒ B δ A

A δ B ⇐⇒ d(A,B) = 0 olup metrik uzayın tanımından d(B,A) = 0 olur.

Dolayısıyla B δ A elde edilir.

P2) A δ (B ∪ C) ⇐⇒ A δ B veya A δ C

A δ (B ∪ C) ⇐⇒ d(A,B ∪ C) = 0 = inf {d(x, y) | x ∈ A, y ∈ B ∪ C}

⇐⇒ inf {d(x, y) | x ∈ A, y ∈ B ∨ y ∈ C} = 0

⇐⇒ inf {d(x, y)| x ∈ A, y ∈ B} = 0 ∨ inf{d(x, y) | x ∈ A, y ∈ C} = 0

⇐⇒ d(A,B) = 0 veya d(A,C) = 0

⇐⇒ A δ B veya A δ C

P3) A δ B =⇒ A 6= ∅ ve B 6= ∅

A δ B ise tanımdan d(A,B) = inf {d(x, y)| x ∈ A, y ∈ B} = 0 dır. Kabul edelim

ki A = ∅ veya B = ∅ olsun. O zaman A = ∅ için d(A,B) = inf {d(∅, y)| y ∈ B} =

inf{∅} = ∞ 6= 0 ve B = ∅ için d(A,B) = inf {d(x, ∅)| x ∈ A} = inf{∅} = ∞ 6= 0

olur ve çelişki elde edilir. O halde A 6= ∅ ve B 6= ∅ dir.

P4) A ∩B 6= ∅ =⇒ A δ B

A ∩ B 6= ∅ ise ∃ x ∈ (A ∩ B) vardır. Buradan x ∈ A, x ∈ B ve d(x, x) = 0

olduğundan d(A,B) = inf {d(x, y) | x ∈ A, y ∈ B} = 0 olur. O halde A δ B elde

edilir.

P5) A δ B =⇒ A δ E ve (X\E) δ B olacak şekilde bir E ⊆ X vardır
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A δ B olduğunu kabul edelim. O zaman d(A,B) = ε olacak şekilde bir ε > 0 sayısı

vardır. E = {x ∈ X | d(x,B) 6
ε

2
} seçildiğinde d(A,E) >

ε

2
ve d(X\E,B) >

ε

2
bulunur. Buradan A δ E ve (X\E) δ B elde edilir.

(P5) aksiyomunun sağlandığı aşağıdaki şekille de gösterilebilir:



2


2


X

A

E

B

Şekil 1.1. (P5) aksiyomunu sağlayan bir E alt kümesi

d(A,B) = ε olmak üzere, E kümesi Şekil 1.1 deki gibi seçildiğinde d(A,E) =
ε

2
ve d(X\E,B) =

ε

2
olur. O halde A δ E ve (X\E) δ B dir.

Örnek 1.1.2. X = {a, b} iki elemanlı bir küme olsun. P (X) = {X, ∅, {a}, {b}}

dir. Aşağıda verilen P (X) üzerinde tanımlı δ1 ve δ2 bağıntıları birer EF-proximity

bağıntısıdır.

δ1 = {(X,X), ({a}, {a}), ({b}, {b}), (X, {a}), ({a}, X), (X, {b}), ({b}, X)}

δ2 = {(X,X), ({a}, {a}), ({b}, {b}), (X, {a}), ({a}, X), (X, {b}), ({b}, X),

({a}, {b}), ({b}, {a})}

δ1 EF-proximity bağıntısı diskredir. Ayrıca farklı tek nokta çiftlerini

içermediğinden (P6) aksiyomu da sağlanır ve δ1 ayrılmış proximity bağıntısıdır.

δ2 EF-proximity bağıntısı indiskredir. Ayrıca farklı tek nokta çiftlerini

içerdiğinden (P6) aksiyomu sağlanmaz ve δ2 ayrılmış proximity bağıntısı değildir.

Örnek 1.1.3. X = {a, b, c} üç elemanlı bir küme olsun. P (X) =

{X, ∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}, {a, c}} dir. Aşağıda verilen P (X) üzerinde

tanımlı δi (i = {1, 2, 3, 4, 5}) bağıntıları birer EF-proximity bağıntısıdır.
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δ1 = {(X,X), ({a}, {a}), ({b}, {b}), ({c}, {c}), ({a, b}, {a, b}), ({b, c}, {b, c}),

({a, c}, {a, c}), (X, {a}), ({a}, X), (X, {b}), ({b}, X), (X, {c}), ({c}, X),

(X, {a, b}), ({a, b}, X), (X, {b, c}), ({b, c}, X), (X, {a, c}), ({a, c}, X),

({a}, {a, b}), ({a, b}, {a}), ({a}, {a, c}), ({a, c}, {a}), ({b}, {a, b}),

({a, b}, {b}), ({b}, {b, c}), ({b, c}, {b}), ({c}, {a, c}), ({a, c}, {c}),

({c}, {b, c}), ({b, c}, {c}), ({a, b}, {b, c}), ({b, c}, {a, b}), ({a, b}, {a, c}),

({a, c}, {a, b}), ({b, c}, {a, c}), ({a, c}, {b, c})}

δ1 EF-proximity bağıntısı diskredir ve ayrılmıştır.

δ2 = δ1 ∪ {({a}, {b}), ({b}, {a}), ({a}, {b, c}), ({b, c}, {a}), ({b}, {a, c}),

({a, c}, {b})}

δ3 = δ1 ∪ {({a}, {c}), ({c}, {a}), ({a}, {b, c}), ({b, c}, {a}), ({c}, {a, b}),

({a, b}, {c})}

δ4 = δ1 ∪ {({b}, {c}), ({c}, {b}), ({b}, {a, c}), ({a, c}, {b}), ({c}, {a, b}),

({a, b}, {c})}

δ5 = δ1 ∪ {({a}, {b}), ({b}, {a}), ({a}, {c}), ({c}, {a}), ({b}, {c}), ({c}, {b}),

({a}, {b, c}), ({b, c}, {a}), ({b}, {a, c}), ({a, c}, {b}), ({c}, {a, b}),

({a, b}, {c})}

δi (i = {2, 3, 4, 5}) bağıntıları farklı tek nokta çiftlerini içerdiğinden ayrılmış

proximity bağıntıları değillerdir. δ5 EF-proximity bağıntısı indiskredir. Çünkü

δ5 = [P (X)\{∅}]× [P (X)\{∅}] dir.

Örnek 1.1.4. [23] (X, τ) topolojik uzayı normal uzay olmak üzere X in A ve B

alt kümeleri için A δ B ⇐⇒ A ∩ B 6= ∅ ile tanımlı δ bağıntısı X üzerinde bir

EF-proximity bağıntısıdır.
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EF-proximity uzay aksiyomlarından (P1)–(P4) aksiyomlarının sağlandığı

kolaylıkla gösterilebilir. (P5) aksiyomunun sağlandığını gösterelim:

P5) A δ B =⇒ A δ E ve (X\E) δ B olacak şekilde bir E ⊆ X vardır

A δ B olduğunu kabul edelim. O zaman A ∩ B = ∅ dir. Uzay normal ve A,

B kapalı kümeler olduğundan B ⊆ E ve A ∩ E = ∅ olacak şekilde bir E açığı

mevcuttur. Burada (X\E) kapalı ve B ⊆ E olduğundan (X\E)∩B = ∅ bulunur.

O halde A δ E ve (X\E) δ B elde edilir.

Örnek 1.1.5. [23] (X, τ) topolojik uzayı tam regüler olsun. X in A ve B alt

kümeleri fonksiyonel olarak ayrılabilirdir ancak ve ancak f(A) = 0 ve f(B) = 1

olacak şekilde sürekli bir f : X → [0, 1] fonksiyonu vardır.

Buna göre X üzerinde bir δ EF-proximity bağıntısı aşağıdaki şekilde tanımlanır:

A δ B ⇐⇒ A ve B fonksiyonel olarak ayrılabilirdir.

Örnek 1.1.6. [46] (X, τ) topolojik uzayı lokal kompakt ve Hausdorff uzay olsun.

X’in boştan farklı A ve B alt kümeleri verilsin. A ve B sırasıyla A ve B nin

kapanışlarını göstermek üzere X üzerinde bir δ EF-proximity bağıntısı aşağıdaki

şekilde tanımlanır:

A δ B ⇐⇒ A ve B den en az biri kompakt ve A ∩B = ∅ dir.

Buna denk olarak aşağıdaki tanım da verilebilir:

A δ B ⇐⇒ A ve B kompakt değildir veya A ∩B 6= ∅ dir.

Bu şekilde tanımlı proximity bağıntısı Alexandroff proximity olarak adlandırılır.

Alexandroff proximity uzay bir ayrılmış EF-proximity uzaydır.

Örnek 1.1.7. [23] (X, ∗, τ) bir topolojik grup veN de birimin komşuluklar sistemi

olsun. O zaman aşağıdaki şekilde δ1 ve δ2 proximity bağıntıları tanımlanabilir:
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A δ1 B ⇐⇒ Her N ∈ N için NA ∩B 6= ∅ dir

A δ2 B ⇐⇒ Her N ∈ N için AN ∩B 6= ∅ dir

Genelde δ1 ve δ2 proximity bağıntıları birbirinden farklı olmasına rağmen X in

değişmeli ya da kompakt olduğu durumlarda birbirine denk olur.

Örnek 1.1.8. [23] (X,U) bir düzgün (uniform) uzay olmak üzere, aşağıdaki

şekilde X üzerinde bir δ proximity bağıntısı tanımlanabilir:

A δ B ⇐⇒ Her µ ∈ U için aşağıdaki birbirine denk üç şarttan biri (dolayısıyla

hepsi) sağlanır:

i) µ[A] ∩B 6= ∅

ii) A ∩ µ[B] 6= ∅

iii) (A×B) ∩ µ 6= ∅

1.1.2. Proximity Tarafından Üretilen Topoloji

Bir X kümesi üzerindeki proximity bağıntısı tarafından topoloji nasıl üretilir

sorusunun cevabını vermeden önce bazı teoremlerin ispatında kullanacağımız

(P1), (P2) ve (P5) aksiyomlarından kolaylıkla elde edilebilen aşağıdaki Lemma’yı

verelim:

Lemma 1.1.1. [23] (X, δ) bir proximity uzay ve A,B,C,D ⊆ X olsun.

i) A δ B, A ⊂ C ve B ⊂ D ise C δ D dir. Dolayısıyla X kümesi boştan farklı

her alt kümesine yakındır.

ii) A δ {x} ve {x} δ B olacak şekilde bir x ∈ X varsa A δ B dir.

Teorem 1.1.2. [23] (X, δ) bir proximity uzay ve A ⊂ X olsun.

A kapalıdır ancak ve ancak {x} δ A =⇒ x ∈ A
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şeklinde tanımlanan bütün kapalı kümelerin tümleyenlerinin sınıfı X kümesi

üzerinde bir τ = τ(δ) topolojisini verir. Bu şekilde elde edilen τ(δ) topolojisine δ

proximity bağıntısı tarafından üretilen topoloji denir.

İspat: ∅ ve X in kapalı kümeler oldukları açıktır.

Kapalı kümelerin keyfi kesişimlerinin kapalı olduğunu gösterelim. {Ai | i ∈ I}

kapalı kümelerin keyfi bir sınıfı olsun. Eğer {x} δ
⋂
i∈I

Ai ise Lemma 1.1.1 den her

bir i ∈ I için {x} δ Ai dir. Ai ler kapalı kümeler olduklarından her bir i ∈ I için

x ∈ Ai dir. Buradan x ∈
⋂
i∈I

Ai elde edilir. O halde
⋂
i∈I

Ai kapalıdır.

Şimdi de kapalı kümelerin sonlu birleşimlerinin kapalı olduğunu gösterelim. A1,

A2 kapalı ve {x} δ (A1∪A2) olsun. (P2) aksiyomundan {x} δ A1 veya {x} δ A2 dir.

A1 ve A2 kapalı olduğundan x ∈ A1 veya x ∈ A2 bulunur. Yani x ∈ (A1 ∪ A2) dir.

Böylece A1 ∪ A2 kapalıdır.

Teorem 1.1.3. [23] (X, δ) bir proximity uzay ve τ = τ(δ) olmak üzere bir A ⊂ X

kümesinin A τ−kapanışı aşağıdaki şekilde verilir:

A = {x | {x} δ A}

İspat: A kümesi A ve Aδ = {x | {x} δ A} yı içeren bütün kapalı kümelerin

kesişimini ifade ettiğinden A = Aδ olduğunu göstermeliyiz. x ∈ Aδ ise {x} δ A

dır. Lemma 1.1.1 den {x} δ A bulunur. A kapalı olduğundan x ∈ A dır. Böylece

Aδ ⊂ A elde edilir.

A ⊂ Aδ ifadesini ispat etmek için Aδ nın kapalı olduğunu, yani {x} δ Aδ =⇒

x ∈ Aδ ifadesinin sağlandığını göstermek yeterlidir. Kabul edelim ki x /∈ Aδ

olsun. O zaman {x} δ A dır. (P5) aksiyomundan {x} δ E ve (X\E) δ A olacak

şekilde bir E kümesi vardır. Böylece (X\E) nin A ya yakın hiçbir noktası yoktur,

yani Aδ ⊂ E dir. {x} δ E olduğundan {x} δ Aδ elde edilir.

Sonuç 1.1.1. [23] (X, δ) bir proximity uzay ve G ⊂ X olsun. Her x ∈ G için

G ∈ τ(δ) ⇐⇒ {x} δ (X\G) dir.



18

Teorem 1.1.4. [23] (X, δ) bir proximity uzay ve A,B ⊂ X olsun.

i) A δ B =⇒ B ⊂ (X\A)

ii) A δ B =⇒ B ⊂ (X\A)◦

Burada kümelerin kapanışı ve içi τ(δ) ya göre alınmıştır.

İspat: (X, δ) bir proximity uzay ve A,B ⊂ X olsun.

i) A δ B ve x /∈ (X\A) olsun. O zaman x ∈ A dır, yani {x} δ A olur. A δ B

olduğundan {x} δ B bulunur. Buradan x /∈ B elde edilir. O halde B ⊂

(X\A) dır.

ii) A δ B olsun. (X\A)◦ = X\A olduğunu biliyoruz. x /∈ (X\A)◦ ise x ∈ A

dır. Buradan {x} δ A olur. A δ B olduğundan x /∈ B elde edilir. O halde

B ⊂ (X\A)◦ dir.

Teorem 1.1.5. [23] (X, δ) bir proximity uzay ve A,B ⊂ X olmak üzere A δ B

⇐⇒ A δ B dır. Burada kapanış τ(δ) ya göre alınmıştır.

İspat: Gereklilik içinA δ B olsun. A ⊆ A veB ⊆ B olduğundan Lemma 1.1.1 den

A δ B elde edilir. Yeterlilik içinA δ B olduğunu kabul edelim. (P5) aksiyomundan

A δ E ve (X\E) δ B olacak şekilde bir E kümesi vardır. Teorem 1.1.4 den B ⊂ E

ve Lemma 1.1.1 den A δ E =⇒ A δ B bulunur. (P1) simetri aksiyomundan A δ B

elde edilir.

Tanım 1.1.10. X kümesi üzerinde bir τ topolojisi ve bir δ proximity bağıntısı

tanımlansın. τ = τ(δ) ise δ proximity bağıntısı τ topolojisi ile uyumludur

(compatible) denir.

Teorem 1.1.6. [23] (X, τ) topolojik uzayı tam regüler olmak üzere “A δ B ⇐⇒ A

ve B fonksiyonel olarak ayrılabilirdir” şeklinde tanımlanan δ proximity bağıntısı

τ topolojisi ile uyumludur. Eğer (X, τ) topolojik uzayı Tychonoff (Tam regüler ve

T1) ise δ ayrılmış proximity bağıntısı olur.
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İspat: δ bağıntısının bir proximity bağıntısını olduğunu göstermek için (P5)

aksiyomunun sağlandığını gösterelim. Diğer aksiyomların sağlandığı kolaylıkla

gösterilebilir. A δ B ve f , f(A) = 0 ve f(B) = 1 olacak şekilde X den [0, 1] e

sürekli bir fonksiyon olsun. E = {x ∈ X | 1
2
6 f(x) 6 1} alalım. O zaman

A δ E ve (X\E) δ B dir. Örneğin g, [0, 1] den [0, 1] e aşağıdaki şekilde tanımlı bir

fonksiyon olsun:

g(y) =


2y 0 6 y 6 1

2

1 1
2
6 y 6 1

g fonksiyonu süreklidir. Dolayısıyla g ◦ f : X → [0, 1] fonksiyonu da sürekli olur.

Burada g ◦ f(A) = 0 ve g ◦ f(E) = 1 dir.

Şimdi (X, τ) uzayı Tychonoff olduğunda δ nın ayrılmış proximity bağıntısı

olduğunu gösterelim:

(X, τ) uzayı Tychonoff, yani tam regüler ve T1 olsun. (X, τ) uzayı T1 olduğundan

x 6= y için x /∈ {y} dir. Uzay tam regüler olduğundan {x} ve {y} fonksiyonel

olarak ayrılabilirdir. Buradan {x} δ {y} elde edilir.

Son olarak τ = τ(δ) olduğunu gösterelim. G ∈ τ ve x ∈ G olsun. O zaman X\G

kümesi kapalı ve x /∈ (X\G) dir. Buradan f(x) = 0 ve f(X\G) = 1 olacak şekilde

sürekli bir f : X → [0, 1] fonksiyonu mevcuttur, yani {x} δ (X\G) dir. Sonuç 1.1.1

den G ∈ τ(δ) elde edilir.

Tersine G ∈ τ(δ) ve x ∈ G olsun. O zaman {x} δ (X\G) dir. Buradan f(x) = 0 ve

f(X\G) = 1 olacak şekilde τ−sürekli bir f : X → [0, 1] fonksiyonu mevcuttur. O

halde f−1([0, 1
2
)) kümesi x in G de içerilen bir τ−açık komşuluğudur. Dolayısyla

G ∈ τ elde edilir.

Sonuç 1.1.2. Tam regüler her topolojik uzay üzerinde uyumlu bir proximity

bağıntısı, her Tychonoff uzayı üzerinde de ayrılmış bir proximity bağıntısı

tanımlanabilir.

Teorem 1.1.6 nın tersi de doğrudur. Yani bir δ proximity bağıntısı tarafından

üretilen τ(δ) topolojisi her zaman tam regülerdir. Benzer şekilde ayrılmış
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bir δ proximity bağıntısı tarafından üretilen τ(δ) topolojisi de her zaman

Tychonoff’tur.

Teorem 1.1.7. X 6= ∅ bir küme olsun.

i) δ1 ve δ2 bağıntıları bir X kümesi üzerinde tanımlı iki proximity olmak

üzere; δ1 < δ2 =⇒ τ(δ1) ⊂ τ(δ2) dir.

ii) τ1 ve τ2 bir X kümesi üzerinde tanımlı tam regüler iki topoloji ve δ1, δ2

bağıntıları da X üzerinde sırasıyla τ1, τ2 ye göre “A δ B ⇐⇒ A ve B

fonksiyonel olarak ayrılabilirdir” şeklinde tanımlı iki proximity olmak

üzere; τ1 ⊂ τ2 =⇒ δ1 < δ2 dir.

İspat:

i) δ1 < δ2 ve A ∈ τ(δ1) olsun. Sonuç 1.1.1 den her x ∈ A için {x} δ1 (X\A)

bulunur. δ1 < δ2 olduğundan her x ∈ A için {x} δ2 (X\A) elde edilir.

Böylece A ∈ τ(δ2) olur ve τ(δ1) ⊂ τ(δ2) dir.

ii) δ1 < δ2 ifadesini ispatlamak için A δ1 B =⇒ A δ2 B olduğunu

göstermeliyiz. τ1 ⊂ τ2 ve A δ1 B olsun. O zaman f(A) = 0 ve f(B) = 1

olacak şekilde τ1−sürekli bir f : (X, τ1) → [0, 1] fonksiyonu mevcuttur.

τ1 ⊂ τ2 olduğundan f aynı zamanda τ2−sürekli bir fonksiyondur.

Buradan A δ2 B elde edilir.

Teorem 1.1.8. (X, δ1) ve (Y, δ2) proximity uzaylar olmak üzere f : (X, δ1)→ (Y, δ2)

p−dönüşümü τ(δ1) ve τ(δ2) ye göre süreklidir.

İspat: f : (X, δ1)→ (Y, δ2) bir p−dönüşüm ve {x} δ1 A olsun. O zaman x ∈ A dır.

Buradan f(x) ∈ f(A) elde edilir. Diğer taraftan f bir p−dönüşüm olduğundan

{x} δ1 A =⇒ {f(x)} δ2 f(A) dır. O zaman f(x) ∈ f(A) bulunur. Böylece f(x) ∈

f(A) =⇒ f(x) ∈ f(A) elde edilir. Yani f(A) ⊂ f(A) dır. O halde f dönüşümü

τ(δ1) ve τ(δ2) ye göre süreklidir.
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1.1.3. Proximity Bağıntısının Alternatif Tanımı

Proximity uzaylarla ilgili çalışmalara alternatif bir yaklaşım sağlayan proximity

komşuluk (p−komşuluk) kavramının tanımını verelim:

Tanım 1.1.11. [23] (X, δ) bir proximity uzay ve A,B ⊆ X olsun. B, A nın bir

proximity komşuluğudur (A� B) ancak ve ancak A δ (X\B) dir.

Lemma 1.1.2. [23] EF-proximity uzay aksiyomlarından (P5) aksiyomu aşağıdaki

ifadeye denktir:

A δ B =⇒ A δ (X\C), (X\D) δ B ve C δ D olacak şekilde C ve D alt kümeleri

mevcuttur.

İspat: (P5) aksiyomunun sağlandığını kabul edelim. O zaman A δ B ise A δ D

ve (X\D) δ B olacak şekilde bir D kümesi vardır. A δ D olduğundan A δ (X\C)

ve C δ D olacak şekilde bir C kümesi vardır.

Tersine, A δ B iken A δ (X\C), (X\D) δ B ve C δ D olacak şekilde C ve D

alt kümeleri mevcut olsun. C δ D olduğundan C ⊂ (X\D) dir. (X\D) δ B

olduğundan Lemma 1.1.1 (i) den C δ B elde edilir. E = X\C olsun. C = X\E

yazılabilir. O halde A δ B iken A δ E ve (X\E) δ B olacak şekilde bir E kümesi

vardır.

Sonuç 1.1.3. A δ B iseA� C,B � D veC δ D olacak şekilde C veD alt kümeleri

vardır. Buna bağlı olarak bir (X, δ) ayrılmış EF-proximity uzayının τ(δ) topolojisi

Hausdorff olur.

Teorem 1.1.9. [23] (X, δ) bir EF-proximity uzay olmak üzere � bağıntısı

aşağıdaki özellikleri sağlar:

i) X � X dir.

ii) A� B =⇒ A ⊂ B dir.

Ayrıca (X, δ) uzayı diskre ise ifadenin tersi de sağlanır.

iii) A ⊂ B � C ⊂ D =⇒ A� D dir.
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iv) i = 1, 2, ..., n için A� Bi ⇐⇒ A�
n⋂
i=1

Bi dir.

v) A� B =⇒ (X\B)� (X\A) dır.

vi) A� B ise A� C � B olacak şekilde bir C kümesi vardır.

Eğer (X, δ) uzayı ayrılmış ise

vii) {x} � (X\{y}) ⇐⇒ {x} 6= {y} dir.

Yukarıdaki teoremin (vi) ve (vii) maddelerinin, EF-proximity uzay

aksiyomlarından sırasıyla (P5) ve (P6) aksiyomlarına denk olduğuna dikkat

edelim.

Teorem 1.1.10. [23] X bir küme ve � de P (X) üzerinde Teorem 1.1.9 (i)−(vi)

maddelerini sağlayan bir ikili bağıntı olsun. δ bağıntısı A � B ⇐⇒ A δ (X\B)

şeklinde tanımlansın. Buna göre δ, X üzerinde bir proximity bağıntısıdır. Ayrıca

� bağıntısı Teorem 1.1.9 (vii) maddesini de sağlıyorsa δ, ayrılmış proximity

bağıntısı olur.

İspat: İspatı [23] de mevcuttur.

Tanım 1.1.12. (X, δ) bir proximity uzay, Y boştan farklı bir küme ve

f : (X, δ) → (Y, δ∗) örten bir fonksiyon olsun. �∗ ve �δ sırasıyla δ∗ ve δ

proximity bağıntılarından elde edilen p−komşuluk bağıntıları olmak üzere, f

bir p−dönüşüm olacak şekildeki Y üzerindeki en ince proximity yapısı olan δ∗

bölüm proximity bağıntısı aşağıdaki şekilde tanımlıdır:

Her A,B ⊂ Y için A �∗ B dir ancak ve ancak [0, 1] aralığındaki her s rasyonel

sayısı için C0 = A, C1 = B olacak şekilde en az bir Cs ⊂ Y vardır ve s < t ise

f−1(Cs)�δ f
−1(Ct) dir [47, 48].

Not 1.1.2. Tanım 1.1.12 de verilen f : (X, δ) → (Y, δ∗) fonksiyonu birebir ise, o

zaman δ∗ bölüm proximity bağıntısı aşağıdaki şekilde tanımlıdır:

Her A,B ⊂ Y için A δ∗ B dir ancak ve ancak f−1(A) δ f−1(B) dir ( [47], s. 591).
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1.1.4. Genelleştirilmiş Proximity Uzaylar

EF-proximity uzay tanımında verilen aksiyomlardan bazıları ihmal edilerek

veya daha zayıf aksiyomlarla değiştirilerek genelleştirilmiş proximity uzaylar

ortaya çıkmıştır. Örneğin, Pervin [17] (P1) simetri aksiyomunu çıkararak

quasi-proximity uzay da denilen P-proximity uzayı, Lodato [18] (P5) güçlü

aksiyomunu daha zayıf bir aksiyomla değiştirerek LO-proximity uzayı elde

etmiştir. Literatürde proximity uzayların birçok genelleştirilmiş formları

mevcuttur. Bunlardan bazılarının EF-proximity uzayların ortaya çıkmasından

daha önce de var olduğu bilinmektedir. Bu bölümde bazı genelleştirilmiş

proximity uzaylar ve bunlar arasındaki ilişkilerden kısaca bahsedilmiştir.

Tanım 1.1.13. [49] X 6= ∅ bir küme ve λ, X in kuvvet kümesi üzerinde bir ikili

bağıntı olmak üzere aşağıdaki aksiyomlar verilsin.

GP0. {x} λ {y} =⇒ x = y

GP1. A λ B ⇐⇒ B λ A

GP2. A λ (B ∪ C) ⇐⇒ A λ B veya A λ C

(A ∪B) λ C ⇐⇒ A λ C veya B λ C

GP3. A λ B =⇒ A 6= ∅ ve B 6= ∅

GP4. A ∩B 6= ∅ =⇒ A λ B

GP5. A λ B =⇒ A λ E ve (X\E) λ B olacak şekilde bir E ⊆ X vardır

GP6. {a} λ B =⇒ {a} λ E ve (X\E) λ B olacak şekilde bir E ⊆ X vardır

GP7. A λ B ve ∀ b ∈ B için {b} λ C =⇒ A λ C

GP8. {a} λ B ve ∀ b ∈ B için {b} λ C =⇒ {a} λ C

Burada A λ B ifadesi, A λ B ifadesinin olumsuzudur.

Buna göre eğer λ bağıntısı;
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• i = 1, 2, 3, 4, 5 için (GPi) aksiyomlarını sağlarsa EF-proximity adını alır.

• i = 2, 3, 4, 5 için (GPi) aksiyomlarını sağlarsa Quasi-proximity veya

P-proximity adını alır.

• i = 1, 2, 3, 4, 7 için (GPi) aksiyomlarını sağlarsa LO-proximity adını alır.

• i = 2, 3, 4, 7 için (GPi) aksiyomlarını sağlarsa LE-proximity adını alır.

• i = 1, 2, 3, 4, 6 için (GPi) aksiyomlarını sağlarsa R-proximity adını alır.

• i = 0, 1, 2, 3, 4, 8 için (GPi) aksiyomlarını sağlarsa S-proximity adını alır.

Ayrıca S-proximity bağıntısı hariç diğer genelleştirilmiş proximity bağıntıları ek

olarak (GP0) aksiyomunu da sağlıyorsa bunlara ayrılmış proximity denir.

Genelleştirilmiş proximity uzaylar arasındaki bazı ilişkiler aşağıda verilmiştir:

Not 1.1.3. X 6= ∅ bir küme ve λ, P (X) üzerinde bir ikili bağıntı olsun. Buna göre;

i. (X,λ) uzayı ayrılmış LO-proximity uzay ise S-proximity uzaydır.

ii. (X,λ) uzayı EF-proximity uzay ise R-proximity uzaydır.

iii. (X,λ) uzayı P-proximity uzay ise LE-proximity uzaydır.

iv. (X,λ) uzayı EF-proximity uzay ise LO-proximity uzaydır.

v. (X,λ) uzayı ayrılmış EF-proximity uzay ise S-proximity uzaydır.

1.1.5. Betimsel (Descriptive) Proximity Uzaylar

Proximity bağıntılarının iki formu mevcuttur. Bunlardan biri klasik anlamda

ele aldığımız uzaysal (spatial) EF-proximity bağıntısı, diğeri ise son yıllarda çok

fazla uygulaması olan ve farklı alanlara uygulanabilirliği yüksek olan betimsel

(descriptive) EF-proximity bağıntısıdır. Bu bölümde betimsel EF-proximity

bağıntısından kısaca bahsedilmiştir.
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X boştan farklı bir küme, δΦ P (X) üzerinde bir bağıntı (betimsel proximity

bağıntısı) ve x ∈ X olsun. Φ = {φ1, φ2, ..., φi, ..., φn} her bir x in özelliklerini

temsil eden φi : X → R, (1 ≤ i ≤ n) inceleme (probe) fonksiyonlarının bir kümesi

olmak üzere Φ(x), x objesi için bir özellik vektörünü göstersin. Yani Φ(x), x

elemanını tasvir eden özellik değeri vektörüdür. Özellik vektörü bir elemanın

betimlemesidir. Burada Φ(x) = {φ1(x), φ2(x), ..., φi(x), ..., φn(x)} dir ve 1 ≤ i ≤ n

için φi(x), x elemanının özellik değerini göstermektedir.

A,B ∈ P (X) olsun. Q(A) ve Q(B) sırasıyla A ve B nin elemanlarının

betimlemelerinin kümesini göstersin. Yani, Q(A) = {Φ(a) | a ∈ A} ve Q(B) =

{Φ(b) | b ∈ B} dir.

A δΦ B ifadesi “A betimsel olarak B ye yakındır” şeklinde okunur. A ve B nin

betimsel proximity bağıntısı A δΦ B ⇐⇒ Q(A) ∩Q(B) 6= ∅ şeklinde tanımlanır.

A δΦ B ifadesinin olumsuzu A ve B nin betimsel uzak olmasıdır ve A δΦ B ile

gösterilir, A δΦ B ⇐⇒ Q(A) ∩Q(B) = ∅ şeklinde tanımlanır.

A veB nin betimsel kesişimiA ∩Φ B ile gösterilir veA ∩Φ B = {x ∈ A∪B |Φ(x) ∈

Q(A) ve Φ(x) ∈ Q(B)} şeklinde tanımlanır.

Bazı a ∈ A ve b ∈ B elemanları için Φ(x) = Φ(a) = Φ(b) olması koşuluyla x ∈

A ∪ B elemanı A ∩Φ B kesişimindedir. A ∩Φ B betimsel kesişimi boştan farklı

olduğunda A ve B nin ayrık olabileceğini gözlemleyebiliriz.

A,B ∈ P (X) kümelerinin betimsel yakınlığını incelemek için A nın ve B nin

kapanışlarının (cl) betimsel kesişimlerine bakılmalıdır. cl(A) ∩Φ cl(B) 6= ∅ ise

A δΦ B dir. Buna göre betimsel proximity bağıntısı aşağıdaki şekilde tanımlanır:

δΦ = {(A,B) ∈ P (X)× P (X) | cl(A) ∩Φ cl(B) 6= ∅}

Örnek 1.1.9. [50] S sarı, Y yeşil veK kırmızı rengi göstermek üzere Şekil 1.2 deki

renkli ve beyaz kareler bir örgünün hücrelerini temsil etmektedir. Kumaştaki

bir hücre, bir örgü ipliğinin bir başka örgü ipliğiyle örtüşen kısmıdır. Bir

dokumadaki her katmanın paralel iplikleri, diğer katmandaki ipliklerle dikeydir

ve hücreleri kare yapmaktadır.
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Şekil 1.2. Betimsel proximity bağıntısı örneği

Φ örgüdeki hücre renklerini temsil eden inceleme fonksiyonlarının bir kümesi

olmak üzere δΦ betimsel proximity bağıntısı verilsin. Buna göre A,B ∈ P (X)

kümeleri ayrıktır, fakat betimsel kesişimleri boştan farklıdır. Yani cl(A) ∩Φ

cl(B) = {a2, b4} tür. Dolayısıyla A δΦ B (betimsel yakın) dir. Benzer şekilde

B,C ∈ P (X) kümeleri için cl(B) ∩Φ cl(C) = {b1, b2, b3, c1, c2} olduğundan B δΦ C

dir, yani B ve C kümeleri betimsel yakındır.

Şekil 1.2 deki A,C ∈ P (X) kümeleri ayrıktır. Ayrıca A ve C kümelerinde aynı

renkli hücre bulunmadığından betimsel kesişimleri de boştur. cl(A) ∩Φ cl(C) =

∅ olduğundan A δΦ C dir, yani A ve C kümeleri betimsel yakın değildir veya

betimsel uzaktır.

Tanım 1.1.14. [51] X boştan farklı bir küme ve A,B,C ⊆ X olsun. X in kuvvet

kümesi üzerindeki bir δΦ ikili bağıntısına, eğer aşağıdaki aksiyomları sağlarsa X

üzerinde bir betimsel (descriptive) Efremovič proximity (betimsel EF-proximity)

denir. (X, δΦ) çiftine de betimsel EF-proximity uzay adı verilir.

BP1) A δΦ B ⇐⇒ B δΦ A

BP2) A δΦ (B ∪ C) ⇐⇒ A δΦ B veya A δΦ C

BP3) A δΦ B =⇒ A 6= ∅ ve B 6= ∅

BP4) A ∩Φ B 6= ∅ =⇒ A δΦ B

BP5) A δΦ B =⇒ A δΦ E ve (X\E) δΦ B olacak şekilde bir E ⊆ X vardır

Örnek 1.1.10. A,B,C,D,E ⊂ X alt kümeleri Şekil 1.3 de gri tonlamalı bölgeler

ile gösterilsin. Φ sınıfı da resim elemanlarının gri tonlamalarını temsil eden

inceleme fonksiyonlarının kümesi olsun. Burada resim elemanı dediğimiz resmin

görülebilir en küçük parçasıdır (pixel) ve her bir resim elemanı beyaz, gri, siyah
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gibi ayırt edici özelliklere sahiptir. Bu tanımlamalara göre (X, δΦ) bir betimsel

EF-proximity uzaydır.

X D

A
B

C
E

C

Şekil 1.3. Betimsel EF-proximity uzay örneği

Burada A ile D ve B ile C kümelerinin klasik anlamda (uzaysal) yakın olmadığı

halde aynı özelliklere (gri, siyah) sahip olduğundan betimsel olarak yakın

olduklarına dikkat edelim. Şekil 1.3 e göre aşağıdaki sonuçlar verilebilir:

A δ B (uzaysal yakın değildir) ve A δΦ B (betimsel yakın değildir)

A δ E (uzaysal yakındır) ve A δΦ E (betimsel yakındır)

B δ C (uzaysal yakın değildir) fakat B δΦ C (betimsel yakındır)

C δ D (uzaysal yakındır) fakat C δΦ D (betimsel yakın değildir)

Betimsel EF-proximity belirli özelliklere göre sınıflandırdığımız nesnelerin

betimsel olarak yakınlığını inceler. Betimsel EF-proximity, tek bir dijital

görüntünün içindeki parçaların veya ayrık dijital görüntülerdeki yakın ya da

uzak kümelerin parçalarının tanımlanması, betimlenmesi, analiz edilmesi ve

sınıflandırılması konusunda oldukça yararlı ve kullanışlıdır. Ayrıca son yıllarda

betimsel EF-proximity uzayların çok sayıda uygulaması yayınlanmıştır [26, 27].

1.2. Kategori

Tanım 1.2.1. [52] Objelerin bir sınıfı Ob(E) ve her bir A,B ∈ Ob(E) obje çifti için

A dan B ye tüm morfizmlerin sınıfı E(A,B) olmak üzere
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Mor(E) =
⋃

A,B∈Ob(E)

E(A,B)

olsun. Mor(E) üzerinde her A,B,C ∈ Ob(E) için

E(B,C)× E(A,B) −→ E(A,C)

(g, f) 7−→ g ◦ f

kısmi işlemi tanımlansın. Bu şekilde tanımlı kısmi işlem aşağıdaki özellikleri

sağlasın:

(1) Eğer f ∈ E(A,B), g ∈ E(B,C) ve h ∈ E(C,D) ise (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)

dir.

(2) Her bir A ∈ Ob(E) için f ∈ E(A,−) ve g ∈ E(−, A) iken f ◦ 1A = f ve

1A ◦ g = g olacak şekilde bir 1A ∈ E(A,A) birim morfizmi mevcuttur.

Bu şekildeki yapıya bir kategori denir ve E ile gösterilir.

Örnek 1.2.1. Tüm kümelerin sınıfı bir kategori oluşturur. Bu kategorinin objeleri

A,B,C, ... gibi kümeler, morfizmleri kümeler arasındaki fonksiyonlar ve kısmi

işlem de fonksiyonların bileşkesidir. Buna göre;

(1) f : A → B, g : B → C ve h : C → D olmak üzere fonksiyonlarda (h ◦ g) ◦

f = h ◦ (g ◦ f) birleşme özelliği sağlanır.

(2) Her bir A kümesi için birim morfizm 1A : A → A birim fonksiyonudur.

Ayrıca her f : A → B fonksiyonu için f ◦ 1A = f ve her g : B → A

fonksiyonu için 1A ◦ g = g dir.

Bu kategoriye kümelerin kategorisi denir ve E = SET ile gösterilir.

Örnek 1.2.2. Tüm topolojik uzayların sınıfı bir kategori oluşturur. Bu kategorinin

objeleri (X, τ), (Y, σ), (Z, δ), ... gibi topolojik uzaylar, morfizmleri topolojik

uzaylar arasındaki sürekli fonksiyonlar ve kısmi işlem de fonksiyonların

bileşkesidir. Buna göre;



29

(1) f : (X, τ) → (Y, σ), g : (Y, σ) → (Z, δ) ve h : (Z, δ) → (T, µ) olmak

üzere f, g ve h fonksiyonları sürekli olduklarından bunların bileşkeleri

süreklidir ve (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f) birleşme özelliği sağlanır.

(2) (X, τ) → (X, τ) olacak şekilde 1X : X → X birim fonksiyonu vardır ve

süreklidir. Ayrıca her f : (X, τ) → (Y, σ) fonksiyonu için f ◦ 1X = f ve

her g : (Y, σ)→ (X, τ) fonksiyonu için 1X ◦ g = g dir.

Bu kategoriye topolojik uzayların kategorisi denir ve E = TOP ile gösterilir.

Örnek 1.2.3. Tüm grupların sınıfı bir kategori oluşturur. Bu kategorinin objeleri

(G, ◦), (H,M), ... gibi gruplar, morfizmleri grup homomorfizmleri ve kısmi işlem

de grup homomorfizmlerinin bileşkesidir. Bu kategoriye grupların kategorisi

denir ve E = GRP ile gösterilir.

Kategori Objeler Morfizmler

AB Değişmeli Gruplar Grup Homomorfizmleri

GRP Gruplar Grup Homomorfizmleri

MET Metrik Uzaylar Sürekli Dönüşümler

PROX Proximity Uzaylar p-Dönüşümler

RNG Halkalar Halka Homomorfizmleri

SET Kümeler Fonksiyonlar

TOP Topolojik Uzaylar Sürekli Dönüşümler

UNIF Düzgün Uzaylar Düzgün Sürekli Dönüşümler

TOPGRP Topolojik Gruplar Sürekli Grup Homomorfizmleri

VEC Vektör Uzayları Lineer Dönüşümler

Tablo 1.1. Bazı Kategori Örnekleri

Örnek 1.2.4. [52] Birimli bir yarı gruba monoid denir. Bir M monoidi tek objeli

bir E kategorisi olarak düşünülebilir. Burada Ob(E) = {∗} ve Mor(E) = E(∗, ∗) =

M dir. Yani, her bir m ∈ M elemanı E nin bir m : ∗ → ∗ morfizmi olarak alınır.

E nin 1∗ birim morfizmi e ∈ M birim elemanı ve E kategorisinin kısmi işlemi ise

monoidin işlemidir. Buradan kategori kavramının monoidin bir genelleştirmesi

olduğu söylenebilir.
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Tanım 1.2.2. E ve D iki kategori olsun. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyor ise D

kategorisine E nin bir alt kategorisi denir.

(1) Ob(D) ⊆ Ob(E) dir.

(2) Her bir A,B ∈ Ob(D) için D(A,B) ⊆ E(A,B) dir.

(3) D kategorisindeki morfizmlerin kısmi bileşke işlemi, E kategorisindeki

morfizmlerin kısmi bileşke işlemi ile aynıdır.

(4) Her bir A ∈ Ob(D) için D deki 1A birim morfizmi, E deki birim morfizm

ile aynıdır.

D kategorisi E nin bir alt kategorisi olmak üzere; eğer her A,B ∈ Ob(D) obje çifti

için D(A,B) = E(A,B) ise D alt kategorisine dolu alt kategori, eğer Ob(D) =

Ob(E) ise D ye geniş alt kategori denir [52].

Örnek 1.2.5. TOP ve GRP kategorileri SET kategorisinin alt kategorileridir.

Ayrıca Abel grupların kategorisi AB, GRP kategorisinin dolu bir alt kategorisidir.

Çünkü sadece objelerde bir kısıtlama mevcuttur.

Tanım 1.2.3. [53] E bir kategori ve A,B ∈ Ob(E) olsun.

(1) f : A→ B monomorfizmdir ancak ve ancak verilen herhangi bir C objesi

ve g, h : C → Amorfizmleri için f ◦g = f ◦h ise g = h dır, yani f morfizmi

soldan sadeleşme özelliğine sahiptir.

(2) f : A→ B epimorfizmdir ancak ve ancak verilen herhangi bir C objesi ve

g, h : B → C morfizmleri için g ◦ f = h ◦ f ise g = h dır, yani f morfizmi

sağdan sadeleşme özelliğine sahiptir.

(3) f : A → B bimorfizmdir ancak ve ancak f monomorfizm ve

epimorfizmdir, yani f morfizmi soldan ve sağdan sadeleşme özelliğine

sahiptir.

(4) f : A→ B izomorfizmdir ancak ve ancak g ◦ f = 1A ve f ◦ g = 1B olacak

şekilde bir g : B → A morfizmi vardır.
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Kategori SET TOP

Monomorfizm Birebir Birebir ve Sürekli

Epimorfizm Örten Örten ve Sürekli

Bimorfizm Bijektif Bijektif ve Sürekli

İzomorfizm Bijektif Homeomorfizm

Tablo 1.2. Bazı Özel Morfizmlerin SET ve TOP Kategorilerindeki Karşılıkları

Tanım 1.2.4. [52] Bir E kategorisinde morfizmlerin bir

X
f //

k
��

Y

g
��

Z
h
// T

diyagramı verilsin. Eğer başlangıç ve bitişleri aynı olan bileşke morfizmleri eşit

ise, yani g ◦ f = h ◦ k oluyorsa bu diyagrama değişmeli diyagram denir.

Tanım 1.2.5. [52] E bir kategori ve f : A → B, g : A → C bu kategoride iki

morfizm olsun. Bir Q ∈ Ob(E) ve q1 : B → Q, q2 : C → Q morfizmleri için

A
f //

g

��

B

q1
��

C q2
// Q

değişmeli (q1 ◦ f = q2 ◦ g) diyagramı verilsin. Eğer herhangi bir

A
f //

g
��

B

p1
��

C p2
// X

değişmeli (p1 ◦ f = p2 ◦ g) diyagramı verildiğinde

A

g

��

f // B

q1
�� p1

��

C
q2 //

p2 ++

Q

θ
��
X
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diyagramı değişmeli oluyorsa, yani θ ◦ q1 = p1 ve θ ◦ q2 = p2 olacak şekilde bir tek

θ : Q→ X morfizmi varsa

A
f //

g

��

B

q1
��

C q2
// Q

diyagramına f ve g nin pushout (ileri itme) diyagramı denir.

Örnek 1.2.6. Şekil 1.4 de SET kategorisinde bir pushout diyagramı örneği

verilmiştir. Burada Q kümesi, B ve C kümelerindeki görüntüleri aynı olan

A kümesindeki elemanların görüntülerinden ve B, C kümelerinde kalan diğer

bütün elemanlardan oluşmaktadır.

Q

A

C

Ba

b

x

y

z

x y

t u

,B Cx x

,B Cy y

z

t

u

f

g
1i

2i

Şekil 1.4. SET kategorisinde bir pushout diyagramı

Örnek 1.2.7. SET kategorisinde f : A → B ve g : A → C fonksiyon çifti verilsin.

i1 ve i2 içine fonksiyonlar olmak üzere f ve g nin pushout diyagramı

A
f //

g

��

B

i1
��

C
i2
// Q

değişmeli (i1 ◦ f = i2 ◦ g) diyagramıdır.

1.3. Fanktor

Herhangi bir kategoride objeler arasında morfizm denilen dönüşümler olduğu

gibi kategoriler arasında da fanktor adı verilen dönüşümler mevcuttur. Şimdi

fanktor kavramının tanımını verelim.
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Tanım 1.3.1. [52] E ve D iki kategori olsun. E nin her bir A objesini D nin bir

F (A) objesine, E nin her bir f : A → B morfizmini D nin bir F (f) : F (A) →

F (B) morfizmine dönüştüren ve aşağıdaki şartları sağlayan bir F : E → D

dönüşümüne fanktor denir.

(1) Her A ∈ Ob(E) için F (1A) = 1F (A) dır.

(2) E kategorisinde g ◦ f bileşkesi tanımlı olmak üzere F (g ◦ f) = F (g)◦F (f)

dir.

Örnek 1.3.1. [52] E bir kategori olmak üzere her birA ∈ Ob(E) objesiniA objesine

ve her bir f : A → B morfizmini kendisine dönüştüren F : E → E fanktoruna

birim fanktor denir ve I = 1E : E → E şeklinde gösterilir.

Örnek 1.3.2. TOP kategorisinin objesi olan her bir (X, τ) topolojik uzayını,

üzerindeki topoloji yapısını atarak sadece X kümesine ve TOP kategorisinin

morfizmi olan her bir f : (X, τ) → (Y, σ) sürekli fonksiyonunu kümeler

arasındaki f : X → Y fonksiyonuna dönüştüren bir U : TOP → SET fanktoruna

unutkan fanktor denir. Burada;

(1) Her (X, τ) ∈ Ob(TOP) için U(1(X,τ)) = 1U(X,τ) = 1X dir.

(2) U(g) = g ve U(f) = f olduğundan U(g) ◦ U(f) = g ◦ f ve U(g ◦ f) = g ◦ f

dir. U(g ◦ f) = U(g) ◦ U(f) olur.

U1 : GRP −→ SET

U2 : TOPGRP −→ GRP

U3 : PROX −→ SET

şeklinde unutkan fanktorlar tanımlanabilir.

Örnek 1.3.3. SET kategorisinin objesi olan her bir X kümesini, üzerine

diskre topoloji yapısını ekleyerek (X,P (X)) diskre topolojik uzayına ve SET

kategorisinin morfizmi olan her bir f : X → Y fonksiyonunu topolojik uzaylar

arasındaki D(f) = f : (X,P (X)) → (Y, P (Y )) sürekli fonksiyonuna dönüştüren

D : SET → TOP dönüşümü bir fanktordur. Bu fanktora diskre fanktor denir.
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Örnek 1.3.4. SET kategorisinin objesi olan her bir X kümesini, üzerine

indiskre topoloji yapısını ekleyerek (X, {∅, X}) indiskre topolojik uzayına ve

SET kategorisinin morfizmi olan her bir f : X → Y fonksiyonunu topolojik

uzaylar arasındaki D∗(f) = f : (X, {∅, X}) → (Y, {∅, Y }) sürekli fonksiyonuna

dönüştüren D∗ : SET → TOP dönüşümü bir fanktordur. Bu fanktora indiskre

fanktor denir.

Tanım 1.3.2. [53] E ve D iki kategori olmak üzere F : E → D fanktoru verilsin.

(1) Her A,B ∈ Ob(E) ve her f : F (A)→ F (B) morfizmi için F (g) = f olacak

şekilde en az bir g : A → B morfizmi varsa F ye dolgun (full) fanktor

denir.

(2) Her A,B ∈ Ob(E) ve her f, g : A → B morfizmleri için F (f) = F (g) iken

f = g oluyorsa F ye düzenli (faithful) fanktor denir.

(3) f : A → A morfizmi için F (f) = 1F (A) ve f izomorfizm iken f = 1A

oluyorsa F ye amnestik fanktor denir.

(4) F fanktoru hem düzenli hem de amnestik ise F ye belirli (concrete)

fanktor denir.

(5) Her B ∈ Ob(D) objesi için F−1(B) = {A ∈ Ob(E) | F (A) = B} bir küme

ise F ye küçük demetlere sahip fanktor denir.

Kategoriler arasında fanktor adı verilen dönüşümler olduğu gibi fanktorlar

arasında da doğal döüşüm adı verilen dönüşümler mevcuttur. Şimdi doğal

dönüşüm kavramının tanımını verelim.

Tanım 1.3.3. [52] E ve D birer kategori olmak üzere F,G : E → D iki fanktor

olsun. Her A ∈ Ob(E) objesini D nin bir αA : F (A) → G(A) morfizmine

dönüştüren bir α : Ob(E) → Mor(D) dönüşümü verilsin. E kategorisindeki her

bir f : A→ B morfizmi için

F (A)
αA //

F (f)

��

G(A)

G(f)

��
F (B) αB

// G(B)
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diyagramı değişmeli ise α ya F den G ye bir doğal dönüşüm denir ve α : F → G

şeklinde gösterilir.

Örnek 1.3.5. F : E → D fanktoru verilsin. Her bir A ∈ Ob(E) objesini

1F (A) : F (A) → F (A) birim morfizmine dönüştüren 1F : F → F doğal

dönüşümüne birim doğal dönüşüm denir.

Örnek 1.3.6. U : TOP → SET unutkan, D : SET → TOP diskre ve D∗ : SET → TOP

indiskre fanktorları verilsin.

(1) α : I → U ◦ D (SET → SET)

(2) β : D ◦ U → I (TOP → TOP)

(3) γ : I → D∗ ◦ U (TOP → TOP)

(4) µ : U ◦ D∗ → I (SET → SET)

dönüşümleri birer doğal dönüşümdür.

Tanım 1.3.4. [53] E ve D birer kategori olmak üzere R : E → D ve L : D → E

fanktorları verilsin. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyor ise L ye R nin sol adjointi

veya R ye L nin sağ adjointi denir.

(1) α : I → R ◦ L ve β : L ◦R→ I doğal dönüşümler olmalıdır.

(2) Lα : L→ LRL, βL : LRL→ L olmak üzere (βL) ◦ (Lα) = I ve

αR : R→ RLR, Rβ : RLR→ R olmak üzere (Rβ) ◦ (αR) = I

eşitlikleri sağlanmalıdır.

Örnek 1.3.7. TOP ve SET kategorileri verilsin. U : TOP → SET unutkan fanktor

ve D : SET → TOP diskre fanktor olmak üzere D, U nun sol adjointi, U da D nin

sağ adjointidir.

E ve D birer kategori, F,G : E → D iki fanktor ve α : Ob(E) → Mor(D) bir

doğal dönüşüm olmak üzere; kategori, fanktor ve doğal dönüşüm kavramları

arasındaki ilişki Şekil 1.5 de gösterilmiştir.
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F( A )

G( A )

F( B )

G( B )

A

B

A

B

f F( f )

G( f )

F

F

G

G

 D

Şekil 1.5. Kategori - Fanktor - Doğal Dönüşüm

1.4. Topolojik Kategori

Tanım 1.4.1. [53] E bir kategori ve I bir indis kümesi olsun. i ∈ I için A ve

Ai ∈ Ob(E) olmak üzere fi : A → Ai morfizmleri verilsin. (A, (fi)i∈I) ikilisine bir

kaynak denir.

Tanım 1.4.2. [53] E bir kategori ve I bir indis kümesi olsun. i ∈ I için A ve

Ai ∈ Ob(E) olmak üzere fi : Ai → A morfizmleri verilsin. ((fi)i∈I , A) ikilisine bir

kavşak denir. Kavşak kavramı kaynak kavramının dualidir.

Tanım 1.4.3. E ve D kategoriler olmak üzere U : E → D bir fanktoru verilsin.

(1) i ∈ I için Ai ∈ Ob(E) ve fi : B → Bi = U(Ai) morfizmleri D kategorisinde

bir U−kaynağı olsun. {fi}i∈I ailesinin bir başlangıç kaldırmasının

(initial lift) A ∈ Ob(E), U(A) = B ve U(fi) = fi olacak şekildeki

fi : A→ Ai morfizmler ailesi olması için aşağıdaki şart sağlanmalıdır:

gi : X → Ai, E kategorisinde morfizmlerin bir ailesi ve U(gi) = gi olmak

üzere her i ∈ I için fi ◦ h = gi olacak şekilde bir h : U(X) → B morfizmi

varsa her i ∈ I için fi ◦h = gi olacak şekilde en az bir h : X → A morfizmi

vardır.

Eğer fi : A → Ai bir başlangıç kaldırma ise A üzerindeki yapıya fi

morfizmleri tarafından Ai objelerinden elde edilen yapı denir.
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A iA

X

B i iB U( A )

U( X )

 D
U

if

h ig

if

h i ig U( g )

Şekil 1.6. Başlangıç Kaldırma

(2) i ∈ I için Ai ∈ Ob(E) ve fi : U(Ai) = Bi → B morfizmleri D kategorisinde

bir U−kavşağı olsun. {fi}i∈I ailesinin bir bitiş kaldırmasının (final lift)

A ∈ Ob(E), U(A) = B ve U(fi) = fi olacak şekildeki fi : Ai → A

morfizmler ailesi olması için aşağıdaki şart sağlanmalıdır:

gi : Ai → X , E kategorisinde morfizmlerin bir ailesi ve U(gi) = gi olmak

üzere her i ∈ I için h ◦ fi = gi olacak şekilde bir h : B → U(X) morfizmi

varsa her i ∈ I için h◦fi = gi olacak şekilde en az bir h : A→ X morfizmi

vardır.

iA A

X

i iU( A ) B B

U( X )

 D
U

if

hig

if

hi iU( g ) g

Şekil 1.7. Bitiş Kaldırma

Eğer fi : Ai → A bir bitiş kaldırma ise A üzerindeki yapıya fi morfizmleri

tarafından Ai objelerinden elde edilen yapı denir.

Not 1.4.1. Topolojik kategorilerde keyfi bir U−kaynağının başlangıç

kaldırmasının varlığı, keyfi U−kavşağının bitiş kaldırmasının varlığına denktir.
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Yani bitiş kaldırma kavramı başlangıç kaldırmanın dualidir.

Tanım 1.4.4. [53] E ve D kategoriler olmak üzere U : E → D fanktoru

verilsin. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyor ise U ya bir topolojik fanktor veya

E kategorisine D üzerinde bir topolojik kategori denir.

(1) U fanktoru belirli (düzenli ve amnestik) olmalıdır.

(2) U fanktoru küçük demetlere sahip olmalıdır.

(3) Her U−kaynağı bir başlangıç kaldırmaya (initial lift) sahip olmalıdır.

Örnek 1.4.1. TOP ve SET kategorileri verilsin. U(X, τ) = X şeklinde tanımlı

U : TOP → SET unutkan fanktoru bir topolojik fanktordur.

Tanım 1.4.5. [54] E bir kategori olmak üzere U : E → SET topolojik fanktoru bir

D : SET → E sol adjointine sahip olup, bu sol adjointe diskre fanktor ve A =

D(U(A)) objesine de E kategorisinde diskre obje denir.

Tanım 1.4.6. [54] E bir kategori olmak üzere U : E → SET topolojik fanktoru

bir D∗ : SET → E sağ adjointine sahip olup, bu sağ adjointe indiskre fanktor ve

B = D∗(U(B)) objesine de E kategorisinde indiskre obje denir.

Örnek 1.4.2. Tanım kümesi diskre topolojik uzay veya değer kümesi indiskre

topolojik uzay olan her fonksiyon sürekli olduğundan E = TOP için diskre obje

diskre topolojik uzay, indiskre obje de indiskre topolojik uzay olur.

1.5. PROX Kategorisi

Tanım 1.5.1. Tüm proximity uzayların sınıfı bir kategori oluşturur. Bu

kategorinin objeleri (X, δ), (Y, δ′), (Z, δ′′), ... gibi proximity uzaylar, morfizmleri

p−dönüşümler ve kısmi işlem de

◦ : Mor((X, δ), (Y, δ′))×Mor((Y, δ′), (Z, δ′′)) −→ Mor((X, δ), (Z, δ′′))

(f, g) 7−→ g ◦ f

şeklinde tanımlı bileşke işlemidir ve f, g morfizmleri p−dönüşüm olduklarından

bunların bileşkesi g ◦ f de p−dönüşümdür. Buna göre;
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(1) f : (X, δ) → (Y, δ′), g : (Y, δ′) → (Z, δ′′) ve h : (Z, δ′′) → (T, δ′′′) olmak

üzere f, g ve h morfizmleri birer p−dönüşüm olduklarından bunların

bileşkeleri de p−dönüşümdür ve (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f) birleşme özelliği

sağlanır.

(2) Her (X, δ) objesi için 1(X,δ) : (X, δ) → (X, δ) birim morfizmi vardır ve her

f : (X, δ) → (Y, δ′) morfizmi için f ◦ 1(X,δ) = f ve her g : (Y, δ′) → (X, δ)

morfizmi için 1(X,δ) ◦ g = g dir.

Bu kategoriye proximity uzayların kategorisi denir ve E = PROX ile gösterilir.

Not 1.5.1. PROX kategorisinin objesi olan her bir (X, δ) proximity uzayını,

üzerindeki proximity bağıntısını atarak sadece X kümesine ve PROX

kategorisinin morfizmi olan her bir f : (X, δ) → (Y, δ′) p−dönüşümünü kümeler

arasındaki f : X → Y fonksiyonuna dönüştüren U : PROX → SET dönüşümü bir

unutkan fanktordur. Burada;

(1) Her (X, δ) ∈ Ob(PROX) için U(1(X,δ)) = 1U(X,δ) = 1X dir.

(2) U(g) = g ve U(f) = f olduğundan U(g) ◦ U(f) = g ◦ f ve U(g ◦ f) = g ◦ f

dir. U(g ◦ f) = U(g) ◦ U(f) olur.

Tanım 1.5.2. X 6= ∅ bir küme, her bir i ∈ I için (Xi, δi) bir proximity uzay ve

fi : X → (Xi, δi) PROX kategorisinde bir kaynak olsun. X in kuvvet kümesi

üzerinde bir B bağıntısı aşağıdaki şekilde tanımlansın:

A,B ∈ P (X) için AB B dir ancak ve ancak her i ∈ I için fi(A) δi fi(B) dir.

Bu durumda B bağıntısı X kümesi üzerinde bir proximity bazdır ( [45], Teorem

3.8). Buna göre X kümesi üzerindeki δ∗ başlangıç proximity yapısı yukarıda

verilen B proximity bazından aşağıdaki şekilde üretilir:

A,B ∈ P (X) için A δ∗ B dir ancak ve ancak A ve B nin sırasıyla {Ai | 1 ≤ i ≤ n}

ve {Bj | 1 ≤ j ≤ m} sonlu örtüleri için (Ai, Bj) ∈ B olacak şekilde bir (i, j) çifti

vardır.
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Not 1.5.2. U(X, δ) = X şeklinde tanımlı U : PROX → SET unutkan fanktoru bir

topolojik fanktordur [44]. Gösterelim:

(1) U fanktorunun belirli (düzenli ve amnestik) olduğunu gösterelim.

(X, δ), (Y, δ′) proximity uzaylar ve f, g : (X, δ) → (Y, δ′) iki p−dönüşüm

olmak üzere U(f) = U(g) olsun. U fanktorunun tanımından U(f) = f ve

U(g) = g dir. Böylece f = g elde edilir. Dolayısıyla U düzenlidir.

f : (X, δ)→ (Y, δ′) bir p−dönüşüm, U(f) = 1X ve f , p−izomorfizm olsun.

U(f) = f = 1X olduğundan X = Y dir. Dolayısıyla f : (X, δ) → (X, δ′)

olur. Bu durumda δ ∼= δ′ olduğunu göstermeliyiz.

Her A,B ⊂ X için A δ B olsun. f , p−dönüşüm olduğundan f(A) δ′ f(B)

dir. U(f) = f = 1X olduğundan 1X(A) δ′ 1X(B) dir ve A δ′ B bulunur.

Dolayısıyla δ′ < δ elde edilir.

Tersine f , p−izomorfizm olduğundan f−1 : (X, δ′) → (X, δ) dir. Her

A,B ⊂ X için A δ′ B olsun. f−1, p−dönüşüm olduğundan

f−1(A) δ f−1(B) dir. f−1 = (1X)−1 = 1X olduğundan 1X(A) δ 1X(B)

dir ve A δ B bulunur. Dolayısıyla δ < δ′ elde edilir.

O halde U amnestiktir.

(2) U fanktorunun küçük demetlere sahip olduğunu gösterelim.

U−1(X) = {(X, δ) | U(X, δ) = X ve f : (X, δ) → (X, δ′) p−dönüşümü için

U(f) = 1X : X → X} olmak üzere her X ∈ Ob(SET) için U−1(X) in bir

küme olduğunu göstermeliyiz.

∆ = {δ | δ,X üzerinde bir proximity bağıntısı} olsun. Φ : U−1(X) →

∆, Φ(X, δ) = δ şeklinde tanımlansın. Φ birebir ve örten olduğundan

U−1(X) ∼= Φ ⊂ P 2(X) olur. Dolayısıyla U−1(X) bir kümedir.

(3) Her U−kaynağının bir başlangıç kaldırmaya sahip olduğunu gösterelim.

{fi : X → U(Xi, δi) = Xi | i ∈ I} ailesi SET kategorisinde herhangi bir

U−kaynağı ve δ∗ Tanım 1.5.2 de tanımlanan başlangıç proximity bağıntısı

olsun. Buna göre U−kaynağının başlangıç kaldırması fi : (X, δ∗) →

(Xi, δi) ailesidir.
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*( X , )
i i( X , )

(Y , ) 

X i i iU( X , ) X 

U(Y , ) Y  

U

if

k ih

if

k i ih U( h )

PROX SET

Şekil 1.8. U : PROX → SET fanktoru için başlangıç kaldırma

Her (Xi, δi) ∈ Ob(PROX) ve PROX kategorisinde {hi : (Y, δ′) → (Xi, δi)}

morfizmler ailesi için fi ◦k = hi ve fi ◦k = U(hi) = hi olacak şekilde en az

bir k : (Y, δ′) → (X, δ∗) morfizmi vardır. k nin bir p−dönüşüm olduğunu

gösterelim.

HerG,H ⊂ Y içinG δ′ H ise her bir i ∈ I için hi p−dönüşüm olduğundan

hi(G) δi hi(H) bulunur. fi ◦ k = hi olduğundan (fi ◦ k)(G) δi (fi ◦

k)(H) yazılabilir. Her i ∈ I için fi(k(G)) δi fi(k(H)) olup Tanım 1.5.2

den k(G) B k(H) dir. B, δ∗ bağıntısı için proximity baz olduğundan

k(G) δ∗ k(H) elde edilir. Bu durumda k morfizmi bir p−dönüşümdür.

O halde PROX kategorisi bir topolojik kategoridir.

Tanım 1.5.3. X boştan farklı bir küme ve A,B ⊆ X olsun. PROX kategorisinde X

üzerindeki δ diskre proximity yapısı

A δ B ⇐⇒ A ∩B 6= ∅

şeklinde tanımlıdır.

Tanım 1.5.4. X boştan farklı bir küme ve A,B ⊆ X olsun. PROX kategorisinde X

üzerindeki δ indiskre proximity yapısı

A δ B ⇐⇒ A 6= ∅ ve B 6= ∅

şeklinde tanımlıdır.



2. BÖLÜM

p NOKTASINDA HAUSDORFF VE REGÜLER PROXİMİTY UZAYLAR

Bu bölümde öncelikle bir p noktasındaki wedge çarpım tanımı, bazı dönüşümler

ve herhangi bir topolojik kategori için (kuvvetli) kapalılık kavramının ve p

noktasında ayırma aksiyomlarının tanımları verilmiştir. Ardından bu tanımlar

ile birlikte [55] de karakterize edilen proximity uzayların topolojik kategorisinde

kapalılık, kuvvetli kapalılık kavramları ve p noktasında T 0, T ′0, T1 ayırma

aksiyomları yardımıyla PROX kategorisinde p noktasında PreT 2, PreT ′2, T 2, T ′2,

T 3, T ′3, ST 3 ve ST ′3 ayırma aksiyomları karakterize edilmiştir.

2.1. Topolojik Kategorilerde Lokal Ayırma Aksiyomları ve Kapalılık

B bir küme, p ∈ B ve B
∐
B, B nin iki ayrık kopyası olsun. B nin p noktasındaki

wedge çarpımı B
∐
B nin p de çakışmasıdır ve B ∨p B şeklinde gösterilir.

B ∨p B deki bir x noktası birinci bileşende ise x1, ikinci bileşende ise x2 olarak

gösterilecektir. Ayrıca x = p ise x1 = x2 dir, yani p1 = p2 olur.

B

B

p

2x ( p,x )

1x ( x, p )

Şekil 2.1. p noktasında wedge çarpım



43

Not 2.1.1. B bir küme, p ∈ B ve B ∨p B de B kümesinin p noktasındaki

wedge çarpımı olsun. {∗}, SET kategorisinde bitiş objesi ve i1, i2 : B → B ∨p B

dönüşümleri de sırasıyla birinci ve ikinci içerme dönüşümleri (inclusion maps)

olmak üzere;

{∗} f //

f

��

B

i1
��

B
i2
// B ∨p B

değişmeli diyagramı bir pushout diyagramıdır.

id : B → B birim dönüşüm ve f : B → B de p ye giden sabit dönüşüm olmak

üzere; Api1 = (id, f) : B → B2, Api2 = (f, id) : B → B2, Spi1 = (id, id) : B → B2,

Spi2 = (f, id) : B → B2 ve ∇pi1 = ∇pi2 = id : B → B dönüşümleri yukarıda

verilen pushout diyagramına uygulandığında sadece Tanım 2.1.1 ile verilen Ap,

Sp ve ∇p dönüşümleri elde edilir. Örneğin Ap dönüşümünün elde edilişi aşağıda

verilmiştir:

{∗} f //

f

��

B

i1
��

B
i2
// B ∨p B

ve

{∗} f //

f

��

B

Api1
��

B
Api2

// B2

değişmeli diyagramları için

{∗}
f

��

f // B

i1
�� Api1

��

B
i2 //

Api2 ,,

B ∨p B
Ap

##
B2

diyagramı değişmeli, yani Api1f = Api2f = (f, f) olduğundan bir tek Ap : B ∨p
B → B2 morfizmi vardır.
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Tanım 2.1.1. [40]B bir küme, p ∈ B veB2 = B×B deB nin kendisi ile kartezyen

çarpımı olsun. Buna göre Ap, Sp ve∇p dönüşümleri aşağıdaki şekilde tanımlanır.

(1) p de Temel (Principle) Eksen Dönüşümü:

Ap : B ∨p B → B2, Ap(xi) =

 (x, p) , i = 1

(p, x) , i = 2

B

B

p

2x x

1x x

2B

pA

p

p 2A ( x ) ( p,x )

p 1A ( x ) ( x, p )

Şekil 2.2. p de Temel (Principle) Eksen Dönüşümü

(2) p de Eğik (Skewed) Eksen Dönüşümü:

Sp : B ∨p B → B2, Sp(xi) =

 (x, x) , i = 1

(p, x) , i = 2

B

B

p

2x x

1x x

2B

pS

p

p 2S ( x ) ( p,x )

p 1S ( x ) ( x,x )

Şekil 2.3. p de Eğik (Skewed) Eksen Dönüşümü

(3) p de Katlama (Fold) Dönüşümü:

∇p : B ∨p B → B, ∇p(xi) = x, i = 1, 2
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B

B

p

2x x

1x x

B

p

p

p 1 p 2( x ) x ( x )  

Şekil 2.4. p de Katlama (Fold) Dönüşümü

Örnek 2.1.1. Eğer B = R reel sayılar kümesi ve p = 0 noktası seçilirse p de temel

eksen (Ap) dönüşümünün görüntüsü x ve y eksenlerinin birleşimi, p de eğik

eksen (Sp) dönüşümünün görüntüsü de y = x doğrusu ile y ekseninin birleşimi

olur.

0

2x x

1x x

2

2

pA

pS

0

0

p 1A ( x ) ( x,0 )

p 1S ( x ) ( x,x )
p 2S ( x ) (0,x )

p 2A ( x ) (0,x )

Şekil 2.5. B = R ve p = 0 için Ap ve Sp dönüşümlerinin görüntüsü

Topolojik uzaylarda iyi bilinen bir p noktasında T0 ve T1 ayırma aksiyomları

aşağıda verilmiştir.
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Tanım 2.1.2. (B, τ) bir topolojik uzay ve p ∈ B olsun.

1. (B, τ) uzayı p de T0 dır ancak ve ancak her p 6= q için q /∈ Np olacak şekilde

p nin en az bir Np komşuluğu veya p /∈ Nq olacak şekilde q nun en az bir

Nq komşuluğu vardır.

2. (B, τ) uzayı p de T1 dir ancak ve ancak her p 6= q için q /∈ Np olacak şekilde

p nin en az bir Np komşuluğu ve p /∈ Nq olacak şekilde q nun en az bir Nq

komşuluğu vardır.

Teorem 2.1.1. [56] (B, τ) bir topolojik uzay ve p ∈ B olsun. Aşağıdaki ifadeler

denktir:

1. (B, τ) uzayı p de T0 dır.

2. B2 üzerindeki çarpım topolojisi τ ∗ olmak üzere Ap : B ∨p B → (B2, τ ∗)

ve ∇p : B ∨p B → (B,P (B)) fonksiyonları tarafından üretilen başlangıç

topololojisi diskredir.

3. i1, i2 : B → B ∨p B, x 7→ i1(x) = x1, x 7→ i2(x) = x2 fonksiyonları

tarafından üretilen B ∨p B üzerindeki bitiş topolojisi τ∗ olmak üzere,

id : B ∨p B → (B ∨p B, τ∗) birim fonksiyonu ve ∇p : B ∨p B → (B,P (B))

fonksiyonu tarafından üretilen başlangıç topololojisi diskredir.

Teorem 2.1.2. [56] (B, τ) bir topolojik uzay ve p ∈ B olsun. (B, τ) uzayı p de T1

dir ancak ve ancak B2 üzerindeki çarpım topolojisi τ ∗ olmak üzere Sp : B ∨p B →

(B2, τ ∗) ve ∇p : B ∨p B → (B,P (B)) fonksiyonları tarafından üretilen başlangıç

topololojisi diskredir.

Baran [40] topolojik uzaylardaki p noktasındaki T0 ve T1 ayırma aksiyomlarını

Tanım 2.1.1 deki dönüşümler yardımıyla herhangi bir topolojik kategoriye

aşağıdaki tanımla genelleştirmiştir.

Tanım 2.1.3. [40] U : E −→ SET bir topolojik fanktor, U(X) = B olmak üzere X ,

E nin bir objesi ve p ∈ B olsun.
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1. X objesi p de T 0 dir ancak ve ancak {Ap : B∨pB → U(X2) = B2 ve∇p : B∨p
B → UD(B) = B} U-kaynağının başlangıç kaldırması diskredir. Burada D,

U nun sol adjointi olan diskre fanktordur.

2. X objesi p de T ′0 dür ancak ve ancak {id : B ∨p B → U(X ∨p X) = B ∨p B ve

∇p : B ∨p B → UD(B) = B} U-kaynağının başlangıç kaldırması diskredir.

BuradaX∨pX , E de wedge çarpımdır, yani i1, i2 kanonik dönüşümler olmak

üzere {i1, i2 : U(X) = B → B ∨p B} U-kavşağının bitiş kaldırmasıdır.

3. X objesi p de T1 dir ancak ve ancak {Sp : B ∨p B → U(X2) = B2 ve ∇p :

B ∨p B → UD(B) = B} U-kaynağının başlangıç kaldırması diskredir.

Daha önce [55] de PROX kategorisinde karakterize edilen p noktasında T 0, T ′0 ve

T1 ayırma aksiyomları aşağıda verilmiştir. İspatları [55] de mevcuttur.

Teorem 2.1.3. [55] (X, δ) bir EF-proximity uzay ve p ∈ X olsun. (X, δ) uzayı p de

T 0 dir ancak ve ancak her x 6= p için ({x}, {p}) /∈ δ dır.

Teorem 2.1.4. [55] Tüm EF-proximity uzaylar p de T ′0 dür.

Teorem 2.1.5. [55] (X, δ) bir EF-proximity uzay ve p ∈ X olsun. (X, δ) uzayı p de

T1 dir ancak ve ancak her x 6= p için ({x}, {p}) /∈ δ dır.

Not 2.1.2. (X, δ) bir EF-proximity uzay ve p ∈ X olsun. Teoremler 2.1.3 ve 2.1.5

den (X, δ) uzayı p de T 0 dir ancak ve ancak p de T1 dir.

2.1.1. Kapalılık

Tanım 2.1.4. [40, 57] B bir küme ve p ∈ B olsun. B nin p noktasındaki sonsuz

wedge çarpımı ∨∞p B, B nin sayılabilir adetteki ayrık kopyalarının alınması ve

bunların p noktasında çakıştırılması ile elde edilir. B∞ = B × B × ..., B nin

sayılabilir kartezyen çarpımı olmak üzere A∞p ve ∇∞p dönüşümleri aşağıdaki

sekilde tanımlanır:

A∞p : ∨∞p B → B∞, A∞p (xi) = (p, p, ..., p, x, p, ...)

∇∞p : ∨∞p B → B, ∇∞p (xi) = x
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Burada i ∈ I için xi sonsuz wedge çarpımın i−inci bileşeninde ve x,

(p, p, ..., p, x, p, ...) ifadesinde i−inci yerdedir.

Topolojik uzaylarda iyi bilinen kapalı küme kavramı aşağıda verilmiştir.

Tanım 2.1.5. (B, τ) bir topolojik uzay ve F ⊂ B olsun. Eğer F kümesinin

tümleyeni B\F açıksa, yani B\F ∈ τ ise F ye kapalı küme denir.

Teorem 2.1.6. (B, τ) bir topolojik uzay ve F de B nin boştan farklı bir alt kümesi

olsun. q, B/F üzerinde birim ve F yi ∗ noktasına dönüştüren örten fonksiyon

olmak üzere, q : (B, τ) → B/F = (B\F ) ∪ {∗} fonksiyonunun ürettiği bitiş

topolojisi τ∗ ile gösterilsin. p, B de bir nokta olsun.

1. τ ∗, B∞ üzerindeki çarpım topolojisi olmak üzere, {p} kapalıdır ancak ve

ancak {A∞p : ∨∞p B → (B∞, τ ∗) ve ∇∞p : ∨∞p B → (B,P (B))} fonksiyonları

tarafından üretilen başlangıç topolojisi diskredir.

2. F ⊂ B kapalıdır ancak ve ancak F nin görüntüsü {∗}, (B/F, τ∗) da kapalıdır.

3. F ⊂ B kuvvetli kapalıdır ancak ve ancak (B/F, τ∗), ∗ da T1 dir.

Baran [40, 57], topolojik uzaylardaki kapalılık kavramını Tanım 2.1.4 deki

dönüşümler yardımıyla herhangi bir topolojik kategoriye aşağıdaki tanımla

genelleştirmiştir.

Tanım 2.1.6. [40, 57] U : E −→ SET bir topolojik fanktor, U(X) = B olmak üzere

X , E nin bir objesi ve F , B nin boştan farklı bir alt kümesi olsun. q, B/F üzerinde

birim ve F yi ∗ noktasına dönüştüren örten fonksiyon olmak üzere, q : U(X) =

B → B/F = (B\F ) ∪ {∗} epi U−kavşağının bitiş kaldırması X/F ile gösterilir. p,

B de bir nokta olsun.

1. {p} kapalıdır ancak ve ancak {A∞p : ∨∞p B → U(X∞) = B∞ ve ∇∞p : ∨∞p B →

UD(B) = B} U-kaynağının başlangıç kaldırması diskredir.

2. F ⊂ X kapalıdır ancak ve ancak F nin görüntüsü {∗}, X/F de kapalıdır.
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3. F ⊂ X kuvvetli kapalıdır ancak ve ancak X/F , ∗ da T1 dir.

4. Eğer F = ∅ veya F = X ise F hem kapalı hem de kuvvetli kapalıdır.

Daha önce [55] de PROX kategorisinde karakterize edilen kapalı ve kuvvetli

kapalı küme kavramları aşağıda verilmiştir. İspatları [55] de mevcuttur.

Teorem 2.1.7. [55] (X, δ) bir EF-proximity uzay ve p ∈ X olsun. {p}, X de

kapalıdır ancak ve ancak herhangi bir B ⊂ X için {p} δ B ise p ∈ B dir.

Teorem 2.1.8. [55] (X, δ) bir EF-proximity uzay olsun. ∅ 6= F ⊂ X kapalıdır

ancak ve ancak her x ∈ X için {x} δ F olduğunda x ∈ F dir.

Teorem 2.1.9. [55] (X, δ) bir EF-proximity uzay olsun. ∅ 6= F ⊂ X kuvvetli

kapalıdır ancak ve ancak her x ∈ X için {x} δ F olduğunda x ∈ F dir.

Not 2.1.3. Herhangi bir topolojik kategoride genelde kapalılık ve kuvvetli

kapalılık kavramları birbirinden bağımsızdır. Fakat PROX kategorisinde bu

kavramlar çakışır. (X, δ) bir EF-proximity uzay olmak üzere bir F ⊂ X kümesi

kapalıdır ancak ve ancak kuvvetli kapalıdır.

2.2. p Noktasında Pre-Hausdorff Proximity Uzaylar

Topolojik uzaylarda iyi bilinen bir p noktasında PreT2 ayırma aksiyomu aşağıda

verilmiştir.

Tanım 2.2.1. [58] (B, τ) bir topolojik uzay ve p ∈ B olsun. (B, τ) uzayı p de PreT2

dir ancak ve ancak her p 6= q için {p, q} kümesi indiskre değilse, p ve q nun ayrık

komşulukları vardır.

Örnek 2.2.1. X = {a, b, c, d} kümesi üzerinde τ = {X, ∅, {a, b}, {c}, {c, d},

{a, b, c}} topolojisi verilsin. (X, τ) uzayı a ve b noktalarında PreT2 dir, fakat c

ve d noktalarında PreT2 değildir.

Örnek 2.2.2. X = {a, b, c} kümesi üzerinde τ = {X, ∅, {a}, {b, c}} topolojisi

verilsin. (X, τ) uzayı her noktada PreT2 dir.
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Teorem 2.2.1. [58] (B, τ) bir topolojik uzay ve p ∈ B olsun. Aşağıdaki ifadeler

denktir:

1. (B, τ) uzayı p de PreT2 dir.

2. B2 üzerindeki çarpım topolojisi τ ∗ olmak üzere Sp : B ∨p B → (B2, τ ∗)

fonksiyonu tarafından üretilen başlangıç topolojisi ile Ap : B ∨p B →

(B2, τ ∗) fonksiyonu tarafından üretilen başlangıç topolojisi aynıdır.

3. B2 üzerindeki çarpım topolojisi τ ∗ olmak üzere Sp : B ∨p B → (B2, τ ∗)

fonksiyonu tarafından üretilen başlangıç topolojisi ile i1, i2 : B → B ∨pB,

x 7→ i1(x) = x1, x 7→ i2(x) = x2 fonksiyonları tarafından üretilen bitiş

topolojisi aynıdır.

Baran [40, 59], topolojik uzaylardaki p noktasındaki PreT2 ayırma aksiyomunu

Tanım 2.1.1 deki dönüşümler yardımıyla herhangi bir topolojik kategoriye

aşağıdaki tanımla genelleştirmiştir.

Tanım 2.2.2. [40, 59] U : E −→ SET bir topolojik fanktor, U(X) = B olmak üzere

X , E nin bir objesi ve p ∈ B olsun.

1. X objesi p de PreT 2 dir ancak ve ancak {Sp : B ∨p B → U(X2) = B2}

U-kaynağının başlangıç kaldırması ile {Ap : B ∨p B → U(X2) = B2}

U-kaynağının başlangıç kaldırması çakışır.

2. X objesi p de PreT ′2 dür ancak ve ancak {Sp : B ∨p B → U(X2) = B2}

U-kaynağının başlangıç kaldırması ile {i1, i2 : U(X) = B → B ∨p B}

U-kavşağının bitiş kaldırması çakışır.

Tanım 2.2.3. X bir küme, p ∈ X veX∨pX deX kümesinin p noktasındaki wedge

çarpımı olsun. Eğer aşağıdaki şart sağlanıyorsa i1 ve i2 kanonik dönüşümler

olmak üzere PROX kategorisindeki {i1, i2 : (X, δ) → (X ∨p X, δ′)} epi-kavşağı bir

bitiş kaldırmadır:

X ∨p X nin farklı bileşenlerindeki her A,B çifti için A δ′ B dir ancak ve ancak

k, j = 1, 2 ve k 6= j için i−1
k (A) = C ve i−1

j (B) = D olmak üzere C δ {p} ve {p} δ D
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olacak şekilde C,D ∈ X kümeleri mevcuttur. Eğer A,B çifti X ∨p X nin aynı

bileşeninde ise, o zaman A δ′ B dir ancak ve ancak k = 1, 2 için i−1
k (A) = C ve

i−1
k (B) = D olmak üzereC δ D olacak şekildeC,D ∈ X kümeleri mevcuttur. Özel

olarak, eğer ik(C) = A ve ik(D) = B ise, o zaman (ik(C), ik(D)) = (A,B) ∈ δ′ dür

ancak ve ancak (i−1
k (ik(C)), i−1

k (ik(D))) = (C,D) ∈ δ dır.

Bu tanım, Tanım 1.1.12 ve Not 1.1.2 nin özel bir durumudur.

PROX kategorisinde p noktasında PreT 2 ve PreT ′2 ayırma aksiyomlarının

karakterizasyonları aşağıda verilmiştir.

Teorem 2.2.2. Tüm EF-proximity uzaylar p de PreT 2 dir.

İspat: (X, δ) herhangi bir EF-proximity uzay ve p ∈ X olsun. (X, δ) uzayının

p de PreT 2 olduğunu gösterelim. Yani Tanım 1.5.2 ve Tanım 2.2.2 den wedge

çarpımdaki herhangi bir U ve V çifti için π1Ap(U) δ π1Ap(V ), π2Ap(U) δ π2Ap(V )

dir ancak ve ancak sırasıyla π1Sp(U) δ π1Sp(V ), π2Sp(U) δ π2Sp(V ) dir, gösterelim.

U ve V için çeşitli durumları ele alalım. Bu durumlar {x1} ⊆ U , {x2} ⊆ U veya

{x1, x2} ⊆ U ve {x1} ⊆ V , {x2} ⊆ V veya {x1, x2} ⊆ V dir. Tanım 1.1.1 in

(P2) şartından yukarıda verilen durumlarda “alt küme” yerine “eşittir” almak

yeterlidir.

U = {x1} ve V = {x1} durumunu ele alalım. Eğer π1Ap({x1}) δ π1Ap({x1}) =

{x} δ {x} ve π2Ap({x1}) δ π2Ap({x1}) = {p} δ {p} ise, o zaman

π1Sp({x1}) δ π1Sp({x1}) = {x} δ {x} = π2Sp({x1}) δ π2Sp({x1}) dir. Tersine,

eğer π1Sp({x1}) δ π1Sp({x1}) = {x} δ {x} = π2Sp({x1}) δ π2Sp({x1}) ise, o zaman

π1Ap({x1}) δ π1Ap({x1}) = {x} δ {x} ve π2Ap({x1}) δ π2Ap({x1}) = {p} δ {p} dir

(Tanım 1.1.1 in (P4) şartından).

U = {x1} ve V = {x2} durumunu ele alalım. Eğer π1Ap({x1}) δ π1Ap({x2}) =

{x} δ {p} ve π2Ap({x1}) δ π2Ap({x2}) = {p} δ {x} ise, o zaman

π1Sp({x1}) δ π1Sp({x2}) = {x} δ {p} ve π2Sp({x1}) δ π2Sp({x2}) = {x} δ {x} dir

(Tanım 1.1.1 in (P4) şartından). Tersine, eğer π1Sp({x1}) δ π1Sp({x2}) = {x} δ {p}

ve π2Sp({x1}) δ π2Sp({x2}) = {x} δ {x} ise, o zaman π1Ap({x1}) δ π1Ap({x2}) =
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{x} δ {p} ve π2Ap({x1}) δ π2Ap({x2}) = {p} δ {x} dir (Tanım 1.1.1 in (P1)

şartından).

U = {x1} ve V = {x1, x2} durumunu ele alalım. Eğer

π1Ap({x1}) δ π1Ap({x1, x2}) = {x} δ {x, p} ve π2Ap({x1}) δ π2Ap({x1, x2}) =

{p} δ {p, x} ise, o zaman π1Sp({x1}) δ π1Sp({x1, x2}) = {x} δ {x, p} ve

π2Sp({x1}) δ π2Sp({x1, x2}) = {x} δ {x} dir (Tanım 1.1.1 in (P4) şartından). Tersine,

eğer π1Sp({x1}) δ π1Sp({x1, x2}) = {x} δ {x, p} ve π2Sp({x1}) δ π2Sp({x1, x2}) =

{x} δ {x} ise, o zaman π1Ap({x1}) δ π1Ap({x1, x2}) = {x} δ {x, p} ve

π2Ap({x1}) δ π2Ap({x1, x2}) = {p} δ {p, x} dir (Tanım 1.1.1 in (P4) şartından).

Benzer şekilde eğer U = {x2} veya {x1, x2} ve V = {x1}, {x2} veya {x1, x2} ise,

o zaman da π1Ap(U) δ π1Ap(V ), π2Ap(U) δ π2Ap(V ) dir ancak ve ancak sırasıyla

π1Sp(U) δ π1Sp(V ), π2Sp(U) δ π2Sp(V ) dir sonucu elde edilir.

O halde (X, δ) uzayı p de PreT 2 dir.

Teorem 2.2.3. (X, δ) bir EF-proximity uzay ve p ∈ X olsun. (X, δ) uzayı p de

PreT ′2 dür ancak ve ancak her x 6= p için ({x}, {p}) /∈ δ dır.

İspat: Kabul edelim ki (X, δ) EF-proximity uzayı p de PreT ′2 olsun. Bu durumda

Tanım 1.5.2, Tanım 2.2.2 ve Tanım 2.2.3 den wedge çarpımdaki herhangi U, V

kümeleri için (a) π1Sp(U) δ π1Sp(V ) ve π2Sp(U) δ π2Sp(V ) dir ancak ve ancak (b)

{x} δ {y} ve k = 1 veya 2 için ik{x} = xk ∈ U ve ik{y} = yk ∈ V olacak şekilde bir

x, y ∈ X çifti mevcuttur.

X ∨p X nin farklı bileşenindeki her bir U, V çifti için U δ′ V dir (δ′, X ∨p X

üzerindeki EF-proximity yapıdır) ancak ve ancak k, j = 1, 2 ve k 6= j için

i−1
k (U) = C ve i−1

j (V ) = D olmak üzere C δ {p} ve {p} δ D olacak şekilde

X de C,D kümeleri mevcuttur. Eğer U ve V wedge çarpımın aynı bileşeninde

iseler, o zaman U δ′ V dir ancak ve ancak C δ D ve k = 1, 2 için i−1
k (U) = C

ve i−1
k (V ) = D olacak şekilde X de C,D kümeleri mevcuttur. Özel olarak, eğer

ik(C) = U ve ik(D) = V ise, o zaman (ik(C), ik(D)) ∈ δ′ dür ancak ve ancak

(i−1
k (ik(C)), i−1

k (ik(D))) = (C,D) ∈ δ dır. Bu Tanım 1.1.12 ve Not 1.1.2 nin özel bir

durumudur.
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Şartın sağlandığını göstermeliyiz.

Kabul edelim ki x 6= p olmak üzere bazı x, p ∈ X için ({x}, {p}) ∈ δ

olsun. Bu durumda U ⊇ {x1} ve V ⊇ {x2} olmak üzere (U, V ) ∈ δ′

için (δ′, wedge çarpım üzerindeki EF-proximity yapıdır) π1Sp(U) δ π1Sp(V ) ⊇

π1Sp({x1}) δ π1Sp({x2}) = π1({(x, x)}) δ π1({(p, x)}) = {x} δ {p} dir,

yani ({x}, {p}) ∈ δ dır; π2Sp(U) δ π2Sp(V ) ⊇ π2Sp({x1}) δ π2Sp({x2}) =

π2({(x, x)}) δ π2({(p, x)}) = {x} δ {x} dir, yani ({x}, {x}) ∈ δ dır. Burada

πi : X2 → X (i = 1, 2) izdüşüm dönüşümleridir.

k, j = 1, 2 ve k 6= j için i−1
k (U) = A ve i−1

j (V ) = B olmak üzere A δ {p} ve

{p} δ B olacak şekilde X de A,B kümeleri mevcuttur. ik(i−1
k (U)) = ik(A) ⊆ U ve

ij(i
−1
j (V )) = ij(B) ⊆ V dir.

Eğer ik(A) ⊆ U , X ∨p X in birinci bileşeninin alt kümesi ve ik(B) ⊆ V , X ∨p X

in ikinci bileşeninin alt kümesi ise, o zaman {x1} ⊆ ik(A) ve {x2} ⊆ ik(B) olur.

Fakat, eğer bazı (A,B) ∈ δ ve k = 1 (k = 2) için (ik(A), ik(B)) ⊇ ({x1}, {x2}) ∈ δ′

ise, o zaman ({x1}, {x2}) ⊆ (i1(A), i1(B)) olup, bu x2 (x1) nin X ∨p X in birinci

(ikinci) bileşeninde olduğunu gösterir. Bu ise x 6= p olduğundan bir çelişkidir.

Benzer şekilde eğer ik(A), X∨pX in ikinci bileşeninin alt kümesi ve ik(B), X∨pX

in birinci bileşeninin alt kümesi ise, o zaman {x2} ⊆ ik(A) ve {x1} ⊆ ik(B) olur.

Fakat, eğer bazı (A,B) ∈ δ ve k = 1 (k = 2) için (ik(A), ik(B)) ⊇ ({x2}, {x1}) ∈ δ′

ise, o zaman ({x2}, {x1}) ⊆ (i1(A), i1(B)) olup, bu x2 (x1) nin X ∨p X in birinci

(ikinci) bileşeninde olduğunu gösterir. Bu ise x 6= p olduğundan bir çelişkidir.

O halde eğer ({x}, {p}) ∈ δ ise, o zaman x = p dir.

Tersine, kabul edelim ki her x 6= p için ({x}, {p}) /∈ δ olsun. (X, δ) nın p de PreT ′2

olduğunu, yani Tanım 1.5.2, Tanım 2.2.2 ve Tanım 2.2.3 den yukarıda verilen (a)

ve (b) nin denk olduğunu göstermeliyiz. İlk olarak (a) nın (b) yi gerektirdiğini

gösterelim. U δ′ V (δ′, wedge çarpım üzerindeki EF-proximity yapıdır), yani

πiSp(U) δ πiSp(V ) (i = 1, 2) olsun.

Eğer ik(A) ⊆ U , X ∨p X in birinci bileşeninin alt kümesi ve ik(B) ⊆ V , X ∨p X

in ikinci bileşeninin alt kümesi ise, o zaman {x1} ⊆ ik(A) ve {x2} ⊆ ik(B) olur.
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Tanım 1.1.1 in (P2) şartından burada “alt küme” yerine “eşittir” almak yeterlidir.

Bu durumda π1Sp({x1}) δ π1Sp({x2}) = π1({(x, x)}) δ π1({(p, x)}) = {x} δ {p} dir,

yani ({x}, {p}) ∈ δ dır. ({x}, {p}) /∈ δ (kabulden) olduğundan Tanım 1.1.1 in (P2)

şartından ({x1}, {x2}) /∈ δ′ elde edilir.

ik(A) ⊆ U nun, X ∨p X in ikinci bileşeninin alt kümesi ve ik(B) ⊆ V nin, X ∨p X

in birinci bileşeninin alt kümesi olduğu durumda da benzer şekilde aynı sonuca

ulaşılır. Böylece ik(A) ve ik(B), X ∨p X in farklı bileşenlerinde olamaz.

Eğer ik(A) ⊆ U ve ik(B) ⊆ V , X ∨p X in her iki bileşeninde iseler, o zaman

U ⊇ ik(A) ⊇ {x1, x2} ve V ⊇ ik(B) ⊇ {x1, x2} olur.

Eğer ik(A) ⊆ U , X ∨p X in birinci bileşeninin alt kümesi ve ik(B) ⊆ V , X ∨p X in

her iki bileşeninin de alt kümesi ise, o zaman U ⊇ ik(A) ⊇ {x1} ve V ⊇ ik(B) ⊇

{x1, x2} olur.

Eğer ik(A) ⊆ U , X ∨pX in her iki bileşeninin de alt kümesi ve ik(B) ⊆ V , X ∨pX

in ikinci bileşeninin alt kümesi ise, o zaman U ⊇ ik(A) ⊇ {x1, x2} ve V ⊇ ik(B) ⊇

{x2} olur.

Eğer ik(A) ⊆ U ve ik(B) ⊆ V , X ∨p X in birinci bileşeninde iseler, o zaman

U ⊇ ik(A) ⊇ {x1} ve V ⊇ ik(B) ⊇ {x1} olur. Benzer şekilde eğer ik(A) ⊆ U ve

ik(B) ⊆ V , X ∨p X in ikinci bileşeninde iseler, o zaman U ⊇ ik(A) ⊇ {x2} ve

V ⊇ ik(B) ⊇ {x2} olur.

Eğer ({xi}, {xi}) ∈ δ′ (i = 1, 2) ise, o zaman π1Sp({x1}) δ π1Sp({x1}) = {x} δ {x}

dir, yani ({x}, {x}) ∈ δ dır; π2Sp({x1}) δ π2Sp({x1}) = {x} δ {x} dir, yani

({x}, {x}) ∈ δ dır ve π1Sp({x2}) δ π1Sp({x2}) = {p} δ {p} dir, yani ({p}, {p}) ∈ δ

dır; π2Sp({x2}) δ π2Sp({x2}) = {x} δ {x} dir, yani ({x}, {x}) ∈ δ dır.

Buna göre (ik(A), ik(B)) ⊇ ({xi}, {xi}) (i = 1, 2) olur, yani ik(A) ⊆ U ve ik(B) ⊆

V , X ∨p X in birinci, ikinci ya da her iki bileşenindedir. Bu nedenle {x} δ {y} ve

k = 1 veya 2 için ik{x} = xk ∈ U ve ik{y} = yk ∈ V olacak şekilde bir x, y ∈ X

çifti mevcuttur. O halde (a), (b) yi gerektirir.

Şimdi de (b) nin (a) yı gerektirdiğini gösterelim. Kabul edelim ki (b) sağlansın.
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Wedge çarpımdaki herhangi U, V kümeleri için πiSp(U) δ πiSp(V ) (i = 1, 2)

olduğunu göstermeliyiz.

{x} δ {y} ve k = 1 veya 2 için ik{x} = xk ∈ U ve ik{y} = yk ∈ V olacak şekilde

bir x, y ∈ X çifti mevcuttur. Yukarıda kullanılan aynı yolla (ik{x}, ik{y}) ⊇

({xi}, {xi}), (i = 1, 2) elde edilir.

i = 1 için, eğer ({x1}, {x1}) ∈ δ′ ise, o zaman π1Sp({x1}) δ π1Sp({x1}) = {x} δ {x}

dir, yani ({x}, {x}) ∈ δ dır; π2Sp({x1}) δ π2Sp({x1}) = {x} δ {x} dir, yani

({x}, {x}) ∈ δ dır.

i = 2 için, eğer ({x2}, {x2}) ∈ δ′ ise, o zaman π1Sp({x2}) δ π1Sp({x2}) = {p} δ {p}

dir, yani ({p}, {p}) ∈ δ dır; π2Sp({x2}) δ π2Sp({x2}) = {x} δ {x} dir, yani

({x}, {x}) ∈ δ dır.

Buradan πiSp(U) δ πiSp(V ) (i = 1, 2) elde edilir. Böylece (b), (a) yı gerektirir.

O halde (X, δ) uzayı p de PreT ′2 dür.

2.3. p Noktasında Hausdorff Proximity Uzaylar

Topolojik uzaylarda iyi bilinen bir p noktasında Hausdorff (T2) ayırma aksiyomu

aşağıda verilmiştir.

Tanım 2.3.1. [58] (B, τ) bir topolojik uzay ve p ∈ B olsun. (B, τ) uzayı p de T2

dir ancak ve ancak her p 6= q için p ve q nun ayrık komşulukları vardır.

Buna denk olarak aşağıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.3.1. [58] (B, τ) bir topolojik uzay ve p ∈ B olsun. (B, τ) uzayı p de T2

dir ancak ve ancak (B, τ) uzayı p de T0 ve p de PreT2 dir.

Baran [40], topolojik uzaylardaki p noktasındaki Hausdorff (T2) ayırma

aksiyomunu Teorem 2.3.1 i kullanarak herhangi bir topolojik kategoriye

aşağıdaki tanımla genelleştirmiştir.

Tanım 2.3.2. [56] U : E −→ SET bir topolojik fanktor, U(X) = B olmak üzere X ,

E nin bir objesi ve p ∈ B olsun.
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1. X objesi p de T 2 dir ancak ve ancak X objesi p de T 0 ve p de PreT 2 dir.

2. X objesi p de T ′2 dür ancak ve ancak X objesi p de T ′0 ve p de PreT ′2 dür.

PROX kategorisinde p noktasında T 2 ve T ′2 ayırma aksiyomlarının

karakterizasyonları aşağıda verilmiştir.

Teorem 2.3.2. (X, δ) bir EF-proximity uzay ve p ∈ X olsun. (X, δ) uzayı p de T 2

dir ancak ve ancak her x 6= p için ({x}, {p}) /∈ δ dır.

İspat: Tanım 2.3.2, Teorem 2.1.3 ve Teorem 2.2.2 den açıktır.

Teorem 2.3.3. (X, δ) bir EF-proximity uzay ve p ∈ X olsun. (X, δ) uzayı p de T ′2

dür ancak ve ancak her x 6= p için ({x}, {p}) /∈ δ dır.

İspat: Tanım 2.3.2, Teorem 2.1.4 ve Teorem 2.2.3 den açıktır.

Not 2.3.1. (X, δ) bir EF-proximity uzay ve p ∈ X olsun. Teoremler 2.3.2 ve 2.3.3

den (X, δ) uzayı p de T 2 dir ancak ve ancak p de T ′2 dür.

2.4. p Noktasında Regüler Proximity Uzaylar

Topolojik uzaylarda iyi bilinen bir p noktasında T3 ayırma aksiyomu aşağıda

verilmiştir.

Tanım 2.4.1. (B, τ) bir topolojik uzay ve p ∈ B olsun. (B, τ) uzayı p de T3 tür

ancak ve ancak (B, τ) uzayı p de T1 dir ve p /∈ F olacak şekilde boştan farklı

kapalı her F ⊂ B için p ve F nin ayrık komşulukları vardır.

Teorem 2.4.1. [58] (B, τ) bir topolojik uzay ve p ∈ B olsun. (B, τ) uzayı p de T3

tür ancak ve ancak (B, τ) uzayı p de T1 dir ve p /∈ F olacak şekilde B nin boştan

farklı kapalı her F alt kümesi için B/F p de PreT2 dir. Burada q, B/F üzerinde

birim ve F yi ∗ noktasına dönüştüren örten fonksiyon olmak üzere q : (B, τ) →

B/F = (B\F ) ∪ {∗} dır (Şekil 2.6).

Baran [40], topolojik uzaylardaki p noktasındaki T3 ayırma aksiyomunu

Teorem 2.4.1 i kullanarak herhangi bir topolojik kategoriye aşağıdaki tanımla

genelleştirmiştir.
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q
B B / F

x

B\ F

F

B\ F

x



B\ F { } ( B\ F ) F

Şekil 2.6. q fonksiyonu

Tanım 2.4.2. [40] U : E −→ SET bir topolojik fanktor, U(X) = B olmak üzere X ,

E nin bir objesi ve F , B nin boştan farklı bir alt kümesi olsun. q, B/F üzerinde

birim ve F yi ∗ noktasına dönüştüren örten fonksiyon olmak üzere, q : U(X) =

B → B/F = (B\F ) ∪ {∗} epi U−kavşağının bitiş kaldırması X/F ile gösterilir. p,

B de bir nokta olsun.

1. X objesi p de T 3 dir ancak ve ancak X objesi p de T1 ve p /∈ F olacak şekilde

kapalı her ∅ 6= F ⊂ B için X/F objesi p de PreT 2 dir.

2. X objesi p de T ′3 dür ancak ve ancak X objesi p de T1 ve p /∈ F olacak şekilde

kapalı her ∅ 6= F ⊂ B için X/F objesi p de PreT ′2 dür.

3. X objesi p de ST 3 dir ancak ve ancakX objesi p de T1 ve p /∈ F olacak şekilde

kuvvetli kapalı her ∅ 6= F ⊂ B için X/F objesi p de PreT 2 dir.

4. X objesi p de ST ′3 dür ancak ve ancak X objesi p de T1 ve p /∈ F olacak

şekilde kuvvetli kapalı her ∅ 6= F ⊂ B için X/F objesi p de PreT ′2 dür.

PROX kategorisinde p noktasında T 3, T ′3, ST 3 ve ST ′3 ayırma aksiyomlarının

karakterizasyonları aşağıda verilmiştir.

Teorem 2.4.2. (X, δ) uzayı p de PreT 2 ise (X/F, δ∗) uzayı da p de PreT 2 dir.

İspat: Teorem 2.2.2 den açıktır.
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Teorem 2.4.3. (X, δ) uzayı p de PreT ′2 ise (X/F, δ∗) uzayı da p de PreT ′2 dür.

İspat: Kabul edelim ki (X, δ) uzayı p de PreT ′2 olsun ve birbirinden farklı a, p ∈

X/F noktaları verilsin. Teorem 2.2.3 den ({a}, {p}) /∈ δ∗ olduğunu göstermek

yeterlidir. Burada δ∗, q tarafından üretilen X/F üzerindeki EF-proximity yapıdır.

İlk olarak p = ∗ alalım. Kabul edelim ki a 6= ∗ olsun. q dönüşümü tanımından

q(a) = a ve her c ∈ F için q(c) = ∗ olacak şekilde en az bir a ∈ X ve F ⊂ X

vardır. Her c ∈ F için a /∈ F olduğundan a 6= c ve (X, δ) uzayı p de PreT ′2

olduğundan {a} δ {c} dir. Tanım 1.1.1 in (P2) şartından {a} δ F elde edilir.

Buradan {a} δ F = q−1({a}) δ q−1({∗}) bulunur. Tanım 1.1.11 ve Tanım 1.1.12

gereğince [0, 1] aralığındaki her s rasyonel sayısı için C0 = {a}, C1 = {∗}c

olacak şekilde en az bir Cs ⊂ Y vardır ve s < t ise q−1(Cs) �δ q−1(Ct) dir.

q−1({a}) δ q−1({∗}) olduğundan q−1({a})�δ (q−1({∗}))c = q−1({a})�δ q
−1({∗}c)

dir ancak ve ancak {a} �∗ {∗}c dir. Böylece {a} δ∗ {∗} dır, yani ({a}, {∗}) /∈ δ∗

dır.

Şimdi de a 6= p 6= ∗ alalım. q dönüşümü tanımından q(a) = a ve q(p) = p

olacak şekilde en az bir a, p ∈ X çifti vardır. Burada q dönüşümü birebir olarak

düşünülebilir. Kabul edelim ki {a} δ∗ {p} olsun. q dönüşümü tanımı ve Not 1.1.2

gereğince {a} δ∗ {p} dir ancak ve ancak q−1({a}) δ∗ q−1({p}) = {a} δ {p} dir.

({a}, {p}) ∈ δ elde edilir. Bu ise (X, δ) uzayının p de PreT ′2 olmasıyla çelişir. O

halde ({a}, {p}) /∈ δ∗ dır.

Sonuç olarak, birbirinden farklı a, p ∈ X/F noktaları için ({a}, {p}) /∈ δ∗ dır.

Dolayısıyla Teorem 2.2.3 den (X/F, δ∗) uzayı p de PreT ′2 dür.

Teorem 2.4.4. (X, δ) bir EF-proximity uzay ve p ∈ X olsun. (X, δ) uzayı p de T 3

dir ancak ve ancak her x 6= p için ({x}, {p}) /∈ δ dır.

İspat: Tanım 2.4.2, Teorem 2.1.5 ve Teorem 2.4.2 den açıktır.

Teorem 2.4.5. (X, δ) bir EF-proximity uzay ve p ∈ X olsun. (X, δ) uzayı p de T ′3

dür ancak ve ancak her x 6= p için ({x}, {p}) /∈ δ dır.

İspat: Tanım 2.4.2, Teorem 2.1.5 ve Teorem 2.4.3 den açıktır.
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Teorem 2.4.6. (X, δ) bir EF-proximity uzay ve p ∈ X olsun. (X, δ) uzayı p de ST 3

dir ancak ve ancak her x 6= p için ({x}, {p}) /∈ δ dır.

İspat: Tanım 2.4.2, Teorem 2.1.5 ve Teorem 2.4.2 den açıktır.

Teorem 2.4.7. (X, δ) bir EF-proximity uzay ve p ∈ X olsun. (X, δ) uzayı p de ST ′3

dür ancak ve ancak her x 6= p için ({x}, {p}) /∈ δ dır.

İspat: Tanım 2.4.2, Teorem 2.1.5 ve Teorem 2.4.3 den açıktır.

Not 2.4.1. (X, δ) bir EF-proximity uzay ve p ∈ X olsun. Teoremler 2.4.4, 2.4.5,

2.4.6 ve 2.4.7 den (X, δ) uzayı p de T 3 dir ancak ve ancak p de T ′3 dür ancak ve

ancak p de ST 3 dir ancak ve ancak p de ST ′3 dür.



3. BÖLÜM

HAUSDORFF VE REGÜLER PROXİMİTY UZAYLAR

Bu bölümde öncelikle diyagonal boyunca wedge çarpım tanımı, bazı dönüşümler

ve herhangi bir topolojik kategori için genelde ayırma aksiyomlarının tanımları

verilmiştir. Ardından bu tanımlar ile birlikte [60] da PROX kategorisinde

karakterize edilen T 0, T ′0 ve T1 ayırma aksiyomları yardımıyla PreT 2, PreT ′2, T 2,

T ′2, T 3, T ′3, ST 3 ve ST ′3 ayırma aksiyomları karakterize edilmiştir.

3.1. Topolojik Kategorilerde Ayırma Aksiyomları

B bir küme, B2 = B × B, B nin kendisi ile kartezyen çarpımı ve B2
∐
B2, B2 nin

iki ayrık kopyası olsun. B2 nin ∆ diyagonali boyunca wedge çarpımı B2
∐
B2

nin ∆ diyagonalinde çakışmasıdır ve B2 ∨∆ B
2 şeklinde gösterilir. B2 ∨∆ B

2 deki

bir (x, y) noktası birinci bileşende ise (x, y)1, ikinci bileşende ise (x, y)2 olarak

gösterilecektir. Ayrıca x = y ise (x, y)1 = (x, y)2 dir, yani (x, x)1 = (x, x)2 olur.

2B
2B

1 2x ( x,x ) x 

Şekil 3.1. Diyagonal boyunca wedge çarpım
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Not 3.1.1. B ∈ SET bir küme, B2 = B × B kartezyen çarpım ve B2 ∨∆ B2 de B2

kümesinin ∆ diyagonali boyunca wedge çarpımı olsun. i1, i2 : B2 → B2 ∨∆ B2

dönüşümleri de sırasıyla birinci ve ikinci içerme dönüşümleri (inclusion maps)

olmak üzere;

B
∆ //

∆
��

B2

i1
��

B2
i2
// B2 ∨∆ B2

değişmeli diyagramı bir pushout diyagramıdır.

idB : B → B, idB2 : B2 → B2 birim dönüşümler ve i = 1, 2 için πi : B
2 →

B izdüşüm dönüşümleri olmak üzere; Ai1 = (π1, π2, π1) : B2 → B3, Ai2 =

(π1, π1, π2) : B2 → B3, Si1 = (π1, π2, π2) : B2 → B3, Si2 = (π1, π1, π2) : B2 → B3 ve

∇i1 = ∇i2 = idB2 : B2 → B2 dönüşümleri yukarıda verilen pushout diyagramına

uygulandığında sadece Tanım 3.1.1 ile verilen A, S ve∇ dönüşümleri elde edilir.

Örneğin A dönüşümünün elde edilişi aşağıda verilmiştir:

B
∆ //

∆
��

B2

i1
��

B2
i2
// B2 ∨∆ B2

ve

B ∆ //

∆
��

B2

Ai1
��

B2
Ai2
// B3

değişmeli diyagramları için

B
∆ //

∆
��

B2

i1
�� Ai1

��

B2 i2 //

Ai2 ,,

B2 ∨∆ B2

A

%%
B3

diyagramı değişmeli, yani Ai1∆ = Ai2∆ = (idB, idB, idB) olduğundan bir tek

A : B2 ∨∆ B2 → B3 morfizmi vardır.
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Tanım 3.1.1. [40] B bir küme olmak üzere B2 = B × B ve B3 = B × B × B

çarpımları verilsin. Buna göre;

(1) Temel (Principle) Eksen Dönüşümü:

A : B2 ∨∆ B2 → B3, A((x, y)i) =

 (x, y, x) , i = 1

(x, x, y) , i = 2

(2) Eğik (Skewed) Eksen Dönüşümü:

S : B2 ∨∆ B2 → B3, S((x, y)i) =

 (x, y, y) , i = 1

(x, x, y) , i = 2

(3) Katlama (Fold) Dönüşümü:

∇ : B2 ∨∆ B2 → B2, ∇((x, y)i) = (x, y), i = 1, 2

olarak tanımlanır.

Topolojik uzaylarda iyi bilinen T0 ve T1 ayırma aksiyomları aşağıda verilmiştir.

Tanım 3.1.2. (B, τ) bir topolojik uzay olsun.

1. (B, τ) uzayı T0 dır ancak ve ancak her x 6= y için y /∈ Nx olacak şekilde x

in en az bir Nx komşuluğu veya x /∈ Ny olacak şekilde y nin en az bir Ny

komşuluğu vardır.

2. (B, τ) uzayı T1 dir ancak ve ancak her x 6= y için y /∈ Nx olacak şekilde

x in en az bir Nx komşuluğu ve x /∈ Ny olacak şekilde y nin en az bir Ny

komşuluğu vardır.

Baran [61], Teorem 2.1.1 i noktadan bağımsız olan aşağıdaki teoreme

genişletmiştir.

Teorem 3.1.1. [61] (B, τ) bir topolojik uzay olmak üzere aşağıdaki ifadeler

denktir:
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1. (B, τ) uzayı T0 dır.

2. B3 üzerindeki çarpım topolojisi τ ∗ olmak üzereA : B2∨∆B
2 → (B3, τ ∗) ve

∇ : B2 ∨∆ B2 → (B2, P (B2)) fonksiyonları tarafından üretilen başlangıç

topololojisi diskredir.

3. i1, i2 : B2 → B2 ∨∆ B
2, (x, y) 7→ i1(x, y) = (x, y)1, (x, y) 7→ i2(x, y) = (x, y)2

fonksiyonları tarafından üretilen B2 ∨∆ B2 üzerindeki bitiş topolojisi τ∗

olmak üzere, id : B2∨∆B
2 → (B2∨∆B

2, τ∗) birim fonksiyonu ve∇ : B2∨∆

B2 → (B2, P (B2)) fonksiyonu tarafından üretilen başlangıç topololojisi

diskredir.

Baran [61], Teorem 2.1.2 yi noktadan bağımsız olan aşağıdaki teoreme

genişletmiştir.

Teorem 3.1.2. [61] (B, τ) bir topolojik uzay olsun. (B, τ) uzayı T1 dir ancak ve

ancak B3 üzerindeki çarpım topolojisi τ ∗ olmak üzere S : B2 ∨∆ B2 → (B3, τ ∗)

ve ∇ : B2 ∨∆ B2 → (B2, P (B2)) fonksiyonları tarafından üretilen başlangıç

topololojisi diskredir.

Baran [40], topolojik uzaylardaki T0 ve T1 ayırma aksiyomlarını Tanım 3.1.1

deki dönüşümler yardımıyla herhangi bir topolojik kategoriye aşağıdaki tanımla

genelleştirmiştir.

Tanım 3.1.3. [40] U : E −→ SET bir topolojik fanktor olmak üzere X , E nin bir

objesi ve U(X) = B olsun.

1. X objesi T 0 dir ancak ve ancak {A : B2 ∨∆ B2 → U(X3) = B3 ve ∇ :

B2 ∨∆ B2 → UD(B2) = B2} U-kaynağının başlangıç kaldırması diskredir.

Burada D, U nun sol adjointi olan diskre fanktordur.

2. X objesi T ′0 dür ancak ve ancak {id : B2 ∨∆ B2 → U(X2 ∨∆ X2) = B2 ∨∆ B2

ve ∇ : B2 ∨∆ B2 → UD(B2) = B2} U-kaynağının başlangıç kaldırması

diskredir. Burada X2 ∨∆ X2, E de wedge çarpımdır, yani i1, i2 kanonik

dönüşümler olmak üzere {i1, i2 : U(X2) = B2 → B2 ∨∆ B2} U-kavşağının

bitiş kaldırmasıdır.
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3. X objesi T1 dir ancak ve ancak {S : B2 ∨∆ B2 → U(X3) = B3 ve ∇ : B2 ∨∆

B2 → UD(B2) = B2} U-kaynağının başlangıç kaldırması diskredir.

Daha önce [60] da PROX kategorisinde karakterize edilen T 0, T ′0 ve T1 ayırma

aksiyomları aşağıda verilmiştir. İspatları [60] de mevcuttur.

Teorem 3.1.3. [60] (X, δ) bir EF-proximity uzay olsun. (X, δ) uzayı T 0 dir ancak

ve ancak X deki her ayrık x, y çifti için ({x}, {y}) /∈ δ dır.

Teorem 3.1.4. [60] Tüm EF-proximity uzaylar T ′0 dür.

Teorem 3.1.5. [60] (X, δ) bir EF-proximity uzay olsun. (X, δ) uzayı T1 dir ancak

ve ancak X deki her ayrık x, y çifti için ({x}, {y}) /∈ δ dır.

Not 3.1.2. (X, δ) bir EF-proximity uzay olsun. Teoremler 3.1.3 ve 3.1.5 den (X, δ)

uzayı T 0 dir ancak ve ancak T1 dir.

3.2. Pre-Hausdorff Proximity Uzaylar

Topolojik uzaylarda iyi bilinen PreT2 ayırma aksiyomu aşağıda verilmiştir.

Tanım 3.2.1. [58] (B, τ) topolojik uzayı PreT2 dir ancak ve ancak her x 6= y için

{x, y} kümesi indiskre değilse, x ve y nun ayrık komşulukları vardır.

Örnek 3.2.1. X = {a, b, c, d} kümesi üzerinde τ = {X, ∅, {a, b}, {c}, {c, d},

{a, b, c}} topolojisi verilsin. (X, τ) uzayı PreT2 değildir.

Örnek 3.2.2. X = {a, b, c} kümesi üzerinde τ = {X, ∅, {a}, {b, c}} topolojisi

verilsin. (X, τ) uzayı PreT2 dir.

Not 3.2.1. Pre-Hausdorff (PreT2) ayırma aksiyomu, Hausdorff (T2) ayırma

aksiyomundan daha geneldir. Yani, Hausdorff her uzay PreT2 dir. Fakat bu

gerektirmenin tersi genelde doğru değildir.

Örnek 3.2.3. X = {a, b, c, d} kümesi üzerinde τ = {X, ∅, {a, b}, {c}, {d}, {c, d},

{a, b, c}, {a, b, d}} topolojisi verilsin. (X, τ) uzayı PreT2 olmasına rağmen

Hausdorff değildir. Çünkü a, b ∈ X çifti için ayrık açık komşuluklar bulunamaz.
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Şekil 3.2. Pre-Hausdorff ve Hausdorff uzay ilişkisi

Baran [58], Teorem 2.2.1 i noktadan bağımsız olan aşağıdaki teoreme

genişletmiştir.

Teorem 3.2.1. [58] (B, τ) bir topolojik uzay olmak üzere aşağıdaki ifadeler

denktir:

1. (B, τ) uzayı PreT2 dir.

2. B3 üzerindeki çarpım topolojisi τ ∗ olmak üzere S : B2 ∨∆ B2 → (B3, τ ∗)

fonksiyonu tarafından üretilen başlangıç topolojisi ile A : B2 ∨∆ B2 →

(B3, τ ∗) fonksiyonu tarafından üretilen başlangıç topolojisi aynıdır.

3. B3 üzerindeki çarpım topolojisi τ ∗ olmak üzere S : B2 ∨∆ B2 → (B3, τ ∗)

fonksiyonu tarafından üretilen başlangıç topolojisi ile i1, i2 : B2 → B2 ∨∆

B2, (x, y) 7→ i1(x, y) = (x, y)1, (x, y) 7→ i2(x, y) = (x, y)2 fonksiyonları

tarafından üretilen bitiş topolojisi aynıdır.

Baran [40], topolojik uzaylardaki PreT2 ayırma aksiyomunu Tanım 3.1.1 deki

dönüşümler yardımıyla herhangi bir topolojik kategoriye aşağıdaki tanımla

genelleştirmiştir.

Tanım 3.2.2. [40] U : E −→ SET bir topolojik fanktor olmak üzere X , E nin bir

objesi ve U(X) = B olsun.

1. X objesi PreT 2 dir ancak ve ancak {S : B2 ∨∆ B2 → U(X3) = B3}

U-kaynağının başlangıç kaldırması ile {A : B2 ∨∆ B2 → U(X3) = B3}

U-kaynağının başlangıç kaldırması çakışır.
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2. X objesi PreT ′2 dür ancak ve ancak {S : B2 ∨∆ B2 → U(X3) = B3}

U-kaynağının başlangıç kaldırması ile {i1, i2 : U(X2) = B2 → B2 ∨∆ B2}

U-kavşağının bitiş kaldırması çakışır.

Tanım 3.2.3. X ∈ SET bir küme, X2 = X × X kartezyen çarpım ve X2 ∨∆ X2

de X2 kümesinin ∆ diyagonali boyunca wedge çarpımı olsun. Eğer aşağıdaki

şart sağlanıyorsa i1 ve i2 kanonik dönüşümler olmak üzere PROX kategorisindeki

{i1, i2 : (X2, δ)→ (X2 ∨∆ X2, δ′)} epi-kavşağı bir bitiş kaldırmadır:

X2 ∨∆ X2 nin farklı bileşenlerindeki her A,B çifti için A δ′ B dir ancak ve ancak

k, j = 1, 2 ve k 6= j için i−1
k (A) = C ve i−1

j (B) = D olmak üzere C δ U ve U δ D

olacak şekilde C,D,U ∈ X2 kümeleri mevcuttur. Eğer A,B çifti X2 ∨∆ X2 nin

aynı bileşeninde ise, o zaman A δ′ B dir ancak ve ancak k = 1, 2 için i−1
k (A) = C

ve i−1
k (B) = D olmak üzere C δ D olacak şekilde C,D ∈ X2 kümeleri mevcuttur.

Özel olarak, eğer ik(E) = A ve ik(F ) = B ise, o zaman (ik(E), ik(F )) = (A,B) ∈ δ′

dür ancak ve ancak (i−1
k (ik(E)), i−1

k (ik(F ))) = (E,F ) ∈ δ dır.

Bu tanım, Tanım 1.1.12 ve Not 1.1.2 nin özel bir durumudur.

PROX kategorisinde PreT 2 ve PreT ′2 ayırma aksiyomlarının karakterizasyonları

aşağıda verilmiştir.

Teorem 3.2.2. Tüm EF-proximity uzaylar PreT 2 dir.

İspat: (X, δ) herhangi bir EF-proximity uzay olsun. (X, δ) uzayının

PreT 2 olduğunu gösterelim. Yani Tanım 1.5.2 ve Tanım 3.2.2 den wedge

çarpımdaki herhangi bir U ve V çifti için π1A(U) δ π1A(V ), π2A(U) δ π2A(V ) ve

π3A(U) δ π3A(V ) dir ancak ve ancak sırasıyla π1S(U) δ π1S(V ), π2S(U) δ π2S(V )

ve π3S(U) δ π3S(V ) dir, gösterelim.

U ve V için çeşitli durumları ele alalım. Bu durumlar bazı x, y, z, t ∈ X için

{(x, y)1} ⊆ U , {(x, y)2} ⊆ U veya {(x, x)} ⊆ U ve {(z, t)1} ⊆ V , {(z, t)2} ⊆ V veya

{(z, z)} ⊆ V dir. Tanım 1.1.1 in (P2) şartından yukarıda verilen durumlarda “alt

küme” yerine “eşittir” almak yeterlidir.
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Eğer U = {(x, y)1} ve V = {(z, t)1} ise, o zaman π1A(U) δ π1A(V ) = {x} δ {z} =

π1S(U) δ π1S(V ), π2A(U) δ π2A(V ) = {y} δ {t} = π2S(U) δ π2S(V ) dir ve

π3A(U) δ π3A(V ) = {x} δ {z} dir ancak ve ancak π3S(U) δ π3S(V ) = {y} δ {t}

dir.

Eğer U = {(x, y)1} ve V = {(z, t)2} ise, o zaman π1A(U) δ π1A(V ) = {x} δ {z} =

π1S(U) δ π1S(V ), π2A(U) δ π2A(V ) = {y} δ {z} = π2S(U) δ π2S(V ) dir. Ayrıca δ

bir EF-proximity bağıntısı olduğundan π3A(U) δ π3A(V ) = {x} δ {t} dir ancak ve

ancak π3S(U) δ π3S(V ) = {y} δ {t} dir.

Eğer U = {(x, y)1} ve V = {(z, z)} ise, o zaman π1A(U) δ π1A(V ) = {x} δ {z} =

π1S(U) δ π1S(V ), π2A(U) δ π2A(V ) = {y} δ {z} = π2S(U) δ π2S(V ) dir ve

π3A(U) δ π3A(V ) = {x} δ {z} dir ancak ve ancak π3S(U) δ π3S(V ) = {y} δ {z}.

Benzer şekilde eğer U = {(x, y)2} veya {(x, x)} ve V = {(z, t)1}, {(z, t)2} veya

{(z, z)} ise, o zaman da π1A(U) δ π1A(V ), π2A(U) δ π2A(V ) ve π3A(U) δ π3A(V )

dir ancak ve ancak sırasıyla π1S(U) δ π1S(V ), π2S(U) δ π2S(V ) ve π3S(U) δ π3S(V )

dir sonucu elde edilir.

O halde (X, δ) uzayı PreT 2 dir.

Teorem 3.2.3. (X, δ) bir EF-proximity uzay olsun. (X, δ) uzayı PreT ′2 dür ancak

ve ancak X deki her ayrık x, y çifti için ({x}, {y}) /∈ δ dır.

İspat: Kabul edelim ki (X, δ) EF-proximity uzayı PreT ′2 olsun. Bu durumda

Tanım 1.5.2, Tanım 3.2.2 ve Tanım 3.2.3 denX2∨∆X
2 deki herhangi U, V kümeleri

için (a) π1S(U) δ π1S(V ), π2S(U) δ π2S(V ) ve π3S(U) δ π3S(V ) dir ancak ve ancak

(b) {(a, b)} δ2 {(c, d)} ve k = 1 veya 2 için ik{(a, b)} = U ve ik{(c, d)} = V olacak

şekilde bir (a, b), (c, d) ∈ X2 çifti mevcuttur. Burada δ2, X2 üzerindeki çarpım

proximity yapısıdır.

X2 ∨∆ X2 nin farklı bileşenindeki her bir U, V çifti için U δ′ V dir ancak ve ancak

k, j = 1, 2 ve k 6= j için i−1
k (U) = C ve i−1

j (V ) = D olmak üzere C δ2 A ve A δ2 D

olacak şekildeX2 de C,D veA kümeleri mevcuttur. Eğer U ve V wedge çarpımın

aynı bileşeninde ise, o zaman U δ′ V dir ancak ve ancak C δ2 D ve k = 1, 2 için

i−1
k (U) = C ve i−1

k (V ) = D olacak şekilde X2 de C,D kümeleri mevcuttur. Özel
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olarak, eğer ik(E) = U ve ik(F ) = V ise, o zaman (ik(E), ik(F )) ∈ δ′ dür ancak ve

ancak (i−1
k (ik(E)), i−1

k (ik(F ))) = (E,F ) ∈ δ2 dir. Bu Tanım 1.1.12 ve Not 1.1.2 nin

özel bir durumudur.

Şartın sağlandığını göstermeliyiz.

Kabul edelim ki x 6= y olmak üzere bazı x, y ∈ X için ({x}, {y}) ∈ δ

olsun. Bu durumda U ⊇ {(x, y)1} ve V ⊇ {(x, y)2} olmak üzere (U, V ) ∈

δ′ için (δ′, X2 ∨∆ X2 üzerindeki EF-proximity yapıdır) π1S(U) δ π1S(V ) ⊇

π1S{(x, y)1} δ π1S{(x, y)2} = π1{(x, y, y)} δ π1{(x, x, y)} = {x} δ {x} dir,

yani ({x}, {x}) ∈ δ dır; π2S(U) δ π2S(V ) ⊇ π2S{(x, y)1} δ π2S{(x, y)2} =

π2{(x, y, y)} δ π2{(x, x, y)} = {y} δ {x} dir, yani ({y}, {x}) ∈ δ dır;

π3S(U) δ π3S(V ) ⊇ π3S{(x, y)1} δ π3S{(x, y)2} = π3{(x, y, y)} δ π3{(x, x, y)} =

{y} δ {y} dir, yani ({y}, {y}) ∈ δ dır. Burada πi : X3 → X (i = 1, 2, 3) izdüşüm

dönüşümleridir.

k, j = 1, 2 ve k 6= j için i−1
k (U) = E ve i−1

j (V ) = F olmak üzere E δ2 A ve A δ2 F

olacak şekilde X2 de E,F ve A kümeleri mevcuttur. ik(i−1
k (U)) = ik(E) ⊆ U ve

ij(i
−1
j (V )) = ij(F ) ⊆ V dir.

Eğer ik(E) ⊆ U , X2 ∨∆ X2 nin birinci bileşeninin alt kümesi ve ik(F ) ⊆ V , X2 ∨∆

X2 nin ikinci bileşeninin alt kümesi ise, o zaman {(x, y)1} ⊆ ik(E) ve {(x, y)2} ⊆

ik(F ) olur. Fakat, eğer bazı (E,F ) ∈ δ2 ve k = 1 (k = 2) için (ik(E), ik(F )) ⊇

({(x, y)1}, {(x, y)2}) ∈ δ′ ise, o zaman ({(x, y)1}, {(x, y)2}) ∈ (i1(E), i1(F )) olup,

bu (x, y)2 ((x, y)1) nin X2∨∆X
2 nin birinci (ikinci) bileşeninde olduğunu gösterir.

Bu ise x 6= y olduğundan bir çelişkidir.

Benzer şekilde eğer ik(E), X2 ∨∆ X2 nin ikinci bileşeninin alt kümesi ve ik(F ),

X2 ∨∆ X2 nin birinci bileşeninin alt kümesi ise, o zaman {(x, y)2} ⊆ ik(E) ve

{(x, y)1} ⊆ ik(F ) olur. Fakat, eğer bazı (E,F ) ∈ δ2 ve k = 1 (k = 2) için

(ik(E), ik(F )) ⊇ ({(x, y)2}, {(x, y)1}) ∈ δ′ ise, o zaman ({(x, y)2}, {(x, y)1}) ∈

(i1(E), i1(F )) olup, bu (x, y)2 ((x, y)1) nin X2∨∆X
2 nin birinci (ikinci) bileşeninde

olduğunu gösterir. Bu ise x 6= y olduğundan bir çelişkidir. Bu yüzden ik(E) ve

ik(F ), X2 ∨∆ X2 nin farklı bileşenlerinde olamaz.
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Tersine, kabul edelim ki her ayrık x, y çifti için ({x}, {y}) /∈ δ olsun. (X, δ) nın

PreT ′2 olduğunu, yani Tanım 1.5.2, Tanım 3.2.2 ve Tanım 3.2.3 den yukarıda

verilen (a) ve (b) nin denk olduğunu göstermeliyiz. İlk olarak (a) nın (b) yi

gerektirdiğini gösterelim. (U, V ), δ′ de herhangi bir küme, yani πiS(U) δ πiS(V )

(i = 1, 2, 3) olsun.

Eğer ik(E) ⊆ U , X2 ∨∆ X2 nin birinci bileşeninin alt kümesi ve ik(F ) ⊆ V , X2 ∨∆

X2 nin ikinci bileşeninin alt kümesi ise, o zaman {(x, y)1} ⊆ ik(E) ve {(x, y)2} ⊆

ik(F ) olur. Tanım 1.1.1 in (P2) şartından burada “alt küme” yerine “eşittir” almak

yeterlidir. Bu durumda π2S{(x, y)1} δ π2S{(x, y)2} = π2{(x, y, y)} δ π2{(x, x, y)} =

{y} δ {x} dir, yani ({y}, {x}) ∈ δ dır. ({x}, {y}) /∈ δ (kabulden) olduğundan Tanım

1.1.1 in (P2) şartından ({(x, y)1}, {(x, y)2}) /∈ δ′ elde edilir.

ik(E) ⊆ U nun, X2 ∨∆ X2 nin ikinci bileşeninin alt kümesi ve ik(F ) ⊆ V nin,

X2 ∨∆ X2 nin birinci bileşeninin alt kümesi olduğu durumda da benzer şekilde

aynı sonuca ulaşılır. Böylece ik(E) ve ik(F ), X2 ∨∆ X2 nin farklı bileşenlerinde

olamaz.

Eğer ik(E) ⊆ U ve ik(F ) ⊆ V , X2 ∨∆ X2 nin her iki bileşeninde iseler, o zaman

U ⊇ ik(E) ⊇ {(x, y)1, (x, y)2} ve V ⊇ ik(F ) ⊇ {(x, y)1, (x, y)2} olur.

Eğer ik(E) ⊆ U , X2 ∨∆ X2 nin birinci bileşeninin alt kümesi ve ik(F ) ⊆ V , X2 ∨∆

X2 nin her iki bileşeninin de alt kümesi ise, o zaman U ⊇ ik(E) ⊇ {(x, y)1} ve

V ⊇ ik(F ) ⊇ {(x, y)1, (x, y)2} olur.

Eğer ik(E) ⊆ U ,X2∨∆X
2 nin her iki bileşeninin de alt kümesi ve ik(F ) ⊆ V ,X2∨∆

X2 nin ikinci bileşeninin alt kümesi ise, o zaman U ⊇ ik(E) ⊇ {(x, y)1, (x, y)2} ve

V ⊇ ik(F ) ⊇ {(x, y)2} olur.

Eğer ik(E) ⊆ U ve ik(F ) ⊆ V ,X2∨∆X
2 nin birinci bileşeninde iseler, o zaman U ⊇

ik(E) ⊇ {(x, y)1} ve V ⊇ ik(F ) ⊇ {(x, y)1} olur. Benzer şekilde eğer ik(E) ⊆ U ve

ik(F ) ⊆ V , X2 ∨∆ X2 nin ikinci bileşeninde iseler, o zaman U ⊇ ik(E) ⊇ {(x, y)2}

ve V ⊇ ik(F ) ⊇ {(x, y)2} olur.

Eğer ({(x, y)i}, {(x, y)i}) ∈ δ′, (i = 1, 2) ise, o zaman π1S{(x, y)1} δ π1S{(x, y)1} =

{x} δ {x} dir, yani ({x}, {x}) ∈ δ dır; π2S{(x, y)1} δ π2S{(x, y)1} = {y} δ {y}
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dir, yani ({y}, {y}) ∈ δ dır; π3S{(x, y)1} δ π3S{(x, y)1} = {y} δ {y} dir, yani

({y}, {y}) ∈ δ dır ve π1S{(x, y)2} δ π1S{(x, y)2} = {x} δ {x} dir, yani ({x}, {x}) ∈

δ dır; π2S{(x, y)2} δ π2S{(x, y)2} = {x} δ {x} dir, yani ({x}, {x}) ∈ δ dır;

π3S{(x, y)2} δ π3S{(x, y)2} = {y} δ {y} dir, yani ({y}, {y}) ∈ δ dır.

Buna göre (ik(E), ik(F )) ⊇ ({(x, y)i}, {(x, y)i}) (i = 1, 2) olur, yani ik(E) ⊆ U ve

ik(F ) ⊆ V , X2 ∨∆ X2 nin birinci, ikinci ya da her iki bileşenindedir. Bu nedenle

{(a, b)} δ2 {(c, d)} ve k = 1 veya 2 için ik{(a, b)} = U ve ik{(c, d)} = V olacak

şekilde bir (a, b), (c, d) ∈ X2 çifti mevcuttur. O halde (a), (b) yi gerektirir.

Şimdi de (b) nin (a) yı gerektirdiğini gösterelim. Kabul edelim ki (b) sağlansın.

X2∨∆X
2 deki herhangi U, V kümeleri için πiS(U) δ πiS(V ) (i = 1, 2, 3) olduğunu

göstermeliyiz.

{(a, b)} δ2 {(c, d)} ve k = 1 veya 2 için ik{(a, b)} = U ve ik{(c, d)} = V olacak

şekilde bir (a, b), (c, d) ∈ X2 çifti mevcuttur. Yukarıda kullanılan aynı yolla

(ik{(a, b)}, ik{(c, d)}) ⊇ ({(x, y)i}, {(x, y)i}), (i = 1, 2) elde edilir.

i = 1 için, eğer ({(x, y)1}, {(x, y)1}) ∈ δ′ ise, o zaman π1S{(x, y)1} δ π1S{(x, y)1} =

{x} δ {x} dir, yani ({x}, {x}) ∈ δ dır; π2S{(x, y)1} δ π2S{(x, y)1} = {y} δ {y}

dir, yani ({y}, {y}) ∈ δ dır; π3S{(x, y)1} δ π3S{(x, y)1} = {y} δ {y} dir, yani

({y}, {y}) ∈ δ dır.

i = 2 için, eğer ({(x, y)2}, {(x, y)2}) ∈ δ′ ise, o zaman π1S{(x, y)2} δ π1S{(x, y)2} =

{x} δ {x} dir, yani ({x}, {x}) ∈ δ dır; π2S{(x, y)2} δ π2S{(x, y)2} = {x} δ {x}

dir, yani ({x}, {x}) ∈ δ dır; π3S{(x, y)2} δ π3S{(x, y)2} = {y} δ {y} dir, yani

({y}, {y}) ∈ δ dır.

Buradan πiS(U) δ πiS(V ) (i = 1, 2, 3) elde edilir. Böylece (b), (a) yı gerektirir.

O halde (X, δ) uzayı PreT ′2 dür.

3.3. Hausdorff Proximity Uzaylar

Topolojik uzaylarda iyi bilinen Hausdorff (T2) ayırma aksiyomu aşağıda

verilmiştir.
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Tanım 3.3.1. [58] (B, τ) topolojik uzayı T2 dir ancak ve ancak her x 6= y için x ve

y nin ayrık komşulukları vardır.

Buna denk olarak aşağıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.3.1. [58] (B, τ) topolojik uzayı T2 dir ancak ve ancak (B, τ) uzayı T0 ve

PreT2 dir.

0T 2T
2Pr eT

Şekil 3.3. T0, T2 ve PreT2 arasındaki ilişki

Baran [40], topolojik uzaylardaki Hausdorff (T2) ayırma aksiyomunu Teorem

3.3.1 i kullanarak herhangi bir topolojik kategoriye aşağıdaki tanımla

genelleştirmiştir.

Tanım 3.3.2. [40] U : E −→ SET bir topolojik fanktor olmak üzere X , E nin bir

objesi ve U(X) = B olsun.

1. X objesi T 2 dir ancak ve ancak X objesi T 0 ve PreT 2 dir.

2. X objesi T ′2 dür ancak ve ancak X objesi T ′0 ve PreT ′2 dür.

PROX kategorisinde T 2 ve T ′2 ayırma aksiyomlarının karakterizasyonları aşağıda

verilmiştir.

Teorem 3.3.2. (X, δ) bir EF-proximity uzay olsun. (X, δ) uzayı T 2 dir ancak ve

ancak X deki her ayrık x, y çifti için ({x}, {y}) /∈ δ dır.

İspat: Tanım 3.3.2, Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.2.2 den açıktır.

Teorem 3.3.3. (X, δ) bir EF-proximity uzay olsun. (X, δ) uzayı T ′2 dür ancak ve

ancak X deki her ayrık x, y çifti için ({x}, {y}) /∈ δ dır.



72

İspat: Tanım 3.3.2, Teorem 3.1.4 ve Teorem 3.2.3 den açıktır.

Not 3.3.1. (X, δ) bir EF-proximity uzay olsun. Teoremler 3.3.2 ve 3.3.3 den (X, δ)

uzayı T 2 dir ancak ve ancak T ′2 dür.

3.4. Regüler Proximity Uzaylar

Topolojik uzaylarda iyi bilinen T3 ayırma aksiyomu aşağıda verilmiştir.

Tanım 3.4.1. (B, τ) topolojik uzayı T3 tür ancak ve ancak (B, τ) uzayı T1 dir ve x /∈

F olacak şekilde boştan farklı kapalı her F ⊂ B için x ve F nin ayrık komşulukları

vardır.

Teorem 3.4.1. [58] (B, τ) topolojik uzayı T3 tür ancak ve ancak (B, τ) uzayı T1

dir ve x /∈ F olacak şekilde B nin boştan farklı kapalı her F alt kümesi için B/F

PreT2 dir. Burada q, B/F üzerinde birim ve F yi ∗ noktasına dönüştüren örten

fonksiyon olmak üzere q : (B, τ)→ B/F = (B\F ) ∪ {∗} dır.

Baran [40], topolojik uzaylardaki T3 ayırma aksiyomunu Teorem 3.4.1 i

kullanarak herhangi bir topolojik kategoriye aşağıdaki tanımla genelleştirmiştir.

Tanım 3.4.2. [40] U : E −→ SET bir topolojik fanktor, U(X) = B olmak üzere X ,

E nin bir objesi ve F , B nin boştan farklı bir alt kümesi olsun. q, B/F üzerinde

birim ve F yi ∗ noktasına dönüştüren örten fonksiyon olmak üzere, q : U(X) =

B → B/F = (B\F ) ∪ {∗} epi U−kavşağının bitiş kaldırması X/F ile gösterilir.

1. X objesi T 3 dir ancak ve ancak X objesi T1 ve x /∈ F olacak şekilde kapalı

her ∅ 6= F ⊂ B için X/F objesi PreT 2 dir.

2. X objesi T ′3 dür ancak ve ancak X objesi T1 ve x /∈ F olacak şekilde kapalı

her ∅ 6= F ⊂ B için X/F objesi PreT ′2 dür.

3. X objesi ST 3 dir ancak ve ancakX objesi T1 ve x /∈ F olacak şekilde kuvvetli

kapalı her ∅ 6= F ⊂ B için X/F objesi PreT 2 dir.

4. X objesi ST ′3 dür ancak ve ancakX objesi T1 ve x /∈ F olacak şekilde kuvvetli

kapalı her ∅ 6= F ⊂ B için X/F objesi PreT ′2 dür.
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PROX kategorisinde T 3, T ′3, ST 3 ve ST ′3 ayırma aksiyomlarının

karakterizasyonları aşağıda verilmiştir.

Teorem 3.4.2. (X, δ) uzayı PreT 2 ise (X/F, δ∗) uzayı da PreT 2 dir.

İspat: Teorem 3.2.2 den açıktır.

Teorem 3.4.3. (X, δ) uzayı PreT ′2 ise (X/F, δ∗) uzayı da PreT ′2 dür.

İspat: Kabul edelim ki (X, δ) uzayı PreT ′2 olsun ve birbirinden farklı a, b ∈

X/F noktaları verilsin. Teorem 3.2.3 den ({a}, {b}) /∈ δ∗ olduğunu göstermek

yeterlidir. Burada δ∗, q tarafından üretilen X/F üzerindeki EF-proximity yapıdır.

Kabul edelim ki a 6= ∗ olsun. q dönüşümü tanımından q(a) = a ve her c ∈ F

için q(c) = ∗ olacak şekilde en az bir a ∈ X ve F ⊂ X vardır. Her c ∈ F için

a /∈ F olduğundan a 6= c ve (X, δ) uzayı PreT ′2 olduğundan {a} δ {c} dir. Tanım

1.1.1 in (P2) şartından {a} δ F elde edilir. Buradan {a} δ F = q−1({a}) δ q−1({∗})

bulunur. Tanım 1.1.11 ve Tanım 1.1.12 gereğince [0, 1] aralığındaki her s rasyonel

sayısı için C0 = {a}, C1 = {∗}c olacak şekilde en az bir Cs ⊂ Y vardır ve

s < t ise q−1(Cs) �δ q
−1(Ct) dir. q−1({a}) δ q−1({∗}) olduğundan q−1({a}) �δ

(q−1({∗}))c = q−1({a}) �δ q
−1({∗}c) dir ancak ve ancak {a} �∗ {∗}c dir. Böylece

{a} δ∗ {∗} dır, yani ({a}, {∗}) /∈ δ∗ dır.

Şimdi de a 6= b 6= ∗ alalım. q dönüşümü tanımından q(a) = a ve q(b) = b

olacak şekilde en az bir a, b ∈ X çifti vardır. Burada q dönüşümü birebir olarak

düşünülebilir. Kabul edelim ki {a} δ∗ {b} olsun. q dönüşümü tanımı ve Not

1.1.2 gereğince {a} δ∗ {b} dir ancak ve ancak q−1({a}) δ∗ q−1({b}) = {a} δ {b} dir.

({a}, {b}) ∈ δ elde edilir. Bu ise (X, δ) uzayının PreT ′2 olmasıyla çelişir. O halde

({a}, {b}) /∈ δ∗ dır.

Sonuç olarak, birbirinden farklı a, b ∈ X/F noktaları için ({a}, {b}) /∈ δ∗ dır.

Dolayısıyla Teorem 3.2.3 den (X/F, δ∗) uzayı PreT ′2 dür.

Teorem 3.4.4. (X, δ) bir EF-proximity uzay olsun. (X, δ) uzayı T 3 dir ancak ve

ancak X deki her ayrık x, y çifti için ({x}, {y}) /∈ δ dır.
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İspat: Tanım 3.4.2, Teorem 3.1.5 ve Teorem 3.4.2 den açıktır.

Teorem 3.4.5. (X, δ) bir EF-proximity uzay olsun. (X, δ) uzayı T ′3 dür ancak ve

ancak X deki her ayrık x, y çifti için ({x}, {y}) /∈ δ dır.

İspat: Tanım 3.4.2, Teorem 3.1.5 ve Teorem 3.4.3 den açıktır.

Teorem 3.4.6. (X, δ) bir EF-proximity uzay olsun. (X, δ) uzayı ST 3 dir ancak ve

ancak X deki her ayrık x, y çifti için ({x}, {y}) /∈ δ dır.

İspat: Tanım 3.4.2, Teorem 3.1.5 ve Teorem 3.4.2 den açıktır.

Teorem 3.4.7. (X, δ) bir EF-proximity uzay olsun. (X, δ) uzayı ST ′3 dür ancak ve

ancak X deki her ayrık x, y çifti için ({x}, {y}) /∈ δ dır.

İspat: Tanım 3.4.2, Teorem 3.1.5 ve Teorem 3.4.3 den açıktır.

Not 3.4.1. (X, δ) bir EF-proximity uzay olsun. Teoremler 3.4.4, 3.4.5, 3.4.6 ve 3.4.7

den (X, δ) uzayı T 3 dir ancak ve ancak T ′3 dür ancak ve ancak ST 3 dir ancak ve

ancak ST ′3 dür.



4. BÖLÜM

LOKAL VE GENEL PRE-HAUSDORFF, HAUSDORFF, REGÜLER
PROXİMİTY UZAYLAR ARASINDAKİ İLİŞKİLER

Bu bölümde PROX kategorisinde karakterize ettiğimiz bir p noktasındaki

(lokalde) ve genelde pre-Hausdorff, Hausdorff ve regüler objelerin her birinin

çeşitli formlarının aralarında ortaya çıkan özel ilişkiler incelenmiştir. Bizim

elde ettiğimiz Hausdorff EF-proximity uzay şartı ile klasik anlamdaki Hausdorff

EF-proximity uzay şartının çakıştığı görülmüştür.

4.1. p Noktasında Pre-Hausdorff, Hausdorff ve Regüler Proximity Uzaylar
Arasındaki İlişkiler

Not 4.1.1. (X, δ) bir EF-proximity uzay ve p ∈ X olsun. Teorem 2.2.3 ve Notlar

2.3.1, 2.4.1 den (X, δ) uzayı p de PreT ′2 dür ancak ve ancak p de T 2 dir ancak ve

ancak p de T ′2 dür ancak ve ancak p de T 3 dir ancak ve ancak p de T ′3 dür ancak

ve ancak p de ST 3 dir ancak ve ancak p de ST ′3 dür ancak ve ancak her x 6= p için

({x}, {p}) /∈ δ dır.

Not 4.1.2. (X, δ) bir EF-proximity uzay ve p ∈ X olsun. Teoremler 2.2.2, 2.2.3 ve

Notlar 2.3.1, 2.4.1 den (X, δ) uzayı p de PreT ′2 veya p de T 2 veya p de T ′2 veya p

de T 3 veya p de T ′3 veya p de ST 3 veya p de ST ′3 ise p de PreT 2 dir. Ancak bu

gerektirmenin tersi genelde doğru değildir.

Örnek 4.1.1. X = {a, b} iki elemanlı bir küme olmak üzere X üzerinde

δ = {(X,X), ({a}, {a}), ({b}, {b}), (X, {a}), ({a}, X), (X, {b}), ({b}, X), ({a}, {b}),

({b}, {a})} indiskre EF-proximity bağıntısı verilsin. Buna göre (X, δ) uzayı p = a

da PreT 2 dir, fakat a 6= b için ({a}, {b}) ∈ δ olduğundan p = a olmak üzere p de

PreT ′2, p de T 2, p de T ′2, p de T 3, p de T ′3, p de ST 3 ve p de ST ′3 değildir.
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4.2. Pre-Hausdorff, Hausdorff ve Regüler Proximity Uzaylar Arasındaki İlişkiler

Not 4.2.1. (X, δ) bir EF-proximity uzay olsun. Teorem 3.2.3 ve Notlar 3.3.1, 3.4.1

den (X, δ) uzayı PreT ′2 dür ancak ve ancak T 2 dir ancak ve ancak T ′2 dür ancak ve

ancak T 3 dir ancak ve ancak T ′3 dür ancak ve ancak ST 3 dir ancak ve ancak ST ′3

dür ancak ve ancak her ayrık x, y ∈ X çifti için ({x}, {y}) /∈ δ dır.

Not 4.2.2. (X, δ) bir EF-proximity uzay olsun. Teoremler 3.2.2, 3.2.3 ve Notlar

3.3.1, 3.4.1 den (X, δ) uzayı PreT ′2 veya T 2 veya T ′2 veya T 3 veya T ′3 veya ST 3

veya ST ′3 ise PreT 2 dir. Ancak bu gerektirmenin tersi genelde doğru değildir.

Örnek 4.2.1. X = {a, b} iki elemanlı bir küme olmak üzere X üzerinde

δ = {(X,X), ({a}, {a}), ({b}, {b}), (X, {a}), ({a}, X), (X, {b}), ({b}, X), ({a}, {b}),

({b}, {a})} indiskre EF-proximity bağıntısı verilsin. Buna göre (X, δ) uzayı PreT 2

dir, fakat a 6= b için ({a}, {b}) ∈ δ olduğundan PreT ′2, T 2, T ′2, T 3, T ′3, ST 3 ve ST ′3

değildir.

4.3. Lokal ve Genel Arasındaki İlişkiler

EF-proximity uzaylarda bazı ayırma aksiyomlarının klasik anlamdaki tanımları

aşağıda verilmiştir.

Tanım 4.3.1. [23, 62] (X, δ) bir EF-proximity uzay ve x, y ∈ X olsun.

• x 6= y iken x δ y oluyorsa (X, δ) uzayı T0 dır.

• x 6= y iken x δ y oluyorsa (X, δ) uzayı T1 dir.

• x δ y iken x = y oluyorsa (X, δ) uzayı T2 (Hausdorff) dir.

Not 4.3.1. (X, δ) bir EF-proximity uzay olsun.

1. Teorem 3.1.4 ve Teorem 3.2.2 den (X, δ) uzayı T ′0 dür ancak ve ancak

PreT 2 dir.

2. i. (X, δ) uzayı PreT 2 (PreT ′2) dir ancak ve ancak her p ∈ X için (X, δ)

p de PreT 2 (PreT ′2) dir.
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ii. (X, δ) uzayı T 2 (T ′2) dir ancak ve ancak her p ∈ X için (X, δ) p de T 2

(T ′2) dir.

iii. (X, δ) uzayı T 3 (T ′3, ST 3, ST
′
3) dir ancak ve ancak her p ∈ X için

(X, δ) p de T 3 (T ′3, ST 3, ST
′
3) dir.

3. Teorem 3.3.2, Teorem 3.3.3 ve Tanım 4.3.1 den (X, δ) uzayı T 2 dir

ancak ve ancak T ′2 dür ancak ve ancak T2 (Hausdorff) dir. Yani

elde ettiğimiz Hausdorff EF-proximity uzay şartı ile klasik anlamdaki

Hausdorff EF-proximity uzay şartı çakışmaktadır.

Tüm bu karşılaştırmalardan aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Not 4.3.2. (X, δ) bir EF-proximity uzay olmak üzere Tanım 4.3.1 ve Notlar 4.1.1,

4.2.1, 4.3.1 den aşağıdaki ifadeler birbirine denktir:

i. (X, δ) uzayı T 0 dir.

ii. (X, δ) uzayı T0 dır.

iii. (X, δ) uzayı T1 dir.

iv. (X, δ) uzayı T1 dır.

v. (X, δ) uzayı PreT ′2 dür.

vi. (X, δ) uzayı T 2 dir.

vii. (X, δ) uzayı T ′2 dür.

viii. (X, δ) uzayı T2 (Hausdorff) dir.

ix. (X, δ) uzayı T 3 dir.

x. (X, δ) uzayı T ′3 dür.

xi. (X, δ) uzayı ST 3 dir.

xii. (X, δ) uzayı ST ′3 dür.

xiii. Her ayrık x, y ∈ X çifti için ({x}, {y}) /∈ δ dır.

xiv. (X, δ) uzayı her p ∈ X için p de PreT ′2 (T 2, T
′
2, T 3, T

′
3, ST 3, ST

′
3) dür.



5. BÖLÜM

SONUÇLAR VE ÖNERİLER

5.1. Sonuçlar

Bu tez çalışmasında öncelikle proximity uzay kavramı, örnekleri, özellikleri,

temel kategorik kavramlar ve bunlarla ilgili gerekli bazı teoremler verilmiştir.

Ardından objeleri proximity uzaylar, morfizmleri p−dönüşümler olan proximity

uzaylar kategorisinin (PROX) bir topolojik kategori olduğu gösterilmiştir.

Daha sonra bir p noktasındaki wedge çarpım tanımı, bazı dönüşümler ve

herhangi bir topolojik kategori için (kuvvetli) kapalılık kavramının ve bir p

noktasında (lokalde) ayırma aksiyomlarının tanımları verilmiştir. Bu tanımlar

ile birlikte daha önce [55] de karakterize edilen proximity uzayların topolojik

kategorisinde kapalılık, kuvvetli kapalılık kavramları ve p noktasında T 0, T ′0, T1

ayırma aksiyomları yardımıyla PROX kategorisinde p noktasında PreT 2, PreT ′2,

T 2, T ′2, T 3, T ′3, ST 3 ve ST ′3 ayırma aksiyomları karakterize edilmiştir.

Lokalde elde edilen karakterizasyonların genelde de yapılması amacıyla ilk

olarak diyagonal boyunca wedge çarpım tanımı, bazı dönüşümler ve herhangi

bir topolojik kategori için genelde ayırma aksiyomlarının tanımları verilmiştir.

Yine bu tanımlar ile birlikte daha önce [60] da karakterize edilen proximity

uzayların topolojik kategorisinde T 0, T ′0 ve T1 ayırma aksiyomları yardımıyla

PROX kategorisinde PreT 2, PreT ′2, T 2, T ′2, T 3, T ′3, ST 3 ve ST ′3 ayırma aksiyomları

karakterize edilmiştir.

Bu şekilde PROX kategorisinde lokalde ve genelde pre-Hausdorff, Hausdorff ve

regüler objeler belirlenmiştir.
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Sonraki aşamada PROX kategorisinde karakterize ettiğimiz bir p noktasındaki

(lokalde) ve genelde pre-Hausdorff, Hausdorff ve regüler objelerin her

birinin çeşitli formlarının aralarında ortaya çıkan özel ilişkiler incelenmiştir.

Ayrıca karakterize edilen objeler, proximity uzaylardaki bazı klasik ayırma

aksiyomlarıyla karşılaştırılmıştır.

Bunun sonucunda bizim elde ettiğimiz Hausdorff EF-proximity uzay şartı ile

klasik anlamdaki Hausdorff EF-proximity uzay şartının çakıştığı görülmüştür.

Üstelik Hausdorff ve regüler objelerin tüm formlarının birbirine denk olduğu

sonucu elde edilmiştir.

5.2. Öneriler

Bundan sonraki çalışmalarda lokal ve genel ayırma aksiyomları, kapalılık,

bağlantılılık, kompaktlık gibi önemli topolojik kavramlar, quasi-proximity uzay

ve LO-proximity uzay gibi bazı genelleştirilmiş proximity uzayların topolojik

kategorilerinde karakterize edilebilir.

PROX kategorisinde karakterize ettiğimiz PreT2, T2 ve T3 ayırma aksiyomlarının

Tanım 1.1.14 ile verilen betimsel EF-proximity uzaylardaki karşılıkları

araştırılabilir, aralarındaki ilişkiler incelenebilir.

Betimsel EF-proximity için [50] de verilen ayırma aksiyomlarının kategorik

olarak genelleştirilebilirliği araştırılabilir.

Bu tez çalışmasında uzaysal EF-proximity uzaylar için elde edilen sonuçlar

betimsel EF-proximity uzaylara uygulandığında ne gibi sonuçlar ortaya çıkacağı

merak konusudur, fakat betimsel EF-proximity uzayların farklı alanlara

uygulanabilirliği göz önünde bulundurulduğunda ortaya çıkan sonuçların aynı

problemlere farklı boyutta, daha kaliteli ve daha kapsamlı yeni anlamlar

kazandıracağı aşikardır.
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55. Kula, M., Maraşlı, T. ve Özkan, S., 2014. A Note on Closedness and

Connectedness in the Category of Proximity Spaces, Filomat, 28 (7):

1483–1492.
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Medeni Durumu : Evli

E-Posta : ozkans@nevsehir.edu.tr

EĞİTİM
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