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1. GIRIS

Bir M C R™ alt manifoldu ve bir d € R™ birim vektorii verilsin. Eger, her bir
q € M icin d ve T, M arasindaki ag1 sabit ise, bu taktirde M manifoldu d ye gore
bir helis olarak adlandirilir.Ote yandan, bir M C R” alt manifoldu icin, H C R bir
r-boyutlu lineer alt uzay1 var ve bu uzaydaki her bir d € H dogrultusuna gore M

bir helis ise, bu taktirde M manifoldu bir r-helis alt manifold olarak adlandirilir.

Yukarida bahsettigimiz, Oklidyen uzayin helis alt manifoldlar1 konusu son yillarin
calisilan onemli konularindan biridir. Bu manifoldlar ilk olarak, Di Scala ve Ruiz-
Hernéndez tarafindan verilmigtir. Di Scala ve Ruiz-Hernandez 2009 yilinda yap-
tiklar1 galigmada (Di Scala ve Ruiz-Herndndez 2009) helis hiperyiizeylerinin nasil
insa edilecegini vermis ve incelemislerdir. Ote yandan, 2009 yilinda Di Scala, Oklid
uzaylarmin zayif helis alt manifoldlarim tammlamig (Di Scala 2009) ve bu galis-
mada (giiglii) r-helis alt manifoldlarla zayif r-helis alt manifoldlarin genel olarak
ayn1 olmadigini vermigtir. Ayrica 2010 yilindaki ¢aligmalarinda (Di Scala ve Ruiz-
Herndndez 2010), helis manifoldlarin eikonal kismi diferensiyel denklemlerle olan
baglantisin1 vermisgler ve yerel olarak, eikonal kismi diferensiyel denklemlerin her
¢oziimiinii bulmak i¢in bir yontem vermislerdir. Yine ayni calismada, dogrusal helis
alt manifoldlar1 karakterize etmislerdir. Ve son yillarda Ruiz-Herndndez N™ x R

minimal helis yiizeyleri ile ¢aligmugtir (Ruiz-Hernandez 2011).

Diger taraftan, H.-Wente tarafindan formdillegtirilen golge problemi M.Ghomi tarafin-
dan ¢oziilmiigtiir (Ghomi 2002). O, caligmalarinda golge sir kavramimi kullan-
migtir. Ruiz-Herndndez, golge sinirlarini dogal olarak helis alt manifoldlarla baglan-
tili olarak incelemistir (Ruiz-Hernandez 2008). Cermelli ve Di Scala, siv1 kristallerin
interfaz fizigi ile ilgili olan helis hiperyiizeyleri ile ¢aligmigtir (Cermelli ve Di Scala
2007). Munteanu ve Dillen de, helis yiizeylerini diizlemsel olmayan Oklid uzay-

larinda ¢aligmigtir (Dillen ve Munteanu 2009).

Bu tezin plan1 asagidaki gibidir. Ikinci boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan



temel kavramlar verilmigtir. Boliim 3 de, R™ deki helis hiperyiizeyler ve baz1 tzel
egriler arasindaki baglantilar verilmistir.Yine bu yiizeyler iizerindeki bazi 6zel regle
yiizeyler incelenmistir. Ayrica, R3de diizlemsel bir egriden bir helis hiperyiizey elde
edilmis ve bu yiizeylerin Gauss egriligi, ortalama egriligi ile agilabilirlik durumlar
incelenmistir. Daha sonra, R3deki egrilerin Darboux cat1 6zellikleri dikkate aliarak,
R3deki helis hiperyiizeyler ve baz1 6zel egriler arasindaki baglantilar verilmistir. Bu
boliimiin sonunda ise, R"™ deki helis hiperyiizeylerin Gauss doniigiimii bulunmus
ve koni helis hiperyiizeyinin Gauss doniigiimiiniin helis alt manifold olan bir ¢cem-
ber oldugu ornekle verilmistir. Boliim 4 te, R™ deki r-helis hiperyiizeyler ve bazi
ozel egriler arasindaki baglantilar incelenmistir. Ayrica, R" deki r-helis hiperyiizey-
lerinin ve bu yiizeyler iizerindeki egrilerin Gauss doniigiimleri incelenmigtir. Boliim
5 de, R™ de r-helis alt manifoldlar ve baz 6zel egriler arasindaki baglantilar ver-
ilmigtir. Yine bu manifoldlarin teget ve normal bilegenleri arasindaki énemli bir
bagint1 verilmistir. Ayrica, bu manifoldlarin dogrultularinin integral egrileri ince-
lenmigtir. Daha sonra, bir Riemann manifoldunda, bir teget vektor alaninin ve bir
egrinin bir normal dogrultuda asimptotik olmasi tanimlanmigtir.Ve bu kavramlar
r-helis alt manifoldlarda incelenmistir. Bu boliimiin sonunda ise, R deki helis alt
manifoldlarda, ¢izgili helisler ile helis cizgileri arasindaki bir 6zel baginti verilmis ve
hiperyiizey durumunda 6nemli bir sonug verilmistir. Boliim 6 da, R™ de bir Riemann
alt manifoldunun f-eikonal helis alt manifold olmasi ve bir Riemann alt manifold iiz-
erindeki bir egrinin f-eikonal helis egrisi olmas1 tanimlar ilk defa verilmistir. Daha
sonra, f-eikonal helis egrilerinin geodezik egrilerle, genel helislerle ve f-eikonal helis
alt manifoldlarla olan baglantilar1 verilmigtir. Sondan bir 6nceki alt boliimde ise,
3-boyutlu Riemann manifoldlarda, f-eikonal helis egrisinin ekseni ve f-eikonal helis
egrileri i¢in karakterizasyonlar verilmistir. Ayrica, f-eikonal helis egrilerinin genel
helislerle ve Riemann helis alt manifoldlarla baglantilari verilmigtir. Boliim 6 nin
sonunda ise, n-boyutlu Riemann manifoldlarda, f-eikonal helis egrisinin harmonik
egrilik fonksiyonlar: ile Frenet catisi arasinda bir bagint1 ve bu egrinin ekseni ver-

ilmigtir. Ayrica, f-eikonal helis alt manifoldlarla ilgili 6nemli sonuglar verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu ikinci boliim, diger boliimlerde kullanilacak olan temel Tamim ve Teoremleri

icermektedir.
2.1 Oklid Uzaylar1

Tanim 2.1.1.(Frenet Catisi) R" de birim hizh bir egri o : I € R — R™ ol-
sun. Eger, (a(s),a(s)) = 1 ise, a egrisi birim izl bir egri olarak adlandirila-
cak. Burada (,) ifadesi R™ deki standart skalar carpimi gostermektedir. Herbir
X = (21,22, ..., x,), Y = (Y1,Y2, ..., Yn) € R™ igin

<X7 Y) = Z Tl
=1

seklinde verilir.{ Vi (s), Va(s), ..., Vi.(s) }, a egrisi boyunca hareketli gat1 (Frenet gatisi)
olsun. Burada, V; ler karsilikhi olarak ortogonal ve (V;,V;) = 1. Bu taktirde o nin

Frenet denklemleri

.,

Vi=HkV;

Vi

= _kn—ZVn—Z + kn—lvn

Vn - _kn—lvn—l

formiilleriyle verilir. Burada, k;(s) ler o nmin . egrilikleri olarak adlandirilir (Gok vd.

2009).

Tanim 2.1.2. (Darboux Catis1) R? Oklidyen 3-uzayindaki bir M hiperyiizeyi iiz-
erinde birim hizh bir egria : I C R — M olsun. « egrisi boyunca {T,Y =T x N, N}
catisini gozoniine alalim. Burada 7', o nin teget vektor alan ve N, M tizerinde bir
birim normal vektor alamidir. Bu taktirde, {T,Y, N} catis1 M ye gore o min Dar-

boux catisi olarak ve T, Y, N vektor alanlar1 M ye gore a nin Darboux vektor alanlari



olarak adlandirilir. Bu ¢atinin Darboux denklemleri de

T = kY + k,N

Y = —k,T +71,N

N = —k,T —7,Y

esitlikleri ile verilir. Burada k,, M tizerindeki o min normal egriligi, ky, o min
geodezik egriligi ve 7, o nin geodezik torsiyonu olarak adlandirihir (Ozkald: ve Yayh

2011).

Tanmim 2.1.3.(Slant Helis) a: I C R — R™, R" de birim hizl bir egri ve k; (i =
1,2,...,n — 1) egrilikleri sifirdan farkhi olsun.{Vi(s), Va(s),..., V,,(s)} de «a egrisinin
Frenet catisimi gostersin.Eger n. birim vektor alanm V,,, R™ deki sabit bir birim X

vektorii ile sabit bir ¢ acis1 yapiyorsa, yani « egrisi boyunca
(Vi, X) = cos(p), ¢ # g, ¢ = constant

ise, bu taktirde a, bir V,,-slant helis olarak adlandirihr (Gok vd. 2009).

Tanim 2.1.4.(Genel Helis) o : 1 C R — R" egrisi R” de birim hizli bir egri ve

X, R™ de birim bir sabit vektor alan1 olsun. Biitiin s € [ lar igin,

(V1,X) = cos(), ¢ # 5, = sabit

ise, bu taktirde « egrisi R™ de bir genel helis olarak adlandirilir. Burada, V7, o nin
birim teget vektor alam ve ¢ agisi, V) ve X vektor alanlar arasindaki agidir (Gok

vd. 2009).



2.2 Riemann Manifoldlar:

Tanim 2.2.1.(Vektor Alani) M bir diferensiyellenebilir manifold ve bir p € M

noktasindaki teget vektorlerinin uzay1 7, M olsun.M {iizerinde bir vektor alani diye

XM — UpenT, M

olarak tanimlanan birebir ve ¢rten X fonksiyonuna denir. M iizerinde vektor alan-

larmin ctimlesi x (M) ile gosterilir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.2.2.(Riemann manifoldu) M bir C'* manifold olsun. M iistiinde vektor
alanlarinin uzay1 (M) ve reel degerli C* fonksiyonlarin halkast C*> (M, R) olmak
uzere,

9=()x(M) x x(M) — C% (M,R)

seklinde bir i¢ garpim taniml ise, M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada, (,)
islemine i¢ carpim, metrik tensoér, Riemann metrigi veya diferensiyellenebilir metrik

denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.2.3.(Gauss Denklemi) M/, R” Riemann manifoldunun bir alt manifoldu
ve D, R" iizerindeki Riemann konneksiyon olsun.Bu taktirde, M ye teget olan her

X, Y vektor alanlari igin,

DxY =VxY +V(X,Y)

seklinde tanimlanan denkleme Gauss denklemi denir.Burada, V, M {izerindeki Rie-
mann konneksiyonu ve V', simetrik vektor degerli olup ikinci temel tensor olarak
adlandirihr.Ayrica, VxY ve V(X,Y), sirasiyla, DxY nin teget ve normal bilegen-
leridir (Hicks 1974).

Tanim 2.2.4.(Weingarten Operatorii) M, R" Riemann manifoldunun bir alt

manifoldu olsun. D nin R" iizerindeki Riemann konneksiyonu ve V nin M iizerindeki



Riemann konneksiyonu oldugunu kabul edelim.Bu taktirde, M ye teget her X vektor

alani ve M ye normal her ¢ vektor alani igin,
Dxé = —A%(X) + Vxé

denklemine Weingarten formiilii denir.A¢, ¢ ile birlesen sekil operatorii veya ¢ ile
birlesen Weingarten operetorii olarak bilinir.V+, M nin normal demetinde iiretilmis

konneksiyondur.

Burada, A%(X), —Dx¢ nin teget bilesenidir ve A$(X) =tan(—Dx¢&) seklinde goster-
ilir ( Munteanu 2010, Lopez ve Munteanu 2011).

Tanim 2.2.5.(Egrilik Cizgisi) Bir M C R" Oklidyen alt manifoldu ve M iizerinde
T tegetli bir « egrisi verilsin.Eger 7', egrinin her bir noktasinda bir asli vektor ise,
bu taktirde o, M de bir egrilik ¢izgisi olarak adlandirilir.Bir bagka ifadeyle, keyfi
bir £ € ¥(M) normal vektor alan igin, a egrisi boyunca A%(T) =tan(—Dr&) = T
oluyorsa « egrisi M de bir egrilik cizgisidir. Burada, A%, ¢ ile birlesen sekil operatorii
ve D, R™ iizerinde Riemann konneksiyonu (standart kovaryant tiirev) dir (Cartan

1983).

Tanim 2.2.6.(Normal Egrilik) M, R"” Riemann manifoldunun bir alt manifoldu
ve a,M {izerinde C'*° simifindan birim 7" tegetli bir egri olsun.Bu durumda, V (T, T),
a nin normal egrilik vektor alani ve kr = ||V(T,T)||, @ min normal egriligi olarak

adlandirihr (Hicks 1974).

Tanim 2.2.7. (Frenet Denklemleri) o : I C R — M, 3-boyutlu bir M Riemann
manifoldunda gémiilmiis bir egri ve a nin birim teget vektor alani ¢ olsun.x > 0 ve
T, sirastyla, o nin egrilik ve torsiyonunu gostersin.Boylelikle, {¢,n,b}, o nin Frenet
catis1 ve V, M iizerindeki Riemann konneksiyonu ise, bu taktirde o nin Frenet
denklemleri

Vit = kn



Vin = —kt+71b
Vib=—mn

seklinde tanimlamr (Barros 1997).

Tanim 2.2.8.(Eikonal Fonksiyon) (1, g), g metrikli bir Riemann manifoldu ol-
sun. Ayrica, f : M — R bir fonksiyon ve Vf bunun gradyenti (yani, df(X) =
g(Vf, X)) olsun. Eger

|V f]| = sabit

esitligi (eikonal kismi diferensiyel denklem) saglaniyorsa, bu taktirde f, eikonal

fonksiyon olarak adlandirilir (Di Scala ve Ruiz-Herndndez 2010).

Tanim 2.2.9. (Frenet egrisi ve Frenet denklemleri) n-boyutlu bir Riemann
manifoldu M"™ de, yay uzunlugu s ile parametrize edilmig C'*° smifindan bir egri

a = a(s) olsun. Eger,

VO/V; (S) = _kz’—l (S) ‘/;_1 (S) + k?z (S) V:H-l (S) 3 1= 1, ., n,

aligilmig denklem sistemini saglayan « boyunca {V; = «/,...,V,,} ortonormal ¢at1
alanlar1 ve ky (s), ..., k,—1 (s) pozitif fonksiyonlar: varsa, bu taktirde « egrisi proper
Frenet formiilii olarak adlandirihir. k; (s) (¢ = 1,...,n—1) fonksiyonlari ve {V1, ..., V,,}
ortonormal catisi, sirasiyla o egrisinin egrilikleri ve Frenet catisi olarak adlandirilir.
Yukaridaki denklem igin, Vy = V,,;1 = 0 ve V,, a egrisi boyunca Riemannaian

konneksiyonunu gostermektedir (Maeda ve Adachi 2000).
2.3 Helis Alt Manifoldlar
Tanim 2.3.1.(Helis Hiperyiizey) Bir M C R hiperyiizeyi ve R" de bir d # 0

birim vektorii verilsin. Eger herbir ¢ € M icin d ve T,M arasindaki a1 sabitse, bu

taktirde M, d sabit dogrultusuna gore bir helis olarak adlandirilir. Belirtelim ki, bu



tanim, M boyunca (d, ) ¢arpiminin sabit olmasi gergegine denktir. Burada &, M

tizerinde bir normal vektor alamidir (Di Scala ve Ruiz-Herndndez 2009).

Teorem 2.3.1. H C R"!, R"! de yonlendirilebilir bir hiperyiizey ve n, H nin bir

birim normal vektor alami olsun.Bu taktirde,

fo(x,s) =x+ s(sin(@)n(x) + cos(d)d), fo: Hx R — R", § = constant

ifadesi R™ deki d sabit dogrultusuna gore bir helis hiperyiizeyidir (x € H, s € R,
- < s < €). Burada d = (0,0,...,1) € R"™ vektorii, n ve H ye ortogonal olacak

sekildeki vektordiir. Ayni zamanda, bu yiizeyin bir birim normal vektor alani

&(x) = —cos(0)n(x) + sin(0)d

ile verilir (z € H) (Di Scala ve Ruiz-Herndndez 2009).

Tanmim 2.3.2.(Helis Alt Manifold) Bir M C R" alt manifoldu ve bir d € R"
birim vektorii verilsin.Eger herbir ¢ € M i¢in d ve T, M arasindaki ag1 sabitse, bu

taktirde M, d sabit dogrultusuna gore bir helis olarak adlandirilir.

Belirtelim ki, d birim vektorii M manifoldu boyunca bunun teget ve normal bilegen-

lerine ayrilabilir. Yani d vektorii

d = cos(0)T + sin(6)¢

olarak yazilabilir. Burada 7" € TM (teget demet), & € (M) (normal demet)
dir.Ayrica, ||T| = [[£]| = 1.

Vurgulayalim ki, d ile T; M arasmndaki ag1 sabittir ancak ve ancak d nin tegetsel

bilegeni ||cos(8)T'|| = cos(f) sabit uzunluguna sahiptir.

0 < 60 < 5 oldugunu kabul edecegiz ve M yi 6 acili bir helis olarak adlandiracagiz



(Di Scala ve Ruiz-Herndndez 2010).

Tanim 2.3.3.(Helis Dogrultusu) Yukaridaki tanimdaki 7" ve £, M helis altman-
ifoldunun sirasiyla teget ve normal dogrultular: olarak ve d de M nin helis dogrul-

tusu olarak adlandirihir. Ve, d her zaman birim kabul edilecek (Di Scala ve Ruiz-

Hernédndez 2010).

Hatirlatma 2.3.1. d = cos(0)T+sin(#)¢ dogrultulu bir M C R™ helis alt manifoldu
ve her X € T'M icin
cos(0)VxT — sin(0)A5(X) =0

cos()V (X, T) +sin(0)Vy€ =0

sistemi saglanir (Di Scala ve Ruiz-Herndndez 2010).

Tanim 2.3.4.(Helis Cizgisi) M C R", bir d € R" dogrultulu bir helis alt manifold
olsun.M helisinin 7" teget dogrultusunun integral egrileri, M nin d ye gore helis

cgizgileri olarak adlandirilir.

Ayrica, M nin biitiin helis ¢izgileri diiz ¢izgiler ise, M C R™ alt manifoldu bir ¢izgili
helis olarak adlandirilir (Di Scala ve Ruiz-Herndndez 2010).

Onerme 2.3.1. Bir M C R” helis alt manifoldunun helis cizgileri, M de geodezik-
tirler (Di Scala ve Ruiz-Herndndez 2010).

Teorem 2.3.2. M C R", bir d = cos(#)T" + sin(0)¢ dogrultusuna gore helis olan bir
full alt manifold (yani, R" Oklid uzaymm bir hiperdiizlemi tarafindan kapsanmay-
acak) olsun.Bu taktirde, M bir cizgili helis dir gerek ve yeter sart ¢ icin V3£ = 0
(Di Scala ve Ruiz-Herndndez 2010).

Tamm 2.3.5.(Giiglii r-Helis) M C R” bir alt manifold olsun.Eger H C R" bir

r-boyutlu lineer alt uzayi var ve bu uzaydaki her bir d € H dogrultusuna gore M



bir helis ise, bu taktirde M bir (giiclii) r-helis alt manifold olarak adlandirilir.Ve
H alt uzayida, helis dogrultularinin alt uzay: olarak adlandirilir (Di Scala ve Ruiz-

Herndndez 2009, 2010).
Tanim 2.3.6.(Zay:if r-Helis) M C R” bir alt manifold olsun. Eger M manifoldu

r tane lineer bagimsiz dy, ..., d, dogrultularina gore bir helis ise, bu taktirde M

manifoldu bir (zayif) r-helis olarak adlandirilir (Di Scala 2009).
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3. HELiS HIiPERYUZEYLER

Bu iiciincii boliimde, genel olarak helis hiperyiizeyleri ve 6zel egriler arasindaki

baglantilar verilmistir.

3.1 R" de Helis Hiperyiizey ve Baz1 Ozel Egriler

Bu alt boliimde, R™ deki helis hiperyiizeyler ve bazi 6zel egriler arasindaki baglantilar

incelenmigtir.

Teorem 3.1.1. M, R" de d dogrultulu bir helis hiperyiizey ve v : I CR — M, M
de birim hizlh bir geodezik egri olsun.Bu taktirde, o egrisi R" de d dogrultulu bir
Vs-slant helisdir.

Ispat: ¢, M iizerinde bir birim normal vektor alani olsun.M, d dogrultulu bir helis
hiperyiizey oldugundan, (d, ) =sabittir.Yani, d ve £ arasindaki ag1, M yiizeyinin her
noktasinda sabittir. Ote yandan «, M de geodezik oldugundan, o egrisi boyunca
o = X yazabiliriz. Ayrica, Frenet denklemlerinide kullanirsak o =V, = k;,V, yaz-
abiliriz.Boylece son iki esitlikten, o boyunca, A\{ = ki V5 elde edilir.Boylelikle, son
denklemden her iki tarafin normunu alarak,a boyunca ¢ = V5 yada &€ = —V5 bu-
lunur.Buradanda, o boyunca (d, V5) =sabit oldugunu goérebiliriz.Bir bagka ifadeyle,
a boyunca d ile V5 arasindaki a1 sabittir. Sonug olarak, a egrisi R” de d dogrultulu

bir V5-slant helisdir.

Asagida, yukaridaki Teoremde n = 3 i¢in agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.1. Teorem : «, bir /V birim normal vektor alanina sahip bir sabit agili ve
sabit dogrultusu & olan bir M yiizeyi {izerinde bir egri olsun. Eger a;, M de geodezik
ise, bu taktirde a, R3de bir Va-slant helisdir (Ozkald1 ve Yayh 2011).

Teorem 3.1.2. M, R" de d dogrultulu bir helis hiperyiizey ve oo : I C R — M, M
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de birim hizli bir egri olsun. Eger v nin n.birim vektor alani V,,, £ veya —¢ ye esit
ise, bu taktirde o, R™ de d dogrultulu bir V,,-slant helisdir.Burada &, M {iizerinde bir

birim normal vektor alamdir.

Ispat: M, d dogrultulu bir helis hiperytizey oldugundan, (d,¢) =sabittir.Yani,
d ve ¢ arasmdaki aci, M yiizeyinin her noktasinda sabittir. Ote yandan, o nin
n.birim vektor alam V,,, £ veya —¢ ye esit oldugundan, a boyunca (d,V,,) =sabit
elde edilir.Bir bagka ifadeyle, o boyunca d ile V,, arasindaki ag1 sabittir.Sonug olarak,
a egrisi R de d dogrultulu bir V,,-slant helisdir.

Teorem 3.1.3. M, R" deki bir birim d dogrultusuna gore bir helis hiperytizey
vea: I CR — M, M yiizeyi iizerinde ¢t parametreli bir egri olsun. «, M yiizeyi
tizerinde bir egrilik ¢izgisi ise, bu taktirde « egrisi boyunca d € Sp {T}L dir. Burada,

T, o min birim teget vektor alanidir.

Ispat: M nin bir birim normal vektsr alam € olsun. M, d ye gore bir helis yiizey
oldugundan, « egrisi boyunca (d, £) sabittir. (d, &) =sabit esitliginin her iki tarafinin

« egrisi boyunca t ye gore tiirevini alirsak,

<§',d> —0 (3.1.1)

elde edilir. Ote yandan, bu Teoreme gore o, M iizerinde bir egrilik cizgisi oldugun-

dan, a boyunca
¢ = S(T) = AT (S: M nin sekil operatorii) (3.1.2)
yazabiliriz. Boylece, (3.1.1) ve (3.1.2) esitliklerinden,

(T,d) =0

elde edilir.Sonug olarak, « egrisi boyunca d € Sp {T}L dir.
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3.2 R" de Helis Hiperyiizeyler Uzerindeki Regle Yiizeyler

Bu alt boliimde, R™ deki helis hiperyiizeyler iizerindeki bazi 6zel regle yiizeyler

incelenmis ve bunlarin agilabilir olma sart1 verilmistir.

Tamim 3.2.1. H C R* ! |, R"! de yonlendirilebilir bir hiperyiizey ve
f:ICR— HCR"!

t — B(t)

H yiizeyi iizerinde bir egri olsun. Bu taktirde,

O(t,s) = B(t) + s (sin(8)n(5(t)) + cos(h)d) (3.2.1)

yiizeyi, Teorem 2.3.1. de tanmimlanan birim d dogrultulu My C R™ helis hiperytizeyi
tizerinde bir 2- (regle) yiizeydir. Burada, 7, hiperyiizey olan H nin bir birim normal
vektor alamdir. (3.2.1) de tanimlanan @ yiizeyi 3 egrisi tarafindan meydana getirilen

regle yiizey olarak adlandirilacaktir.

Teorem 3.2.1. (3.2.1) deki ®(¢, s) yiizeyinin agilabilir olmasi icin gerek ve yeter

sart H ylizeyi tizerindeki [ egrisinin bir egrilik ¢izgisi olmasidir.

Ispat: [ egrisinin H yiizeyi iizerinde bir egrilik cizgisi oldugunu kabul edelim.
Dogrultmanlar:

X(t) = sin(@)n(B(t)) + cos(0)d

ve dayanak egrisi § olan

O(t,s) = B(t) + s (sin()n(5(t)) + cos(0)d)
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ylizeyini gozoniine alalim. ®(t, s) nin her iki tarafinin ¢ ye gore tiirevini alirsak,

0o / , /
o, = i B + (s sin(@))(n o B) (3.2.2)

elde ederiz. (3, H yiizeyi iizerinde bir egrilik ¢izgisi oldugundan S(7') = AT (T : 8

nin teget vektor alan ve S : H yiizeyinin sekil operatorii) yazabiliriz. Buradanda,

S(T) = % =(noB) = AT (3.2.3)

bulunur. Boylelikle, (3.2.2) ve (3.2.3) kullanilarak
;= (1+Assin)s =(1+Assin()T

elde edilir. Boylece, {®;, T} sistemi lineer bagimhdir. Ote yandan biliyoruz ki, bir
X (t) dogrultmani boyunca bir teget diizlem, ®; = X(t) ve &, = kT tarafindan ger-
ilir. Sonugta, 3(t) noktasindan gegen X (¢) dogrultmanlar1 boyunca teget diizlemler

paralel kalir. Bu da, ®(¢, s) yiizeyinin acilabilir oldugunu gosterir.

Simdi ®(¢, s) yiizeyinin agilabilir oldugunu kabul edelim. Bu taktirde, {CI)t, T = ﬁ/}
sistemi lineer bagimhidir. Bu durumda, (3.2.2) esitliginden, (70 3)" = AT dir. Yani,
(nopB) = S(T) = AT elde edilir ki, bu da 8 mn H iizerinde bir egrilik cizgisi

oldugunu gosterir.

Sonug 3.2.1. Teorem 3.2.1. deki H hiperyiizeyini,

1=

gn—2 _ {m = (21,0, Tp1) : fz) = nz_:le =1, Hv_ij v 0} c R*!

birim hiperkiiresi olarak gozoniine alalim. Ve bu hiperkiire iizerinde bir egri 5 olsun.
Bu taktirde,
O(t,s) = B(t) + s (sin(d)N(B(t)) + cos(6)d) C R"

yiizeyi Teorem 3.2.1. den her zaman acilabilirdir. Ciinkii, S"2 yiizeyi tizerindeki

her egri bir egrilik ¢izgisidir.
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3.3 R3®de Diizlemsel Bir Egriden Bir Helis Hiperyiizey Elde Etme

Bu alt boliimde, R3de diizlemsel bir egriden bir helis hiperyiizey elde edilmis ve bu

yiizeylerin Gauss egriligi, ortalama egriligi ile acilabilirlik durumlar1 incelenmistir.

Tamim 3.3.1. R3de birim hizh bir diizlemsel egri

a:ICcCR—R?

u — o(u)

olsun. Bu taktirde,

p:UCR*-R?
(u,v) = ¢(u,v) = a(u) + v (sin(#)Va(u) + cos(0) B)

yiizeyi « egrisi kullanilarak elde edilmis bir regle yiizeydir. Bu regle yiizeyi, «
egrisi tarafindan meydana getirilmis yiizey olarak adlandiracagiz.Burada, V5 ve B,
{Vi =T,V,,V3 = B} Frenet catisinin elemanlaridir.Ve, sirasiyla, a nin tegeti, asli
normali ve binormali diye adlandirilir.Belirtelim ki, R3®de diizlemsel bir egrinin bi-

normali sabittir.

Teorem 3.3.1. R3de birim hizl bir diizlemsel egri

a:ICR—-R?
u— au)
olsun. Bu taktirde,
$p:UCR* =R

(u,v) = ¢(u,v) = a(u) + v (sin(f) Va(u) + cos(d)B)

seklinde tamimlanan yiizeyi, B dogrultulu bir helis yiizeyidir. Ve bu yiizeyi M ile

gosterecegiz.Burada 6 sabit ve B vektorii (binormal) « egrisinin diizlemine dik olan
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bir sabit birim vektordiir.

Ispat: Z, M yiizeyinin bir birim normal vektor alam olsun. Bu taktirde, M yiizeyi
boyunca (Z, B) carpmminin sabit oldugunu gostermek istiyoruz.ilk olarak yiizeyin
bir birim normal vektor alam1 Z yi bulacagiz. Bunu, yapmak icin ¢ nin u ve v ye

gore kismi tiirevlerini hesaplarsak:
¢ (u,v) = (1 = kyusin(0)) T ve ¢,(u,v) =sin(0)Va + cos(0)B (3.3.1)

elde ederiz. Boylece, (3.3.1) daki esitlikleri kullanarak, M nin bir birim normal

vektor alan

7 = % = —cos(8)V, +sin(6) B (3.3.2)

olarak elde edilir. Boylece (3.3.2) esitligi yardimiyla goriiliir ki, (Z, B) ¢arpimi M

boyunca sabittir. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 3.3.1. Teorem 3.3.1. de tanimlanan,
p:UCR>—R?

(u,v) — ¢d(u,v) = a(u) + v (sin(0)Va(u) + cos(d)B)

yiizeyi her zaman agilabilirdir.

Ispat: T, o egrisinin teget vektor alam ve X = sin(6)Va(u) + cos(f)B olsun. Bu

’

taktirde det(7, X, X') = 0 oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun icin T ve % =X

vektor alanlarini hesaplarsak:

T=«

X = —kysin(0)T

elde ederiz. Boylelikle, T ve X' lineer bagimli oldugundan det(7, X, X') = 0 bu-

lunur. Bu da ispat1 tamamlar.
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Teorem 3.3.2. R3de dogrusal olmayan birim hizl bir diizlemsel egri
a:ICR—-R?

s — afs)
olsun. Tanim 3.3.1. de tanimlanan, « egrisi tarafindan meydana getirilmis
$p:UCR* =R
(s,v) = @(s,v) = a(s) + v (sin(0)Va(s) + cos(0)B)
yiizeyini goz oniine alalim. Bu taktirde M nin Gauss egriligi sifir ve ortalama egriligi
1 k1 cos(6)
~ 2\ 1 — kyvsin(0)
dir. Burada k;, « egrisinin birinci egriligidir.

Ispat: Sonug¢ 3.3.1. den, M yiizeyi acilabilir oldugundan Gauss egriligi sifirdir.

Simdi, M nin ortalama egriligini hesaplayalim:

¢(s,v) noktasinda, M nin teget uzaymin bazi {xl = ﬁ,xz = @;} olsun. Hatir-
latalim ki, Teorem 3.3.1. den M nin bir birim normal vektor alam Z(s,v) =

—cos(0)Va(s) +sin(@) B dir. Ve, M nin ¢(s,v) noktasindaki ortalama egriligi,

> (S(@), @)

=1

H (¢(s,v)) =

N | —

dir. Burada S, M nin Z dogrultusundaki sekil operatoriidiir. Simdi, S(z1) ve S(z2)
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yi hesaplayalim:

S(@1) = DpZ=D o 7
1

= —D., 7
o] %

1 dz7

16l ds
B k1 cos(6)
B (|1 — kv sin(9)|) I

ve

S(xy) = D,,Z =Dy Z
dzZ
dv

olarak elde edilir. Burada D, R3deki standart kovaryant tiirevdir. Boylece,

k1 cos(0)

(Sl 21 = T @)

ve (S(xg),x9) =0
bulunur. Sonug olarak, ¢ nin ortalama egriligi:

1 k1 cos(6)

2\ 1 — kyusin()
olarak elde edilir (1 — kjvsin(f) # 0). Bu da ispati1 tamamlar.

Ornek 3.3.1. R3de birim hizh bir egri

a(s) = (g sin(s), 1 + cos(s), g sin(s)) , s €10,57]

seklinde verilsin. Bu taktirde, o nin asli normali ve binormali sirasiyla,

Vi = (=2 sin(o), — cos(s). £ sin))
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4 3
B={-,0-2
(50-3)

seklinde bulunur. Eger, § = § ve v € [0,7] olarak alirsak, a egrisi tarafindan

meydana getirilen helis yiizeyin parametrik gosterimi:

olarak bulunur. « egrisi tarafindan meydana getirilen bu helis yiizeyi sekil 3.1’de

gosterilmigtir.

Sekil 3.1 B dogrultulu helis yiizeyi

3.4 R3de Helis Hiperyiizey ve Darboux Catisi

Bu alt boliimde, R3deki egrilerin Darboux cat1 ozellikleri dikkate alinarak, R3deki

helis hiperyiizeyler ve bazi 6zel egriler arasindaki baglantilar verilmigtir.

Teorem 3.4.1. M, R3deki bir birim d dogrultusuna gore bir helis hiperyiizey

ve a: I C R — M, M yiizeyi tizerinde birim hizli bir egri olsun.Eger a boyunca
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kn -
de Sp e {N,Y} ise, o, M de bir egrilik ¢izgisi ve =" tan(f) =sabit dir.Burada,
N.Y vektor alanlar1 o nin Darboux vektor alanlar: ve 6, d ile N arasindaki sabit

acidir.

Tersine olarak, a, M de bir egrilik cizgisi ise, bu taktirde o boyunca d € Sp €
{N,Y}.

Ispat: M, d dogrultulu bir helis hiperytizey ve o boyunca d € Sp € {N,Y} ol-

sugundan, (N, d) = cos(f) =sabit olmak iizere
d = cos(#)N +sin(0)Y (3.4.1)
seklinde yazabiliriz.(3.4.1) denkleminin her iki tarafinin o boyunca tiirevini alirsak,
0 = cos(f)N +sin(0)Y
elde ederiz. Tanim 2.1.2. deki Darboux denklemleri ve en son denklem kullamlarak
(—Fkncos(0) — kgsin(0)) T + (—14c08(0)) Y + 14sin()N =0 (3.4.2)

bulunur.{7T", Y, N} sistemi lineer bagimsiz oldugundan, (3.4.2) den

ky cos(8) + kg sin(d) = 0 (3.4.3)
T4co8(d) =0 (3.4.4)
Tgsin(f) =0 (3.4.5)

esitliklerini yazabiliriz.(3.4.4) ve (3.4.5) esitliklerinden, 7, = 0 (0 # %) elde ed-
eriz.Bu da, o min M de bir egrilik ¢izgisi oldugunu gosterir.Ayrica, (3.4.3) esitligin-

K o
den, T = — tan(f) =sabit dir.
g

Tersine olarak, o nin M de bir egrilik ¢izgisi oldugunu kabul edelim.Bu taktirde,
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Ty =0 dir. Ote yandan,
(N, d) = sabit (3.4.6)

yazabiliriz. (3.4.6) esitliginin her iki tarafinin @ boyunca tiirevini alirsak

(N,d) =0 (3.4.7)

elde ederiz.Ote yandan, Darboux denklemlerinden N = —k,T — 7,Y oldugundan,
7, = 0 olmasm kullamirsak, N' = —k,T (k, # 0) elde ederiz. Ve, (3.4.7) esitligini
de kullanarak (T",d) = 0 bulunur. Buda, d € Sp{N, Y} olmasimi gerektirir.

Teorem 3.4.2. M, R3deki bir birim d dogrultusuna goére bir helis hiperyiizey ve
a: I C R — M, M yiizeyi iizerinde birim hizli bir egri olsun.Eger o boyunca
d € Sp e {N,T} ise, a, M de bir asimptotik egri ve % = tan(#) =sabit dir.Burada,
N, T vektor alanlar1 o nin Darboux vektor alanlar1 ve 6, d ile N arasindaki sabit

acidir.

Tersine olarak, oo, M de bir asimptotik egri ise, bu taktirde a boyunca d € Sp €
{N,T}.

Ispat: M, d dogrultulu bir helis hiperyiizey ve o boyunca d € Sp € {N,T} ol-

sugundan, (N, d) = cos(f) =sabit olmak iizere
d = cos(0)N + sin(6)T (3.4.8)
seklinde yazabiliriz.(3.4.8) denkleminin her iki tarafinin o boyunca tiirevini alirsak,
0 = cos(0)N +sin(0)T
elde ederiz. Tanim 2.1.2. deki Darboux denklemleri ve en son denklem kullanilarak

(—kncos(8)) T + (—1,cos(0) + kysin(0)) Y + k,, sin(d)N =0 (3.4.9)
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bulunur.{7,Y, N} sistemi lineer bagimsiz oldugundan, (3.4.9) dan

—7408(0) + kg sin(6) = 0 (3.4.10)
ky cos(6) =0 (3.4.11)
ko sin(9) = 0 (3.4.12)

esitliklerini yazabiliriz.(3.4.11) ve (3.4.12) esitliklerinden, &k, = 0 (6 # %) elde
ederiz.Bu da, @ min M de bir asimptotik egri oldugunu gosterir.Ayrica, (3.4.10)

esitliginden, % = tan(¢) =sabit dir.
9

Tersine olarak, o nin M de bir asimptotik egri oldugunu kabul edelim.Bu taktirde,
k, = 0 dir. Ote yandan,
(N, d) = sabit (3.4.13)

yazabiliriz. (3.4.13) esitliginin her iki tarafinin o boyunca tiirevini alirsak
(N,d)=0 (3.4.14)

elde ederiz.Ote yandan, Darboux denklemlerinden N' = —k, T — T4Y oldugundan,
k, = 0 olmasim kullanirsak, N' = —7,Y (1, # 0) elde ederiz. Ve, (3.4.14) esitligini
de kullanarak (Y, d) = 0 bulunur. Buda, d € Sp{N, T} olmasim gerektirir.

3.5 R" de Helis Hiperyiizey ve Gauss Doniisiimii

Bu alt boliimde, R™ deki helis hiperyiizeylerin Gauss doniigiimii bulunmug ve koni
helis hiperyiizeyinin Gauss doniigiimiiniin helis alt manifold olan bir cember oldugu

ornekle verilmigtir.

Teorem 3.5.1. M, R" de bir helis hiperyiizey ve N, M nin bir birim normal vektor

alanm olsun.Bu taktirde,

n(M)={XeS" X =N(P),PecM}
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yiizeyinin biitiin noktalarindaki yer vektorleri, R™ deki sabit bir dogrultuyla sabit
ac1 yapar.Burada,

n:M— S"tCR"
P~ y(P) = N(P)
doniistimii M nin Gauss doniisiimii ve S?~!, R" de birim hiperkiiredir.
Ispat: d € R, M nin helis dogrultusu olsun.)M, bir helis hiperyiizey oldugundan,

her P € M noktasinda
(N(P),d) = sabit

dir. Boylece, her X = N)(P) e n(M) icin
(X, d) = sabit

olarak yazabiliriz. Aym zamanda, X = N)(P), S™~1 birim hiperkiiresi tizerindeki
n(M) nin yer vektorii oldugundan, n(M) yiizeyinin biitiin noktalarindaki yer vek-
torleri, R™ deki sabit d dogrultusu ile sabit ag1 yapar.

Ornek 3.5.1.

(u,v) — o(u,v) = (cos(u) — (#) cos(u), sin(u) — (U;/E) cos(u), U\2/§>

seklinde tamimlanan R3deki M hiperyiizeyini gozoniine alalim.Bu yiizeyin bir birim
normal vektor alanini bulalim.Bunun icin, ¢ nin u ve v ye gore kismi tiirevlerini

hesaplarsak,

%:=(wmw+&§

<\/§ V2 ﬁ)

/3

) sin(u), cos(u) + ( 5

) sin(u), O)

¢y =

5 cos(u), 5 cos(u), >

olarak bulunur. Boylece, ¢, ve ¢, yi kullanarak, M nin bir birim normal vektor
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alamn N

xb (VB VB
N_H%X%H_(Z cos(u). - sin(u). 2)

2
seklinde elde edilir.Gergekten, d = (0,0,1) € R3olmak iizere, (N, d) = g = sabit

dir. Yani M, d dogrultulu bir helis hiperyiizeydir.Ote yandan, M ninn : M — S? C
R3Gauss doniistimiiniin goriintii kiimesi

n(M) = (\/75 cos(u), \/75 sin(u), g)

dir.Kolaylikla goriilmektedir ki, (M) yiizeyinin her bir noktasidaki yer vektorii d
ile sabit a1 yapmaktadir.Ayrica, M helis hiperyiizeyi ve n(M) yiizeyi (d dogrultulu
bir helis hiperyiizey) nin sekilleri sirasiyla agagidaki gekil 3.2-3.3’de gosterilmigtir.

Sekil 3.3 n(M) yiizeyi
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4. r-HELIS HIPERYUZEYLER

Bu boliimde, genel olarak r-helis hiperyiizeyler ve tzel egriler arasindaki baglantilar

verilmistir.
4.1 R" de r-Helis Hiperyiizeyler ve Baz1 Ozel Egriler

Bu alt boliimde, R™ deki r-helis hiperyiizeyler ve bazi 6zel egriler arasindaki baglan-

tilar incelenmigtir.

Teorem 4.1.1. M, R™de bir r-helis hiperyiizey ve H C R" de helis dogrultularinm
alt uzay1 olsun. Eger o : I C R — M, M de birim hizli bir geodezik egri ise, bu
taktirde, o egrisi H uzayindaki her dogrultuya gore R™ de bir Vs-slant helisdir.

Ispat: &, M iizerinde bir birim normal vektor alani olsun.M, bir r-helis hiperyiizey
oldugundan, keyfi bir d € H icin (d, &) =sabittir.Yani, d ve £ arasindaki agq, M
yiizeyinin her noktasinda sabittir. Ote yandan «, M de geodezik oldugundan,
a egrisi boyunca o” = A{ yazabiliriz.Ayrica, Frenet denklemlerinide kullanirsak
o' = V| = k,V; yazabiliriz.Boylece son iki esitlikten, o boyunca, \¢ = k; V5 elde
edilir.Boylelikle, son denklemden her iki tarafin normunu alarak,o boyunca & = V5
yada & = —V5 bulunur.Buradanda, o boyunca (d,V5) =sabit oldugunu gorebil-
iriz.Bir bagka ifadeyle, o boyunca d ile V5 arasindaki agi sabittir. Sonug olarak,
de H keyfi oldugundan, « egrisi H uzayindaki her dogrultuya gore R™ de bir
V5-slant helisdir.

Sonug 4.1.1. M, R"de bir r-helis hiperyiizey ve H c R de helis dogrultularinin
alt uzay1 olsun. Eger o : I C R — M, M de birim hizli bir geodezik egri ise, bu
taktirde her d € H icin d € Sp{V§}" dir.

Ispat: Teorem 4.1.1. den a boyunca (d, V3) =sabit oldugunu biliyoruz. Bu esitligin

a boyunca her iki tarafinin tiirevini alirsak, (d,V;) = 0 elde edilir.Yani, her d € H
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icin d € Sp{V}}* dir.

Teorem 4.1.2. M, R"de bir r-helis hiperyiizey ve H c R™ de helis dogrultularinin
alt uzay1 olsun. Eger o : I C R — M, M de birim hizli bir egri ve o nin n.birim
vektor alan1 V,,, £ veya —¢ ye esit ise, bu taktirde, o egrisi H uzayindaki her dogrul-
tuya gore R™ de bir V,,-slant helisdir.Burada &, M iizerinde bir birim normal vektor

alanidir.

Ispat: M, bir r-helis hiperyiizey oldugundan, keyfi bir d € H icin (d, £) =sabittir.Yani,
d ve & arasindaki agi, M yiizeyinin her noktasinda sabittir. Ote yandan, o nin
n.birim vektor alam V,,, £ veya —¢ ye esit oldugundan, « boyunca (d,V,) =sabit
elde edilir.Bir bagka ifadeyle, a boyunca d ile V,, arasindaki ag1 sabittir.Sonug olarak,
d € H keyfi oldugundan, o egrisi H uzaymdaki her dogrultuya gore R™ de bir V-

slant helisdir.

Teorem 4.1.3. M, R"de bir r-helis hiperyiizey ve H C R" de helis dogrultularinm
alt uzay1 olsun. Eger o« : I C R — M, M yiizeyi tizerinde bir egri ve o, M
yiizeyi tizerinde bir egrilik cizgisi ise, bu taktirde v egrisi boyunca keyfi d € H igin
de Sp {T}l dir. Burada, T, o min birim teget vektor alamdir.

Ispat: M nin bir birim normal vektor alani € olsun. M, bir r-helis yiizey oldugun-
dan, keyfi d € H icin « egrisi boyunca (d, &) sabittir. (d, &) =sabit esitliginin her iki

tarafinin « egrisi boyunca tiirevini alirsak,

<£',d> —0 (4.1.1)

elde edilir. Ote yandan, bu Teoreme gore o, M fiizerinde bir egrilik cizgisi oldugun-

dan, a boyunca

!

¢ =S(T)= AT (S: M nin sekil operatorii) (4.1.2)
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yazabiliriz. Boylece, (4.1.1) ve (4.1.2) esitliklerinden,
(T,dy =0
elde edilir.Sonug olarak, keyfi d € H icin « egrisi boyunca d € Sp {T}L dir.

Teorem 4.1.4. M, R"de bir r-helis hiperyiizey ve H c R™ de helis dogrultularinin
alt uzay1 olsun.Eger a : I € R — M, M yiizeyi iizerinde bir egri ve en az bir d € H
icin {T*, T} sistemi o boyunca lineer bagimh ise, bu taktirde o egrisi M de bir

asimptotik egridir.Burada 7', d nin teget bileseni ve T, o nin tegeti dir.

ispat: d € H , {T*,T} sistemi o boyunca lineer bagimh olacak sekilde bir he-
lis dogrultusu olsun.M nin bir birim normal vektér alanmi N olsun.M bir r-helis
hiperyiizey oldugundan a boyunca (N,d) = cos(f) =sabittir.Ote yandan, d nin

teget ve normal bilegenler cinsinden gosterimi
d = cos(#)N + sin(0)T (4.1.3)

seklindedir.(N, d) =sabit esitliginin her iki tarafinin a boyunca tiirevini alirsak,

(N',d) = 0 elde ederiz.Boylece bu son denklemi ve (4.1.3) esitligini kullanarak,

0 = (N',d)
= (N',cos(0)N + sin(0)T)
= cos(f) (N, N) +sin(0) (N, T)

yazabiliriz. Diger taraftan, NV birim normal oldugundan, (N’, N) = 0 dir.Boylelikle,
(N',T) =0 (0 # 0) bulunur.{T*, T} sistemi o boyunca lineer bagiml oldugundan,

a boyunca T' = kET™ yazabiliriz. Sonug olarak,
(N',T*y=0
elde edilir.Boylece, a egrisi M de bir asimptotik egridir.
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Teorem 4.1.5. M, R"de bir r-helis hiperyiizey ve H c R" de helis dogrultularinin
alt uzay1 olsun.Eger o : I C R — M, M yiizeyi iizerinde bir egri ve en az bir d € H
icin {T*,T'} sistemi a boyunca lineer bagimh ise, bu taktirde « egrisi M de bir

egrilik cizgisidir.Burada 7', d nin teget bileseni ve T™, a nin tegeti dir.

ispat: d € H , {T*,T'} sistemi a boyunca lineer bagimh olacak sekilde bir he-
lis dogrultusu olsun.M nin bir birim normal vektér alanmi N olsun.M bir r-helis
hiperyiizey oldugundan a boyunca (N,d) = cos(f) =sabittir.Ote yandan, d nin

teget ve normal bilegenler cinsinden gosterimi

d = cos(#)N + sin(0)T (4.1.4)
seklindedir.(4.1.4) esitliginin her iki tarafinin o boyunca tiirevini alirsak,

0 = cos(0)N' + sin(6)T" (4.1.5)

elde edilir.Diger taraftan, {77 7'} sistemi lineer bagimli oldugundan, a boyunca
T" = kT* yazabiliriz. Ve (4.1.5) denklemini kullanarak {N’,7*} sisteminin lineer

bagimli oldugu bulunur.Bu da, a nin bir egrilik ¢izgisi oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.6. M, R"de bir r-helis hiperyiizey ve H C R" de helis dogrultularinm
alt uzay1 olsun. Ayrica o : I C R — M C R" birim hizli bir geodezik egri olsun.Bu
taktirde, o nin o tegetler gostergesi, S~ C R™ birim hiper kiiresi {izerinde, H deki

her dogrultuya gore bir kiiresel helis (genel helis) dir.

Ispat: «, M de bir geodezik egri oldugundan, Teorem 4.1.1. e gore o egrisi H
uzayidaki her d dogrultusuna gore R™ de bir Vs-slant helisdir.Ote yandan, Teorem
2.1 (Yayh ve Ziplar 2011) den d dogrultulu o nin o tegetler gostergesi, S*~1 C R"
birim hiperkiiresi iizerinde yine ayni d dogrultusuna gore bir kiiresel helisdir.Sonug
olarak, o/ tegetler gostergesi, S"~! C R" birim hiper kiiresi iizerinde, H deki her d

dogrultusuna gore bir kiiresel helis (genel helis) dir.
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Teorem 4.1.7. M, R"de bir r-helis hiperyiizey ve H c R" de helis dogrultularinin
alt uzay1 olsun. Ayrica o : I C R — M C R", M iizerinde birim hizli bir egri
olsun.Bu taktirde, herhangi bir d € H icin, a boyunca d € Sp{Vi, N} oluyorsa,
« egrisi M iizerinde bir asimptotik egridir.Burada, V1, o nin {V3, V5, ..., V,,} Frenet

catisinin elemani ve N, M nin bir birim normal vektor alanidir.

Ispat: M bir r-helis hiperyiizey ve herhangi bir d € H icin, o boyunca d €
Sp{Vi, N} oldugundan,
d = cos(f)N + sin(0)V; (4.1.6)

yazabiliriz.(4.1.6) un her iki tarafinin o boyunca tiirevini alirsak,
0 = cos(0)N' + sin(6) V] (4.1.7)
esitligini elde ederiz. (4.1.7) esitliginin her iki tarafim V; ile i¢ ¢arparsak,
0 = cos(0) (N, V1) + sin(0) (V{, V1) (4.1.8)

bulunur.Vj birim oldugundan, (V/,V;) = 0 dir. Boylelikle (4.1.8) denkleminden
(N, V1) = 0 (0 # 0) bulunur. Bu esitlikte, o egrisinin M iizerinde bir asimptotik

egri oldugunu gosterir.

Sonug 4.1.2. Teorem 4.1.7 de 6zel olarak « egrisi geodezik bir egri ise, tzel olarak

a egrisi M iizerinde bir dogrudur.
Ispat: Teorem 4.1.7 den « asimptotik bir egridir. Ote yandan, « bir geodezik
egridir.Boylece, @ hem asimptotik hemde geodezik oldugundan « 6zel olarak bir

dogrudur.

Sonug 4.1.3. Teorem 4.1.7 de 6zel olarak « egrisi bir egrilik ¢izgisi ise, 6zel olarak

a egrisi M iizerinde bir dogrudur.
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Ispat: Teorem 4.1.7 den « asimptotik bir egridir. Ote yandan, a bir egrilik cizgi-
sidir.Boylece, @ hem asimptotik hemde egrilik ¢izgisi oldugundan « ¢zel olarak bir

dogrudur.
4.2 R" de r-Helis Hiperyiizey ve Gauss Doniistimii

Bu alt boltimde, R™ deki r-helis hiperytizeylerinin ve bu ytizeyler {izerindeki egrilerin

Gauss doniigiimleri incelenmigtir.

Teorem 4.2.1. M, R"de bir r-helis hiperyiizey ve H C R" de helis dogrultularinm
alt uzayi olsun. Eger o : I C R — M, M yiizeyi iizerinde bir egri ve her p = «(t)
noktasi igin d ¢ TpM olacak sekilde bir d € H dogrultusu varsa, bu taktirde

n(a(t)) = {X € S" X = N(a(t)),at) € M}

egrisi, S"! C R™ birim hiperkiiresi tizerinde bir geodezik egri olamaz. Burada,

N(a(t)), a boyunca M nin bir birim normal vektor alan ve
n:M— S"tCR"

a(t) — n(a(t)) = N(a(t))

doniigiimii, & boyunca M nin Gauss doniistimiidiir.

Ispat: Her p = a(t) noktas: icin d ¢ TpM olacak sekilde bir d € H dogrultusunu

gozoniine alalim. M bir r-helis yiizey oldugundan,
(N(«(t)),d) = sabit (4.2.1)

dir.np, M nin Gauss doniigiimii olmak iizere, 3 = n(«(t)) gosterge egrisini dikkate

alalim.Bu taktirde, o boyunca n (a(t)) = N(«a(t)) oldugunu kullanarak, a boyunca
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B = N(a(t)) yazabiliriz.Boylelikle (4.2.1) den, $ boyunca
(B, d) = sabit (4.2.2)
elde edilir. (4.2.2) esitliginin 5 boyunca her iki tarafinin iki defa tiirevini alirsak

(8".d) =0 (4.2.3)

buluruz. Simdi, 3 egrisisin S"~! tizerinde geodezik bir egri oldugunu kabul edelim.Bu
taktirde, 8" = kN(a(t)) (N(a(t)), S™! in bir normal vektor alani) yazabiliriz.
Boylece, (4.2.3) den

(N(a(t), d) =0

bulunur.Bu son denklemden de, o boyunca d € T, M sonucuna vardik. Ama bizim
kabuliimiize gore her p = «a(t) noktast i¢in d ¢ TpM dir.Bu bir geligkidir.Sonug

olarak, 3 = n (a(t)) egrisi, S"! birim hiper kiiresi iizerinde bir geodezik egri olamaz.

Teorem 4.2.2. M, R"de bir r-helis hiperyiizey ve H C R" de helis dogrultularinm

alt uzay1 olsun. Ayrica N, M nin bir birim normal vektor alani olsun.Bu taktirde,
n(M)={XeS" X =N(P),PecM}
yiizeyinin biitiin noktalarindaki yer vektorleri, H uzay1 ile sabit ag1 yapar.Burada,
n:M— S"tCR"

P —y(P) = N(P)

doniistimii M nin Gauss doniisiimii ve S?~!, R" de birim hiperkiiredir.

Ispat: d ¢ H, M nin herhangi bir helis dogrultusu olsun. M, bir helis r-helis
hiperytiizey oldugundan, her P € M noktasinda

(N(P),d) = sabit
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dir.Boylece, her X = ﬁ(P) € n(M) igin
(X, d) = sabit

olarak yazabiliriz. Aynm zamanda, X = ﬁ(P), S™~1 birim hiperkiiresi tizerindeki
n(M) nin yer vektorii oldugundan, n(M) yiizeyinin biitiin noktalarindaki yer vek-
torleri, H deki her d dogrultusu ile sabit a1 yapar.Sonug olarak, n(M) yiizeyinin

biitiin noktalarindaki yer vektorleri, H uzay1 ile sabit ag1 yapar.

Teorem 4.2.3. M, R"de bir r-helis hiperyiizey ve H c R™ de helis dogrultularinin
alt uzay1 olsun. Ayricaa: I C R — M C R", M iizerinde bir egri olsun.Bu taktirde,
her d € H icin, 3 egrisi boyunca d € Sp {6'}l dir. Burada,

B =n(a(t) = {X € "X = N(a(t)),a(t) € M}

ve

n:M— S"tCR"

alt) — n(a(t)) = N(a(t))

doniistimii o boyunca M nin Gauss doniisiimii ve S" !, R" de birim hiperkiiredir. Ayrica

N(«a(t)), @ boyunca M nin bir birim normal vektor alamdir.
Ispat: M bir r-helis hiper yiizey oldugundan, her d € H icin o boyunca,
(N, d) = sabit
dir.Bu son esitligin her iki tarafinin @ boyunca tiirevini alirsak,
(N'.dy=0
elde edilir.Ote yandan, 3 = N(a(t)) oldugundan, 3’ = N’(«a(t)) dir.Bsylelikle,

(8.d) =0
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bulunur.Sonug olarak, her d € H icin, 8 egrisi boyunca d € Sp {6'}L dir.
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5. r- HELIiS ALT MANIiFOLDLAR

Bu boliimde, genel olarak R™ deki r-helis alt manifoldlar ve r-helis alt manifoldlarda

baz1 6zel egriler incelenmigtir.
5.1 R" de r-Helis Alt Manifoldlar ve Baz1 Ozel Egriler

Bu alt boliimde, R™ de r-helis alt manifoldlar ve bazi 6zel egriler arasindaki baglan-

tilar verilmigtir.

Teorem 5.1.1. M, R"de bir Riemann r-helis alt manifold ve H C R de helis
dogrultularinin alt uzay1 olsun. D, R™ iizerindeki Riemann konneksiyonu (standart
kovaryant tiirev) ve V da M iizerinde Riemann konneksiyonu olsun. Eger, M
manifoldu tizerinde « : I C R — M C R” birim hizh bir geodezik egri ve «
boyunca herhangi bir d € H icin (V3, &) garpimi bir sabit fonksiyon ise, bu taktirde
a egrisi R" de bir Vi-slant helisdir.Burada &, d € H dogrultusunun normal bilegeni

ve Vo, amin {V3, Vs, ..., V,,} Frenet gatisinin elemanidir.

Ispat: T, o mn birim teget vektor alani olsun.Bu taktirde, Tamm 2.2.3. deki Gauss

formiiliinden,

DyT = VT + V(T,T) (5.1.1)

dir.Teoreme gore, o, M de gedezik oldugundan,
VT =0 (5.1.2)
yazabiliriz. Boylece (5.1.1), (5.1.2) ve Frenet formiillerinden,
DrT =k Vo =V(T,T)

elde edilir. Bir bagka ifadeyle, V, € (M) (normal uzay) dir. Simdi d € H, (V,£)

carpimi sabit olacak sekildeki helis dogrultusu olsun. Ote yandan d nin teget ve
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normal bilesenler cinsinden gosterimini
d = cos(#)& + sin(0) T (5.1.3)

seklinde yazabiliriz. (5.1.3) egitliginin her iki tarafini @ boyunca V; ile i¢ ¢arpim
yaparsak,
(Va,d) = cos(8) (Va, &) + sin(0) (Va, T™) (5.1.4)

esitligini elde ederiz. « boyunca cos(6) (Va, &) =sabit ve (Vo,T*) =0 (Vo € 9(M) )
oldugundan o boyunca

(Va,d) = sabit

bulunur.Buda gosterir ki, o egrisi R” de bir V;-slant helisdir.

Teorem 5.1.2. M, R"de bir Riemann r-helis alt manifold ve H c R de helis
dogrultularinin alt uzay1 olsun. D, R" iizerindeki Riemann konneksiyonu (stan-
dart kovaryant tiirev) ve V da M iizerinde Riemann konneksiyonu olsun. Eger, M
manifoldu iizerinde a : I C R — M C R", Tamim 2.2.6 da tanimlanan normal
egrilik fonksiyonu sifir olan birim izl bir egri ve a boyunca herhangi bir d € H
icin (Vo,T™*) garpim bir sabit fonksiyon ise,bu taktirde a egrisi R™ de bir Va-slant
helisdir.Burada,T*, d € H dogrultusunun teget bilegeni ve V5, o nin {V, V5, ...,V }

Frenet catisinin elemanidir.

Ispat: T, o mn birim teget vektor alani olsun.Bu taktirde, Tamm 2.2.3. deki Gauss
formiiliinden,

DT = VT + V(T,T) (5.1.5)

dir. Teoreme gore, & nin normal egriligi kr = 0 (Tamim 2.2.6 ya bakimz) oldugundan
V(T,T) =0 (5.1.6)
yazabiliriz. Boylece (5.1.5), (5.1.6) ve Frenet formiillerinden,

DyT =k Vo =V,T
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elde edilir.Bir bagka ifadeyle, Vo, € T'M (teget uzay) dir. Simdi d € H, (Va, T™)
carpimi sabit olacak sekildeki helis dogrultusu olsun. Ote yandan d nin teget ve

normal bilesenler cinsinden gosterimini
d = cos(#)& + sin(0)T™ (5.1.7)

seklinde yazabiliriz.(5.1.7) esitliginin her iki tarafim a boyunca V3 ile i¢ garpim
yaparsak,
(Va,d) = cos(0) (Va, &) + sin(0) (Va, T™) (5.1.8)

esitligini elde ederiz. « boyunca sin(f) (V3, T*) =sabit ve (V5,&) =0 (Vo € TM )
oldugundan o boyunca

(Va, d) = sabit

bulunur.Buda gosterir ki, o egrisi R™ de bir Vs-slant helisdir.

Teorem 5.1.3. M, R"de bir Riemann r-helis alt manifold ve H C R de helis
dogrultularinin alt uzay1 olsun. D, R™ iizerindeki Riemann konneksiyonu (standart
kovaryant tiirev) ve V da M iizerinde Riemann konneksiyonu olsun. Eger, M
manifoldu tizerinde o : I C R — M C R" egrisi, herhangi bir d € H dogrultusunun
N € J(M) normal bilegenine gore bir egrilik ¢izgisi ve a boyunca N’ € T'M ise, bu

taktirde o boyunca d € Sp{T}"*. Burada, T, o mn birim teget vektor alandir.

ispat: Kabul edelim ki, a herhangi bir d € H dogrultusunun N € (M) normal
bilegsenine gore bir egrilik ¢izgisi olsun. Bu taktirde, d nin teget ve normal bilegenler
cinsinden gosterimini

d = cos(f)N + sin(0)T™

seklinde yazabiliriz. (IV,d) =sabit oldugundan, her iki tarafin o boyunca tiirevini
alirsak, o boyunca (N’ d) = 0 bulunur. Ote yandan, a, d € H dogrultusunun

N € 9(M) normal bilegenine gore bir egrilik ¢izgisi oldugundan, o boyunca
AN(T) = tan(—DpN) = tan(—N') = AT
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bulunur.Bu Teoreme gére, o boyunca N’ € T'M oldugundan,
tan(—N') = —=N' = AT (5.1.9)

elde edilir. Diger taraftan o boyunca (N, d) = 0 olmasim ve (5.1.9) esitligini kulla-
narak a boyunca

(T,d) =0

sonucuna ulagilir. Buda ispati1 tamamlar.

Teorem 5.1.4. M, R"de bir Riemann r-helis alt manifold ve H c R"™de helis
dogrultularinin alt uzay1 olsun. D, R™ iizerindeki Riemann konneksiyonu (standart
kovaryant tiirev) ve V da M iizerinde Riemann konneksiyonu olsun. Eger, M de
bir egri o : I € R — M C R" ve herhangi bir d € H dogrultusunun 7* teget
bilegeni igin {(T*)/ ,T} sistemi lineer bagimli ise, bu taktirde a, M de bir egrilik

cizgisidir.Burada, 7', o nin birim teget vektor alanidir.

Ispat: M bir r-helis alt manifold oldugundan, d nin teget ve normal bilegenler
cinsinden gosterimini

d = cos(0)N + sin(0)T™ (5.1.10)

seklinde yazabiliriz.(5.1.10) esitliginin her iki tarafinin o boyunca tiirevini alirsak,
0 = cos()N’ + sin(0) (T*)’ (5.1.11)
elde ederiz. Agikga (5.1.11) denkleminden,
N' = —tan(0) (T™)’ (5.1.12)
yazabiliriz. Diger taraftan N'niin teget bileseni icin, o boyunca

AN(T) = tan (—D7N) = tan (—N’) = tan (tan() (T*)') (5.1.13)
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yazabiliriz. Bu Teoreme goére {(T*)", T} sistemi lineer bagiml oldugundan, (T*)" =

AT elde edilir.Boylece (5.1.13) denklemini kullanarak,
AN(T) = tan (tan() (T™)") = tan (tan(6)AT)

ve burdan

AN(T) = tan (tan(0)\T') (5.1.14)

bulunur. Ote yandan 7' € TM oldugundan,
tan (tan(0)A\T) = (tan(0)\) T = kT (5.1.15)
bulunur.Boylelikle (5.1.14) ve (5.1.15) den,
AN(T) = kT
elde edilir. Bir bagka ifadeyle, « egrisi N ye gore bir egrilik ¢izgisidir.

Teorem 5.1.5. M, R"de bir Riemann r-helis alt manifold ve H c R"™de helis
dogrultularinin alt uzay1 olsun. D, R™ iizerindeki Riemann konneksiyonu (standart
kovaryant tiirev) olsun. Kabul edelim ki, : I C R — M C R", a boyunca ¢’ € TM
olacak gekilde bir ¢ € (M) normal vektor alanina gore bir egrilik ¢izgisi olsun.Bu
taktirde her d € H dogrultusu icin, o boyunca d ¢ Sp{¢, T} dir.Burada, T, o nm

birim teget vektor alamidir.

Ispat: Kabul edelim ki a boyunca, herhangi bir d € H dogrultusuigind € Sp{¢, T}

olsun.Bu taktirde, a boyunca, d nin teget ve normal bilegenler cinsinden gésterimini
d = cos(0)& + sin(0)T (5.1.16)

seklinde yazabiliriz. (5.1.16) egitliginin her iki tarafinin o boyunca tiirevini alirsak
= cos(0)¢" + sin(0)T" (5.1.17)
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elde edilir. Diger taraftan o, & € ¥(M) vektor alanina gore bir egrilik ¢izgisi oldugun-
dan, o boyunca

AY(T) = tan (—Dr€) = tan (—¢&') = AT

bulunur. Ayrica, bu Teoreme gore, o boyunca &' € TM oldugundan, o boyunca
tan (—¢') = —¢ = AT (5.1.18)

elde edilir. (5.1.17) ve (5.1.18) denklemlerini kullanarak, {7”, 7'} sisteminin lineer
bagimli oldugu sonucuna ulagilir. Ama, hig bir zaman {7”, T’} sistemi lineer bagimh

olamiyacagindan bu bir geligkidir. Buda ispat1 tamamlar.
Yukaridaki Teorem 5.1.5. agagidaki sonuca sahiptir.

Sonug 5.1.1. Herhangi bir d € H dogrultusu icin, a boyunca d € Sp {£, T} ve
¢ € TM oldugunu kabul edelim. Bu taktirde, o egrisi & € (M) vektoér alanina

gore bir egrilik ¢izgisi olamaz.
5.2 R" de r-Helis Alt Manifoldlarda Teget ve Normal Bilegenler

Bu alt boliimde, kisa olarak, r-helis alt manifoldlarin teget ve normal bilesenleri

arasindaki onemli bir bagint1 verilmistir.

Teorem 5.2.1. M, R"de bir Riemann r-helis alt manifold ve H C R de helis
dogrultularinin alt uzay1 olsun. D, R™ iizerindeki Riemann konneksiyonu (standart
kovaryant tiirev) ve V da M iizerinde Riemann konneksiyonu olsun.Ve « egrisinin de
M iizerinde T teget vektor alanl birim hizli bir egri oldugunu kabul edelim. Bu tak-
tirde, herhangi bir d = cos(6)§ + sin(0)T™ € H dogrultusu icin, &, T dogrultusunda

paralel normaldir gerek ve yeter sart o egrisi boyunca (T*)" € TM dir.

Ispat: Ilk olarak &, T dogrultusunda paralel normal olsun. T ve T* € TM oldugun-
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dan, Tanim 2.2.3. deki Gauss formiiliinden,
DrT* =NT*+V(T,T") (5.2.1)

dir. Diger taraftan, ¢, T dogrultusunda paralel normal oldugundan V¢ = 0 dir.

Ve hatirlatma 2.3.1. deki sistemin ikinci denkleminden,
V(T,T*) =0 (5.2.2)
bulunur. Boylelikle, (5.2.1), (5.2.2) ve Frenet denklemlerinden, o boyunca
DyT* = (T*) =V, T*
elde edilir.Bir bagka ifadeyle o boyunca (T*)' € TM elde edilir.

Tersine olarak, o egrisi boyunca (7)€ TM olsun. Bu taktirde, Gauss formiiliin-
den, V(T,T*) = 0 dir. Boylece, hatirlatma 2.3.1. deki sistemin ikinci denkleminden,
v;g = 0 bulunur. Yani, &, T" dogrultusunda paralel normaldir. Bu da ispati tamam-

lar.
5.3 R" de r-Helis Alt Manifoldlar ve Integral Egrileri

Bu alt boliimde, r-helis alt manifoldlarin dogrultularimin integral egrileri incelen-

migtir.

Teorem 5.3.1. M, R"de bir Riemann r-helis alt manifold ve H c R"de helis
dogrultulariin alt uzayi olsun. D, R" iizerindeki Riemann konneksiyonu (standart
kovaryant tiirev) ve V da M iizerinde Riemann konneksiyonu olsun. Bu taktirde,
herhangi bir d = cos(6)¢ + sin(A)T* € H dogrultusu icin, T* mn birim «; (s) integral
egrilerinin normal egriligi |k;| ye esittir. Burada, k;, o (s) integral egrilerinin birinci

egriliklerini gostermektedir.
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Ispat: T* € TM nin integral egrileri a; (s) ler oldugundan, «; ler boyunca

day

ds

*

yazabiliriz. Ote yandan T* € TM oldugundan, Gauss denkleminden,
DpT* =NpT"+ V(T T7) (5.3.1)

bulunur. Ve Onerme 2.3.1. den, 7* 1n integral egrileri M de geodezikler oldugundan,

a; ler boyunca

VT =0 (5.3.2)

elde edilir. Boylelikle (5.3.1), (5.3.2) ve Frenet formiillerinden, «; ler boyunca

DT* T* — (T*)/
= k;Va, (Va, : a; lerin birim asli normali)

= V(T,T")
bulunur. Sonug olarak, a; ler boyunca, ||V (T*,T*)|| = ||k;Va,|| = |k;| bulunur.

Lemma 5.3.1. M, R"de bir Riemann r-helis alt manifold ve H c R"de helis
dogrultularmin alt uzay1 olsun. D, R" iizerindeki Riemann konneksiyonu (standart
kovaryant tiirev) ve V da M iizerinde Riemann konneksiyonu olsun. Eger, «;
egrileri M iizerinde, herhangi bir d = cos(6)¢ + sin(6)T* € H dogrultusu igin, T*
n birim hizh integral egrileri ise, bu taktirde V5, € (M) dir. Burada V3, ler o;

egrilerinin birim asli normalleridir.

Ispat: T* € TM oldugundan, Gauss denkleminden,
DpT* =NpT"+ V(T T7) (5.3.3)

yazabiliriz. Onerme 2.3.1 den, T* 1 integral egrileri M de geodezikler oldugundan,
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a; ler boyunca

VT =0 (5.3.4)

Boylece, (5.3.3), (5.3.4) ve Frenet denklemlerinden,

DT = k;Va,

J

=V(T*,T) (k; : «;  lerin birinci egriligi)
dir. Bu da, a boyunca V5, € ¥(M) oldugunu gosterir.

5.4 R" de r-Helis Alt Manifoldlar ve Asimptotiklik

Bu alt boliimde, bir Riemann manifoldunda, bir teget vektor alaninin ve bir egrinin
bir normal dogrultuda asimptotik olmasi tanimlanmisgtir. Ve bu kavramlar r-helis alt

manifoldlarda incelenmigtir.

Tamim 5.4.1. M, R” nin Riemann manifoldunun bir alt manifoldu ve A¢ de
¢ € ¥(M) dogrultusundaki sekil operatorii olsun. Bir X € T'M vektor alan igin,
eger <A5 (X),X > = 0 ise, bu taktirde X, ¢ dogrultusunda asimptotik olarak ad-

landirilacak.

Tanim 5.4.2. M, R" nin Riemann manifoldunun bir alt manifoldu ve « egrisi, M
de T tegetli birim hizh bir egri olsun. Eger <A5 (T) ,T> = 0 ise, bu taktirde « egrisi
¢ € ¥(M) dogrultusunda bir asimptotik egri olarak adlandirilir.

Teorem 5.4.1. M, R"de bir Riemann r-helis alt manifold ve H c R"™de helis
dogrultularinin alt uzay1 olsun. D, R™ iizerindeki Riemann konneksiyonu (standart
kovaryant tiirev) ve V da M iizerinde Riemann konneksiyonu olsun. Herhangi bir
d = cos(0)E + sin(0)T* € H dogrultusu icin, T*, M de paralel (her X € TM icin
VxT* = 0) ise, bu taktirde her X € T'M, ¢ dogrultusunda asimptotiktir. Tersine
olarak, her X € T'M, ¢ dogrultusunda asimptotik ise, 7™, M de paraleldir.

Ispat: Kabul edelim ki 7*, M de paralel olsun. Yani, her X € TM igin VxT* =0
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olsun. Hatirlatma 2.3.1. deki birinci denklemden, her X € TM igin A% (X) = 0
olmasi sonucu c¢ikar. Bu gergekten dolayi, her X € T'M igin <A5 (X), X > = 0 elde

edilir. Yani, Tanim 5.4.1. geregi, her X € T'M, ¢ dogrultusunda asimptotiktir.

Tersine olarak, kabul edelim ki her X € T'M, ¢ dogrultusunda asimptotik olsun.
Bu taktirde (A¢(X),X) = 0 dir.Aynca, Hatirlatma 2.3.1. deki birinci denklemi
kullanarak, her X € TM i¢in, (VxT*, X) = 0 bulunur. Bir bagka ifadeyle, her
X € TM icin VxT* = 0 elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 5.4.2. M, R"de bir Riemann r-helis alt manifold ve H C R"de helis
dogrultularinin alt uzay: olsun. Ayrica D, R" iizerindeki Riemann konneksiyonu
(standart kovaryant tiirev) olsun. Herhangi bir d = cos(0)¢ + sin(0)T* € H dogrul-
tusu igin, a : I C R — M C R” egrisi 7" 1 birim hizli bir integral egrisi ise, bu

taktirde a egrisi £ dogrultusunda asimptotiktir.

ispat: Herhangi bir d = cos(0)¢ + sin(0)T* € H dogrultusu icin, a.: [ CR — M C
R™ egrisi 7™ 1 birim hizli bir integral egrisi olsun. d = cos(6)§ + sin(0)T™ esitliginin

her iki tarafinin o boyunca tiirevini alirsak,

0 = cos() (&) + sin(0) (T*)' (5.4.1)
elde ederiz. T* = ‘é—‘s" olup, (5.4.1) denklemini ve Frenet formiillerini kullanarak, o
boyunca

0 = cos() (&) + (ksin(0)) Va (5.4.2)

elde edilir.Ote yandan Lemma 5.3.1. e gore, o boyunca V, € 9 (M) oldugundan,
(5.4.2) den a boyunca (£)" € ¥ (M) sonucu cikar. Diger taraftan,

AS(T*) = tan(—Drp-€)
= tan(=¢)

bulunur ki, (£)" € 9 (M) oldugundan, A¢ (T*) = 0 bulunur.Sonug olarak, <A5 (T*) ,T*> =
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0 olup, « egrisi ¢ dogrultusunda asimptotiktir.
5.5 R" de Helis Alt Manifoldlarda Cizgili Helis ve Helis Cizgileri

Bu alt boliimde, R™ deki helis alt manifoldlarda, cizgili helisler ile helis cizgileri
arasindaki bir 6zel baginti verilmig ve hiperyiizey durumunda 6énemli bir sonug ver-

ilmigtir.

Teorem 5.5.1. M C R”, bir d = cos(#)T" +sin(#)¢ dogrultusuna gore helis olan bir
full (R™ nin bir hiper diizlemi tarafindan kapsanmayacak) alt manifold ve V da M
tizerinde Riemann konneksiyonu olsun. Bu taktirde, M bir ¢izgili helisdir gerek ve

yeter sart d ye gore M nin helis ¢izgilerinin normal egriligi sifira esittir.

Ispat: M bir cizgili helis oldugunu kabul edelim. Bu taktirde, Teorem 2.3.2. den
dolay1 V%S = 0 yazabiliriz. Boylece, hatirlatma 2.3.1. deki sistemin ikinci den-
kleminden, T = fl—‘;‘ olmak iizere, « helis ¢izgisi boyunca V (T,7) = 0 (M full
veya 0 # 7) elde edilir.Bu da, M nin helis ¢izgilerinin normal egriliginin sifira esit

oldugunu gosterir.

Tersine olarak, d ye gore M nin helis ¢izgilerinin normal egriligi sifira esit olsun.Bir
bagka ifadeyle T' = ‘fj—‘;‘ olmak iizere, a helis ¢izgisi boyunca V (T,T) = 0 dir. Boyle-
likle, hatirlatma 2.3.1. deki sistemin ikinci denkleminden V7¢ = 0 elde edilir ki,
Teorem 2.3.2. den dolay1 M bir ¢izgili helisdir.

Yukaridaki Teorem asagidaki sonuca sahiptir.
Sonug 5.5.1. Teorem 5.5.1. de, 6zel olarak, M C R" bir hiperyiizey olsun. Bu
taktirde, M nin helis ¢izgileri R"™ nin diiz dogrular1 (Di Scala ve Ruiz-Herndndez

2009 daki Lemma 2.5 e bak) oldugundan, M her zaman bir ¢izgili helisdir. Sonug

olarak, d ye gére M nin helis ¢izgilerinin normal egriligi her zaman sifira egittir.
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6. f-EIKONAL HELiS ALT MANIiFOLDLAR

Bu boliimde genel olarak ilk kez, f-eikonal helis alt manifold ve f-eikonal helis egrisi

kavramlar: verilmigtir.

6.1 f-Eikonal Helis Egrileri ve Helis Alt Manifoldlar

Bu alt boliimde, R" de bir Riemann alt manifoldunun f-eikonal helis alt manifold
olmasi ve bir Riemann alt manifold iizerindeki bir egrinin f-eikonal helis egrisi olmasi
tanimlar1 verilmistir. Daha sonra, f-eikonal helis egrilerinin geodezik egrilerle, genel

helislerle ve f-eikonal helis alt manifoldlarla olan baglantilar1 verilmistir.

Tanmim 6.1.1. M C R", bir birim d € R" dogrultusuna gore bir Riemann helis
alt manifold ve f : M — R bir eikonal fonksiyon olsun. Eger her bir ¢ € M igin,
V f ve d arasindaki ac1 sabit ise, bu taktirde M nin bir f-eikonal helis alt manifold

oldugunu soyleriz.

Belirtelim ki bu tanim igin ||V f|| =sabit ve d birim oldugundan, V f ve d arasindaki

aginin sabit olmasi, (V f,d) ¢carpimimin sabit olmasina denktir.

Ornek 6.1.1. M C R”, bir birim d € R” dogrultusuna gére bir Riemann helis alt
manifold olsun.Kabul edelim ki, bir f : M — R bir eikonal fonksiyonu i¢in d nin
teget bilegseni V f e esit olsun. Bu taktirde, bir helis alt manifoldda d ile teget bilesen
arasindaki ag1 sabit oldugundan, (V f, d) ¢arpimi M boyunca sabittir. Yani, V f ve d

arasindaki ag1 sabittir. Sonug olarak, M bir f-eikonal helis alt manifolddur.

Tanim 6.1.2. M C R" bir Riemann alt manifold ve o« : I C R — M birim T
tegetli bir egri olsun. Bir f : M — R fonksiyonunun da « boyunca eikonal («
boyunca ||V f|| =sabit) oldugunu kabul edelim. Bu taktirde, o boyunca Vf ve T
arasindaki ac1 sabit ise, @ nin bir f-eikonal helis egrisi oldugunu soyleriz. Ve Vf |

« nin ekseni olarak adlandirilacak.
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Ornek 6.1.2. M C R” bir Riemann alt manifold ve v : I € R — M birim T' tegetli
bir egri olsun. Ayrica f : M — R, a boyunca bir eikonal fonksiyon olsun.Eger V f,
a nin tegeti olan T' ye esit ise, bu taktirde (V f, Vf) =sabit olacagindan, a bir

f-eikonal helis egrisidir.

Ornek 6.1.3. M = R® Riemann manifoldunu géz oniine alalim. M iizerinde,
f:M—R

(2,y,2) = f(z,y,2) = 2> +y° + 2

fonksiyonu tanimlanmig olsun. Bu taktirde, M iizerinde

a:ICR—-M

$—>Oz(s):(cosi

NNV

seklinde taniml « egrisi bir f-eikonal helis egrisidir.

Ik olarak, f in o boyunca eikonal oldugunu gosterecegiz. Bunun icin V f i hesaplarsak,

olarak bulunur. Boylelikle,

IVl = Va2 +y?) +1
seklinde elde edilir. Eger a@ boyunca V f in normunu hesaplarsak,
IV £l la = V5 = sabit

bulunur. Yani, f, o boyunca bir eikonal fonksiyondur.

Simdi, a egrisi boyunca, Vf ile T' (o« nin birim tegeti) arasindaki aginin sabit
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oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in, o boyunca

Vfla = (2008%,2&1&%,1)

ve a nin tegeti
1 s

1
T= (—Esmﬁ,ﬁco

1
S_—

Nl

oldugundan

Wmﬂ=%=m@

elde edilir. Burada, 6, V f ile T' arasindaki acidir. Sonug olarak, a;, M iizerinde bir

f-eikonal helis egrisidir.

Ornek 6.1.4. M = R™ Riemann manifoldunu gozoniine alalim. aq,as, ..., a, ve ¢

sabitler olmak tizere, M iizerinde taniml
f:M—R

(21, T2y oy ) — [ (21,22, .0, Tp) = @121 + ... + apx, + €

fonksiyonunu gozoniine alahm. Bu taktirde, (aq,as, ..., a,) eksenli biitiin genel he-

lisler f-eikonal helislerdir.

a, X = (a1, as, ..., a,) eksenli herhangi bir genel helis olsun.Bu taktirde, & nin birim
tegeti ile X arasmndaki ag1, o boyunca sabittir. Ote yandan, Vf = (a1, as, ..., a,)
oldugundan, X = V f esitligine sahibiz. Boylelikle kolayca soyleyebiliriz ki, V f ile
a nin birim tegeti arasindaki ag1 o boyunca sabittir.Ayrica |V f|| =sabittir. Sonug
olarak, «, bir f-eikonal helisdir.cv keyfi oldugundan, (aq,as, ..., a,) eksenli biitiin

genel helisler f-eikonal helislerdir.
Teorem 6.1.1. M C R” bir Riemann alt manifold ve o« : I € R — M birim

T tegetli bir egri olsun. Bir f : M — R fonksiyonunun da « boyunca eikonal

oldugunu kabul edelim. Bu taktirde, @ bir f-eikonal helis egrisidir gerek ve yeter
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sart f fonksiyonu « egrisi boyunca lineerdir.

Ispat: Ilk olarak, o nmn bir f-eikonal helis egrisi oldugunu kabul edelim. f , a
boyunca bir eikonal fonksiyon oldugundan, ||V f]| |, =sabittir.Ote yandan, her bir
X € TM igin, X[f] = (Vf, X) oldugunu biliyoruz (Tanim 2.2.8. e bak).Ozel olarak,
X =T icin,

(Vfla,T) = TIf]
d
= a(foa)-

Ve, ||V f|| |« =sabit ve «v egrisi f-eikonal oldugundan, (V f|,,T") =sabittir. Boylece,

d

ds

(f o) = sabit
esitligi elde edilir.Bir bagka ifadeyle, f fonksiyonu « egrisi boyunca lineerdir.

Tersine olarak, f fonksiyonunun « egrisi boyunca lineer oldugunu kabul edelim.

Acgikca,
d

ds

(f o ) = sabit

esitligi vardir.Boylelikle,
(Vfla,T) = sabit

esitligi elde edilir.Ve, ||V f]| | =sabit ve T birim oldugundan, V f ve T  arasindaki

acgl, a boyunca sabittir.Yani, o bir f-eikonal helis egrisidir.Bu da ispati1 tamamlar.

Teorem 6.1.2. M C R”, tam baglantili C* siifindan sinirsiz bir Riemann alt
manifold ve M, N x R Riemann ¢arpimina izometrik olsun. Ayrica, kabul edelim ki
f: M — R, sabit olmayan bir afin fonksiyon olsun (Innami 1982 deki ana Teoreme

bakimiz).Bu taktirde, M deki biitiin geodezik egriler f-eikonal helis egrileridir.

Ispat: f : M — R bir afin fonksiyon oldugundan, her bir birim geodezik « :
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(—00,00) — M egrileri ve biitiin s € (—o00, c0) i¢in,

f(a(s)) = as+b

olacak sekilde a,b € R sabitleri vardir ( Innami 1982, Hitzelberger ve Lytchak
2007).0te yandan, her bir X € T'M i¢in, X[f] = (Vf, X) oldugunu biliyoruz (Tanim
2.2.8. e bak).Ozel olarak, X =T (T: o nm birim tegeti) icin,

Tf] = (VS T)
do
L= wrm)
ve boylece,
d(fd: ) _ v (6.1.1)
d(foa)

Ayrica, f(a(s)) = as + b oldugundan, =sabittir. Boylece, (6.1.1) den «

s
boyunca

(Vf,T) = sabit

elde edilir. Diger taraftan, Lemma 2.3 den (Sakai 1996) ||V f| =sabittir.Sonug
olarak, M deki biitiin geodezik egriler f-eikonal helis egrileridir.

Ornek 6.1.5. Teorem 6.1.2. de, M yi S' x R silindirik yiizeyi alahm.Ve, f
fonksiyonunu

f:S'xR—=R
(@,t) = f(z,t) =t
seklinde alalim. Bu taktirde,

S

Nz + d), sin(

a(s) = (Cos(c )

S s
— i d)a— b
V2 + a? V2 + a? )

formundaki egriler f-eikonal helislerdir (c¢? + a® # 0 ve a,b,c,d € R). Ciinkii, M

deki biitiin geodezik egriler, birim 7' tegetli o egrileridir.
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Gergekten, f(a(s)) = a\/ﬁ + b ve % =sabittir. Boylece, (Vf,T) =
d(foa)

p =sabittir. Ote yandan, f afin oldugundan ||V f|| =sabittir. Sonug olarak,
s
|V f|| =sabit, ||T|| =1 ve (Vf,T) =sabit oldugundan, Vf ile T arasindaki a1 «

boyunca sabittir. Bir bagka ifadeyle, o egrileri f-eikonal helis egrileridir.

Teorem 6.1.3. i : M — R" bir alt manifold ve f : M — R bir eikonal fonksiyon
olsun. Ayrica, o : I C R — M, M iizerinde birim T tegetli bir egri olsun. Bu

taktirde, o bir f-eikonal helis egrisidir ancak ve ancak

B(s) = d(als)) = (i(als)), f(a(s))) CR" xR

egrisi d = (0,1) eksenli bir genel helisdir. Burada, ¢ : M — R" x R doniigiimii
o(p) = (i(p), f(p)) ile verilir. Ve, i : M — R™ doniisiimii i(p) = p (p € M) ile verilir.

Ispat: 3(s) = (i(a(s)), f(a(s)) = (a(s), f(a(s))) egrisini gozoniine alalm. Bu

B (s) = <T, W) : (6.1.2)

taktirde, 5 nin tegeti,

Ote yandan, her bir X € TM icin, X[f] = (Vf, X) oldugunu biliyoruz (Tanim
2.2.8. e bak).Ozel olarak, X =T (T: o mmn birim tegeti) icin,

Tlf]=(V}.T)
da
T = (vAT)
ve boylece
d(fd: a) VT

esitligine sahibiz. Ve, (6.1.2) esitliginide kullanarak,

B'(s) = (T,(Vf.T)) (6.1.3)
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elde edilir. Simdi, (6.1.3) iin her iki tarafim d ile i¢ garpim yaparsak,
(B(s),d)y = (Vf,T) (6.1.4)
bulunur. Boylelikle, (6.1.4) ten
15" (s)II - cos(0) = (V f.T)

yazabiliriz. Burada 0, d ile 5'(s) arasindaki agidir. Bu son esitlikte,

(VF,T)
14 (Vf,T)?

cos(#) = (6.1.5)

olmasini gerektirir.

Eger a egrisi f-eikonal ise, yani (V f,T) =sabit, bu taktirde (6.1.5) den kolaylikla
goriilebilir ki, cos(f) =sabittir. Yani, 5 egrisi d = (0,1) eksenli bir genel helisdir.
Tersine olarak, ( egrisi d = (0,1) eksenli bir genel helis, yani cos() =sabit olsun.

Boylece, (6.1.5) i kullanarak

cos®(0)
sin?(0)

(Vf,T) = = sabit (# # 0) (6.1.6)

yazabiliriz.Ve boylelikle, (6.1.6) dan (Vf,T) =sabit sonucuna ulagilir.Bir bagka

ifadeyle, a bir f-eikonal helis egrisidir.

Teorem 6.1.4. M C R"™ bir f-eikonal helis alt manifold olsun. Bu taktirde, M nin

helis c¢izgileri f-eikonal helis egrileridir.

Ispat: Hatirlatalim ki, d yi teget ve normal bilesenler cinsinden
d = cos(#)T + sin(0)¢

d
seklinde yazabiliriz.c, M nin herhangi bir birim hizli helis ¢izgisi olsun. Yani, d_a =T
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dir. Boylelikle, M nin helis ¢izgileri boyunca, d nin her iki tarafin1 V f ile i¢ ¢carpim
yaparsak

(Vf,d)y = cos(f) <Vf, Ccli—j> +sin(0) (V £, &)

elde edilir. M nin f-eikonal helis alt manifold olmasi gerceginden, M nin helis

cizgileri boyunca (V f,d) =sabittir. Ote yandan, Vf € TM oldugundan (Vf,§) =
d

0 dir. Boylece, M nin helis ¢izgileri boyunca <V fs d_&> carpimi sabittir.Bu da
S

gerektirir ki, M nin helis ¢izgileri f-eikonal helis egrileridir.
6.2. f-Eikonal Helis Egrilerinin Ekseni ve Helis Alt Manifoldlar

Bu alt boliimde, 3-boyutlu Riemann manifoldlarda, f-eikonal helis egrisinin ekseni
ve f-eikonal helis egrileri i¢in karakterizasyonlar verilmistir.Ayrica, f-eikonal helis

egrilerinin genel helislerle ve Riemann helis alt manifoldlarla baglantilar: verilmistir.

Teorem 6.2.1. M C R* bir 3-boyutlu Riemann manifold ve M, tam baglantili C*
sinifindan siirsiz olsun. Aymi zamanda M, N x R Riemann ¢arpimina izometrik
olsun. Kabul edelim ki f : M — R sabit olmayan bir afin fonksiyon (Innami 1982
deki ana teoreme bakimiz) ve o : I — M bir f-eikonal helis egrisi olsun. Bu taktirde

asagidaki ozelikler saglanir:

(1) o nmin ekseni:

V= ||Vf| (cos(§)T + sin(6)B).

(2) T —sabit (k ve 7 Tanmim 2.2.7. de tanimlandz).
K

Ispat: (1): o egrisi f-eikonal helis egrisi oldugundan,

(Vf,T) = sabit. (6.2.1)
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yazabiliriz. M iizerinde T" dogrultusunda (6.2.1) in her iki tarafinin tiirevini alirsak
(VeV £, T) +(Vf,VrT) = 0. (6.2.2)

bulunur.Diger taraftan, Lemma 2.3 den (Sakai 1996) V f, M de paralel, yani keyfi
X € TM igin VxVf = 0 dir. Boylece, X = T i¢cin VrVf = 0 elde edilir. Bu

taktirde, (6.2.2) esitligini ve Frenet formiillerini kullanarak,
k(Vf,N)=0. (6.2.3)

bulunur. & pozitif oldugundan, (6.2.3) esitligi (Vf, N) = 0 olmasim gerektirir.
Boylelikle, o nin ekseni

Vf=MT+ X\B (6.2.4)

seklinde yazlabilir.(6.2.4) iin her iki tarafim1 7" ile i¢ carpim yaparsak,
(V/,T) = A = |V f] cos(6) (6.2.5)

elde edilir. Burada 0, Vf ile T arasmdaki acidir. Ve, ||V f]|* = A2 + A2 oldugundan,
(6.2.5) kullanilarak
Ay = [[V £ sin(0)

bulunur.Sonug olarak o nin ekseni
Vi=|Vf| (cos(8)T + sin(d)B)
olarak elde edilmis olunur.

(2): (1) in ispatindan,
(VfN)=0 (6.2.6)

oldugunu biliyoruz. M iizerinde 7" dogrultusunda (6.2.6) nin her iki tarafinin tiirevini
alirsak

(VoVf,N)+ (Vf,VrN) =0 (6.2.7)

33



elde edilir.Ve, (1) in ispatindan VV f = 0 dir.Boylelikle, (6.2.7) den
(VF,VrN) =0 (6.2.8)
yazilabilir.Frenet formiillerini kullanarak (6.2.8) esitliginden
—k(Vf,T)+7(Vf,B)=0 (6.2.9)

bulunur.Ote yandan, (6.2.4) ten (Vf,T) = \; ve (Vf, B) = )y yazabiliriz. (1) in
ispatindan \; = ||V f]| cos(6) ve Ay = ||V f]| sin(f) oldugundan,

(VI,T) = [IVflcos(d) and (Vf, B) = [[V[]|sin(6) (6.2.10)
elde edilir.Boylece, (6.2.9) ve (6.2.10) daki esitlikler kullanilarak,
To cot(f) = sabit
K
bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

Yukaridaki Teorem 6.2.1. agagidaki sonucglara sahiptir.

Sonug¢ 6.2.1. M C R?* bir 3-boyutlu Riemann f-eikonal helis alt manifold ve
M, tam baglantili C'*° simmifindan siirsiz olsun.Ayni zamanda M, N x R Riemann
carpimina izometrik olsun. Kabul edelim ki f : M — R sabit olmayan bir afin
fonksiyon (Innami 1982 deki ana teoreme bakiniz) olsun. Bu taktirde, % ifadesi M

nin helis ¢izgileri boyunca sabittir.
Ispat: Teorem 6.1.4 ve Teorem 6.2.1 den aciktir.
Sonug 6.2.2 M C R* bir 3-boyutlu Riemann f-eikonal helis alt manifold ve M, tam

baglantili C'*° sinifindan sinirsiz olsun.Ayni zamanda M, N x R Riemann ¢arpimina

izometrik olsun. Kabul edelim ki f : M — R sabit olmayan bir afin fonksiyon
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(Innami 1982 deki ana Teoreme bakiniz) olsun. Bu taktirde, M nin helis ¢izgileri
boyunca

Vi=|[Vf| (cos(8)T +sin()B) .

dir. Yani helis ¢izgisinin eksenidir.

Ispat: Teorem 6.1.4 ve Teorem 6.2.1 den aciktir.

Lemma 6.2.1. M C R", bir birim d € R" dogrultusuna gore Riemann helis alt
manifold ve f : M — R bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki, o : I C R — M,
M {izerinde birim 7' tegetli bir egri olsun. Bu taktirde, d nin £ normal bileseni, T’
dogrultusunda paralel normaldir ancak ve ancak o boyunca (V f) € TM dir.Burada,

V f, d nin birim teget bilegenidir.

Ispat: Kabul edelim ki, d nin & normal bileseni, T" dogrultusunda paralel normal

olsun. T ve Vf € T M oldugundan, Tanim 2.2.3. deki Gauss denkleminden
DNV f=VrVf+V(T,Vf) (6.2.11)

dir. Ote yandan, d nin ¢ normal bileseni, 7" dogrultusunda paralel normal, yani

V%g = 0 oldugundan, Hatirlatma 2.3.1. deki ikinci egitlikten,
V(T,Vf)=0 (6.2.12)

dir. Boylece, (6.2.11), (6.2.12) esitliklerinden ve Frenet formiillerinden,

D= vy = vivy

yazabiliriz. Yani, a boyunca (Vf) € TM dir.

Tersine olarak, kabul edelim ki a boyunca (Vf)" € TM olsun. Bu taktirde, Gauss
denkleminden V(T,V f) = 0 dir. Boylece, Hatirlatma 2.3.1. deki ikinci esitlikten
Vz& = 0 elde edilir. Bir bagka ifadeyle, d nin ¢ normal bilegeni, T dogrultusunda
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paralel normaldir. Bu da ispat1 tamamlar.

Lemma 6.2.2. Sabit V f eksenli biitiin f-eikonal helis egrileri genel helislerdir.

Ispat: Biitiin f-eikonal helis egrileri icin, bu egrilerin teget vektor alanlar1 T ve V f
arasindaki ag¢inin, bu egriler boyunca sabit oldugunu biliyoruz. Ayrica, bu Lemma
dan, Vf sabittir. Bir bagka ifadeyle, bu egrilerin teget vektor alanlari, sabit V f
ekseniyle sabit ag1 yapar. Bu da, sabit V f eksenli biitiin f-eikonal helis egrilerinin

genel helisler olmasimi gerektirir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 6.2.2. M C R", bir birim d € R” dogrultulu, tam baglantili C*° sinifindan
bir Riemann helis alt manifold ve f : M — R bir afin fonksiyon olsun. Kabul edelim
ki, a: I C R — M, M iizerinde birim T tegetli bir f-eikonal helis egrisi olsun. Bu
taktirde, d nin £ normal bilegeni, 7" dogrultusunda paralel normal ise, o egrisi bir

genel helisdir.. Burada V f, d nin birim teget bilesenidir.

Ispat: T ve Vf € TM oldugundan, Tanim 2.2.3. deki Gauss denkleminden
DNV f=VyVf+V(T, V) (6.2.13)

yazabiliriz. f afin oldugundan V f, M de paralel yani keyfi X € TM i¢cin VxV f =0
(Sakai 1996 daki Lemma 2.3 e bak) dir.Ozel olarak X = T i¢cin V;V f = 0 dir. Diger
taraftan, Lemma 6.2.1 e gore, (Vf)' € TM. Boylelikle, (6.2.13) denkleminden
V(T,Vf)=0 dwr. Ve, (6.2.13) dan, o boyunca

prvf=T oy

elde edilir. Yani, o nin V f ekseni sabittir. Boylece, yukaridaki Lemma 6.2.2 den, «

egrisinin bir genel helis olmasi sonucu cikar. Bu da ispat1 tamamlar.

26



6.3 f-Eikonal Helis Alt Manifoldlar ve Harmonik Egrilik Fonksiyonlari

Bu alt boliimde, n-boyutlu Riemann manifoldlarda, f-eikonal helis egrisinin har-
monik egrilik fonksiyonlari ile Frenet catisi arasinda bir bagint1 ve bu egrinin ekseni

verilmigtir.Ayrica, f-eikonal helis alt manifoldlarla ilgili énemli sonuclar verilmistir.

Tanim 6.3.1. «a(s) : I € R — M" egrisi, n-boyutlu bir Riemann manifoldu
M™ de bir Frenet egrisi ve k; (s) (i = 1,2,...,n — 1) fonksiyonlar1 @ nmin egrilikleri
olsun. « egrisinin harmonik egrilikleri, M" iizerinde o boyunca H; : I C R — R

(1=1,2,...,n — 2) fonksiyonlariyla tanimlanir. Bu fonksiyonlar,

k 1
Hy = k—l, H; = {Vi [H;_1] + k;H;_5}
2

ki+1

seklinde tanimlanir. Burada, ¢ = 2,...,n — 2 ve V] de a nmin birim teget vektor

alamdar.

Tanim 6.3.2. M", (,) metrigiyle tammh n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve
a (s), birim teget vektor alam V; olan M™ de bir Frenet egrisi olsun. f: M"™ — R
fonksiyonu a boyunca eikonal bir fonksiyon, yani a boyunca ||V f|| =sabit olsun.
Eger, a boyunca (Vf, Vi) fonksiyonu sifirdan farkli bir sabit ise, bu taktirde «
egrisi bir f-eikonal helis egrisi olarak adlandirilir.Ve, V f de bu egrinin ekseni olarak

adlandirilir.

Teorem 6.3.1. M", (,) metrigiyle tammh n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M™,
tam baglantili C'*™° smifindan sinirsiz olsun. Ayni zamanda M™, N x R Riemann
carpimina izometrik olsun. Kabul edelim ki f : M — R sabit olmayan bir afin
fonksiyon (Innami 1982 deki ana Teoreme bakinz) ve a(s), M™ de bir Frenet egrisi

olsun. Eger, a egrisi V f eksenli bir f-eikonal helis egrisi ise, bu taktirde

Viia, V) = H (Vi,Vf), i=1,...,n—2 (6.3.1)

sistemi saglanir. Burada, {Vi,...,V,,} ve {Hj, ..., H, 2}, sirasiyla o nin Frenet gatist
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ve harmonik egrilikleridir.

Ispat: {Vi,..,V,}, M™ de a egrisinin ortonormal catis1 oldugundan, Vf vektor
alani

VI=MVit o+ AV (6.3.2)

seklinde belirtilebilir. (6.3.2) nin he iki tarafini1 V; ile i¢ garpim yaparak ve o nin bir

f-eikonal helis egrisi oldugunu dikkate alarak
(Vf,Vi) = X = ||V [f]| cos (8) = sabit (6.3.3)
elde edilir.(6.3.3) iin her iki tarafinin M™ de V; dogrultusunda tiirevini alirsak,
(ViuV,Vi) +(Vf, Vi, W) =0. (6.3.4)

esitligine sahibiz. Ote yandan, Lemma 2.3 den (Sakai 1996), V f vektor alam M"

de paraleldir. Yani, Vy,V f = 0 dir.Boylece, (6.3.4) ve Frenet formiilleri yardimiyla,
ki (Vf, V) =0. (6.3.5)
esitligi elde edilir.Ve, k; pozitif bir fonksiyon oldugundan, (6.3.5) den,
(Vf, Vo) =0. (6.3.6)
bulunur. (6.3.6) iin her iki tarafinin M™ de V; dogrultusunda tiirevini alirsak,
(Vi V[, Va) +(Vf, Vi, Vz) = 0. (6.3.7)

esitligini yazarz. Ve, Vy,V f = 0 oldugundan, (6.3.7) ve Frenet formiillerini kulla-

narak,

ke (Vf,VA) + ko (Vf, V3) = 0. (6.3.8)
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esitligini elde ederiz. Boylece, (6.3.8) den

(VI Va) =A== (Vf, V). (6.3.9)

k
yazabiliriz. Ayrica, Hy = k_l oldugundan, (6.3.9) dan
2

(Vf,Vs) = H (Vf, V).

yazariz. Bu son egitlikte, ¢ = 1 i¢in (6.3.1) esitliginin dogru oldugunu gosterir.
Tiimevarim teorisine gore, (6.3.1) esitliginin biitiin & lar i¢gin dogru oldugunu kabul
edelim. Burada, baz pozitif ¢ tamsayilar i¢in, 1 < k < i dir. Bu taktirde, (6.3.1)
esitliginin ¢ + 1 i¢gin dogru oldugunu ispatlayacagiz. (6.3.1) esitligi baz1 pozitif i

tamsayilari i¢in dogru oldugundan, bazi pozitif ¢ tamsayilar: icin
(Viga, V) = H; (1, V) (6.3.10)
yazabiliriz. (6.3.10) nun her iki tarafinin M™ de V; dogrultusunda tiirevini alirsak,
(VinViea, V) + (Vigo, Vi, V) = Vi [Hi (Vi, V)] (6.3.11)

esitligine sahibiz. Ve, (6.3.11) ile Frenet formiillerini kullanarak,
—kit1 (Vier, V) + kiva (Vigs, V) + (Vigo, Ve V) = Vi [H; (Vi, V)] . (6.3.12)

elde edilir. Bundan baska, Vi,V f = 0 dir. Boylelikle, (6.3.12) den,

—kis1 (Vier, V) + Kive (Vigs, V) = Vi [H; (V1, V)] (6.3.13)

yazabiliriz. Ve boylece (6.3.13) den,

1

Kiva

(Vigs, V) = {Vi [H; Vi, V)] + kit (Vigr, V) } - (6.3.14)

elde edilir. Diger taraftan, tiimevarim hipotezine gore, (6.3.1) esitligi ¢ — 1 igin dogru
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oldugundan,

(Visr, V) = Hi1 (V1, V). (6.3.15)

esitligine sahibiz. Boylece, (6.3.14) ve (6.3.15) yardimiyla

(Vits, V) = {1 [Hi] + kip1 Hi1} - ? V1,V [). (6.3.16)
i+2
bulunur. Ayrica, Tanim 6.3.1 de ¢ + 1 igin
1
Hipwn={WV[H]+ kiz1H; 1} . (6.3.17)
i+2

elde ederiz. Boylelikle, (6.3.16) ve (6.3.17) yardimiyla,

<V;+37 vf) = Hi—l—l <‘/1> Vf>

esitligine sahibiz. Bu da, (6.3.1) egitliginin 7 + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir.Sonug

olarak, tiimevarim teorisine gore,biitiin ¢ ler icin

<V;+27 Vf> = Hz <‘/17 Vf> .

Bu da ispat1 tamamlar.

Asagidaki sonug, yukaridaki Teorem 6.3.1 in sonucudur.

Sonug 6.3.1 M" C R* (n < k), (,) metrigiyle tamimli n-boyutlu bir Riemann f-
eikonal helis alt manifoldu ve M"™, tam baglantili C*° sinifindan sinirsiz olsun. Ayni
zamanda M, N xR Riemann carpimina izometrik olsun. Kabul edelimki f : M — R
sabit olmayan bir afin fonksiyon (Innami 1982 deki ana Teoreme bakiniz) olsun. Bu

taktirde, M"™ nin herhangi bir helis ¢izgisi boyunca

<V;+27 Vf> = Hi <‘/1a Vf>

esitligi gegerlidir. Burada, {Vi,...,V,} ve {Hi,..., H,_o}, swrasiyla M™ nin helis
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¢izgisinin Frenet catisi ve harmonik egrilikleridir.

Ispat: Teorem 6.1.4 ve Teorem 6.3.1 den aciktir.

Teorem 6.3.2 M™, (,) metrigiyle tanimh n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M™,
tam baglantili C'*™° smifindan sinirsiz olsun. Ayni zamanda M™, N x R Riemann
carpimina izometrik olsun. Kabul edelim ki f : M — R sabit olmayan bir afin
fonksiyon (Innami 1982 deki ana Teoreme bakiniz) ve « (s), M™ de bir Frenet egrisi

olsun. Eger, a egrisi V f eksenli bir f-eikonal helis egrisi ise, bu taktirde

Vi=|Vfllcos() (Vi +HiVs+ ..+ H,5V,).

Burada, {Vi,...,V,} ve {Hy,..., H, o}, sirasiyla o min Frenet ¢atisi ve harmonik

egrilikleridir.

Ispat: a bir f-eikonal helis egrisi oldugundan,

(V f, Vi) = sabit. (6.3.18)

yazabiliriz. (6.3.18) in her iki tarafinin M™ de V; dogrultusunda tiirevini alirsak,

(Vv V£ Vi) + (VF, Vi Vi) =0 (6.3.19)

esitligine sahibiz.Ote yandan, Lemma 2.3 den (Sakai 1996), V f vektor alam M"™ de

paraleldir. Yani, Vi,V f = 0 dir.Boylece, (6.3.19) ve Frenet formiilleri yardimuyla,

ke (Vf,Va) =0 (6.3.20)

elde ederiz. k; pozitif bir fonksiyon oldugundan, (6.3.20) esitligi

(Vf,Va) =0
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olmasimi gerektirir. Boylelikle, o nin ekseni

V=MV+AVs+ .+ AV, (6.3.21)

seklindedir. Ayrica, (6.3.21) den, i¢ garpim yardimiyla

/\1 = <Vf, Vvl)
/\3 = <vf7 VV3>
An = <Vf= Vn>

elde edilir. Diger taraftan, Teorem 6.3.1 den,

Moo= (VW) = [V cos (0) (6.3.22)
A3 = (Vf,Vs) = [V [l cos (0) Hy

A = (VI Vi) = IV cos (6) Hyo.

oldugunu biliyoruz. Boylelikle, (6.3.21) esitligi ve (6.3.22) sistemi kullanilarak, «

nin ekseni kolaylikla

Vf=|Vfllcos (@) (Vi + H\Vs+ ..+ H, 5V;)

seklinde bulunur. Bu da, ispat1 tamamlar.

Asagidaki sonug, yukaridaki Teorem 6.3.2 nin sonucudur.
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Sonug 6.3.2 M" C R* (n < k), (,) metrigiyle tamimli n-boyutlu bir Riemann f-
eikonal helis alt manifoldu ve M™, tam baglantili C*° sinifindan sinirsiz olsun.Ayni
zamanda M, N xR Riemann ¢arpimina izometrik olsun. Kabul edelimki f : M — R
sabit olmayan bir afin fonksiyon (Innami 1982 deki ana Teoreme bakiniz) olsun. Bu

taktirde, M™ nin herhangi bir helis ¢izgisi boyunca

Vf=IIVfllcos(0) (Vi + HiVs+ ... + HyoVy)

dir. Yani, helis ¢izgisisin eksenidir. Burada, {V1,...,V,,} ve {H, ..., H,_2}, sirasiyla

M™ nin helis c¢izgisinin Frenet catist ve harmonik egrilikleridir.

Ispat: Teorem 6.1.4 ve Teorem 6.3.2 den aciktir.
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