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S�MGELER VE KISALTMALAR

x∗ : x vektörünün e³lenik transpozu
e : tüm elemanlar� 1 olan n× 1 sütun vektörü
ej : j. eleman� 1 di§erleri 0 olan n× 1 sütun vektörü
In : n kare birim matris
” ∼ ” : kom³uluk
di : i noktas�n�n derecesi
δ : G graf�nda en küçük derece
∆ : G graf�nda en büyük derece
Ni : vi ye kom³u olan noktalar�n kümesi
mi : vi ye kom³u olan noktalar�n derecelerinin ortalamas�
cij = |Ni ∩Nj| : vi ile vj noktalar�n�n ortak kom³uluklar�n�n say�s�
λ(G) : G graf�n�n spectral yar�çap�
µ(G) : G graf�n�n Laplacian spectral yar�çap�
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ÖZET

Bu çal�³mada graf�n kom³uluk matrisi A(G), derece matrisi D(G)
ve Laplacian matris L(G) yard�m�yla tan�mlanan i³aretsiz(signless) Laplacian
matris Q(G) = A(G) +D(G) ile normalle³tirilmi³ Laplacian matris
L (G) = D−1/2(G)L(G)D−1/2(G) nin özde§erleri için s�n�rlar bulunmu³tur.

Anahtar Kelimeler: �³aretsiz Laplacian matris, normalle³tirilmi³ Laplacian
matris, özde§er, özvektör

ii



ABSTRACT

We found the bounds of eigenvalues of signless Laplacian matrice and
normalized Laplacian matrice using by adjacency matrice A(G), Laplacian
matrice L(G) and degree matrice D(G).

Keywords: Signless Laplacian matrice, normalized Laplacian matrice,
eigenvalue, eigenvector.
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TE�EKKÜR

Bana ara³t�rma olana§� sa§layan ve çal�³malar�m�n her a³amas�nda il-
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1 G�R��

Gra�ar�n özde§erlerinin çal�³�lmas�, matemati§in di§er alanlar�
ile ba§lant�lar olu³turur. Özellikle spekral graf teorisi ve diferen-
siyel geometri aras�nda ili³ki vard�r. Kimyada; özde§erler moleküllerin
kararl�l�§� ile birle³tirilebilir. Bunun yan� s�ra graf, teorik olarak �zik
ve quantum mekani§inin çe³itli problemini de oraya ç�kar�r.

Bir n × n kare matrisin özde§erini hesaplarken n. dereceden
polinomla kar³�la³�l�z. Bu polinomlar�n köklerini belirlemek her zaman
mümkün olmayabilir. Bu durumda özde§erler için s�n�r belirlemek
i³imizi kolayla³t�racakt�r.

Bizim amac�m�z basit bir graf�n �³aretsiz Laplacian matris ve
normalle³tirilmi³ Laplacian matrislerinin en büyük özde§erleri için
s�n�rlar bulmakt�r.
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2 ÖN B�LG�LER

Bu bölümde tez boyunca kullanaca§�m�z baz� temel tan�mlar�
verece§iz.

2.1 Matrisler ile �lgili Baz� Tan�mlar

Tan�m 2.1 [11] Bir A = (aij)n×n kare matrisinin izi A matrisinin
esas kö³egen elemanlar�n�n toplam� olarak tan�mlan�r ve iz(A) ya da
tr(A) ile gösterilir. Yani

trA =
n∑
i=1

aii

dir.

Tan�m 2.2 [11] F bir cisim olmak üzere A ∈Mn(F ) ve X 6= 0 n×1
tipinde bir vektör olsun.

AX = λX (2.1)

olacak ³ekilde λ ∈ F skalerine A matrisinin özde§eri, X e de A mat-
risinin λ özde§erine kar³�l�k gelen özvektörü denir. (2.1) kullan�larak

(A− λI)X = 0

elde edilir. (A − λI) matrisine A matrisinin karakteristik matrisi
denir. Bu matrisin determinant�n�n hesaplanmas� sonucunda ise λ
ya ba§l� n-inci dereceden monik polinom elde edilir. Bu polinoma A
matrisinin karakteristik polinomu denir ve KA(λ) ³eklinde gösterilir.
Yani,
KA(λ) = det(A− λI) d�r. Ayr�ca KA(λ) = 0 denklemine de A mat-
risinin karakteristik denklemi denir. Bu karakteristik denklemin kök-
lerine A matrisinin özde§erleri (ya da karakteristik de§erleri) denir.
Hemen hat�rlatal�m ki; KA(λ) = 0 n-inci dereceden bir denklem
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oldu§undan tam olarak n tane köke sahipir ve bunlar�n hepsinin farkl�
olmas� gerekmez.

AX = λX veya (A− λI)X = 0

denkleminde s�f�r olmayanX çözümlerineA n�n λ özde§erlerine kar³�l�k
gelen özvektörleri denir. Özde§er ve özvektörlerin bu tan�m�ndan
do§rudan

Axi = λxi (i = 1, 2, ..., n)

temel formülünü elde ederiz.

Tan�m 2.3 M n × n kompleks matris ve her x ∈ Cn için x∗, x in
e³lenik transpozu olsun. E§er

x∗Mx ≥ 0

oluyorsaM matrisine pozitif semide�nite ya da yar� pozitif tan�ml�d�r
denir.

2.2 Graf Kavram�

Tan�m 2.4 [4] V = {v1, v2, . . . , vn} noktalar kümesi ve E kenarlar
kümesi olmak üzere G = (V,E) yap�s�na graf denir.

Bir grafta vi ∈ V noktas�ndan ç�kan kenar say�s�na vi nok-
tas�n�n derecesi denir ve di ile gösterilir.

G = (V,E) graf�nda iki noktay� ba§layan bir kenar varsa bu iki
noktaya kom³u denir vi ∼ vj veya k�saca i ∼ j ile gösterilir.

G graf�ndaki bir yürüme(walk) W ile gösterilir.

W = v0e1v1e2v2 . . . ekvk

sonlu say�da elemanlar� noktalar ve kenarlar olan bir dizidir. Burada
ei kenar�, vi−1 ile vi noktalar�n� birle³tiren kenard�r.
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k uzunlu§undaki bu yürümeyi k�saca

W = v0e1v1e2v2 . . . ekvk = (v0, vk)

³eklinde gösterebiliriz.

j < k olmak üzere v0e1v1 . . . ejvj yürümesine W nin bir alt
yürümesi denir.

E§er bir W yürüyü³ünde e1, e2, . . . , ek farkl� kenarlar ise bu
yürümeye trail (patika, iz, yol) denir. Buna ek olarakW yürümesinde
noktalar da farkl� ise bu yürümeye path (yol) ad� verilir.

G graf�n�n u ve v noktalar� aras�nda bir (u, v) yolu varsa u ve
v noktalar�na ba§lant�l�d�r denir.

V nin bir bo³ olmayan alt kümelerini V1, V2, . . . , Vw parçalan�³�
vard�r ki; u ile v gibi iki noktan�n ba§lant�l� olmas� için gerek ve
yeter ³art u ile v nin her ikisinin de ayn� Vi kümesine ait olmas�d�r.
G[V1], G[V2], . . . , G[Vw] alt gra�ar� G nin komponentleri olarak ad-
land�r�l�r. E§er G tam olarak bir tek komponenti varsa ba§lant�l�d�r,
di§er durumda G ba§lant�l� de§ildir.

Tan�m 2.5 Ba³lang�ç ve biti³ noktalar� ayn� olan kenarlara döngü

denir.
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Tan�m 2.6 Herbir kenar� yönle belirtilen grafa yönlü (directed)
graf denir.

�ekil 2.1: Yönlü Graf

Tan�m 2.7 Yönsüz ve döngü içermeyen gra�ara basit graf denir.

�ekil 2.2: Basit Graf

Tan�m 2.8 Her noktas� di§er noktalara bir kenar ile ba§l� olan gra�ara
tam graf denir ve n noktal� bir tam graf Kn ³eklinde gösterilir.

�ekil 2.3: K6 Tam Graf�
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Tan�m 2.9 Bütün noktalar�n�n dereceleri ayn� olan gra�ara regüler

(düzenli) graf denir.

�ekil 2.4: Regüler(düzenli) Graf

2.2.1 Graf �le �lgili Baz� Matrisler

Tan�m 2.10 [3] (Kom³uluk Matrisi) Bir graf�n kom³uluk matrisi
ise A(G) ile gösterilir ve A(G) = [aij]n×n olmak üzere

aij =

{
1 ; i ∼ j ise

0 ; di§er durumlarda

³eklinde tan�mlan�r.

Kom³uluk matrisinde herbir sat�r�n toplam� o noktan�n dere-
cesini verir. Ayr�ca kom³uluk matrisi simetriktir. A(G) kom³uluk
matrisinin en büyük özde§erine spektral yar�çap denir ve λ(G) ile
gösterilir.

Örne§in;
G = (V,E) graf� a³a§�daki gibidir.
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Bu graf�n kom³uluk matrisi ise,

A(G) =


0 0 1 1 0
0 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
0 1 1 1 0


olarak bulunur ve spectral yar�çap� λ(G) = 3.3234 olarak elde edilir.

Tan�m 2.11 [3] (Derece Matrisi) G graf�nda herbir noktan�n dere-
celerinin,

D = kö³(d1, d2, . . . , dn)

³eklinde yaz�lmas�yla olu³an bir kö³egen matristir.

D(G) = dij =

{
di ; i = j ise
0 ; di§er durumlarda

Tan�m 2.12 [3] (Laplacian Matris) G = (V,E) graf�n�n Lapla-
cian matrisi L(G) = [lij]n×n olmak üzere

lij =


di ; i = j ise

−1 ; i ∼ j ise

0 ; di§er durumlarda

³eklinde tan�mlan�r.

Laplacian matrisin sat�r ve sütun toplam� 0 d�r. Laplacian
matrisi simetrik bir matristir. Laplacian matris

L(G) = D(G)− A(G)

dir. L(G) Laplacian matrisin en büyük özde§erine Laplacian
spektral yar�çap denir ve µ(G) ile gösterilir.

Örne§in;
G = (V,E) graf�n� gözönüne alal�m.

7



G = (V,E) graf�n�n Laplacian matrisi,

L(G) =


2 0 −1 −1 0
0 3 −1 −1 −1
−1 −1 4 −1 −1
−1 −1 −1 4 −1
0 −1 −1 −1 3


olarak bulunur ve Laplacian spectral yar�çap µ(G) = 5 olarak elde
edilir.
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3 ��ARETS�Z(SIGNLESS) LAPLACIAN MATR�S

Bu bölümde i³aretsiz Laplacian matris ile ilgili baz� tan�m ve
teoremler verece§iz.

Tan�m 3.1 (�³aretsiz(signless) Laplacian Matris) G = (V,E)
graf�n�n i³aretsiz Laplacian matrisi Q(G) = D(G) + A(G) ³eklinde
tan�mlan�r.

Örne§in;
�ekildeki G = (V,E) graf�n� ele al�rsak,

G = (V,E) graf�n�n i³aretsiz(signless) Laplacian matrisi

Q(G) = D(G) + A(G)

Q(G) =


2 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2

+


0 0 0 1 1
0 0 1 1 1
0 1 0 0 0
1 1 0 0 0
1 1 0 0 0



Q(G) =


2 0 0 1 1
0 3 1 1 1
0 1 1 0 0
1 1 0 2 0
1 1 0 0 2


olarak elde edilir.
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Q(G) non-negatif, simetrik matristir. Ayn� zamanda Q(G) nin
herbir sat�r toplam� o noktan�n derecesinin iki kat�n� verir. Q(G)
nin özde§erlerine , G nin signless Laplacian spectral yar�çap� veya
Q-spectral yar�çap� denir[14]. �³aretsiz Laplacian matris pozitif semi-
de�nite oldu§u için tüm özde§erleri non-negatiftir [1]. Q(G) nin
özde§erlerini

λ1(Q(G)) ≥ λ2(Q(G)) ≥ · · · ≥ λn(Q(G))

olarak s�ralayabiliriz. Spectral yar�çap ve Laplacian spectral yar�çap,
Q-spectral yar�çap için s�n�r olu³turur [7,10,13]. Bu s�n�rlar;

µ(G) ≤ λ1(Q(G))

ve
2λ(G) ≤ λ1(Q(G))

³eklindedir.

Lemma 3.2 [2] G basit ba§lant�l� graf olsun. G nin noktalar�n�n
minimum derecesi δ, maksimum derecesi ∆ ile gösterilsin. O halde;

2δ ≤ λ1(Q(G)) ≤ 2∆ (3.1)

dir. E³itlik ancak ve ancak G regüler olmas� durumunda mümkündür.

Teorem 3.3 [8] G n noktal�, m kenarl�, basit ba§lant�l� graf olsun
ve G nin noktalar�n�n dereceleri ∆ = d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn = δ olarak
s�ralans�n. O halde;

λ1(Q(G)) ≤ max
i

{
di +

√
d2i + 8dimi

2

}
(3.2)

ve

λ1(Q(G)) ≤ max
i

{
di +

√
dimi

}
(3.3)

burada mi = 1
di

∑
i∼j dj dir.
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Teorem 3.4 [5,6] G n noktal�, m kenarl�, basit ba§lant�l� graf olsun.
G nin noktalar�n�n minimum derecesi δ, maksimum derecesi ∆ ile
gösterilecek olursa,

λ1(Q(G)) ≤
∆ + δ − 1

√
(∆ + δ − 1)2 + 8(2m− (n− 1)δ)

2
(3.4)

d�r.
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4 NORMALLE�T�R�LM�� LAPLACIAN MATR�S

Bu bölümde normalle³tirilmi³ Laplacian matris ile ilgili baz�
tan�m ve teoremler verece§iz.

Tan�m 4.1 (Normalle³tirilmi³ Laplacian Matris) G = (V,E)
graf�n�n normalle³tirilmi³ Laplacian matrisini L (G) = [`ij]n×n a³a§�-
daki gibi tan�mlan�r.

`ij =


1 ; i = j ise
−1√
didj

; i ∼ j ise

0 ; di§er durumlarda

A³a§�daki G = (V,E) graf�n� göz önüne alal�m.

G = (V,E) graf�n�n normalle³tirilmi³ Laplacian matrisi

L (G) =



1 0 −1
2
√
2
−1
2
√
2

0

0 1 −1
2
√
3
−1
2
√
3
−1
3

−1
2
√
2
−1
2
√
3

1 −1
4

−1
2
√
3

−1
2
√
2
−1
2
√
3
−1
4 1 −1

2
√
3

0 −1
3

−1
2
√
3
−1
2
√
3

1


olarak bulunur.
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Normalle³tirilmi³ Laplacian matris

L (G) = D−1/2(G)L(G)D−1/2(G)

³eklinde de ifade edilir. L (G) nin özde§erleri, G nin normalle³tirilmi³
Laplacian özde§erleri olarak adland�r�l�r. Normalle³tirilmi³ Laplacian
matris pozitif semi-de�nite oldu§u için tüm özde§erleri non-negatiftir
[2]. L (G) nin özde§erleri

λ1(L (G)) ≥ λ2(L (G)) ≥ · · · ≥ λn(L (G))

olarak s�ralanacak olursa bu özde§erler için a³a§�dakiler söylenebilir
[2, 9].
∗ L (G) nin özde§erleri [0, 2] aral�§�ndad�r.
∗ 0, L (G) nin bir basit özde§eridir ⇐⇒ G ba§lant�l�d�r.
∗ G graf� tam olmayan bir graf ise λn−1 ≤ 1 dir.

Teorem 4.2 [9] G , basit ba§lant�l� graf olsun. λ1, L nin en büyük
özde§eri ise; o halde,

|λ1| ≤ 2−min
i<j

(
|Ni ∩Nj|

max{di, dj}

)
(4.1)

Burada minimum tüm (i, j) ikilileri üzerinden al�n�r (1 ≤ i < j ≤ n).
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5 YARDIMCI LEMMALAR

Bu bölümde 6. ve 7. bölümlerde yararlanaca§�m�z baz� teorem
ve lemmalar verece§iz. Ayr�ca aksi belirtilmedikçe In birim matris ve
e = (1, 1, . . . , 1) ³eklinde tan�mlanacakt�r.

Lemma 5.1 [12] W ve λ = (λj) s�f�rdan farkl� sütun vektörü olsun.
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn olarak verilsin. O halde

−s
√
nW TCW ≤ W Tλ−mW Te = W TCλ ≤ s

√
nW TCW∑

j

(λj − λn)2 = n[s2 + (m− λn)2]

∑
j

(λ1 − λj)2 = n[s2 + (λ1 −m)2]

λn ≤ m− s√
n− 1

≤ m+
s√
n− 1

≤ λ1

dir. Burada m = λT e
n , s2 = λTCλ

n ve C = In − eeT

n olarak tan�mlan�r.

Teorem 5.2 [12] A, n× n tipinde bir komplex matris ve A∗, A n�n
e³lenik transpozu olarak tan�mlans�n. B = AA∗ matrisinin özde§er-
leri λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn olsun. O halde,

m− s
√
n− 1 ≤ λ2n(B) ≤ m− s√

n− 1

ve
m+

s√
n− 1

≤ λ21(B) ≤ m+ s
√
n− 1

Burada m = trB
n ve s2 = trB2

n −m dir.
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6 GRAFIN NORMALLE�T�R�LM�� LAPLACIAN
MATR�S�N�N ÖZDE�ER� �Ç�N SINIRLAR

Bu bölüm tezin esas bölümlerinden olup normalle³tirilmi³ Lapla-
cian matrisinin özde§erleri için alt ve üst s�n�r verilecektir.

Teorem 6.1 G bir basit graf, L (G), G nin normalle³tirilmi³ Lapla-
cian matrisi olsun. E§er L (G) nin özde§erleri,

λ1(L (G)) ≥ λ2(L (G)) ≥ · · · ≥ λn(L (G))

ise,

λn ≤
√
m− s√

n− 1√
m+

s√
n− 1

≤ λ1 ≤
√
m+ s

√
n− 1 (6.1)

dir. Burada,

m =
tr[L (G)]2

n
=
n+ 2

∑
i∼j,i<j

1
didj

n
= 1 +

2

n

∑
i∼j,i<j

1

didj

s2 =
tr[L (G)]4

n
−
(
tr[L (G)]2

n

)2

=
tr[L (G)]4

n
−m2

olarak tan�mlan�r.

�spat. Gerekli hesaplamalar yap�l�rsa,

tr[L (G)]2 = n+ 2
∑

i∼j,i<j

1

didj

ve

tr[L (G)]4 =
n∑
i=1

(
1 +

∑
i∼j

1

didj

)2

+2
∑
i<j

 ∑
k∈Ni∩Nj

1

dk
√
didj
−
∑
i∼j

2√
didj

2

³eklinde bulunur. L (G) reel simetrik matris oldu§undan, Teorem 5.2
den dolay� (6.1) s�n�r� elde edilir.
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Örnek 1

G = (V,E) graf� için trL (G)2 = 5.83, trL (G)4 = 14.35, m = 1.46
ve s = 1.2 olarak bulunur.

λ(L (G)) (4.1)(üst s�n�r) (6.1)(üst s�n�r) (6.1)(alt s�n�r)
1.728 2 1.88 1.46

Örnek 2

G = (V,E) graf� için trL (G)2 = 7.89, trL (G)4 = 17.56, m = 1.31
ve s = 1.9 olarak bulunur.

λ(L (G)) (4.1)(üst s�n�r) (6.1)(üst s�n�r) (6.1)(alt s�n�r)
1.86 2 1.93 1.34

NOT: Örneklerde iki basamakl� yakla³�k de§eri hesaplanmaktad�r.

16



7 GRAFIN ��ARETS�Z(SIGNLESS) LAPLACIAN
MATR�S�N�N ÖZDE�ER� �Ç�N SINIRLAR

Bu bölüm tezin esas bölümlerinden olup i³aretsiz Laplacian
matrisin özde§erleri için alt ve üst s�n�rlar verilecektir.

Teorem 7.1 G, V = {1, 2, ..., n} noktalar kümesi üzerinde tan�ml�
bir graf olmak üzere

λ1(Q(G)) ≥ max{di − dj + cij : 1 ≤ i ≤ j ≤ n, i ∼ j} (7.1)

d�r.

�spat. xk, k = 1, 2, . . . , n Q i³aretsiz Laplacian matrisinin λ1
özde§erine kar³�l�k gelen X = (x1, . . . , xn) özvektörünün bile³enleri
olsun.

Genelli§i bozmaks�z�n özvektörün en büyük bile³enini mesela xi
yi 1 ve di§er bile³enlerin de mutlak de§erce 1 den küçük veya e³it
oldu§unu kabul edelim. Yani xi = 1 ve her k için |xk| ≤ 1 olsun.
Ayr�ca xj = min{xk, i ∼ k} ve cij de i ve j nin ortak kom³uluklar�n�n
say�s�n� göstersin. cij = |Ni ∩Nj| , xj ≤ xk oldu§undan∑

k

{xk : k ∼ i, k � j} ≥ (di − cij)xj

∑
k

{xk : k ∼ j, k � i} ≤ (dj − cij)

olur. Özde§er denkleminden

QX = λ1X

yazabiliriz. i. sat�r için

λ1xi = dixi +
∑
k

{xk : k ∼ i}
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λ1xi = dixi +
∑
k

{xk : k ∼ i, k ∼ j}+
∑
k

{xk : k ∼ i, k � j} (7.2)

j. sat�r için
λ1xj = djxj +

∑
k

{xk : k ∼ j}

λ1xj = djxj +
∑
k

{xk : k ∼ j, k ∼ i}+
∑
k

{xk : k ∼ j, k � i}(7.3)

yazabiliriz. Böylece

λ1 = di +
∑
k

{xk : k ∼ i, k ∼ j}+
∑
k

{xk : k ∼ i, k � j}

λ1xj = djxj +
∑
k

{xk : k ∼ j, k ∼ i}+
∑
k

{xk : k ∼ j, k � i}

denklemlerini elde ederiz. Taraf tarafa ç�kartarak

λ1 − λ1xj = di − djxj +
∑
k

{xk : k ∼ i, k � j} −
∑
k

{xk : k ∼ j, k � i}

λ1(1− xj) ≥ di − djxj + (di − cij)xj − (dj − cij)

Böylece

λ1(Q(G)) ≥ max{di − dj + cij : 1 ≤ i ≤ j ≤ n, i ∼ j}

ifadesini elde ederiz.

Teorem 7.2 G, V = {1, 2, ..., n} noktalar kümesi üzerinde tan�ml�
bir graf olmak üzere

λ1(Q(G)) ≥ max{
√

2didj} (7.4)

d�r.

�spat. cij, xi, xj, ve xk lar Teorem 7.1 deki gibi tan�mlans�n.

QX = λ1X

18



ifadesinin i. sat�r�

λ1xi = dixi +
∑
k

{xk : k ∼ i}

λ1 = di +
∑
k

{xk : k ∼ i, k ∼ j}+
∑
k

{xk : k ∼ i, k � j}

λ1 ≥ di + cijxj + (di − cij)xj

λ1 ≥ di(1 + xj)

olarak bulunur. j. sat�r� ise

λ1xj = djxj +
∑
k

{xk : k ∼ j}

λ1xj = djxj +
∑
k

{xk : k ∼ j, k ∼ i}+
∑
k

{xk : k ∼ j, k � i}

λ1xj ≥ djxj + cijxj + (dj − cij)xj

λ1xj ≥ 2djxj

³eklindedir. Bu ifadelerin taraf tarafa çarp�lmas�yla

λ21xj ≥ 2didjxj(1 + xj)

λ21 ≥ 2didj(1 + xj) ≥ 2didj

λ1 ≥ max{
√

2didj}

³eklinde alt s�n�r� elde ederiz.

Sonuç 7.3 G, V = {1, 2, ..., n} noktalar kümesi üzerinde tan�ml� bir
graf olmak üzere

λ1(Q(G)) ≥ max{cij} (7.5)

d�r.
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�spat. cij, xi, xj, ve xk lar Teorem7.1 deki gibi tan�mland�§�n� kabul
edelim.

QX = λ1X

ifadesinin i. sat�r� olan (7.2) ile j. sat�r� olan (7.3) taraf tarafa ç�kart�l�rsa

λ1 − λ1xj = di − djxj +
∑
k

{xk : k ∼ i, k � j} −
∑
k

{xk : k ∼ j, k � i}

λ1(1− xj) ≥ di − djxj + (di − cij)xj − (dj − cij)

elde edilir. Burada di ≥ dj oldu§unu gözönüne al�p gerekli i³lemler
yap�ld�§�nda

λ1 ≥ max{cij}
oldu§u görülür.

Teorem 7.4 G bir basit graf, Q(G), G nin i³eretsiz Laplacian matrisi
olsun. E§er Q(G) nin özde§erleri,

λ1(Q(G)) ≥ λ2(Q(G)) ≥ · · · ≥ λn(Q(G))

ise,

λn ≤
√
m− s√

n− 1√
m+

s√
n− 1

≤ λ1 ≤
√
m+ s

√
n− 1 (7.6)

dir. Burada,

m =
tr[Q(G)]2

n
=

∑n
i=1 di(di + 1)

n

s2 =
tr[Q(G)]4

n
−
(
tr[Q(G)]2

n

)2

=
tr[Q(G)]4

n
−m2

olarak tan�mlan�r.
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�spat. Gerekli hesaplamalar yap�l�rsa,

tr[Q(G)]2 =
n∑
i=1

di(di + 1)

ve

tr[Q(G)]4 =
n∑
i=1

(d2i+di)
2+2

∑
i�j

|Ni∩Nj|2+
∑
i∼j

(di + dj + |Ni ∩Nj|)2

³eklinde bulunur. Q(G) reel simetrik matris oldu§undan, Teorem 5.2
den dolay� (7.6) s�n�r� elde edilir.
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Örnek 1

G = (V,E) graf� için trQ(G)2 = 26, trQ(G)4 = 450, m = 6.5 ve
s = 8.38 olarak bulunur.

λ(Q(G)) (3.1) (3.2) (3.3) (3.4) (7.6)
4.56 6 5 5.23 5 4.58

λ(Q(G)) (3.1) (7.1) (7.4) (7.6)
4.56 2 2 3.46 3.36

Örnek 2

G = (V,E) graf� için trQ(G)2 = 92, trQ(G)4 = 3800, m = 13.14 ve
s = 19.24 olarak bulunur.

λ(Q(G)) (3.1) (3.2) (3.3) (3.4) (7.6)
7.67 12 9.08 9.74 9.34 7.76

λ(Q(G)) (3.1) (7.1) (7.4) (7.6)
7.67 2 5 6 4.58
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NOT: Örneklerde iki basamakl� yakla³�k de§eri hesaplanmak-
tad�r.

Bu tezde normalle³tirilmi³ Laplacian matris ve i³aretsiz Lapla-
cian matris ile ilgili verilen s�n�rlar ara³t�r�lm�³t�r. Daha önceki ba§lan-
t�lardan yararlanarak yeni birkaç s�n�r elde edilmi³tir. Örnekler baz�nda
inceledi§imizde buldu§umuz s�n�rlar�n çok daha yak�n oldu§u görülmek-
tedir. Fakat teoride kar³�la³t�rmalar henüz yap�lmam�³t�r. Konuyla
ilgili çal�³malar�m�z devam etmektedir...
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