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SIMGELER VE KISALTMALAR

x* : x vektoriiniin eglenik transpozu

e : tiim elemanlar1 1 olan n x 1 siitun vektori

ej : j. elemani 1 digerleri 0 olan n x 1 siitun vektorii

I, : n kare birim matris

7~ komguluk

d; : 1 noktasmin derecesi

0 : G grafinda en kiigiik derece

A : G grafinda en biiyiik derece

N; : v; ye komsu olan noktalarin kiimesi

m; : v; ye komsgu olan noktalarin derecelerinin ortalamasi
ci; = |[N; N Nj| : v; ile vj noktalarmim ortak komguluklarmin sayis:
AMG) : G grafinin spectral yarigapi

w(@G) = G grafinin Laplacian spectral yarigapi



OZET

Bu ¢aligmada grafin komsguluk matrisi A(G), derece matrisi D(G)
ve Laplacian matris L(G) yardimiyla tanimlanan igaretsiz(signless) Laplacian
matris Q(G) = A(G) + D(G) ile normallegtirilmis Laplacian matris
Z(G) = D7V*G)L(G)D~Y?(G) nin ézdegerleri igin siirlar bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Isaretsiz Laplacian matris, normallestirilmis Laplacian
matris, 6zdeger, 6zvektor
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ABSTRACT

We found the bounds of eigenvalues of signless Laplacian matrice and
normalized Laplacian matrice using by adjacency matrice A(G), Laplacian
matrice L(G) and degree matrice D(G).

Keywords: Signless Laplacian matrice, normalized Laplacian matrice,
eigenvalue, eigenvector.
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TESEKKUR

Bana aragtirma olanag: saglayan ve calismalarimin her asamasinda il-
gisini, destegini ve emegini esirgemeyen saygideger hocam; Dog¢. Dr. Serife
BUYUKKOSE’ye, benim bu giinlere gelmemi saglayan aileme, 6grenim hayatim
boyunca yanimda olan degerli 6gretmenlerime tegekkiirlerimi ve saygilarimi suna-
rim.
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1 GIRIS

Graflarin 6zdegerlerinin ¢aligilmasi, matematigin diger alanlar
ile baglantilar olugturur. Ozellikle spekral graf teorisi ve diferen-
siyel geometri arasinda iligki vardir. Kimyada; 6zdegerler molekiillerin
kararliligi ile birlegtirilebilir. Bunun yani sira graf, teorik olarak fizik
ve quantum mekaniginin gegitli problemini de oraya cikarir.

Bir n X n kare matrisin 0zdegerini hesaplarken n. dereceden
polinomla kargilagiliz. Bu polinomlarin koklerini belirlemek her zaman
miimkiin olmayabilir. Bu durumda o6zdegerler icin sinir belirlemek
isimizi kolaylagtiracaktir.

Bizim amacimiz basit bir grafin Isaretsiz Laplacian matris ve
normallegtirilmig Laplacian matrislerinin en biiyiik 6zdegerleri i¢in
sinirlar bulmaktir.



2 ON BILGILER

Bu boliimde tez boyunca kullanacagimiz bazi temel tanimlar:
verecegiz.

2.1 Matrisler ile Ilgili Bazi1 Tanimlar

Tanim 2.1 [11] Bir A = (@;j)nxn kare matrisinin izi A matrisinin
esas kogegen elemanlariin toplami olarak tanimlamr ve iz(A) ya da,
tr(A) ile gosterilir. Yani

n
trA = Z (0773
=1
dir.

Tanim 2.2 [11] F bir cisim olmak tizere A € M,,(F) ve X #0nx1
tipinde bir vektor olsun.
AX =2X (2.1)

olacak gekilde A € I skalerine A matrisinin 6zdegeri, X e de A mat-
risinin A 6zdegerine kargilik gelen 6zvektorii denir. (2.1) kullamlarak

(A= X)X =0

elde edilir. (A — AI) matrisine A matrisinin karakteristik matrisi
denir. Bu matrisin determinantinin hesaplanmasi sonucunda ise A
ya bagli n-inci dereceden monik polinom elde edilir. Bu polinoma A
matrisinin karakteristik polinomu denir ve K 4(\) gseklinde gosterilir.
Yani,

Ka(\) = det(A — M) dir. Ayrica K4(A) = 0 denklemine de A mat-
risinin karakteristik denklemi denir. Bu karakteristik denklemin kok-
lerine A matrisinin 6zdegerleri (ya da karakteristik degerleri) denir.
Hemen hatirlatalim ki; K4(A) = 0 n-inci dereceden bir denklem



oldugundan tam olarak n tane koke sahipir ve bunlarin hepsinin farkl
olmasi gerekmez.

AX =X wveya (A—XHX =0

denkleminde sifir olmayan X ¢ozlimlerine A nin \ 6zdegerlerine karsilik
gelen dzvektorleri denir.  Ozdeger ve ézvektorlerin bu tanimindan
dogrudan

Al’i = )\332 (Z = 1,2, ,n)

temel formiiliini elde ederiz.

Tanim 2.3 M n x n kompleks matris ve her x € C” icin z*, x in
eslenik transpozu olsun. Eger

Mz >0

oluyorsa M matrisine pozitif semidefinite ya da yar1 pozitif tanimhidir
denir.

2.2  Graf Kavrami

Tanim 2.4 [4] V = {v1,v9,...,v,} noktalar kiimesi ve E kenarlar
kiimesi olmak iizere G = (V, E) yapisina graf denir.

Bir grafta v; € V noktasindan ¢ikan kenar sayisina wv; nok-
tasinin derecesi denir ve d; ile gosterilir.

G = (V, E) grafinda iki noktay:1 baglayan bir kenar varsa bu iki
noktaya komsu denir v; ~ v; veya kisaca ¢ ~ j ile gosterilir.

G grafindaki bir yiirtime(walk) W ile gosterilir.
W = vgeqviesvs . . . e

sonlu sayida elemanlar: noktalar ve kenarlar olan bir dizidir. Burada
e; kenari, v;_1 ile v; noktalarini birlegtiren kenardair.



4
e
L J

k uzunlugundaki bu yiiriimeyi kisaca
W = vpeqvievs . . . epvr, = (o, Uk)
seklinde gosterebiliriz.

J < k olmak ftizere vgejvy . ..ejv; ylriimesine W nin bir alt
yliriimesi denir.

Eger bir W yiriiylisiinde eq, es, ..., e, farkli kenarlar ise bu
yiriimeye trail (patika, iz, yol) denir. Buna ek olarak W yiiriimesinde
noktalar da farkli ise bu yiiriimeye path (yol) adi verilir.

G grafinin u ve v noktalar1 arasinda bir (u,v) yolu varsa u ve
v noktalarina baglantihdir denir.

V' nin bir bos olmayan alt kiimelerini V7, V5, ..., V,, parcalanisi
vardir ki; w ile v gibi iki noktanin baglantili olmasi i¢in gerek ve
yeter sart v ile v nin her ikisinin de ayni V; kiimesine ait olmasidir.
GW], G[Va],...,G[V,] alt graflar1 G nin komponentleri olarak ad-
landirilir. Eger G tam olarak bir tek komponenti varsa baglantilidir,
diger durumda G baglantili degildir.

Tanim 2.5 Basglangic ve bitig noktalari ayni olan kenarlara dongt
denir.

ddngii noktas:



Tanim 2.6 Herbir kenari yonle belirtilen grafa yonlii (directed)
graf denir.

G graphi 34 kenanna sahip fakat
43 kenarina sahip degildir.

Sekil 2.1: Yonli Graf

Tanim 2.7 Yonsiiz ve dongii icermeyen graflara basit graf denir.

Sekil 2.2: Basit Graf

Tanim 2.8 Her noktasi diger noktalara bir kenar ile bagli olan graflara
tam graf denir ve n noktali bir tam graf K, seklinde gosterilir.

1 6

3 4

Sekil 2.3: Kg Tam Grafi



Tanim 2.9 Biitiin noktalarinin dereceleri ayni olan graflara regiler
(diizenli) graf denir.

Sekil 2.4: Regiiler(diizenli) Graf

2.2.1 Graf Ile Ilgili Baz1 Matrisler

Tanim 2.10 [3] (Komsuluk Matrisi) Bir grafin komguluk matrisi
ise A(G) ile gosterilir ve A(G) = [a;j]nxn 0lmak {izere
)L a~g ouse
“=N0 . diger durumlarda

seklinde tanimlanir.

Komguluk matrisinde herbir satirin toplami o noktanin dere-
cesini verir. Ayrica komsuluk matrisi simetriktir. A(G) komsuluk
matrisinin en biiyiik 6zdegerine spektral yarigap denir ve \(G) ile
gosterilir.

Ornegin;
G = (V, E) grafi agagidaki gibidir.

4




Bu grafin komguluk matrisi ise,

00110
00111
AG)=]11011
11101

01110

olarak bulunur ve spectral yarigapt A(G) = 3.3234 olarak elde edilir.

Tanim 2.11 [3] (Derece Matrisi) G grafinda herbir noktanin dere-
celerinin,

D = k5§(d1, dg, ceey dn)

seklinde yazilmasiyla olugan bir kdsegen matristir.

D(G):dij:{di ;1= 1Se€

0 ; diger durumlarda

Tanim 2.12 [3] (Laplacian Matris) G = (V, E) grafinin Lapla-
cian matrisi L(G) = [l;j]nxn olmak {izere

d;, ; 1=17 1se
lij=4 —1;1~7ise
0 ; diger durumlarda

seklinde tanimlanir.

Laplacian matrisin satir ve siitun toplami 0 dir. Laplacian
matrisi simetrik bir matristir. Laplacian matris

L(G) = D(G) = A(G)

dir. L(G) Laplacian matrisin en bilyiik 6zdegerine Laplacian
spektral yarigap denir ve u(G) ile gosterilir.

Ornegin;
G = (V, E) grafin1 gézoniine alalim.



2

G = (V, E) grafinin Laplacian matrisi,

2 0 —1 -1 0

0 3 —1 -1 —1
L@)=|-1-1 4 -1 -1
~1 -1 -1 4 -1
0 -1 -1 -1 3

olarak bulunur ve Laplacian spectral yarigap u(G) = 5 olarak elde
edilir.



3 ISARETSIZ(SIGNLESS) LAPLACIAN MATRIS

Bu boliimde isaretsiz Laplacian matris ile ilgili bazi tanim ve
teoremler verecegiz.

Tamim 3.1 (Isaretsiz(signless) Laplacian Matris) G = (V, E)
grafinin igaretsiz Laplacian matrisi Q(G) = D(G) + A(G) seklinde
tanimlanir.

Ornegin;
Sekildeki G = (V, E') grafim ele alirsak,

5

(=]

3

G = (V, E) grafinin igaretsiz(signless) Laplacian matrisi

Q(G) = D(G)+A(G)

20000 00011
03000 00111

QG = [00100[|+|01000
00020 11000
100002] [11000,
20 0 11]
03111

QG) = | 01100
11020
1100 2]

olarak elde edilir.



Q(G) non-negatif, simetrik matristir. Ayni zamanda Q(G) nin
herbir satir toplami o noktanin derecesinin iki katini verir. Q(G)
nin 6zdegerlerine , G nin signless Laplacian spectral yaricapi veya
(Q-spectral yaricap: denir[14]. Isaretsiz Laplacian matris pozitif semi-
definite oldugu i¢in tiim ozdegerleri non-negatiftir [1]. @Q(G) nin
ozdegerlerini

M(Q(G)) =2 1 (Q(G)) = -+ 2 \(Q(G))

olarak siralayabiliriz. Spectral yaricap ve Laplacian spectral yaricap,
(Q)-spectral yaricap icin siir olugturur 7,10,13]. Bu simirlar;

1(G) < M(Q(G))

ve

2MG) < M(Q(G))

seklindedir.

Lemma 3.2 [2] G basit baglantili graf olsun. G nin noktalarinm
minimum derecesi 9, maksimum derecesi A ile gosterilsin. O halde;

20 < M (Q(G)) <2A (3.1)
dir. Egitlik ancak ve ancak G regiiler olmasi durumunda miimkiindiir.

Teorem 3.3 [8] G n noktali, m kenarli, basit baglantil graf olsun
ve (G nin noktalarimin dereceleri A = dy > dy > --- > d,, = 6 olarak
siralansin. O halde;

M(Q(G)) < max{di R 8dimi} (32)

7

M(Q(G)) < max {d,- + W} (3.3)

burada m; = + > inj dy dir.

10



Teorem 3.4 [5,6] G n noktali, m kenarli, basit baglantili graf olsun.
GG nin noktalarimin minimum derecesi 6, maksimum derecesi A ile
gosterilecek olursa,

A+6—1/(A+6—-1)2+802m — (n—1)J)
M Q) < :

(3.4)

11



4 NORMALLESTIRILMIS LAPLACIAN MATRIS

Bu boliimde normallegtirilmis Laplacian matris ile ilgili bazi

tanim ve teoremler verecegiz.

Tanim 4.1 (Normallegtirilmis Laplacian Matris) G = (V, E)

grafinin normallegtirilmig Laplacian matrisini 2 (G) =

daki gibi tanimlanir.

gij =

1

=1
did;
0

[gij]nxn a@agl_

C1=] 1ise

;1 ~ ] 18€

. diger durumlarda

Agagidaki G = (V) E) grafini gz 6niine alalim.

4

2

G = (V, E) grafinin normallegtirilmig Laplacian matrisi

2V2

[\

—1

2V2

&)

olarak bulunur.

—1
NG

~1
L Ne
~1
i 1
-1 =1
2v/3 4
-1 =1
3 23

~1
2V2

—1
2V/3

12

0

|
3

—1
2V/3
—1

2V3

1




Normallestirilmig Laplacian matris
Z(G) = D VHG)L(G)DY(@)

seklinde de ifade edilir. .Z(G) nin 6zdegerleri, G nin normallegtirilmis
Laplacian 6zdegerleri olarak adlandirilir. Normallestirilmis Laplacian
matris pozitif semi-definite oldugu icin tiim 6zdegerleri non-negatiftir

[2]. Z(G) nin 6zdegerleri
M(Z(G)) 2 2a(ZL(G) 2 - 2 M (ZL(G))

olarak siralanacak olursa bu ozdegerler icin asagidakiler séylenebilir
2,9].

* Z(G) nin 6zdegerleri [0, 2] araligindadir.

* 0, Z(G) nin bir basit ézdegeridir <= G baglantilidir.

x (G grafi tam olmayan bir graf ise \, 1 < 1 dir.

Teorem 4.2 [9] G , basit baglantili graf olsun. Ay, £ nin en biiyiik
ozdegeri ise; o halde,

_( [Nin N
A <2-— _ 4.1
| 1‘ o Izn<1§1 <max{di,dj} ( )

Burada minimum tiim (g, j) ikilileri tizerinden alinir (1 <i < j <mn).

13



5 YARDIMCI LEMMALAR

Bu boliimde 6. ve 7. boliimlerde yararlanacagimiz bazi teorem
ve lemmalar verecegiz. Ayrica aksi belirtilmedikge [, birim matris ve
e=(1,1,...,1) gseklinde tanimlanacaktir.

Lemma 5.1 [12] W ve A = ();) sifirdan farkh siitun vektorii olsun.
A1 > A9 > .-+ > )\, olarak verilsin. O halde

—sVIWITOW < WIAX—mWTe = WICON < sVnWTCW
Z(Aj — M)’ =nls’ + (m— \,)7
J

Z(Al — X)) =n[s* + (M —m)F

Ay <m — <m-+ <)\
" n—1" vn—17
dir. Burada m = /\TTG, 52 = % ve C' =1, — % olarak tanimlanir.

Teorem 5.2 [12] A, n X n tipinde bir komplex matris ve A*, A nin
eslenik transpozu olarak tanimlansin. B = AA* matrisinin 6zdeger-
leri Ay > A9 > -+ > )\, olsun. O halde,

m—svn—1<N(B)<m—

S

Vn—1

ve
S
m+m§>\%(3)§m+3\/n—1
Buradam:% ve 32:$_m dir.

14



6 GRAFIN NORMALLESTIRILMIiS LAPLACIAN
MATRISININ OZDEGERI ICIN SINIRLAR

Bu boliim tezin esas boliimlerinden olup normallegtirilmis Lapla-
cian matrisinin 6zdegerleri icin alt ve iist sinir verilecektir.

Teorem 6.1 G bir basit graf, Z(G), G nin normallegtirilmig Lapla-
cian matrisi olsun. Eger Z(G) nin 6zdegerleri,

M(Z(G) 2 0(Z(G)) 2 --- 2 M(Z(G))

ise,
Ay < \/m — i
n—1
B
\/m+ §A1§\/m+3\/n—1 (6.1)
n—1
dir. Burada,
2 n+2) . i 1
L _UZGP "t liiag 2 1
n n n . — dd;
1~7,0<]
oL@ (uZ@P\ _wl2@)
B n n B n

olarak tanimlanir.

Ispat. Gerekli hesaplamalar yapilirsa,

HZGF=n+2 Y —

1~3,1<]

]

ve

1N\ L 2 . 2
tr.2(G)] —Z<HZM> LN 2 Gag i

i=1 inj i<j \keN:NN;

seklinde bulunur. .Z(G) reel simetrik matris oldugundan, Teorem 5.2
den dolay1 (6.1) sinir1 elde edilir. =

15



Ornek 1

G = (V, E) grafi icin trZ(G)* = 5.83, tr £(G)* = 14.35, m = 1.46
ve s = 1.2 olarak bulunur.

AZ(G)) | (4.1)(iist smr) | (6.1)(iist siur) | (6.1)(alt smr)

1.728 | 2 | 1.88 | 1.46
Ornek 2
3 2 1
4 5 6

G = (V, E) grahi icin tr.Z(G)? = 7.89, trZ(G)* = 17.56, m = 1.31
ve s = 1.9 olarak bulunur.

AZ(G)) | (4.1)(iist smr) | (6.1)(iist sir) | (6.1)(alt smr)

1.86 | 2 | 1.93 | 1.34

NOT: Orneklerde iki basamakl yaklagik degeri hesaplanmaktadir.

16



7 GRAFIN ISARETSIZ(SIGNLESS) LAPLACIAN
MATRISININ OZDEGERI ICIN SINIRLAR

Bu boliim tezin esas boliimlerinden olup isaretsiz Laplacian
matrisin 6zdegerleri icin alt ve list simirlar verilecektir.

Teorem 7.1 G, V = {1,2,...,n} noktalar kiimesi {izerinde tanimh
bir graf olmak tizere

dir.

Ispat. 1, k = 1,2,....n Q isaretsiz Laplacian matrisinin )\,
ozdegerine kargilik gelen X = (x1,...,x,) Ozvektoriiniin bilegenleri
olsun.

Genelligi bozmaksizin 6zvektoriin en biiytik bilesenini mesela x;
yi 1 ve diger bilegenlerin de mutlak degerce 1 den kiiciik veya esit
oldugunu kabul edelim. Yani z; = 1 ve her k i¢in |z| < 1 olsun.
Ayrica x; = min{xzy, i ~ k} ve ¢;; de i ve j nin ortak komsguluklarinin
sayisini gostersin. ¢;; = |[N; N V| , x; < zj oldugundan

Z{xk . ]{3 ~ Z,k 2% ]} Z (dl — Cij)xj
k

Z{xk: ~ g kil < (dj — cj)

olur. Ozdeger denkleminden
QX =M X
yazabiliriz. ¢. satir icin

Nz = dix; + Z{CUk c k~i}
k

17



Alxi:dixi+2{xk:sz’,kwj}+2{xk:kwi,kooj}(7.2)
k k

J. satir i¢in

)\1:13]' = deL‘j + Z{l’k c ko~ ]}
k

Maj=djws+ > {ap ik~ jk~it+ Y {ag ko~ ke i}(7.3)
k k

yazabiliriz. Boylece

M=di+ Y {ap ki~ gt + > {ap ik ~ik e j}
k k

)xlxj:djazj—l—Z{ack:kwj,kiwi}—l—Z{:L‘k:k;Nj, kovi}
k k
denklemlerini elde ederiz. Taraf tarafa cikartarak

A — Nz = di—djxj—FZ{xk:kwi,kooj}—Z{xk:kNj,kwi}
k k

ML —x)) = di — djzy + (di — cij)xy — (dj — cij)
Boylece
M(Q(GR) > max{d; —d; +c;j: 1 <i<j<n,in~j}

ifadesini elde ederiz. =

Teorem 7.2 G, V = {1,2,...,n} noktalar kiimesi {izerinde tanimh
bir graf olmak {izere

)\1(Q<G)) Z maX{\/ 2dzd]} (74)
dir.

Ispat. Cij, Ti, Tj, ve xj lar Teorem 7.1 deki gibi tanimlansin.

OX =\ X

18



ifadesinin 7. satiri

k
Mo=di+ ) {zpik ik~ g+ Y {ag ko~ ko )
k k
M 2 di + ey + (di — cij)w;

olarak bulunur. j. satir ise

>\1LEj = dj.%’j + Z{xk Lk~ ]}
k

)\1513]' Zd]ﬂfj+2{xkkN]akNZ}—i_Z{xkkN]’kool}
k k

)\1@7' > djxj + Cij Ty + (dj - Cij)xj

)\1Ij Z deflfj
seklindedir. Bu ifadelerin taraf tarafa carpilmasiyla

)\%xj > 2dzd3$](1+l’])
N> 2didi(1 + z;) > 2d,d;

)\1 Z max{\/Qdidj}

seklinde alt sinir1 elde ederiz. =

Sonug 7.3 G,V = {1,2,...,n} noktalar kiimesi tizerinde taniml bir
graf olmak iizere

M(Q(G)) > max{c;;} (7.5)
dir.
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Ispat. Cij, Ti, Xj, ve xy, lar Teorem?7.1 deki gibi tanimlandigini kabul
edelim.
QX =X

ifadesinin 7. satir1 olan (7.2) ile j. satir1 olan (7.3) taraf tarafa gikartilirsa

>\1—>\15L‘j = dl—djxj—i—Z{.’L’kkNZ,kwj}—Z{xkkN],kooZ}
k k

ML —x)) = di — djzy + (di — cij)xy — (dj — cij)

elde edilir. Burada d; > d; oldugunu gozoniine alip gerekli islemler
yapildiginda
)\1 Z max{cij}

oldugu goriiliir. m

Teorem 7.4 G bir basit graf, Q(G), G nin igeretsiz Laplacian matrisi
olsun. Eger Q(G) nin 6zdegerleri,

AM(Q(G)) =2 1 (Q(G)) = --- 2 M(Q(G))

An \/ Y
\/m+\/%§)\1§\/m+3\/n—1 (7.6)
dir. Burada,
QAP S dildi+ 1)
o RG] (tr[@@)}?)Q _ @),

olarak tanimlanir.
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Ispat. Gerekli hesaplamalar yapilirsa,

QG =3 dilds+ 1)

ve

n

trlQ(G)]* = Z(d§+di)2+2 Z meNj\2+Z (di + d; + |N; N N;|)°

1=1 1] 1~j

seklinde bulunur. Q(G) reel simetrik matris oldugundan, Teorem 5.2
den dolay1 (7.6) sinir1 elde edilir. =
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Ornek 1

3 4

G = (V,E) grafi icin trQ(G)? = 26, trQ(G)* = 450, m = 6.5 ve
s = 8.38 olarak bulunur.

AMQ(G)) | (3.1)](3.2) | (3.3) | (3.4) | (7.6) |
4.56 6 | 5 |523| b5 | 458

AMQ(G)) | (3.1) | (7.1) | (7.4) | (7.6)
3

4.56 2 | 2 46 | 3.36
Ornek 2
2 3
7 4
6 5

G = (V, E) grafi i¢in trQ(G)* = 92, trQ(G)* = 3800, m = 13.14 ve
s = 19.24 olarak bulunur.

AMQ(GR)) | (3.1) ] (3.2) | (3.3) | (3.4) | (7.6) |

7.67 12 | 9.08 | 9.74 | 9.34 | 7.76 |
AMQ(QR)) | (3.1) | (7.1) | (7.4) | (7.6)
7.67 2 | 5 | 6 | 458
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NOT: Orneklerde iki basamakli yaklagik degeri hesaplanmak-
tadir.

Bu tezde normallegtirilmis Laplacian matris ve isaretsiz Lapla-
cian matris ile ilgili verilen sinirlar arastirilmigtir. Daha onceki baglan-
tilardan yararlanarak yeni birkac sinir elde edilmigtir. Ornekler bazinda
inceledigimizde buldugumuz sinirlarin cok daha yakin oldugu goriilmek-
tedir. Fakat teoride karsilagtirmalar heniiz yapilmamistir. Konuyla
ilgili caligmalarimiz devam etmektedir...
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