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Bu tezin amaci, diizlemde conflict kiimelerin diferensiyellenebilirligini ve egril-
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kavramlar verildikten sonra ikinci ve iigiincii boliimde diizlemde conflict kiimelerin
onemli birkac ozelligi gosterilmistir. Daha sonra conflict kiimelerin diferensiyel-
lenebilirligi ve egriligi ile ilgili teoremler kanitlanmistir. En son olarak uzakligin
etkisi Johnson-Mehl Modeli gosterilmistir.
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The purpose of this paper is to study the smoothness and curvature of conflict
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the fundamental concepts about Euclidean geometry and topology are given. In the
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ONSOz

Conflict kiimeler hesaplamali geometride énemli bir rol oynar. Ayrica elipslerin,
hiperbollerin, parabollerin tarihsel olusumu bu kiimelerin ¢alisilmasiyla olmustur.
Bu caligma diizlem geometrisinin ¢nemli bir parcasi olan conflict kiimelerin eski
caligmalar1 ve son galigmalar1 arasindaki iligkiyi gostermektedir. A ve B kiimelerine
esit uzakliktaki noktalarin geometrik yeri her zaman caligilan ve halen calisilmakta
olan bir konudur. Conflict kiimeler, ilk olarak A ve B kiimelerinin ilk kargilagtig1 yer
olarak diigiiniilebilir. Ayrica, hem A kiimesine hem de B kiimesine teget olan dairesel
disklerin merkezlerinin geometrik yeri bize conflict kiimeyi verir. Conflict kiimeler
konusu es mesafedeki kiimeler, es mesafe kiimeleri, aciortay adi ile de ¢alhigilmigtir.
Bu caligmada ilk olarak conflict kiimenin tamimi ve ozellikleri verilmistir. Daha
sonra, conflict kiime ornekleri verilmig, ugurtma ingaasi gosterilmigtir. Gerekli sart-
lar verilerek, conflict kiimenin diizgiinliigii ve diferensiyellenbilirligi kanitlanmigtir.
Son olarak da uzakligin etkisi (Johnson-Mehl Modeli) verilmistir.

Bu tez ¢alismasinin, bu alandaki caligmalara nemli katkilar saglayacagi inancin-
day1z.

Bu ¢alisma kapsaminda benden yardimlarini asla esirgemeyen, beni sabirla dinleyen,
bilgi ve saatlerini benimle paylagsan ve bana kendisiyle ¢alisma firsati sunan degerli
hocam Saymn Prof. Dr. Abdullah Aziz ERGIN’e | yine bana kendisiyle calisma firsata
taniyan, her firsatta bana destek olan ve bilgilerini benimle paylasan hocam Saymn
Doc. Dr. Mustafa OZDEMIR’e , ayrica sonsuz sevgi ve destekleriyle her zaman
yanimda olan ve beni ne pahasina olursa olsun destekleyen aileme tesekkiirlerimi
borg bilirim.
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1. GIRIS
Bu boliimde, Oklid Uzayi ile ilgili baz1 temel kavramlar verilmistir.

1.1. Afin Uzay

A bos olmayan bir kiime ve bir F cismi iizerindeki vektor uzayr V' olsun.
Asgagidaki 6nermeleri dogrulayan bir f : A x A — V fonksiyonu varsa A kiimesine
V' ile birlegtirilmis afin uzay denir.

i)V P, Q ReAign f(P,Q)+ f(Q,R)= f(P,R)

ii)VPeAveaeVicn f(P,Q)=«
olacak gekilde bir tek ) € A noktas: vardir (Hacisalihoglu 2000).

1.2. Metrik Uzay

A bos olmayan bir kiime ve d : A x A — R bir fonksiyon olsun.
i)V x, y€ Aigin d(x,y) = 0 dir ancak ve ancak = =y
i)V, ye Aigin d(z,y) = d(y, x)

i) Vo, y, z€ Aigin d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2)
onermeleri dogru ise d fonksiyonuna A iistiinde bir metrik denir.

(A, d) ikilisine de bir metrik uzay denir (Hacisalihoglu 2000).

1.3. Oklid Uzay1

R reel sayilar cismini gostermek iizere, R" = {(z1, 22, -+ ,2,) : 1,29, -+ ,x, € R"}
esitligiyle belirli R™ kiimesinde toplama iglemi,

(‘be%”' 7xn) + (y17y2a"' 7yn) - (‘Tl +y1,ZL'2 +y27"' ,I’n‘f‘yn)
esitligiyle tanimlanir. Skalerle ¢arpma iglemi, A € R ve (zq, 22, ,x,) € R" i¢in,
A (33173727 T 7‘1'71) = ()\xla )‘1'27 U 7)\:Un)

esitligiyle tanimlanir. Bu iglemlere gore R™ kiimesi R cismi iistiinde bir vektor uzay:
olur.

R™ vektor uzayinda, x = (v1, %2, -+ ,&,) ve y = (Y1, Y2, - - , Yn) olmak iizere,

<$a y> = szyz
i=1

esitligiyle tanimlanan,
R"xR"— R, (u,v) — (u,v)

1



fonksiyonu, R™ uzayinda bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ carpima R" uzayinin dogal ig
carpimi veya Oklid i¢ carpimu denir.

x € R" olmak tizere,
2]l = v {z, z)
diyelim.

R" - R, z — ||z

fonksiyonu, R™ uzayinda bir normdur. Buna gore, R" vektor uzayi, normlu vektor
uzayidir.

d(z,y) = |z =yl
bi¢iminde tanimlanan,
d:R"xR"— R
fonksiyonu, R" uzaymda bir metriktir. Dolayisiyla, R™ bir metrik uzaydir.

Her metrik uzay bir topolojik uzay oldugundan, R™ uzay1 bir topolojik uzaydir.
Belirtilen topolojisiyle birlikte R™ uzayima Oklid Uzayi denir (Hacisalihoglu 2000).

1.4. Uzakhik Kavram

E" n-boyutlu Oklid uzay1 ve x = (z1, 72, -+ ,2Zn) ve y = (Y1, %2, ,Yn) € E" olsun.
E™ x E" kiimesinden R kiimesine bir d fonksiyonu tanimlansin. Buradan

" 1/2
o = i = (S50 o)

olarak tanimlanan d fonksiyonuna E" Oklid uzaymda uzakhik fonksiyonu denir.
d(x,y) reel sayisina da =, y € E" noktalar: arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu
2000).

Teorem 1.1 (Hacisalihoglu 2000) B dzerinde uzaklhik fonksiyonu bir metriktir.

Ispat. V z, y, z € E" i¢in
i) Her x, y € A igin d(z,y) = 0 dir ancak ve ancak z =y
ii) Her x, y € A icin d(x,y) = d(y,z)
iii) Her z, y, z € A igin d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) oldugunu gosterelim.
i) E" ile birlesen R" i¢ garpim uzayimnda, i¢ ¢arpim pozitif tanimh oldugundan
Va € R" i¢in ||a|| > 0 dir. Buradan
7y = a ve d(z, y) = |7y = 0 ve flall =0

ise
d(xz,y) = nyH =0 veyazy =0 veya z =y

2



elde edilir. Tersine,
r=y — Ty =0 — Hﬂ?yH =0 — d(z,y) =0

olur.
ii) d(z,y) = ny” = Hy?cH = d(y,r) elde edilir.

iii) I¢ carpim uzayinda normun 6zelliklerinden
22 = [|oi + 92| < [ob + ||p2| veva (@, 2) < d(z.y) + d(y, 2)

elde edilir. =

Tanim 1.2 (Mucuk 2009) E™ bir metrik uzay ve A C E™ olsun. Bir x € E" nok-
tastman A kiimesine uzakhg

d(xz,A) = inf {d(z,y) : y € A}

olarak tamvmlanar. Yani; d(x, A), x noktasiman A kiimesindeki noktalara olan uzak-
liklariman en biyik alt siniridar.

Tanim 1.3 (Hacisalihoglu 2000)

n+1
S = {X = (21,29, ,Tpyq) € B fo = r2} c B!

i=1
kiimesine n-boyutlu kiire (n-kiire) adu verilir.

Ozel olarak n = 1 icin
St = {(xlaxz) EE22$%+x§:r2} C B2

kiimesine 1-boyutlu kiire denir. S kiiresine cember ady verilir.

Ornek 1.4 E? dzerinde bir nokta A = (5,0) ve bir kiime
S = {(xl,xg) cE?: 2% +135 = 1}

olsun. A noktasimin S kiimesine uzaklhgr asagidaki gibi bulunabilir.

S ki]mf

Sekil 1.1[(Ahoktasinin(S klimesineuizaklig)




A noktasimn, S kiimesine en yakin noktasini bulmak icin merkez ile A noktasu bir-
lestirilerek bir dogru olusturulur. Bu dogrunun cemberi kestigi 2 nokta vardir. A
noktasina yakin olan nokta, bize ¢cembere en yakin noktayr verir. Burada merkez:
(0,0) ve yarigapr 1 olan S kiiresinin A(5,0) noktasina uzakliginin 4 birim oldugu
goriliir.

Tanim 1.5 (Mucuk 2009) E" bir metrik uzay ve A, B C E" olsun. A ve B kiimeleri
nin birbirlerine gére uzaklhgn,

d(A,B) =inf {d(z,y) : x € Avey € B}

olarak tanimlanar.

Ornek 1.6 E? dizerinde A = {(x1,29) € B? : 23 + 23 = 1} we

B = {(z1,72) € B*: (z; — 5)? + a3 = 1} kiimelerinin birbirlerine gére uzakliklar
asagrdaki gibi bulunabilir. A kimesi, merkezi O1(0,0) ve yaricapr 1 ile B kiimesi
merkezi Oy(5,0) ve yarigapr 1 olan ¢emberlerdir.

Merkezler arast uzaklk

AR
NG

Sekil1.2[(Aktimesinin/Bktimesineuizaklig)

d(04,0,)

oldugu goriliir. Buradan da ¢emberlerin birbirine en yakin noktalariny bulmak i¢in
yaricaplar ¢ikarilur. Boylece d(A, B) = 3 ifadesi elde edilir.



1.5. Konveks Kiime

Tamim 1.7 Bir A kiimesinde herhangi iki noktay birlestiren dogru parcas tizerindeki
noktalar ayni kiimede kalwyorsa A kiimesine konveks kiime denir.

A

Sekil 1.3 (Konvekslik)

Yani, A bostan farkly bir kiime ve A kiimesinin herhangi iki elemani p, q¢ olsun.
0< A< 1 agin
Mp+(1=X)geA

ise A konvekstir. Buradan

A=01i¢in (0O)p+(1—-0)g=q,

1 1 1 1
5 dein (5)p+ ( 2) ¢=5p+a)

ve
A=1licin Dp+(1—1)g=0p
oldugu goriliir. Burada A sayist 0 ile 1 arasinda dolasirken
Mp+(1—=XN)gq
ifadesi p ile q noktalar arasindaki dogru parcasim tarar.
Ornek 1.8 A = {(21, 1) € B? : 22 + 22 = 3%} kiimesinin konveksligi asagidaki gibi

incelenebilir.
P=(-3,0)ve @=(3,00€A

dir. PQ dogru parcasimn uzerinde bir nokta R = (2,0) alinabilir.

(| 5o
N

Sekil(1. 4[(Konvekslolmayan ktimeldrnegi)




(2,0) noktasi denklemde yerine yazilirsa

i +ay = 3°
22+0*° = 3
4 # 9

elde edilir. Buradaki R noktasi PQ) dogru parcasinin elemanidir ancak A kiimesinin
elemans degildir. Bu da A kiimesinin konveks olmadigini gosterir.

Ornek 1.9 R? dizerinde A = {(x1, 29, 13) € B3 : 22 + 23 + 22 = 1} kiimesinin kon-
veksligt asagidaki gibi incelenebilir.

P=1(0,0,1) ve Q = (0,0,—1) € A

olur. PQ dogru par¢asindan gegen bir R = (0,0,0) noktas: alinabilir.

(0,0,0) noktasy x5 + 25+ x5 = 1 denkleminde yerine yazihrsa
0*+0°+0> = 17
0 # 1

elde edilir. Buradaki R noktast PQ dogru parcasinin elemanidir ancak A kiimesinin
elemany degildir. Bu da A kiimesinin konveks olmadiginiy gosterir.

n+1
Ornek 1.10 S* = {X = (z1,T9, +* ,Tpy1) € BT Zx? = 7“2} kiiresi konveks
i=1
degildar.
n+1
St =<9 X = (z1,22, - ,Tpy1) € BT ZX? < r2}alz7’8ak ici dolu kiire olur.
i=1
Bu kiime konveks olur.

1.6. Topolojik Kavramlar
1.6.1. Acik kiime

Tanim 1.11 (Mucuk 2009) (X, d) bir metrik uzay ve xo € X ve r > 0 verilsin.
B(zg,r) ={z € X : d(xg,x) <71}

ifadesine xo merkezli, r yaricapl agitk yuvar denir.

B(zg,r) ={z € X : d(xg,z) <71}
ifadesine xq merkezli, r yaricapl kapalt yuvar denir.
S(zo,r) ={x € X : d(zg,z) =1}

ifadesine xq merkezli, r yaricapl yuvar ytizeyr denir.

6



Tanim 1.12 (Mucuk 2009) A C R™ ve g € A olsun. Eger B(xzg,e) C A olacak
bicimde en az bir € > 0 sayist varsa xo noktasina A kiimesinin i¢ noktast denir.

Tanim 1.13 (Mucuk 2009) A C R" i¢in A kiimesinin tim i¢ noktalar kiimesine A
ktimesinin i¢t denir ve A° ile gosterilir. Yani;

A° = {z : x noktasy A kiimesinin i¢ noktasi}

olarak tanimlanwr ve A° C A olur.

Tanim 1.14 (Mucuk 2009) A C R™ kiimesinin her elemant A kiimesinin bir i¢
noktas: ise A kiimesine agik kiime denir.

Teorem 1.15 (Mucuk 2009) R™ dizerinde her agik yuvar agik kiimedir.

Ispat. n = 2 icin gosterilsin.

&

Sekil(1.5 (Herlacik(yuvarlacikktimedir)

B(zo, €) acik yuvarimin her noktasinin bir i¢ nokta oldugu gosterilsin. Yani;
Vo € B(xzg,€) icin 3 > 0

oyle ki
B(I, 5) - B(x07 E)

elde edilir. Buradan x € B(x, €) almirsa d(z, x¢) < € olur.
d=¢€—d(x,xo)
secelim. Iddia ediliyor ki B(x,d) C B(xg, €) olsun. Burada Vy € B(z,J) icin
d(zo,y) < d(zo,z) +d(z,y) < d(zg,z) +d =€

oldugundan ispat tamamlanmis olur. m



Ornek 1.16 A = (1,3) C R kiimesi agik kiime midir?

1 3

— (T

Sekil(1.6[(Acik ktime[6rnegi)

R dizerinde bulunan tim acik arabiklar acik kiimedir.

Ornek 1.17 A = {(z,y) eR*: 1<z <3 vel <y <2} C R? kiimesi agik kiime
midir ¢

Sekill1.7[(A¢ik ktime[6rnegi)

V(z,y) € A i¢in (z,y) C B C A olacak sekilde bir B yuvar: oldugu i¢in her nokta i¢
noktadir. Bu nedenle A a¢ik kiimedir.

1.6.2. Kapali Kiime

Tanmim 1.18 (Mucuk 2009) A C R" i¢in R™\ A kiimesinin bir i¢ noktasina,
A kiimesinin dig noktast denir.

Tanim 1.19 (Mucuk 2009) R"\ A kiimesinin i¢ine, A C R" ifadesinin dige denir
ve dig(A) ile gosterilir.

Tanim 1.20 (Mucuk 2009) A C R" kiimesinin timleyeni R™\ A kimesi bir a¢ik
kiime ise A kiimesine kapalr kiime denir.

A kapalv < dig(A) = R"\A

olarak ifade edilir.

Ornek 1.21 R dzerinde herbir [a,b] kapaly arali, kapal kiimedir.
A =la,b], R\A = (—00,a)U (b,c0) = (R\A)°
oldugu i¢in A kapalr kiimedir.



Ornek 1.22 A= {(z,y):1<2<2,1<y<2wvex,yc R} kimesi kapals madur?

Sekil(1.8(Kapal: kime[érnegi)

A Ekiimesinin timleyeni agik oldugu i¢in A kapaly kiimedir.

Tanim 1.23 (Mucuk 2009) A C R™ verilsin.

OA={xeR":x ¢ A° vex ¢ dig(A)}
ifadesine, A kiimesinin st denir. Buradan 0A = (A° U dis(A))" bigiminde de
ifade edilebilir. Ayrica R" = A° U JAU dis(A) esitligi vardar.

Onerme 1.24 (Mucuk 2009) A kapahdir < OA C A olur.

Ispat. A kapali ve z € A olsun. Buradan
x ¢ A°vex & dig(A)
olur. Fakat A kiimesinin kapali oldugundan dolay1
Al = dig(A)

olur. O halde z ¢ A* oldugu i¢in 2 € A oldugu goriiliir.

Tersine; 0A C A olsun. A kiimesinin kapali oldugunu gostermek icin A* kiimesinin
agik oldugu gosterilebilir. z € A' olsun. Varsayimdan 0A C A oldugundan = ¢ 0A
olur. O halde x € A° olamaz. Buradan

x € dig(A)

olup
reBCA

olacak sekilde x noktasimn bir B agik komsulugu vardir. Buradan da A® kiimesinin
acik oldugu goriiliir. m



Tanim 1.25 (Mucuk 2009) (X,d) bir metrik uzay ve A bu uzayda bir alt kime
olsun. Eger A kiimesi i¢in

ACGUH ANG# G, ANH#Zve ANGNH=0

olacak sekilde G ve H g¢ibi bos olmayan iki a¢ik kiime yoksa, A kiimesine baglan-

teladar denir. Yani, A kiimesi bu tanwmdan hareketle bir tek parcadan meydana
geliyor denilebilir.

A

Sekil(1.9((Baglantililolmayanktime)

Ornegin (0, 1) agik aralig ve (0,1] soldan agik, sagdan kapal araligi baglantihdir.
Karmagik diizlemde |z| <1 dairesi baglantihdir.

Ornek 1.26 A = {(z,y) € R?: 22 — y?> > 4} seklinde olan kiime baglantily degildir.
Bostan farklh G = {(z,y) e R*: 2 < —1} ve H = {(z,y) € R*: 2 > 1} olan yar
diizlemleri goz oniine alinsin.

A

Sekil(1.10 Baglantilil/olmayan ktime(drnegi

Buradan, A kiimesinin baglantily olmadige ortaya ¢ikar. Ayrica, bu A kiimesinin
geometrik olarak da ayrik oldugu séylenebilir.

Tanim 1.27 (Mucuk 2009) Baglantily ve agik kiimeye bolge denir.
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2. Diizlemde Conflict Kiimenin Tanimi ve Ornekleri

2.1. Diizlemde Conflict Kiimenin Tanim

Conflict kiimenin kaynaklarda yer alan bir¢cok tanimi vardir. Bunlardan birkag: iki
kiimeye esit uzakliktaki noktalarin olusturdugu kiime, iki kiimeye teget olan daire-
sel disklerin merkezlerinin olusturdugu kiime olarak tanimlanir. Conflict kiimenin
tanim1 dalgalanmaya dayanmaktadir. Ornegin durgun bir suya aym anda iki tas
atilsin ve dalgalarin olusturdugu halkalar diigiiniilsiin. Bu halkalarin birbirlerine ilk
temas ettigi noktalara, Conflict kiimenin noktalar: denir. (Manen and Siersma
2003)

Tamim 2.1 (Siersma 1999) d Oklidyen uzaklk fonksiyonunu géstersin. Oklid diizle-
minde A ve B iki kapali kiime olsun. d(x, A) bir x noktasinin A kiimesine uzakligin
gostersin. Conflict kiime

Conf(A,B) = {zx € R? | d(z, A) = d(z, B)}

seklinde tamimlanar. Conflict kiime A ve B kiimelerine egit uzakliktaki noktalarin
kiimesi olarak da tanimlanar.

Tamim 2.2 (Siersma 1999) d Oklidyen uzaklik fonksiyonunu gostersin. Oklid diizle-
minde, A ve B iki kapali kiime olsun. d(x, A) bir x noktasimin A kiimesine uzakligina
gostersin. A kiimesinin B kiimesine gore bolgesi

Terr(A,B) ={z €e|d(z,A) <d(z,B)}

seklinde tanimlanar.

Tanim 2.3 (Siersma 1999) d oklidyen uzaklik fonksiyonunu gostersin. Oklid diizle-
minde, A ve B iki kapali kiime olsun. d(z, A) bir x noktasinin A kiimesine uzakligina
gostersin. B kiimesinin A kiimesine gore bolgesi

Terr(B,A) = {x € R* | d(x, A) > d(x, B)}

seklinde tanimlanar.
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2.2. Diizlemde Conflict Kiime Ornekleri

Ornek 2.4 OFklid diizleminde A = (a,b) ve B = (c,d) kiimelerinin conflict kiimesi
asaqidaki gibi gosterilebilir.

Conf(A,B)

A(a,b)

B(c,d)
A\ X()f,y)“ e

Sekil[2.1[{lkihoktanin/econflict kiimesi)

A ve B noktalarimin X noktasina uzakhgr
d(X,A) =d(X,B)
ile gosterilsin. Buradan
V=P + =0 = Vo= P+ (g —

ifadesi elde edilir. Esitligin iki yanindaki ifadeler ac¢ilirsa

Va2 — 2ax 4 a2 + y? — 2by + b2 = /22 — 2cx + 2 + 42 — 2dy + d?
olur. Iki taraftan kare aldigrmazda
2 —2ax +a®+y* — 20y +b* =2% — 2cx + A +y* — 2dy + d*

ifadesi elde edilir. Gerekli diizenleme yapilirsa

—2ax 4 a? — 2by + b = —2cx + & — 2dy + d?
ifadesi elde edilir. Buradan y’ li ifadeler sol tarafa alinirsa,

2dy — 2by = 2ax — 2cx + 2 + d* — a® — V?

elde edilir. Bu ifade y parantezine alimirsa

y(2d — 2b) = (2a — 2¢)x + (& + d* — a* — b?)
oldugu goriliir. Buradan

y = l%} T+ [(02 +(;i;:62i)— b%)
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ifadesi elde edilir. Ayrica

(2a — 2c) (@ +d®—a®—b?)
(2d — 2b)} ve N = { (2d — 2b)

|

alinirsa
y=Mz+ N

dogrusu elde edilir. Buradan tki noktanin conflict kiimesinin bir dogru oldugu gos-
terilmis olur.

Ornek 2.5 Oklid diizleminde A = (a,0) noktasinin ve B = d dogrusunun conflict
kiimesi asaqudaki gibi gosterilebilir.

x2
- Conf(A,B)
d dogrusu

l f .. X(x,y)

‘@ x1

Sekil(2.2[(Bir(nhokta ve bir dogrunun(c¢onflict/kimesi)

Conflict kiimenin tanamandan d(X, A) = d(X,d) elde edilir. Buradan

V(e —a)+(y—0)2=la+al
elde edilir. Bu ifadeden
2% — 2ax + a® + 9 = a® + 2az + 2°
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
y* = (4a)z

parabolii elde edilir. Yani bir noktanin ve bir dogrunun conflict kiimesinin bir parabol
oldugu goriilir.

Ornek 2.6 Oklid diizleminde A = (a,b) noktasuun ve B = d dogrusunun conflict
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kiimesi asaqudakt gibi gosterilebilir.

x2
d dogrusu Conf(A,B)
l t . X(%,y)
S ‘..
: |

Sekil(2.3 (Birlhoktalve bir dogrunun/c¢onflict ktimesi)

X € Conf(A, B) olsun. Conflict kimenin tansmindan d(X, A) = d(X, d) elde edilir.
Bu egitlikten

V(z—a)?2+ (y—b)?=l|a+zl

ifadesi elde edilir. Buradan
22 — 2ax + a® + y* — 2by + V¥ = a® + 2ax + 2°
elde edilir. Yukardaki ifadeden
dax = 1y® — 2by + b?

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

x = (ﬁ) (y —b)?

Ornek 2.7 A= {(z,9): 2> +y> =1} ve B = {(2,7) : (x — 4)> + y* = 1} kiimelerinin
conflict kiimesi asaqidaki gibi gosterilebilir.

parabolii elde edilir.

X2

Conf(A,B)

v
w’ | (3’0®

Sekil2.4 (Yarigaplariiayni ikil¢gemberin conflictlkiimesi)

X1
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P € Conf(A, B) olsun. Conflict kiimenin tanwmindan d(P, M,) = d(P, M) elde
edilmig olur. Bu ifadeden

Vi =07+ (5= 07 = /e — 17 + (s~ 0

elde edilir. Yukaridaki esitlikten

22 +y? =a? — 8z + 16 + ¢*
elde edilir. Gerekli iglemler yapilirsa
T =2

elde edilir. Yarigcaplary ayni olan A ve B gibi iki ¢emberin conflict kiimesinin bir
dogru oldugu elde edilmis olur.

Ornek 2.8 A= {(z,y): 22+ 13> =1} ve B = {(2,y) : (x — 5)® + y* = 4} kiimelerinin
conflict kiimesi asagidaki gibi gosterilebilir (Sekil 2.5 hiperboliin sol kolu i¢in géste
rilmagtir).

X2

Conf(A,B)

w )0) (2',0) | w

Sekil(2.5 (Yaricaplari/farklilikil¢emberin conflict/kiimesi)

P € conf(A, B) olsun. Conflict kiimenin tanvmandan d(P, M;) — 1 = d(P, M) — 2
elde edilir. Buradan

Ve =02y =0 ~ 1= (o =5+ (y — 07 -2

olur. Yukaridak: ifadeden

Vai+y2+1=+/(x—5)2+y2

elde edilir. Buradan
2 2 2 2 — 2 2
Yy 2Vt y +1=2"-100 + 25 +vy
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bulunur. Bu egitlikten
Va2 +y? = =5z + 12

olur. Bu egitligin iki tarafindan tekrar kare alinirsa
2?4+ 9% = 2527 — 1200 + 144

elde edilir. Burada ayni bilinmeyenler paranteze alinip
(242 — 120z + 150) — 3> =6

oldugu gorilir. Buradan

24(z — 2)2 — =6
bulunur. Fsitlikte sag taraf bir olacak sekilde diizenlenirse
5 2
Ao - ) - % ~1
ifadesi elde edilir. En sonunda
(=37 v _,
3 6

hiperbolii bulunur.

Ornek 2.9 A = {(z,y) : 2% + y* = 1} merkezil cemberinin ve bu ¢emberin diginda
bir B = {(5,0)} noktasiun conflict kiimesi asagidaki gibi gosterilebilir.

Conf(A,B)

Sekil(2.6 (Cemberlvel¢gemberinidisindalbirmoktanin conflict ktimesi)

P € Conf(A, B) olsun. Conflict kiimenin tanimindan d(P,M) — 1 = d(P, B) elde
edilir. Yukaridaki sekil hiperboliin sag kolu i¢in kullaniir. Buradan

Ve =02+ (y—02-1=/(z—5?2+(y—0)?
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elde edilir. Bu esitlik yardimiyla
P4y -2/ + 2 +1=2"—10z+25+¢°
ifadesi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
Va2 +y? =5z — 12
elde edilir. Tekrar iki taraftan kare alimirsa
x? + % = 252% — 120z + 144

ifadesi elde edilir. Buradan

5 25
222 -2+ ) = —
Y (x 2x—|—4) 6

ifadesi bulunur. Sag taraf bir olacak sekilde diizenlenirse

ifadesi elde edilir. Buradan

hiperbolii elde edilir.

Ornek 2.10 A = {(z,y) : 2% 4 3> = 64} merkezil cemberinin ve bu cemberin i¢inde
bir B ={(4,0)} noktasimin conflict kiimesi asagrdaki gibi gosterilebilir.

Conf(A,B

Q

X1

Sekil 2.7 (Cemberlilel¢emberinlicinde[birfnoktanin[Conflict ktimesi)
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P € Conf(A,B) ve M noktast A kiimesinin merkezi olsun. Conflict kiimenin
tanvmandan 8 — d(P, M) = d(P, B) olur. Buradan

5—y/@— 07 +(—0p = Ve -4 + (0P

elde edilir. Yukaridaki esitlikten kare alinirsa

64 — 16y/22 +y2 + 22 + 92 = (x — 4)* + 92
ifadest bulunur. Buradan

22+ y?=x+6
ifadesi bulunur. Yukaridaki egitlikten tekrar kare alinirsa
4(2* + 9?) = 2° + 122 + 36
elde edilir. Burada gerekli sadelestirmeler yapilirsa
327 — 120 + 12 4 49* = 48
ifadesi elde edilir. Tekrar ifade diizenlenirse
3(z —2)* +4y* = 48
bulunur. Sag taraf bir yapacak sekilde diizenlenirse
_9)2 2
ifadesinin bir elips oldugu goriliir.

1

Ornek 2.11 A = {(v,y) : 22 + 9 = 1} cemberi ve bu cemberin disinda bir
B = {(5,0)} noktasinin conflict kiimesinin iki kiimeye teget disklerin merkezi oldugu
asaqidaki gibi gosterilebilir.

Conf(A,B)

Sekil2.8 (Tegetldisklerinmerkezlerininlolusturdugu ConflictlKtime)
|mamy| — o = |Bmy| ifadesinden hiperbol denklemi elde edilir.
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3. Diizlemde Conflict Kiimenin Ozellikleri

Bu boliimde u¢urtma(kite) ingaasi ile conflict kiimenin egriligi ve diizgiinliigii gos-
terilecektir.

3.1. Diizgiinliik

Conflict kiimelerin diizgiin oldugu veya A ve B kiimelerinin konveks olduklar
varsayllmigtir. Konveks olmama durumunda conflict kiime her zaman diizgiin ola-
maz. Diizgiinliigiin kesin alisilmis diferensiyel topolojide bir C*~!sina findan conflict
kiime C*sin1findan smirlarn icin verilir. Burada konveks kiimelerin siirlar diizgiin
alinacaktir.

3.1.1. Ucurtma Ingaas:

Tanim 3.1 (Siersma 1999) P noktasi Conf(A, B) nin bir noktas: olsun.

Sekil(3.1 (Ucurtmalinsasililklasamasi)
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P noktasinin A ve B tizerine izdiistimleri QQ ve R olsun.

Sekil(3.2 (Ucurtmalinsasiminlikincilasamasi)

PQ dogrusuna dik olacak sekilde () noktasindan gecen dogru a olsun ve PR dogrusuna
dik olacak sekilde R noktasindan gegen dogru b olsun. PQSR dortgeni bir ugurt-
madiwr. A ve B kiimelerinin siniwrlar diferensiyellenebilir ise bu dikler A ve B
kiimelerinin sinar egrilerinin tegetleri olacaktur.

Conf(A,B)

Sekil(3.3 (ucurtmalinsasinin tictincti/asamasi)

Bu ucurtma, conflict kiimenin P noktaswyla iliskilidir. PS dogru parcasina ucurtma
ekseni(kite-azis) denilir. Bu eksen, PR ve PQ izdigim dogrular arasinda bir
acrortaydir. Eger a ve b paralel olduklar: durumda, simirsiz noktada kesigime sahip
olurlar, fakat bu durumda sonsuzda bu noktamin kesistigini varsayacagiz. Bu benz-
erlikte, kite ekseni hem a hem de b ye paralel oldugunda, P izerindeki dogru denir.
Buradan u¢urtmanin tim P noktalarimin yeri conlict kiime tanvmidir. Burada P ile
S arasinda bir dualite goriliir. Buradaki S noktalarina kitenin baz noktalar:, denir.
Bu kiime ayni uzaklbiktaki A ve B kiimelerine teget dogrularin kesigim noktalarinin
geometrik yeri olarak tanymlanir. Ucurtma ézelligine tanjant ézellik de denir. Tan-
jant ozellik konikte bir noktada teget dogru olusturulmasinda kullanaler.
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Ugurtma ozelligin yardimayla ortaya ¢ikan en ¢ok bilinen kavramlar parabol(nokta-
dogru), elips(¢ember-i¢ nokta), hiperbol(¢ember-dis nokta) diir.

Lemma 3.2 Iki paraboliin yalniz bir ortak noktas: varsa, bu noktada paraboller or-
tak teget dogrusuna sahiptirler.

Ispat. Iki parabolii
y=P(z) =a12’> + b +c; ve y= Po(x) = ayx® + box + ¢y
seklinde alinsin. Bu parabollerin ortak ¢oziimii yapilirsa
Pi(z) = Py(7) <= (a1 — ap)-2® + (by — by)-x + (c; — cg) =0
olur. Bu denklemin tek ¢oziimii olmasi i¢in A = 0 olmalidir. Buradan
(by — by)? —4(ay — az) - (c1 — c3) =0

olur. O halde tek ¢oziimiin oldugu

_ = (br —by)
Tg=——%
2'((11 — (12)
bu noktada egimler esit olur.
P1 P2

Sekil(3.4 (Ikifparabolelteget/dogrununitekligi)

Buradan
—(by =0 by — asb
PO(r) = 2ayme by =2y L) g b2 = ashy
2(a; — ag) ap — G
—(by — b ) CL1'b2 — a2~bl
po — 9. by — 2t (b 2 by —
5 (7) Q2-To + b2 az —2~(a1 ) + 02 —CL1 "

esitlik sisteminden o noktadaki tiirevlerin egit oldugu goriiliir (Sekil 3. 4). Buradan
ispat tamamlanmig olur. m

Teorem 3.3 (Siersma 1999) Eger A ve B Oklid uzayimda konveks kiimeler ise on-
larn conflict kiimeleri diferensiyellenebilirdir.
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Buradaki teget dogru, ortak ugurtma eksenidir. Ayrica bu ugurtma, tekamiil
eden noktadan izdiisiim dogrular1 arasinda agiortaydir.

ispat. P, Conf (A, B) kiimesinin bir noktasi olsun. PQSR, P noktasidaki
ucurtma olsun. A", A bolgesini igeren yar1 kapal diizlemdir ve a dogrusu tarafindan
siirlandirilir.

A kiimesi AT ya genisletilsin ve B kiimesinden de R noktasi ¢ikartilsin. BT,
B bolgesini iceren yari kapali diizlemdir ve b dogrusu tarafindan sinirlandirihir. B
kiimesi B™ ya genisletilsin ve A kiimesinden de () noktas1 cikartilsin. Simdi bu

bolgeler kiyaslansin (Sekil 3. 5).
p B+

Sekil3.5 (Conflictktimeye(gorebolgeler()

x, Conf(A, B) kiimesinin rastgele bir noktasi olsun.
d(z,A") < d(z,A) =d(z,B)
d(z,Q) > d(z,A) = d(z, B)

x € Terr(A*,R) ve x € Terr(B™,Q) elde edilir.

(z, R)

<d
> d(x, BY)

Sekil(3.6al(conf(Q,B+) kiimesi birparabol ¢cizer) Sekil[3.6b(conf(R,A+) kiimesi bir'parabol ¢izer)
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Her iki bolge paraboller tarafindan sinirlandirilir.

Sekil(3.7 (Conflictikimenin(parabolt/sinirladigibolgeler)

Bu paraboller sadece bir ortak noktaya sahiptir (Sekil 3. 7).

Conf(A, B) kiimesi bu bolgelerin tiimleyenleri tarafindan tanimlanan kisimlarin
kapanigin igerir. Bu iki parabol P noktasinda ayni tegete sahiptir. Ayni zamanda
bu teget conflict kiimenin de tegetidir. Ugurtma ekseni olan Conf(A™, B™)’ nin
parcasi olarak a ve b arasindaki agiortay: diisiinelebilir. Ayrica bu conflict kiime A™
ve BT arasinda sikistirilmistir ve bu nedenle her iki parabole, P noktasinda teget
dogrudur. m

Yukarida bahsedilen ugurtma o6zellikleri, parabol(nokta-dogru), elips(gember, ig
nokta), hiperbol(¢cember, dig nokta) klasik durumlar: iyi bilinir. Ugurtma 6zellige
tanjant ozellik ad1 verilir. Tanjant 6zellik, konikte bir noktada teget dogru olusturul-
masinda kullaniliyor. Dahasi bu 6zellik buradaki yansimanin 6zellikleriyle dogrudan
iligkilidir.

Sonug 3.4 (Siersma 1999) Ugurtmamn tim p noktalarin (geometrik) yeri con-
flict kiime tanwmader. Ayrica burada ilging bir dualite oldugu gorilir. Buradaki S
noktalarimn yerine dikkat edilirse u¢urtmanan baz noktalaridir. Bu kiime, aynt uzun-
luktaki A ve B teget dogrularinin oldugu yerdeki noktalarin yeri olarak tanimlanmag
olabilir. Bu kiime, onceden muhtemelen caligilmastir. Ayrica, farkl iki noktada ayna
kiimeye gore tegetlik durumu ilging bir konudur.
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3.2. Egrilik

Ik olarak, diizlemde bir bolgeye gore es mesafe kiimesinin egriligine bakalim. Sinir:
C? smifindan ve aym zamanda kiiciik aralik icin en az C? simfindan diizgiin olan
es mesafedeki kiime oldugu varsayilacaktir. Dahas1 es mesafadeki kiimenin sinirinin
evoliitiinde olmayan noktalar da C? smmfindandir ve singiiler degildir.

Tanim 3.5 (Hacisalihoglu 2000) o ve 3, B" de iki egri olsun. Bu egriler (I,«)
ve (I,[) koordinat komsuluklar ile verilsin. «(s) ve [(s) noktalarindaki Frenet-r
ayaklisy siraswyla

{Vi(s), Va(s), ..., Va(s) e {V{"(s), V5'(s), ... V'(s)}
olmak tizere
(Va(s), Vi'(s)) =0

ise a egrisine 3 egrisinin evoliiti denir.

a(s) Vi(s) \
' B(s)
/. vz’(s)\ vrls)
o egrisi
B egrisi

Sekil(3.8 Evolutlegrisi

Sonug 3.6 (Siersma 1999) Bu kosullar, es mesafe kiimelerinin dizgiin noktalarinda
egriliging tanimlamak icin yeterlidir. Swnwrdaki egriligin daha diistik bir mertebe-
den diferensiyellenebilirligi ile birka¢ diger durumda noktalarn ¢ogu tanimlanabilir.
Ornegin koseler gibi yerlerde, es mesafedeki kiimeler cemberlerin yaylare olabilir.

Tanim 3.7 (Hacisalihoglu 2000) B" dizerinde bir egri (I, ) koordinat komsulugu ile
verilsin. s € 1’ ya karsilik gelen o(s) noktasindaki Frenet r-ayaklist {Vi(s), Va(s), ..., Vi(s)}
olsun. Buna gore,

ki I —R, 1<:<r
s — k() = (V(5), Vi (s))

bigimindeki k; fonksiyonuna « egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve k;(s) reel
sayisina da os) noktasindaki o egrisinin i-yinct egriligi denir.

Ozel olarak diizlem icin bakilirsa; Frenet 2-ayaklisi {V;(s), Va(s)} olur. Egrilik
fonksiyonu

k= (V. V)
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ve egriligi
Fi(s) = (Vi(5), Vals))

olur.

Ozel olarak uzay igin bakilirsa; Frenet 3-ayaklisi {V; (), Va(s), V3(s)} olur. Egrilik
fonksiyonlar:

b= (4218) e = (.0

olur. Buradaki k; = k ve ks = 7 ile de ifade edilebilir.

Tanim 3.8 (Sabuncuoglu 2001) o : I — R? egrisinin egrilik fonksiyonu r olmak
tizere % fonksiyonuna, o egrisinin egrilik yaricapr fonksiyonu denir ve p ile gos-
terilir.

Onerme 3.9 (Hacisalihoglu 2000) B? izerinde bir o egrisi (I, ) koordinat komsu-
lugu ile verilsin ve s yay parametresi olsun. «(s) noktasindaki egriligi k(s) ve frenet
2-ayaklist {V1(s), Va(s)} ise

Vi (s) = k(s)-Va(s)

olur.

Ispat. Vi(s)=a'(s) oldugundan V;(s) € Sp{a'(s),a’(s)} olur. Buna gore
a1, as € R olmak {izere,

’

Vi(s) = ar-Vi(s) + az-Va(s)
olur. V/(s) = ay-Vi(s) + ag-Va(s) iki tarafi Vi(s) ile i¢ carpilirsa
V(). Va(s)) = ar- (Va(s), Va(s)) + e (Vals), Vo (9))
elde edilir. (Vi(s), Vi(s)) = 1 ve (Va(s), Vi(s)) = 0 oldugundan
a1 = (Vi(s),Va(s) ) =0
olur. V; (s) = a;-Vi(s) + ag-Va(s) iki tarafi Vy(s) ile i¢ carpilirsa
(VI(),Va(s)) = ar- (Vi(s), Vals)) + - (Va(s), Vals))
elde edilir. (Va(s), Va(s)) = 1 ve (Vi(s), Va(s)) = 0 oldugundan
ay = (V/(s), Vals))
egrilik tammm geregi a; = k(s) olacagimdan
Vi(s) = (s)-Va(s)

elde edilir. =

25



Teorem 3.10 (Siersma 1999) P* es r-uzakliktaki kiimenin bir noktast ve P nok-
tasina karsilik gelen ayak olsun. P noktasinda simair egrisinin egriliginin yarigcapt p
ve egriligi k olsun. Ayni sekilde P* noktasina karsilik gelen notasyonlar p* ve k*

olsun. Buradan .

L+ kr

pr=p+r ve KF =

egitlikler:, vardar.

Ispat. p’ nun ifadesi, p en uygun tegetsel cemberin yaricapr oldugu gercegini
ortaya gikarir.

Sekil(3.9 (Esmesafedekilayak)

p* = p+ r ifadesinde

p = — Ve p = —

yerine yazilirsa

1

i

K K
ifadesi elde edilir. Buradan da

I 1+kr

kY K
ifadesinden p

K =

1+ kK1

elde edilir. m
Gozlem 3.11 p = —r olmast durumunda evolutiin bir noktasina sahiptir. Burada

es mesafe kiimesi diferensiyellenemezdir. Bu durumunda p* = r bir kosedir.

Teorem 3.12 (Siersma 1999) Diizlemde Ay ve Ay ayrik kiimeleri simrlars C® sinafindan

olan konveks conflict kiimeler olsun. Conflict kiimenin P noktasindaki egriligi k,
A 'nin stmrindaki P ayagiman egriligi k; ve P’ den A;’ ye uzaklhk v olsun. Buradan

1 K1 K9
k= —( -
2° 14+ rkir 1+ Kor

)sin ¢
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olur.

Ispat. Conflict kiimeye gére, normal vektori belirlemek icin u¢urtma insaas:
kullanalacaktir. Es r mesafedeki kiimeler olarak Ay ve As kiimelerini alalim. Bu
kiimelerin simirlar, P noktasinda kesissin. Bu conflict kiimeyi, teget ve normal vek-

torleri etkilemez.

Conf(A1,A2)

Sekil(3.10 (Conflictkimenin/egriligi)

Conflict kiime, Ay ve As nin stnarlariman birim normal vektorleri n, ny ve ng; birim
teget vektorleri t, t, ve ty ; yay uzunlugu swraswyla s, s1, ss olsun. Ayrica n; ile t
arasindaki ac¢t ¢ olsun. Buradak:

N1

Sekil(3.11

ifadesinden
ny=n-sing —t-cos¢...(1)
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elde edilir. Ayrica

Eh.

Sekil(3.12

ifadesinden
—ng = n-sin ¢ + t- cos ¢...(2)

elde edilir. Bu egitlikler yardvmuyla; (1) ve (2) ifadelerinin toplamindan

ny —na

2-sin ¢

elde edilir. Aymi sekilde; (1) ve (2) ifadelerinin farkindan

= niy + no
—2-cos ¢
elde edilir. §imdi
1y — N9
n =
2-sin ¢
ifadesinden s yay parametresine gére tirev alinirsa
d . d ny — nNo

"= 55 sme
carpiman tirevinden

dn _ dny  dng 1 1 /
ds ( ds ds ~ 2-sin ¢ +(m n2)(2~sin¢)

elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

dn  dny ds; B dng dss 1 + (1 — o) 1 ),
ds ‘dsy ds dsy ds’ 2-sin¢ I 2-sin ¢
- dn; o
elde edilir. Ayrica e k;-t; oldugundan
dn ds; dss 1 1 ,
(kb et 22, _
ds (k1 ds 2 ds) 2-sin¢+(n1 n2)<2-sin¢)

elde edilir. Egriligi hesaplamak icin esitligin iki tarafi t ile i¢c carpim yapilirsa

dSl - dSQ

&5 ds ome
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(n1 —ng)-t = (2n-sin¢)-t = 2sin¢- (n,t) =0,
ty =n-cos¢+t-sing den (t,t;) =sin¢ ,
to = —n-cos g+ t-sing den (t,t3) =sin¢
ifadeleri kolayca hesaplanarak yerine yazilir. Buradan

1
2-sin ¢

(t,n') = (k]-sin ¢- sin ¢ — K3- sin ¢- sin P)-
ifadesi elde edilir. Boylece

1
(1) = 561 = w3)-sin

olur. Buradan da 1
K= 5(/{'{ — K3)-sin ¢

oldugundan ispat tamamlanmas olur. m

29



4. Uzakligin Etkisi Johnson-Mehl Modeli

Bu model A ve B kiimelerinin herbirinin birbirine a ve b etkisini verir. d(z, A)
Oklidyen uzaklik olsun, yeni uzakliklar

1
dy(z, A) = =d(z, A)
a
ile tanimlanir. Conflict kiimede metrigin etkisi

Confap(A, B) = d(x;‘éw _ d(95b>B)

ile verilir.

{ Conf(A,B)

Conf_a:b(A,B)

Sekil4.1 (Uzaklhiginletkisi)

Eger a # b ise A ve B kompakt kiimeleri i¢in conflict kiimenin etkisi(weighted)
kompakt bir egridir(Sekil 4. 4). Sadece a = b olmasi durumunda conflict kiime
siirh degildir. Asagidaki durumlarda JM-conflict kiimeleri listelenmistir (a # b
alinir) (Siersma 1999).

Diizlemde {ii¢ nesneye; herhangi biri nokta, dogru veya cember olabilir ; aym
anda teget olan bir ¢ember cizilebilir.Bu konu bugiinde apollonius problemi olarak
bilinmektedir.Bu nesneler ii¢ dogru, ii¢ nokta ve ii¢ cember olabilecegi gibi bunlarin
herhangi bir kombinasyonu da olabilir.
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Ornek 4.1 (Nokta-nokta): JM-bisector bir cemberdir (apollonius ¢emberi).

Sekil4.2 (NoktalnoktalJMI[bisector)

Ornek 4.2 (Dogru-dogru): JM-bisector bir ¢ift diiz dogrudur.

Sekil4.(3 (DogruldogrulJMI(bisector)

Ornek 4.3 (Dogru-nokta) Eger a > b ise JM-parabolu bir elipstir , a < b ise
JM-parabolii bir hiperboldiir.

Sekili4.4 (DogruhoktalJM(bisector)
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Sekil4.5 (dogrulnoktalJMbisector)

Yukaridaki ornekler bir konik kesiti i¢in mimkin tansmlar: verir. Coxeter’ e gére
bir konik i¢in dqha eski tanvmlarda, M. O. 340° larda Menaechmus ¢alismalarinda
daha sonra da Oklid’in ¢alismalarinda yer almastir (Siersma 1999).

Ugurtma ingaasi etkiye gore agagidaki gibi olugturulabilir. Bunu, Conf,,(A, B)
nin her P noktasi i¢in PSQ R dortgenini olugturularak iiretilebilir. Bu JM-ucurtmasi
bir ¢evrel cembere sahiptir (Sekil 4.1).

4.1. JM-ucgurtmasi ile ilgili geometrik formiiller

JM-ucurtmasimin sekli, v = ZQPR tepe agist ve a : b oram tarafindan belirlenir.
Bu verilerden o = ZQPS ve = ZRPS belirlenir.

¢ = /a2 + b2 — 2abcos (o + )

oldugundan

b — a-cosvy a — b-cosy

sina = ve sinf3 =

C

seklinde olur. JM-ugurtmasinin ksegenleri ve kenarlarinin uzunlugu, r—mesa fedek:
JM ile orantilidir.
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(sekil 4. 6 da ve sekil 4. 7 de JM-ugurtmasimn 2 farkh sekli gosterilmistir. )

Sekil4.7 (JMugurtmalérnegi)

Ayrica burada
PQ =rave PR=rb

05 — b—(‘z-cosry'r ve RS — a—?-cos*y
sin 7y sin 7y
QR=rcve PS=r- ,C
siny

formiilleri elde edilir (Siersma 1999).

Teorem 4.4 (Siersma 1999) Eger A ve B Oklid uzaynda iki konveks kiime ise on-
larin conflict kiimeleri diferensiyellenebilirdir. Dahast teget dogru ortak JM-ugurtmasinin
eksenidir. Bu ortak JM-ucurtma ekseni ayni zamanda karsilik gelen noktadan izdiisim
dogrulary arasindaki JM-bisectordiir.
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Ispat. Buradaki diferensiyellenebilme Oklid uzaymndaki duruma benzerdir(teorem

3.11). Conflict kiime Terr(A*, R) ve Terr(B*,Q) arasinda sikigmigtir. Ayni za-
manda PS kogegeni tiimleyendir.

Sekil4.8 (JMuicurtmasindalsikistiricinin/gekli)

Sikigtiricr sekil 4.8 de gosterilmigtir. m

Gozlem 4.5 (Siersma 1999) A ve B noktalar olmasi durumunda, A ve B’ nin teget
ozelliginin geometrik anlamina bakalvm: Bir ABP ii¢geni verilsin.

Sekil4.9 (KumelerihoktalarfalinincalJM’hin/geometrik($ekli)

AP’ ye dik ve A’ dan gecen dogru ile BP’ ye dik B’ den gegcen dogrular S noktasinda
kesigsinler. K ve L, AB dogrusu ile ABP ii¢geni ile i¢ ve dis acrortaylarin kesisim
noktalar: olsun. Buradan PS, yaricap olarak KL ile ¢cembere tegettir (Sekil 4-9).

Onerme 4.6 (Siersma 1999) Diizlemde JM-conflict kiimelerin egriligi. Ay ve A,,
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siarlary C? sinafindan olan diizlemde ki ayrik konveks kiime olsun. Buradan

1
K= ( " psina — Lasin%’)
Va2 +b% — 2abcos(a + B) 1+ kiar 1+ Kobr

elde edilir. Burada ki k conflict kiimenin bir P noktasindaki egriligi, x; de A;’ nin
stmarindaki P ayaginin egriligi ve r, P’ den A;’ ye JM-uzakligidar ; o, P deki conflict
kiime ile Ay’ deki izdisim dogrusu arasindaki agt ve 3, P deki conflict kiime ile A
deki izdiistim dogrusu arasindaki agidr.

Ispat. Conflict kiimede normal vektorii belirlemek icin (sekil 3. 3) ucurtma
ingaasini kullanalim. Teorem 3.11 de alinan anlamda n, ny, ne, t, t; ve t kullanilsin.
a, ny normali ile ¢ arasindaki ag1 ve 3, no normali ile ¢ arasindaki acidir. Burada

¢ = \/a?+ b2 — 2abcos (a + f3)

ifadesinden
bny — ans
n=———=
c
ve
;= btl + at2
N c

oldugunu goriiliir. r mesadeki JM kiimeleri ile A;ve A, belirlenir. Sinirlar P nok-
tasinda kesigsin. Bu conflict kiimeyi etkilemez. Ayni zamanda teget ve normal vek-
torleri de etkilemez. s conflict kiime i¢in yay uzunlugu ve s;’ ler de » mesafedeki
kiimelerin sinirlar1 i¢in yay uzunlugu parametresi olsun. Bu parametre yardimiyla
n’ den tiirev alinirsa

dn dny ds; dng dso . 1

U (pr 2l G2 TN L (b —
ds ds, ds ad82 ds c+(n1 ana)(- )

ifadesi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

ds dsy, 1
= (b/i’{tld—sl — amztgd—;)z + (bny — anz)(...)

olur. k egriligini hesaplamak icin, ¢ ile ic-carpim almak yeterlidir. Burada

t1 -t =sina; ta-t =sinf; (bng —ang)t =0

ifadesinden p g 1
— (pppy Sy 05202
k= (brjt; - t o akyto - t P )c
elde edilir. Ayrica
dSl i dSQ . 6
— = sinq, — = sin
ds " ds
ifadesinden e 1
sina S arsing®52)
k = (bk]sina . akysinf3 . >c
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olur. Buradan da - -
brisin“a — akysin‘

c
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =

Yukaridaki geometrik formullerde +’ nin ifadesi ile o ve § yer degistirebilir. Bu-

radan da

o b-k% (b — acosy)? — a-k4(a — bcosy)?

3
elde edilir.

Ornek 4.7 (Siersma 1999) Eger bolgeler noktalar ise bizi alisilmis Apollonius du-
rumuna gotirir. Bunun i¢in uygun sekilde hesaplamalar, yaparak
b? — a? b2 — a?
K = =

rabc ab-d(A, B)

egrilik formiilleri yeniden tretilebilir. Bu

ab
R = —2~d(A,B)

b —a

apollonius ¢cemberinin yaricapr i¢in bilinen formiiller ile uyumludur.
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4.2. Yapraklanma Mesafesi

Diizlemde herhangi bir nokta igin, d(z, A) : d(z, B) yarigap: diisiiniilsiin. Oklid
diizleminde [0, 00) a bir fonksiyon tanimlansin. Bu seviye ¢izgileri diizlemi yaprak-
lara ayirir ve a = 0 veya b = 0 olmadik¢a, onlar verilen a:b etkisi i¢in JM-conflict
gizgileridir (sekil 11). Yapraklanmaya teget dogru ugurtma ingaasi ile verilir
(Siersma 1999).

Conf a:b(A,B) )
Conf(A,B)

Sekil4.10 (Yapraklanmalmesafesi)
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5. SONUC

Bu calisma kapsaminda, Conflict Kiime’ nin baz1 ¢zellikleri verilerek, ugurt-
masinin ingaast gosterilmis. Ayrica yeni Conflict Kiime ornekleri gosterilmistir.
Sonra da Conflict Kiimenin diizgiinliigii ve egriligi gosterilmistir. En son olarak
da uzakhigin etkisi ve yapraklanma mesafesi verilmigtir.
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