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OZET

F(R, G) KOZMOLOJILERDE EVRIiM VE BAG DENKLEMLERI

R, ve R, sirastyla Ricci ve Riemann egrilik tansorleri ve R de Ricci egrilik skaleri
cinsinden G, G=R*-4R,R*+R,,R*™ bi¢iminde tanimhi Gauss-Bonnet terimi
olmak iizere yiiksek mertebeden gravitasyon teorileri sinifina ait F(R,G)-gravite

teorisini gdz Oniline aliyoruz. Efektif akigkan tasvirini kullanarak bu F(R,G)-

kozmolojisine konvansiyonel Rolativist Kozmolojinin (1+3)-kovaryant kozmolojik
evrim ve bag denklemlerini genellestiriyoruz. Kullanimlarina bir 6rnek olmak iizere
statik Einstein Evreninin varligini tartisiyoruz ve boyle bir ¢oziimiin F(R)-gravitede

var olmasina karsin, F(R,G)-gravitede olmadigini buluyoruz.

Vil



SUMMARY

EVOLUTION AND CONSTRAINT EQUATIONS F(R,G) COSMOLOGIES

We consider within the class of higher-order gravity theories the so called F(R,G)-
gravity where R is the Ricci curvature scalar, and G is the Gauss-Bonnet term defined as
G=R*-4R,R*+R,,R*™, R, and R, being the Ricci and Riemann curvature
tensors, respectively. Making use of the effective fluid description, we extend to the
F(R,G)-cosmology the (1+3)-covariant cosmological evolution and constraint

equations of the conventional Relativistic Cosmology. As an illisturation of their use,
we discuss the existence of the static Einstein Universe and we find that F(R,G)-

gravity does not admit such a solution, although F(R)-gravity does.

viii



1. GIRIS

Kozmoloji, Evrenin bir biitiin olarak ele alinip incelenmesini konu alir. Newton ve O’nu
izleyenlerin gelistirdigi Gok Mekaniginin ilgi alani ise: Giines, gezegenler ile uydulari,
Galaksimiz (Samanyolu) ile yildizlari gibi “yakin” o6lgekteki gok cisimlerinin
incelenmesiyle sinirli kalmistir. Evrenin bitiiniinii ilgilendiren ilk caligmanin ise
Einstein ile baslatilmis oldugunu sdylemek pek yanlis olmaz. Einstein, 1916’da ileri
stirmiis oldugu Genel Rolativite Teorisi (GRT) ile, Newton Gok Mekaniginin dayandigi
¢ekim kuvveti kavramini terk ederek, gravitasyonu 4-boyutlu bir uzay-zaman
geometrisinin egriligi diliyle tavsir etmis ve teorisinin alan denklemlerinden hareketle
evreni modelleyen bir ¢6ziim olusturmustur. “Statik Einstein Evreni” denilen bu
modelde, evren; etkilesimsiz madde (basingsiz madde ya da toz) ile dolu ve sabit
yarigapli kapali 3-boyutlu uzay geometrisine sahip, yani, statik bir yapi olarak
tasarlanmaktadir. Einstein’t bdyle asir1 basitlestirilmis varsayimlar kullandirtmaya
yonelten gerekgeler arasinda: a) Alan denklemlerinin ¢oziilmesindeki matematiksel
glicliikleri bertaraf etmek, b) Eylemsizlik konusundaki Mach’in diistinceleriyle
uygunluk saglamak, c) Evrenin statik ve sonlu olduguna iliskin o zamanlardaki genel
inanis gibi etkenler sayilabilir. Ancak, Einstein’in bdyle bir model elde edebilmek i¢in
bir “bedel” 6dedigi de bilinmektedir; o da, orijinal alan denklemlerine, kozmolojik sabit
adin1 verdigi bir A parametresi ithal etmis olmasidir. Kozmoloji alanindaki daha
sonraki teorik ve gozlemsel gelismeler karsisinda, bu A terimine dayandirdig
gerekgeler ortadan kalktigindan, Einstein A igin: “hayatimin en biiyiikk hatas1”
diyecektir. Ancak, giinlimiizde bir A sabitiyle ya da dahasi pek¢ok mekanizma ile
orjinal alan denklemlerini degisiklige ugratmanin gerekliligi fikri gittik¢e artan sayida
taraftar toplamisa benzemektedir. Her ne kadar statik Einstein modeli, evreni gergekci
bir bigimde tasvir etmiyorsa da , ilk evren modeli olmas1 bakimindan sonraki kozmoloji

caligmalarina ilham kaynagi olmak gibi 6ncii bir rol oynamustir.



GRT, neredeyse bir ylizyila yakin siiredir gravitasyonu en iyi tasvir eden bir teori olma
Ozelligini tagiyadurmaktadir. Bunda, teorinin 6zellikle Giines sistemimiz Ol¢eginde
pekcok testi basariyla gecmis olmasinin yanisira, kozmolojik Olgekte de: evrenin
genislemesi, Kozmik Mikrodalga Arkafon Isinimi (KMAI), gravitasyonel mercekleme,
karadeliklerin varlig1 gibi olaylari daha gozlemleri gerceklestirilmeden ongdrmek gibi
bir basar1 sergilemis olmasinin da payr vardir. Ancak, tiim bunlar, Rdlativist
Kozmolojinin herseyi agiklamis ve sorunsuz oldugu anlamina gelmemektedir. Bu
sorunlar arasinda “Karanlik Enerji” denilen konu son 15 yildan bu yana en ilgi ¢ekici ve
muammasini koruyan bir sorun olarak kozmolojistleri mesgul etmektedir. 1998’de tip Ia
Stipernova gdzlem sonuglari, evrenin giiniimiizde gittikce hizlanan (ivmeli) bir
genisleme siirecinde bulundugunu ortaya ¢ikartmistir [1,2,3]. Bu sonucu, giliniimiize
kadar gergeklestirilen: farkli gruplarin tip-la siipernova gozlemleri, zayif mercekleme,
genis Olcek yapisi, Kozmik Mikrodalga Arkafon Esyonsiizliigi, baryon osilasyonu gibi
bir dizi bagimsiz gozlemler de desteklemektedir [4]. G6zlemler, Evrenin madde-enerji
igeriginin yaklasik %4,4 {inlin “normal (baryonik)” maddeden olustugunu sdylemektedir
(ki yildizlarn i¢inde %0,6 ve yildizlarin disinda da %3,8 dir). Geri kalan ise Karanlik
Madde olarak adlandirilan %25 ve Karanlik enerji olarak nitelendirilen %71 igerikdir
[4,5]. Burada, Karanlik Madde teriminden, 151k yayimmlamayan ya da ¢ok az yayinlayan,
fakat varligin1 gravitasyonel etkiyle (gravitasyonel mercekleme) gdsteren gézlenmis bir
madde tiirii kastedilmektedir. Karanlik Enerji ise evrenin genislemesini ivmeli kilan bir
itici kuvvetin kaynag1 oldugu sanilan bilinmeyen bir enerji sekli anlamina gelmektedir.
Einstein alan denklemlerinin sag yanindaki enerji-momentum tansoriinii pek degisik
sekillerde (skaler alan, egzotik madde vb...) alarak, s6z konusu ivmeli genislemeyi
aciklamak miimkiin goriinse de, gézlemler bdyle bir maddenin varligin1 heniiz ortaya
koyamamistir [4,6]. Ote yandan, A-li alan denklemleri, evrenin ivmeli genislemesini
aciklayabilecek adaylar arasindadir. Standart baryonik madde ile °
olarak yorumlanan A-li modellere ACDM (Lambda Cold Dark Matter = A Soguk

‘vakumun enerjist”

Karanlik Madde) denilmektedir. Ancak, bu tiir modellerde, gbzlenen ivmeli genislemeyi
elde edebilmek icin, A nmn almasi gereken deger, Giines Sistemimiz i¢in olmasi
gerekenle hi¢ uyusmamaktadir. “ A i¢in ince ayar” sorunu denilen bu kusurun yaninda,

evrenin evrim siirecine iligkin birtakim uyusmazliklar da ortaya ¢ikmustir [5,6].



Ote yandan, s6z konusu problemin ¢dziimii igin teklif edilen diger bir alternatifi ise;
Einstein alan denklemlerinin sag yanindaki enerji-momentum tansorii hakkinda bir
takim varsayimlarda bulunmak yerine, denklemlerin sol yanindaki geometrik kismi
degisiklige ugratmak olusturmaktadir. 4-boyutlu uzay-zaman geometrisi ¢ergevesinde
kalmak kaydiyla GRT’nin alan denklemlerine getirilebilecek degisiklik ya da
diizeltmeler, Einstein-Hilbert (EH) aksiyonunda yapilacak ¢esitli se¢imlerle pek¢ok
tiirlii yapilabilmektedir. Bilindigi iizere standart Einstein alan denklemlerini, yalnizca
Ricci Skaler Egriligi R’yi barindiran EH aksiyonundan bir varyasyonla elde etmek
miimkiindiir [7]. Aksiyomda, R yerine, R’nin f(R) gibi bir skaler fonksiyonunu almak,
Einstein’in alan denklemlerinin geometrik kismina ek olarak birtakim geometrik
terimler getirmektedir. Boyle degisiklige ugratilmig GRT’ye “f(R)-gravite” adi
verilmektedir [5,8,9,10,11]. Bir baska se¢im ise R yerine; R, Riemann Egrilik
Tansorli, R, Ricci Egrilik Tansorii ve R den hareketle olusturulan ve Gauss-Bonnet

terimi denilen G=R?’-4R,R*+R, R* gibi bir 6zel kombinezonunun f(G)

biciminde bir skaler fonksiyonunu almak olusturmaktadir. Boyle degistirilmis teoriye
ise “f(G)-Gravite” denilmektedir [12-21]. Bu iki yaklasimin bir adim Gtesini ise R
yerine, f(R,G) alinmasiyla F(R,G)-Gravite denilen genelleme olusturmaktadir [22,23].
Her ii¢ halde de, degistirilmis Einstein denklemleri, metrik tansére gore artik ikinci
mertebeden tiirevli denklemler olmak yerine, dordiincli mertebeden tiirevli denklemlere
donlismiis olmaktadir. Boyle teorilere Yiiksek Mertebeden Egrilikli Gravite (ya da
Gravitasyon) Teorileri denilmektedir; ve son 15 yildan bu yana da yogun bir ilgi alani

olusturmaktadirlar.

Biz bu tezimizle f (R) -Gravite ile f (G)-Gravite’yi 6zel durumlar olarak kabul eden
F(R,G)-Gravite ile ilgilenecegiz ve Standart Kozmolojinin 1+3 Kovaryant Ayrisim

Yontemini bu Yiiksek Mertebeden Egrilikli Gravitasyon Teorisi ¢ergevesinde ele
alacagiz. Baska bir deyisle, Standart Kozmolojinin evrim ve bag denklemlerini F(R,G)-
kozmolojisine genellestirecegiz. Literatiirde, alan denklemlerini ¢c6zmek icin genellikle
metrik yaklasim kullanilmaktadir. 1+3 Kovaryant Ayrisim Yontemi ise, hem koordinat
sisteminden (yani gozlemciden) bagimsiz, hem de evrenin madde-enerji igeriginin bir
akigkan gibi tasvir edilmesi durumunda buna baglanan kinematik ve dinamik

bliyiikliikler arasindaki iliskiyi daha berrak yansitmasi bakimindan metrik yaklagima



gore istiinliikler gostermektedir. Biz de bu yontemi kullanacagiz. Yontem, Standart
Einstein denklemlerine, aksiyondaki F(R,G) fonksiyonundan gelen ekstra geometrik
kokenli terimleri “egrilik akiskani” goziiyle bakabilecek bir efektif akiskanin enerji-
momentum tansorii olarak yorumlanmasina dayanmaktadir. Boyle bir yaklasim f (R) ve
f (G)-Gravite teorileri i¢in yapilmigs olmakla birlikte, literatiirde bilebildigimiz
kadartyla F(R,G)-Gravite i¢in yapilmamistir [9,10,12,13,14,18,21-32]. Tezimizde, bu
“egrilik akiskanina” baglanan efektif: madde-enerji, basing, 1s1 akis1 ve esydnsiiz basing
tansOriiniin ifadelerinin ¢ikarimlarini ayrintili olarak sunacagiz. Bir diger amacimiz da,
elde edilen bu kovaryant evrim ve bag denklemlerinin kullanimina bir uygulama olmak

tizere, F(R,G)-Gravitede statik Einstein evreninin var olmasi i¢in F(R,G)nin

fonksiyonel formunun ne olmasi gerektigini arastiracagiz. Bunun da literatiirde ele

alimmamis oldugunu kaydedelim.

Calisma planimiz soyle olacaktir: Genel Kisimlar Bolimiinde Standart Rolativist
Kozmolojinin temellerine ve Ozellikle statik Einstein modeline kisaca degindikten
sonra, yiiksek mertebeden egrilikli gravitasyon teorilerini tanitiyoruz. Malzeme ve
Yontem Bolimiinde ise 1+3 Kovaryant Ayrisim Yontemi hakkinda bilgi verdikten
sonra Standart Rolativist Kozmolojideki evrim ve bag denklemlerinin nasil elde
edildiklerini agikliyoruz. Bu kisimda, hem notasyon hem de kinematik ve dinamik
biiyilikliiklerin tanittmi1 amaglanmaktadir. Calismamizin  6zgiin  kismin1  olusturan
Bulgular Boliimii'nde ise Kovaryant evrim ve bag denklemlerinin F(R,G)-
Kozmolojisine genellestirilmesi gerceklestirilecek ve bu denklemlerin statik Einstein
evrenini ¢oziim olarak kabul edip etmedigi arastirilacaktir. Tartisma ve Sonu¢ Bolimii

ise yapilanlarin kisa bir 6zetini konu alacaktir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. ROLATIVIST KOZMOLOJi

Kozmoloji, evrenin bir biitiin olarak genis 6l¢ekteki yapisini, baslangi¢ evrelerini ve de
evrimini tasvir etmeyi amaglamaktadir. 1916’dan giiniimiize kadar en ¢ok ragbet géren
evren tasvirleri, 1916’da Einstein’in ileri siirmiis oldugu Genel Rdlativite Teorisi’nin

(GRT)
1 2
Gab = Rab _E gabR = _Agab +K Tab (21)

ile verilen Einstein Alan Denklemlerine (EAD) dayanan Rolativist Kozmoloji

cercevesinde yer almaktadir. Burada:

d,, - 4-boyutlu uzay-zaman geometrisinin metrik bilesenleri ya da kisaca metrigi;
R,,: 4-boyutlu uzay-zamanin Ricci Egrilik tansori;

R : Ricci Egrilik Skaleri;

G,, : Einstein Tansori;

A : Kozmolojik Sabit;

T,, : Madde-enerji igerigini tasvir eden enerji-momentum tansori;

2 = 8G . G, Newton Gravitasyon Sabiti ve de ¢ 1s1k hizi olmak iizere Einstein Kuplaj

K .
C4

Sabiti

dir.



(2.1) denklemleri, genel olarak g, ile bunlarin x* koordinatlarina gore birinci ve

ikinci mertebeden kismi tiirevlerini yerel olarak madde-enerji dagilimma baglayan
ikinci mertebeden, kismi tiirevli, birbirlerine kuple (baglantili) 10 adet diferansiyel
denklemden olugsmus nonlineer (lineer olmayan) bir diferansiyel denklem sistemidir.

Hem bu matematiksel yapinin giriftligi, hem de madde-enerji igerigini temsil eden T,

tansoriindeki belirsizlik, Einstein Alan Denklemleri’nin (EAD) ¢oziimlerini bulmayi son
derece giiclestirmektedir. Bununla beraber, eger, bir yandan uzay-geometrisi i¢in
pesinen birtakim simetri 6zellikleri (kiiresellik, silindirselllik, esyonliilikk, homojenlik,

izometri, vb...) varsayilir ve diger yandan da T, hakkinda nispeten basitlestirici

varsayimlarda (bos uzay-zaman, miikemmel akiskan, vb...) bulunulursa, ¢oziimler
bulmak miimkiin olabilmektedir. Kiiresel simetriye dayali Schwarzchild ¢oziimi ile
homojen ve esyonlii evren varsayimina dayali Robertson-Walker ¢6ziimii, boyle elde
edilmis onlarca ¢ozlim arasindan en iyi bilinen ve en ¢ok taninanlardandir. Bilinmeyen

10 adet g, i¢in koordinat secimi, simetri kisitlamasi gibi birtakim basitlestirici

varsayimlarda bulunup da hem bilinmeyen sayisini, hem denklem sayisini1 azaltmak
suretiyle ¢ozlim arastirmaya “metrik yaklasim” adi verilmektedir. Her ne kadar, metrik
icin tasarlanan bir “On¢éziim” den (ansatz) hareketle EAD’nin ¢oziimlerini bulma
yonteminin bazi olumsuzluklari ve yetersizlikleri yok degilse de literatiirde en yaygin
olarak kullanilagelen ¢6ziim teknigi bu olmustur. Diger bir teknik de 3.Boliim’de
ayrintilariyla ele alacagimiz “uzay-zamanm 1+3 ipliklenmesi” olarak anilan tekniktir.
Bunlardan baska, uzay-zamanin 3+1 dilimlenmesi, ortonormal tetrad formalizmi vb...
pekcok yontem de bulunmaktadir. Simdi, asagida, Evrenin su anki durumunu tasvir i¢in
en ¢ok ragbet edilen Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) Kozmolojisine

kisaca deginelim.

2.1.1. FRLW Modelleri

Bilinen etkilesmeler arasinda, evrenin evrimini yonlendiren yegane etki etkilesmenin
gravitasyon olduguna inanilmaktadir. Digerlerinin ise bir ortalama sonucu birbirlerini
dengeledikleri diisliniilmektedir. Bu baglamda mesela, evrenin bir yik fazlalig
barindirdigi sanilmamaktadir. Yukaridaki testler, yerel gravitasyon olaylarini basariyla

aciklayan GRT’nin kozmolojik 6l¢ege de uygulanabilmesine destek olusturmaktadir.



Gokkiireye ilk bakista, giines, yildiz, gezegen gibi farkli yapilarin esit bir sekilde
dagilmadiklar1 gbéze carpmaktadir. Ama, ¢ok daha biiyiikk oOl¢eklerdeki bolgeler
incelendiginde, bunlarin hemen hemen birbirlerinin kopyasi gibi ayni olduklar
gorilmektedir. Baska bir deyisle, yerkiire merkez olmak iizere yeteri kadar biiylik bir
hacim g6z Oniine alindiginda, icerik bakimindan kayda deger bir farkliliga
rastlanmamaktadir. Burada kastedilen olgek yaklasik 10° 151k yili mertebesinde bir
Olgektir ve bu da hemen hemen tipik bir galaksi kiimesinin boyutlarindan biraz
bliyiiktiir. Evrenin biiylik 6l¢eklerdeki bu goriiniimii, homojenlik ve esyonsellik
varsayimi olarak Kozmoloji alanindaki ilk c¢aligmalara uygun bir hareket noktasi
olusturmustur. Geometri bakimindan homojenlik, herhangi bir t kozmik zamaninda 3-
boyutlu uzaysal hiperyiizeylerin Riemannsal egriliginin de heryerde sabit(ayni) oldugu

g6zoniinde bulundurulursa homojenlik ve esyonliiliik varsayimi altinda g, metrik
katsayilar

dr?

1—kr?

ds? = —c?dt? +a?(t) +r2(d92+sin29¢2)} (2.2)

metrik ifadesiyle kisitlandirilmis olmaktadir.Herhangi bir alan teorisine bagli olmadan
tamamen geometrik olarak elde edilmis (2.2) ifadesine Robertson-Walker (RW) metrigi
denir. Burada a(t)ye ol¢ek carpani ve k ya da 3-boyutlu hiperyiizeylerin egrilik
parametresi denir. k nin k =-1,0,+1olmasina gore evrenin sirastyla: agik(hiperbolik),
uzayca diiz ve kapali (hiperkiiresel) oldugu sdylenir. Ote yandan, evrenin madde-enerji
icerigini tasvir i¢in, g(t) : uniform madde-enerji yogunlugu; p(t) : esyonlii basing ve U,

da maddeyle birlikte hareket eden gdzlemcinin 4-lii hiz vektorii olmak iizere, ifadesi

Tab = (1u+C£2)uaub + pgab (23)

ile verilen miikemmel akigkan varsayimi kullanilirsa (2.1) deki EAD’den bilinmeyen

a(t) olgek carpaninin nokta ile gosterilen zamana gore tiirevleri igin



&’ 821G  ke®  Ac?

2 3 4T3 (2.4)
a  4rG Ac?
T s WS @9)

denklemleri elde edilir. Bunlar ilk defa, A =0 hali i¢in 1922’de Friedmann tarafindan
yazilmistir. 20°1i yillarin sonlarina dogru yapmis oldugu ¢alismalarla A parametresinin
onemine dikkati ¢eken ve Biiylik Patlama fikrinin de onciilerinden olan Lemaitre’in de
katkilarin1 vurgulamak iizere (2.4) ve (2.5) denklemlerine dayanan evren tasvirlerine
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) modelleri denir. Bu denklemlerin
evrenin evrimine nasil bir tasvir getirdigine deginmeden once Bulgular Boliimiinde

f (R) -Gravite ¢ercevesinde ele alacagimiz Einstein Evreni’ni kisaca tanitalim.

1916°da Einstein, A-siz orjinal alan denklemlerinin statik bir evren igin ¢Oziimiini

aramigtir. (2.4) ve (2.5) denklemlerinde a(t) =sabit=ajalindiginda a=4=0

olacagindan (A =0 igin)

p 3k
35 = 5
c” 8zGa,

(2.6)

bagintisi elde edilmektedir. (2.5) in saglanmasi igin ya ¢£=0, p=0, k=0olmalidir, ya
da x veya pnin negatif olmasi gerekmektedir. Einstein, birinci alternatifi, maddeden
yoksun bir evrenin gergek¢i olmadigmi diisiinerek elemistir. Ikincisini ise fiziksel

bulmamistir. (Bununla beraber, negatif basing kavrami giinlimiizde fizikgilerce artik

yadirganmamaktadir.)

Einstein, bu istenmeyen durumlar bertaraf etmek i¢in, orjinal alan denklemlerine A
kozmolojik sabitini ithal etmek gereksinimini duymustur. Bu taktirde (2.4) ve (2.5)

denklemleri



0= “ s @7)
p Ac?
+3o = (2.8)

bi¢iminde ifade edilir. Eger, Einstein’in yaptigi gibi basing ihmal edilirse (‘toz’un

egemen oldugu bir evren) bu taktirde Statik Einstein Evreni

. —3=A (2.9)

bagntilarina karsilik diiser. x4, > 0varsayildigindan buradan A>0 ve k=41 olmasi
gerektigi goriiliir. Dolayisiyla statik Einstein Evreni a, = %yarlgaph kapal1 bir evren

olmalidir. Dikkat edilecegi lizere, (2.9) bagintis1 evrenin madde-enerji yogunlugunun A
kozmolojik sabiti tarafindan belirlendigini sdylemektedir. Girig’te deginildigi gibi,
1929°da galaksilerin kizila kayma Ol¢limlerinden evrenin genisledigi ortaya ¢ikinca,
Einstein Komolojik Sabit konusundaki 1srarin1 siirdiirmekten vazge¢cmistir. Ancak, 1990
sonlarinda kesfedilen evrenin ivmeli genislemesinin aciklanmasi i¢in bdyle bir terimin

varligina siddetle gereksinim duyuldugunu simdiden kaydedelim.

Alan denklemlerinin ikinci bir evren modeli ¢oziimii ise 1917°de de Sitter tarafindan

teklif edilmistir.Bu modelde evren madde-enerjiden yoksun (= p =0) varsayilmakta,

ama bu sefer A #0 alinmaktadir. Bu taktirde (2.4) ve (2.5) denklemleri

a_ N (2.10)

d_ (2.11)
a
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denklemlerine indirgenmektedir ki bunlar da ¢6ziim olarak k=0, A >0 ve a(t) = e\Et
vermektedir. Einstein Evren’inde madde bulunmasina ragmen hareket olmamasina
karsilik, de Sitter Evren’inde madde olmamasina ragmen hareket (genisleme)
bulunmaktadir. Bu “garip” durum, bazen “hareketsiz madde, maddesiz hareket”

bi¢iminde ifade edilmektedir.

Simdi, (2.4) ve (2.5) denklemlerine geri donelim ve Standart Rdlativist Kozmoloji

cergevesinde evrenin evriminin nasil tasvir edildigini kisaca 6zetleyelim.

Biiyiik Patlama senaryosu uyarinca evren bir baslangic hiziyla genislemeye baslamistir.
(2.4) denklemi genisleme (ya da biizilme) hizini; (2.5) denklemi ise ivmesini
vermektedir. A -teriminin katkis1 simdilik gozardi edilirse, k =0igin, (2.4) denklemi,
evrende madde bulundugu siirece genislemenin daima siirecegini; K =—1 igin, madde-
enerji yogunlugu soniimlense bile Kk -teriminin genislemeyi beslemeyi siirdiirecegini

2

soylemektedir. K=+1 icin ise, x niin g, = S;C kritik degerini aldigi bir a,(t)

2

zamanina kadar genislemenin siirece§i ve bu degerde sifir olan genisleme hizindan

sonra u <y, degerleri i¢in K-teriminin baskin ¢ikarak ¢okmeye neden olacag:

anlasilmaktadir. Ote yandan, (2.5) denklemi, ivmenin Kk ya, yani, uzaysal egriligin

ozelliklerine bagli olmadigini sdylemektedir. Denklemdeki eksi isareti
P
u+3—>0 (2.12)
c

kosulu saglandig1 siirece gravitasyonun daima cekici oldugunu ve dolayisiyla da

genislemenin yavaglayan olduguna isaret etmektedir. (2.12) ile gosterilen kosul
y7es £2 >0 kosulu ile birlikte Kuvvetli Enerji Kosulu olarak bilinir ve maddenin olagan
c

madde (bilinen, siradis1 degil, toz, radyasyon gibi) oldugunu ifade eder.
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Ote yandan, simdi, bir de A -teriminin roliine deginelim. Bu terim, her iki denklemde de
arti isareti ile yer almaktadir. A >0igin, (2.5) denkleminden Anin x ile ayn1 yonde bir
rol oynadig1, yani genislemeyi destekledigi anlasilmaktadir. (2.6) denklemi ise, pozitif
bir kozmolojik sabitin bir itme kuvveti gibi davranarak yavaglamayi dengelemeye

calistigini soylemektedir.
2.2. F(R,G)-GRAVITE

Karanlik Enerji problemini ¢6zmek icin iki yaklasim ortaya g¢ikmistir. Bunlardan

birincisi, G,, Einstein tansoriinii
2 siradan madde karanlk enerji
Gy =" (T, +T,, ) (2.13)

seklinde yazmaktir. Esitligin sagindaki ikinci terim, siradan madde disinda her tiirli
madde ya da etkene baglanan ( A Kozmolojik Sabit, Skaler, Tansor alanlar1 vb...) enerji
momentum tansoriinii gostermektedir. Bu yaklasimin Karanlik Enerji problemine bir
takim ¢ozlimler getirdigini ama beraberinde de dnemli sorunlar yarattigini kaydedelim.
Bunlar arasinda belki de en 6nemli sorun, amaca uygun olarak tasarlanan egzotik
maddenin higbir sekilde gozlenememis olmasidir. Karanlik enerji problemine bir diger
yaklasim ise, Einstein Alan denklemlerinin sol yaninda, yani, geometrik kisminda

degisiklige gitmektir. Matematiksel olarak bu

karanlik enerji __ 2 siradan madde
G, +G,, =T, (2.14)

seklinde ifade edilebilir. Bu tiir teorilere “Degisiklige ugratilmis Gravitasyon Teorileri”
ad1 verilmektedir. Boyle bir degisiklige EAD’nin Lagrange’yen formiilasyonu izin

vermektedir. Gergekten de (2.1)deki EAD’yi

S, =2—11<2jd4x\/§(R—2A)+sm (2.15)
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gibi bir aksiyondan varyasyonla elde etmek miimkiindiir. (2.15) aksiyonuna Einstein-

Hilbert Aksiyonu denir. Aksiyonda yer alan S, ise madde aksiyonu olup madde

Lagrange yogunlugundan hareketle

Sn :J‘d‘lxﬁl-m(gab’l//) (2.16)

aksiyonuyla tanimlanmistir. Bu maddeye ise

oL,
Tab :—2@4' gabLm (217)
ile taniml1 bir enerji-momentum tansorii baglanabilmektedir.

Simdi, S, aksiyonundaki integrantt R almak yerine, Riemann geometrisinin herhangi
bir invaryant ya da invaryantlar fonksiyonu olarak almak miimkiindiir. Eger Sg,
aksiyonunda, R ye gore lineer olan integrant f(R) alinirsa boyle elde edilmis
gravitasyon teorisine “degistirilmis f(R)-gravite” ya da kisaca f(R)-gravite denir.
Eger, Riemann geometrisinin: R, , Riemann egrilik tansorii, R,, Ricci egrilik tansorii

ve R Ricci egrilik skalerinden hareketle
G=R*-4R,R* +R, R (2.18)

seklinde tanimlanan G invaryantinin keyfi bir f(G) fonksiyonu integrant olarak
alinirsa, buna “degistirilmis f (G)-gravite” denir. Eger integrant hem R nin, hem de G
nin keyfi bir F(R,G) fonksiyonu olarak diisiiniiliirse buna da “degistirilmis F(R,G)-
gravite” ya da kisaca F(R,G)-gravite denir. G egrilik invaryantina Gauss-Bonnet terimi

denir. Bunun aksiyonda tek basma alinmasi alan denklemlerinde herhangi bir
degisiklige yol agmaz, zira, katkis1 yalnizca bir diverjans olarak gelir ve etkisiz bir sabit
rolii goriir. Bu durum, G nin 4-boyutta bir topolojik invaryant oldugu bi¢iminde ifade
edilir. Ancak 5-boyut ya da daha yiiksek boyutlarda boyle degildir; G nin 6nemli katkisi

bulunmaktadir. Zaten gravitasyonu kuvantize etmek amagli teorilerde bdyle bir terimin
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gerekliligi ortaya ¢ikmistir. Biz yalnizca 4-boyutlu uzay-zamanda ¢alisacagimiz igin, G

terimi F(R,G) fonksiyonu i¢inde olacaktir.

O halde, ilgilenecegimiz degistirilmis yiiksek mertebeden gravitasyon teorisi F(R,G)

olup bunun alan denklemleri

1 ¢4
S=?Id xJ-9[F(R,G)~2A]+S, (2.19)

aksiyonunun varyasyonuyla verilecektir. Bu aksiyondan, alan denklemlerinin elde
edilmesi c¢ok uzun oldugundan asagida yalnizca alan denklemlerini yazmakla

yetiniyoruz. Dolayisiyla F(R,G)-gravitenin alan denklemleri:

OF (R, G)
oR

OF (R, G)

F
R oG

, F = (2.20)

olmak tzere

FR Rab _%gabF _vaVbFR + gabD I:R

_(_ZRRab + 4RacRCb - 2RaCde Rbcde _4RacdbRCd ) FG

—2(V,V,F.)R+2g,,RIF, —4R,[IF, (2.21)
+4(V .V, F )RS +4(V . V,F RS

_4gab (chd FG ) RCd _4(chd I:G ) RaCdb + Agab = KZTaT)]

ile verilecektir [23,32,33].
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3. MALZEME VE YONTEM

3.1. KOVARYANT 1+3 AYRISIM

Bu Boliim’lin hazirlanmasi i¢in [34-40] no’lu kaynaklardan yararlanilmistir.

Kozmolojik bir model, ¢ok biiyiik boyutlardaki evren yapisini ortalama olarak ele alarak
bu evrenin uzay-zaman geometrisi ve madde-enerji icerigi hakkinda bilgi sahibi olmay1
amagclar. Kozmolojik bir model olarak goz Oniine aldigimiz evrende madde-enerji
kaynaklarmin biiylik boyutlardaki dagilimi, siirekli akigkan olarak ele alinmaktadir.
Buna gore, (M, g) uzay-zaman manifoldu tizerindeki her bir olayda, zaman cinsinden
tek bir vektor alan1 tanimlanabilmektedir. Bu vektor alani genel olarak u ile gosterilir ve

zamansal olma
utu, =-1 (3.1)

sartin1 saglar. Bu sarta uyan ayricalikli bir vektor alaninin var oldugu diisiincesi, (M, Q)
manifoldunun ek bir yap1 kazanmasina olanak saglar. Bu yap1 (M, g, u) seklinde

gosterilir ve “uzay-zamanin 1+3 ipliklenmesi” olarak ifade edilir.

3.1.1 izdiisiim Tansérleri

(M, g, u) manifoldu iizerinde tanimli ve zamansal vektdr alan1 olan u vektori,U, ve h,,

olmak iizere iki tansor tanimlar. Bunlar u ayricalikli vektor alanina sirasiyla paralel ve

dik izdiisiimii temsil eden tansorlerdir:
U, =-Uu,u, (3.2)

hab = gab + uaub (33)
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Izdiisiim tansorleri olarak adlandirilan bu tansérlerden ;

U,,: u® 4’li hiz vektoriine paralel izdiistimii temsil ederken

h,: u® 4°1i hiz vektoriine dik izdiisiimii temsil etmektedir.

Bu tanimlardan hareketle, bu tansorlerin sagladiklar1 asagidaki bagintilar1 kolaylikla

gostermek miimkiindiir.

U, =U,, (simetrik) h, =h, (simetrik)

u®, =+1 h?, =+3

udu®=u*,U%u, =u, h®,u®=h*u, =0 (3.4)
uru® =U? h® h®, =h?,

UaCU bd :UadU bC hachbd — hadhbc

Zaman cinsinden ayricalikli olarak kabul edilen u vektoriiniin varligi, uzay-zaman
manifoldunun yapisina ek yapi kazandirmaktadir. Soyle ki, bunlar araciligiyla, fiziksel
olarak Onem tasiyan tiim geometrik biiylikliiklerin kovaryant 1+3 tansor ayrisimi
yapilabilir. Bu yaklagim ilk olarak 1950’ler ve 1960’larin baslarinda Raychaudhuri,
Schiiten, Ehlers, Sachs ve Triiper tarafindan baglatilmis ve gelistirimistir. Daha sonra
1971 yilinda Ellis, 1+3 kovaryant yaklasimin rolativist kozmolojideki uygulamalarina

odaklanip bu yontemi anlagilabilir zarif bir sekle getirmistir.

[zdiisiirme tansorleri olarak tammladigimiz U®, ve h? tansorleri geometrik ve fiziksel

biiyiikliiklerin u vektdriine paralel ve dik bilesenlerine ayristirtlmasini yani diger bir
deyisle bu biiyiikliiklerin “zaman” ve “uzay” kisimlarina ayristirilmasini saglar. Buna

gore keyfi bir V vektorii V € (M, g, u) olmak iizere, agagidaki semaya gore

~
~
<

\Y

L

>

Sekil 3.1 Keyfi bir V vekoriiniin paralel ve dik bilesenlerine ayrisgtirilmasi

=l
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V=V,+V, , V,=4u AeR
AUV =uV, +uV,

uVv =u.Au
uVv =uut
uv=-A=14=-uVv
V, =

bagintilarini saglar. O halde

V), =(=uV)u

V), = _ubvbua

—ufu, =U?
denirse
vV, =UVP
bulunur. Buradan hareketle
V2 =h*V"
Va=V 24V ®
olacagindan
V2 =h' V" +UV"° (3.5)

seklinde yazilir. Bu asamada su noktayr belirtecek olursak; eger u, akiskanla birlikte
hareket eden gozlemcinin zamansal 4°1i hiz vektorii ise, U ya dik izdiisiim, gézlemcinin

anlik durgunluk sistemine izdiisiim olarak ele alinacaktir. Eger ayricalikli vektor 3
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boyutlu 3. uzaysal hiperylizeylerin normali olarak ele alinacaksa, bu durumda u ya dik
izdiistimler sozii edilen hiperyiizeyler iizerine olacaktir. Kisaca ifade edecek olursak
izdiisimler, s6zii edilen uzaysal hiperyiizeylerin Tp(2.) ile gosterilecek olan teget
uzaylarma olacaktir. Uzaysal hiperylizeylerin normalini belirtirken artik u kullanmak

yerine n kullanmak ve nn, =+1 seklinde tanimlamak daha uygun olacaktir. Buradan

yola ¢ikarak U icin kullanilan ifadelerin, ayni zamanda n i¢in de gegerli oldugu

diistiniilecektir.

3.1.1.a. Birinci ve Ikinci Mertebeden Tansérlerin 1+3 Kovaryant Ayrigimi
U® ve h? izdisiim tansorlerinin gesitli biyiiklikleri “uzay” ve “zaman” kisimlarina

ayirabildigini sdylemistik. Bunlardan yola ¢ikarak

e Bir V, uzay-zaman vektorii, B, uzaysal bir vektor (B,u® =0) olmak tizere

V=Au+B , Bu=0
V,=Au, +B,

olarak indirgenemez halde yazilir. Esitligin her iki tarafin1 u® ile garparsak:

A=-u%V,
Ba = hbavb

bulunur. Dolayisiyla
V., =U"V, +h"V, wveya V*=UV’+h?V"® (3.6)

(3

elde edilir. Bu ifadede esitligin sagindaki ilk terim V® nin “zaman kismii” temsil

ederken, ikinci terim V? nin “uzay kismin1” temsil etmektedir.
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e Ikinci mertebeden bir V,, uzay-zaman tansori, B,,C,,D,, uzaysal tansorler

(B,u*=0,C,u*=0,D,u* = DU’ =0) olmak iizere:
V,, = Auu, +Bu, +u.C +D,,

seklinde indirgenemez kisimlara ayrilmis olarak yazilir. Bu esitlik u?u® ve h® h°, gibi

terimlerle ¢arpilip (3.4) bagintilar1 da kullanilirsa sonugta V,, nin ayrisimi i¢in
Vab =U caU decd +U Cahdbvcd + hcaU decd + hcahdbvcd (37)

bagintis1 elde edilir. Esitligin sagindaki ilk terim ayni anda c ile d indislerinin u’ya
paralel izdiistimiinii temsil etmekte iken, ikinci terim a indisine gore paralel izdiistimii b
indisine gore dik izdiistimii, tigiincii terimde b indisine gore paralel, a indisine gore dik
izdiisimii temsil etmektedir. Son terim ise V, tansoriiniin her iki indisinde u ya dik

izdiisirmektedir. Bu da bize V, ’'nin uzaysal kismimi isaret eder. Bunu D, ile

gosterelim.
D,, =h’,h‘’V, = D,u*=D,u"°=0 (3.8)

V,, 'nin uzaysal kismini ifade eden bu tansor, simetrik ve antisimetrik olmak tiizere iki

kistimdan olugmaktadir. Bu kisimlar:

D

ab —

Diavy * Dpayy (3.9)

seklinde ifade edilir. Simetrik kisim ise kendi i¢erisinde; biri izsiz kisim digeri 1zli kisim
olmak iizere iki boliimden olusur. Simetrik kismin izsiz boliimiinii ifade etmek icin

“ac1l1 parantez” (< >) semboliinii kullanacagiz. Buna gore:

1.
Diavy = Day) +§h Vi (3.10)
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yazilir. Burada h*V,, EIéD(ab) yi yani simetrik kismin izli boliimiinii temsil eder,

dolayistyla D, yi
1.
D,, = D<ab> + §IZD(ab) + Dy (3.11)
seklinde ifade etmek miimkiin olur.

Uzaysal tansoriin tiim bu tanimlarindan hareket ederek birtakim 6zellikleri gostermek

miimkiindiir. Buna gore;
l C C
D(ab) = E (Dab + Dba) =h (ahdb)vcd =h ahdbv(cd) (3.12)

dir. Buradan goriiliiyor ki; uzay-zaman tansoriiniin uzaysal izdiismiiniin simetrik kismi
ile uzay-zaman tansoriiniin simetrik kismimin izdiisiimii ayn1 seyi ifade etmektedir.

Benzer seklide antisimetrik kismi inceleyecek olursak
1 c C
D[ab] = E(Dab + Dba) =h [ahdb]vcd =h ahdbv[ab] (313)

oldugu goriiliir. Burada da ayni sekilde uzay-zaman tansoriiniin uzaysal izdiisiimiiniin
antisimetrik kismi ile uzay-zaman tansoriiniin antisimetrik kisminin izdiisiimiiniin

birbirine esit oldugu goriilmektedir. 1z igin ise
2Dy, = h*V,, (3.19)

yazilabilir. Bu bize, simetrik kismin izinin, uzaysal kismin izi ile ayn1 sey oldugunu

ifade eder. Ayni durum uzaysal kismin izsiz simetrik kismi i¢in de gegerlidir ve

D<ab> = hcahdb [V(cd) _% hefvef hcd :l = ‘:hc(ahdb) _% h* hab :|Vcd (3.19)

seklinde ifade edilir.

3.1.1.b. 1+3 Kovaryant Ayrisim Formalizminde Uzay ve Zaman Tiirevleri
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Bir V, vektorii ele alalim. Bu vektdriin bir f skaler fonksiyonunun kovaryant tiirevi

oldugu diisiiniilen 6zel bir durum goéz oniinde bulundurulursa, yani,

V.=V f (3.16)

a a

oldugu kabul edilirse. Bu durumda (3.6) dan hareketle,
vV, f=-uuv, f+hv,f (3.17)

olacag: aciktir. Ote yandan, Genel Rélativite Teorisi’nde kiitlecekimi ve eylemsizlik
kuvvetlerinin etkisi altinda bulunan bir test taneciginin hareket denkleminin jeodezik

denklem olarak ifadesi
ulu? = (3.18)

seklindedir. Bu kuvvetlere ek olarak bu test taneciginin {izerine gravitasyonel olmayan

kuvvetler de etkiyor ise, hareket denklemi
uv.u® =F*® (3.19)

olacaktir. Bu durumu Newtonsal ifade ile karsilastiracak olursak esitligin solundaki
terimin ivmeyi gosterdigi agik olarak gorilmiis olur. U°V, operatdrii, zamana gore

tiirevi temsil eder ve U dogrultusundaki kovaryant zaman tiirevi olarak adlandirilir. Bu

(Y34

tiirevi “.” (nokta) sembolii ile gosterecegiz. Buna gore, kovaryant tiirev:

e Skaler bir fonksiyon igin:

f =uv, f (3.20)

e Bir V, vektori igin:

V. =uV,V, (3.21)

e Herhangi bir tansor i¢in:

Va =uV V> (3.22)
b... e b...
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seklinde yazilacaktir. (3.17) deki ikinci terim u® ya dik olan hiperyiizeye izdiistimii

a

gostermektedir. Buna, u® ya tamamen dik izdisirilmiis kovaryant tiirev veya

kovaryant uzaysal tiirev denir ve D, sembolii ile gosterilir. Buna gore:

e Skaler bir fonksiyon ig¢in:
D, f=h'V,f (3.23)

e Bir V, vektori igin:

DV, =h"h"V.V, (3.24)

e Herhangi bir tansor i¢in:

DV*, =h* h%h" vV, Vve (3.25)
yazilacaktir.
Bu yaziliglara gore (3.17)
vV, f=-uf+D,f (3.26)

seklinde ifade edilecektir.

Uzaysal tansoOriin izsiz simetrik kismini sembolize ederken kullandigimiz “agili

parantez” gosterimi, ayn1 zamanda, zaman tiirevlerinin izdiistimleri i¢in de

VAR RV (3.27)

v ={h(achb)d —%habhcd }vcd (3.28)

VARRSY LAVA: (3.29)
7 (@ a 1 al 7 C

NS :[h< 1, 2he, }v : (3.30)

bi¢iminde kullanilacaktir.
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3.1.1.c. Akaskanin Kinematik Biiyiikliikleri

Simdi, 6zel olarak

V, =V u,

al

alalim. (3.7) ye gore

V.u, =U°U’ Vu, +U°h" vu,+h° U V.u, +h°h® Vu, (3.31)
olur. Bunun,
V.,u, =-u,u, +D,u, (3.32)

ifadesine indirgenecegi kolaylikla goriiliir. Esitligin sag tarafindaki ilk terim zamansal
kismi, ikinci terim ise uzaysal kismi gostermektedir. Uzaysal kisitm u ya dik
izdiigiiriilmiis kovaryant tiirevdir. Bu terim iki kisimdan olusur. Bunlardan birincisi
simetrik kisim, digeri ise antisimetrik kisimdir. Bu iki kismin toplami bize uzaysal

kismi verir. Bu aciklama 1s181nda (3.32) bagintisini

V.,u, =-uu, + D u, + D, u (3.33)

a [ath]

ya da

1.
VU =—U.U, + DUy, + gIZD(aub)hab +Dyuy (3.34)

bigiminde yazabiliriz. Uzaysal kismi; 6, ile simetrik kisim, o, ile de antisimetrik

kisim gosterilmek tizere,

D.u, =6, + @, (3.35)

a
biciminde yazarsak kovaryant tiirev
V,u, =-uu, +6, + o, (3.36)

a

olur. Simetrik kisim da, izli ve izsiz kisim olmak {izere
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O, =04+ % éh,, (3.37)

seklinde ifade edilirse, sonucta

V., u, =-uul, +o, + % oh, + o, (3.38)
olur.
0, , @, , o, tansorlerinin sagladig1 bagntilar sunlardir:
O = Oy Opl’ =0pu* =0 , 0", =120,,=0
W =y Ol =00 =0 , o, =L, =0 (3.39)
Ow =0y + Oul =0,u=0 , 0% =lo, =0
Burada:

e 0, Genisleme Tansoriidiir. Bu tansoriin izi olan 8 Genisleme Skalerini temsil

eder. Bu da yalm bir bigimde Genisleme olarak ifade edilir. 6,, simetrik bir tansordiir.

Bu tansor uzayin hacimce genislemesini ifade etmektedir.

e @, Girdap Tansoriidiir. Antisimetrik bir tansordiir ve izi yoktur. Buna bagl

olarak
1
a)a = E nabcd ud a)bc = wab = nabcd a)cud (340)

ya da

nabcd u ‘ = nabc (341)

yazilarak
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1
w, = Enabca)bc & WOy = nabca)c (342)

seklinde tanimlanan bir vektor ile de temsil edilebilir. Bu vektore o, Girdap Vektori

(ya da donme vektorii) denir.

e 0, Makaslama Tansoriidiir. Izi yoktur. Bu tansér, u® ya dik olan uzay

elemanlarinin bigimsel degisikliklerini temsil eder. Bu biiyiikliiklere ek olarak

o’ = %O'abaab (3.43)
2 1 ab a
@ :Ea) W, =00, (3.44)

ifadeleriyle iki skaler biiyiikliik tanimlanir. Bunlara sirasiyla makaslama skaleri ve

donme skaleri denir ve
c=0<0,=0 (3.45)
w=0<a0, =0yadaw, =0 (3.46)
Ozelliklerini tagirlar.
Yukarida yapmis oldugumuz tanimlardan yola ¢ikarak en son durumda kovaryant tiirev
V.U, =-uu, +0o, +%¢9hab + e O (3.47)

a

seklinde yazilir. Burada ileride kisaltma amaciyla kullanacagimizdan v, ile
1 c
Uy = Daub =0yt 5 ehab F apc @ (348)

ifadesini gosterelim.
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3.2. RIEMANN GEOMETRISININ TEMEL BAGINTILARI

3.2.1. Ricci ve Bianchi Ozdeslikleri

1+3 uzay-zaman ayrisim yontemi esas olarak Riemann Egrilik Tansoriinden
olabildigince bilgi iiretilmesini amaglar. Bu yontemi Einstein alan denklemlerine
dogrudan uygulamak yeni bir bilgiye ulastirmaz. Einstein denklemleri dolayli olarak
kullanilir. S6yle ki, Ricci Tansorii kaynaklarin dinamik biiytikliiklerini isin i¢ine katmak

amaciyla cebirsel bir rol oynar.

Keyfi bir u vektoriiniin kovaryant tiirevlerinin yer degistirici olmamalarinin bir sonucu

olarak Riemann Egrilik Tansorii ortaya ¢ikmaktadir.
2V Uy, = Ry’ (3.49)

Bu ifade, Ricci Ozdesligi olarak da adlandirilmaktadir. Riemann Egrilik Tansorii

Rabcd = R[ab][cd] = Rcdab (350)
Ra[bcd] =0 (3.51)
Rabcd + Racdb + Radbc =0 (3-52)

cebirsel 6zellikleri saglar.

(3.52) ye “Birinci Bianchi Ozdesligi” denir. Cebirsel ozdeslikler disinda bir de

Diferansiyel 6zdeslik bulunmaktadir:

v[a Rbc]de =0 g Ve Rabcd + Vc Rabde + Vd Ra =0 (353)

bec

Buna “Ikinci Bianchi Ozdesligi” denir.

Riemann Egrilik Tansdriiniin iki izi bulunmaktadir. Bunlar:

Rfafb = Rab = Rba (3.54)
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R*, =R, =R="R

al a

(3.55)

dir. Bunlara sirasiyla R, Ricci Egrilik Tansorii ve R Ricci Egrilik Skaleri denir.

Riemann Egrilik Tansorii R, ye bilizme islemleri uygulanarak R, (Ricci Egrilik

Tansorii) ve R Ricci Egrilik Skaleri bulunabilmektir. Yani R, bilinirse R, ve R

bulunabilir. Fakat bunun tersi dogru degildir. (3.53) teki diferansiyel 6zdesligin bir kere

buziilmesi ile

V,R%,, =2V, R

a b[c” 'd]

ve ikinci kere biiziilmesi ile de

0zdeslikleri elde edilir. Bu bagintilardan hareketle,
1
Gab = Rab _E gabR

seklinde tanimlanan tansoriin diverjansinin sifir oldugu yani
VeG,, =0

oldugu gosterilebilir. G,, ye Einstein Tansorii denir.

3.2.2. Weyl Tansorii

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

Riemann Egrilik Tansorii R, , nin biiziilmesi ile elde edilen R, ve R degerlerinin R,

nin izi oldugunu belirtmistik. R, nin bilinmesi ile R, ve R biiyiikliikleri biizme

islemiyle bulunabilir; fakat bunun tersi dogru degildir. Bunun nedeni R

4 nin iz

kisimlar1 R, ve R nin yani sira, izsiz kismi olan C,, tansoriinden olusuyor olmasidir.
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1
Rabcd = Cabcd + E (gacRbd * Opg Rac ~Qad Rbc ~ Ohe Rad)
(3.60)

R
- E(gacgbd ~0a gbc)

Riemann Egrilik Tansériiniin izsiz kismi1 olan C,, ye Weyl Tansorii veya Konformal

Egrilik Tansorii denir. Weyl Tansori

Cobea = C[ab][cd] = Cogap (3.61)
Ca[bcd] =0 (362)
C%. =0veC®, =0 (3.63)

simetri 0zelliklerini saglar.

(3.60) bagintisim1 C,, ., Weyl tansoriinii yalniz birakacak sekilde yeniden diizenlersek:

1
Cabcd = Rabt:d _E(gacRbd * Qhq Rac ~ Gad Rbc - gbcRad)
(3.64)

R
+ E(gacgbd ~0a gbc)

elde ederiz.

Elde ettigimiz bu ifadenin her iki tarafinin diverjansi alinip (3.53) ve (3.56) kullanilirsa

a

. 1
ViChs = ViR + £ G VR (3.65)

elde edilir. Einstein denklemleri sayesinde de, Weyl tansorii enerji momentum tansorii

cinsinden

V,Co, =V, T +%gb[cvd]T (3.66)

a [c'd]p

biciminde ifade edilir. Bu ifadeye Weyl tansoriiniin hareket denklemi denir.
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1+3 kovaryant formalizm g¢er¢evesinde Weyl tansorii,

Eab = Caebf ueu f (367)
ve
1 gh c,,d
Hab :Enab chdhu u (368)

bagintilar1 uyarinca sirasityla “elektrik kisim” ve “magnetik kistm” olmak ftizere iki

kisma ayristirilir. Bunlar asagidaki simetri 6zelliklerini saglarlar:

Eab = E(ab) ) Hab = H(ab) (3.69)
Eaa =0 , Haa =0 (3.70)
E,u°=E,u*=0 , H,u"=H_u*=0 (3.71)

Bu iki kisitm

L = (461,889, 6" — %y |uuy B — 2 [n°h 69, 8" +

(3.72)
sle 6 le Cd]u ung

bagintis1 uyarinca Weyl Tansorii tamamen belirler.
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3.3. ENERJi - MOMENTUM TANSORU

Alan denklemlerinin saginda bulunan T, enerji-momentum tansorii gravitasyona

kaynaklik eden madde-enerjinin sahip oldugu c¢esitli etkilerin toplaminm1 ifade

etmektedir.

Enerji-momentum tansorii T,,, ayricalikli bir u® 4’lii hiz vektori ile iliskili olarak su

sekilde ayrigtirilir:
Top = HUU, + Phy, +20 Uy + 7, =Ty (3.73)
Bu denklemdeki x, p, q, ve r,, akiskanin dinamik biiyiikliikleri olup
I u® ya gore toplam rolativist enerji yogunlugu
,: U® ya gore rélativist momentum yogunlugu
p : esyonlii basing
T, 1zsiz esyoOnsiiz basing
bigiminde isimlendirilirler ve
qu*=0, 7%, =0, 7Z'abUb =0, 7my =7, (3.74)

Ozelliklerini tagirlar. Tanimindan bunlarin

1=uu"T, (3.75)
p= % h*T,, (3.76)
g, =—h"u°T,, (3.77)
7 = (h° %, —% h“h, )T, (3.78)

bagintilariyla bulunacagi kolaylikla anlasilir.
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3.4. EVRIM VE BAG DENKLEMLERI

1+3 kovaryant ayrisim yonteminde, izdiisiim tansorleri kullanilarak cesitli geometrik ve
dinamik biiyiikliikler, zamansal ve uzaysal ve de hem zamansal hem de uzaysal
kisimlarina ayrigtirilir. Amac, Riemann tansdriinden olabildigince bilgi ¢cikarimlamaktir.
Bu siirecte Einstein Alan Denklemleri, yalnizea, R, Ricci egrilik tansoriinii maddenin
dinamik degiskenlerine baglamak iizere cebirsel bir denklem olarak kullanilir. Temel
denklem, madde akigkaninin kinematik 6zelliklerini tanimlayan (3.38) bagmtisidir. Her
defasinda ortaya ¢ikan V_u, Kovaryant tiirevi yerine (3.38) veya (3.47) deki ifadesi
yerlestirilerek akigkanin kinematik degiskenleri isin i¢ine katilir. Hesaplar ¢ok uzun
oldugu i¢in, biz bu Tez kapsaminda yalnizca sonuclar1 vermekle yetinecegiz. Sonugta
iki takim denklem elde edilir. Birinci takim, kovaryant zaman tiirevleri igerdigi icin
bunlara “evrim denklemleri” ya da “yayilim denklemleri” denir. Ikinci takim ise hig bir
zaman tiirevi igcermeyip yalnizca uzaysal tiirevleri barindirir. Bunlara da “bag

denklemleri” denir. Sonuglari asagida topluca gdsteriyoruz:

EVRIM (YAYILIM )DENKLEMLERI

Raychaudhuri Denklemi:

Q—Dua:—%92+uaua—202+2w2—%(,u+3p)+A (3.79)

a

Girdap Yayilim Denklemi:

a

& _%nabcDbuc :_éea)a +O'ab60b +uauba)b (380)

Makaslama Yayilhm Denklemi:

Gy —(UaO'bc +ub(7ac)u° —l(DalJb + Dbl]a)+ 0.0 +290ab —u,u,
2 3
1 1 (3.81)
+o.o +=(DU +uU°-20°-w?*)h, =—| E, —=7x
2y 3( c c ) ab ( ab 2 abj
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Gravitasyonel-Elektrik Yayilim Denklemi:

1. 1 )., 1 ).,
(Eab+§ﬂabj_(Eae+§”ae)u ub_(Ebe—’_Eﬂbe]u Uy

1 e e 1 1 e
_E(naefD H fb"'nk:uefD H fa)_'_Z(Daqb—‘_quat)_ghabD g.
1 1, 1 1
:_E(,U"‘ p)o-ab_E(qaub+qbua)+§habqeu _Q(Eab_i_g”ab j
. 1 3, 1 . 1
+t-o a[Ebe__ﬂ-be j+50- b(Eae_gﬂ'ae j_habo-f(Efe_gﬂfe j

Gravite -Magnetik Yayilim Denklemi:

|_.|ab _(uaHbc +ubHac)uc
1 1
+E77aef D (Efb _E”fb j

1 1 3/, ‘
+E77befD [Efa_zﬂ.fa j:_eHab +§(Haco- b T Hbco- a)

C

_Hefo-Ef hab+§(waqb +a)bqa )_%a) qc hab
+(77aef Eeb+77bef Eea)uf
f

_%(naefHeb_'_nbef Hea)a)

+%(77aefo-eb+77befo-ea)qf

Madde Korunum Denklemi:

[+V2g, = (u+ p)o—2q,0° —7,,0°

(3.82)

(3.83)

(3.84)
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qa + Dap+ Dbﬂ-ab =—(,U+ p)ua _Gabqb

BAG DENKLEMLERI

_geqa +uaubqb _7z-abl"Ib +n

Makaslama Bag Denklemi:

abc
0, @,

0=(C,), = Dbaab—§ D,0+7n."D,m, +2n."0,m, +q,

Girdap Bag Denklemi:

0=(C,)=D,0" -u,0"

Gravito-Magnetik Bag Denklemi:

O:(Ca)

ab

“ . e -
= Hab +((0an +a)bua)_a) uehab

2

Gravito-Elektrik Diverjans:

0

(Co),

:Db(Eba+

2

1

—r
2

3

baj

_l(naef Do, + et Deo'fa)"'%(Dawb + Dba)a)

1
1p
3 o

_lo-baqb +19qa et (JEbH fb _ga)eqf j_BHbaa)b

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)
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Gravito-Magnetik Diverjans:

O = (Cs)a = Dbea -{_%77%f Deqf
(3.90)

1
+(u+ p)a)a+3(Eab _%ﬂ-abJa)b+77aefgeb(Efb+§ﬂfb]
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4 BULGULAR

Bu boliimde, 6nceki boliimde yazmis oldugumuz evrim ve bag denklemlerinin F(R,G)

-gravite teorisi ¢ercevesinde alacagi sekilleri bulmak amaglanmaktadir. Bir diger

amacimiz da F(R,G)-gravite’de, Statik Einstein Evreni ¢6ziimii olup olmadigini

arastirmak olacaktir.

4.1. F(R,G)-GRAVITE TEORISININ ALAN DENKLEMLERININ EFEKTIF
ENERJI-MOMENTUM YORUMU

3. Boliim’de soylenildigi gibi

2K?

s=| d“xﬁ{w}wm (4.1)

aksiyonundan, metrige gore birinci varyasyon yapilarak elde edilen F(R,G)-gravite’nin

alan denklemleri

oF (R, G)
oR

OF (R, G)

F
R oG

, k= (4.2)

olmak tzere

1
FR Rab _E gabF _vavb FR + gabD FR

~(-2RR,, +4R, R, = 2R “*R, ,, —4R 4, R“ | Fy

~2(V,V,Fs)R+29,,R1F, —4R, IF, (4.3)
+4(V .V, F )R, +4(V . V,F )RS

~40,, (V V4Fs )R —4(V .V F )R, +Ag,, = kT

dir. Bunun izi ise
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RF, —2F +31F, + 2GF, + 2R1F, +4R®V_V,F, = £T" (4.4)

denklemini verir. (4.1) ya da (4.3), genel keyfi bir F(R,G) fonksiyonu i¢indir ve su

0zel durumlari igerir.
e f(R)-gravite:
FRG)=f(R)-2A = FK=f, , F=0 (4.5)

Bu takdirde, aksiyon ve alan denklemleri

1
S=2 j d*xJ=g f(R)+S, (4.6)
1 m
fo (R)Rw =5 0 T (R) = V., Fo (R) + 0uul] Fo (R) = 7T (4.7)

ifadelerine indirgenir.

o f(G)-gravite:

FRG)=R+f(G)-2A = F,=1 , F,=f, (4.8)
Bu takdirde,
S:%J.d‘%/—g [R+f(G)]+S, (4.9)
K

ve

Ray —%gabR—%gabf (G)

—(-2RR,, +4R R, —2R "R, —4R ;R ) T

—2(V,V, s )R+20,R1f —4R,[1 f, (4.10)
+4(VV, {5 )RS +4(V.V, f )RS

40, (V. fo )R® —4(V,V, fo )R, + Agy, = k7T

olur. Bunun da 6zel hali olarak eger
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f(G)=aG (a bir kuplaj sabiti)

alinirsa bu takdirde fg (G) =1 olacagindan, (4.10) denklemi

1 1
Rab T 5 gabR 5 gabG
2 2 (4.11)
_(_ZRRab + 4RaCRCb - 2RaCde Rbcde _4'RacdbRCd )+Agab = KZTarS

denklemine indirgenir. Oysa, (4.9) aksiyonunda f(G)=G alindig1 takdirde bunun bir

topolojik invaryant oldugu, yani diverjansinin sifir oldugu gosterilebilir; dolayisiyla
orijinal alan denklemlerine bu terimden dolay1 bir katki gelmez. O halde (4.11) den

orijinal Einstein Alan Denklemlerine diisiilmesi igin
—2RR,, +4R_R°, —2R “*R . —4R ,R" = —% 9.,R (4.12)

esitligi 6zdes olarak gergeklenmelidir. Bunun (4.3) e tasinmasiyla, F(R,G)-gravitenin

alan denklemleri

FR Rab _% gabF _vavaR + gabD FR +%gabRFG
-2(V,V,Fs)R+29,,RIF; 4R, [IF,

+4(V .V, F )RS +4(V .V, F RS

_4gab (chd I:G ) RCd _4(chd FG ) RaCdb +Agab = KZTartT)]

(4.13)

olur. Simdi, bu denklemi, (1+3)-Kovaryant Ayrisim Yontemine uyarlamak i¢in orijinal
1
Einstein Alan Denklemlerine benzetmek istiyoruz. Bunun i¢in sol tarafa 3 0., RF:

terimini ekleyip ¢ikaralim. Dolayisiyla

1 1 1
I:R (Rab _Egaij_Egab(F _RFR)_VaVbFR +gabDFR +§gabRFG

~2(V,V,Fs)R+2g,,ROF, — 4R, IF, 10
+4(vcvaFG ) Rbc + 4(V0Vb FG ) RaC
_4gab (chd FG ) RCd _4(chd FG ) RaCdb + Agab = KzTarg

ya da yalnizca birinci terimi solda tutarak
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I:RGab = _Agab + K‘Z-I-anb1 + % gab (F - RFR)+ VavaR - gabDFR _%gabRFG
+2(V,V,Fs)R—-29,,ROF; +4R,, [F, (4.15)
- 4(VCVaFG ) Rbc - 4(chb FG ) RaC
+49,, (V. V4Fs )R* +4(V .V, F )R,

elde edilir. G,, yi solda yalniz birakmak igin her iki tarafi F, ye bolmektense, F(R,G)

fonksiyonunu
F(R,G)=R+a ¥(R,G) (4.16)

biciminde se¢elim. Burada « bir kuplaj sabitidir. Bu takdirde

S=2—12jd4x\/§[R+a ¥(R,G)-2A]+S, (4.17)
K

aksiyonu, W(R,G) nin orijinal EAD’de bir diizeltme terimi rolii oynadigini agikca
gostermektedir.

(4.16) secimi altinda

Fr=1+a ¥, , Fy=a¥; (4.18)
olacagindan (4.15) denklemi diizenlenirse
Gab = _Agab K zTarE
1 1
+a > OV — Ry ¥ =0, ¥R +V,V, ¥y 3 9.,G¥¢
(4.19)

+2(V,V W )R-20,RI¥; +4R, W,

—4(V .V ¥ )R —4(V.V, ¥ )RS

+40,, (V.V ¥ )R +4(V, VW6 )RS, |
seklini alir. F(R,G)-gravitenin alan denklemlerinin bu sekli; siradan (normal) madde

alanlarini gosteren T, enerji-momentum tansoriine ek olarak, bir de
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(04
K'Z

RG _
Tab -

1 1
{E gabl}’ - RabTR - gabD\PR + VavblPR _E gabG\PG

+2(V,V,¥s)R-29, ROV, +4R, ¥, (4.20)
_4(vcvalPG ) RbC _4(vcvb\PG ) RaC
+40,,(V.V ¥ )R™ +4(V .V ¥R, |

seklinde gosterebilecek bir efektif enerji-momentum tansorii tanimlamaya olanak
saglamaktadir. Tamamen egrilik terimlerinden olusan bu tansore efektif egrilik tansorii
demek uygun olacaktir. Boyle bir tanimin anlamli oldugunu goérmek {izere, bunu

kullanarak (4.19) u
Gy =—Agy + 4 (Ty" +T,,"°) (4.21)
biciminde ve
T, =T, "+T,F° (4.22)

ile de bir efektif toplam (kisaca (et) ile gosterilecek) enerji-momentum tansorii

tanimlayarak

G,, = —Ag,, + kT, (4.23)
biciminde yazariz. Son denklem, seklen Einstein Alan Denkleminden baska birsey
degildir. Dolayisiyla, iki kere biiziilmiis Bianchi Ozdesliklerinden

VG,=0 = VT, =0 (4.24)

elde edilir. Bu, efektif toplam enerji-momentum tansériiniin korunum kanunudur. Ote

yandan, (4.20) tamimindan hareketle, uzun bir hesap sonrast T, ¢ nin de korundugu,

yani
VT, =0 = VT, "=0 (4.25)

oldugu gosterilebilir [33].
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Siradan madde akigmna baglanan T," madde-enerji tansoriiniin, 4-li bir u® hiz

vektoriiyle hareket eden gozlemciye gore akiskanin dinamik biiyiikliikleri cinsinden

ifadesi
T," =x"uu, +pThy, + 2q"‘(aub) + 7" (4.26)

idi. Burada s6z konusu biiyiikliikler

u" =T,"u,u, (4.27)
p" = % h*T,," (4.28)
q," =—h°u°T " (4.29)
T =he T, —% h*T"h,, (4.30)

bagntilariyla tanimlanmistir. Benzer sekilde efektif egrilik akiskanina baglanan enerji-

momentum tansori de
RG RG RG RG RG
T, =4 uu +p-h, + 2q(a Uy + 7T (4.31)

olacak ve s6z konusu efektif dinamik degiskenler de

uf® =T _"Cuu, (4.32)
pfe = % h®T, ¢ (4.33)
q,%¢ = —h°u°T, f° (4.34)
A (A —% h*“T_ °h, (4.35)

seklinde tanimlanacaktir. Ote yandan, benzer bagmtilar bir de efektif T, enerji-

momentum tansorii i¢in de yazarsak
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(et) _ , (et) (et) (et) (et)
Ty =4 Ul +phy, + ZQ(a Uy + 7Ty
ve
(et) (et)
H _Tab uaub

p(et) — % hab-l-ab(et)

(et) __ b, ,c (et)
Q. - _hau Tbc

1
(et) _ C d (et) cd (et)
Tap _h(ahb)Tcd _gh Ty 'hy

olur. (4.22) bagintisindan dolayi, bu 3 tip dinamik degiskenlerin biribirlerine
H = "+ e
p*® = p" + p"
g, =q," +0,
)

_ m RG
ﬂab _ﬂab +7[ab

bagintilariyla bagl oldugu kolayca goriiliir.

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

4.2. EFEKTIF EGRILIK AKISKANININ DINAMIK DEGISKENLERININ

HESABI

Simdi, (4.20) yi kullanarak (4.32 — 4.35) bagintilariyla tanmimli efektif dinamik

degiskenleri hesaplamak istiyoruz. Bu is igin once (4.20) yi daha tikiz bir bigimde

yazalim.

Sab = vavb\PR ’ Mab = Vavb\PG

(4.45)
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S=EIY,=VV,¥Y, , ME1¥Y,=VV ¥, (4.46)
olmak iizere
Ay =S, —0,S (4.47)
ve

Q, ¥Y.=2RV,V,¥,-2Rg, ¥, +4R, ¥, 4RV V ¥,
—4R V.V, ¥, +49,R¥V V ¥, +4R“ V.V ¥,

(4.48)
=2RM_, -2RMg,, +4MR,, —4R M, —4R ‘M,
+4gabRCd Mcd + 4RaCdchd
gibi iki kisaltma tanimlayalim. Bunlar araciligiyla (4.20) bagintisi
e a |l
T, = —2{— 0.,Y(R,G)-R, Y:(R,G)+A,_,¥Y:(R,G)
K2
. (4.49)
Y 9.,GYs +Q,,¥g }
biciminde ifade edilebilir.
Simdi, (4.23) denklemini ele alalim ve bunu
1 2 (et)
Rab _E Rgab = _Agab +K Tab (450)
seklinde yazalim.
T _ gabTa(st) (4.51)

olmak tlzere iz denklemi

—R=—4A+£*T® (4.52)
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olacagindan, bu (4.49) a yerlestirilirse
R. =A 2 (et) 1 (et)
ab — Mg TK Tab - E gabT (453)

elde edilir. Esitligin sag yani i¢in, g, =h, —u,u, izdisiim bagntis1 ve (4.36) ile (4.51)

kullanilirsa

2

Ry = {%(ﬂ(ﬁ) +3p(et))—A} u.u, "{%z(ﬂ(e[) - p(et))"‘A} hy,

(4.54)
+ 2K2q((:t)ub) + P,
bulunur. Bu baginti, R, nin agiliminin
K@ (e
A -2 et + 3 et _ A 455
> (14 +3p) (4.55)
KZ
E= 7( H® = p@)+A (4.56)
Y, =x"q,® (4.57)
Eab = Kzﬂab(et) (458)
bagintilariyla tanimli dort parametre cinsinden
R =AU, +Eh, +2Y U, +X,, (4.59)
bigiminde olacagini sdylemektedir [32]. Bunun izi ise
R=-A+32=x (4 -3p)+4A (4.60)

olur.
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Simdi (4.32 — 4.35) bagntilartyla tanimlanan efektif dinamik degigkenlerin hesabina
donebiliriz. Hesaplarin ¢ok uzun olmasi nedeniyle ayrintilarimi gostermek yerine

hesaplarda kullanilan baz1 6nemli bagintilar1 asagida listelemekle yetinecegiz.

(4.59) dan elde edilebilecek bagintilar sunlardir:

R, UMY =A= %K‘z (y(e” +3p© ) (4.61)
R, h® h* =Zh, +3 A= % K (1 = p)hy + ) (4.62)
R, h* U’ =-T, =x"q® (4.63)
R,h® =3== g K (U = p) (4.64)
R,U% =—Au, — Y, (4.65)
R UPR U’ =—A%+ Y, Y° (4.66)

Ote yandan, Weyl Tans&riiniin

1 1
Racdb = Cacdb +E(Rad gcb - Rabgcb ) __(Rcd gab - Rcbgad )

R2 (4.67)
_E( Rad O — Rabgcd )
tanim bagintisi ise su bagintilara yol agar.
a b 1 1
Racdbu u = _Ecd —gAhcd + Ech (468)
R, U UPRY =—E % — A=+ %zcdzw (4.69)

Gauss-Bonnet teriminin ifadesi i¢in ise, uzun hesaplardan sonra
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R?—4R R® +R, ,R®

(4.70)
—%AZ —4AZ+4Y, Y -23 , 3* +C?

bulunur. Burada C?, Weyl tansoriiniin karesi olup yine uzun bir hesaptan sonra

C? =CyC™ =8(E,E™ +H H™) (4.71)

ile verildigi gosterilebilir.

Sonug olarak, efektif egrilik akiskanina baglanan efektif dinamik degiskenlerin ifadeleri

sunlardir:

RG

RG
W =Ty " Uy

a 1 1
F{—ET(R,G)'FEGLPG

+¥oo E(A+BE)(D°DCG —96)—4(5“’ +%2°d ](DCDdG —%G)} (4.72)

+ ¥ e E(Msa) D°GD,G —4(E°" +%z°“ j DCGDdG}

+ W [-A]+ Wee [ -OR+DD,R |+ ¥ [ D°RD,R )
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pRG — %TabRGhab
a |1 1
:F{E\P(R,G)—EG\PG

+W o, [SA(DaDaG—ec)+§(A+3E)(G—uaDaG)

+§Y°(DCG—qu DfG)—g(Ew —%ZCdj(DCDdG—chG)}

+¥ e FADaGDaG +E(A+3E)G2 Sy D.G
9 3 3

—f(E“‘ —lz“’chGDCG
3 2

+¥:[-E]
2.5 b s 2 b
+W s §6R—u DbR+R—§D D,R

W e [RZ —% DbRDbR}} (4.73)

RG RG b c
Q. :_Tbc h al

+2Y,(D'D,G-6G)-2Y"(D,D,G-v,G)
+4[Eaf +%zaf J(DfG -v,"D,G)-4n,"H," (D,D,G —uefG)}
+W oo {—%(AJFSE)GDaG +2Y,D°GD,G -2Y'D,GD,G (4.74)

+4(Eaf +%Zaf)GDfG—477aegHngeGDfG}

+W¥,[-T.]
+W e | -D,R+v, DR |
+W e[ -RD,R ]}
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”abRG = T(ab) - % hy T o h,,

- %{‘I’GG {—%A(DanG ~0,6)-2(Y,D,6+Y,D,G)+2(Y,0°, + Y, )D,G
+4(u°D,G —G)(Eab +%Eabj—4(D°DCG —eG)(Eab —%zabj

+4(E ° j D,D.G - ubCG)+4(E°b—%Zcbj(DcDaG—ucaG)
+4(n,"H b+77b°dHad)(DcG—uchdG)

+(3A D°D,G - HG)+4Y°(DG+U DG)—§(E°" 1z°dj(DchG—awG) h,,
9 3 3 2
+¥ {—%A D,GD,G -2G(Y,D,G +Y,D,G)

—4(Eab—lzahj(D°GDcG—Gz)+4(E;—lz;ijGDCG
2 2

c 1 c . cd cd
+4(Eb—§2b)DaGDCG+4G(na Hy + 7, Hay ) DG

c

+ ﬂADCGDCG+ﬂG)r°DCG—§[E“’—lzcdeCGDdG h,
9 3 3 2

+W¥e[Za]
+Wer I:_O-abR +D,, Db>R:| (4.75)
+IPRRR [D<aRDb>R]}
Yukaridaki ifadelerde
oY "y oY
lPR =8_R ) RR — oRZ \PRRR = R (4-76)
oY o’y oY
G :8_6 ) GG — G2 \PGGG = aG? (4.77)

ile R ve G degiskenlerine gore kismi tiirevler gosterilmektedir. “Nokta”lar ise u®

dogrultusundaki kovaryant tlirevi gdstermekte olup

R=UuV,R |, Fé:(R)' (4.78)
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G=uv,G , G=(G) (4.79)

a

dir.

4.3. EVRIM VE BAG DENKLEMLERININ F(R,G)-GRAVITE TEORIiSINE
GENELLESTIRILMESI

1+3 Kovaryant Ayrisim Yontemi, esas olarak, bir akiskanin u® 4-1i hiz vektoriine gore
kinematik ve dinamik degiskenleri arasindaki iliskiyi geometrik olarak ifade etmeye
dayanir. Akiskanin kinematik biiyiikliikleri yalnizca geometri aracilifiyla tasvir

edilebilirken, dinamik degiskenlerin formalizme dahil edilmesi bir gravitasyon teorisi

aracihigiyla olur. GRT’de bu; T

. » Stradan (normal) maddenin enerji-momentum tansorii

olmak lizere

al

Gy =—Ag, + KZTaIS < R,=Ag,+ K? (Targ - % Oan ! mj (4.80)

bi¢imindeki EAD ile oluyordu. Bu, R, yi, madde akiskaninin dinamik biiytikliiklerine

baglamak i¢in bir cebirsel yerine yerlestirme rolii gdriiyordu.

F(R,G)-gravite’de ise, (4.23) de yazildig: gibi
Gab = _Agab + KzTa(kft) = Rab = Agab + KZ (Ta(;t) _% gabT (et)j (481)

icin ayn1 benzer durum s6z konusudur. Ancak, bu sefer siradan madde degiskenleri

yerine

T =Th4+T5C (4.82)
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olmak tiizere efektif toplam dinamik degiskenler bulunmaktadir. O halde, evrim ve bag

denklemlerini F(R,G)-graviteye genellestirmek i¢in Rolativist Kozmolojinin evrim ve

bag denklemlerinde x, p, q, ve x,, yerine (4.41 — 4.44) ve (4.72 — 4.73) ile taniml1
u® p© qie‘) ve 7\ ifadelerini yazmak yeterli olacaktir. Ancak, F(R,G)-gravite

icin

VT gektiftovlam — (4.83)
den kaynaklanan iki denkleme ek olarak

VTl =0 (veya V°TR¢ =0) (4.84)
dan kaynaklanan iki denklem daha yazmak gerekecektir.

Bu soylenenler 1s18inda F(R,G) -graviteye uyarlanmig evrim ve bag denklemleri, uygun

siralama ve adlandirmayla sunlar olacaktir.

EVRIM DENKLEMLERI

Raychaudhuri Denklemi:

a

0-D,u? =—%92 +U.U* —20°% +20° —%(w) +3p*)+A (E)
Girdap Yayihm Denklemi:

. 1 . 2 a a a,; a
o —5776"’°DbuC =—§49a) +0%0° +utl,0” (E,)
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Makaslama Yayilhim Denklemi:
: o 1o : ¢ 2 .
G — (U0 +Uy0, U —E(Daub +Dyu, )+0,.0% +§90ab —u,u,

+o,m, +%(Dcu° +U.U° - 207 —a)z)hab = _[Eab —%ﬁ@“] (Ey)w

ab

Gravitasyonel-Elektrik Yayilim Denklemi:

Eab +17i—ab(et) - Eae +£”ae(m) l‘]eub - Ebe +£”be(el) ueua
2 2 2
_ 1 DeH f DEH f 1 D (et) D (et) \ _ l h DE (et)
E(ﬁaef b T et a)+Z( 2O+ D0, ) E NADAR

1 el € 1 et), s et), s 1 et) q€e 1 e
2_5(#( v + p( t))O-ab _E(qa( t)ub +qb( t)ua)+§habqé t)u _H(Eab +Eﬂ-ab( t)j

+ §Uea (Ebe _lﬂbe(et)j+ Ecyeb (Eae _lﬂae(et)j_ halbcyef (Efe _lﬂ-fe(et))
2 6 2 6 6

_%naef |:(Eeb +%ﬂ_eb(et)jwf +2Hebuf:|

_%nbef |:(Eea+%”ea(et)ja)f +2Heauf:| (E4)ab

Gravite -Magnetik Yayilim Denklemi:

Hab _(uaHbc +ubHac)uc +%77aef De(Efb _%ﬂfb(et)j—i_%nbef De(Efa _%”fa(eoj

= _eHab +g(Hacacb + Hbcaca)

~H, o h, +%(a)aqb(et) +a)bqa(et))_%a)cqc(et) h,

+(773ef Eeb +77bef Eea)uf

_%(naef H eb +77bef H ea)wf

1 e e e
+Z(77aefo- b+77bef0a)q$t) (Es)ab
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Efektif Toplam Madde Korunum Denklemi:

‘L-l(et) +vaqa(et) — (,Ll(et) + p(et))e_zqa(et)ua _ﬂ_ab(et)o_ab

Efektif Toplam Momentum Korunum Denklemi:

q;(:t) + Da p(et) + Dbﬂ';zt) _ _(‘u(et) + p(et) )ua _O_abqk()et)

abc ~ (et)

4
(et) <b (et) (et),+b
—geqa +U,U g, =y U 170, o,

BAG DENKLEMLERI

Makaslama Bag Denklemi:

0=(C,), = Dbaab—g D,0+71.°D,w, +217:"U,m, +qa"

Girdap Bag Denklemi:
0= (Cz) =D,0" -u,0
Gravito-Magnetik Bag Denklemi:

0=(C, )ab =H,, +(@U, + 0,u, ) - @t

(EE)

(EE,),

1 . . 1
_E(UaefD O-fb+77befD Gfa)_l_E(Daa)b +Dba)a)
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Gravito-Elektrik Diverjans:

0=(C.), =Dy B, + 3 |- 3D

1 € 1 e e 3 e~ (e
--0",0," +269," ~1,.’ (6 "Hy, -~ o'q, t)j_:gHba%
2 3 2
Gravito-Magnetik Diverjans:

OZ(CS)a = Dbea +%77aef Deqf(Et)

+(,u(e‘) + p(et))a)a +3(Eab —%ﬂab(e‘)ja)b +1, 0 (Efb +%ﬂfb(et)j

Yukarida yazilan evrim ve bag denklemleri standart rolativist kozmolojideki
denklemlerle ayni formda olmasma karsin; F(R,G)-Gravite teorisi, T, ve T, nin

korunum denklemlerinden, iki takim denklem daha vermektedir. Bunlar:
VeT,," =0 den elde edilen:
Siradan (normal) Madde Korunum Denklemi:
A" =-D,q"" — (4" + p")0-29°"0, - %o, (Es)
ve

Siradan (normal) Madde Momentum Korunum Denklemi:

qam = _Da pm - Dbﬂ-abm _(:um + pm)ua _O-abqu

4 m . m m, . Cy M
_Eeqa +uaubqb ~Tan ub+77ab qb @, (E7)a

dir.



52

VeT,.F® =0 den elde edilenler ise:
Efektif Egrilik Madde Korunum Denklemi:
‘L-IRG _ _DaqaRG _(IURG + pRG )g_zqaRGua _ﬂ_abRGO_ab
ve
Efektif Egrilik Momentum Korunum Denklemi:

qaRG --D pRG _ Dbﬂ_abRG _(ﬂRG n pRG)ua _UabquG

a

4 RG -b RG RG,+b bc RG
—§9qa1 +u,Uq," =y, U+, 0, o,

dir.

(EEE,)

(EEE7)a

Burada, bu son iki denklemin (4.82)den dolayi diger dort korunum denkleminden

bagimsiz olmadigina dikkat ¢cekelim.

4.4. F(R, G)-GRAVITE’DE STATIK EINSTEIN EVRENI’NIN VARLIGI

2. Bolim’de soz edildigi tizere GRT’de static Einstein evreni k=+1 olmak ve

a(t) =sabit i¢in (2.1.2) metrigiyle, yani,

ds? = —c*dt” +a,* (1) dr® +1* (d6” +sin” 6) dg” |

ile temsil edilir ve uzay-zamanin R Ricci Skaler Egriligi, a,’a

R :%:sabit

bagintisiyla baglhdir. Model statik oldugu i¢in

(4.85)

(4.86)
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=0 , 0,=0 , o, (veya @,)=0 ve u,=0 (4.87)

dir. Ayrica, metrik konform olarak diiz oldugundan

Couw=0 < E,=H,=0 (4.88)

dir. Ozetle, tiim dinamik ve kinematik biiyiikliikler sabit ve homojendir, yani, ne zaman

ne de uzaya bagh degillerdir.

Simdi, bu kinematik kisitlamalar altinda F(R,G)-gravite’nin evrim ve bag

denklemlerinin ne verecegini inceleyelim. Modelin basitliginden beklenildigi {iizere,

denklemler asir1 bir bigimde sadelesirler ve geriye kalanlar

() :0=—Zx* (s +3p ) A (4.89)
() : 0=z (4.90)
(E) 1 4"=0 (4.91)
(EE) : 4% =0 (4.92)
(E)). :16,"=0 (4.93)
(EE.), : 6,V =0 (4.94)
(C), :a,=0 (4.95)

olurken digerleri de 6zdes olarak sifir olur.
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Ote yandan (4.72 — 4.75) bagintilar1 ise

q:G :%(_Y \PR)

2

ﬁ;bG = Ki(_zablPR)

ifadelerine indirgenir.

(4.41 — 4.44) ve (4.55 — 4.58) bagintilar1 kullanilarak (4.90 — 4.95) ten

=0 , 7z’ =0

Y,=0;° =0, =0

S = oy =7, =0

() =sabit , 4" =sabit , #"¢=sabit

p® =sabit , p"=sabit , p* =sabit

olduklar1 kolaylikla bulunur.

(4.96)

(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.101) ve (4.102) bagintilari, siradan maddenin enerji-momentum tansoriiniin, Einstein

evreninde miitkemmel akiskaninki gibi, yani,



TaTJ1 = /umuaub + pmhab

bigiminde olmasi gerektigi sonucunu vermektedirler.

Simdi (4.96) y1

ﬂ(et) +3p(et) — %A
K

seklinde yazalim. Ote yandan (4.60) tan
(et) (et) 1
n’=3p =—2(R—4A)
K
olur. Bu son iki denklemden

@- 1 (Ro2a
/J 2K2( )

ve

. 1
p( 1) :—W(R—BA)

cekilir. Eger bunlar (4.55) ve (4.56) ya tasinirsa

bulunur. Bu takdirde (4.96) ve (4.97)

e a1 1
_2f _lyilow
H K4:2 2 Gj

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)
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pre =i@?—%R\PR—%G\PGj (4.112)

ve bunlar da (4.41) ve (4.42) ye taginirsa

s :ﬂm"'%[_lql"'lG\PGj (4.113)
K 2 2
o om oafly 1 1
p( = p +F(§‘P—§R‘PR—EG\PGJ (4114)

elde edilir. Bu bagintilara (4.108) ve (4.109) yerlestirlir ve u™ ile p™ gekilirse

K" zg—A—a(—%‘{’+%G‘PGj (4.115)
Kp" :—§+A—a(%‘}’—%R‘PR—%G‘PGj (4.116)

elde edilir.
o™ = Wy (4.117)

seklinde bir hal denklemi kabul edilirse son iki bagintidan, sonugta
a[ 2R¥, +3(1+W)GW¥, —3(L+ W)W |- (1+3W)R+6(1+W)A =0 (4.118)

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu Dunsby ve dig [ ] nin f (R)-gravite i¢in bulmus
oldugu denklemin F(R,G)-graviteye genellestirilmesini olusturmaktadir. (4.103) ve

(4.104) ten otiiri w parametresinin sabit oldugu goriilmektedir.
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(4.13) denklemi, bilinmeyen W(R,G) fonksiyonunun kismi tiirevli diferansiyel
denklemidir. Amacimiz, bu denklemin statik Einstein evrenini ¢6ziim kabul etmesi igin

Y(R,G) fonksiyonunu belirlemektir.

Denklemi biraz daha basitlestirmek icin

F(R,G)=R+a ¥(R,G) (4.119)

dontisiimii uygulayalim. Bu takdirde (4.118)

2RF, +3(1+W)GF; —3(1+W)F +6(1+wW)A =0 (4.120)

denklemine doniisiir.

Ote yandan, (4.119) doniisiimii altinda, (4.115) ve (4.116) sirasiyla

szm=—A+%(F—GFG) (4.121)
»m 1 1
K2p :+A+§RFR—§(F—G‘PG) (4.122)

olur. Taraf tarafa toplayarak

m m 1
K (U +p )=§RFR
bulunur. Bu denklemin sol tarafi sifir olamaz, zira statik Einstein Evreni i¢in (4.86)
bagintisindan dolay1
ya R=

2:0 = a, =0

=  F(R,G)=Sabit
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sonuglarini verirdi. Dolayisiyla, bir F(R,G)-gravite’de maddesiz, ya da w=-1 igin,

Einstein Evreni var olamaz.

Simdi, w= —1 i¢in (4.120) denklemini ele alalim.

Bu takdirde Lagrange yardimci denklemi

R dG dF

—= = 4.123
2R 3(1+w)G 3(1+w)(F-2A) ( )
yazilirsa, ilk esitlik integre edildiginde, C bir integrasyon sabiti olmak iizere
E(1+W)
G =CR? (4.124)
bulunur. Bunun bir statik Einstein Evreni ¢oziimii olmasi i¢in
6
R=— ve G=0 (4.125)
aO

olmalidir (G=0 denklemi (4.70) ifadesine Einstein Evreninin 0=A=Y,=%, =C

parametreleri koyularak elde edilmistir). (4.124) denklemi, (4.125) ile degerendirilirse
C =0 bulunur ki bu, (4.123) denkleminin ¢éziimiiniin olmadig1 anlamina gelir. Bu:
F(R,G)-gravite teorisinin, statik Einstein Evrenini ¢6ziim olarak kabul etmedigi

anlamina gelmektedir.

Buna karsilik, acaba F(R,G)-gravite’nin 6zel hali olan F(R)-gravite’de statik Einstein

Evreni ¢6ziimi var midir? Bunu gérmek i¢in (4.120) de G =0 alalim. Denklem

2RF, —3(1+W)F +6(1+W)A =0

olur. Bu Goswami ve dig. [31] nin makalesindeki (14) nolu denklemdir. Yazarlar,

Einstein Evreninin ¢6ziim olmasi igin



g(l+w)
4N | 143w
1+3w| 6A (1+w)

olmak iizere F(R) nin R ye bagliligini

§(1+w)
F(R) = 2A + KR2

bi¢iminde bulmuslardir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Standart kozmolojinin 1+3 Kovaryant Ayrisim Formalizmi ¢ercevesinde elde edilmis
evrim ve bag denklemleri, bir akigkan olarak diisiiniilebilecek madde-enerjinin
kinematik ve dinamik davranisini hem gozlemciden bagimsiz, hem de biribirleriyle
tutarli ve uyumlu genel denklemlerle tasvir etmektedir. Yontem esas olarak Riemann

Tansoriinden bilgi ¢ikarimlamay1 amagladigindan, bir alan denklemine yalnizca, R,

Ricci tansoriinii maddeye baglama agamasinda gereksinim gostermektedir. EAD’de bu
baglanma, dogrudan dogruya siradan maddeye olmaktadir. Buna karsilik, F(R,G)-
gravite teorisinde boyle bir baglanma ancak efektif bir akiskan tasavvur edildiginde
miimkiin olabilmektedir. Bunun sonucunda, efektif akiskanin dogal olarak efektif
dinamik biiyiikliikleri yalnizca siradan maddenin dinamik biiyiikliiklerine degil, fakat
ayni zamanda kinematik biiyiikliikler ile geometriye de bagli olmaktadir. Bu durumun
fiziksel bir yorumu tartigsmali olmakla birlikte kullanilan yaklagim amaca uygun sonug
vermektedir. Biz de bu formellik olanagini kullanarak, Rélativist Kozmolojinin evrim
ve bag denklemlerini (4.72) — (4.75) de tamimh efektif dinamik degiskenler araciligiyla
F(R,G) -gravite teorisi ¢er¢evesine genellestiremedik. Bu evrim ve bag denklemlerinin
uygulamasina bir Ornek olmak iizere en basit kozmolojik model olarak kabul
edilebilecek Einstein Statik Modelini gbz Oniine aldik ve bu modelin kinematik ve
geometrik ozellikleri 1s18inda evrim ve bag denklemlerini sonugta F(R,G) fonksiyonel
formunu verecek sekilde tek bir kismi diferansiyel denkleme indirgedik. Bu denklem

Goswami ve digerlerinin F(R)-gravite i¢in bulmus oldugu denklemin F(R,G)-

graviteye genellestirilmesini olusturmaktadir.

Ad1 gegen yazarlardan tamamen farkli bir bi¢imde ulagtifimiz bu denklem bildigimiz
kadariyla kimse tarafindan ele alinmamistir. Bu denklem, ¢ok acik bir sekilde F(R,G)-
gravite teorisi c¢ergcevesinde statik Einstein Evreni ¢oziimiiniin bulunmadigin

gostermektedir. F(R)-gravite teorisinde, statik Einstein Evreni ¢oziimiiniin var, fakat
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F(R,G) de var olmamasinin bir nedeninin G Gauss-Bonnet teriminin sifir olmasindan

kaynaklandigin1 diisiinmekteyiz. Nedeni ise, G=0 durumu (4.123)de gosterilen
Lagrauge yardimci denkleminde tekillige yol agmasidir. Bunun gecerli bir agiklama
olup olmayacagi ise ancak G nin sifirdan farkli oldugu baska modeller gz Oniine
almakla miimkiin olacaktir. O halde G nin sifirdan farkli oldugu, mesela de Sitter
modeli gibi modeller goz oniline alindiginda bu konu daha da acikliga kavusmus

olacaktir ki, bu da, bundan sonraki ¢aligsmalarimizin bir konusunu olusturacaktir.
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