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OZET

Bu ¢alismada 6ncelikle kuantum 6zdes pargacik sistemlerinden bozonlarin genel
kuantum mekaniksel 6zellikleri ele alindi. Ozel olarak, bir-boyutlu standart bozon
salinicilar1  sistemini tanimlayan operator bagintilar1 ve sistemin Hamiltoniyeni
incelendi. Daha sonra Bose sistemlerinin istatistiksel dagilim fonksiyonunun nasil elde

edilebilecegi arastirildi.

Ikinci olarak, ideal Bose gazinin genel istatistik mekaniksel dzellikleri incelendi.
Ozellikle ideal Bose gazinin hal denklemi, 6z 1s1s1, entropisi gibi fonksiyonlarinin diisiik
ve yiksek sicakliklarda degisimlerine yogunlasildi. Buradan standart Bose
sistemlerinde, Bose-Einstein yogunlagsmasmin hangi kosullarda gergeklesebilecegi

teorik olarak arastirildi.

Uciincii olarak, bu calismanin orijinal kismini olusturan ve Bose sistemlerine de
bir 6rnek uygulama olabilecek genellestirilmis bir bozon gazi modeli ele alindi. Tamm-
Dancoff (TD) bozon gazi modeli olarak adlandirilan bu sistemi tanimlayan bazi
kuantum mekaniksel 6zellikler incelenerek, modelin bazi istatistik mekaniksel yonleri
lizerinde calisildi. Ozel olarak, bu genellestirilmis bozon gazi modelinin deformasyon
parametresinin sistemin genellestirilmis dagilim fonksiyonu, i¢ enerjisi, entropisi gibi
fonksiyonlarma etkileri arastirildi. Ayrica bu yolla, sistemin genellestirilmis Bose-

Einstein fonksiyonlar1 (g,(z,q)) elde edilerek, 0<z<1 ve g=>1 bolgelerinde bu

fonksiyonlarin degisimleri incelendi. Bu baglamda elde edilen onemli sonuclardan
birisi, diisiik sicakliklarda sistemin entropisinin deformasyon parametresi g arttikga
azalig gostermesidir. Son olarak, elde edilen diger sonuglarin yani sira TD-bozon gazi

modeline uygulama alani teskil edebilecek fiziksel problemlerden bazilari tartisildi.

Anahtar Kelimeler: Bozon, Bose sistemleri, Bose-Einstein dagilimi, deforme Bose
gaz1 modeli, deforme bozonlar, kuantum simetrileri, kuantum istatistigi, istatistiksel

termodinamik.
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SUMMARY

In this study, general quantum mechanical properties of bosons which are one of
the quantum identical particle systems are primarily studied. In particular, the operator
relations and the Hamiltonian of the one-dimensional standard boson oscillators system
are examined. How one can obtain the statistical distribution function of Bose systems
is then investigated.

Secondly, general statistical mechanical properties of an ideal Bose gas are
reviewed. Especially, for low and high temperatures, it is focused on variations of some
functions of an ideal Bose gas such as the equation of state, the specific heat and the
entropy. Hence, in the standard Bose systems, the conditions under which the Bose-

Einstein condensation would ocur are theoretically investigated.

Thirdly, a generalized Bose gas model called Tamm-Dancoff (TD) boson gas
constituting both an original part of this study and an example for applications of Bose
systems is considered. Some statistical mechanical aspects of this system are studied by
means of some quantum mechanical properties of the model. In particular, effects of
the deformation parameter q on some functions of this generalized boson gas model
such as the generalized distribution function, the internal energy and the entropy are
investigated. In this way, variations of these functions in the intervals 0<z <1 and

g=>1 are also examined. In this regard, one of the important results obtained in this

study is that for low temperatures, the entropy of the system decreases when the
deformation parameter q is increased. Finally, in addition to other obtained results in
this study, some physical problems which may provide application fields for the TD-

boson gas model are discussed.

Keywords: Boson, Bose systems, Bose-Einstein distribution, deformed Bose gas
model, deformed bosons, quantum symmetries, quantum statistics, statistical

thermodynamics.
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BOLUM 1
GIRIS

Evrende varolan tiim fiziksel olaylar, 19. ylizyila kadar klasik fizigin 6ngordigu
yasa ve kavramlarla agiklanmaya calisilmistir. Makroskopik fiziksel sistemler igin,
Newton’un hareket yasalar1 mekanik olaylarin, Maxwell denklemleri ise elektrik ve
optik olaylarinin agiklanmasinda kullamilmistir. 20. yiizyilin baglarinda yapilan
calismalar sonucunda klasik fizigin yanitlayamadigi sorularin cevaplart kuantum teorisi
denilen yeni bir teori ile incelenmeye baslanmig, makroskopik sistemlerde oldugu gibi
mikroskopik sistemlerin incelemelerinde de basarili sonuglar elde edilmistir (Griffiths,
1995; Apaydin, 2004 a; Karaoglu, 2008; Zettili, 2009).

Mikroskopik fiziksel sistemler, temel olarak kuantum o6zdes pargaciklardan
fermiyonlar ve bozonlar olarak iki sinifta incelenirler. Fermiyonlar 7# birimlerinde
yarim tamsay1 spinlere sahip olup, Fermi-Dirac istatistigi ile incelenirler. Proton, ndtron
ve elektronlar fermiyonlara ornek olarak verilebilir. Ote yandan, bozonlar 7
birimlerinde tamsay1 spinlere sahip olup, Bose-Einstein istatistigi ile incelenirler.
Fotonlar, fononlar ve pargacik fiziginin standart modelinde yer alan kuvvet tasiyicilari
(W, W ve Z° gibi) bozonlara verilebilecek 6rneklerdendir.

Giincel olarak caligilan Bose sistemlerini olusturan fiziksel uygulamalar
icerisinde; etkilesimsiz, zayif ya da giliclii etkilesimli sistemlerin gerek kuantum
mekaniksel gerekse termo-istatistiksel incelemelerine rastlamak miimkiindiir (Corgini
and Sankovich, 1999, 2002; Walser, et al., 1999; Kirson, 2000; Jackeli and Ranninger,
2001; Shimizu and Miyadera, 2001; Giinay, 2002; Ketterle, 2002; Rombouts, et al.,
2002; Schmidth and Schnack, 2002; Carusotto and Castin, 2003; Sitko, 2003; Yan,
2003; Zoido, 2003; Crisan and Grosu, 2005; Blakie, et al., 2007; Ford and O’Connell,
2007; Combescot and Betbeder-Matibet, 2008; Dede, 2008; Gernoth, et al., 2008;
Moseley, et al., 2008; Kuzemsky, 2009; Deeney and O’Leary, 2011; Dupuis and
Rancon, 2011; Li, et al., 2012; Mullin and Sakhel, 2012; Shi-Jie, et al., 2012). Yine
standart bozonlar yerine deforme bozon sistemleri goz Oniine alinarak, dogada ¢ok
pargacik kuantum etkilesmeleri sergileyen karmasik sistemlerin davraniglarinin analiz

edilmesinde, yeni kuantum simetrili modeller de gelistirilmistir (Martin-Delgado, 1991;



Johal and Gupta, 1998; Ubriaco, 1998; Lavagno and Narayana Swamy, 2000, 2010;
Markus and Gambar, 2001; Chang and Chen, 2002; Shu, et al., 2002; Ou and Chen,
2003; Deviren, 2005; Yukalov, 2006; Camacho and Macias, 2007; Zeng, et al., 2011,
2012; Gavrilik and Rebesh, 2007, 2012; Senay, 2012).

Bu tez calismasimin ikinci boliimiinde, Bose sistemlerinin ¢ok genel bazi
kuantum mekaniksel 6zellikleri ele alinacaktir. Bose sistemlerinin kuantum mekaniksel
incelemelerinde, oncelikle N tane 6zdes kuantum pargacigin olusturdugu sistemlerin
simetrilestirme ozellikleri incelenecektir (Griffiths, 1995; Apaydin, 2004 a; Karaoglu,
2008, 2012; Zettili, 2009). Bu sayede fermiyonlarin antisimetrik, bozonlarin ise simetrik
dalga fonksiyonlarina sahip olduklar1 gosterilecektir. Daha sonra, bir-boyutlu standart
bozon salinicilart sistemini tanimlayan operator bagintilar1 ve sistemin Hamiltoniyeni
incelenecektir (Merzbacher, 1970; Sakurai, 1994; Tang, 2005; Atkins and Friedman,
2008; Zettili, 2009). Son olarak, Bose sistemlerinin biiyiik kanonik kiimede biiyiik
boliisiim fonksiyonu ve Bose-Einstein dagilim fonksiyonu elde edilecektir.

Tezin tglincli boliimiinde, ideal Bose gazinin termo-istatistiksel 6zellikleri
incelenecektir (Greiner, et al., 1995; Pathria, 1996; Apaydin, 2004 b; Karaoglu, 2012).
Bu incelemeler igin ilk olarak, ideal Bose gazinin genel termo-istatistiksel
esitliklerinden bazilar1 elde edilerek, yiiksek ve diisiik sicakliklardaki davranisi detayli
bir bicimde ele alinacaktir. Diisiik sicakliklardaki incelemeler sirasinda ideal Bose
gazinin yapisinin bir sonucu olarak ortaya ¢ikan Bose-Einstein yogunlagsmasi olayinin
hem teorik hem de bazi deneysel sonuclari iizerinde kisaca durulacaktir.

Tezin orijinal kismi1 olan dordiincii boliimde, genellestirilmis bir Bose gazi
modeli ele alinacaktir. Bu modele Tamm-Dancoff (TD) bozon gazi modeli adi
verilmistir (Odaka, et al., 1991; Chaturvedi, et al., 1993). TD-bozon gazi modelini
tanimlayan kuantum mekaniksel ozellikler ana hatlariyla incelenerek, modelin bazi
istatistik mekaniksel 6zellikleri elde edilmeye calisilacaktir. Ozel olarak TD-bozon gazi
modelinin  diisiik sicakliklarda genellestirilmis entropi  fonksiyonu {izerinde
yogunlasilacaktir. Bununla birlikte, deformasyon parametresi q’nun sistemin basinct, i¢
enerjisi gibi bazi Onemli istatistik mekaniksel Ozelliklerine olas1 etkileri iizerinde

arastirmalar yapilacaktir.



Tezin son boliimiinde ise dordiincii bdliimde incelenen model Bose gazi
yardimiyla elde edilen sonuglar tartisilacak ve modelin muhtemel uygulama alanlar

uzerinde durulacaktir.



BOLUM 2
BOSE SiISTEMLERININ GENEL KUANTUM MEKANIKSEL OZELLIiKLERI

Bose sistemlerinin genel kuantum mekaniksel 6zelliklerinin incelenecegi bu
boliimde, oncelikle 6zdes pargaciklar konusu ele alinacaktir. Birbirleri ile etkilesmeyen
¢ok sayida oOzdes pargacigin olusturdugu sistemlerle ilgili kuantum mekaniksel
ozellikler ile simetrilestirme ilkesi konular1 incelenecektir. Ozel bir uygulama olarak, iKi
0zdes parcacikli bir kuantum sisteminin sahip olabilecegi dalga fonksiyonunun
ozellikleri incelenecektir. Son olarak, Bose sistemlerinin biiyiik boliisiim fonksiyonu,

dagilim fonksiyonu gibi 6nemli kuantum istatistiksel 6zellikleri ele alinacaktir.
2.1. Ozdes Parcaciklar

Iki 6zdes parcacigimn tiim yapisal ozellikleri (kiitle, elektrik yiikii, spin, ...) ayni
ise bu iki parcacik 6zdestir. Baska bir deyisle, hicbir deneysel yontemle ya da fiziksel
bir dl¢iimle ayirt edilebilmeleri miimkiin degildir (Karaoglu, 2008). Burada 6zellikle
kuantum &zdes pargacik sistemleri ele alinacaktir. Ozdes olan ¢ok sayida parcacigin
olusturdugu bir sistem g6z Oniine alinarak, sistemi olusturan pargaciklarin dalga

fonksiyonlarmin yapist incelenecektir.
2.1.1. Simetrik ve antisimetrik dalga fonksiyonlar

N tane parcaciktan olusan bir sistem icin, sistemi niteleyen dalga fonksiyonu,

lFozl,...,ozN (s X2 XD (2.1)

dir. Burada y, her bir parcacigin konumunu ve spinini, ay’ler ise pargaciklarin
bulunabilecegi kuantum durumlarimi temsil etmektedirler (Karaoglu, 2012). Ote yandan

deneysel olarak gozlenen biiyiikliik, olasilik yogunlugudur:

W G oo )| (22)



Kuantum mekaniginde pargaciklarin ayirt edilemez olusu sdyle ifade edilir
(Karaoglu, 2012): Herhangi iki parcacik tiim ozellikleriyle (konum+spin birlikte) yer

degistirdiginde, bu olasilik yogunlugu degismemelidir. Yani,

2 2
‘LIJQ’]_,...,CYN (’Zl”ZJ’)‘ :‘\Pal,...,aN (’ZJ”ZI’)‘ (23)
kosulunun saglanabilmesi i¢in
\Palx---naN ("'!li ,...,Xj ,...) :a\Paj_:---yaN (""Zj ""’li ,...) (24)

olmalidir. (2.3) ve (2.4) esitliklerinden yararlanarak parcaciklarin yer degistirmeleri

altinda asagidaki sonuglara ulasilir:

laf® =1 ve de a’=1

Y (2.5)

olacaktir. Her iki durum igin (2.5) esitligi su anlama gelmektedir: Pargaciklarin yer
degistirmesi sirasinda, sistemi niteleyen ¥ dalga fonksiyonu ya ayni kalir ya da isaret
degistirir (Karaoglu, 2012). O halde,

lPal,... VO (""li ""’Zj ’) :+\Pa1,...,aN (’Zj e X ’) (26)

\Ilal,_“,aN (---1Zi l"'!Zj 1) :_\Ifal’_“,aN (’ZJ 1"'lzi 1) (27)

olmak tizere (2.6) esitligindeki dalga fonksiyonlarina simetrik, (2.7) esitligindeki dalga
fonksiyonlarina ise antisimetrik dalga fonksiyonu adi verilir.

1940 yilinda Pauli, gorelilik teorisine dayanarak spin ile simetri arasindaki
iligkiyi buldu. Buna gore simetrilestirme ilkesi (Griffiths, 1995; Apaydin, 2004 a;
Karaoglu, 2008, 2012; Zettili, 2009):

(@ Spinleri  7#°nin  tamsay1 katlar1 olan parcaciklar simetrik dalga
fonksiyonlarina sahip olup, bozonlar olarak adlandirilirlar. Ornegin pion,

foton, graviton gibi parcaciklar bozon sinifindandirlar.



(b) Spinleri 7 ’nin yarim tamsay: katlar1 olan pargaciklar antisimetrik dalga
fonksiyonlarma sahip olup, fermiyonlar olarak adlandirilirlar. Ornegin

elektron, proton, ndtron gibi pargaciklar fermiyon sinifindandirlar.

Burada belirtilen simetrilestirme prensibinin somut sonuglarini1 6zel olarak, iki

0zdes parcacikli sistem i¢in incelemek miimkiindiir.
2.1.2. Etkilesmeyen iki parcacikh sistemler

Iki pargacikli, etkilesmeyen bir kuantum sistemi ele alinirsa, sistemi niteleyen

zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi,

h’ I - CNwle w .
_Z_Vl2 ‘P(I’l,rz)—Z—VELP(rl,I’Z)+U(I’1,I’2)\P(I’l,r2)= EY(.L) (28
h 2

seklindedir (Apaydin, 2004 a). Parcaciklar arasinda etkilesme olmadigi icin, her bir
pargacik birbirinden bagimsiz olarak davranir. O halde sistemin toplam potansiyel

enerjisi U(I;, ;) , iki pargacigin potansiyel enerjilerinin toplamidir:
U, 5)=U(R)+U(R) (2.9)
sistemi niteleyen dalga fonksiyonu da
Y1) =wm)w() (2.10)

dir. Burada w(F;) ve w(r,) sirasiyla, konumlari T, ve [, olan parcaciklarin dalga
fonksiyonlaridir. Eger birinci pargacigin y,(f;) ve ikinci parcacigin y, (F,) kuantum

durumlarinda bulunduklari varsayilirsa,

W (10, 5) =y, () w, (1) (2.11)

bulunur (Griffiths, 1995; Apaydin, 2004 a). Pargaciklar kendi aralarinda yer

degistirirlerse,



Py (R, 1) = wa () v, (1) (212)

olacaktir. Pargaciklar 6zdes (ayn1 zamanda m, =m, ), yani birbirinden ayirt edilemeyen

pargaciklar oldugu i¢in hangi par¢acigin hangi kuantum durumunda oldugu bilinemez.
Olgiilebilen bir fiziksel niceligi temsil eden olasilik yogunlugu, parcaciklarin yer
degistirmesinden etkilenmeyecegi i¢in (2.11) ve (2.12) esitlikleri incelenen kuantum
sisteminin kabul edilebilir 6zfonksiyonlar1 olamazlar (Apaydin, 2004 a).

Ote yandan, hem ¥, hem de ¥, , Schrédinger denkleminin ¢oziimleri olduklar

i¢in onlarn,
¥ =W, + V¥, (2.13)

VA=Y, -V, (2.14)

ifadeleri de aym1 Schrodinger denkleminin ¢oziimleridir (Apaydin, 2004 a). Buradaki

W¥*, bozonlar temsil eden simetrik dalga fonksiyonunu, ¥* ise fermiyonlar1 temsil

eden antisimetrik dalga fonksiyonunu gostermektedir. (2.13) ve (2.14) esitlikleri

= B (5) + v B () (215
A = a0 () -y (s (6). 2.16)

olarak elde edilebilir (Apaydin, 2004 a). (2.15) ve (2.16) esitliklerindeki parcaciklar

tekrar yer degistirecek olurlarsa,

¥ = BB () + B (5) @17)

ve



e AOAGEAADE (2.18)

elde edilir. (2.17) ve (2.18) esitliklerinden goriilecegi iizere, W* parcaciklarin yer
degistirmesinden etkilenmezken, W" parcaciklarin yer degistirmesi sonucunda isaret
degistirmistir (Apaydin, 2004 a).

¥° ve W* dalga fonksiyonlarinin olasilik yogunluklaria bakilacak olursa, W*

i¢in olasilik yogunlugu

Ps (R 1) = (¥°)" (¥°) (2.19)
dir. Pargaciklar kendi aralarinda yer degistirdiginde W*° degismeyecegi igin,

Py (5, 1) = (¥°) " (¥°) (2.20)

olur. Yani olasilik yogunlugu degismez. O halde, W* &zdes iki parcacikli bir kuantum
sisteminin kabul edilebilir bir dalga fonksiyonudur. Yukaridaki islem W* icin de
yapilirsa, 6zdes iki pargacikli kuantum sisteminin kabul edilebilir bir dalga fonksiyonu
olabilecegi goriilebilir (Apaydin, 2004 a).

Kuantum 6zdes pargaciklar sistemleri olan bozon ve fermiyonlar i¢in normalize
edilmis o6zfonksiyonlar, yukaridakilere benzer 0Ozelliklere sahiptirler. Bu tez
calismasinda Ozel olarak Bose sistemleri ele alinacagindan asagida standart bozonlarin

diger kuantum o6zelliklerinden bazilari kisaca ele alinacaktir.



2.2. Bir-Boyutlu Standart Bozon Salinicilar: Sistemi

Bir-boyutlu standart bozon salinicilari sistemini tanimlayan kuantum mekaniksel

operator bagintilari,

[4,4"]=1 (2.21)

[4,4]=[a",4"]=0 (2.22)

ile ifade edilirler (Merzbacher, 1970; Sakurai, 1994; Tang, 2005; Atkins and Friedman,

2008; Zettili, 2009). Bu sistemin N ile verilen bozonik say1 operatéri,
N=4a'a (2.23)
ile tanimlanir. Say1 operatoriiniin & ve &° operatorleri ile iligkisi
[N,a]=-4a [N,a"]=4a" (2.24)
bagintilartyla verilir. Say1 operatdriiniin herhangi bir y/, 6zfonksiyonuna etkisi

~

an =Ny, (2.25)

seklindedir. Say1 operatoriiniin (dy,) ve (&'y,) dalga fonksiyonlar iizerine etkisi

incelenirse,
N@y,) = aaaw =(4a" -ay, =a@* a-y, 226
= a(N-Dy, =a(-Dy, = (\-D(@y,)
elde edilir (Atkins and Friedman, 2008). Yani,
Ay, <y, (2.27)

é\“//n—l CWhn o (2'28)
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oldugu gozlenebilir. Bu ozellikten dolayi, & operatorii algaltma ya da yok etme
operatdrii olarak adlandirilir. Benzer sekilde N sayi operatorii (@"y,) dalga

fonksiyonu {izerine etki ederse,
N(@"w,)=(n+D@%,) (2.29)
sonucuna ulagilir (Atkins and Friedman, 2008). Dolayisiyla
aty, oy, (2.30)
AW Wi (2.31)

elde edilir. Bu ylizden 4" operatorii yiikseltme ya da yaratma operatorii olarak

adlandirilir. Bu operatorlerin y/, 6zfonksiyonlarma etkileri asagidaki gibi verilebilecek

basit sematik bir enerji diyagrami {izerinde de gosterilebilir:

L) 7 ) ) Vi
a how 7"
&, * X v,
a hao 7
€ x x V.

Sekil 2.1 & ve A" operatorlerinin i/, 6zfonksiyonlarina etkilerini gosteren basit sematik bir
diyagram.

Burada goriildiigii gibi & ve &" operatorleri kuantum fizigindeki diger
operatorlerden farkly, ilging fiziksel 6zelliklere sahiptirler. Oyle ki bu operatérler, bir
saliniciyr belirli bir enerji diizeyinden hemen bir alttakine ya da hemen bir istteki

kuantum diizeyine ¢ikarabilmektedirler. Bu yilizden bir kuantum diizeyinde %@ miktar

kadar bir enerjiyi olusturabilen &' ’ya yaratma operatorli, Ziw miktarlar1 kadarlik bir
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enerjiyi yok edebilen @ operatoriine de yok etme operatorii adi verilir. Sonug olarak
bunlar, bir titresimi hemen altindaki veya istiindeki komsu bir enerji seviyesine
gecirebilme Ozelliklerine sahiptirler.

(2.21), (2.22), (2.24) esitliklerinden yararlanarak bir-boyutlu standart bozon

salinicilar sisteminin Hamiltoniyeni,
A ~ 1
H=| N +§ ho (2.32)

seklindedir (Merzbacher, 1970; Sakurai, 1994; Tang, 2005; Atkins and Friedman, 2008;

Zettili, 2009). Buradan sistemin Hamiltoniyeninin y, 6zfonksiyonlarina etkisi de

~

Hy, =&y, (2.33)

seklindedir. (2.33) esitligi, bir-boyutlu bozon salinicilari sisteminin zamandan bagimsiz

Schrodinger denklemi olup, £, enerji 6zdegerleri ise,
1
&, = n+§ ho, n=0,123,... (2.34)

ile verilir. Ayrica (2.33) esitligindeki y, Ozfonksiyonlari, Kesim (2.1)’de verilen

ozelliklere sahip simetrik dalga fonksiyonlarindandir. (2.34) ile verilen enerji
spektrumu; alttan sinirli, yari-sonsuz, ardisik diizeyler arasi esit A aralikli fiziksel
ozelliklere sahip bir 6zdeger spektrumudur. Bu sonug, enerjinin £>0 seklinde siirekli
her degeri alabilecegini ongoren klasik yaklagimin aksine (Dereli ve Vergin, 2009),
(2.34) esitligi bir-boyutlu standart bozon salinicilarinin kuantumlu enerji durumlarina
sahip oldugunu gosterir.

Yukarida 6z ve kisa olarak bir-boyutlu bozon salinicilart sisteminin kuantumsal
Ozellikleri ele almmistir. Ayrica bozon salinicilart sisteminin {ig-boyutlu hale
genellestirilmesi de miimkiindiir (Karaoglu, 2008; Zettili, 2009). Genel olarak bozon
salinicilar1 ~ sisteminin  kuantumsal ozellikleri; katithal fiziginde kristal oOrgi
titresimlerinde, atom ve molekiill fiziginde molekiillerin titresim tayflarinin

incelenmesinde ve modellenmesinde sik¢a basvurulan ve kullanilan temel araglardandir.
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Dolayistyla bozon salinicilari sistemleri, pargacik fizigi de dahil olmak {izere fizigin pek
¢ok aragtirma alaninda uygulamalar bulabilen ¢ok 6nemli fiziksel konulardan biridir.
Tezin bundan sonraki kisimlarinda bozon salinicilar1 sistemlerinin diger kuantum

istatistiksel 6zellikleri yogun olarak incelenecektir.
2.3. Bose Sistemlerinin Dagilim Fonksiyonu

Ideal Bose gazi i¢in kanonik kiimede boliisiim fonksiyonu
QuV.T)=>e” (2.35)
g

olarak verilir (Pathria, 1996; Abers, 2004). Burada g =1/k,T, k; Boltzmann sabiti

ve ¢ sistemin enerji 6zdegerlerini temsil etmektedir. Ayrica toplam enerji E = ang

&

ile toplam pargacik sayisi da N = an ile verilir. (2.34) esitligi verilen kosullara gore

yazildiginda,

By nce
Qv T) =) gfn e ~ (2:36)

4 3

olur. Burada g{n,} istatistiksel agirlik faktorii olup, ideal Bose gazi igin g{n,}=1"dir
(Pathria, 1996).

Ote yandan, bir Bose sisteminin biiyiik béliisiim fonksiyonu
Z(zV,T)=> 2"Qu(.T) (2.37)
N=0

seklinde tanimlanir (Pathria, 1996). Burada z, ideal Bose gazinin fugasitesi olup, bir
sonraki bolimde detaylica ele alinacaktir. (2.37) esitligi, (2.36)’dan yararlanarak

asagidaki formda hesaplanabilir:
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1
Z(zV,T)= Hm (2.38)

ile biiyiik kanonik kiimede boliisiim fonksiyonu elde edilir. Buradan

INZ(zV,T)=- In(1-ze") (2.39)

olur. Bose sistemlerinde dagilim fonksiyonunu elde edebilmek igin, N =>(n,)

&

oldugundan sistemin Bose-Einstein dagilim fonksiyonu

(n;)= —%(ag;z ) (2.40)

bagintisindan elde edilebilir (Pathria, 1996). Buradan ortalama pargacik sayisi

1

= - 2.41
") z 7t 1 (241

olarak bulunur (Pathria, 1996). Burada x kimyasal potansiyel olmak iizere fugasite

z =e” oldugundan,

1

(n.) = oA 1 (2.42)

yazilabilir. x=f(e— ) alinirsa Bose sistemlerinin dagilim fonksiyonunun X
parametresine gore degisimi sonlu sicakliklar i¢in Sekil 2.2°deki gibi olur (Grafik i¢in
gerekli olan Fortran yazilimi EK-1’dedir). (2.42)’de verilen standart Bose-Einstein
dagilm fonksiyonu negatif olamayacagi icin, (n.)>0 kosulu saglanmaldir.
Dolayisiyla tim £>0 kuantum durumlar i¢in sistemin kimyasal potansiyeli hi¢bir
zaman pozitif olamaz. Yani standart Bose sistemlerinde 4 <0 olmalidir. Bu gergekten
ve de (2.41)’den yararlanarak fugasitenin standart Bose sistemlerinde 0 ile 1 araliginda

degerler alabilecegi goriiliir.
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Sekil 2.2°de, X — 0’a yaklastig1 durumlarda Bose-Einstein dagilim fonksiyonu
sonsuza gitmektedir. Bu durumun sonucunda, bozonik bir sistemin kimyasal
potansiyelinin daima en distik tek parcacikli durumun enerjisinden daha kiiciik olacagi
anlasilmaktadir. O halde, Bose parcaciklarinin olusturdugu sistemlerde her zaman

1 < & kosulunun saglanacag aciktir (Greiner, et al., 1995).

Sekil 2.2 Standart n=n(X) Bose-Einstein dagilim fonksiyonu (X = (& — 1)).

Yukarida bazi temel kuantum mekaniksel ozellikleri incelenen Bose sistemlerine
ornek olarak, 6zdes bagimsiz parcaciklarin olusturdugu fotonlar toplulugu verilebilir.
Ornegin, T sicakliginda bulunan bir oyugun duvarlari ile 1s11 dengede olan
elektromanyetik 1s1n1m da bir foton gaz1 olarak diisiiniilebilir (Apaydin, 2004 b; Dereli
ve Vergin, 2009). Foton gazinin diger bir uygulamasi olan kara cisim 1s1mas1 problemi
Bose sistemlerinin incelenmesinde 6nemli bir rol oynar. Kara cisim 1simas1 problemi
caligmalar1 sayesinde, foton gazinin kuantum mekaniksel yonlerinden bazilar1 ortaya
cikarilabilmistir. Foton gazinin enerjisinin kuantumlu (ya da kesikli) oldugu ilk kez M.

Planck tarafindan teorik olarak ortaya konmustur (Karaoglu, 2008). Boylece daha 6nce
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klasik fizik yontemlerle (6rnegin Rayleigh-Jeans ve Wien tarafindan yapilan
incelemelerde oldugu gibi) kara cisim 1s1mast problemi c¢oziimiindeki eksiklikler,
Planck’in hipotezi sonucunda deneylerle uyumlu bir sekilde agiklanabilmistir. Kara
cisim 1s1masinda, bir oyuk igerisindeki elektromanyetik alan salinimlarinin kuantum
mekaniksel incelemelerinde bir model olarak kuantum harmonik salinict sistemleri de
kullanilmistir. Diger yandan, kristal 6rgii yapilarinda tek tek atomlarin denge konumlar1
civarindaki titresim hareketleri de kuantum harmonik salinici modeli ile incelenebilen
diger Bose sistemlerine 6rneklerdendir (Karaoglu, 2008, 2012; Dereli ve Vergin, 2009).

Yukaridaki bilgiler 1s1ginda {igiincii bolimde, ideal Bose gazinin diger termo-

istatistiksel ozellikleri detayli olarak ele alinacaktir.
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BOLUM 3
IDEAL BOSE GAZININ TERMO-ISTATISTIKSEL OZELLIKLERI

Klasik istatistiksel yaklasim, bircok fiziksel sistemin makroskopik yapisini iyi
bir yaklasiklikla verebilmektedir. Fakat maddenin kuantum yapisinin 6ne ¢iktig1 bir¢ok
fiziksel olay, klasik istatistik mekanikle agiklanamamaktadir (Karaoglu, 2012).

Kuantum sistemleri i¢in, ilgilenilen pargaciklarin daha Onceki bdliimde
belirtildigi gibi ayirt edilemez olusu ve enerjinin kuantumlanmasi sebebiyle Bose
sistemleri i¢in yapilacak incelemelerde kuantum istatistik mekanigi kullanilmaktadir.
Bu sebeple Kesim (2.3)’de yapilan incelemelerde biiyiik kanonik kiime tanimlanmis ve
Bose sistemleri i¢in gerekli baz1 temel kuantum mekaniksel 6zellikler incelenmistir.

Bu boliimde, ideal bir Bose gazinin olusturdugu sistemin, dncelikle genel termo-
istatistiksel ozellikleri incelenecek, sonrasinda ise yliksek ve diislik sicakliklarda ideal
Bose gazinin davranist ile ilgili termo-istatistiksel esitlikler elde edilecektir. Son olarak,
ideal Bose gazinin diisiik sicakliklarda ortaya c¢ikan ilging bir 6zelligi olarak Bose-

Einstein yogunlagmasi olay1 kisaca ele alinacaktir.
3.1. ideal Bose Gazinin Genel Termo-istatistiksel Ozellikleri

Ikinci boliimde (2.38) esitligi ile verilen biiyiik kanonik kiimede boliisiim

fonksiyonu ve Bose sistemlerinin dagilim fonksiyonu ((2.42) esitligi) kullanilirsa,

%E |nz(z,v,T):—Zg:In(1—ze“’€) (3.1)

1
N=2 @2

olur (Pathria, 1996). N toplam parcacik sayisinin ve V hacminin ¢ok biiyiik oldugu
hallerde tek-pargacik kuantum durumlarinin spektrumu neredeyse siirekli hale gelir. Bu

yiizden (3.1) ve (3.2) esitliklerindeki toplam, integral ile yer degistirebilir (Huang, 1987,
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Greiner, et al., 1995; Pathria, 1996). Bu doniisiimiin saglanabilmesi i¢in £ ile £+dg

arasinda bulunan durum yogunlugu,
a(e)de = 27V /h®)(2m)* 2 2de (3.3)

dir (Pathria, 1996). (3.3) esitligi, (3.1) ve (3.2) esitliklerinde kullanildiginda toplam
integrale doniistiiriilebilir. Ancak bu esitliklerdeki toplamin integrale doniistiiriilmesi
sirasinda & =0 taban enerji diizeyindeki agirlig1 istemeden sifir aliyoruz. Bu yanlistir
¢linkii kuantum mekaniksel bu diizeltmede, sistemdeki dejenere olmamis tek parcacikli
durumun istatistiksel agirhigmin 1 alinmasi gerekmektedir. O halde, (3.1) ve (3.2)
esitlikleri (3.3) esitligi kullanilarak integrale doniistiiriilmeden 6nce, bu temel durumun

toplam igerisinden ¢ikarilmasi gerekir (Pathria, 1996). Boylece,

0

P 2r 3/2." 1/2 ~pe 1
=== (2m In(1-ze de——=In(l-z 3.4
KT h3( ) 3 ( )de Y, (1-72) (3.4)

0

ve

*, 1/2
ﬂ—z—”(Zm)mJ‘ g de 1 1z (3.5)

vV h dzte” 1V -2
elde edilir. (3.4) ve (3.5) esitliklerinin integral disinda kalan kisimlart £ =0 taban
enerji diizeyinden gelen katkilardir. Bu katkilarin 6nemi hakkinda daha fazla agiklama
yapilacak olursa, z <<1 oldugunda ilgilenilen durumlar klasik limitteki incelemelerden
cok farkli olmayacaktir. Yani bu terimlerin her biri (1/N)’nin yaninda katki
saglamayacagindan ihmal edilebilirler. Ancak z artarak maksimum degeri olan 1’e
yaklagtig1 varsayilirsa, (3.5) esitliginde bulunan z/(1—2z)V terimi (N,/V)’ye (N,,
£ =0 taban durumunda bulunan parcacik sayisi) 6zdes olacaktir ve (N,/V), (N/V)

kesri yaninda 6nemli hale gelecektir. &=0 taban enerji durumu iizerinde verilen
parcaciklarin  makroskopik kesrindeki bu birikim incelemeyi Bose-Einstein

yogunlagmasi olayina gotiriir (Pathria, 1996). (3.4) ve (3.5) esitliklerinde
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Be = p(p?12m) =x degisken degistirmesi ile birlikte kismi integrasyon uygulanirsa,
gerekli ara islemlerden sonra
P 27 (2mk

T2 1 1
T h3B jx In(1- ze‘x)dx=?g5,2(z) (3.6)
B

0

elde edilebilir (Pathria, 1996). Bir not olarak ifade edilmelidir ki, (3.6)’min eclde
edilisinde z/(1-z)=N, ve bodylece z=N,/(N,+1) oldugundan dolayr (3.4)
esitligindeki {V " In(1—2)} terimi {-V'In(N,+1)} e esit olacaktir. (3.4) esitliginde
taban durumu enerjisinden gelen terim integrale herhangi bir katki saglamayacagi igin
(3.6) esitliginde z ’nin tiim degerlerinde ihmal edilebilir ve esitlikten tamamen atilabilir.

Diger taraftan benzer doniisimler (3.5) esitliginde de distiniiliirse, gerekli ara

islemlerden sonra

N-N, 27(2mk.T)¥?7t x¥2dx 1
V 2 = ( h3B ) -“Z_lex_]-:?gB/Z(z) (37)

0

formu elde edilebilir (Pathria, 1996). (3.6) ve (3.7) esitliklerindeki integrallerin

¢oziimlerinden elde edilen, g.,,(z) ve 0,,(z) olarak verilen standart Bose-Einstein
fonksiyonlar1
© 0
x"tdx 7!

1
7) = =y —, 0<z<1 3.8
gn( ) T(n) 6'.Z—lex _1 = In ( )

seklinde tammlanirlar (Pathria, 1996). Ozel olarak n=5/2 ve n=3/2 alinirsa,

© |
Us/2(2) = ZI% (3.9
I=1

o |
93/2(2) = leT (3.10)
I=1
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olurlar. Standart g.,(z) ve g,,(z) fonksiyonlarinin z ile degisimi Sekil 3.1°dedir (Ek-
2 ve Ek-3’de bu fonksiyonlarin grafigi ile ilgili Fortran yazilimi verilmistir). ¢.,(z) ve
0,,(2); 0<z <1 degerlerinde degisebilen, pozitif degerlere sahip olan ve z’nin artigina

gore monoton olarak artan fonksiyonlardir (Huang, 1987; Pathria, 1996). Sekil 3.1°deki

grafige gore, z 'nin ¢ok kiiciikk degerlerinde ¢.,(Z) ~ 0,,(z) olmaktadir. Ayrica genel

olarak g,,(z) > g.,(z) oldugu da goriilmektedir.

25 —
g.,(2) - ;
1
— 1
2 |e---- n=3/2 /
!
n=>5/2 ,
7 /
/
/
1.5 — /
/
7/
/
T 4
7/
7/
d
1 — ’
rd
4
rd
— ’,
'
-
05 — -
0 | I I | 1 | | | I |
0 02 04 06 08 1
A

Sekil 3.1 Standart g = g,,(z) fonksiyonlarinin fugasiteye gore degisimi.

Ayrica Sekil 3.2°de de goruldigi gibi ideal Bose gazi igin fugasite 0<z<1
araligindadir (Greiner, et al., 1995; Pathria, 1996). Bose sistemlerinde fugasitenin
alabilecegi en biiyiik deger 1°dir. Asagida z ’nin (V /NA) ’iin bir fonksiyonu olarak
degisimi gosterilmektedir. Burada A=h/(2zmk,T)"? ile tamimli olup, termal

dalgaboyu olarak adlandirilirlar (Pathria, 1996). Sekil 3.2°de z, (V/NZ®) ile iliskili

oldugundan, daha basit olarak T%¥? ile degisiminin tamimlanmasi da olasidir.
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0<(V/N2)<(2612)" araliginda iken, O0<T <T, ve z=1 oldugu Sekil 3.2°de
goriilmektedir.  (V/NA)>>1 oldugunda, @,,(z)<1 ve bdylece z<<1’dir. Bu
kosullar altinda Q,,,(z) =z oldugu da incelemeler sonucunda goriilebilir. Bdylece bu

bolgede klasik durumla uyumlu olarak z = (V /NA*) " dir (Pathria, 1996).

T 1.0 : Z:(V!;N)g)q
z :
0.5 !
0 L I I I
0 1 1.0 20
2.612
(V/N}LB)_)

Sekil 3.2 (V /NA*) parametresinin bir fonksiyonu olarak ideal Bose gazinin fugasitesi (Pathria,
1996).

Diger yandan ideal Bose gazi i¢in i¢ enerji, (3.1) ve (3.6) esitlikleri yardimiyla

0 3. _V
U =—(£|nzjw =§kBTng/z(z) (3.11)

seklinde bulunur (Pathria, 1996). Dolayisiyla (3.6) esitliginden tekrar yararlanilirsa

basing ile i¢ enerji arasinda

2(U
P= §(V) (3.12)

iliskisinin oldugu goriilebilir. Bdylece yukarida, goreli olmayan hizlarda Bose
parcaciklarinin olusturdugu ideal varsayilan bir Bose gazinin ortalama parcacik sayisini,

basincini, i¢ enerjisini veren ifadeler incelenmistir.
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3.1.1. Yiiksek sicakliklarda ideal Bose gazinin davramsi

Yukarida verilen Sekil 3.2°den de gozlenebilecegi lizere, kimyasal potansiyel ve
sistemin sicakligina bagli olan fugasitenin (V /NA?) ile degisimi incelendiginde yiiksek
sicakliklarda giderek azalan degerlere sahip oldugu ortaya ¢ikar. Yani fiziksel olarak
Z <<1 degerlerinde, sistemin yiiksek sicakliklardaki termo-istatistiksel ozellikleri ele
alinacagi anlasilir. Bu gercekten hareketle z <<1 igin (3.7) esitliginde N,, N ’nin
yaninda ihmal edilebilir. Buradan (3.7) esitligi, sistemin hal denklemini belirlemek
tizere (3.6) esitligi ile beraber kullanilabilir. Yiiksek sicakliklarda Bose gazinin

olusturdugu sistemin durum ya da hal denkleminin virial agilima,

-1
PV < 2
NkgT Z.:l I(vj (3.13)

formundadir (Greiner, et al., 1995; Pathria, 1996). Burada v =V /N 6z hacim, a, ’ler

ise virial katsayilaridir. Buna gore ilk dort virial katsayisi,

a =1
g -1
N
q :_(i_l) (3.14)
3 9v/3 8

PN S,

32 322 26
seklindedir (Pathria, 1996). Bu katsayilardan birincisi klasik durumlari yani ideal gaz
sonucunu vermektedir. Ikinci ve daha sonraki tiim virial katsayilari ise ideal gaz
yasasina diizeltme terimleri olarak yorumlanabilir. Ornegin ideal gaz yasasma ilk
diizeltme terimi olan a, katsayisi fiziksel olarak sistemdeki pargaciklar arasinda birinci
mertebeden etkilesme terimi olarak g6z Oniine almir. Bu bakimlardan virial

katsayilarinin hesaplanmasi sistemin fiziksel yapisim1 anlamada ¢ok 6nemli ipuglari

verir. Benzer sekilde sabit hacimdeki 6z 1s1,
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0 B 3\I-1
c, 1 (GU) _3ys-a (7 15
NkB NkB aT N,V 2 2 | %4

1=0
dir (Pathria, 1996). T — «’a gittiginde (ya da 4 — 0’a gittiginde) hem basing hem de
gazin Oz 1s1s1 sirastyla ngT ve % Nk, olan klasik degerlerine yaklasirlar.

Yiiksek sicakliklarda sabit hacimdeki 6z 1s1y1 elde edebilmek icin (3.7), (3.11)
ve (3.15) esitlikleri kullanilirsa

Gy _ 0 |(3+9s52(2)
Nkg aT KZT J3/2(2) ):|v (319

elde edilir (Greiner, et al., 1995; Pathria, 1996). Bu esitligin ¢6ziimiinde Bose-Einstein

fonksiyonlart i¢in taniml

0

1
593/2(2) :Egllz(z) (3.17)

tekrarlama bagintis1 (Huang, 1987; Pathria, 1996) kullanildiginda,

Cy _15 Us2(2) 9 052(2)

(3.18)
Nkg 4 93,(2) 4 042(2)
elde edilir.
Yiiksek sicakliklarda son olarak ideal Bose gazinin entropisi incelenirse
U-TS+PV =Ny (3.19)

termodinamik bagintisindan ve (3.12), (3.13) esitliklerinden yararlanilirsa sistemin

entropisi,

S :§ 9s/2(2) ]
Nkg  2d3,(2)

nz (3.20)



23

seklinde elde edilir (Apaydin, 2004 b; Pathria, 1996).

3.1.2. Diisiik sicakliklarda ideal Bose gazinin davramsi

ideal oldugu varsayilan bir Bose gazinda, sistemin sicaklig1 diistiigiinde (A4*/v)
degeri artacagindan (3.13) ve (3.15) esitlikleri kullanilamaz. Bu durumda uyarilmis

enerji diizeyindeki parcacik sayisi N., (3.7) esitliginden yararlanarak

27k T)%
N, :V( ﬂmh?, ) 93/2(2) (3.21)

olarak elde edilir (Pathria, 1996). (3.10) esitliginde verilen @;,,(z) tanimindan

yararlanarak z =1 alinirsa,

1 1 3
g3/2(1):1+ﬁ+33T+"'E§(5)52'612 (322)

olur ki bu da, &(3/2) Riemann zeta fonksiyonuna denktir (Pathria, 1996). Ayni
zamanda Sekil 3.2’den de cikarilabilecek olan bu sonug, ideal oldugu varsayilan bir
Bose gazinda fugasite (z)’nin daima birden kii¢iikk degerler aldigint ve g;,,(z) 'nin de
z =1’de tstten smirlt oldugunu, sonlu bir degere yakinsadigini gosterir. Dolayisiyla
fiziksel olarak sistemde z’nin bir ve bire yakin degerlerinde diisiik sicakliklar gdz oniine
almiyor demektir. Bdylece asagida verilen (3.23) ve (3.25) esitliklerinden de
anlagilacagi tizere (N,/N) kesri biiyiiyeceginden parcaciklar arasi ortalama uzaklik
gorece giderek azalacaktir. Sistem bu noktadan itibaren yogun faza dogru (yani Bose-
Einstein yogunlagmasina dogru) ilerleyecektir.

Ote yandan (3.21) esitliginde z =1 almnirsa,

27mk,T)%?
Ne:V( ”mh§ ) 5@) (3.23)

olur. Bu durumda taban enerji diizeyindeki pargacik sayisi, (N =N, +N,) esitligi

geregi
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3/2
No =N -{v (Z”mEET) & @} (3.24)

olarak elde edilir. (3.7) ve (3.22) esitliklerinden

h N 2/3
T<T, = (3.25)
27k (V§(3/ 2))

oldugu goriilebilir (Pathria, 1996). Burada T, kritik sicaklik olarak adlandirilir. ideal

Bose gazi i¢in T, kritik sicakligi onemlidir. T < T, oldugu durumlarda, ideal Bose gazi

sistemi iki farkli fazin bir karisimi olarak diisiiniilebilir (Pathria, 1996):

() Normal faz; wuyartlmis durumlar (£#0) {izerine dagilmis N
{= N(T /T.)**} pargaciklarmni igeren bir fazdir.

e

(i)  Yogun faz; taban durumunda (&=0) biriken N, {=N —N.} parcaciklarini
igeren bir fazdir.

Sekil 3.3’de, birbirlerini biitiinleyici (N,/N) ve (N,/N) kesirlerinin (T /T,) ile

degisimi gosterilmektedir. T >T, icin, sadece normal fazin oldugu, taban durumundaki

parcacik sayisinin toplam parcacik sayist N ’ye kiyasla ithmal edilebilecegi goriilebilir.

Agik bir bicimde, bu durum T =T, noktasinda tekildir. T — T, ’ye dogru giderken

yogun fazi ifade eden kesir asagidaki gibi sifirlanir (Pathria, 1996):

3/2
N, =1- T z§ T T (3.26)
N T 20 T

c C

Ayrica Sekil 3.2°de de verildigi iizere, Z =1 durumuna karsilik gelen sicakliga
bazen Bose sicaklift ya da kritik sicaklik (T)) adlari da verilir. Sistem bu ve bundan

daha kiictik sicakliklarda yogunlasma fazinda kalacak demektir.



0 1.0
(I'/T)—>

Sekil 3.3 (T/T,) nin bir fonksiyonu olarak normal faz (N,/N) ve yogun faz (N,/N)
kesirlerinin degigimi (Burada (N, /N) kesri 1 egrisi ile verilen normal faz kesrini,

(N,/N) ise 2 egrisi ile verilen yogun faz kesrini gostermektedir.) (Pathria, 1996).

Ote yandan, ideal Bose gazinin diisiik sicakliklarda basincinin belirlenebilmesi
icin (3.6) ve (3.25) esitlikleri ile

_SG/(N, ) N
PI) =552 (v kBTC) = 0.5134(\/ kBTC) (3.27)

olarak elde edilir (Pathria, 1996).
Ideal Bose gazinin diisiik sicakliklarda 6z 1s1s1 ise, (3.15) ve (3.27) esitlikleri

kullanilarak

15 (5
o £ 29

dir ve burada 6z 1smm T¥? ile orantili oldugu acik¢a goriilebilir (Pathria, 1996).

T =T, oldugunda bu esitlik (3.25) esitliginden de yararlanarak

C (M) _156(5/2) _4 g
Nk 4 £(3B/2)

(3.29)

25
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degerini almaktadir (Paathria, 1996). (3.18) ve (3.28)’de verilen, sirasiyla yiiksek ve

diisiik sicakliklardaki 6z 1s1 ifadeleri birlikte diigiiniiliirse, bunlarin sicaklikla degisimleri
Sekil 3.4°deki gibidir. T <T, durumunda 6z 1s1 T*? ile orantili olarak maksimum
degerine kadar artis gostermekte, T =T_ kritik sicakligina ulastiginda maksimum degeri

olan 1.925 degerini almaktadir. T —o0’a gittiginde ise ideal bir gazin klasik 6z 1s1
degerine yaklagmaktadir (Greiner, et al., 1995). Ayrica sivi helyumun faz gecislerinin
incelemeleri sirasinda C, = f(T) degisiminin seklinden dolay1 A -gegisi tanimlanmus,
bu gegisin meydana geldigi sicakliga da A -noktast adi verilmistir (Pathria, 1996). Bu
sonug da Sekil 3.4’e deneysel agidan bir katki olarak algilanabilir.

1.925

T ] S— A

(C,, / Nky)

] ]
2
(I'/T,) —>

et = = o e

('S ]

Sekil 3.4 (T /T,) *nin fonksiyonu olarak ideal Bose gazinin 6z 1s1s1 (Pathria, 1996).

Son olarak diisiik sicakliklarda sistemin entropisi (3.19)’dan da yararlanarak,

S S5v
N—kB = EFC"&(S/Z) (3.30)

seklinde £(5/2) Riemann zeta fonksiyonlari cinsinden elde edilebilir (Pathria, 1996).
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3.2. Bose-Einstein Yogunlasmasi

Bose sistemlerinin sergiledigi ilging istatistik mekaniksel olaylardan biri olarak
Bose-Einstein yogunlagmasi gosterilebilir. Bose-Einstein yogunlagsmasi olaymin temel
fiziksel dayanaklar1 ve Bose sistemlerinin diger bazi uygulamalar1 asagidaki gibi
Ozetlenebilir: Klasik istatistik mekanigin aciklamakta yetersiz kaldigi Bose-Einstein
yogunlagmast olayini kuantum istatistiksel agidan inceleyebilmek adina, Kesim (2.3)’de
elde edilen (2.42) esitligi ile Kesim (3.1)’de elde edilen (3.5) esitliklerinden

yararlanilabilir. Buradan

1

()= Fem 4 (3:31)

ile verilen standart Bose-Einstein dagilim fonksiyonunda z =1 (veya z=0) alinirsa,

1

)=z (3.32)
elde edilir. Yine £ =0 durumunda (3.31) esitligi
1

(M) =z (3.33)

formunu alir. O halde (3.32) esitliginden goriilecegi tizere £ =0 enerjili taban durumu

i¢in (n,) — o ’a gitmektedir. Dolayisiyla bozonlar igin Pauli disarlama ilkesinin gegerli

olmadig aciktir. Yani herhangi bir enerji durumunda keyfi sayida bozon bulunabilir.
Diistik sicakliklarda tutulan bir bozon sisteminin tiim parcaciklarinin ayni taban enerji
durumunda bulunma olasiliklar1 daha yiiksektir (Dereli ve Vergin, 2009). Bu durum
fiziksel agidan yorumlanacak olursa, bozonlarin hep birlikte sifir enerji ve momentumlu
taban durumuna inme egilimleri var demektir. Bose-Einstein yogunlagsmasi olarak
bilinen bu olay, kuantumsal bir etkinin makroskopik olarak gozlenebilecegi ender
olaylardan biridir (Karaoglu, 2012).

Diger yandan, Kesim (3.1)’de elde edilen (3.2) esitligi, (3.5) esitligine

dontistiiriilirken toplam parcacik sayisi
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1 1 1
N= Zgleﬂ(g‘“) -1 B o Pu _]_+ Ze/)’(S—y) -1 (3.34)

g#0

olarak diistintilmistiir. Bu esitlikte de var olan ve (3.33) ile de verilen ilk terim, taban
durumundaki ortalama bozon sayisini temsil etmektedir. O halde (3.5) esitligi, tim
sicakliklar icin gecerlidir. Ote yandan, Kesim (3.1.2)’de elde edilen (3.26) esitligi ele
alindiginda, T < T, durumunda taban enerji diizeyinde bulunan toplam parcacik sayisi
N, giderek artmakta ve T =0 oldugunda ise, tiim pargaciklar taban durumunda
bulunmaktadirlar. Bu durum Sekil 3.4’de T < T, durumunda 2 egrisi ile N, > N ’ye
gidecegi agikca gosterilmistir.

Bose-Einstein yogunlagmas1 fikri, teorik olarak Bose istatistiginin atomik
gazlara uygulanmasi ile Einstein tarafindan 1925 yilinda 6ngoriilmistiir (Helrich, 2009).
Ancak Bose-Einstein yogunlagmasinin deneysel olarak gozlenebilmesi uzun zaman
almistir.  Oyle ki bu ¢alismalardan en gdze carpan deneysel basari, 8Rb atomlar
tizerindeki Bose-Einstein yogunlagsmasi arastirmalarinda ortaya konmustur (Basdevant
and Dalibard, 2002; Schwabl, 2006). Bu konu, giiniimiizde halen aktif olarak
calisilmaya devam edilen, 6nemli kuantum istatistiksel olaylardan biridir.

Bu boéliimde incelenen ideal Bose gazinin termo-istatistiksel fonksiyonlari, bir
sonraki bolimde incelenecek olan 6zel genellestirilmis bir Bose gazi modelinin

arastirtlmasinda yardimci olacaktir.
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BOLUM 4

GENELLESTIRILMIS BiR BOSE GAZI MODELININ BAZI iSTATISTIK
MEKANIKSEL OZELLIKLERI

Bu boliimde, Bose sistemlerinin istatistik mekaniksel uygulamalarina bir 6rnek
olarak, ozel bir genellestirilmis Bose gazi modeli ele alinacaktir. Esasen bu model,
daha once Kesim (2.2)’de incelenen standart bozon salinicilart sisteminin bir
deformasyonundan ibarettir.  Burada s6z konusu modelin tanimlayict kuantum
ozelliklerinden baslayarak, bazi genel istatistik mekaniksel 6zellikleri modele 6zel
deformasyon parametresi cinsinden incelenecektir. Modele ait genellestirilmis
istatistiksel dagilim fonksiyonu c¢ikartilarak, V hacminde N tane deforme bozon
pargacigindan olusan sistemin basinci, i¢ enerjisi, entropisi gibi bazi 6nemli istatistik
mekaniksel 6zellikleri iizerinde incelemeler yapilacaktir. Son olarak, modelin diisiik

sicakliklar limitinde genellestirilmis entropi fonksiyonunun davranisi incelenecektir.
4.1. TD-Bozon Gazi Modeli

Bir boyutlu Tamm-Dancoff (TD) bozon salinicilart modeli asagidaki kuantum
cebirsel ozelliklerle tanimlanir (Odaka, et al., 1991; Chaturvedi, et al., 1993):

aat-qlata=q"# (4.)
[N,a]=-a [N,a*]=2a" (4.2)

Burada a2 ve a*, modelin genellestirilmis bozonik yok etme ve yaratma operatorlerini
temsil etmektedirler. N bozonik sayl operatoriini, H *de séz konusu operator
cebirinin merkezsel elemanini gdstermektedir. Ote yandan  parametresi reel ve
pozitif bir parametre olup bu tezde bundan sonra g >1 olan bdlgelerdeki degerleri
alinacaktir. (4.1) ve (4.2) esitliklerinde 6zel olarak q=1 limiti ele alindiginda, standart

bozon salinicilart sistemine ait (2.21)-(2.24) esitliklerine ulasilir. Béylece TD-bozon
modelinin, standart bozon operatorlerini genellestiren bir yapiya sahip oldugu

goriilebilir. Literatiirde calisilan diger genellestirilmis Bose gazi modelleri (Martin-
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Delgado, 1991; Johal and Gupta, 1998; Ubriaco, 1998; Lavagno and Narayana Swamy,
2000, 2010; Markus and Gambar, 2001; Chang and Chen, 2002; Shu, et al., 2002; Ou
and Chen, 2003; Deviren, 2005; Yukalov, 2006; Camacho and Macias, 2007; Algin and
Arslan, 2008; Zeng, et al., 2011, 2012; Gavrilik and Rebesh, 2012; Senay, 2012) g6z
Oniline alindiginda, (4.1) ve (4.2)’deki TD-bozon gazi modelinin istatistik mekaniksel
yonleriyle daha az ¢alisildig1 goriilmektedir. Iste bu noktadan hareketle bu tezin orijinal
kismini olusturan bu kesimde, modelin miimkiin olan diger bazi istatistik mekaniksel
ozelliklerini ortaya c¢ikarmak ve ideal Bose gazindan farklarimi  bulmak
amaclanmaktadir.

(4.1) ve (4.2) ecsitliklerinde verilen TD-bozon salinicilart  modelinin

genellestirilmis bozonik say1 operatorii

+

=[N]=N#q " (43)

QP
D)

ile tanimlidir (Odaka, et al., 1991; Chaturvedi, et al., 1993). Bunun spektrumu da
[N]=nhq "™, n=0,12, .. (4.4)

seklindedir. Burada h, reel pozitif bir sabittir. Ote yandan, TD-bozon salinicilart

sisteminin 6zel olarak Hamiltoniyeni ile ilgilenirse, sistemin

~ 1 LKL LR
H =§(a a‘+a’a) (4.5)
seklinde  Hamiltoniyeni  segilebilir. Gerek bu Hamiltoniyenin  gerekse

L

{3, a‘, N, I } operatorlerinin Fock uzayindaki kuantum mekaniksel temsilleri,

|n, h> ortonormal 6zfonksiyonlar olmak lizere asagidaki gibidir (Odaka, et al., 1991;

Chaturvedi, et al., 1993; Algin and Ilik, 2013):
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aln,h) =nhq ™ |n-1, h) 410, h)=0 (4.6)

a*[n, hy=+y/(n+1)hg ™" [n+1, h) (.7)

H |n, hy=h|n, h) N [n, hy=n|n, h) (4.8)
Hn, h)=¢, |n, h)

&n :gq‘”[n (q+D+1], n=0,1, 2, ... (4.9)

Yukarida (4.9) esitliginden de goriilecegi lizere TD-Bozon gazi modelinin enerji
spektrumu Kesim (2.2)’de verilen standart bozonlarin enerji spektrumlarindan ¢ok daha
farklidir.  Ozel olarak (4.6)-(4.9) esitliklerinde =1 limiti alinirsa, Kesim (2.2)’de
verilen standart bozon salinicilari sistemine karsilik gelen operator temsilleri elde
edilebilir. TD-bozon salinicilart modeli i¢in bir bagka 6nemli kuantum 6zelligi de, (4.9)
esitliginde N — oo limiti géz Oniine alinirsa yiiksek enerjilerde modelin aniden sifira
giden bir spektrum Ozelligi sergilemis olmasidir. Modelin (4.9) ile verilen enerji
spektrumu tizerine diger bazi kuantum 6zellikler de daha 6nce galisilmistir (Gavrilik
and Rebesh, 2007).

(4.1)-(4.9) esitlikleriyle verilen TD-bozon gaz1 modeli 6zellikle q >1 bdlgesinde
gerek ideal Bose gazindan gerekse literatiirde calisilan diger genellestirilmis Bose gazi
modellerinden farkli kuantum istatistiksel 6zellikler sergilemektedir (Algin and Ilik,
2013). Ne var ki, istatistik mekaniksel olarak yukaridaki TD-bozon salinicilarinin
olusturdugu genellestirilmis Bose gazi modeli tiim yonleriyle derinlemesine
calisiimamistir.

Bundan sonra (4.1)-(4.4) esitlikleriyle tanimlanan TD-bozon gazi modelinin bazi
Oonemli istatistik mekaniksel 6zellikleri elde edilecek ve bulunan sonuglar hem ideal
Bose gazi hem de literatiirdeki diger genellestirilmis bozon gazi modelleriyle

kiyaslanacaktir.
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4.2. TD-Bozon Gaz1 Modelinin Bazi istatistik Mekaniksel Ozellikleri

Bu kesimde TD-bozon gazi modelinin istatistiksel dagilim fonksiyonundan
basglayarak bazi genel istatistik mekaniksel fonksiyonlari, modele ait deformasyon
parametresi cinsinden ¢ikarilacaktir. Bdylece incelenen Bose gazi modeline ait olasi
yeni fiziksel sonucglar bulunmaya caligilacaktir. Literatiirde daha dnce ayni modelin
kismen de olsa bazi istatistik mekaniksel 6zellikleri incelenmistir (Gavrilik and Rebesh,
2012). Ne yazik ki modelle ilgili olarak dagilim fonksiyonu da dahil olmak iizere
derinlemesine, hem diisiik hem de yiiksek sicakliklarda termo-istatistiksel bakimdan
incelemeleri heniiz yapilmamistir. Iste bu tezde modelle ilgili bu acik noktalara bazi
katkilar yapabilmek amaglanmaktadir. Bunun i¢in oncelikle birbirleriyle etkilesmeyen,
(4.1)-(4.4) bagintilarin1  saglayan genellestirilmis bozon salinicilar  sisteminin

Hamiltoniyeninin
Heg =Z(8i - N, (4.10)
i

seklinde oldugunu kabul edilebilir (Algin and Ilik, 2013). Bu esitlikte i. kuantum
durumundaki par¢acigin kinetik enerjisi &;’dir. u ise sistemin kimyasal potansiyelidir.
Dikkat edilirse (4.10) esitligindeki Hamiltoniyen, modele ait (4.3) esitliginde verilen
genellestirilmis  say1r  operatoriiniin ~ formu nedeniyle o6ziinde, deforme bir
Hamiltoniyendir. TD-bozon gazi modelinin istatistiksel dagilim fonksiyonunu bulmak

icin, N; q ile modelin genellestirilmis ortalama iggal sayis1 gosterilirse

1 -pH ¢ 1 —BHn 2 +2
[”i,q]zzTr{e ﬂHB[Ni]}=zTr{e FHeata} (4.11)

bagintisindan elde edilebilir (Lee and Yu, 1992; Tuszynski, et al., 1992). Burada

Z=Tr(e” HB) ile tanimhidir. (4.1)-(4.4), (4.10), (4.11) esitliklerinde verilen ifadeler

kullanilirsa TD-bozon gazi modeline ait genellestirilmis istatistiksel dagilim fonksiyonu

asagidaki formda elde edilebilir (Algin and Ilik, 2013):
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q—l
n:n(ﬁ,q)zﬁ (412)

Burada 77 = (s — 1) ile tanimli olup, i kuantum indisi kolaylik olsun diye gdz 6niine
alinmamustir. (4.12) esitligi esasen, TD-bozon gazi modeline ait genellestirilmis Bose-
Einstein dagilim fonksiyonudur. (4.12)’de 6zel olarak g=1 limiti alindiginda ideal
Bose gazinin dagilim fonksiyonu elde edilebilir. Ne var ki bu tez ¢alismasinda q>1
bolgesindeki degerleri gdz Oniine alinacaktir. Boylece (4.12) esitligi ile verilen dagilim
fonksiyonuna sahip model, gerck ideal Bose gazindan gerckse genellestirilmis diger
Bose gazi modellerinden farkli istatistik mekaniksel Ozellikler ortaya koyacagi
beklenebilir. Bu baglamda, Sekil 4.1°de (4.12) esitligi ile verilen genellestirilmis

istatistiksel dagilim fonksiyonunun 7 ve q parametrelerinin fonksiyonu olarak

degisimi gosterilmistir (Grafik igin gerekli Fortran yazilim1 Ek-4 ile verilmektedir).
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Sekil 4.1 Genellestirilmis n=n(7,q) Bose-Einstein dagilim fonksiyonunun 0<7<3 ve
1<q<10 araliginda sonlu sicakliklar i¢in degisimi.
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Ote yandan (4.12) esitliginden yararlanarak, sistemin biiyiik béoliisiim
fonksiyonunun logaritmast

InZ =—Zln(1—q‘1ze‘ﬁg‘) (4.13)

seklinde bir forma sahip olacagi bulunabilir (Algin and Ilik, 2013). Bu bagmtidan
yararlanarak TD-bozon gazi modelinin diger termo-istatistiksel 6zellikleri de

cikartilabilir. Ornegin sistemin hal denklemi asagidaki formda elde edilebilir:

P 4z, Los X .
T [p2dpin(l-qlze 2" )—=In(l-q 'z 414
T T afp pIn(l-g )-y/In@-a72) (4.14)

(4.14) esitliginde sagdan ikinci terim ideal Bose gazi igin P = 0’a karsihik gelen 6zel bir

terimdir. Benzer sekilde TD-bozon gazi modelinin v = (V /N) ifadesi,

1 4z q* 1( q*
L [t (419
0

seklinde elde edilebilir. (4.14) ve (4.15) esitlikleri gerekli ara islemlerden sonra
asagidaki gibi yeniden bulunabilir (Algin and Ilik, 2013):

P 1 1 _
ﬁ=F95/2(Z’Q)—\7|n(1—q ') (4.16)
B

1 1 1 q*
—Z?gs/z(Z’Q)‘Fvﬁ (4.17)

Esitlik (4.16) ve (4.17)’deki 0,,,(z,q) ve 0.,,(z,q) ile verilen genellestirilmis Bose-

Einstein fonksiyonlart,
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-1
9s2(2,0) = Z (qlg,i) (4.18)

-1
9s/2(2,9) = Z (qIS,? (4.19)

ile tanimlidir (Algin and Ilik, 2013). Esasen bu fonksiyonlar {i¢iincii béliimde incelenen
ideal Bose gazina ait Standart g,(z) Bose-Einstein fonksiyonlarinin bir parametre ile
genisletilmis halleridir. Ozel olarak =1 limiti alindiginda esitlik (3.9) ve (3.10)’da

verilen standart Bose-Einstein fonksiyonlarina indirgenirler. Sekil 4.2 ve 4.3’de, (4.18)
ve (4.19)’da wverilen genellestirilmis Bose-Einstein fonksiyonlarinin  z ’nin  bir

fonksiyonu olarak g >1 bdolgesindeki degerleri ig¢in degisimleri verilmistir (Grafikler

icin gerekli Fortran yazilimlar1 Ek-5 ve Ek-6’dadir).
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2.5<
g3/2 (Z> (]) ]
2.0

1.54

1.04

Sekil 4.2 Genellestirilmis g = 05,,(2,0) Bose-Einstein fonksiyonunun 0<z <1 ve 1<q<10

araliklarindaki degisimi.



2.5<

2:,(2,9) |

2.0

1.54

1.04

Sekil 4.3 Genellestirilmis g =(.,,(z,q) Bose-Einstein fonksiyonunun 0<z<1 ve 1<¢<10
araliklarindaki degisimi.
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Buradaki grafiklerden goriilecegi ilizere ¢,,,(z,q) ve .,(z,q) fonksiyonlart ¢

parametresi arttikca azalan degerlere sahip olmaktadirlar. Ayni zamanda aymi bir
fugasite degeri ile kiyaslandiginda ideal Bose gazindakine benzer olarak

0s,(2,9) > 0:,,(z,q) olmaktadir. Hem g,,(z,q) hem de g.,(z,q9), 1<q<1.24

araliginda iken maksimum azalis gostermektedir. Ne var ki bu genellestirilmis
fonksiyonlarin degerleri, ayn1 z degerleri alinarak kiyaslandiginda ideal Bose
gazindakinden daha kiigiik degerlere sahip olmaktadirlar.

TD-bozon gazi modelinin diger termo-istatistiksel fonksiyonlar1 (4.12), (4.18),
(4.19) esitliklerinden yararlanarak istenirse elde edilebilir (Algin and Ilik, 2013). Burada

Ozel olarak sistemin i¢ enerji fonksiyonu iizerinde durulursa [—(6InZ/0p)]

bagintisindan ve yukaridaki bilgilerden yararlanarak sistemin i¢ enerjisi,

3VkgT

U= 2795/2(1@ (4.20)

elde edilebilir. Burada g.,,(z,0), (4.19) esitligi ile belirlidir.

Ote yandan, TD-bozon gazi modelinin entropi fonksiyonu da yine (q
deformasyon parametresine baglilik gosterecektir. Bunu incelemek i¢in modele ait
genellestirilmis entropi fonksiyonu 6rnegin diisiik sicakliklarda incelenebilir. (4.13),

(4.17), (4.20) esitliklerinden yararlanilirsa diisiik sicakliklar (ya da T <T,)’da sistemin
genellestirilmis entropi fonksiyonu,
S =2 g,,,(2,0) 4.21
keV 2 521" (+.21)

T<T,

olarak bulunur (Algin and Ilik, 2013). Yine bu fonksiyonun g=1 limiti alindiginda
esitlik (3.30)’da verilen ideal Bose gazi entropi sonucuna indirgenecegi goriilebilir.
Sekil 4.4’de (4.21) esitligi ile verilen genellestirilmis entropi fonksiyonunun q>1
bolgesindeki farkli degerleri i¢in degismeleri gosterilmistir (Grafik i¢in gerekli Fortran
yazilimi Ek-7 dedir).
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Sekil 4.4 Diisiik sicakliklarda genellestirilmis (S%2°/kgV) entropi fonksiyonunun deformasyon
parametresi q’ya gore degisimi.
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Bu grafikten de goriilecegi tlizere TD-bozon gazi modelinin entropisi Q
parametresi arttikca azalmaktadir. Bu da sistemin diisiik sicakliklarda bozonlara 6zel
daha diizenli bir kuantum yapiya dogru yonelme egilimi gosterdiginin bir ipucudur.
Ayrica, (3.31) esitligi ile verilen ideal Bose gazinin entropi degerleriyle kiyaslandiginda
(4.21)’de verilen modelin entropisinin her zaman daha diisiik degerlere sahip oldugu
gortilebilir.

TD-bozon gazi modeline ait yukarida incelenen fonksiyonlardan elde edilen
sonuglar ve modelin olas1 uygulama alanlar tezin son boliimii olan sonug ve tartisma

kisminda ele alinacaktir.
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BOLUM 5
SONUC VE TARTISMA

Bu tez c¢alismasinda ilk olarak, Bose sistemlerinin kuantum mekaniksel
ozellikleri ana hatlari ile ele alindi. Kuantum 6zdes pargacik sistemlerinden bozonlar ve
fermiyonlar1 birbirinden ayiran bazi 6zellikler incelendi. Ozel olarak, etkilesmeyen iki
kuantum parcacigimin olusturdugu bir sistem ele alinarak simetrilestirme ilkesinin
sonuclarinin gegerliligi goriildii. Daha sonra bir boyutlu standart bozon salinicilar
sistemi ele alinarak, sistemin Hamiltoniyeninin bozon say1 operatdrii cinsinden nasil
ifade edildigi incelendi. Bose sistemlerinin istatistiksel dagilim fonksiyonunun biiyiik
kanonik kiimede boliistim fonksiyonu araciligiyla nasil elde edilebilecegi calisildi.
Standart Bose-Einstein dagilim fonksiyonunun hangi fiziksel parametrelere gore
degisim gosterdigi arastirildi.

Tezin {iglincli boliimiinde, ideal Bose gazinin genel termo-istatistiksel 6zellikleri
iizerinde duruldu. Ozel olarak yiiksek ve diisiik sicakliklar limitlerinde bu termo-
istatistiksel Ozelliklerin degisimleri incelendi (Pathria, 1996). Sistemin ortalama
pargacik sayisi, basinci, i¢ enerjisi, entropisi gibi Onemli termo-istatistiksel
fonksiyonlar1 Bose gazinin standart g,(z) Bose-Einstein fonksiyonlar1 cinsinden ifade
edildi (Pathria, 1996). Ozellikle bu fonksiyonlar icin 0<z<1 aralifinda
03/,,(2) > 9s,,(2) oldugu, z ’nin ¢ok kiigiik degerlerinde de g;,,(z) = g;,,(z) olabildigi
goriildii. Ote yandan ideal Bose gazinda (N =N, + N,) nin sicakliga gore degisimi
Sekil 3.3’te incelendi. Buradan T < T_’de sistemde her iki fazin (hem normal faz hem
de yogun faz) karisimi oldugu, T >T, icin de sadece normal fazin gozlenebildigi
goriildii. Yine T <T_’de ideal Bose sistemi icin (3.27) esitliginde Bose-Einstein
yogunlagsmasinin gozlenebilecedi teorik olarak anlasildi. Daha sonra, ideal Bose
gazinin Oz 1sisinin yiiksek ve diisiik sicakliklarda birlikte incelenebilmesi adina Sekil

3.4 ile 6z 1smin (T /T,) parametresine bagh degisimi verildi. T < T, oldugu durumlar

icin 6z 1s1nmn maksimum degerini alana kadar T*? ile dogru orantili olarak degistigi,
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cok yliksek sicakliklarda ise azalarak klasik 6z 1s1 degerine yaklastig1 gézlendi (Greiner,
et al., 1995; Pathria, 1996).

Tezin dordiincii boliimiinde, 6zel bir Bose gazi modeli incelendi. Bu model,
TD-bozon gazi olarak adlandirilan genellestirilmis bozonik salinicilarin olusturdugu bir
sistemdir (Odaka, et al., 1991; Chaturvedi, et al., 1993). Modeli tanimlayan genel bazi
kuantum mekaniksel ozellikler incelenerek, ozellikle istatistik mekaniksel yonleri
izerine yogunlasildi. Bu sayede TD-bozon gazina ait genellestirilmis istatistiksel
dagilim fonksiyonu elde edildi (Algin and Ilik, 2013). Olusan bu dagilim fonksiyonu
standart bozonlar igin tanimlanan Bose-Einstein dagilim fonksiyonu (Esitlik (2.42)) ile
karsilastirildiginda farkli sonuglarin ortaya ¢iktigi goriildii. TD-bozon gazi modeline ait
genellestirilmis istatistiksel dagilim fonksiyonu n(7,q) 'nun 0<7<3 ve 1<q<10
araligindaki degisimleri incelendi. Buna gore deformasyon parametresinin 1<q<1.24
araliginda 7 sabit iken n(7,q) fonksiyonunun maksimum azalig sergiledigi goriildii.
Oysa deformasyon parametresi g sabit iken n(7,q) fonksiyonu 0<7; <0.34 araliginda
maksimum azalig gosterdigi bulundu. Yine bu incelemeler sirasinda standart Bose-
Einstein dagilim fonksiyonunun ayni 7 degerleri icin genellestirilmis n(7,q)
fonksiyonundan daha biiyiik degerler aldigi da bulundu. g=1 Ilimitinde ise,
genellestirilmis istatistiksel dagilim fonksiyonu, standart Bose-Einstein dagilim
fonksiyonuna esit olmaktadir. Daha sonra, TD-bozon gazi modeline ait genellestirilmis
0s;,,(z,0) ve 4.,,(z,q) Bose-Einstein fonksiyonlarmin 0<z<1 ve 1<q<10
araliginda degisimleri incelendi. 0,,,(z,q) ve 0.,,(z,q) fonksiyonlart sabit z
degerlerinde ¢ parametresinin artis1 ile azalmakta, ozellikle 1<q<1.24 araliginda
maksimum azalis sergilemektedir. Ayrica TD-bozon gazi modeli ig¢in
0,,,(2,9) > 9;,,(z,q) olmaktadir. Daha sonra modelin genellestirilmis basing, 6z hacim,
i¢ enerji fonksiyonlari deformasyon parametresi ¢ cinsinden elde edildi. Ozellikle bu
bulgular 15181nda sistemin genellestirilmis entropi fonksiyonu {izerinde incelemeler
yapildi.  Ornegin, diisiik sicakliklarda TD-bozon gazi modelinin entropisi i¢in elde

edilen Sekil 4.4 incelendiginde, q parametresinin artarken entropinin azaldig gorildii.

Ozel olarak 1<0<1.30 deger arahiginda sistemin entropisi maksimum azalis

sergilemektedir. Diger yandan TD-bozon gazi modeli i¢in bu tezde incelenen tiim
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istatistik mekaniksel fonksiyonlarmm =1 limit durumunda, ideal Bose gazinin igiincii

boliimde de verilen sonuglarina indirgendigi goriillmektedir.

Bu tez ¢alismasinda bazi istatistik mekaniksel 6zellikleri incelenen TD-bozon
gaz1 modeli, genel olarak, Bose sistemlerinin rol oynadigi tiim fiziksel siireclerdeki
uygulama alanlarinda kullanim potansiyeline sahiptir. Dolayisiyla modelle ilgili bu tez
calismasinda elde edilen bazi sonuglar, gercek fiziksel sistemlerin dogrusal olmayan
davramiglarinin incelenmesinde bir takim kolayliklar saglayabilir. Ornegin katilarin
orgii titresimlerinde fononlarin diisiik sicakliklarda kuantumsal o6zellikleriyle ilgili
problemlerin yaklagik c¢oziimlerinde, yine Bose gazlarinin diigiik sicakliklarda
sergileyebildikleri Bose-Einstein yogunlagsmasi olay1 ile ilgili kuantum istatistiksel
problemlerde TD-bozon gazi modelinin 6zellikleri yoluyla alternatif ¢oziimler elde
edilebilir. Ayrica, TD-bozon gazi modelinin kuantum o6zelliklerine sahip deforme
bozonlar kullanilarak, kara cisim 1s1masi problemine bir uygulama yapilabilir. Bdylece
deforme radyasyon alanlar1 baglaminda kozmolojik evren modellerine yeni ve alternatif
yaklagimlar gelistirilebilir. Hatta bu modelle birlikte (goreli hizlarda bile) s6z konusu
deforme foton gazlarinin, yildizlarin fiziksel olarak i¢ yapilarinin anlagilmasinda da yeni
yaklasimlar olusturabilir. Sonug olarak, bu tez ¢alismasinin bu tiir agik problemlerin

coziimlerine de az ya da ¢ok katkilar saglayabilecegi umulmaktadir.
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EKLER

EK-1
(Standart n=n(x) Bose-Einstein dagilimi1 Fortran kodu yazilima.)

DOUBLE PRECISION n, X
OPEN(8,FILE='DAGILIM.DAT)
DO 1 X=0.1,3.001,0.001
n=1./(EXP(X)-1)
WRITE(8,144)X, n

CONTINUE
FORMAT(8(F14.7,4X))

END

52
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EKLER (devam)

EK-2

(Standart g = g,,,(z) Bose-Einstein fonksiyonunun Fortran kodu yazilimi.)

DOUBLE PRECISION g3bolu2z, z
OPEN(8,FILE='g3bolu2z.DAT")
DO 1z=0,1.001,0.001

g3bolu2z=0

DO 10i=1,49
g3bolu2z=g3bolu2z+(z**i)/(i**(3./2.))
CONTINUE

WRITE(8,144)z, g3bolu2z
CONTINUE
FORMAT(8(F14.7,4X))

END

53
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144

EKLER (devam)

EK-3

(Standart g = g.,,(z) Bose-Einstein fonksiyonunun Fortran kodu yazilimi.)

DOUBLE PRECISION g5bolu2z, z
OPEN(8,FILE="g5bolu2z.DAT")
DO 1 z=0,1.001,0.001

g5bolu2z=0

DO 10i=1,49
g5bolu2z=g5bolu2z+(z**i)/(i**(5./2.))
CONTINUE

WRITE(8,144)z, g5bolu2z
CONTINUE
FORMAT(8(F14.7,4X))

END

54
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EKLER (devam)

EK-4
(Genellestirilmis n=n(7,q) Bose-Einstein dagiliminin Fortran kodu yazilima.)

DOUBLE PRECISION n, €, g
OPEN(8,FILE='DEN1.DAT')
DO 1 g=1.,10,0.01

DO 10 =0.1,3.0,0.01
n=(q**(-1))/(EXP(e)-(q**(-1)))
WRITE(8,144)q, e, n
CONTINUE

CONTINUE
FORMAT(8(F14.7,4X))

END
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EK-5

(Genellestirilmis g = g,,,(z,q) fonksiyonunun Fortran kodu yazilimu.)

DOUBLE PRECISION g3bolu2zq, z, q
OPEN(8,FILE='DEN2.DAT")

DO 1 g=1.,10,0.01

DO 10 z=0,1.0,0.01

g3bolu2zg=0

DO 100 i=1,49
g3bolu2zg=g3bolu2zqg+((z/q)**i)/(i**(3./2.))
CONTINUE

WRITE(8,144)q, z, g3bolu2zq
CONTINUE

CONTINUE

FORMAT(3(F14.7,4X))

END
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EK-6

(Genellestirilmis g = g.,,(z,q) fonksiyonunun Fortran kodu yazilimu.)

DOUBLE PRECISION g5bolu2zq, z, q
OPEN(8,FILE='DEN3.DAT")

DO 1 9=1,10,0.01

DO 10 z=0,1.0,0.01

g5bolu2zg=0

DO 100 i=1,49
g5bolu2zg=g5bolu2zg+((q**(-i))*(z**i))/(i**(5./2.))
CONTINUE

WRITE(8,144)q, z, g5bolu2zq
CONTINUE

CONTINUE

FORMAT(3(F14.7,4X))

END
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EK-7

((S92 k) fonksiyonunun q’ya gére degisimi igin Fortran kodunun yazilimz.)

DOUBLE PRECISION a, s, q
OPEN(8,FILE='DEN4.DAT")
DO 19g=1.,10.001,0.001

a=0

DO 10i=1,49
a=a+(1/((g**i)*(i**(5./2.))))
s=(5./2.)*a

CONTINUE
WRITE(8,144)q,s
CONTINUE
FORMAT(2(F14.7,4X))
END
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