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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

PERTURBASYON METOTLAR VE BU METOTLARIN DIFERANSIYEL
DENKLEMLERE UYGULANMASI

Mehmet Afsin OZEK

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Bilender PASAOGLU

Perturbasyon metot cebirsel denklemlerin ¢oziilmesinde kullanilabildigi gibi
uygulama alani1 daha ¢ok diferansiyel denklemlerdir. Perturbasyon metodu niimerik
yontemlerden farkli olarak diferansiyel denklemde var olan ya da bizim
yerlestirdigimiz ¢ok kugik pozitif € katsayisint kullanarak yaklagik ¢oziim elde eder.
Perturbasyon metodu perturbasyon kelimesinin Tirkge karsiligi olan rahatsiz etme,
titretme kelimelerinin anlamiyla oOrtiisen bir metottur. Perturbasyon metodunda
diferansiyel denklemi yerinden birazcik oynatarak kesin ¢oziime yakin ¢ozimler elde
etmeye caligiyoruz. Yukarida bahsettigimiz ¢ok kiigik pozitif & katsayisini
diferansiyel denklemini rahatsiz etme igleminde kullaniyoruz.

Bu tezin girig boliimiinde perturbasyon metodu i¢in 6nemli terimlerin tanimlarina yer
verildi. Yer verilen terimler arasinda analitik fonksiyon, regiiler nokta ve singiiler
nokta, regller singiiler ve irregiiler singtler nokta, mertebe, asimptotik yaklagim,
asimptotik acilim, diizgiinlik vardir. Tezin ikinci bélimiinde daha énceden yapilmis
caligmalar 6zet halinde sunulmustur. Tezin Ug¢lincii bélimiinde ise parametre ve
koordinat perturbasyon metodu, zorlanmig koordinatlar metodu, esleme ve bilesik
asimptotik agilimlar metodu, parametrelerin degisimi ve ortalama metodu, ¢oklu
Olgek analizi metodu ve WKB analiz metodu anlatilmigtir. Zorlanmig koordinatlar
metodu baghigi altinda Lindstedt-Poincaré metodu ve Lighthill teknigine
deginilmistir. Esleme ve bilesik asimptotik agilimlar metodunda ise Van-Dyke
esleme prensibi anlatilmistir. Doérdiincti bolimde ise bu tezde deginilen perturbasyon
metotlarinin  ¢6ziim i¢in ne kadar verimli oldugu tartigilmis farkli diferansiyel
denklem tiplerine farkli perturbasyon metodu uygulanmasi gerektigi sonucuna
varilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Perturbasyon Metodu, Parametre Perturbasyonu, Koordinat
Perturbasyonu, Esleme Metodu, Bilesik Asimptotik Agilimlar Metodu, Coklu Olgek
Analizi Metodu, WKB Analiz Metodu

2013, 91 Sayfa
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

PERTURBATION METHODS AND ITS APPLICATIONS TO
DIFFERENTIAL EQUATIONS

Mehmet Afsin OZEK

Siileyman Demirel University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Bilender PASAOGLU

Application area of pertubation method as it can be used solution of algebraic
equations is most on differential equation. Using very small positive coefficient &
being in differential equation or put by us, perturbation method is different from
numerical methods obtain approximate solution. Perturbation method matches the
word of perturbation meaning in Turkish disturbing and shaking. We try to obtain
approximate solution with changing different equation, a bit for the exact solution in
perturbation method. We use for disturbing process to differential equation very
small positive coefficient € mentioned above.

In the prologue of the thesis, the definitions of important terms for perturbation
methods are explained. There are analytic function, regular point and singular point,
regular singular and irregular singular point, order, asymptotic approximation,
asymptotic expansion, uniformity in the explained terms. In the second section of
thesis earlier studies are presented as summary. In the third section of thesis
parameter perturbation, coordinate perturbation, the method of strained coordinates,
the methods of matched and composite asymptotic expansions, variation of
parameters and methods of averaging, the method of multiple-scales, the method of
WKB are explained. The method of Lindstedt-Poincaré and the technic of Lighthill
are refered below the method of strained coordinates title. Van-Dyke’s matching
principle are expressed in the methods of matched and composite asymptotic
expansions. In the fourth section perturbation methods refered in this thesis are
discussed how to be efficient for solution and made inferences that different
perturbation method must be applied to different differential equation types.

Keywords: Perturbation Method, Parameter Perturbation, Coordinate Perturbation,
Method of Matching, Method of Composite Asymptotic Expansions, Method of
Multiple-Scale Analysis, Method of WKB Analysis

2013, 91 Sayfa
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TESEKKUR

Uygulamali matematigin en 6énemli konularindan birisi olan diferansiyel denklemler
icin ilging bir yaklagik ¢6ziim yontemi olan perturbasyon metotlart benim i¢in de
giizel bir ugragt alanmi oldu. Bu tezi hazirlarken akademik ¢aligmalarda kiigik bir
bilginin blytk sonuglar dogurabilecegini daha yakindan gormiis oldum.

Bu tezin hazirlanmasinda yardimlarini esirgemeyen degerli hocam Prof.Dr. Bilender
PASAOGLU’na ve akademik ¢aligmalarimda destegini siirekli arkamda hissettigim
esim Selda, kizim Zeynep Dilara ve oglum Ahmet Kaan’a tesekkir ederim.

Mehmet Afsin OZEK
ISPARTA, 2013
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1. GIRIS

Gunimuizde mithendisler, fizik¢iler ve uygulamali matematikg¢iler kargilastiklar
fiziksel problemlerin ¢ogunun problemin kesin analitik ¢ozimuni engelleyen belli
temel 6zelliklerini ortaya ¢ikarmiglardir. Bu 6zelliklerden bazilari arasinda problemin
lineer olmamasi, degisken katsayilara sahip olmasi, kompleks sinir gekillerinin
varligi ve lineer olmayan sinir kosullarinin verilmesi sayilabilir. Bir problemin kesin
sonucu acik bir sekilde bulunabilse bile matematiksel ve fiziksel yorumlar ya da
nimerik hesaplamalar o problemin ¢o6ziminde c¢ok kullanighdirlar. Boylece
denklemlerin ¢oziimleri hakkinda bilgi sahibi olmak i¢in yaklagimlara, niimerik
coziimlere ya da her ikisine bagvurmaya dogru itiliriz. Yaklagim metotlar1 arasinda
basta gelen metot perturbasyon (asimptotik) metotdur. Bu tekniklerin anlattigina gore
¢oziim bir asimptotik agilimin ilk birka¢ terimi tarafindan sunulur. Bu ag¢ilimlar
denklemlerde dogal bir sekilde ya da denklemin uygunlugu i¢in suni bir gekilde
bulunan kugiik ya da buyiik bir parametrenin terimlerinde uygulanir (Nayfeh, 2004).
Boyle agilimlar parametre perturbasyonu seklinde isimlendirilir. Bundan farkli bir
sekilde agilimlar bir koordinatin (her ikisi de kugik yada her ikisi de biyiik)
terimlerinde uygulanir. Bu tarz agilimlara da koordinat agilimi denir. Parametre ve
koordinat agilimlart ve bunlarla ilgili temel 6zellikleri Boliim 3 de sunacagiz. Ama
oncelikle ilerleyen bolimlerde sik sik karsilasacagimiz bazi temel tamim ve

teoremleri gorecegiz.
1.1. Analitik Fonksiyon

Eger bir f(x) fonksiyonu, x = x, noktast yakininda

) ' (n)
S gy = ) + L5 G et L

seklinde yazilan Taylor serisine agilabiliyorsa ve x, noktasini igeren bir agik aralikta
x’in bitiin degerleri i¢in bu Taylor agilimi, f(x) fonksiyonuna yaklasiyorsa o zaman

adi gegen fonksiyona x = x, noktasinda analitik fonksiyon denir. Bu durumda

verilen Taylor a¢ilimi



) = ag + ar(x — x0) + az(x — xg)? + -+ + an(x — xo)" + -

[oe]

= Z an (X — %o)"

n=0
olur.

Analitik fonksiyonlar i¢in yukaridaki tarif goz ontine alinirsa hemen soyleyebiliriz ki

biitiin polinom fonksiyonlar her yerde analitiktirler. Ayrica e* , cosx , sinx

2 2

fonksiyonlart da her yerde analitiktirler. f(x)/g(x) seklindeki fonksiyonlar f(x) ve
g(x) analitik fonksiyonlar olmak tizere g(x)’i sifir yapmayan her x degeri ig¢in

analitiktir (Caglayan vd., 2008).

1.2. Regiiler Nokta ve Singiiler Nokta

az d
d—xi+P1(x)£+P2(x)y =0 (1.2.1)

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemini g6z oniine alalim. Bu denklemdeki
P;(x) ve P,(x) fonksiyonlarimin her ikisi de bir x = x, noktasinda analitik ise

X = x, noktasina reguler nokta denir.

Eger bu fonksiyonlarin her ikisi de ya da yalniz biri x = x, noktasinda analitik
degilse, o zaman x = x, noktasina (1.2.1) diferansiyel denkleminin bir singiiler

noktast denir.

Ornegin;
(1—-x3)y"+xy"+2y=0 (1.2.2)
diferansiyel denkleminde x = 1 ve x = —1 noktalar1 singiiler, bu iki nokta digindaki

her nokta regtler noktalardir (Caglayan vd.,2008).



1.3. Regiiler Singiiler Nokta ve Irregiiler Singiiler Nokta

Eger (1.2.1) denkleminde P;(x) in paydasi (x —x,) carpanini en fazla birinci
dereceden ve P,(x) in paydast da (x —x,) carpanini en fazla ikinci dereceden
igeriyorsa o zaman x = x, noktasina (1.2.1) diferansiyel denkleminin bir regiiler

singtler noktasidir denir.

Ornegin;

x(x—l)zdz—y+(x—2)d—y+(x+1) =0 (1.3.1)
dx? dx y o

diferansiyel denkleminde P;(x) = " (3;__21)2 ve P,(x) = " (3;11)2 dir. x=0 ve x=1

noktalar1 singiiler noktalardir. x=0 noktasi yukaridaki tanima gore regiiler singiiler

nokta, x=1 noktas ise irregtler singtler noktadir (Caglayan vd., 2008).
1.4. Mertebe (Order ya da Landau) Sembolleri

Bir asimptotik yaklagimi tanimlamak i¢in ilk olarak mertebe sembollerini bilmek
gerekir. Bunun sebebi ise € parametresinin kiigiik oldugu durumlarda fonksiyonun
davranis tarziyla ilgilenecek olmamizdir. Ornegin € - 0 iken ¢(&) = ¢ fonksiyonu
f (&) = &2 fonksiyonu kadar hizli sifira yakinsamaz. Iste bu gercegi belirtmek igin

bir notasyona ihtiyag duyariz (Holmes, 1995).
1.4.1. Tamumlar:

1. e = gt iken f = O(¢) gosteriminin anlami &, < & < &; igin

If (&) < kolp(e)l

olacak sekilde k, ve & (e dan bagimsiz) sabitleri vardir demektir. Bu durumda

€ - g% iken f, ¢’den biyiktir deriz (Holmes, 1995).



2. e > gt iken f = o(¢) gosteriminin anlami her pozitif § i¢in g <& < &

araliginda

If (el < élgp(e)l

olacak sekilde &, (¢ dan bagimsiz) sabiti vardir demektir. Bu durumda € — &,% iken

f, ¢’ den kuguktiir deriz.

Bu tanimlar agir ve hantal gortinebilir ama genellikle uygulamasi zor degildir. Ancak
dogru siralamayi belirlemek igin baska yollar da vardir. Ozellikle ilgimiz £,’a yakin
ama sifir olmayan ¢ oldugu durumda olur. Mesela eger bazi g, > ¢, igin

g < & < g, ise ¢ # 0°dir. Bu durumda eger £y’a yakin ¢ i¢in |f /¢p| orani sinirli ise

[ = O(¢p) dir. Belki de daha kullanigli olan bir diger yol

. £(e)
lim, 5 (‘; (1.4.1)

limitini igeren yoldur. Eger bu limit var ve sonlu ise € = &,* iken f = 0(¢) dir.

Benzer bir gekilde eger

lim,.,+Z& =0 (1.4.2)

E—>£0+ ¢(£) -

ise £ = g,* iken f = o(¢) dir (Holmes, 1995).
1.4.2. Ornekler (¢ - 0* icin)

1. Varsayalim ki f = &? olsun. Aym1 zamanda ¢; = eve ¢p,— — 3e? + 5¢°

fonksiyonlarini g6z ontine alalim. Bu durumda,

lim,,, +L =0= f =o0(¢,)

EDE&p ¢1

ve



lime.eys o= =3 = f = 0(¢2)
2. Eger f =esin(1+1/¢) ve ¢ = ¢ ise € > 0icin |f/¢p| < 1’dir. bu yiuzden
f = 0(¢) dir.

3. Eger f(&) = sin(¢) fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyonu Taylor serisine
acarsak [ =& — %82 sin(¢) ifadesini elde ederiz. Buradan

lim,_,. +(f/€) = 1 elde edilir ki bu da bize f = O(¢) oldugunu gosterir.

4. Eger f(&) = e~1/¢ ise I'Hospital kuralin1 uygulayarak o’min biitiin degerleri

icin f = o(e%)’d1r.

Ayrica bazen iki sembol daha kullanacagiz. Bu semboller << ve = dir. f(&) < ¢(¢€)
dedigimiz zaman f = o(¢) oldugunu anlayacagiz. ¢ <1 ya da & kiguktir
dedigimiz zaman ise € | 0 anlamini anlayacagiz. = semboli ise tam bir tanima sahip
olmamakla beraber bir nimerik deger yaklagimini kurgulamak i¢in kullanilir.

=~ 3,14 ifadesi buna bir 6rnektir (Holmes, 1995).
1.5. Asimptotik Yaklasim

Bizim amacimiz diferansiyel denklemin ¢oziimiine yaklagim kurmaktir. Bu nedenle
bir yaklagimin ne demek oldugunu saptamak onemlidir. Bu dustnceyi agiklamak i¢in
sifira yakin ¢ igin f(e) = €2 + €5 fonksiyonuna bir yaklasim bulma ile ilgilenelim.
Cinkii €5 « €2 ve makul bir yaklasim f(&) ~ ¢2’dir. Diger taraftan kotii bir

yaklasim f(¢) zgez’tir. Bu kotii bir yaklagim olmasina ragmen & — g,* iken

f(e) — 282 hatas1 sifira gider. Bu yaklagimin kot yaklagim olmasinin sebebi hatanin

f(&)’a yaklagimda kullandigimiz fonksiyon ile ayni mertebeye sahip olmasidir. Bu

gozlem bize asagidaki tanimi verir.



f(e) ve ¢(&) fonksiyonlari verilsin. Eger € — g% iken f = ¢ + o(¢) oluyorsa
€ - &" iken ¢(€), f(e)a bir asimptotik yaklagimdir denir. Bu durumda & — g,5*

iken f~¢ deriz.

Yukaridaki ornekte gosterildigi gibi bu tanimin altinda yatan disiince hatanin
yaklagim fonksiyonundan daha yiiksek mertebeden olmasi durumunda &,’a yakin ¢
icin ¢(&)’nun f(e)’a bir yaklagim olarak sunulmasidir. Bu durumda ¢(€)’nun

sifirdan farkli ve €4’a yakin oldugu yerde (1.4.1) kullanilabilir. Eger

lim,.,+2& =1 (1.5.1)

£—>£0+ ¢(£) -

ise £ = gt iken f~¢’dir.

Ornegin f = sin(e) ve €, =0 olsun. f(&)’nun & = 0 dolaylarinda Taylor serisi

acilimini kullanarak fin bir yaklagimini elde edebiliriz.

1 1 s
f:e—ge +me cos(¢)

Buradan asagidaki asimptotik yaklagimlar elde edilebilir.

Taylor serisi agilimi ile bu yaklagimlari karsilastiracak olursak kiigik € i¢in (i1) en

dogru ve (iii) en az dogru yaklagimlardir (Holmes, 1995).



1.6. Asimptotik A¢cilim

Yukarida verdigimiz 6rnekten de anlagilacagi tizere asimptotik yaklagim tek degildir
ve yaklagimin dogrulugu hakkinda fazla bir sey soyleyemiyoruz. Bu eksiklikleri

aciklamak i¢in formiilasyonda daha yapisal girise ihtiyacimiz var (Holmes, 1995).
1.6.1. Tanimlar

1) ¢1,¢,, ... fonksiyonlar1 verilsin. Eger sadece ve sadece m < n kosulunu
saglayan bitin m ve n’ler igin & - g,* iken ¢, = o¢,, oluyorsa bu
fonksiyonlara & — £,* iken bir asimptotik dizi ya da iyi siralanmis denir

(Holmes, 1995).

2) Eger ¢4, ¢y, ... bir asimptotik dizi ise sadece ve sadece € = &,* iken

f= Z Wb (&) +o(dy)  (m=1,..,1) (16.1)
k=1

olacak sekilde bir f(e€) bir asimptotik agilima sahiptir denir. Burada a;’lar &’dan

bagimsizdir. Bu durumda € — ¢, iken
f~a191(e) + azdr(e) + -+ + andpn(e) (1.6.2)
yazilir. ¢ ’lara 6lgek ya da gague ya da temel fonksiyonlar denir.

Bu tanimdan hareketle hangi 6lgek fonksiyonlarin kullanilabilir olduguna bakalim.

Bunlardan en ¢ok kargilastiklarimiz agagidadir.

1) ¢p1=(e—eg)% ¢, =(e—¢€)f,ps=(e—gx)",... (a<B<y<-+)ve

(e = &%) igin

2) ¢y =1,¢, = eV p; = e ?/%, .. (e » 0% icin)



Bunlardan birincisi kuvvet serisinin basit bir genellemesidir. Ikinci dizi ise iistel bir
sekilde bulunan kugik fonksiyonlari tanimlamak zorunda kaldigimiz zaman

kullaniglidir.

Simdi ise siki bir soruyla karsi karsiya kaliriz. Verilen bir f(e) fonksiyonuna bir
asimptotik agilimi nasil bulacagiz? En yaygin kullanilan metotlar takip eden yollari
igerir. 1) Taylor teoremi 2) I’Hospital kurali 3) Tahmin. Sonuncusu genellikle
problemin sezgisel anlagilmasina dayanir ve bir ¢ok kez de sansa baglidir. Diger iki

metot daha rutin ve 6rneklerle gosterilebilirdir (Holmes, 1995).

1.6.2. Ornekler

1. e®nun ilk ii¢ agimlin1 bulalim. ifade Taylor serisine agilirsa

€£_1+8+182+i83+"'
B 2 3!

1
ef~1+¢ +§£2

2. sin(e®)’nun ilk ti¢ terim agilimini bulalim. Once a=0 dolaylarinda

sin(1+) ifadesini Taylor serisine agcalim.

1
sin(14o«) = sin(1)+« cos(1) — > oc? sin(1) + ---
Buradan

1 1
sin(e®) = sin(1 + ¢ +E£2 +§g3 + )
=sin(1) + (& +%£2 + ---) cos(1) —%(e +-)%sin(1) + -

~sin(1) + € cos(1) + %ez(cos(l) —sin(1))

elde edilir.



Bir asimptotik a¢ilimi kurmakta kullanacagimiz ikinci prosedirti tanimlamak igin
¢4, 3, ... Olgek fonksiyonlart verilmis ve fonksiyonun agilimi f~a,¢p,(e) +
a,p,(e) + -+ seklinde olmus olsun. Yukaridaki tammdan f = a,¢; + o(¢p;)’dir.
Varsayalim ki ¢, ile bolebilelim ve lim,. +(f/¢;1) = a; olsun. Bu bize a,’in
degerini verir ve bu bilgi ile f~a,¢,(e) + ayp,(e) + 0(¢p,) esitligi tarafindan a,’yi
belirleyebiliriz. Buradan lim,_,, +[(f — a;¢1)/$,] = a;’tir. Bu diisince agilimin

diger katsayilarinin hesaplanmasi i¢in kullanilabilir. Boylelikle asagidaki formiller

elde edilir.

a, = lims—>£0+(f/¢1) (1.6.3)
a; = lime. +[(f — a1¢1)/¢-] (1.6.4)
as = lim£—>£0+[(f — ayP1 — A7) /3] (1.6.5)

Bu varsayimlar £,’a yakin € i¢in 6lgek fonksiyonlarin sifirdan farkli oldugunu ve her
bir limitin var oldugunu gosterir. Ayrica formiillerdeki a;,’lar asimptotik agilimin tek

oldugunu gosterir.

P1=1¢, =¢,¢;=¢%..vef(e) = 1%5 + e~1/¢ olsun.

= slirglJrI =1
-1 -1
a, = lim —lm( +— ‘1/‘9>— 1,
>0t £ e—s0t\1+¢ ¢
—1+¢ 1 1
a, = lim ! = lim < + "1/“:) =1,
g-0t £2 em0t\1 +¢& g2

Buradan f~1 — & + €2 + --- elde edilir (Holmes, 1995).



1.7. Diizgiinliik(Uniformity)

Genellikle bir asimptotik agilima agilan fonksiyonlar agilim parametresinden daha
fazlasina dayanir. Bu bir asimptotik a¢ilimin dogrulugunu hatta varligin

engelleyebilir. Bu durumu gostermek i¢in

G-Dy—x)+ey=0

denklemini goz ontne alalim. Burada 0 < x < 1 aralifindaki x’in degerleri ile
ilgilenelim. Kugiik € i¢in ¢oziimiin uygun agilimi y~y, + €y, + --- seklindedir. Bu

denklemde yerine konur ve hesaplamalar yapilirsa

&

y~1- 1—x

acilimi bulunur. Stphe yoktur ki bu, ¢6ziimiin bir asimptotik agilimidir. Fakat burada
“x = 1’e yakin x degerleri i¢in agilimin dogrulugu ne durumdadir?” sorusuyla
karsilasiriz. Agilimda O(e) teriminin yapist verilsin. Eger bu tur x’ler kullanilirsa
yapida ¢ok kiigtik €’larin olmasi gerekecek. Hafifce farkli bir yoldan giderek sadece
ilk terim yaklagim: y~1’i kullanacagiz. Biuttun x’ler i¢in bu yaklagimdaki hatanin
10™*’ten daha az olmasi i¢in € nun ne kadar kiigiikk olmas: gerektigini belirlemek
istiyoruz. Hatanin miktar1 olan ikinci terimi kullanarak 0 <x <1 i¢in
e/(1—x) < 10™* esitsizligini saglayan bir 0< e <eg, aralimm bulunma
ihtimalini aragtirirsak agik bir sekilde bunun mimkin olmadigini gorirtiz. Cinku
£/(1 — x) ifadesi sinirh degildir. Bu sebepten agilim 0 < x < 1 i¢in diizgiin degerli
degildir. Eger 0 < x < 3/4 ise agilim diizgiin gegerli olurdu (Holmes, 1995).

Asagida yapacagimiz diizgiin yaklagim tanimiyla durum daha da agiklik kazanacak.

I bir kime, x €I, 0<e<eg ve f(x,e) ve ¢(x,e) fonksiyonlar1 siirekli

fonksiyonlar olsunlar. Eger herhangi bir pozitif 6 sabiti i¢in

If — ¢l < élgl

10



olacak sekilde x ve e’dan bagimsiz, 0 < € < &, esitsizligini saglayan bir &, varsa

P(x,e), € > gt iken f(x, €) fonksiyonuna diizgiin gegerli asimptotik yaklagimdir

denir.

Bu tanimda kritik nokta olan x’in biitiin degerleri i¢in esitsizligi muhafaza edecek
€ = 0 yakininda bir aralik(6zellikle 0 < € < &,) bulma ihtimal dahilindedir. Esasen
bu digince dizgin yakinsakligin taniminda kullanilan disiincedir. Ayni zamanda

bu, bize birkag¢ kullanigli yorum yapmamizi saglar (Holmes, 1995).

Ik olarak, I kiimesinden bir x, noktas: ya da I'nin simirindan bir x, noktas: alalim.

¢, ve f, fonksiyonlarini agagidaki bigimde tanimlayalim.

Po(e) = limx—>x0 P (x,€) ve fo(e) = limx—>x0 f(x € (1.7.1)
Burada yakinsamanin dizgin oldugu varsayilir. Ayni zamanda bu limitlerde

kullanilan x’lerin T kiimesine kisitlanmis oldugunu gostermemiz gerekir. Eger f~¢

ifadesi I kiimesi iizerinde duiizgiin gegerli ve ¢(x, €) smrl ise
lim g+ lim,_, ¢ (x, &) =lim. o+ lim,_,, f (x,€) (1.7.2)
olmalidir. Bu sonucun nasil kullanilabilecegini gostermek i¢in kiigik € i¢in

f =x+ e */¢ fonksiyonunu 0 < x < 1 araliginda inceleyelim. f fonksiyonunun

asimptotik yaklasimi f~x seklinde bulunur (Holmes, 1995).
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Sekil 1

\

090, -
08\ -
RS =

06— A -

04 A ------ f fonksiyonu =
Asimptotik yaklagim

03 \ .

02 4\ =

01 =

Sekil 1.1. f = x + e~*/# fonksiyonunu ile bu fonksiyonun asimptotik yaklasimi olan
f~x’in karsilastirilmasi. Grafikte € = 1072 alinmustir.

Yukaridaki sekil 1.1.°den de goriilecegi tizere x = 0 yakinlarinda problem var.

f(x,&) = x + e */¢ve ¢p(x,£) = x olduguna gore

EHEEE S
ve

EHEA S
bulunur. Bu da bize asimptotik yaklagimin diizgiin olmadigini kolaylikla gosterir.

Burada bir asimptotik yaklasim ile iligkili baz1 diisiincelerin birlestirilmigi olan 1.7.2
deki sonucu agiklamanin bir bagka yolu vardir. x,, I’ya ait ya da I’nin sinirina ait bir
nokta olsun. I'ya ait x i¢in f(x, &)~¢p(x,€) alalim ve f (x4, €)~Py(€) olsun. Eger
yaklagim diizgiin ise ¢(xg, ) ve ¢po(€) birbiriyle bir sekilde iligkili olmasinin
beklenmesi dogaldir. Eger

¢(XO,E)
Po(e)

lim, o+ *1 (1.7.3)

ise f(x,&)~¢(x,¢), I uzerinde diizglin degildir. Burada ¢, ’1n sifirdan farkli oldugu
farzedilir. Sunu belirtmemiz gerekir ki eger yaklagim diizgiin ise ¢ (xg, £)=¢, ()
olmalidir manasi g¢ikmamalidir. Bu sonuglar1 6zetlemek i¢in asagidaki teoremi

verebiliriz (Holmes, 1995).
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1.7.1. Teorem

x €1 ve 0 < e<¢g igin f,¢Pve ¢ siirekli fonksiyonlar olsunlar. Ayni zamanda /

bos kiimeden farkli, sinirl bir kiime ve x, € I alalim.

(a) Eger x € I iginf ~¢ ve eger |¢(x, £)| monoton azalan (x €I ve 0 < & < g

i¢in) ise bu yaklagim I’da diizgtin gegerlidir(hem de [ iizerinde).

(b) x € I i¢in f~¢ ve x = x4 icin f~py(€) olsun. Eger ¢po(¢) sifirdan farkli ve
(1.7.3)’4 saglhyorsa f~¢, I izerinde duzgiin gegerli degildir (Holmes, 1995).

1.7.2. Ornekler

1. Eger f =sin(x +¢) ise f~sin(x) yaklagimi %< x < %ﬂ araliginda diizglin

gegerlidir. Bu € = 0 yakinlarinda Taylor teoremi kullanilarak gosterilebilir.
f =sin(x) + ecos(x + &)

oldugundan limg4|f — sin(x)| = 0 ve buradan % <x< %ﬂ icin f~ sin(x) bulunur.
Ayni zamanda ¢ =sin (x), &dan bagimsiz oldugundan teorem 1.7.1 geregi
yaklagim % <x< %ﬂ araliginda dizgiin gegerli olur. (1.7.2)’yi saglamasina ragmen
yaklagim 0 < x <§ araliginda diizgiin degildir. Bu olay1 gérmenin en kolay yolu

x =0da f~¢& oldugunu ve dolayisiyla ¢g(e) =€ ile ¢(0,&) =0 esitliklerini
bulmakla olur. Bu yiizden (1.7.3) limiti 1’e esit degildir. Bunun anlami yaklagimimiz
bu aralikta dizgin degildir. Sekil 1.2. bu durumu bize daha iyi anlatmaktadir
(Holmes, 1995).

13



I \ ! §
.
2
. _
06— +
i
L
o
0')
2
0.5 o> 7
L
0'/
.'/
o
.15
g —
04— bt
[l
./"/
= L
03l g N
= 2 f fonksiyonu
’/./ ------- Yaklasimin egrisi
S
0./
02— + . —
e
Mo
i
g
%
01— ittt —
s
0'/
.
I
| | | | | 1 |

Sekil 1.2. f = sin(x + €) ile f~sin(x)'nn 0 < x < g araliginda kargilastirilmasi.
x degerleri 0’a yaklastik¢a yaklagim egrisi f egrisinden uzaklasiyor.
€ = 0,01 alinmgtir.

2. Simdide 0 < x < 1igin

ey" +2y'+2y=0 (1.7.4)

diferansiyel denkleminin ¢6ziimii olan

ax Bx

y(x)=e=c +ee (1.7.5)
fonksiyonunu inceleyelim. Burada o = —1 + V1 — 2¢ ve

p =—-1—-+1—2¢ dur. Kigiik € i¢in bu ¢oziime asimptotik yaklasim elde etmek

icin a~ — & — &2 ve B~ — 2 + € seklinde belirleriz. Buradan

0 <x<1igin

—e-¢? -2+e
y(x)~e ¢ “+e & * (1.7.6)
y(x)~e™* + e 2¥/¢ (1.7.7)
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y(x)~e™ (1.7.8)

yaklagimlar1 elde edilebilir. Ancak son yaklagim 0 < x < 1 i¢in diizgiin degildir.
Cunkii x =0 oldugu zaman (1.7.8) ile (1.7.7) aym siralamaya sahip olur. Ayni
zamanda dizgin olmadigi (1.7.2) kullanilarak da gortlebilir. (1.7.7) yaklagimi
kullanilarak 0 < x < 1 araliginda diizgiin gegerli bir yaklagima sahip oluruz. Bu
yaklagimlar arasindaki farkliliklar1 agagidaki

Sekil 1.3.’te rahatlikla gorebilirsiniz (Holmes, 1995).

: Kesin Cdzdm

Sekil 1.3. (1.7.5) kesin ¢oziimi, (1.7.8) diizgiin olmayan yaklagim ve (1.7.7) diizgiin
yaklagimin karsilagtirilmasi. Dizgin yaklagim, kesin ¢oziime ¢ok yakin
oldugundan iki egri hemen hemen birbirinin aynidir. Grafik € = 0,01 i¢in
¢cizilmigtir.

1.8. Sekiiler Terim

Sekiler terimi anlamak igin

j—;y(t) + y(t) = cos(wt) (1.8.1)
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diferansiyel denklemini inceleyecegiz. Bu denklem bize w frekansli bir dig kuvvet
tarafindan hareket ettirilen 1 dogal frekansli bir harmonik salinimi anlatir. |w| # 1

icin bu denklemin genel ¢6zimi

y(t) = Acost + Bsint + ™) lw| # 1 (1.8.2)

1-w2 >

seklindedir. Gortliyor ki |[w| # 1 i¢in ¢dziim biitiin t’ler i¢in sinirl kaliyor. Eger |w|
I’e yakin ise salinimin genligi biyiik hale gelir. Ciinka dis kuvvetten gelen enerjinin
buyiik bir kismi sistem tarafindan emilir. Buna ragmen |w| # 1 oldugu muddetge

sistemin genligi hala sinirlidir. Ciinkt sistem itici kuvvet ile faz digina salintyor.

(1.8.2) ¢6ziimii |w| = 1 oldugu zaman dogru degildir. Dogru ¢dziim t ile biiyiiyen bir

genlige sahiptir. O ¢oziim de
y(t) :Acost+Bsint+%tsint, lw| =1 (1.8.9)

seklindedir. Bu ¢oziimde salinimin genligi t — oo iken sinirlt degildir. Ciinki salinim
surekli bir sekilde periyodik dig kuvvetten gelen enerjiyi emer. Bu sistem dis kuvvet

ile rezonanstadir denir.

t’den dolayr genligi biyiiten %tsint terimi bir sekiler terim olarak adlandirilir.

%tsint sekiiler terimi belirmektedir ¢inkii |w| =1 ig¢in (1.8.1) denklemindeki

. Co .. d? . .. .
homojen olmayan cost teriminin kendisi d—ti/+y = 0 homojen denkleminin bir

¢ozimidir. Genelde homojen olmayan terimin kendisinin verilen homojen sabit
katsayili diferansiyel denklemin ¢oziimii oldugunda ortaya ¢ikar. Bir sekiiler terim
daima homojen denkleme karsilik gelen ¢oziimiinden daha hizli bir sekilde buyur

(Bender ve Orszag, 2007).
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1.8.1. Ornekler

1. d?y/dt? —y =e~" diferansiyel denklemin ¢oziimi bir sekiiler terime

sahiptir. Ctinkti e~ verilen homojen denklemi saglar. Genel ¢oziim

y(t) = Ae™t + Bet —%te‘t’dir. —%te‘t ozel ¢ozimi, Ae~® homojen
¢oziimiine bagl sekiiler terimdir. t — oo iken Be® homojen ¢oziimi ile
karsilastirildiginda ihmal edilse bile sekiiler olan —%te‘t terimine dikkat

etmemiz gerekir.

2. d?y/dt? —2dy/dt +y = e* diferansiyel denkleminin ¢6zimii bir sekiiler

terime sahiptir. Ctinkti e* homojen kismi saglar. Genel ¢oziim
y(t) = Ae* + Bte® +%tzet seklindedir. Bu durumda ozel ¢6ziim %tzet

ifadesi homojen denklemin biitin ¢oziimleri ile ilgili sekiilerdir.
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2. KAYNAK OZETLERI

Perturbasyon teorisi bir sistemin yaklagik olarak taninmasini saglamak igin
kurulmugtur. Perturbasyon teorisi bu ig i¢in bir ya da daha fazla kiigiik parametre
iceren dogadaki problemlerin denklemlerine dayanir. Bu denklemlerdeki kiigiik
parametre ya da parametreleri kullanarak kesin ¢oziime en iyi yaklasik ¢ozimi elde

etmeye caligiriz.

Perturbasyon teorisi ilk olarak giines sistemindeki gezegenlerin hareketleri
konusunda gok mekaniginin problemlerini ¢6zmek igin oOnerildi. Gezegenler
birbirlerinden ¢ok wuzak ve bu gezegenlerin kiutleleri glinesin kitlesiyle
karsilastirildiginda kiigik oldugundan gezegenler arasindaki ¢ekim kuvveti ihmal
edilebilir ve iki cisim(iki cisim, gezegen ve giines olarak kabul edilir) probleminin
denklemleri tarafindan tanimlanan Kepler’in yoriingeleri boyunca yer almasi gibi
gezegensel hareketler dikkate alinir. Astronomik veriler ¢ok buiyiik dogrulukla bilinir
hale geldiginden bu yana Gunesin etrafindaki bir gezegenin hareketinin diger
gezegenler tarafindan nasil etkilendigini dikkate almak gerekti. Bu ¢ cisim
probleminin 6ziiydi. Dolayisiyla Ay-Diinya-Gunes sistemi c¢aligmalarinda Ay ve
Diinya arasindaki kiitle orani kiigiik parametre olarak segildi. Pertubasyon teorisi ilk
olarak Laplace, Poisson, Gauss gibi klasik bilim adamlar1 tarafindan arastirild.
Hesaplamalarin sonucunda ¢ok yitksek dogrulukla performanslar gozlendi. J. Adams
ve U. le Verrier tarafindan 1848’de Neptiin gezegeninin kesfi Urants gezegeninin
hareketindeki sapmalar temel alinarak gerceklestirildi. Bu ise perturbasyon teorisinin
zaferi olarak sunuldu. Baglangicta bu 6zel teorinin gelismesindeki zorluk elde edilen
acillimlarin terimlerinin sine ve cosine disinda zamani igermesiydi. Gezegensel
hareketlere elde edilen sadece birinci yaklagim dogru olsa bile perturbasyon teorisi
serilerine boyle terimlerin katkist sadece zamanin uzun periyotlari(ytizyillarca yil)
icin o6nemli hale gelebilir. Sekiiler terimlerin ortaya ¢ikist gezegenin
hareketinin(donme  hareketi) frekansinin  bagimli  olmasindan  kaynaklanir.
Perturbasyon teorisinde sekiler terimlerin yok edildigi 6zel metotlarin gelisimi
Lindstedt, Guldin, Delaunay, Bohlin, ve Newcomb adli bilim adamlarinin ¢aligmalar1
sayesinde olmustur. Poincaré ve Lyapunov sadece gok mekanigi problemlerinde

degil ayni zamanda genel diferansiyel denklem teorisinde de etkili periyodik
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¢ozumlerin Ozel bir gesidini 6ne surdiller. Kiguk paydalar problemine ¢oziim igin
toplamsal eklemeler yaptilar. Degiskenlerin kanonik degisimi metodu kiigik
paydalarin ortaya ¢ikisiyla meydana gelen perturbasyon teorisi serilerindeki
raksakligin ustesinden gelebilmek i¢in daha yakinsak (siiper yakinsak) ve daha

diisik mertebeli perturbasyonu miamkiin kilmaktadir.

Gok mekaniginin perturbasyon teorisinde diferansiyel denklemlerin asimptotik
integrasyonu sadece kapali sistemler igin gelisti. Perturbasyon teorisinin sonraki
faydalar1 osilasyonlar teorisinin gelisimi Ozellikle lineer olmayan osilasyonlar
teorisinin geligimi ile iligkilendirildi. Lagrange’in ¢aligmalarinin bir devami olarak
uygulanan kugik € parametreli Rayleigh tip denklemler tizerinde B. van der Pol’un
caligmalart 6énemli rol oynamistir. Lineer olmayan osilasyonlarin genel teorisi ise
Krylov ve Bogolyubov tarafindan gelistirilmigtir. Bu ikili basit matematiksel
zorluklarin ustesinden geldiler ve perturbasyon teorisini genel kapali olmayan
sistemlere geniglettiler. Lineer olmayan mekanigin yeni asimptotik metotlar1 bu
caligmalar sayesinde gelisti ve perturbasyon teorisinin metotlariyla ¢éziimlere daha
iyi yaklagimlar elde etmek mumkiin oldu. Dahasi sadece periyodik ¢ozimlerin
tyilestirilmesi i¢in degil ayn1 zamanda quasi-periyodik ¢oziimlerin elde edilmesinde

de perturbasyon teorisi dnemli rol oynamistir (Encyclopedia of Mathematics, 2011).
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolumde diferansiyel denklemlerin perturbasyon teorisi ile ¢ozimiinde kullanilan
metotlar o6rnekleriyle ayrintili bir gekilde verilecek. Fakat diferansiyel denklemlerin
cok cesitli olmasi tezimizin ¢apini genisletmektedir. Buna ragmen arastirmalarimizin

sonucunda ulagabildigimiz metotlara sirasiyla yer verecegiz.
3.1. Parametre ve Koordinat Perturbasyon

Bu bolimde parametre perturbasyon ve koordinat perturbasyon metotlarini

gorecegiz. Bu metotlarin kullanildig: bir¢ok 6rnegi inceleyecegiz.
3.1.1. Parametre Perturbasyon

u(x, €) fonksiyonunu igeren birgok fiziksel problem x bir skaler veya vektor seklinde
bagimsiz degisken ve & bir parametre olmak tiizere L(u,x,&) =0 diferansiyel
denklemi ve B(u, &) = 0 sinir kosullar1 ile sunulabilir. Genelde bu problem kesin bir
sekilde ¢ozillemeyebilir. Ancak yukaridaki problemin kesin ya da daha kolay bir
sekilde coziilebilmesi i¢in bir € = g4 (g = 0 ise € ayarlanabilir) bulunursa u,,’ler

£’dan bagimsiz ve uy(x), € = 0 durumunda problemin ¢6ziimii olmak kaydiyla

u(x, &) = ug(x) + euy (x) + 2u,(x) + -+ (3.1.1)

seklinde ¢oziim arastiririz. Bunun igin (3.1.1) ag¢ilimi1 L(u, x,&) = 0 ve B(u,e) =0
esitliklerinde yerlerine yazilir, kiigik € i¢in genisletilir ve & nun her bir kuvveti
katsayilar1 bir araya getirilir. Bu denklemler € nun butin degerleri igin gegerli
olacagindan &’nun her bir katsayist sifirlanmalidir. Cinkii €’nun  dizisi lineer
bagimsizdir. Bu iglem u,, basarili bir sekilde bulunana kadar devam ettirilir (Nayfeh,

2004).
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Ornek: Van Der Pol Denklemi
Kugiik € i¢in

dzu _ _ 2 d_u
F+u—e(1 u)dt (3.1.2)

Van der Pol’un (1922) denklemini goz oniine alalim. Eger € = 0 ise bu denklem

genel ¢ozimi

u=acos(t+ ¢) (3.1.3)
olan
d?u

haline gelir. Burada a ve ¢ birer sabitlerdir. (3.1.2) denkleminin ¢oziimiine geligmis

bir yaklagim belirlemek i¢in
u(t, &) = uy(t) + euy () + 2u,(t) + - (3.1.5)

bi¢iminde bir perturbasyon ag¢ilimi arastiralim. Bu ag¢ilimin birinci ve ikinci

tirevlerini de hesaplayip (3.1.2)’de yerlerine yazilirsa

d?ug d?u, 5 (d%u,
F+u0+£(ﬁ+u1) +g (dtz +u2) +

dﬂ+g%+gz@+...] (3.1.6)

:e[l—(u0+eu1+82u2+---)2][dt — —

elde edilir. Buradan
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Ty, 0+e( +ul)+e2(d;2 ) + -
=e(1—uy?) u°+e [(1 U )ddt Ould;°]+ 3.1.7)

bulunur.
U, , £ dan bagimsiz ve (3.1.7) €’nun bitin kiicik degerleri i¢in gegerli oldugundan
(3.1.7) denkleminin her iki tarafindaki £ nun ayni kuvvetli terimlerinin katsayilari

esit olmalidir.

€9°1n katsay1si

d2 Up
dt?

+uy =0 (3.1.8)

£ nun katsayist

d u1 duo

tu; = (1 —u)—2 (3.1.9)
€%’nin katsayisi
d”2+ =(1- uz)—— U, Lo (3.1.10)
2 - 0 0“1 de <

esitlikleri bulunur.

(3.1.8) ile (3.1.4)’in ayn1 oldugunu ve ¢oziminin (3.1.3) oldugunu bu ornekte

acikca gormekteyiz.

Uy = acos(t + @) (3.1.11)

(3.1.11)’deki uqy degeri (3.1.9)’da yerlerine yazilirsa

d?u,

Tz T = —[1 — a?cos?(t + ¢)]asin(t + @)

bulunur.
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sin(t + @) +sin 3(t + ¢)
4

cos?(t + @) sin(t + @) =

trigonometrik 6zdesligini kullanarak son denklemi

2 3_
ddtil tu =2 44asin(t+<p) +ia3 sin 3(t + ¢) (3.1.12)

seklinde tekrar yazabiliriz. Buradan da

a®—4a
8

U, = — t cos(t + @) —éa3 sin 3(t + ¢) (3.1.13)

¢Ozimi bulunur.

Ug ve Uq ’in bulunmast ile (3.1.10)’un sag tarafi bulunmus olur. Yukarida bahsi gegen

yontemle u, bulunabilir (Nayfeh, 2004).

3.1.2. Koordinat Perturbasyon

Eger bir fiziksel problem x’in skaler oldugu B(u) = 0 sinir kosullarina tabi olan
L(u.x) = 0 diferansiyel denklemi ile gosteriliyorsa ve eger x — xo (xo, 0’a ya da
o©’a esit) iken u(x), bilinen bir u, formunda alinirsa x, = 0 oldugunda x’in
kuvvetlerinin terimlerinde ya da x, = oldugunda x~1’in kuvvetlerinin
terimlerinde x, yakinindaki x i¢in u’nun u,’dan sapmasini belirlemeye girigilir. Bu

teknigi iki 6rnekle gosterelim (Nayfeh, 2004).

Ornek: Sifirmc1 Mertebeden Bessel Denklemi
a2y | dy _
Xz T TAy =0 (3.1.14)

Diferansiyel denkleminin ¢ézimiini inceleyelim. Bu denklem x = 0’da bir reguler
singiller noktaya sahiptir. Dolayisiyla y’nin Frobenius metodunu kullanarak elde
edebilecegimiz bir kuvvet serisi ¢ozimiini 6ne sirelim. O halde Frobenius metoduna

gore
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y = z Ay xHT (3.1.15)
m=0

seklindedir. (3.2.2) ifadesindeki u sayis1 ve a,, katsayilart (3.1.15), (3.1.14)’in bir

¢Oziimi olmasindan hareketle belirlenmelidir.

(3.1.15) ve (3.1.15)’nin turevleri (3.1.14) de yerlerine yazilirsa

PNCEROITETES T

m=0
+ Z [(u + m)a,,x**™m1] + Z [@,x*T™M+1] =0
m=0 m=0
olur ki bu da
Z (n+m)a,xttm-1 4 Z A x*tmtl = (3.1.16)
m=0 m=0

sonucunu dogurur. Buradan

wWragxtt + (u+ D2ax* + Z (n+m)a,xttm-1 4 Z a,xttmtl =
m=2 m=0
bulunur ki, ilk toplamda m indisi m+2 ile degistirilirse

wWragxtt + (u+ D2ax* + Z [(L+m+2)a,,, + aplxtt™ =0 (3.1.17)

m=0

(3.1.17), x’de bir 6zdeslik oldugundan x’in her bir kuvvetinin katsayist x’den

bagimsiz bir sekilde 0’a esit olmalidir. Bu da
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wrag =0 (3.1.18)
(u+1)?%a, =0 (3.1.19)
(L+m+2)3a,,+a,=0 m=012,.. (3.1.20)

esitliklerini verir bize. Ilk denklemde a, #0 ise u =0 olmasin1 gerektirir.

Boylelikle a; = 0 ve

am _
am+2 - _ml m = 011121 e (3121)

olur. Buradan da tek indisli katsayilar igin
a2m+1 = 0, m = 0,1,2, e

oldugu goriiliir. Ote yandan

gy gy gy

%2 = "2 % =52 42

olur ki ¢ift indisli katsayilar i¢in

Uy = (D" 55— (3.1.22)

22.42.62,,.(2n)2
bulunur.

a, = 1 i¢in elde edilen ¢6ziime birinci mertebeden Bessel fonksiyonu denir ve J, ile

gosterilir. Oyleyse

2 4

x 2n

Jo=1-S4 X __* (e
0 22 | 2242 224262 22,4262 .(2n)2

(3.1.23)
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n. terimin (n-1). terime oram —x?2/(2n)? olur ki bu ifade x’in degeri ve isaretine
bakmaksizin n — oo iken 0’a gitme egilimindedir. (3.1.23) serisi Jy, X’in biitin
degerleri i¢in kesin bir sekilde duzgiin yakinsaktir (Nayfeh, 2004).

Ornek

Biyuk x’ler igin

4 1
Lry=- (3.1.24)

denkleminin ¢éziimiini

y = z AmX ™" (3.1.25)
m=1

formunda arastiralim. (3.1.25) denklemini ve bu denklemin tirevini (3.1.24)

denkleminde yerlerine yazacak olursak

Z —Mma,x ™1 + Z Apx ™+ (a; —Dx"1=0 (3.1.26)
m=1 =

m=2

buluruz. Ikinci seri toplaminda m indisi, m+1 indisi ile degistirilirse denklem

(a, — Dx 1+ ) (a1 —ma,)x ™ 1=0 3.1.27
+

m=1

haline gelir. Bu son denklem x i¢in bir 6zdeslik oldugundan her bir x™™in katsayisi

0’a esit olur. Buradan da

a; =1, A1 = May, (m = 1icin) (3.1.28)
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elde edilir ki

a, =1, az;=2!, a,=3!, a, = (n—1)!

Nt VLT (3.1.29)

1 olur ve bu ifade n — oo iken

haline gelir. n. terimin (n-1). terime oran1 (n — 1)x~
x’in degerine bakilmaksizin sonsuza gider. Ifade raksak olmasina ragmen bu seri
nimerik hesaplama i¢in kullanigh olacak ve biz bu seriye asimptotik seri diyecegiz.
(3.1.24) denklemimizin 6zel ¢ozimini hesaplamak i¢in bu serinin herhangi bir
degerde olup olmadigin1 arastirmak i¢in serinin n terimden sonrasini keserek kalani

belirleriz. Bunun ig¢in bizim diferansiyel denklemin o6zel integrali negatif x’e

yakinsayan
y=e*[" xleXdx (3.1.30)

ile verilir. (3.1.30) ifadesine kismi integrasyon uygulanirsa

1 x 1 1 x
y=2+ e"‘f x2e*dx = sttt 2€_xf x3e*dx
1 1 2 <
:§+F+F+3!e_xf x*e*dx
_1+1!+2!+3!+ +(n—1)!
Cx x2 0 x3 0 x4 X"
tnle™ [ x ""le*dx (3.1.31)

n terimden sonra seri kesilirse kalan n ve x’in bir fonksiyonu olan

R, =nle™ [* x " le*dx (3.1.32)
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olur.

Serinin yakinsak olmasi i¢in lim,,_,, R,, = 0 olmalidir. Bizim 6rnegimizde bu dogru
degildir. n — oo iken R,, = oo’dur. Bu ylizden serinin tim x’ler i¢in iraksak olmasi
oran testiyle elde ettigimiz sonug ile uyumludur. (3.1.29) serisinin kullanigli olmasi

icin n’1 sabit tutmak gerekir. Negatif x i¢in

n!
|xn+1|

IR, < n!lx~" e [* e¥dx = (3.1.33)

olur. Bu yiizden n terimden sonra serinin kesilmesinde yapilan hata niimerik bir
sekilde ilk ihmal edilen (n+1). terimden daha azdir. Dahast |x| — oo iken sabit n’li
R, — 0°dir. Seri raksak olsa da sabit bir n igin serinin ilk n terimi |x| yeterli
miktarda buytk almakla keyfi bir sekilde kiigiik yapilan hataya sahip y’yi temsil

eder. Boyle bir seriye Poincaré tip asimptotik seri(Poincaré, 1982) denir ve

y~2% (x| — oo iken) (3.1.34)

ile gosterilir (Nayfeh, 2004).
3.2. Zorlanmis Koordinatlar Metodu

Bu bolimde bazi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini bulma tekniklerini
gorecegiz. Zorlanmig koordinatlar metodunun gegmisi 19. yiizyila dayanir. Lindstedt
(1882), Bohlin (1889) ve Gyldén (1893) gibi donemin astronomlari

i+ wou = ef (u, 1), ek 1

gibi denklemlerin perturbasyon ¢oziimlerinde sekiiler terimlerin ortaya ¢ikmasindan

kaginmak i¢in bu metodu tasarlamiglardir.
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Lindstedt’in tekniginde ana diisiince lineer olmamakligin sistemin frekansini lineer
wg’dan w(e)’a degistirmesi gozlemi tzerine temellendirmistir. Frekanstaki bu

degisikligi agiklamak i¢in T = wt bigiminde yeni bir degisken tanimlandi ve

u = uy(1) + euy (1) + 2uy,(t) + -

W= wy+ ewy + 2w, + -

seklinde ¢&’nun kuvvetlerine gore uve w ac¢ilimi yapildi. Lindstedt sonra sekiler
terimin ortaya ¢ikmasini onlemek igin w; (i = 1) parametrlerini secti. Poincaré

(1892), Lindstedt’in teknigi ile elde edilen agilimin asimptotik oldugunu ispatladi.

Fizikte ve muhendislikteki problemlere yaklasik ¢oziimlerini elde etmek i¢in bu
fikrin ¢esitli bigimleri kullanilmaktadir. Fikir, problemlerde frekans, dalga sayisi,
dalga hizi, 6zdeger ya da enerji seviyesi gibi perturbasyonlar ile degistirilen bir
parametre bulma ve sonra bu parametre kadar iyi iki bagimli degiskene
genigletmedir. Parametredeki perturbasyonlar ac¢ilimi dizgin gegerli yapmak igin

secilir. Bundan dolay1 bu teknige zorlanmig parametreler metodu denir.

Birazdan bahsi gegecek bolimde bulunacak parametrenin zayif lineer olmayan
sistemin frekansi, bir kuantum mekanigi probleminde enerji seviyesi, periyodik
katsayili lineer bir problemin normal ¢oziimiindeki karakteristik ts, plazma
saliniminda dalga sayisit ya da frekansi ve sonlu genlikli ylizey dalgalarinda dalga

hiz1 ya da frekansi olabilecegi verilecek (Nayfeh, 2004).
3.2.1 Lindstedt-Poincaré metodu

Metodu agiklamak i¢in £ nun kigik pozitif bir say1 oldugu Duffing denklemi olarak

bilinen

i+u+eud=0, u(0)=a u0)=0 (3.2.1)

denklemini inceleyecegiz.
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Bu denkleme

[oe]

" = Z emu (1) (3.2.2)

m=0
seklindeki Poincaré tip asimptotik genigleme bi¢iminde yaklasik ¢oziim aragtiralim.
(3.2.2), (3.2.1)’de yerlerine yazilir ve £’un ayn1 kuvvetli katsayilar1 esitlenirse
u.o + uO - 0, uo(o) =aq, u:()(o) - 0 (323)
Il'l + u1 - _ug, ul(O) - 0, ul(O) - 0 (324)
denklemleri elde edilir. (3.2.3) denkleminin ¢6zimi baslangi¢ kosullar1 saglayan
Uy =acost (3.2.5)
dir. (3.2.5), (3.2.4)’te yerine yazilacak olur ve

cos 3t = 4cos3t — 3 cost

trigonometrik 6zdesligi kullanilirsa

U, +u, = —ad w (3.2.6)
bulunur. (3.2.6)’nin ¢éztimu (3.2.4)’teki baglangi¢ kosullarini saglayan

u, = —%tsint +g(cos 3¢ —cost) (3.2.7)
coziimudir. Boylelikle

u=acost+ ea? [— Z tsint + é (cos 3t — cos t)] + 0(&?) (3.2.8)
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¢oziimil elde edilir. Fakat bu iki terim agilim t — oo iken yaklagik ¢oziim degildir.
Cunkii t — oo iken tsint terimi u;/uy = oo sonucunu dogurur. Bu da bize tsint
teriminin sekiiler terim oldugunu gosterir. Iste bu ve bunun gibi sekiiler terimlerin

olugmasin1 engellemek i¢in Lindstedt-Poincaré metodu soyle uygulanir:

i+ wo?u = ef (u, ) (3.2.9)
bi¢iminde verilen diferansiyel denklemlerde

t =s(1+ew; + 2wy + ) (3.2.10)

bi¢iminde yeni bir degisken tanimlanir. Bu yeni degisken tanimlamasiyla (3.2.9)

denklemi

d2
(14 cw, + 2wy + -+ )72 d—sg + wo?u

=¢ef [u, (14 ew;, + 2w, + )7L Z—Z] (3.2.11)

halini alir.

[oe]

u= Z e"u,(s) (3.2.12)

n=0

acilimi1 (3.2.11)’de yazilir ve &nun aynmi kuvvetli katsayilari esitlenirse u,,’leri

belirlemek i¢in denklemler elde edilir.

Biz de simdi (3.2.1) Duffing denklemini Lindstedt-Poincaré metodu ile ¢ozelim.
(3.2.10) doniisimlerini (3.2.1)’de yerine yazarsak (3.2.1) denklemi

2
ZTZ-I_ (1+ew; + 2w, ++)?(u+eu®)=0 (3.2.13)
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haline gelir. (3.2.12), (3.2.13)’te yazildiginda ise € nun aynm kuvvetli katsayilarinin

esitlenmesiyle

d2 Up

ds?

+u0:0

2
d Uq
SZ

d + u1 = _u03 - Zwluo
d2u2

+uy = —3upuy — 2w, (uy + up®) — (w12 + 2w,)u,

denklemleri elde edilir.

a ve ¢ integrasyon sabiti olmak iizere (3.2.14)’nin genel ¢oziimu

Uy = acos(s +¢)

dir. (3.2.17), (3.2.15)’de yazilacak olursa

d2u1

ds?

+u, = —ia3 cos3(s + ¢) — (za2 + 2wq)a cos(s + @)

(3.2.14)

(3.2.15)

(3.2.16)

(3.2.17)

(3.2.18)

denklemi bulunur. w, = 0 alinacak olursa (3.2.18), (3.2.6) haline kisalir. Fakat

(3.2.6) ifadesi sekiiler terime sahip idi. Bu sekiler terimden kaginmak igin

(3.2.18)’nin sag tarafindaki cos(s + ¢)’nin katsayisin1 yok etmemiz gerekir. Bundan

dolay1

olarak belirlenir. Boylelikle (3.2.18)’nin ¢oziimu

12 a® cos3(s + ¢)

Uy = —
173

olur. ugy, uq ve wq (3.2.16)’de yerlerine yazilarak
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d2 Uo
ds?

+u, = (% a* — sz) acos(s + ¢) + NST (3.2.21)

denklemi elde edilir ki denklemdeki NST(nonseculer terms) sekiiler terim tiretmeyen

terimleri temsil eder. Bu denklemde de sekiiler terimden kurtulmak igin

51
w, =—a* (3.2.22)

alinir. O halde

u =acos(wt + ¢) + %a3 cos 3(wt + ¢) + 0(e?) (3.2.23)
¢6zimi bulunmus olur. Bu ¢éziimde a ve ¢ integrasyon sabiti ve

w=(1- Zaze + 25?16a4£2 +-) =1+ Zaze — %a“e2 + 0(&?) (3.2.24)

dir (Nayfeh, 2004).
3.2.2. Mathieu denklemi icin degisim egrileri

Simdi de tzerinde kapsamli ¢caligmalar yapilmig
14+ (6 +ecos2t)u=0 (3.2.25)

seklinde bilinen Mathieu denklemini inceleyecegiz. Bu denklemin kararsiz

¢cozuimlerinden ayrilmig kararli degisim egrilerini tammlayacagiz.

Bu denklem aslinda periyodik katsayili bir lineer diferansiyel denklem ¢esidi olan
Hill denkleminin 6zel bir durumudur. Mathieu denklemi ¢, m ya da 2m periyoduna
sahip, #'nin bir fonksiyonu ve y, € ve § parametrelerinin degerlerine bagli reel ya da
kompleks degerli olmak tizere

u=e"p(t) (3.2.26)
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formundaki normal ¢6ziimlere sahiptir. Floquet teorisi (3.2.25)’in periyodik
coziimlerine uyan kararsiz ¢oziimlerden kararlilari ayiran 6 — ¢ diizlemindeki
degisim egrilerini gosterir. Bu egrilerin bazilar1 asagida verilen € nun fonksiyonlari

olan & ve u’nun agilimlari ile belirlenir.

§=n?+¢eb; +e25, + - (3.2.27)

u(t) = ug + euy + e2uy + -+ (3.2.28)

Burada n, 0’a da esit olabilen bir tamsayidir ve u,,/u, , (3.2.28)’tin diuzgin gegerli

bir asimptotik a¢ilim olmasi i¢in biitiin m’ler igin sinirlidir.

(3.2.27) ve (3.2.28), (3.2.25)’de yerlerine yazilirsa, €’ nun ayni kuvvetli katsayilari

esitlenirse

U +nuy =0 (3.2.29)
U + nfuy = —(8; + cos 2t)u, (3.2.30)
U, + n?u, = —(8; + cos 2t)u, — 8,u, (3.2.31)

denklemleri elde edilir.
Ug 1n ¢OzUImMU

" = {cosnt
0 sinnt

n=012,.. (3.2.32)
olarak bulunur. Bundan sonra n = 0,1,2 i¢in u, ve u, belirlenir (Nayfeh, 2004).

n = 0 durumu:

Bu durumda uy, = 1 olur ve (3.2.30)
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i, = —6; —cos2t (3.2.33)
haline gelir. (3.2.28)1in diizgtin gegerli olmasi i¢in &;, 0’a esit olmalidir. Dolayisiyla
U = icos 2t+c (3.2.34)
olur. Burada c bir sabittir. uy ve u; bilindiginden (3.2.31)

i, = =6, —%—ccos 2t—§cos4t (3.2.35)
haline gelir. u,/uy’1n sinirlt olmasi igin 6, nin -1/8’¢ esit olmasi gerekir. Buradan da
§ = —=e2 +0(e%) (3.2.36)
oldugu gorilir.

n =1 durumu:

Bu durumda uy = cost ya da uy = sint olur. uy = cost alirsak (3.2.30)

i +uq = —(61 +%) cost—%cos 3t (3.2.37)
olur. U, /uy’1n sinirli olmasi i¢in §; = — 1/2 olmalidir. Boylelikle
u, = %cos 3t (3.2.38)

bulunur. (3.2.31) denklemi ise

i - (L 1 _1
iy, +u, = (32 + 62) cost + _-cos 3t 55 €OS 5t (3.2.39)
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haline gelir. u,/uy’in sinirli olmast kosulu &, = —1/32 olmasina baglhdir. Bu

yizden

§=1—-e——e+0(e%) (3.2.40)

olur. u, = sint alinacak olursa
§=1+-e——e +0(e%) (3.2.41)
seklinde degisim egrileri bulunur.

n = 2 durumu:

Bu durumda uy = cos 2t ya da uy = sin 2t olur ve ilk esitlikten (3.2.30) denklemi

i +4uy = —% — 6, cos 2t — % cos 4t (3.2.42)
haline gelir. u4 /u,’in sinirl olmasi gerektiginden §; = 0 olmalidir. O halde

U = —% +icos 4t (3.2.43)
olur. uy ve u; (3.2.31)’de yazilirsa

iy +4u, = — (62 - 45—8) cos 2t — icos 6t (3.2.44)

denklemi elde edilir. u,/uy’in simnirli olmasi igin 8, = 45—8 almamiz gerekir. Bu
nedenle
§=4+ —882 + 0(&3) (3.2.45)

5
4

oldugu gorilir. uy = sin 2t alinmasi halinde ise
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§=4——e+0()

bulunur (Nayfeh, 2004).

3.2.3. Basit bir lineer 6zdeger problemi

A 6zdegeri ve u 6zfonksiyonu gostermek tizere

u'+[A+ef()]u=0, f(x)=f(—x) (3.2.46)
u(0)=u(1)=0 (3.2.47)

problemini g6z oniine alalim. Burada & kugik bir degerdedir. Eger € =0 ise

ozfonksiyonlar ve 6zdegerler agsagidaki gibidir.

u, = V2sinnmx, n=123,.. (3.2.48)
2 (3.2.49)
Yukaridaki 6zfonksiyonlar ortonormaldir. O halde

[ 1 (00) (X)X = 8y (3.2.50)

dir. Buradaki §,,,, Kronecker delta fonksiyonunu temsil etmekte ve bu fonksiyon

seklinde tanimlanmaktaydi.

Sifirdan farkli ama sifira yakin € i¢in u,, ve 4,,’e bir yaklagik ¢éziimii
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U, = V2sinnmx + ey + €Uy, + - (3.2.51)

A, =22 + ey + €24, + - (3.2.52)

bi¢iminde alinarak elde edilir. (3.2.51) ve (3.2.52), (3.2.46) ve (3.2.47)de yerlerine

yazilir £’nun ayn1 kuvvetli katsayilari esitlenirse

Upy + 122Uy = —f(X)Ung — AprUno

Up1(0) = up (1) =0 (3.2.53)
Uy + NP%Upy = —f () U — ApgUng — Apaling

Up2(0) = up2(1) =0 (3.2.54)

elde edilir. u,,, sifirinct indisli oldugundan yaklasik ¢ozimin ilk terimine esit

olacaktir. O halde

Upo = V2 sinnmx (3.2.55)

tir. Farz edelim ki u,,4, U,;o’1n bir lineer kombinasyonu olsun. O halde

[oe]

Uy = Z AV 2 SIn MITX (3.2.56)

m=1

olur. Bu ¢oziim sinir kosullarini saglar. (3.2.55) ve (3.2.56), (3.2.53)’de yazilacak

olursa

Z V2m2(n? — m®)ay,, sinmnx = —V2 f(x) sinnmx — V24, sinnmx  (3.2.57)
m=1
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esitligi elde edilir. Simdi de (3.2.57)’yi V2 sin kmx ile carpip, 0’dan 1’e integralini
alip (3.2.48) 6zfonksiyonlarinin (3.2.50) ortonormallik 6zelligini kullanirsak

m2(n? — k®a,, = —Fur — An16nk (3.2.58)
elde edilir. Esitlikteki

Foy =2 fol f () sinnmx sin kmx dx (3.2.59)
dir.

Eger k = n ise (3.2.58)’iin sol tarafi sifirlanir. Bu ytzden

App = —Fp = —2 folf(x) sin? nmx dx (3.2.60)
olur.

Ancak eger k # n ise

Appe = — 2 (3.2.61)

T a2 (n2—k?2)
olur.

(3.2.60) durumu sekiiler terimlerin kaldirilmasina esit olacaktir. u,,; fonksiyonu ise

Upy = — Dpesn V2 sin KTTX + 0y V2 sin n1Tx (3.2.62)

7-[2 (nZ_kZ)

olur. a,,’in hala belirlenmedigine dikkat ediniz. a,,, son ¢o6zimde u,’in

normallestirilmesi ile belirlenecek.
Islemin devaminda

39



Uyy = z b2 sinrmx (3.2.63)
r=1
oldugunu varsayalim. u,,, U,q Ve Uyg, (3.2.54)’da yerlerine yazilirsa

2 2:(712 — r2)\2b,, sinrmx
r=1

[oe] [oe]

=— Z AV 2f (%) sin kmx — Z Qe Ana V2 sin kmx

k=1 k=1

— Ay V2 sin nmx (3.2.64)

elde edilir. (3.2.64), V2sinsmx ile carpilip 0’dan 1’e integrali alinir ve (3.2.50)

normallik 6zelligi kullanilirsa

[oe]

7.[2(n2 - Sz)bns = - Z ankas - ansﬂnl - Anzé‘ns (3~2~65)

k=1
elde edilir.

Eger s = n ise (3.2.65)’nin sol tarafi 0’a esit olur. Buradan

F2
Anz = — Z ankan = Z nz(n+ik2) (3266)

k+n k#n

Eger s # nise (3.2.65)’den

bns — Z Fnkas _ annFns _ anFns (3.2.67)
£ 7'[4(7'12 _ kZ)(nZ _ 52) 7'[2(7'12 _ 52) 7'[4(7'12 _ 52)2
n

Burada gorildigi gibi hala b, belirlenmedi. u,,’in normallestirilmesi ile

belirlenecek.
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u,’1 normallestirmek i¢in

fol(uno + EUyq + €2Upy) dx = 1 (3.2.68)
olmast gerekir. u,, normallestirildiginden

J3 tnottnydx = 0 (3.2.69)
Jy Rtttz +uZ;)dx = 0 (3.2.70)

esitliklerini elde ederiz. (3.2.69) durumu a,, = 0 oldugunu gosterir iken (3.2.70)

durumu
1
by, = _EZ a2, (3.2.71)

sonucunu verir. Boylelikle

For

= /2 sinnmx — ezwx/_smknx

+ EF FF

2 nst ks A .

) ;{[Z n*(n? —s?)(n? —k?) m*(n? —k2)2] 2eln femx
n

SFEn
1 FZ,
-+ 3
2T (nZ — kz)zx/_smnnx} + 0(e%)
(3.2.72)
2
A =n?n? — eE,, + &2 Z _ e + 0(e3) (3.2.73)
nn 7-[2(n2 — kZ)

k#n

sonucu elde edilmig olur.
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Bu bolimde agiklanan agilim metoduna Rayleigh-Schrodinger metodu denir. Metod
Schrodinger denkleminin ¢aligmayan ¢ozimuni iyilestirmek igin Schrodinger

tarafindan gelistirilmistir (Nayfeh, 2004).
3.2.4. Lighthill teknigi

Lighthill tekniginin esasi sadece kiicik & parametresinin kuvvetlerinde
u(xq, X2, ..., Xp; €) bagimh degiskenine acilim yapmak degil ayni zamanda & nun
kuvvetlerinde bagimsiz degiskenlerin birisinin 6rnegin x;’in de agilimini yapmaya
dayanir. Lighthill yeni bir bagimsiz degisken tanimladi ve ardindan s’e bagl
katsayili £’nun kuvvetlerinde u ve x,’in her ikisinin agilimin1 yapt1. Ilk yaklasim i¢in

x4 ve s’in ayn1 oldugunu varsaydi. Asagidaki agilimlart 6ne siirdii.

u= Z EMUL(S, X5, X3, ) Xy ) (3.2.74)
m=0
Xy =S+ Z EMEn(S, X0, X3, oy Xy) (3.2.75)
m=1

Agikca goruliyor ki (3.2.74) agilim1 Poincaré tip agilimdir. Sadece s ile x; yer
degistirmis. Bu yiizden bu ac¢ilim duzgin gegerli degildir. Bu nedenle Lighthill
(3.2.75)’yi tanimlamis ve yukaridaki her iki geniglemenin dizgin gecerli olmast igin

&n(zorlayan fonksiyonlar)’leri segmistir. Bu se¢im sayesinde

U e fm (3.2.76)

Um-1 ém-1

oranlarinin siirli olmast sartt saglanarak yaklagimlarin dizgin gegerli olmasi

basarilmigtir.
(3.2.74) ve (3.2.75), Lindstedt-Poincaré metodunda kullandigimiz (3.2.10) ve

(3.2.12) ile karsilagtirildiklarinda Lighthill tekniginin zorlanmig parametreler

metodunun uzatilmig hali oldugu gorilir.
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Bu teknik Kuo(1953, 1956) tarafindan yeniden tasarlandi. Bu yiizden bu teknik PLK
(Poincaré-Lighthill-Kuo) metodu olarak da bilinir (Nayfeh, 2004).

Ornek

Tuam x’ler i¢in g(x) ve r(x) regiiler fonksiyonlar olmak tizere
(x +ey) Z—i +q(x)y =rx), y()=b>0 (3.2.77)

Birinci mertebeden diferansiyel denkleminin Lighthill teknigi ile ¢oziimiine bakalim.

Oncelikle
dy
a(x) =+ b(x)y = c(x)
seklindeki birinci mertebeden diferansiyel denkleminin denklem

dy _
-+ Py = Q)

haline getirildikten sonraki ¢6zimiiniin
y = e~/ P()dx [f Q(x)efP(x)dxdx + C]

oldugunu hatirlayalim.

(3.2.77)’te € = 0 alinirsa yeni denklemin ¢ozimu

*_q® xXr ta® ;.
y = [ef _qut] [f %(ef o )dt + c] (3.2.78)
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q(0) = q, alalim ve sonra R(x), x = 0’da regiiler olan bir fonksiyon olmak tizere

xq(t)
el Tt 4 = xR(x) (3.2.79)

bi¢iminde simgeleyelim. r(x) x = 0’da regiiler oldugundan q,’1in negatif tamsay1

oldugu zamanlar diginda

y = R(x) + 0(x~%) (x = 0iken) (3.2.80)
4o’ 1n negatif tamsay1 oldugu durumda

y=R(x)+0(x % Inx) (x — 0iken) (3.2.81)
olur.

(3.2.80) ve (3.2.81) denklemleri (3.2.77) denkleminin x — O iken sifirinct mertebe
¢ozimiiniin sinirli olup olmamasinin g, < 0 ya da g, = 0 olmasina baglt oldugunu
gosterir. Metodun detaylarint gostermek ig¢in metodu g, = 2 igin 6zel bir drnege

uygulayalim.

Asagidaki problem Lighthill(1949) ve Tsien(1956) tarafindan 1iyilestirilen

problemdir.
(x +ey) Z—i +(2+x)y=0, y(1) = Ae™? (3.2.82)

Burada A bir sabittir. Lighthill problemin ¢6ziimi igin

y = Z ey (8) (3.2.83)
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x=s+ Z eMxm(s) (3.2.84)
m=1

acilimlarini varsaymig ve sonrasinda

d_y [o.0] m !
4y _ds _ _2m=0€"Ym (5) (3.2.85)
dx dx 14+3Y%_ e™x,'(s) -
ds

esitligini elde etmis. Sinir kosullarini uygulamak i¢in s’in degerini belirlemeye gerek
duyariz. x = 1’e karsilik olan 5’1 § ile gosterelim. Bu iglem i¢in (3.2.84)’de x yerine

1 yazmamiz yeterlidir.

s=1- Z emx, (5 (3.2.86)

m=1
esitligini ¢ozmeliyiz. £’nun kuvvetlerinde S’yi agalim.
S=1+4¢5 +&%5,+ - (3.2.87)

(3.2.87)’u (3.2.86)’te yazar, agilimi yapar ve £ nun ayni kuvvetlerinde katsayilari

esitlersek
§=1-—ex(1) —&?[x,(1) — 2, (Dx (D] + - (3.2.88)

elde ederiz. Simdi sinir kosullari yazilabilir.

Ae™ =y, (1) + ely; (1) — yo(Dx; (D] + -+ (2.2.89)
ya da
Yo(1) = Ae™! (3.2.90)
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y1(D) = y5(Dx, (1) (3.2.91)

(3.2.83), (3.2.84) ve (3.2.85) ifadeleri (3.2.82)’da yerlerine yazilirsa ve £° ve €’1n

katsayilar1 0’a esitlenirse

syo +(2+5)y, =0 (3.2.92)
sy;1 + 2+ )y = =2+ 8)yox1 — (Vo + Yo)x1 — YoYo (3.2.93)
bulunur. y,’1n ¢6zimi

Yo = Ae~5s7? (3.2.94)

dir. Bu ¢oziim ile (3.2.93) ifadesi

d 1 ;2 e 9,2

haline gelir.

Eger x; = 0 ise (3.2.95) ifadesi x = 0’da y,’dan daha fazla singuler olan y;’in
bulundugu ag¢ilimdaki birinci mertebe terimli denkleme kisalir. Gergekten x — 0 iken
y: = 0(x™%) oldugu zaman y, = O(x~2)’dir. Yukaridaki agilimi diizgiin gegerli
kilmak i¢in x4, (3.2.95)’nin sag tarafi yok edilerek y;’in y,’dan daha fazla singiiler
olmamasi i¢in se¢ilmelidir. Ancak Lighthill en kot singiilerligi yok etmek i¢in bir

diizgiin gecerli agilimin x;’in segilmesi ile elde edilebilecegini buldu. Bu yiizden

I} x A
Xy — ?1 =3 (3.2.96)
ya da
A
X1= 732 (3.2.97)
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olur. Sonrasinda (3.2.95)
S =-E-Braerg+ (3.2.98)
S N
haline gelir. Boylelikle
= A2e~5s72 |2 et d 3.2.99
i S+ m- eGP (3.2.99)

bulunur. x, uzatilmig fonksiyonu en kotu singilerligin yok edilmesinden elde

edilebilir.

x, = -3 (3.2.100)
O yuzden

y=de~s2{1+4e[ L+ -] e (G + sig)df]} +0(%) (3.2.101)
olur. Burada

x=s— 2422 0% (3.2.102)
dir.

y =Ae s7? (3.2.103)

¢ozimi orijin yakinindaki diizgiin gecerli en kaba yaklasimdir. Burada s, x = 0

ve € K 1 oldugu zaman yaklagik bir sekilde x’e esit olan

X=S——; (3.2.104)
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denkleminin kokiidir. Bu agilim x’in bir pozitif degerinden baglamak i¢in varsayilir
ve acilim asagi x = 0’a dogru devam etmek i¢in gerekir. Fiziksel bir problem igin
eger burada orijin 6ncesi x’in bir fonksiyonu olan s’in bir reel dal noktasi var ise bu
devamlilik durur. Bu dal nokta (3.2.82) orijinal denkleminin bir singiilerligi olan ya

dx/ds=0 ya da x + €y = 0 tarafindan verilir. Bu durumda dal nokta yalniz ve yalniz
A <0 oldugu pozitif s ~ (— %)1/ 3 tarafindan bulunur. Bu yiizden yukaridaki
acilim eger A > 0 ise orijine dogru degerlenecektir ve eger A < 0 ise

X~ (3/2)(—%)1/3’da durur.

Sonraeger A =1lisex =0

s = (5)1/3 + —(5)2/3 +0(e) (3.2.105)

3 (3

Y= (_)2/3 _ _(;)1/3 +0(1) (3.2.106)

olur (Nayfeh, 2004).

3.2.5. Temple teknigi

Z—u =F(x,u,¢) u(xy) = ug (3.2.107)

X

problemine bir diizgiin gegerli acilim belirlemek i¢in Temple (1958), Lighthill’in

yaptig1 gibi bir yeni s bagimsiz degiskeni tanimladi ve

u =u(s, &) ve x = x(s,¢) (3.2.108)
oldugunu varsaydi. Lighthill

U = up(s) + euy(s) + e2uy,(s) + - (3.2.109)
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x =5+ ex.(s) + e2x,(s) + - (3.2.110)

acilimlarini varsaydi ve bu iki agilimin dizgin gegerli olmasi i¢in x; secti. Temple

ise (3.2.107) orijinal denklemini asagidaki iki yeni denklemle degistirdi.

Ulx,u,s,¢€), Z—::X(x,u,s,e) (3.2.111)

du
ds

Buradaki U ve X, £’da regiilerdir. Sonra # ve x i¢in Poincaré tip bir agilim belirledi.

Bu yiizden Temple teknigi x;’leri sistematik bigimde belirler.
Teknigi agiklamak i¢in asagidaki diferansiyel denkleme g6z atalim.
(x + ey)Z—i +2+x)y=0, y(1)=e1 (3.2.112)

(3.2.112) denklemi Lighthill tekniginde gordugumiiz (3.2.82) denkleminin 6zel bir
halidir. Temple yukaridaki denklemi

dx d_y__
s—=x+tey, s—-= 2+ x)y (3.2.113)

esitliklerini kullanarak degistirdi. Bu denklemler &’da analitiktirler ve asagidaki
acilimlara sahiptirler.

y =s"2e™[1—¢ [ p(t)dt] + O(e?) (3.2.114)
x = s[1+ep(s)] + 0(e?) (3.2.115)
Bu agilimlarda

¢(s) = [ s™*e~5ds (3.2.116)

dir. s = 0 iken
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x :s—ges‘z + 0(e%s™) (3.2.117)
y=s"2— égs“L + 0(e2s7%) (3.2.118)

O halde x = 0°da

y = (5)2/3 +0(e"1/3) (3.2.119)

¢ozimi elde edilir ki bu ¢oziim Lighthill teknigi ile elde edilmis (3.2.106)
¢oziimiyle uyumludur (Nayfeh, 2004).

3.2.6. Zorlanms koordinatlar metodunun smirlari

Cok ¢esitli fiziksel problemlere ¢oziim olacak dizgiin gecerli bir agilim elde etmek
icin zorlanmig koordinatlar metodu olduk¢a kullanighidir. Ancak bu yontem bir ya da
iki yonde hareket eden dalgalarin hiperbolik diferansiyel denklemlerinde basarili
olmasina ragmen eliptik diferansiyel denklemlerde diizgiin gecerli agilim
vermemektedir. Lighthill (1951) yuvarlak ince hava folyosundan gegen basing
altindaki akigkan i¢in ikinci mertebeden diizgiin gegerli agilim elde etmesine ragmen
Fox (1953) daha yiiksek mertebeden agilimlarin diizgiin gegerli olmadiklarini buldu.
Ayni zamanda Fox ikinci mertebeden bir dizgin gecerli ag¢ilimin yukarida bahsi
gegen akigkanlar olayinda bile elde edilemeyecegini buldu. Bu ytuzden Ligthill daha
sonraki makalelerinde metodunun sadece hiperbolik diferansiyel denklemlerinde
kullanilmasini tavsiye etti. Bu tavsiyeye ragmen pek ¢ok bilim adami bu metottan
hareketle bir ¢ok problemi basarili bir sekilde yaklagik ¢oziimiine kavusturmustur

(Nayfeh, 2004).
3.3. Esleme Metodu ve Bilesik Asimptotik A¢ilimlar Metodu

Zorlanmig koordinatlar metodu bagimsiz degiskenlerin tanim bolgesinin bazi
yerlerinde bagimli degiskenin keskin degisim yaptigi durumlarda dizgin gegerli

acilimi vermedigi gorulmustiir. Diuzgin gegerli acilimlar elde etmek i¢in keskin
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degisikliklerin buyik olgekler tarafindan nitelendigi gergegini gormeli ve bu
gergekten yararlanmaliyiz. Biyiik ol¢ekler keskin degisim yerlerinin diginda bagimli

degiskenlerin davranigini nitelendiren 6lgekten farklidir.

Esleme metodunda oncelikle orijinal degiskenleri kullanarak bildigimiz agilimi(biz
bu a¢ilima dig ac¢ilim diyecegiz) ve buyutilmis o6lgekler kullanarak keskin
degisimleri anlatan acgilimi(bu agilima da i¢ agilim diyecegiz) belirleyecegiz. Ig
acilimlar keskin degisim bolgelerinden uzaklasirken bozulur. Dis agilimlar ise keskin
degisim bolgelerine dogru bozulur. Bu i¢ ve dis acilimlar arasinda baglanti kurmak
icin esleme prosediri kullanilir. Bu teknige i¢ ve dig agilimlar metodu ya da

Bretherton’dan (1962) sonra esleme metodu denir.

Bir diizgiin gegerli asimptotik agilim belirlemek i¢in ikinci teknigimiz her bir bagimli
degisken orijinal bagimsiz degiskenler tarafindan nitelenen bir pargast ile
buyutilmis bagimsiz degiskenler tarafindan nitelenen pargalarin toplamidir
varsayimina dayanmaktadir. Bu metoda bilesik agilimlar metodu diyecegiz (Nayfeh,

2004).
3.3.1. Esleme metodu

Esleme metodunu agiklamak i¢in asagidaki sinir deger problemini kullanacagiz.

ey'"+y'+y=0 (3.3.1)
y0) =a y(1)=p (3.3.2)

Once bu problem i¢in Poincaré tip agilimi inceleyelim.

y = Z e"yi(x), e«1 (3.3.3)
n=0

acilimin1 (3.3.1)’de yerine yazar ve £’ nun ayni kuvvetlerinin katsayilarin esitlersek
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e(yo +eyr +e2yy + ) + (yo +ey; + €%y, + )
+ (Yo +ey; + &2y, +) =0
Vo +vo) +e(yy +y1 +yv) + €2y +y3+y2) +--=0
Yo+ =0 (3.3.4)
Ynt+ Yn = —Vn1 (3.3.5)

denklemleri elde edilir. Rahatlikla gortlebilir ki n. seviyedeki yaklagimi bulmak igin

Vn—1 1n bilinmesi gerekir. (3.3.4)’1 ¢ozecek olursak

Yo =e *.c

sonucu elde edilir. (3.3.2) sinir kosullarint saglatmaya ¢aligalim.
Yo(0)=c=a

Yo (1) :gzﬁ

esitlikleri e :% sonucuna goturir ki bu da e’nin irrasyonel olmasi gergegine

aykiridir. Dolayisiyla (3.3.2) simir kosullarinin  her ikisi (3.3.4) ve (3.3.5)’in

¢coziimlerini saglamaz.
Eger €’u sifira esitlersek
y'+y=0 (3.3.6)

diferansiyel denklemini elde ederiz ki bu kisaltilmig birinci mertebeden diferansiyel

denklem (3.3.2) sinir kogullarinin da her ikisini saglamaz. Sonug¢ olarak iki sinir
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kosulundan birisi birakilmalidir. Sinir kosulunun vazgecildigi yerde y, kisaltilmig
denklemin ¢oziimiinden daha ¢ok hizli bir sekilde degisir. Bu hizli degisimin oldugu

cok kiigtk araliga sinir tabaka denir.

Simdi (3.3.4) ve (3.3.5) denklemlerini ilk iki terim igin ¢ozerek ve y(1) = B sir

kosuluna tabi olarak once

Yo = e *.e.f = pel™™

denklemini elde ederiz. Bu denklemin ikinci tiirevini bulalim.

yo = pBel™

Buldugumuz ikinci tiirevi n=1 i¢in (3.3.5)’te yazalim.

yit+y1=—yy =—pe'™*

Yukarida elde ettigimiz homojen olmayan diferansiyel denklemi ¢ozelim.
Dolayisiyla ¢oziimiimiz y = y, + ¥, formunda olacaktir. Homojen kismin ¢6ziimi

¥y, = e~*.c oldugundan y(1) = f kosulu saglatilarak

Y1 = e’ - xpel~

bulunur. O halde yaklasik ¢6zimimiiz

y = pel™ + gfel™(1 — x) + 0(e?) (3.3.7)
elde edilir. Orijinde y = fe(1+¢) oldugu gorulir ki genellikle bu sonug

(3.3.2)’deki a’dan farklidir. Dolayisiyla (3.3.3)’de hata [0,1] aralig1 izerinde diizgiin
degildir ve (3.3.3) agilim1 orijinde kirtlir.
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Diizgiin olmamasinin dogasini daha ileri seviyede anlamak i¢in (3.3.1) ve (3.3.2)’nin

kesin ¢oziimiine bakalim. (3.3.1)’in karakteristik denklemi

err+r+1=0 (3.3.8)

dir. Bu denklemden

_ —1+V1-4e

ra = (3.3.9)

elde edilir ki ¢ozimimiz y = c,e™* + c,e™2* formunda olmalidir. (3.3.2) sinr

kosullar1 denklemde saglatilirsa

0(=C1+C2

B =cie™ +cye™ (3.3.10)

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemden

c = B-ae™2
17 gri_em
. = B-ae™l
27 gra_em

elde edilir.O halde kesin ¢oziimiimiiz

_ (ae"2-B)e"1*+(f-ae"1)e"2*
y= ez —e™

(3.3.11)

seklindedir. x sabit tutuldugunda

lim,qy(x,&) = pel™
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sonucu ile (3.3.7)’deki ilk terim uyum ig¢indedir ve bu sonug¢ y(1) = B sir kosulunu
saglar. x=0’da neler oldugunu anlamak i¢in y’yi kesin ¢oéziimden & mertebesine

tahmin edelim ve bunu ¥ ile gosterelim. € — 0 iken

— —1+v1-4¢
m=aq8 age’ faEt o= ———
&

aciliminda &’nun esit kuvvetlerinin katsayilarini bulalim.

[2e(a_ie™' + age® +aet + ) + 112 = (V1 - 48)2
[2Qa_; + 1) + 2age + 2a,6% + 12 =1 — 4¢
Qa_;+1)?%=1, 4a,2a_,+1) =—4¢

Ustteki esitlikler kullanilarak

bulunur. Dolayistyla
r, =—14+0(¢) (3.3.12)

sonucu elde edilir. Benzer yontemle

[2e(a_ie™" + age® +ae’ + ) + 112 = (—V1 - 48)2
[2Qa_; + 1) + 2age + 2a,6% + 12 =1 — 4¢
Qa_;+1)?%=1, 4a,2a_,+1) =—4¢

Ustteki esitlikler kullanilarak

a_l = _1, aO = 1
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bulunur. Dolayistyla
r,=—-+1+0(e) (3.3.13)

olur. O halde (3.3.12) ve (3.3.13) ifadeleri (3.3.11)’de yazilirsa

X

§ = el + (a — pe)e” & + 0(e) (3.3.14)

X
i—/g orantilt terimi ithmal edilmedi. Ciinkii tahmin
e

bulunur. Bu tahminde bulunan
sadece € — 0 oldugu zaman degil ayn1 zamanda x — 0 oldugu zamanda da yapiliyor.
¥’ nin davramig, y ile gosterilen (3.3.7)’nin ilk terimi ile birlikte sekil 3.1.°te
gosteriliyor. Sekil 3.1.’ten goriilebilecegi gibi kiicik ¢ i¢in ¥ sinir kosullarini

saglamak i¢in hizli bir sekilde degistigi orijin yakinindaki kiigiik bir bolge disinda y
ile uyumludur. Gergektende

lim,_q lim,_, y(x;€) = a (3.3.15)
lim,_q lim,_, y(x; &) = Be (3.3.16)

limit degerleri y(x;e¢) kesin ¢oziiminin § (3.3.7°nin ilk terimi)’a diizgin olmayan

yakinsakligini gosterir.
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Sekil 3.1. a = 0 ve B = 1 6zel durumu
Yukarida bahsettigimiz ve onceden de kisaca ismini zikrettigimiz y’nin hizli bir

sekilde degistigi bu kiigik araliga akigkanlar mekaniginde sinir tabaka, kati

mekaniginde keskin tabaka ve elektrodinamikte kabuk tabaka ismi verilir.

Sinir tabakada gecerli bir ac¢ilim tamimlamak i¢in bu tabakayi (zz germe

donigimiini kullanarak buyutiriz. Bu dontsim ile (3.3.1)

Py, dy _
d{2+d{+ey—0 (3.3.17)

haline gelir. € — 0 iken
2
ey b (3.3.18)

acz ' dc

haline kisalir. (3.3.18)’in genel ¢oztimi A ve B sabit olmak tzere
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y=A+Be™ (3.3.19)
seklindedir. Bu ¢6ziim sinir tabakada gegerli oldugundan orijinde de gecerlidir. Bu
yizden ¢dziim y(x = 0) = a sinir kosulunu saglamalidir. x = 0’a karsilik olan

¢ = 0 oldugundan y({ = 0) = « olur ki dolayisiyla B = a — A olur ve (3.3.19)
y=A+(a—Ae¢ (3.3.20)

haline gelir. Biz bu ¢oziimii y' ile gosterecegiz ve i¢ ¢oziim ya da i¢ agilim diye

isimlendirecegiz.

€ - 0 iken sabit x #0 i¢in y(1) = sinir kosuluna tabi (3.3.6) kisaltilmig

denklemin ¢6ziimii olan

y = fel™ (3.3.21)
ifadesine ise dig ¢oziim diyecegiz ve y° ile gostecegiz.

A keyfi sabitini bulmak i¢in

lim,_,oy° = Pe (3.3.22)

limitini dikkate alacagiz. Bir de € — 0 iken { = f germe doniigimiinden ¢ — o0’a

karsilik olan herhangi sabit kuigiik x, degeri ve
lim;,ey' = A (3.3.23)

limiti dikkate alinacak. Bu limitler x = x, # 0’1n ¢ok kiigik bir degerinde y’nin ayni

degerini vereceginden
A=pe (3.3.24)

dir. O halde
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y' = Be + (a—Be)et (3.3.25)
olur.
I¢ ve dis agilimlarin belirlenmesinde iki farkli limit islemi kullaniriz. Bunlar

y° =1lim es0 y(x;€) (3.3.26)

x sabit

seklinde tanimlanan dig limit ve

y'=lim eno y(e(;€) (3.3.27)

{ sabit
seklinde tanimlanan i¢ limitdir.
A’nin belirlenmesi islemine esleme deriz ve esleme prensibi diye isimlendirdigimiz
lim, y°(x; &) = limge y'(x; €) (3.3.28)

esitligini kullaniriz. Dis ¢oziimiin i¢ limitini (y°)¢ ile, i¢ ¢oziimiin dis limitini ise

(y i)o ile gosteririz.

Bizim orijinal denklemimize bir yaklasik ¢6ziim sifira yakin olmayan x degeri igin
3.3.21 ile ve x=0 yakinlarinda 3.3.23 ile verilir. Bitiin x’lerin bir fonksiyonu olarak
y’vyi hesaplamak i¢in x’in bazi kiicik degerlerinde (6rnegin ¢oziimlerin kesistikleri
yerdeki degerler) x artarken bir ¢oziimden o6teki ¢oziime gecis yapmaliyiz. Bu gegis
elverisli degildir. Ve biz bu ¢oziimlerden bilesik ¢oziim seklinde isimlendirdigimiz,
y¢ ile gosterdigimiz tek bir dizgin gecerli ¢ozim olustururuz. Erdélyi’nin

aciklamalarindan

ye=yl+y =) =y +y' - (H° (3.3.29)
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elde edilir.

Madem

((yo)i)o — (yo)i — (yi)o — ((yo)i)i
dir, o halde

(yc)o — yo 1+ (yi)o _ (yo)i — yo
) =) +y =) =y (3.3.30)

olur. Bu ylizden bilesik ¢ozim dig bolgede dis ¢ozim kadar iyi bir yaklagimdir.
Benzer sekilde bilesik ¢oziim i¢ bolgede i¢ ¢ozim kadar 1yi bir yaklagimdir. Bu ise
bize bilesik ¢oziimiin i¢ ve dis bolge arasindaki farki igeren x’in biitiin araligi
tizerinde diizgin bir yaklagim oldugu fikrini verir. Eglemenin basarist i¢ ve dig
coziimlerin gegcerliliginde st Gste gelen bolgenin varligindan dolayr olmus olabilir.

Bu yiizden burada iki bolge arasinda fark yoktur.
3.3.21 ve 3.3.23u ekler (y°) = (yi)o esitliginden elde ettigimiz Be’u ¢ikartirsak
y© = Be'™* + (a — fe)e™/¢ + 0(¢) (3.3.31)

bilesik ¢ozimuini elde ederiz (Nayfeh, 2004).
3.3.2. Van Dyke’1n esleme prensibi

Bolum 3.3.1°de (3.3.2) kosullar1 altindaki (3.3.1) denkleminin & mertebesine kadar i¢

ve dis ¢oziimlerini arastirdigimizda
y° =pl1+e(1—x)]e’™* + 0(e?) (3.3.32)
yiza—A(1—e¥)+e{d(1—e)—[a—A4,(1+e*)]} +0(e?) (33.33)
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sonuglarini elde ederiz. Son esitlikte A, ve A; keyfi sabitlerdir.

Simdi bir terim dig agilim ile bir terim i¢ agilim eglemesi yapmak i¢in sistematik bir

sekilde asagidaki islemler yurttalur.

Bir terim dis agilim: y~pBel™* (3.3.34a)
I¢ degisken yazilirsa: = Bel~% (3.3.34b)
Kiigiik € i¢in agilirsa: = Be(1 — el + -++) (3.3.34c¢)
Bir terim i¢ a¢ilim: = fe (3.3.34d)

Bir terim i¢ agilim: y~a — Ao(l - e‘{) (3.3.352)
D1s degisken yazilirsa: = a — Ao(l - e"‘/‘g) (3.3.35b)
Kugiik € igin agilirsa: = a — A, (3.3.35¢)
Bir terim dig agilim: = a — 4, (3.3.35d)

(3.3.34d) ve (3.3.35d) birbirine esitlenirse

Pe =a—Ayyada Ay = a — Pe (3.3.36)

Simdi de bir terim dig agilim ile iki terim i¢ agilimi esleyelim.

Bir terim dis agilim: y~pBel™* (3.3.37a)

I¢ degisken yazilirsa: = Bel~% (3.3.37b)
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Kiigiik € i¢in agilirsa: = fe (1 —&l + %62(2 + ) (3.3.37¢)
Iki terim ig agilim: = Be(1 — &) (3.3.37d)
iki terim i¢ agilim: y~a — 4,(1 — e~%)

+efA(1—e %) = [a — 4o(1 + e)]} (3.3.38a)

X

D1s degisken yazilirsa: = a — 4, (1 - e_E)

+e {Al(l —e7¥/E) — [a — Ao(1 + e7¥/¢) f]} (3.3.38b)

Kiigiik € i¢in agilirsa: = (@ — Ag)(1 — x) + €4, (3.3.38¢)

Bir terim dis agilim: = (@ — Ay)(1 — x) (3.3.38d)
(3.3.37d) ve (3.3.38d) birbirine esitlenirse

Pe(l—ed) = (a —A4p)(1 —x) (3.3.39)

x = &{ oldugundan daha o6nce buldugumuz Ay = a — fe sonucunu buluruz.4,

hakkinda ise hig¢bir bilgi bulamayiz.

Simdi ise iki terim dig¢ ac¢ilim ile iki terim i¢ a¢ilimi esleyelim.

Iki terim dis agilim: y~B[1 + (1 — x)]e'™™ (3.3.40a)
I¢ degisken yazilirsa: = B[1 + e(1 — £{)]e?~*¢ (3.3.40b)
Kiigiik € igin agilirsa: = Be(1+& — e + ) (3.3.40¢)
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Iki terim i¢ agilim: = Be(1 + &£ — £{) (3.3.40d)
iki terim i¢ agilim: y~a — 4,(1 — e~%)

+efA(1—e %) = [a — 4o(1 + e)]} (3.3.41a)

X

D1s degisken yazilirsa: = a — 4, (1 - e_E)

+e {Al(l —e™¥/%) — [a — Ao(1 + e7¥/¢) f]} (3.3.41b)
Kiigiik € i¢in agilirsa: = (@ — Ag)(1 — x) + €4, (3.3.41c¢)
Iki terim dis agilim: = (& — Ay) (1 — x) + €4, (3.3.41d)

(3.3.40d) ve (3.3.41d) birbirine esitlenirse
A = Pe (3.3.42)

bulunur. O halde i¢ ¢oziimiimiiz

yi=pe+ (a—pele ™t +e{fe(1—e%) —[Be — (a — pe)e~¢]¢} + 0(e?)
(3.3.43)

seklindedir.

Bilesik agilim ise (3.3.29)’dan hareketle

y© =Bl +e(1—x)]et™ + [(a — fe)(1 + x) — efele /¢ + 0(e?) (3.3.44)

bulunur (Nayfeh, 2004).
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3.3.3. Bilesik acilim

Onceki tartigmalarda oldugu gibi i¢ agilim genelde x = O(e) bolgesinden buraya
gegerli olmaz iken dig ag¢ilim orijin yakininda gegerli olmaz. Buttn aralik boyunca
bir gegerli agilim tanimlamak i¢in 1959°da Vasil’eva, 1961°de Erdélyi’nin agikladigi

y¢ ile gosterilen bir bilesik agilim olusturmaliyiz. Bu bilesik agilim

Y= y° +yi— ()i =y +yi— (y1)° (3.3.45)
seklinde olacak.

Esleme prensibi

i = (y)° (3.3.46)
esitligini gerektireceginden bu iki form birbirine esittir. Madem

o) =y, @°=y° (3.3.47)
esitlikleri s6z konusu o halde (3.3.1) ifadesi

() =y° ve (I =y (3.3.48)

esitliklerini beraberinde getirir. Bu yiizden y¢, dis bolgede y° kadar y’ye iyi bir
yaklagimdir. Ve ayn1 zamanda y€, i¢ bolgede de y* kadar y’ye iyi bir yaklagimdir.

(y°)' °yi ne (3.3.40d) ne de (3.3.41d) tarafindan elde edilemediginden bir bilesik
acilim dig agilim ile i¢ ag¢ilim toplamindan dig agilimin i¢ a¢ilimint ¢ikartmakla

olusturulabilir.

Boylelikle
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v =Bl1+e(1—x)]e'™ + [(a — Be)(1 + x) — eBele™/* + O(&?) (3.3.49)

sonucu elde edilir (Nayfeh, 2004).
3.4. Parametrelerin Degisimi ve Ortalama Metodu
3.4.1. Parametrelerin degisimi

Aslinda bu teknik homojen denklemlere karsilik gelen genel ¢oziimler bilindigi

zaman homojen olmayan lineer denklemleri ¢ozmek i¢in gelistirildi. Bir 6rnek olarak

y' +p()y’ +qx)y = R(x) (3.4.1)

ikinci mertebeden homojen olmayan lineer genel denklemini goz éniine alalim.
y1(x)ve y,(x) homojen denkleme karsilik gelen lineer bagimsiz iki ¢oziim olsun.
Sonrasinda A, ve A, fonksiyonlar1 tanimlanma ihtiyact olan fonksiyonlar olmak

tizere (3.4.1)’in ¢6ziminu

y = A1 (0)y,(x) + A (x)y, (x) (3.4.2)

formunda varsayalim. Homojen olmama durumunda A; ve 4, nin degisimine izin

verilirken homojen problemde A; ve A, nin sabit olduguna dikkat etmemiz gerekir.

x ile ilgili olan (3.4.2) diferansiyellenmesi

y' = Ay + Ay + Arys + Az, (3.43)
sonucunu verir. 4;, A, ve y bilinmeyen fonksiyonlarina sahip oldugumuzdan sadece
(3.4.1) ve (3.4.2) denklemleri elimizde iken A4, A, ve y uizerinde birden fazla kosulu

zorlamakta 6zgiiriiz.
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kosulunu varsayalim. Sonrasinda (3.4.3) ifadesi

y' = Ay + Azy; (3.4.5)

haline gelir. (3.4.5), x’e gore diferansiyellenirse

y' =Ay + Ay, + Aty + Ay, (3.4.6)

ifadesi elde edilir. (3.4.1)’de bulunan y, y' ve y” yerlerine yazilir ve y, ve y, nin

homojen denkleme karsilik gelen ¢oziimler oldugu bilgisini kullanirsak

Ayy; + A3y, = R (3.4.7)

ifadesini elde ederiz. A} ve A5 igin (3.4.4) ve (3.4.7) denklemleri ¢ozildiigiinde

) _ ~R@y2 (%)

A =—0 o (3.4.8)
; _ RN

A== (3.4.9)

sonuglari elde edilir ki bu esitliklerde gecen W(x), Wronskian diye adlandirilir ve
W(x) = y1(x)y2(x) — y1(x)y2(x) (3.4.10)
formiiliiyle bulunur. O halde (3.4.1)’in genel ¢6zimu

y =y (%) + 6y, (%) + yp(x) (3.4.11)

tir. Burada c; ve ¢, sabitlert,

yp(x) — fx Y1(8)y2(x)=y2 (D)y1(x) R(t)d(t) (3.4.12)

Xo w(t)
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esitligi ile bulunabilen y, ise 6zel ¢oziimu anlatmaktadir.

Bu teknik bagimli ve bagimsiz degiskenlerin her ikisinin de bir fonksiyonu olan

homojen olmayan problemlerin ¢éziimlerinin tanimlanmasi i¢in gelistirilmigtir.

Homojen sinir kosullarina bagli olan

Hop + =22 = _H,y (3.4.13)

2mi ot

Schrodinger denklemini g6z oniine alalim. Bu denklemde H, ve H;, zamandan
bagimsiz ve zamana bagli lineer operatorlerdir. Varsayalim ki ayni homojen sinir

kosullarina bagl

Hop + =2 = ¢ (3.4.14)

2mi ot

olsun ve (3.4.14) denklemi

¥ = oo apup()e™ent . w, ="E, (3.4.15)
¢oziimiine sahip olsun. Burada a,,, bir sabit ve u,, ve E,,, ayn1 homojen kosullar ile
Hyu = Eu (3.4.16)

esitliginin ozfonksiyon ve ozdegerleridir. u,, 6zfonksiyonlari D bolgesi lizerinde

ortonormal olduklar1 varsayilir.

Varsayalim ki pertiirbe edilmis problemin ¢oézimleri (3.4.15) ile verilsin ama a,,

zaman degiskenli olsun. (3.4.15), (3.4.13)’de yerlerine yazilirsa
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N . h <> da |
Z a,[Hou, (x) — E,u, (x)]e '@t + ﬁZd—tnun(x)e‘l“’nt
n=

n=1

— Z H, [a,u, (x)e~@nt] (3.4.17)

Denklemin sol tarafindaki ilk terim (3.4.16)’dan dolay1 sifira esit olur. (3.4.17)

ifadesi

Z—u (x)etont = —%Z [t (ye-ion] (.418)

haline gelir. (3.4.18) ifadesi u,,(x) ile ¢arpilir, D bolgesi tizerinde integrali alinir ve

u,,’lerin ortonormalligi kullanilirsa

da,, 2mi ot
? = —T e~ m Hlmn (3419)

n=1

elde edilir. Burada
Himn = [, () Hy [anu, (x)e~n"|dx (3.4.20)

dir. Eger H; t ile ilgili olan herhangi bir tiirev igermezse (3.4.19)

da,, 2mi o b T3
? = —TZ a,e~mn Hlmn (3421)
n=1

haline gelir. Burada

Wmn = ZTT[(Em - En)l Hlmn = fD am(x)Hl[un(x)]dx (3~4~22)
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dir. (3.4.21) denklemi (3.4.13)’te verilen tim probleme esittir. Eger H; kugik bir
pertiirbasyon ise biz

Ay = Ao + Ay + Ay + - (3.4.23)

gibi bir a,, a¢ilimi yapabiliriz. Burada a,,, bir sabit ve a,,’e(t = 0) esittir ve

A K (1) dir. ap,’e ilk yaklagim

da 2mi C . ~
d’t”l == z appet@mnt H. (3.4.24)
n=1

tarafindan verilir. Eger toplamda a,,y = &, ise (3.4.24) ifadesi

% - _ % elomktff (3.4.25)
haline gelir. Ornek olarak

Hyy = yf(x)sin wt (3.4.26)
seklinde alalim. Sonrasinda

Himie = fonte SIn @F = == if e (198 — e710%) (3.4.27)

dir ki burada

fmk = fD U, (%) f)u (x)dx “dir. (3.4.25) de yerine yazilir ve a,,; igin ¢oziilirse

i(wmptw)t _ (W — W) _
am:i”f:lke ool 1], m#k (3.4.28)

Wyt w W —w

ifadesini elde ederiz (Nayfeh, 2004).

69



3.4.2. Ortalama Metodu

Van der Pol 1926’da birazdan asagida tanitacagimiz kendi adiyla anilan

d?u

P wiu = (1 —u?) 3—1: + ek cos At (3.4.29)

denkleminin periyodik ¢oziimiini aragstirirken bir teknik diizenledi. Bu denklemdeki
e’nun ¢ok kiigik oldugu varsayilir. Ayrica kuantum hali frekanst olan A'nin €
mertebesinde kiigiik bir deger ile dogal frekans olan w,’dan farkli oldugu varsayilir.

Bu varsayimlar altinda (3.4.29)’in ¢6zimu
u(t) = a,(t) cos At + a,(t) sin At (3.4.30)

formunda oldugu disunilir. Burada a,(t) ve a,(t) zamanin ¢ok yavas degisen

fonksiyonlar1 olarak farzedilir. Oyle ki da;/dt = O(¢) ve d?a;/dt? = 0(&?) dir.
(3.4.30) ifadesi iki kere diferansiyellendiginde

it = —A%a, cos At — A%a, sin At — 2da,A sin At + 2d,A4 cos At + iy cos At
+ d, sin At (3.431)

sonucu bulunur. (3.4.30) ve (3.4.31), (3.4.29)’de yerlerine yazilir, £’dan daha yuiksek
mertebeli terimler ihmal edilir, d; = O(e?) iken @; = 0(¢&) oldugu hatirda tutulur ve

cos At ile sin At nin her iki taraf i¢in katsayilar1 egitlenirse

2_,,2
A4 —wg

2a, + a,—ea,;(1—p)=0 (3.432)

. A2 —w?
20, +——a; - ea,(1—p) =¢k (3.4.33)

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerde
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pP=F =" (3.4.34)
oldugu goriilebilir.

(3.4.29)’in periyodik ¢oziimiini analiz etmek i¢in bu ¢oéziimlerin (3.4.32) ve
(3.4.33)’in sabit ¢oziimlerine uymasina dikkat ederiz ki bu sabit ¢oziimler de

20'a20 - alo(l - po) = 0 (3435)

—20'a10 - azo(l - po) = k (3436)

denklemlerinin ¢éziimlerine uyar. Burada o ayarlama faktoridir ve

(3.4.37)

ile verilir.

(3.432) ve (3.4.33)deki O(e?)’nin terimleri ihmal edilmektedir. (3.4.35) ve

(3.4.36)’in kareleri toplanmast ve (3.4.34)’nin kullanilmasi ile
polda? + (1 - po)?1 =5 (3.438)

tepki denklemi frekansi elde edilir (Nayfeh, 2004).
3.4.3. Krylov-Bogoliubov teknigi

Bu teknigi
d? d
— +whu = ef (u, ) (3.4.39)

seklindeki ikinci mertebeden genel lineer olmayan diferansiyel denklem tizerinde

tartisacagiz. € = 0 durumunda (3.4.39)’in ¢6ziimii a ve 6 birer sabit olmak tizere
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u = acos(wyt + 0) (3.4.40)

seklinde olacaktir. & kiigiik ama sifirdan farkli olmak tizere (3.4.39)’e yaklagik
¢ozimi tanimlamak i¢in Krylov ve Bogoliubov 1947°de denklemin ¢ézimiinin a ve

8 zaman degiskeni olmak tizere (3.4.40) ile verildigini ve

3—1: = —awysing, ¢ =wet+0 (3.4.41)

kosullarina bagli olacagini varsaymiglardi.

Bu yiizden bu teknik bir onceki bolimde gordugimiiz Van Der Pol teknigine

benzerdir. Sadece ilk terimin bi¢giminde farklilik vardir.

(3.4.40) t’ye gore diferansiyellendiginde

du . da ag .
- = —awo sin ¢ +Ecosq,’) — a;smq’) (3.4.42)

sonucunu verir. (3.4.41) agiklamasina gore

da

—; Cos ¢—a %sin ¢ = 0 olur. (3.4.41) ifadesi 'ye gore diferansiyellenirse

d?u

da . dag . .
o —aw} cos ¢ — w, =, sin ¢ — awq —; Cos ¢ sonucunu verir. Bu ifade

(3.4.39)’de yerine yazilir ve (3.4.40) kullanilirsa
da . dag .
Wy —-sin ¢ + awo —-cos ¢ = —eflacos ¢, —aw, sin @] (3.4.43)

elde edilir. da/dt ve d@/dt i¢in (3.4.42) ve (3.4.43) ¢ozulurse

Z—j = —wisin ¢ flacos ¢, —aw, sin @] (3.4.44)
0
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4 _ — =% cos¢ flacosd,—awy sin @] (3.4.45)

dt awgy

sonuglart elde edilir. Dolayisiyla u i¢in orijinal ikinci mertebeden (3.4.39)
diferansiyel denklemi a genligi ve 6 fazi igin iki adet (3.4.44) ve (3.4.45) birinci

mertebeden diferansiyel denklemleri ile yer degistirilir.

(3.4.44) ve (3.4.45) diferansiyel denklemlerini ¢ozmek i¢in bu denklemlerin sag
taraflarinin ¢ degiskenine bagli olarak periyodik olduklarina dikkat etmek gerekir.
Dolayisiyla da/dt = O(e) ve d@/dt = O(e)’dir. Bu ylizden a ve 8 zamanin yavas
bir gsekilde degisen fonksiyonlaridir. Cunkii € kiigiktiir. O halde bu fonksiyonlar
T = 2m/wq (yukanidaki iki denklemin sag taraflarindaki terimlerin periyodu) zamani
suresince ¢ok kugik degisirler. [7,7+7] araligt tzerinde (3.4.44) ve (3.4.45)’nin

ortalamasi alinarak bu denklemlerin sag tarafinda a ve 8 nin sabit olarak alinabildigi

surece

da & 3.4.46
= 5o fi@ (3.4.46)
de

Pyl Damg g1(a) (3.4.47)

esitliklerini elde ederiz. Burada
fi(a) = %fOT sin ¢ flacos ¢, —aw, sin ¢p]dt
= —f sin ¢ flacos ¢, —aw, sin ¢pld¢ (3.4.48)

g1(a) == —f cos ¢ flacos ¢, —aw, sin pldep (3.4.49)

f1 ve g;’in f'in Fourier serisi agiliminin basit iki katsayist olduguna dikkat ediniz.
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Bir ornek olarak Duffing denklemini g6z 6ntine alalim. Teknigimizdeki forma uygun

olarak

flu, ) = —ud

olacaktir. Ayrica

filw=0, g@=-;a°

seklindedir. Dolayisiyla (3.4.46)’den a = bir sabit ve (3.4.47)’dan
6 = ZSZ_Z t+ 6,

olur. O yiizden ilk yaklagim

U = acoswg [1 +Z£Z—;] t+0(e)

bigimindedir.

Ikinci 6rnek olarak Van Der Pol osilatériinii alabiliriz. Burada ise
fai) = (1-u)

olur. Bu durumda

f1=—w0a(1—ia2), g1 =0

olacaktir. Dolayistyla

da

da _ea. ., 1 2
dt_z(l 4a)
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(3.4.51)

(3.4.52)

(3.4.53)

(3.4.54)

(3.4.55)

(3.4.56)



iken (3.4.47)’den 6 = 8, = bir sabit olur. (3.4.56) integrallenirse

2 4

a =
1+<iz—1>e—5f

ap

(3.4.57)

sonucuna ulagilir (Nayfeh, 2004).

3.4.4. Genellestirilmis ortalama metodu

Bu teknikte (3.4.40) ve (3.4.41)’t uvedu/dt’den ave ¢’ye bir dontisim olarak

distinecegiz. Bu yuzden

d . :
d—ctl = —wiosmfl)f[acosq,’), —aw, sin @]
(3.4.58)
2 — wy ———cos¢ flacosp,—aw,sin ¢]
de 0 awgy ! 0

olur. Burada ¢ degiskeni hizli donen faz olarak anilir. Bir 6nceki bolimdeki gibi bu
denklemleri  integrallemektense bir yakin 6zdes donltsim  tanimlariz.

Tanimlayacagimiz dontisim

a=a+¢ea (@) +eay(a¢) + -
(3.4.59)
O =¢+ep(aP)+e2p,(a,P) + -

seklinde (a, ¢)'dan (@, ¢)'ya olacaktir. Burada ¢, 27 periyoduna sahiptir. Ayrica

(3.4.58) sisteminin doniisiimii A; ve B;, ¢’den bagimsiz olmak iizere

2 = £4,(a) + £2A,(a) + -~

(3.4.60)
ﬁ— B.(a ZB =
= Wote 1(@) + e2By(@) + -+
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formuna sahiptir. Bu islemde a ve ¢’nin skaler fonksiyonlara sinirlanmig olmasina

gerek yoktur.

(3.4.59) ve (3.4.60) ifadeleri (3.4.58)’da yerlerine yazilir, acilir ve &nun ayni

kuvvetlerinin katsayilar1 esitlenirse

(3.4.61)

seklinde sag taraflar1 (3.4.59) ve (3.4.60)’daki daha digitk mertebeli terimlerin
bilinen fonksiyonlart olan denklemler elde ederiz. Genelde F, ve G,, kisa periyodlu
terimler(s ile gosterilen) ve uzun periyodlu terimler(/ ile gosterilen) igerir. Uzun

periyodlu terimleri esitlemek igin A,, ve B,,’i seceriz. Oyle ki
A, = EL, B, = G} (3.4.62)
dir. Ayrica a,, ve ¢,, i¢in basarili bir sekilde ¢oziilebilen

woaa% =B, weZn=gs (3.4.63)

esitlikleri yazilabilir. Ornek olarak
fu) =0 -udHn, wy=1

seklinde tanimlanan van der Pol osilatoriinii géz 6ntine alalim. Bu durumda (3.4.58)

ifadesi

Z—Ctl = %e[a(él —a%) —4acos2¢ + a3 cos 4¢]

(3.4.64)
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% =1+ 25[2(2 —a?)sin 2¢ — a? sin 4¢]

haline gelir. (3.4.59) ve (3.4.60), (3.4.64)’da yerlerine yazilir ve &nun ayni

kuvvetlerinin katsayilar1 esitlenirse

€ mertebesi i¢in

2 1 4, = ta(h-a) - acos 26+ Latcos 45
(3.4.65)

%4-31 = i(z —a?)sin2¢ —%a_z sin 4¢
€2 mertebesi i¢in

+§a1[4 —3a7? — 4cos2¢ + 3a~? cos 4¢]

+ % A, [2 sin 26 — a2 sin 4@] (3.4.60)

— i aa, (2 sin 2¢ + sin 4¢)

+24[(2 — a72) cos 2§ — a2 cos 4¢)] (3.4.67)

A, ve By (3.4.65) ifadesinin sag tarafindaki uzun periyodlu terimlere esitlenirse

Ay =za(4—a?), B =0 (3.4.68)

sonuglarina ulagiriz. En sonunda (3.4.65) ifadesi
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=t — —%dc052¢_)+§a‘3 cos 4¢

9¢
(3.4.69)
91 _ 12— a=2)sin2d — L a2 sin 4
33 4(2 a~%) sin 2¢ ;a7 sin4¢
haline gelir. Bu denklemlerin ¢oziimleri
R P R S
a, = —Zastq,’) t,a sin 4¢
(3.4.70)
¢, = —%(2 —a?)cos2¢ + %a‘z cos 4¢
(3.4.68) ve (3.4.70) ile (3.4.66) ve (3.4.67) asagidaki hale gelir.
% + A, = kisa periyot terimler
(3.4.71)
992 =1y 3,2 1 - -
2% + B, = st a vl kisa periyot terimler
A, ve B,’yi, (3.4.71)Un sag tarafindaki uzun periyot terimlere esitleyerek
— —_ 1,3 2 11 4
A, =0, B,= st a vl (3.4.72)
sonuglarini elde ederiz. Bundan dolay1 ikinci mertebeye kadarki ¢oziim
u = acos ¢ olur ve bu ¢oziimde
_ = 1 _ . T 1 -2 T 2
a=a-_ea [stq,’) —5a 51n4q,’)] + 0(e%)
(3.4.73)

b=¢— %g [(2 —a2)cos2¢ —ia‘z cos 4(],’)] + 0(e?)
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da _ 265(4 —a?)+0(e¥)

dt
(3.4.74)

de 1 3 _ 11 _ ) 4
2= 1-2e2[1-2a2 + Dat| + 0(e3) dir (Nayfeh, 2004).
3.5. Coklu Olcek Analizi Metodu
Bu metodu daha iyi anlamak i¢in lineer olmayan

2
iy+ey =0, y(0)=1y'(0)=0 (3.5.1)

dt?

osilator problemini dikkate alalim.

Bazi denklemlerin perturbasyon teorisiyle ¢oziimiini arastirdi§imizda 0. mertebe
hari¢ biitiin mertebelerde sekiiler terimler ortaya ¢ikar ve bu durum y(t) ¢éztimiiniin
simirliligint bozar. Bu bahsettigimiz durum ile genellikle t’nin 1/ & mertebesinde
oldugu zamanlarda karsilagilir. Biitiin mertebelerde sekiiler terimleri yok etmek igin
en kolay yol 7 = et seklinde yeni bir degisken tanimlama ile baglar. T uzun bir
zaman Ol¢egini tanimlar. Cinki 7 ithmal edilebilir degildir. t, 1/e ya da daha buyiik
mertebede oldugu zaman y(t) kesin ¢6ziimii sadece t’nin bir fonksiyonu olmasina
ragmen multiple-scale analiz bagimsiz degiskenler olarak kullanilabilen t ve t
degiskenlerinin her ikisinin de fonksiyonlar1 olan ¢éziimleri arastirir. Sekiiler etkileri
ortadan kaldirmak i¢in iki degiskene sahip bir fonksiyon olan y ifadesinin hile
oldugunu agik¢a soyleyebiliriz. Gergek ¢ozim 7= € t esitligi ile birbirine bagli t ve

T’ya sahiptir ve bu yiizdendir ki t ve T eninde sonunda bagimsiz degillerdir.

Bigimsel yontem

y(t) = Yo(t,T) + ng(tl T) T+ (352)

seklinde bir perturbasyon genislemesi varsayimindan ibarettir. y(t)’nin turevlerini

hesaplamak i¢in pargali diferansiyelin zincir kuralini kullaniriz.
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dy <6Y0 aY, 61) <6Y1 aY; 61)
— = €

ar \or " acar) TE\ar Yor o

dt o
T= et,E = & oldugundan

D%y (2424 | o2
dt_6t+g ar+at +0(e%)

Ayni zamanda tekrar t ile ilgili olarak diferansiyel almamiz

dzy _ 62Y0

2%y, , %7,
de2 92 T

te (2 atot at? ) + 0(82)

ifadesini verir.

(3.5.4), (3.5.1)’e yerlestirilir ve £’ nun kuvvetlerine gore toplanirsa

%y,
Y, =0
at? t Yo
a%yy %y,
Y, =-Y3-22-2
at2 th 0 atdt

elde edilir.(3.5.5)’in gergek ¢oziimu

Yo(t,7) = A(1). e’ + A*(1).e7 ¥t

(3.5.3)

(3.5.4)

(3.5.5)

(3.5.6)

(3.5.7)

bulunur ki burada A(t), T’nun keyfi kompleks fonksiyonudur. A(7), (3.5.6)’nin

¢oziimiinde ortaya ¢ikmayan sekiiler terimlerin kosullart tarafindan belirlenecek.

(3.5.7)’den (3.5.6)’nin sag tarafi

et [-3424" — 20 %2| + e~ |-3A(A")? + 20 L] — €3¢ 43 — 73, (A7) olur,
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, , 2
e'f ve e‘lt,aa;l +Y; = 0 homojen denkleminin ¢ozimleri olduguna dikkat edersek

(3.5.6)’min sag tarafindaki e ve e~®*’nin katsayilar1 sifirdan farkliysa Y;(t,7)

¢6zimii t’de sekiiler olmug olacak. Sekilerligin ortaya ¢ikigini engellemek igin A(7)

fonksiyonuna
—3A%4" —2i22 =0 (3.5.8)
—34(A ) +21% =0 (3.5.9)

esitliklerini saglatmamiz gerekir. Bu iki kompleks denklem A(7)’y1 belirlemez.
Cunki bunlar ihtiyag fazlasidir. Biri digerinin kompleks eslenigidir. Eger (3.5.8) ve
(3.5.9) saglatilirsa (3.5.2)’de en azindan € mertebeli terimler i¢inde sekiilerlik ortaya

cikmaz. A(7) i¢in (3.5.8)’1 ¢ozmek amaciyla A(7) yu kutupsal formda gosterelim.

A(T) = R(1).e¥® (3.5.10)

Burada R ve 6 reeldir. (3.5.10)’u (3.5.8)’de yerine koyacak ve reel ve imajiner

kisimlarini egitleyecek olursak

Z_f —0 (3.5.11a)
L=ip (3.5.11b)

bulunur. Buradan

A(T) = R(0). 0 O+3IR* ()3 (3.5.12)

ve (3.5.7)’nin sifirinct mertebeden ¢ozimu

Yo(t,7) = 2R(0).cos [6(0) +2R?(0)r + 1] (3.5.13)
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bulunur.

y(0) = 1,y'(0) = 0 baslangi¢ kosullar1 R(0) ve 8(0) ifadelerini belirler. y(0) =1
kosulu

Y,(00) =1,  Y,(0,0)=0,..

haline gelir. (3.5.3)’den y'(0) = 0 kosulu

Yo Yi aY,
(E)(o,o) =0, (E)(o,o) = —(E)(o,o)

haline gelir. Bu kosullar1 saglatmak igin R(0)=1/2 ve 6(0) = 0 seklinde se¢mek

zorundayiz. Bu yiizden sifirinci mertebeden Y, (¢, 7) ¢oziimii
Yo(t, T) = cos [t(l +Ze)] +0(e), €—-0%, e =0(1) (3.5.14)

olur ve (3.5.11) yeniden uiretilmig olur.

Coklu olgek analiz metodunu anlamak i¢in bir 6rnek daha gorelim. Bu sefer

yavaglayan harmonik bir osilatori inceleyelim.
y'+y+e(y)?=0  y0)=1 y'(0)=0 (3.5.15)

Eger € > 0 1se t — oo iken y(t) ¢ozimi 0’a azalmali. Bu iddiay1 ispat etmek igin
(3.5.15)1 y' ile carpalim ve diferansiyel denklemdeki her bir terimi gergek tireve

donastirelim.

% E (y")? +%y2] =—e(y)*<0 (3.5.16)
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Bu sonug gosterir ki %(y’)2 + %yz ifadesi biitiin t’ler igin y'(t) = 0 olmadik¢a t’nin
azalan bir fonksiyonudur. Coklu o6l¢ek analizi biyik t degerleri i¢in y(t)’nin

davranigini incelemek i¢in kullanilabilmektedir.
y(@) =Yo(t,7) + &Yy (t,7) + - -0t (r=e¢t)

formunu kullanalim.(3.5.3) ve (3.5.4)4 vyerlerine yazdigimizda &°vee’un

katsayilarini esitlersek

%y,

oz TH=0 (3.5.17)
PNy o 90N _ (%)
at? +h= Zat.ar (at) (3.5.18)

esitlikleri bulunur. (3.5.17)’nin genel ¢ozimu

Yo(t,7) = A(7).e® + A*(1).e™ ™ (3.5.19)

seklindedir. Bu ¢ozimii (3.5.18)’in saginda yerine yazacak olursak

a%yy
ot?

+Y, = —elt [Zij—f + 3iA2A*] —e7it [—Zi% - 3i(A*)2A]
Fie3itA3 — je3it(4")3 (3.5.20)
+it

bulunur. Homojen (3.5.17) denkleminin ¢ozimleri e** oldugu i¢in koseli

parantezler igindeki ifadeler yok olmadik¢a (3.5.20)’nin ¢oziimi sekilerdir. ¥;’in
sekiiler olmamast i¢in A(7) nun asagidaki denklemleri saglamasi gerekir.

202+ 3iA%A" = 0 (3.5.21a)

—2i %% 3i(4")?A = 0 (3.5.21b)
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(3.5.21)1 ¢ozmek igin A(T) = R(7)e®®® haline getiririz. Burada R(7) ve (1)
reeldir. Bu ifade (3.5.21)’de yerine yazildiginda

dR 3 . do
= =0

__ — __p3 __ =
dt ZR' dt

elde edilir.

R(r) =—=0)__ (3.5.22a)
V3TRZ(0)+1 o

(1) = 6(0) (3.5.22b)

R(0)veB8(0) , y(0) =1, y'(0) = 0 baslangi¢c kosullar1 tarafindan belirlenir. Bu

kosullar altinda

(0,0 =1, (22) =0 yazilir ve R(0) = > ve 0(0) = 0 bulunur. O halde

at (0,0)

cost

yO~—,
1+3£Z

olur (Bender ve Orszag, 2007).

e—=>0%, et =0(1) (3.5.23)

3.6. WKB Teorisi

WKB teorisi, kiigiik bir € parametresi ile ¢arpilmig yiksek mertebeden tiirevlere
sahip lineer bir diferansiyel denkleme yaklasik ¢6zimu elde etmek igin ¢ok guigli bir
aragtir. Bir diferansiyel denklemin ¢oziimine WKB yaklagimi basit bir yapiya

sahiptir. Bu yapiy1 gormek i¢in asagidaki érnegi inceleyelim.

e?y" =Q(x).y, Q(x)#0 (3.6.1)

Schrodinger denkleminin ¢oziimiini WKB teorisi ile bulalim. Teori bize ¢oziimii
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ST o8 (x)|, 80

y~el

y~e[%(So(x)+651(x)+6252(x)+~~~)], 550 (3.6.2)

bi¢iminde 6ngoriir. (3.6.2) nin tirevleri

Y (b i 67,51 (x) ) elsZo sl o0

(3.6.3)
10 n N
Y~ [ (i 87 S + 2. 5o 67571 (x) | elsZo®" )] 60

seklinde bulunur. (3.6.3)t (3.6.1)’de yazacak olursak

co 2 o
gz 82 1 oo N 1w i
lﬁ' (2 6n'5”1(")) + 32 5"5{{(96)‘.«3(6'2”5 1) 2 0(x). (550 8" 50)
n=0 n=0

(32520 8™.5n(x))

sonucunu buluruz. Bu denklemde her iki tarafi e\s=n=0" "% )7e hplelim.

&2 2 282 r e &2 " _

6_250 (.X) +TS()51 + ESO + .= Q(X) (364)

bulunur. Denklemin solundaki ;—2552 (x) ifadesi en buyik terimdir. O halde

Q(x) # 0 ifadesine yaklagik esit olmalidir.

6 = g alir ve £’ nun kuvvetlerine gore katsayilari esitlersek

Se2(x) = Q(x) (3.6.5)
25581+ S5 =0 (3.6.6)
28508, + Sy + 272188, =0, n=2 (3.6.7)
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elde edilir. (3.6.5) denkleminin sonucu

So(x) =+ [7JO(D).dt (3.6.8)
(3.6.6) denkleminin sonucu

$1(x) = —2InQ(x) (3.6.9)
olur. (3.6.1)’in genel ¢ozimii ise

y(x)~c1Q_%(x)e(%f; IOLY + CZQ_%(X)G(_%I; IOLY , €20, akeyfi (3.6.10)

bulunur. S,, S3,S,, S5 terimleri asagidaki gibi (3.6.7)’ye gore hesaplanir.

_ x QII 5(Q1)2
52 - if [6Q3/2 - 32Q5/2 dt

" 5 12
5y =2 g5
16Q2  64Q
a*o [N 111\2 1eAa2 A%
S = +fx ax* 79’ 19(Q")” | 221Q"(Q')”  1105(Q') dt
4T = 32Q%/2  32Q7/2  128Q7/2 256Q°/2 2048Q11/2

_ d‘l'Q/dx‘l' + 7Q'Q”' S(QII)Z B 113(Q')2Q” 565(Q')4
64Q3 64Q* 64Q* 256Q° 2048Q°6

55:

bulunur.

WKB metodu i¢in bir uygulamay1 Sturm-Liouville problemi tizerinde gorelim.

y'(x)+E.Qx).y(x)=0, Qx)>0, y(0)=y(@ =0 (3.6.11)
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denklemi sonsuz sayida E; E, E3,.. seklinde 6z degerlere sahiptir. Ve bu
ozdegerlere karsilik birbirinden farkli 6z fonksiyonlara sahiptir. E, 6z degerine
karsilik 6z fonksiyonumuzu y,(x) bi¢ciminde gostercek olursak bu 06z

fonksiyonlarimiz Q(x) fonksiyonuna ortogonaldir.
fon dx. ¥, (%). ¥ (x).Q(x) =0, n+m (3.6.12)
(3.6.11)’deki sinir kosullar1 ve diferansiyel denklem homojen olduklar i¢in {y,,} 6z

fonksiyonlar1 keyfi carpimsal sabit olarak belirleriz. y,,’lerin normlarint geleneksel

segersek

Sy b (12Q()dx = 1 (3.6.13)

olur.

WKB teorisinin biiyiik degerlerinde E,, ve y,,(x)’ler i¢in yaklagik formiiller bulmak

icin kullanilabilir. n — oo iken E,, n® ile yaklastk orantilidir. Bu yizden € = Ei

n

aldigimiz ey”(x) + Q(x)y(x) = 0 denkleminin 1.mertebe yaklasitk WKB ¢oziimii

n’nin buytk degerleri i¢in dogrudur. Ciinkii n — oo iken € — 0’dir.
y"(x) + EQ(x)y(x) = 0 denklemine (3.6.10)’daki gibi

y(x)~c1Q‘%(x)e(%ff Q(t)dt)_l_czQ—%(x)e(—%ff Q(t)dt), £ 0

1.mertebe WKB yaklagimi

Q75(x).sin[VE [FJQ®dt] ve Q7(x).cos[VE [F\/Q@dt]nin  bir lineer

birlesimidir. Burada E,, 6z degerlerimiz pozitif reel say1 ve VE nin pozitiftir. Smir

kosulu y(0) = 0 uygulanirsa
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1
y(x)~cQ7*(x).sin[VE [, \/Q(Ddt], E - o0 (3.6.14)
bulunur. y(rr) = 0 sinir kosulu 6z degerleri belirler.
2
E,~ [f 0] dt] , N o (3.6.15)

Oz fonksiyonlar: belirleyelim. (3.6.13)’deki normallestirilmis integral (3.6.14) deki
c’yi sabitler. (3.6.14), (3.6.13)’de yerine yazilirsa

1~ 7 dxQ(x)c? @sinz [VE, [7dt Q)] , n— oo
elde edilir. u = \/E_n fox dt,/Q(t) dontisimi yapilirsa

1~(c2/\/E,) fon” dusinu, n- o (3.6.16)

elde edilir. Oz fonksiyonlarimiz

1

”\/W 2 Jo Je(adt
¥V, ()~ <f dt) . 4(x) sin [nnf 10 dt] , n— o (3.6.17)

seklindedir. Eger Q(x)=1 ise (3.6.17)’nin sag tarafi kisalir ve /2 /m sin(nx) olur. Bu
isey”"+y =0, (y(0) = y(mr) = 0)’n kesin ¢oziimiidiir.
Sonuglarimizin dogrulugunu gostermek i¢in Q(x) = (x + m)* segelim. Oz degerlere

ve 0z vektorlere yaklagim yapalim.

an?

ot X (3.6.18)
: Sln[nx +3x72::2+37r2x]
Ya(X)~ |7 i) , N (3.6.19)

bulunur (Bender ve Orszag, 2007).
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4. TARTISMA VE SONUCLAR

Mihendislik ve uygulamali matematikte yiiz yiize kalinan diferansiyel denklemlere
kesin ¢ozimleri elde etmede bir¢cok zorluklar ile karsilagilmaktadir. Bu zorluklar
arasinda problemin lineer olmamasi, degisken katsayilara sahip olmasi, kompleks
sinir gekillerinin varligi ve lineer olmayan sinir kosullarinin verilmesi sayilabilir.
Peki bu zorluklar bize diferansiyel denklemin ¢odziimiinde uygulayacagimiz metot
hakkinda fikir verebilir mi? Cevabimiz evet. Numerik yontemler diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiinde etkili olmasina ragmen her diferansiyel denklemde ayni
etkiyi bulmak zordur. Bu yiizden bir énceki boliimde son zamanlarda poptler olan ve
her gecen zaman yeni alt yontemleri bulunan ve ¢apt zamanla genisleyen
perturbasyon metotlarina kisaca degindik. Arastirmalarimiz sonucunda Oyle
perturbasyon metotlarinin varligin1 gorditk ki bize nimerik ¢6ziimden ¢ok daha iyi
yaklagik ¢6ziim vermektedir. Ama bu bile bize perturbasyon metotlarinin tek bagina

tim diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii verecegini gostermez.
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