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OZET

BIR GRAFIN LAPLASYEN MATRISININ OZDEGERLERI VE
DIGER GRAF DEGISMEZLERI ARASINDAKI ILISKi

TUNCEL, Hande

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Yoneticisi: Prof. Dr. Pinar Diindar

Mayis 2013, [80] sayfa

Bu tez esas olarak beg boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde,
tez konusu ve tezde yapilan calismalar hakkinda kisaca bilgi verilmistir.

Tkinci boltimde, bir grafin Laplasyen matrisi ve ozdegerleri ile ilgili
temel tamim ve kavramlar verilmigtir. Daha sonra isaretli graflarin Laplasyen
matrisi ve 6zdegerleri ile ilgili tanimlara yer verilmistir.

Uciincii boliimde, bir isaretli grafin normalize Laplasyen spektru-
muna ait oriintii (interlacing)sonuglari verilmigtir. Ayrit atma, tepe biizme,
tepe ikileme gibi iglemlerinden sonra ortaya c¢ikan ozdeger oriintii sonuglarinin
yaninda, igsaretli graflar i¢in ardisik biizme iglemi tanimlanmistir ve baskinlik
sayist ile iligkilendirilip, ortintii sonucu elde edilmistir. Ayrica, 1 6zdegeri ile
ardigik biizme, motif ve tepe ¢ogaltma iglemleri arasindaki iligki incelenmigtir.

Dordiincii boliimde, igaretli graflar i¢in join, tamamlayici prizmalar
ve coalescence iglemleri ele alinip denge durumlari incelenmigtir. Graflarin
denge durumlarina gore, isareth grafin Laplasyen 6zdegerleri ile ilgili siir
degerler bulunmustur.

Besinci boltimde, isaret dereceli Laplasyen matris tanimi ortaya
koyulmustur. Tanmimlanan bu yeni matrise ait, temel ozellikler verilmistir.
Ayrica, isaretli graflarim Laplasyen matrisinin spektrumu ile isaret dereceli
Laplasyen matrisin spektrumuna ait oriintii sonuclar: elde edilip, iki matrisin

spektrumu arasinda iligki kurulmustur.

Anahtar Sozciikler: Laplasyen matris, normalize Laplasyen matris, ozdegerler,

oriintii (interlacing), graf islemleri, baskinlik sayis.
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ABSTRACT

RELATION OF LAPLACIAN MATRIX OF A GRAPH AND
OTHER GRAPH INVARIANTS

TUNCEL, Hande

Ph.D. in Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Pinar Diindar

May 2013, [80] pages

This thesis essentially consists of five chapters. In the first chapter,
information concerning the subject of the thesis and works which are related
with this subject are shortly given.

In the second chapter, firstly basic definitions, properties and
theorems related with Laplacian matrix, normalized Laplacian matrix and
signed graphs are involved.

In the third chapter, some interlacing results are given about
normalized Laplacian spectrum. Moreover, when such a sequence of contraction
operation is well defined for signed graphs are introduced and set up interlacing
relation between signed graph I' and this well defined successive contractions
associated with domination number v(G). Also, effect of successive contraction,
motif and vertex doubling operations on eigenvalue 1 is investigated.

In the fourth chapter, join, complementary prisms and coalescence
operations for signed graphs and balanceness of these operations are discussed.
Beside, according to balanceness of graph, some boundary results for Laplacian
eigenvalues are obtained.

In the fifth chapter, the signed degree Laplacian matrix is introdu-
ced and some fundamental properties of the matrix are given. Furthermore,
some interlacing results are obtained both Laplacian of signed graphs and
signed degree Laplacian matrix and relation between spectra of these two
matrix is constructed.

Key Words: Laplacian matrix, normalized Laplacian matrix, eigenvalues,

interlacing, domination number.
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1 GIRIS

Cebir ve graf teorinin kombinasyonundan meydana gelen cebirsel graf
teori, 1974’den beri geligimine devam etmektedir. Bu dal, cebirsel objeleri grafla
iligkilendirir ve cebirde kullanilan araclar ile graf ozelliklerini gesitlendirir.
Literatiirde bu konuda yazilmig bir cok kitap ve arastirma bulunmaktadir
(Godsil and Royle, 2001, Biggs, 1993, Beineke et al., 2004, Mohar, 1991, Merris,
1994, Fiedler, 1973, Cvetkovi¢ et al., 1979). Matrisler ve 6zdegerleri yardimiyla
graf yapilar1 yorumlanmigtir. Cebirsel graf teorinin en 6nemli konularindan
biri olan bir grafin Laplasyen matrisi kavrami ve bu matrisin 6zdegerleri,
diskret matematik, kombinatoriyel optimizasyon ve c¢esitli kimya problemleri
gibi matematigin gesitli alt dallarinda kullanilmaktadir. Laplasyen matrisin
yani sira bir grafin bitigiklik matrisinin 6zdegerleri ile ilgili de bir¢cok sonug
elde edilmistir. Fakat Mohar (Mohar, 1991), Laplasyen matrisin spektrumunu
daha sezgisel ve onemli bulmustur. Literatiirde, Laplasyen matrisin spektrumu
ve grafin tepe dereceleri, yaricapi, baglantiligi, baskinlik sayisi vb gibi, graf
teorik parametrelerin iligkisine dair ¢aliymalar bulunmaktadir (Anderson et
al., 1985, Li et al., 1998, Merris, 1994, Aouchiche 2010, Stevanovi¢ et
al., 2008, Lu et al., 2007).

Biitiin Laplasyen 6zdegerler arasinda, ikinci en kiigiik 6zdeger en tinlii olan-
larindan biridir ve Fiedler (Fiedler, 1973) tarafindan cebirsel baglanti olarak
adlandinlmigtir. Onemi, grafin baglantililig: ile iligkilendirilmesinden kaynak-
lanmaktadir. Ornegin, ”bir G grafi baglantih bir graftir ancak ve ancak cebirsel

baglantist sifirdan farklidir” sonucu iyi bilinmektedir.

Bir n tepeli ve m ayrith bir G grafinin ) tepe ayrit komguluk matrisi
olmak iizere K = QTQ matrisi ile L(G) Laplasyen matrisi arasinda nasil bir
iligki oldugu Forsman (Forsman, 1976) ve Gutman (Gutman, 1978) tarafindan
ayn1 zamanlarda agiklanmigtir. Ayrica, m grafin ayrt sayisi ve A(G*) ¢izgi
(line)grafin bitigiklik matrisi olmak tizere, K matrisi, K(G) = 2I,, + A(G")
seklinde ifade edilir. Buradan yola c¢ikarak, A(G*) matrisinin en kiigiik

ozdegerinin, en az -2 oldugu, Alan Hoffman tarafindan soylenmistir. En kii¢iik



ozdegeri -2 olan graflarla ilgili calismalar Cameron, Goethals, Sholt ve Seidel
tarafindan ortaya koyulmus ve ayrica kok teorisi ile gsagirtici ve yakin bir iligki
ortaya gikmugtir (Cvetkovié et al., 1988, Seidel et al., 1994). Laplasyen matrisin
ilk farkedilir ortaya ¢ikigi, Kirchhoff’un matrix-tree teoremi (Kirchhoff, 1847)

ile olmugtur:

Teorem 1.1 L(ilj), n tepeli G grafinin, L(G) Laplasyen matrisinin, i. satur
ve j. stitun elemanlarimin silinmesi ile elde edilmis (n—1) x (n—1) tirinde bir
alt matris olsun. Boylece, (—1)™ det(L(i|j)), G grafinan spanning agaglarinan

$aY1sINL Verir.

Bu tezin esas amaci, isaretli graflarin Laplasyen ve normalize Laplasyen
matrislerinin 6zdegerleri ile ilgili sonuclar vermektir. Isaretli graflar ilk olarak,
sosyal psikolojideki sosyal denge teorisi ile iligkilendirilip, Harary tarafindan
ortaya atilmigtir (Harary, 1953). Daha sonra, Zaslavsky, graflarm matroidleri
kavramini igaretli graflarin matroidlerine genigletmistir (Zaslavsky, 1982).
Ayrica, igaretli graflar i¢in Matrix Tree teorem Zaslavsky ve Chaiken ta-
rafindan elde edilmigtir (Zaslavsky, 1982, Chaiken, 1982). Seidel tarafindan,
graflar iizerinde tartigmalarda 6nemli bir role sahip olan, degistirme (switching)
kavrami ortaya atilmigtir (Seidel et al., 1994). T@aretli graflarin Laplasyen
spektrumu ile ilgili caligmalar, ikibinli yillarin baginda ilk defa Hou tarafindan
yapilmigtir (Hou et al., 2003). Yine Hou tarafindan, igaretli grafin dengesiz
oldugu durumlarda, en kiiciik ozdeger ile ilgili isoperimetrik sonuclar elde
edilmisgtir (Hou, 2005). Daha sonra, Chung tarafindan ortaya ¢ikarilan, bir
grafin normalize Laplasyen matrisi kavrami, Li tarafindan isaretli graflara

genigletilmig ve bazi temel sonuclar elde edilmigtir (Li et al., 2009).

Tezin ikici boliimiinde Laplasyen ve normalize Laplasyen matris, isaretli
graflar, isaretli graflar icin Laplasyen ve normalize Laplasyen matris kavram-
lar1 ele alinmigtir ve ilerleyen boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve

teoremlerden bahsedilip, gerekli onbilgiler saglanmigtir.

Tezin tglincii boliimiinde isaretli graflarin normalize Laplasyen spekt-

rumu igin Oriintii (interlacing) sonuglar elde edilmigtir. Ozellikle, ayrit atma



ve ekleme, tepe biizme gibi temel graf operasyonlarinin Laplasyen 6zdegere
etkisi aragtirilmigtir. Bu iglemlere ek olarak, isaretli graflar i¢in izin verilebilir
ardigik biizme iglemi tanimlanmig, baskinlik parametresi ile iligkilendirilmis
bir orinti sonucu elde edilmistir. Ayrica, isaretli graflarda tepe cogaltma
islemi caligihp, bu iglemin bir 6zdegerini meydana getirdigi gosterilmistir.
Son olarak, motif ¢ogaltma iglemini igaretli graflara genellestirip, motif olarak
adlandirilan bir isaretli grafin belli, kiigiik bir alt grafi, 1 6zdegerine sahip ise
bu motifin ¢ogaltilmasi ile elde edilen graf 1 6zdegerine sahip olacagi sonucu

elde edilmigtir.

Tezin dérdiincii boliimiinde, join, tamamlayici prizmalar (complementary
prisims) ve coalescence iglemleri, igaretli graflara genigletilmis ve bu graf
islemlerinin Laplasyen 6zdegerlere ektisi aragtirilmistir. Islemler sonrasi olusan
graflarin denge durumlari incelenmis, graflarin denge durumlarina gore en
biiyiik ve en kiigiik ozdegerler ile ilgili sonuglar elde edilmigtir. Tamamlayic
prizmalar ve coalescence iglemlerine ait sonuclar icin, Fan'nin majorizasyon

kavramindan yararlanilmigtir (Grone and Merris, 1990).

Tezin besinci boliimiinde, kosegen elemanlarinda, tepelerin isaret dere-
celerinin yer aldigi, igsaret dereceli Laplasyen matris kavrami tanimlanmigtir.
Bu yeni matrisin 6zdegerlerine ait temel sonuclar elde edilip, 6zel graf tiirleri
icin matrisin spektrumlar: incelenmistir. Ayrica, graftan tepelerin silinmesi ile
iligkilendirilen 6riintii (interlacing) sonucu, isaretli graflarin Laplasyen spektru-
muna ve igsaret dereceli Laplasyen matrisin spektrumuna genisletilmistir. Elde

edilen bu sonuclar birlegtirilerek, yeni bir esitsizlik ortaya c¢ikarilmigtir.



2 GENEL BILGILER

2.1 Bir Grafin Laplasyen Matrisi

Bitigiklik, komguluk (tepe-ayrit), mesafe matrisinin yani sira, Laplasyen
matris graf ile iliskilendirilebilen diger bir matris tturtidiir. Matrisin 6zdegerleri,
Laplasyen matrisin spekturumunu olugtururlar. Bu kisimda Laplasyen matrisin

tanimi ve diger boliimler i¢in gerekli 6n bilgiler verilecektir.

G bir graf, @ tepe-ayrit komguluk matrisi, D(G) derece matrisi olsun.

G’nin Laplasyen matrisi
L(G) = QQ" = D(G) — A(G)

dir. Ayrica, L(G) Laplasyen matrisi agagidaki esitligi saglayan f : V' — R
fonksiyonlar uzayinda operasyon olarak da alinabilir; ¢, 5 € V' ve d;, ¢ tepesinin

derecesini gostermek tizere

Lf(i) = dif (i) = Y f(5) (1)

Jpgevi
dir. ({1)) denklemindeki toplam, 7 ~ ¢ ile gosterilen komsu i ve j tepeleri tizerinde
alinmigtir. Laplasyen matris oryantasyondan bagimsiz ve simetriktir. Matrisin
ozdegerleri reeldir ve negatif degildir. Laplasyen matrisin 6zdegerleri agsagidaki

sekilde, azalmayan sira ile siralanirsa:

A(G) € Aa(G) < ... < M(G)

e Biitiin bilegenleri 1 olan n x 1 lik 6zvektor degeri igin A (G) = 0 dir.
L(G).1=0.1.

e X\ (G) > 0 & G grafi, birlegtirilmistir. Sifira egit 6zdeger sayis1 kadar

grafin birlegtirilmis bilegeni vardir.

e Eger GG grafi, k regiiler graf ise, bitigiklik matrisinin 6zdegerleri 6y, ..., 0,

olmak tizere, Laplasyen matrisin 6zdegerleri k — 64, ..., k — 0,, seklindedir.



Siradaki ozellikler | Laplasyen matrisin 6zdegerleri hakkinda onemli bilgi

saglayacaktir.

Lemma 2.1 (Dirichlet Toplami) G, n tepeli bir graf, L, Laplasyen matrisi

olsun. Herhangi bir x € R™ vektori i¢in:

o' Ly = Z (z; — z;)°.

ijEE(G)

dir.

Ispat. "Lz = 27QQTz = (Q"x)T(QTx) eger ij € E(G) ise QTz nin ij

ayritina karsilik gelen bileseni +(z; — z;) dir. m

Buradan da ozdegerlerle ilgili onemli bir sonuca varilabilir:

TL ii
Ao(G) = inf L8 = i PG 2)
zeR - X z€R Z ;
€T
i=1
. Z (l’l —xj)g.
L ij
(@) = sup T = sup L (3)
zeR T° X z€R Z 9
Z;
i=1

Bu orana x vektortintin Rayleigh orani diyecegiz. Rayleigh orani, ¢zdegerler

i¢in tist ve alt sinir belirmede kullanigh bir aractir.

Laplasyen matrisin ilk uygulamalarindan birisi Matrix-Tree Teoremidir.

Teorem 2.1 (Kirchhoff Matriz-Tree teorem) G grafimin farkl spanning aga¢larinin
sayst, Laplasyen matrisin (L = D — A) herhangi bi kofaktorinin degerine

esittir.

Bu tezde kullanilacak olan isaretli graflarin Laplasyen ve normalize
Laplasyen matrisi kavramina ge¢gmeden oOnce, igaretli graflarla ilgili énemli

bilgiler verilecektir.



2.2 i§aretli Graflar

G=(V,E) bir graf olsun. Isaretli graf T’ = (G,0), G grafinm ayritlarinin
+ ve — ile igaretlenmesi ile elde edilir. Burada o:E — {+,—} isaret
fonksiyonudur. Isaretli grafin tepeler kiimesini V(I'), ayritlar kiimesini E(I) ile
gosterecegiz. Bir igaretli grafin bir v tepesinin isaret derecesi, o tepeye komsu
pozitif isaretli ayrit sayisi (d;}) ile negatif isaretli ayrit sayisimin (d; ) arasindaki
farktir, sdeg(v) ile gosterilir. sdeg(v) = di —d; dir. Isaretli grafin bir tepesinin
derecesi d, = d + d; olarak bulunur. Yani igaretli graf ile altinda yatan G
grafi ayni tepe derecesi dizisine sahiptir. I' bir isaretli graf ve C, I''nin bir

dongtisii (cycle) olmak tizere, C'nin igareti sgn(C) = Ha(e) seklinde bulunur.
ecC

Tanim 2.1 (Harary, 1953)Bir isaretli grafin biitin déngileri (cycles) pozitif
ise o isaretli grafa dengeli isaretli graf (balanced signed graph) denir.

Tamm 2.2 (Seidel et al., 1994) 0 : V — {+, —} isaret fonksiyonu, I = (G, o)
bir isaretli graf olsun. o®(e) = 0(i)o(e)0(j) ile isaretlendirilmis, T grafindan
elde edilen yeni isaretli grafa 0 ile dondirilmiis graf denir. T? = (G, d?) ile

gosterilir.

Tanim 2.3 (Seidel et al., 1994) T'y ve Uy iki isaretli graf olmak dizere, T'y = I'Y
olacak sekilde oyle bir 6 fonksiyonu varsa bu ki grafa es donistirilmuis graflar

(switching equivalent) denir ve I'y ~ Ty ile gdsterilir.

Tanim 2.4 M; ve My n x n lik iki matris olsun. My = SMS olmak tizere
oyle bir S = diag(sy,...8n), s; = *1 diagonal matrisi varsa bu iki matrise

isaret olarak benzer (signature similar) matrisler denir.

Teorem 2.2 (Isaretli Graflar icin Matriz- Tree Teorem)(Chaiken, 1982, Zaslavsky,
1982) T n tepeli birlestirilmis bir isaretli graf ve by, | tane negatif dongii (cycle)

iceren spanning altgraflarin sayst olmak uzere:

det L(T) = >4,
=0



Matrix-Tree teoreme gore eger I' grafi dengeli bir graf < det L(I') = 0
dir. Buradan da anlagilir ki 0 ancak ve ancak dengeli bir graf i¢in 6zdegerdir

(Hou et al., 2003).

2.3 i§aretli Graflarda Laplasyen Matris

Bu boliimde isaretli graflar icin Laplasyen matrisden bahsedilecektir.

Isaretli graflar icin Laplasyen matris asagidaki sekilde tammlanir:

Tamim 2.5 (Hou et al., 2003) T = (G, o) isaretli bir graf olmak tzere, L(T")
ile gdsterecegimiz Laplasyen matris L(I') = D(I') — A4(T') seklinde tanimlanar.
Burada D(T) isaretli grafin diagonal tepe derece matrisidir, As(I") bilesenleri

a:

o= o(i,7)ai; seklinde tanvmly, isaretli grafin bitigiklik matrisidir.

L(T) simetrik bir matristir ve satir toplamlar 2(dy,...,d; )" seklindedir.
Bahsedilen kavramlara gore, ayritlarin hepsi + veya — ile etiketlendiginde:
L(G) = L(G,+) ve D(G) + A(G) = L(G,—) oldugu acik¢a goriiliir.
Isaretli olmayan graflarda oldugu gibi, isaretli graflarin Laplasyen matrisini

de komsuluk matrisi ile ifade edebiliriz. Isaretli graflar icin komsuluk matrisi

agsagidaki sekilde tanimlanir:

C = C(I') = (¢;5) komsguluk matrisi olmak tizere;

(
+1, eger i, e; ayritinin ilk tepesi(head) ise

—1, eger i, e; ayritinin son tepesi(tail) ve o(e;) = + ise

cij =
+1, eger 4, e; ayritinin son tepesi(tail) ve o(e;) = — ise
\ 0, aksi halde
Matrisin bilegenlerinin genellestirilmig hali, ¢;e = —o(e).cje dir.

L(T) = CC!

x = (1, ..., 2,)" reel bir vektor olmak iizere, komguluk matrisinden yararlana-

rak elde edilen, Laplasyen matrisin kuadratik ifadesi agagidaki gibidir:

o' LTz = 2'CCTr = Z(xz —o(i,j)x;)? dir.

i~j



Ayrica, L(I') Laplasyen matrisi, asagidaki esitligi saglayan f : V — R

fonksiyonlar uzaymmda operasyon olarak da tamimlanabilir. Vi € V(I') igin:

Lf(i) = dif()) =Y o(i,5)1 () (4)

G~
2.4 i§aretli Graflarin Laplasyen Spektrumu

Isaretli graflarm Laplasyen spektrumu ilk olarak Hou tarafindan ele
alimmigtir (Hou et al., 2003). Hou, ilk olarak isaretli graflarmn en biiyiik
ozdegerini ele almig ve onunla ilgili sonuglar elde etmisgtir (Hou et al., 2003).
Daha sonra, en kiiclik 6zdegeri ele alip, isoperimetrik egitsizlikler elde etmistir
(Hou, 2005). I' = (G,0) n tepeli isaretli grafinmn pozitif taniml, negatif
olmayan o6zdegerlere sahip Laplasyen matrisi L(I") ile gosterilsin. Laplasyen

matrisin spektrumu, artmayan sirada

seklinde siralansin. En kiiciik ozdegeri ifade etmek igin Rayleigh orani kul-

lanilarak :

n

M) =sup{> (2 —o(i,f)z;)?: Y af =1, z €R"}. (5)

inj i=1

oldugu elde edilir.

Isaretli graflarm Laplasyen spektrumu ilgili birka¢ énemli sonuc agagida

verilmigtir:

Lemma 2.2 (Hou et al., 2003) Ty = (G,01) ve I'ys = (G, 09) iki isaretli graf

olmak tizere, I'y ~ I'y < L(I'y) ve L(I'y) isaret olarak benzer matrislerdir.

Teorem 2.3 (Hou et al., 2003) T' = (G,o0) isaretli bir graf olmak iizere

asagidaki ifadeler birbirine denktir:

1. T dengelidir;



2. I'=(G,0) ~ (G, +);
3. Oyle bir S isaret matrisi vardir ki SL(I)S nin diagonal digindaki tiim

bilesenleri 0 veya -1 dir;

4. Tepelerin dyle bir parcalanmasina bulabiliriz ki V(I') = Vi(I') U Vo(T') ,
Vi ile Vo arasindaki tim ayritlar — ve Vi veya Vo i¢indeki tim ayritlar

+ dir.

Benzer diigiince ile;

Teorem 2.4 (Hou et al., 2003) T' = (G,0) isaretli bir graf olmak tzere

asagqidaki ifadeler birbirine denktir.

1. T deki tim tek dongiiler (cycles) negatif ve tim ¢ift dongiiler pozitiftir;
2. T'=(G,0) ~ (G, —);

3. Oyle bir S isaret matrisi vardir ki SL(I)S nin diagonal digindaki tiim

bilesenleri 0 veya 1 dir;

4. Tepelerin dyle bir parcalanmasing bulabiliriz ki V(I') = Vi(I') U Va(T) ,
Vi dle Vo arasindaki tim ayritlar + ve Vi veya Vs i¢indeki tum ayritlar

— dir.

Lemma 2.3 (Hou et al., 2003) I' = (G,0) n tepeli birlestirilmis isaretli bir
graf ise

)\1(0’) S )\1(—> dir.

(o) = M(=) & (G, o) ~ (G, —) dir.

Teorem 2.5 (Hou et al., 2003) ' = (G,0) n tepeli birlestirilmis isaretli bir
graf ise

M) <2(n—1) dir

Ayrica, I' ~ (K, —) oldugu durumda esitlik saglanar.
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A1(0) 6zdegerinin iist smirim elde etmek igin L(G,—) = D(G) + A(G)
matrisinin en biiyiik 6zdegerinden faydalanilmigtir. Siradaki lemma L(G, —) =
D(G) + A(G) martisi ile grafin ¢gizgi grafinin bitigiklik matrisi arasinda iligki

kurar.

Lemma 2.4 (Biggs, 1993) G, n tepeli bir graf olmak dzere, A, G grafinin
bitisiklik matrisi, Ay, G grafinen ¢izgi grafimin bitisiklik matrisi olsun ve X
n X m matrisi

1 , egeri tepesi ve e; ayritr komsu ise

0 , aksi halde

(X)i =

seklinde tanimlanar ise X'X = Ay + 21, dir.

ispat.

n

(X'X)i; = (X)u(X)y

=1
seklinde ifade edilir. (X*X);;, eger e; e; ayritlart komsu ise 1 , eger i=j ise 2,

eger ayritlardan herhangi biri grafta yer almiyorsa 0 degerini alir. Yani diger bir
degisle, [ tepesinin, hem e; hem e; ayritina komsu olup olmadigidir. Buradan,

X'X = A; + 21, sonucu elde edilir. m

Bir isaretli grafin en biiyiikk Laplasyen oOzdegeri ile tepe dereceleri
arasindaki iligki, Hou tarafindan asagidaki sekilde kurulmustur (Hou et

al., 2003):

Tanim 2.6 I' = (G,0) n tepeli birlestirilmis isaretli bir graf ve j € V(I")

olmak tzere, m; = (1/d;) > d; esitligine, j tepesinin 2-derecesi denir.
ijEE(T)

Boylece;

Teorem 2.6 (Hou et al., 2003)U' = (G,0) n tepeli birlestirilmis isaretli bir

graf ise

1. M\(0) < max{d; + d; :ije E}.
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2. M(o) <max{d; + m; : i€ V}.

3. M(o) < max{d;(d; +m;) +d;(d; + m;)/(d; + d;) : (ij)e E}.
dir.

Ayrica, yine Hou tarafindan, dengesiz bir isaretli grafin en kiiciik
Laplasyen ozdegeri ile isoperimetrik say1 parametresine oldukca benzer, graf
teorik bir parametre olan w(I") ile ilgili baglant1 agagidaki sekilde kurulmugtur

(Hou, 2005):

W, V(I') tepeler kiimesinin bir alt kiimesi olsun. OW, W kiimesindeki
tepeleri W nin digindaki tepelere baglayan ayrit sayisini gostermek iizere,

isaretli grafin w(I") parametresi

B . emin(W) + ]8W!
w(l) =, min, W]

seklinde tamimlanmigtir. Burada ep; (W), grafi dengeli yapmak icin, W

tarafindan olusturulmus alt graftan atilmasi gereken minimum ayrit sayisidir.

Onerme 2.1 (Hou, 2005) T isaretli bir graf olmak tizere, A\, < 4w (L") dor.

Teorem 2.7 (Hou, 2005) ', n tepeli birlestirilmis isaretli bir graf ve A en

biyik tepe derecesi olmak tzere, en ki¢ik Laplasyen ozdeger A,

A(D) = A — /A2 — 2(T)

dir.

2.5 Bir Grafin Normalize Laplasyen Matrisi

Bir grafin normalize Laplasyen matrisi kavrami1 Chung tarafindan ortaya
atilmigtir (Chung, 1997). Bu tamim, stokastik stirecler ve spektral geometrideki

ozdegerler ile uyum saglamaktadir. Bu agidan onemli bir avantaj saglar.
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Bazi durumlarda sadece regiiler graflar i¢in soylenebilen 6zellikler, normalize
Laplasyen matris ile genel graflara genellegtirilebilir. Diigiim ve kath ayrit
icermeyen G grafi icin, L ile gosterilen normalize Laplasyen matris agagidaki

sekilde tanimlanir:

Tanim 2.7 (Chung, 1997) G, n tepeli bir graf ve d;, i tepesinin derecesi olmak

uzere, grafin normalize Laplasyen matrisi

1, eger 1 =j ve d; #0,
L(i,j) = —1/4/d;d; eger i ve j bitisik ise
0 aksi halde.

seklindedir.

D diagonal derece matrisi ve d; = 0 oldugu durumda D~'/2(i,4i) = 0 olarak
alinmak tizere, L = D~Y2LD~'/2 dir. Ayrica, L, asagidaki esitligi saglayan
g : V — R fonksiyonlar uzaymda operator olarak alimabilir; i, 7 € V(G) olmak

uzere,

_ : 9U
Lol = gy — 3> L (6)
k-regiiler bir graf igin

_ 1
L=1--A
ki

dir. Genel graflar i¢in, normalize Laplasyen matris, Laplasyen matriste oldugu
gibi komguluk matrisi cinsinden ifade edilir. S, satirlar1 tepeler, siitunlari
ayritlar olan komsuluk matrisi olsun. Matrisin bilegenleri, e = (4,j) ayritina
karsilik gelen 4 tepesi i¢in 1/+/d; degerine, j tepesi icin —1/ \/d_j degerine ve
geri kalan heryerde 0 degerine sahiptir. Bu tanima gore, normalize Laplasyen
matris
L=58"

seklinde ifade edilir. Ayrica, g siitun vektorii olarak ele alinirsa, normalize

Laplasyen icin Rayleigh orani, g = D2 f olmak iizere
- > (fi = 1)
(9.Lg) _ i~
(9,9) > fid;
j

seklindedir.
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2.6 i§aretli bir Grafin Normalize Laplasyen Matrisi

i§aretli graflar i¢cin Normalize Laplasyen Matris kavrami Li tarafindan

agagidaki gekilde tanimlanmgtir (Li et al., 2009).

Tanim 2.8 (Li et al., 2009) n tepeli I isaretli grafinin normalize Laplasyen

matrisinin bilesenleri

1 eger 1 = j ve d; # 0,
L(i,j) = —o(i,j)/\/did; eger (i,5) € B(D),
0 aksi halde.

seklinde tanvmlanir ve L(T') veya L(G, o) seklinde gésterilir.

1/2(4,§) = 0 olarak

D diagonal derece matrisi ve d; = 0 oldugu durumda D~
alinmak fizere, L(I') = D™'2L(I'")D~/? dir. L(T), asagidaki esitligi saglayan

f 'V — R fonksiyonlar uzayinda operator olarak alinabilir

LIG) = )~ % oli.d) 2o ®)

Isaretli bir I’ grafinin normalize Laplasyen matrisi L(T), pozitif yar1 tanimhdur.
Yani 6zdegerleri reel ve negatif degildir. Isaretsiz graflada oldugu gibi, isaretli
grafin normalize Laplasyen 6zdegerleri 2’den kiigiik esittir (Li et al., 2009).
Isaretli grafin normalize Laplasyen spektrumu azalmayan sirada 0 < A, <

... <\ ile gosterilsin. Boylece, L(I') matrisinin Rayleigh oram

e
N STLO)f . ;j(fz o (i, j)f;) _, o
fern  fTf feRn > f7d; -

J

seklinde ifade edilir. Biitiin bu sonuglardan da anlasildigi gibi, dengeli bir I’
grafl i¢cin L(I") ve L(G) isaret olarak benzerdir ve aym spektruma sahiptir.
Buna ek olarak, baglantili bir G' grafi i¢cin 0 bir Laplasyen ozdegerdir ve bir

tanedir. Buradan, asagidaki Lemma soylenebilir:

Lemma 2.5 ' = (G, o) dengeli ve baglantily bir isaretli graf olmak tizere, L(T")

ve L(T") matrisleri bir tane 0 Laplasyen 6zdederine sahiptir.
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Isaretsiz graflarda oldugu gibi, asagidaki sonug iki kiimeli isaretli graflar

icin de soylenebilir:

Lemma 2.6 ' = (G,0) iki kiimeli isaretli bir graf olsun. Eger X\, L(T)

matrisinin ozdegeri ise, 2 — X L(T') matrisinin 6zdegeridir.

Ispat. T, V; ve Vj tepeler kiimesinin ayrik birlesiminden olugmus, iki kiimeli
isaretli bir graf olsun. f fonksiyonunun, L(I') matrisinin \ ézdegerine karsilik
gelen ozfonksiyon oldugu kabul edilsin. Boylece, denkleminden, d; ¢

tepesinin derecesi olmak tizere

L) = 10 - % 720U (10

esitligi elde edilir. Asagidaki sekilde bir ¢g fonksiyonu tanimlansin:

f(i) egerieV;
—f(i) egerie Vs

g(i) =

g fonksiyonu denklemine uygulanirsa;

: o(i,7)g(4) o
o) = 2 Il (1)
: oG gy -
(@) +j§gW = Nf(i), i € V] igin (12)
)~ 5 T gy i e v, igin (13

JEV2 didj

denklemleri elde edilir. Boylece, , ve , denklemlerinin

birlesiminden N = 2— X 6zdegerinin g ézfonksiyonuna karsilik gelen bir 6zdeger

oldugu sonucuna ulagilir. =
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3 ISARETLI GRAFIN NORMALIZE LAP-
LASYEN MATRISININ OZDEGERLERI
ve ORUNTU ILE ILGILI SONUCLAR

Ozdegerlerin Griintiisii, graf yapilara ve cesitli graf matrislerine iligkin
kiyaslama ve sisteme uygunluk acisindan kullamsh bir aractir. Isaretsiz graf-
larin Laplasyen ve bitigiklik matrislerini diigtinerek, 6zdegerlerin oriinti sonuglari
ile ilgili birgok ¢aliyma yapilmigtir (Haemers, 1995, Heuvel, 1995, Mohar, 1991,
Chen et al., 2004, Li, 2006). Aksine, isaretli graflarin 6zdeger oriintiist ile ilgili

literatiirde sonug bulunmamaktadir.

Tezin bu kisminda, L(T') ile gosterilecek olan, isaretli graflarin normalize
Laplasyen matrisi ele alinip, spektrumunun ortintiisi ile ilgili sonuglar veri-
lecektir. Ayrica, tepe cogaltma ve biizme islemleri ile normalize Laplasyen
ozdegerlerinin ortintii sonuclar iligkilendirilecektir. Bunlara ek olarak, isaretli
graflar i¢in ard arda bilizme islemi tanimlanip, ardigik biizme, motif ve tepe

¢ogaltma iglemlerinin, 1 6zdegerine etkisi incelenecektir.

3.1 On Bilgiler

Oncelikle, matris analizinden baz1 kullamsh sonuclar1 kisaca hatirlayacagz.

Siradaki sonug, ozdeger ortintiileri ile ilgili temel araclardan biridir.

Teorem 3.1 (Horn et al., 1985) (Cauchy’s interlacing teoremi) A, n x n reel,
simetrik bir matris ve B, A man (n — 1) x (n — 1) esas alt matrisi olsun. Ejer
A< <<\ ve 61<6,<...<5060,4

sirasy ile A ve B matrislerinin spektrumlar, ise
N <0 < Aiwy fori=1,2,...n—1.

dir.
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Teorem 3.2 (Courant-Fischer Teoremi) M n x n tipinde reel simetrik bir
matris ve

A< A S LS A,

M matrisinin 6zdegerleri olmak “zere

NNy n}
M= {<ﬁﬁ 0#TeR

ve

(M ﬂ
A, = ma { T 0#feR" .

dir. Ustelik, S, R 'nin t boyutlu alt uzayini ve f L Sy, her f € S, igin f L fi

belirtmek tizere, k. en kiictik ozdeger \j i¢in

A, = min max M = max min \AMF, f)
Sn—k—1 fJ.;S;LOfk71 <f, f> S fi_osk <f7 f>

dir.

Siradaki lemma, ilerideki boliimlerde elde edilecek sonuclarin ispati igin

kullanigh bir aractir.

Lemma 3.1 (Chen et al., 2004) Reel a,b, ve 7 i¢in

2
a2—272207 b2—72>0, VQZ—ZSQ.

oldugunu varsaylirsa

2 _ 9.2 2
G
b2 — A2 = 2
dar.
Gerekli temel teoremler saglandiktan sonra, bu boliimiin esas sonuglari
verilebilir:

3.2 Ayrit Atma

Isaretsiz graflar icin, bir graftan ayrit atildiktan sonra, bitigiklik mat-

risi, A(G), Laplasyen matris, L(G) ve normalize Laplasyen matrisin L(G),
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ozdegerleri ile ilgili 6riinti sonuclar1 daha 6nceden elde edilmis olup, iyi bilin-
mektedir. Siradaki sonucumuz, bir isaretli graflartan ayrit atildiginda, isaretli
grafin normalize Laplasyen matrisinin, L(T), 6zdegerlerine bir genigletme

saglayacaktir.

Teorem 3.3 T, isole tepesi olmayan isaretli bir graf ve H =1 —e, I' dan e

ayrittman atilmasy sonucu elde edilmis bir diger isaretli graf olsun. Eger
0§A1§)\2§§)\nveO§91§92§§9n

siraswyla L(T) ve L(H) matrislerinin 6zdegerleri ise, Apy1 = 2 ve Ao = 0 olmak

tuzere, herbirt=1,2,...,n i¢in
Aic1 < 0; < Xifa (14)

dir.

ispat. g = D'V2f ile @ denkleminde verilen Rayleigh oranini diigiinelim.
D'Y? tersinir bir matris oldugu icin, onun ¢t boyutlu alt uzaydaki islemleri,
yine t boyutlu altuzaya sahip olacaktir. Boylece, L(I') matrisinin k. en kiiciik

ozdegeri i¢in Courant-Fisher teoremi asagidaki sekilde ifade edilebilir:

N = mi 9" L()g
= min  max ="
Sp—k-1 9LSn—k—1 g'g

= min max w

Sn—k—1 DY/2f1S, 11 fTDf
D/2520

> (fi —oli, ) £5)?

. inj
= min  max ‘ (15)
2
S’:Lfkifl ff;z)S:Lfkfl Z f'L dl

%

Benzer sekilde,

> (fi —oli, ) f3)?

i~vj

A = max min (16)
s, fLS, > fid
F#0 i
Simdi e = (vjvy) € E ayntinin ' grafindan attildigi ve ayritin igaretinin
o(v1,v2) = — oldugu varsayilsin. Ayrit atma isleminden sonra, v; ve vy tepe-

lerinin dereceleri bir azalacaktir. Boylece payda asagidaki sekle dontisecektir.

Z fHd; - Z fid;— fi— f3.
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Ayrica, komsuluk iligkilerindeki degisimden 6tiirti, pay kismi

S (fi—oli.))f)? = D (fi—ali, i) )= (fi+ )

i~] i~
olur. Boylece, e; ve ey standart baz vektorlerini gostermek tizere

S (fi—oli, ) f)? = (fi + f2)°

i~

f;, = max min

S, fLS, fodj_ff_fg
70 7
> (fi— o6, 5)f;)? = (fr + f2)°
<max min —2
s, fLs, > fidy— - f2
f1=f2, f#0 J
S (fi—a(i,5) 1) —4f7
. invj
= max min (17)
S,lC fJ_S,lC ve flei—ea Zf]2d] - 2f12
F#0 j

2 =912 a® =3 _(fi —o(i,5)f;)?% ve b* = Y. f2d. degerleri ile Lemma
1 i~j J 34377

yi kullanip, boliim 2] de bahsedilen 6zdegerlerin tistten 2 ile siirh olmasi

ozelligini de hatirlayarak denkleminden asagidaki sekilde devam edilebilir:

S — ol )F,)?
0, < max min e
S fLS.and fle—es Z fid;

f#0 J

> (fi —oli, ) £3)?

= A\
>~ 27 +1-
Sk+1 flsk-ﬂ Zf] d]
J

(18)

Benzer sekilde, Courant-Fisher teoreminin min-max formunu kullanilarak

> (fi—oli,5)f5)? = (i + f2)?

. in~j
fr, = min max

S LS, Z ijdj - ff-f
F#0 J
> (fi —a(@,0) 1) = (fi + f2)?
> min max K
s . fLsh > fidi— ff - f2
£#0 J
fi=—Ff2
> (fi—oli4) 1)
> min max i
- S;fkfl flS;,k,l and flei+es Z ffd] - 2f12
F#0 J
S(fi — oli, ) f;)?
2 min  max = = A1 (19)
—k fLS —k ijzdj
F#0 J

elde edilir. ve . denklemlerinin birlegiminden . denklemi saglanir.

o(v1,v9) = + durumu benzer sekilde gosterilir. m
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r I'—e I'—¢
A = 0.1852 6, = 0.1968 6, = 0.2019
Ay = 0.5978 05 = 0.6667 65 = 0.4980
A = 1.0661 65 = 0.8315 65 = 1.0000
Ay = 1.4718 s = 1.5289 6y = 1.5020
A5 = 1.6792 05 = 1.7761 05 = 1.7981

ekil 3.1: T isaretli grafindan ayrit atma ile elde edilen I' —e ve ' — ¢’ graflar1 ve 6zdegerleri.
g g g

Yorum 3.1 Isaretsiz graflarda ayrit atma isleminden sonra, Laplasyen mat-
risin ozdegerlerinin azaldign ya da ayme kaldige bilinen bir sonuctur (Mohar,
1991). Teorem gosterir ki isaretli grafin normalize Laplasyen matrisinin
ozdegerleri, ayrit atma isleminden sonra artis gosterebilir. Teorem bununla
igili bir st smar saglamstir. Ornek olarak sekil de gosterilen ayrit
atma ile elde edilen ki grafin ozdegerleri incelensin. Laplasyen spektrumlar:

kwasladigimizda gorulur ki ozdegerler artabilir ya da azalabilir.

3.3 Tepe Biizme

G bir graf ve v € V(G) olsun. v € V(G) tepesinin agik komsulugu
Nw)={ueV: we E}

kiimesidir ve kapali komsulugu ise N[v] = N(v) U {v} dir. G grafinm iki u
ve v tepesi igin, u ve v tepelerinin komguluklarimin birlegiminin yeni bir (uv)
tepesinin komguluklar1 olacak sekilde, graftan u ve v tepesinin silinip, grafa

yeni bir (uv) tepesi ekleme iglemine, u ve v tepesini tek bir tepeye biizme iglemi
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denir. G grafindan biizme iglemi sonucu elde ettigimiz bu yeni graf G/{u, v}
ile gosterilir. u ve v tepeleri bitigik oldugu zaman, G/{u, v} grafi, uv ayritinin

biiziilmesi ile G' grafindan elde edilecektir.

Isaretsiz graflar icin tanimlanan bu biizme iglemi, isaretli graflar icin de
ayritlarm isaretlerini koruyarak benzer sekilde tammlanabilir. Isareti koruya-
bilmek i¢in biiziilen u ve v tepelerinden, ortak komgularina olan ayritlarin ayni
isarete sahip olma sart1 aranmaktadir. Diger bir degisle, I' isaretli grafindaki
her x € N(u)UN (v) tepesi igin, eger o(x, (uwv)) = o(z,u) = o(z,v) ise I'/{u, v}
islemine izin verilebilir biizilme denir. Bundan dolayi, I' grafi tarafindan elde
edilen izin verilebilir biizme, I'/{u, v}, graftan u ve v tepelerinin silinip, yerine
u ve v tepelerinin her x ortak komsulugu icin o(z, (uv)) = o(x,u) = o(z,v)
olmak {izere yeni bir (uv) tepesi ekleyerek elde edilir. Ozellikle, N (u)N[v] = (
oldugu durumda I' /{u, v} izin verilebilir biiziilmedir. Bir sonraki ériintii 6zelligi

bu durumda uygun olacaktir.

Teorem 3.4 T' bir isaretli graf, u ve v N(u) N N[v] = 0 olacak sekilde T

grafinan iki tepesi olsun.

)\1 S )\2 S L < >\n ve 91 S 02 S Lo < Qn_l

siraswyla L(T) ve L(T/{u,v}) nin 6zdegerleri ve \py1 = 2 ve Ao = 0 olmak

uzere

Aic1 <0; < AN

dar.

Ispat. j € J ancak ve ancak vj € N(vy) olacak sekilde J bir indeks kiimesi
olsun. u = vy, v = vy olmak iizere N(u) N N[v] = 0 oldugundan, I'/{v1, ve}
islemi graftan (vyv;) ayritlarim atip, aym anda (vqv;) ayritlarini, isaretleri
korunacak gekilde grafa ekleme olarak goriilebilir. Boylece Courant-Fisher
teoreminin denklemini kullanarak ve Teorem in ispatinda oldugu gibi
L(T'/{u,v}) matrisinin ) 6zdegeri;
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S (fi =00, 9) ;)2 + 20 (fa = a(ve,v5) f5)? = (fr — o(v1,v5) f5)?

0 min  max iac! Jet
k= 2 2 2
S‘:L—k—l fJ_S:’L—k—l ij dj _dlfl +d1f2
F#0 J

seklinde ifade edilir. Burada pay ve paydadaki toplam, baslangictaki I’
grafindan hesaplanacaktir. Boylece, igaretsiz graflara benzer olarak (Chen et
al., 2004), fi = fo alarak A\,_; alt siir degeri saglanacaktir. A;yq tist sinir
degeri, Courant Fisher teoreminin max min ifadesinden elde edilecektir.

Boylece, istenildigi sekilde ;1 < 6; < \;y1 olacaktir. m

3.4 Baskinlik Kiimesi ve Ardisik Biizme

v1, Ve tepelerinin biiziilmesini takiben , olugan yeni (vjv2) tepesinin bir
diger v3 tepesine biiziilmesiyle elde edilen yeni graf (G/{vy,v2})/{(vive),vs}
olarak diigliniilebilir. Notasyonel yiikten kurtulmak icin, yeni olugan graf,
basitge G/{v1,vq,v3} ile gosterilsin. Genellestirilirse, k — 1 kez ardigik biizme
ile G/{v1,va,..., v} grafinin elde edilecegi diigtiniilebilir. Oriintii sonuclarim
vermeden once, bu sekilde bir biizme iglemi dizisinin ne zaman iyi tanimh

olacagl incelenebilir.

Tanim 3.1 V, G grafimin tepeler kimesi, S C V' olmak tuzere, eger V. — S
kiimesindek: her tepe, S kiimesindeki herhangi bir tepeye bitisik ise, S kiimesine
baskinhk kiimesi denir. G grafinin en az elemana sahip baskinlk kimesinin,
eleman sayisina baskinlik sayise denir ve ~(G) ile gdosterilir. v(G) eleman

saysina sahip G grafinan baskinlik kiimesine «(G)-kiimesi diyecegiz.

Tamim 3.2 S bir baskin kime, N[w] NS = {v} olacak sekilde w € V
tepesine, v € S tepesinin S-0zel komsgulugu denir. v tepesinin butin S-ozel

komsulularinin kiimesi pnfv, S| ile gosterilir.

Benzer sekilde, agik S-dzel komsuluklary, N(w) NS = {v} sart1 altinda

tanimlanir. Graflarda baskinlik konusuyla ilgili (Haynes et al., 1998) genel bir
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Sekil 3.2: T igaretli grafi ve S = {3, 7} baskin kiime ornegi.

bakig saglamaktadir. Eger V' deki her tepe, herhangi bir v; € S tepesinin S-
ozel komsulugu ise ﬂ:i?)N (v;) = 0 dir. (bakimz Sekil . Dahasi, bu sartlar

altindaki I'/{vq, vo, v3, ..., v} ardigik blizme iglemi iyi tanimhdir.

Sekill [3.2]de verilen 6rnek incelenirse, I' igaretli grafinin baskin kiimesi
S = {3,7} dir. 1, 2 ve 4 tepeleri 3 tepesinin S-6zel komguluklaridir. Ayrica, 5 ve
6 tepeleri, 7 tepesinin S-6zel komsularidir. Bunun sonucu olarak, N (3)NN(7) =

< dur.

Teorem 3.5 I' = (G, 0) bir isaretli graf, v(G) =k, S = {vy, ..., v} bir v(G)-

kiimesi ve T'/{vy, v9,v3, ..., 0p} ardisik biizme iglemi iyi tanumiy olsun.
M< <A, ve oY <o < <o)
siraswyla L(T) ve L(T/{v1,vo,vs,...,vc}) matrislerinin ézdegerleri ise, i < 0

oldugu durumda \; =0 ve © > n oldugu durumda \; = 2 olmak “zere
Nickpr < 07D < N, (20)

dir.

Ispat. Teorernden, L(T) ve L(T'/{vy, vo}) matrislerinin 6zdegerleri agagidaki
esitsizligi saglar

Aic1 < 0; < A
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Benzer gekilde, olusan yeni (viv9) tepesinin wvs tepesi ile biiziilmesinden
sonra, L(T'/{vy,va}) ve L(T'/{vi,v2,v3}) matrislerinin 6zdegerleri agagidaki

esitsizlikleri saglar
Aicg < 0,1 < 91(2) < Oip1 < Aijo.

Argiimanlarin tekrarindan denklemi elde edilir. m

3.5 Tepe Cogaltma

I' = (G,0) n tepeli, bir igaretli graf ve v € V(I') olmak {izere,
tepe cogaltma, grafa yeni bir v’ tepesi ekleyip, eklenen yeni tepeyi v nin
tiim komsulariyla, aralarindaki ayrit isaretleri korunacak sekilde birlegtirme
islemidir, T ile gosterilir. Diger bir ifade ile, z € N(v') ancak ve ancak
r € N(v) ve her x € N(v) igin o(v',z) = o(v,z) dir. Gerekli tanim
saglandiktan sonra, siradaki I'” grafinin Laplasyen matrisinin 6zdegerleri ile

ilgili sonuca gegilebilir.

Teorem 3.6 I', n tepeli bir isaretli graf ve I'Y, T' grafindan tepe cogaltma ile

elde edilmis diger bir isaretli graf olsun.
M A ve 6 <0, <---<0,

sirasiyla L(T?) ve L(T) matrislerinin 6zdegerlerini géstermek tizere, 0,1 =
012 = 2 olacak sekilde

0; < Xit1 < 0i49,

dir.

Ispat. j € J ancak ve ancak v; € N(v) olacak sekilde .J bir indeks kiimesi ve v’
tepesi v € V(I') tepesinin kopyasi olsun. Her x € N(v) N N(v') igin o(x,v) =
o(x,v") olmasindan 6tiirli, v ve v’ tepelerinin, tepe ¢ogaltma ile yeni olugan
['Y grafinda biiziilme iglemi izin verilebilir bliztilmedir ve I'V/{v,v'} = T dir.

Simdi, v’ tepesinin 'V grafindan atildigi varsayilsin. Boylece Courant-Fisher
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teoremini kullanip, Teorem in ispatidaki seklinde ele alimirsa, L(T)

matrisinin 0 6zdegerleri agsagidaki sekilde ifade edilebilir

S (fi =08, 9) ;) = X0 (for — o (V' 05) £5)?

0 min  max sl g&J
k f—
S;—k—1 fis;—k—1 Z szdj B dvlfg’ B Z fj2
f#0 J JjeJ

Burada pay ve paydadaki toplamlar I'” grafi iizerinden alinmistir.

S (fi =i, ) )2 = 2o (for — o (v, v5) f5)°

0, > min max 7 7€
k2=
Sp_ho1 LS, 4y Z fJQdJ - d”'fg’ - Z fj2
F#£0 J jed
for=o( ;) f;
Agagidaki sekide bir f’ fonksiyonu tanimlansin:
1 eger i = v/
fi=4q —o(v',i)/dy egeriec N
0 aksi halde

j € J ancak ve ancak v; € N(v') olacak sekilde bir J indeks kiimesi ve
fj, v; tepesine karsilik gelen deger olmak tizere, f, = o(v',v;)f; formundaki

fonksiyonlar icin

S (fi—o(i,9) )

> min max i~
S o, FLS. . and fLf Z frd; —2dy f2
70 j
> (fi—a(i,5) )
inj

= Ak-1

> min max
S:sz fJ‘S:sz Z fj dJ
J

F#0

dir. f” fonksiyonu asagidaki formda tanimlanmak {izere

1 eger i = v’
fI=1 o i)fds egerie NW)
0 aksi halde

Courant-Fisher teoreminin max-min formunu benzer sekilde kullanarak,

S (fi—0(i,9) 1) = 2 (fo — (v, v)) f5)?

0, = max min ] i€
e =
S, fLs, ijgdj - dv'fff - ij
f#£0 J Jjed
S (fi—0a(i,5)f;)? = 2 (for — (v, v)) f;)?
< max min ac 7€
s gis) S —du [l =3 fF
f7#0 J jed
for=—c("v;)f;
S (fi = oli,)f5)? — Adu f2
inj

< max min
= 2 2
S LS, and fLf" > fid; —2dy f

F#0 J

(21)
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esitsizligi elde edilir. Burada, v* = 2d, f7, a® = 33, _(fi — 0(i,j) f;)? ve b* =
> y ffdj alarak Lemma kullamlarak, J tanimlanan indeks kiimesi olmak

tizere f, = —o(v',v;)f; formundaki fonksiyonlar i¢in

S (fi— o 4) ) —Ad f2 = (fi — 0, §)f;)? = 0
i~j ing

v

dir. Ayrica,

J

jeJ JEN[V']
=Y difi —defi+ Y dif
JjeJ JEN[v']
= (O dy) —d)+ Y dif]
jeJ JEN[v']

her j € J i¢in, d; > 1 ve > d; toplam1 d, tane terim toplamindan
j€J
olusmaktadir. Béylece, (> d;) — d,y > 0 dir. Bundan dolay1 ,
jed

> frdy—2dy £ >0
J

oldugu goriiliir. Bolim den oOzdegerlerin tstten 2 ile smirh oldugunu
hatirlayarak, Lemma nin a? — 292 > 0, b — % > 0 ve a?/b* < 2 sartlan
saglanilir. Denklem den devam edilerek,

> (fi—a(i,9)f;)?

i~j

< .
0. < max jmin - S 2,
S, fLS,and fLf 5 aj

F#£0 j

S(fi — ol ) i)

1 pr— Ak
1a ; S f2d; +1-
Sk+1 fJ‘SkJrl - fj d]

f#0 J

sonucuna ulagilir. Boylelikle,

Aic1 <0 < X1 <040 < Nigs

esitsizligi elde edilir ve

0; < Xig1 < 0ipo

ispatlanmig olur. m
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3.6 Motif Cogaltma, Ardisik Biizme ve 1 Ozdegeri
3.6.1 1 ézdegeri

I' = (G,0), n tepeli igaretli bir graf olsun. i, j € V(I") tepeleri bitisik ise
1 ~ 7 ile ve i tepesinin derecesini d; ile gostermek iizere, f fonksiyonu i¢in,

Lf@i) = f(i) = ) oli,j)

Js 3~

oldugu denkleminden biliniyor. ¢ € R", L(I') matrisinin A 6zdegerine

karsilik gelen bir 6zvektor olmak tizere
Lg—Xg=0. (22)

dir. denklemi kullanilarak, numarali denklemden her 7 tepesi icin

1 - 9(9) ,

(i, J) === = (1 = A)g(i)
RO
elde edilir. Eger A = 1 ise her i tepesi i¢in

; a(i,j)% =0 (23)

dir. 1 6zdegeri herhangi bir igaretli grafta tepe cogaltma iglemi ile herzaman
elde edilebilir. T* v, € V([')(a = 1,...,m) tepelerinin ardigk m kez
cogaltilmast ile elde edilmis bir isaretli graf olmak iizere, L(I'™) matrisi agagida
tamimlanan f; lokalize fonksiyonuyla 1 6zdegerine sahip olur.

1 egeri=uw,

fi(i) =< —1 egeri=u,

0  aksi halde
Burada 1, v, tepesinin kopyasidir. Boylelikle, 1 6zdegerinin sayisi, I'* grafinin
Laplasyen matrisinde m kadar artar. Simdi, motif ¢cogaltma ve ardigik blizme

operasyonlarinin, igsaretli graflarda 1 6zdegeri iizerindeki etkisine bakacagiz.

3.6.2 Motif ¢cogaltma

Y, VU1, ..., Uy, tepelerine sahip, I' grafinin baglantili kii¢iik bir alt grafi

olsun. ¥ alt grafi, I'min bu tepeler arasindaki biitiin ayritlarini isaretleri
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koruyacak sekilde icersin. Bu X alt grafim1 motif olarak adlandiracagiz.
V1, Vs, ..., U, teperini iceren ¥ motifinin Laplasyen matrisi I}(E), f eR”
ozvektorii ile 1 6zdegerine sahip olsun. f, ¥ grafinin tepeleri digidaki degerleri
0 olacak sekilde genigletildiginde, ne f fonksiyonu L(I") matrisinin 6zvektorii ve
ne 1 6zdegeri L(I') matrisinin 6zdegeri, olmak zorunda degildir. Fakat I' grafi,
Y motifi ile ¢ogaltma yapildiginda, genigletilmig grafin normalize Laplasyen
matrisi 1 6zdegerine sahip olacaktir. ¥ motifi ile elde edilmis graf I'* ile
gosterilsin. I'” grafi, I" grafindan , ¥ motifinin, ¥’ ile gosterilen kopyasinin grafa
eklenmesi ile elde edilmistir. uq,...,u,, kopya tepelerinden olugsan ¥’ grafi,
Y} motifinin tepeleri ile ayn1 tepe baglantilarina ve ayrit isarelerine sahiptir.
Ayrica, herbir u, € V(¥') tepesi, v, € V(X) tepelerinin ¥ motifi digindaki
biitiin agik komguluklar ile bitigiktir.

Isaretsiz graflar icin, motif cogaltma ve bu iglemin 1 6zdegeri {izerine et-
kisi, normalize Laplasyen matrisler i¢in ¢aligilmigtir (Banerjee and Jost, 2008).
Bu kisimda, elde edilmig bu sonuglar, isaretli graflara genisletilecektir. Buna

ek olarak, ardigik biizme sonrasi 1 ozdegeri ile ilgili sonuglar elde edileceltir.

Teorem 3.7 T isaretli bir graf, &, T grafinin motifi, ¥’ motifin kopyasi ve I'>,
[ grafindan motif ¢ogaltma ile elde edilmis isaretli graflar olsun. Eger L(X)
matrisi 1 6zdegerine sahipse, L(T'>) matrisi, v, € ¥ ve u, € X tepeleri disinda

0 degerine sahip olan f ozfonksiyonu ile 1 ozdegerine sahiptir.

Ispat. ' ve X swasiyla n ve m dereceli isaretli graflar olsun. f, L(%)
matrisinin 1 Ozdegerine karsilik gelen Ozfonksiyonu ve d, , v, € V(X)
tepesinin 3 grafindaki derecesi (veya u, € V(X') tepesinin ¥’ grafindaki
derecesi) olsun. Boylece, denkleminden, ¢ € V(X) veya V(X') tepesi i¢in

> jmi0li ) f/(il—),_ = 0 oldugu soylenir. Ayrica, i € V(I'*) i¢in d;, i tepesinin T'*
J
grafindaki derecesini gostermek iizere g € R fonksiyonu agagidaki sekilde

tamimlansin
(

3

Toe eger i = v, € V(X),

f(va)\/m

g(i) = < —f(va)% eger 1 = u, € V(X),

0 aksi halde.

\
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O zaman

s 1 s
L(T*)g(i) = g(i \/d_”;zo f}‘%wherez Jje V()

seklinde ifade edilebilir. Eger ieV(X) ise

) al)
= o(i,J)—= + (i, j)

=0+0=0

Il
o

oldugu elde edilir. Benzer diisiince ile, her i € V(') icin, 3=, , ; 0(i, 7)</

5\

oldugu kolayca gosterilir. Eger 4 §7_f V(E) veya V(¥ ) ise

- 9(9)
Yo pTE =3 o + Y o
Jy grvi ’ vV dj JeV(D) \/ JeV(D) \/ d; J§V< ) \/ d
- f) - f()
= § 0-(17.]) T § 0-(27.]) 7
JEV(E) V4 JEV(X) V&

=0

oldugu elde edilir. Boylece, her i € V(I'* icin, Z] i (05 7) f}i% = ( sonucuna

ulasiimig olunur. Boylece, 1, L(I'*) matrisinin g 6zvektoriine karsilik gelen

ozdeger oldugu ispatlanmig olur. m

3.6.3 Ardisik biizme
Simdi ardigik biizme igleminin 1 6zdegerine etkisini inceleyelim.

Teorem 3.8 I' = (G,0), n tepeli isaretli bir graf ve G grafinin baskinlk
sayst Y(G) = k olsun. S = {vy,...,vx} bir v(G)-kiimesi ve V' nin her tepesi
herhangi bir v, € S tepesinin S-izel komsusu olmak iizere ejer L(T') matrisi
1 ézdegerine sahip ve karsilik gelen 6zfonksiyon f, her i € S igin f(i) = 0 ise

L(T/{v1,...,vx}) matrisi 1 6zdegerine sahiptir.

Ispat. Boliim den eger I' nin her tepesi herhangi bir v, € S S-0zel

komgulugu ise I'/{vy, ..., v} isleminin iyi tamml oldugu ve (), (N (va) =0
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oldugu biliniyor. f, 1 6zdegerine karsilik gelen L(I") matrisinin 6zvektorii olmak

lizere, denkleminden, her i € V/(I') tepesi icin

A fG)
;ia(z,j)ﬁ =0

dir. Notasyonel yiikten kurtulmak i¢in, (k—1). ardigik biiziilmeden sonra olugan

yeni tepe w = ((... ((v1v2)vs) ... vx)) ile gosterilsin.

L(T/{vy,...,vx}) matrisi i¢in agagidaki gibi bir g fonksiyonu tanimlansm

0, egeri=w,

f(i), aksi halde.

g(i) =

V' deki hertepe herhangi bir v, € S tepesinin S-6zel komgulugunda oldugu igin,
w tepesinin komsular1 her v, € S tepesinin komguluklarinin ayrik birlesimde
oldugu biliniyor. Diger bir ifade ile, w € I'/{vy,..., v} tepesi i¢in, N(w) =
N(v1) UN(v2)U---UN(vg) igin (), cgN(va) = 0 dir. Béylece, her v, € S igin
0(Vayj) = o(w, j) ve > O'(Ua,j)% = 0 oldugundan, eger i = w ise

Vo]

- 90 _ N . ot 19U
j%;ia(%])\/d_j_je%(:m)a(w’j) d; i +jez%<:vk) ( 7])\/d_j
L () L ()
J’efg(zvl)a(wh7> d; T jEZ%(:Uk)O—(w’j) Vd;

=0+ 4+0=0

dir. Diger yandan, eger ¢ # w durumu ele alimirsa; Ardigik biizmeden once,
Ve € S igin f(v,) = 0 ve v, tepesine bitigik bir i € V(I') tepesi i¢in, (23)
denkleminden |,

ZUW% = oi,va)?

(va) - ()
m + ; o(i,7) \/d—]

:0+Za(i,j)§‘g

J#va

=0

oldugu biliniyor. Buradan,

> a(i,j)% =0 (24)
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oldugu elde edilir. Ardigik blizme igleminden sonra, i tepesi, w tepesi ile ve
ayrica v, tepesi digindaki biizme igleminden once komsu oldugu aym tepelere

komgu olacaktir. denkleminden, Y o(i, /)42 = S o(i, )<L = 0
gt \/_3 J~i \/_
J#w JFva

oldugundan;

Z U(i,j)g(j)

Jpgri

é

o(i,j)
g~ \/_

JFw

—0+Z o(1,7)

Jri
JFw

= 0.

dir. Béylece, her i € V(I'/{vy,...,v}) igin,

()

<«

> oli,j)===0
gri Vi
elde edilir. Sonug olarak, 1, L(I'/{vi,...,vx}) matrisinin 6zdegeri oldugu

ispatlanmig olur. m
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4 ISARETLI GRAFLARDA ISLEMLER VE
LAPLASYEN OZDEGERLER

Bu boéliimde, isaretli graflar icin birkag graf operasyonu ve onlarin Laplas-
yen Gzdegerlerine etkisi ele alinacaktir. Isaretli graflarin Kartezyen, Cvétkovic
(NEPS) garpimlar: ve gizgi graflar1 Zaslavsky tarafindan ¢aligilmig, Laplasyen
ve bitisiklik matrisinin spektrumu ve enerjileri ile ilgili sonuclar elde edilmistir
(Zaslavsky et al., 2011). Tezin bu kismindaki amag, isaretli graflar ile yapilan
join, tamamlayic1 prizmalar ve coalescence iglemlerinin, grafin dengesine olan
etkisinden soz etmek ve Laplasyen oOzdegerler ile ilgili sonuclar vermektir.
Ayrica, herbir operasyon icin ortaya cikan grafin Laplasyen ozdegerlerini,
isleme giren graflarin Laplasyen 6zdegerleri ile iliskilendirmektir. Oncelikle, bu
boliimde Laplasyen 6zdegerlerin iligkilendirilmesinde sik¢a kullanilacak olan

majorizasyon kavrami ile ilgili tanim ve teoremden s6z edelim.

Tanim 4.1 (Grone and Merris, 1990)Farzedelim ki b = (by,...,b,) ve ¢ =
(c1,...,¢q) artmayan swada swralanmas, negatif olmayan reel degerli diziler

olsun. Eqger,
k k
>.bi > > ¢, 1<k <min{p,q}
i=1 i=1

ve

ise b dizisi ¢ dizisini majorize eder denir ve ¢ < b ile gosterilir.

Teorem 4.1 (Horn et al., 1985)(Fan, 1954) Eger H ve H, Hyy : | X 1, Hys :
m X m, |+ m =n, olmak tzere, asagidaki formda, n x n turinde Hermitian

matrisler ise
Hy Hi i Hy; O

Hy  Hy 0 Hyo

)

(A(Hu), A(Hz)) = AMH) < A(H) (25)

dir.
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4.1 i§aretli Graflarin Laplasyen Matrisleri icin Join

i§lemi

I'y = (G, o1) ve I'y = (H, 03), swrasiyla n ve m tepeli iki isaretli graf
olsun. Bu iki grafin I'y + I'y ile gosterilen join iglemi, I'; ve I'y graflarinin,
ruly = (V(I)uv(ry), E(T'y) UE(ly))), I'y seklinde tanimli birlegsiminden,
I'; isaretli grafinin her tepesinden I's isaretli grafinin her tepesine positif ayrit
eklenerek elde edilmig n +m tepeli bir graf olarak tanimlanir. I'; ve I'y graflar
arasindaki ayritlar ¢ € V(I'y) ve j € V(I'y) olmak iizere (i,7) € E(I'1,I'y) ile
gosterilsin. Siradaki Lemma, igsaretli graflarda tanimli join igleminin dengesi ile

ilgilidir.

Lemma 4.1 T\, Ty, ... 'y isaretli graflar olsun. Eger bu isaretli graflardan
en az birtanesi negatif ayrit iceriyorsa, bu graflarin join islemi sonucu elde

edilmis graf I'y + 'y + ... + 'y dengesizdir.

Ispat. I; isaretli grafi (vi,v;) € E(I';) negatif ayritin igerdigi kabul edilsin.
Boylece, i # j olmak iizere, vy, € V(I';) icin join iglemi sonucunda, wv;,v;, vy
tepelerinden olusan bir tane C5 negatif dongiisii elde edilir. Buradan, I'y +1'5 4

...+ 'y, grafinin dengesiz oldugu sonucuna ulagilir. m

Lemma 4.2 ' = (G,0), 0 : V. — {4+, —} isaret fonksiyonu ile G grafindan
dondistiirilen, n tepeli, dengeli bir isaretli graf olsun. Eger, f = (f1, fo, ..., [n)
fonksiyonu, L(G) matrisinin, \ 6zdegerine karsilik gelen bir ozfonksiyon ise
I' = (G,0?%) isaretli grafinin, X Laplasyen ézdegerine karsihk gelen ézfonksi-

yonu f"=(0(1)f1, 0(2)fa,..., 0(n)f,) seklindedir.

ispat. f = (fi,fa,..., fn) fonksiyonunun A; Laplasyen 6zdegerine kargilik
gelen 6zfonksiyon oldugu biliniyor. Laplasyen matrisin operasyonel tanimi (1))
ve L(G) fi = A\ fi oldugu bilgisi kullanilarak;

difi = 2205 = Nifi (26)

i~j
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denklemi elde edilir. Eger I', dengeli bir grafise (I', o) ~ (G, +) es doniigtiirilmiis
graflardir ve ayn1 Laplasyen spektruma sahiptir, (Hou, 2005). f' = (f1, f5,..., f}),
L(T) = D(T') — A4(I") matrisinin \; 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor olsun.
0 .V — {+4,—} isaret fonksiyonu ile 7,7 € V(G) tepeleri isaretlenerek,
e = (i,7) € E(GQ) ayntlan o?(e) = 0(i)o(e)0(j) olacak sekilde déniigtiiriiliir.
Boylece, L(I') matrisi, (G,+) grafinin, 6 ile I' grafina doniigtiiriillmesinden

sonra asagidaki gekilde ifade edilir:

d; , eger i = j ise
Lij(T) =< —0(i)0(j) ,eger i bitisik j ise
0 , aksi halde

f' fonksiyonunu Laplasyen matrisin operasyonel tanimina uygulanarak,

dif; = >_0()0(5) f; = Aifi (27)

i~
denklemi elde edilir. ve denklemlerinden

> fi 22000)00)) f;

inj i
fi fi
00,
0(0) fi

dir. Boylelikle, her ¢ € V(I') i¢in, f! = 6(i) f; elde edilmis olur. m

Siradaki boliimlerde, iki grafin join igleminden sonra, Ay, (I') 6zdegerinin,
graflarin denge durumlar1 géz oniinde bulundurularak, iist sinir degerleri

incelensin.

4.1.1 Bir dengeli, bir dengesiz grafin join iglemi

I'; dengesiz ve I'y dengeli isaretli graflar olsun. Buradan, I'; ve I'y graf-
larmin spektrumlarini sirast ile (Amin(I'1), .+, Amax(I'1)) ve (0, Amin(I'2), - -
Amax(I'2)) seklinde gosterilsin. Lemma den, I'y + 1’5 grafinin dengesiz oldugu
biliniyor. Siradaki sonugta, I'; +T'y grafinin Laplasyen matrisinin sifirdan farklh

en kiiclik 6zdegeri i¢in bir iist sinir elde edilecektir.
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Onerme 4.1 Ty = (G, o0y) ve Ty = (H, 03) swraswla dengesiz n tepeli ve

dengeli m tepeli isaretli graflar olmak vizere
)\min(rl + F2) S n

dir. Esitlik durumu, o # + ve tam ki tane (K%,—i-) alt graf iceren I'y =

(K, o) grafi i¢in saglanar.

Ispat. 6 : V — {+, =}, (H,+) = (H, oY) olacak sekilde bir igaret fonksiyonu
olsun. Boylece, Lemma den, L(I';) matrisinin 0 6zdegerine kargi gelen
ozfonksiyonu y = (9(1)#, . ,Q(m)ﬁ) seklinde tanimlansin. Agagidaki gibi

bir f fonksiyonu tanimlansin:

0 ,eger: el ise
fi=

y; ,eger 1 €'y ise

f=(fi) e Rm™
> (fi—olid)f)?

JEE(I'1+T2)

> 17
= ( Z (fZ—O'<Z,]>f])2+ Z (fi_o-(ivj)ij

(i7)€E(1) (ij)eE(T2)

Amin(F1 +Tg) < v

1
=04+0+n-m-—
m

=n
oldugu elde edilir. Esitlik durumu igin, y = (0(1)\/#%, . ,G(m)\/—%), L(T5)
matrisinin 0 6zdegerine kargilik gelen 6zfonksiyon oldugu biliniyor. Eger f,
Amin (I'1 + ') matrisinin 6zfonksiyonu ise L(I'; + I'y) matrisinin

L(Ty) +ml, —Lnxm
—1xn L(T9) + nl,,

L'y +1Ty) =

formundan otiiri Y. y; toplami, 0 degerine esit olmali. Boylece, L(T'; +
ieV(T2)
Do) f = My + T'o) f esitliginden A(I'; 4+ I's) = n oldugu elde edilir. \,4.(0) <

Amaz(—) oldugunu biliniyor (Hou et al., 2003). Buradan anlagilir ki, iist smur

degerine ulagmak icin, I'y grafinm > y; = 0 olacak gekilde maximum sayida
1€V (T2)
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negatif ayrit igermesi gereklidir. Maximum sayida negatif ayrit icerebilmesi

igin grafin ayrit sayisinin en fazla sayiya ulagmasi gerekli, yani I'y grafi K,

m

5 tane negatif ve

formunda olmali. )" y; = 0 oldugundan y 6zfonksiyonu
% tane pozitif bileéé‘r/lg;)ahiptir. Bu formda bir dengeli I'y grafi olusturmak igin,
(Kpm, +%) = ('y) olacak sekilde dyle bir § : V' — {+, —} fonksiyonu vardir ki,
grafinin 7 tane tepesini negatif, 3 tane tepesini pozitif ile igaretlenir. Boylece,

'y grafinin iki tane (K=, +) alt grafa sahip oldugu sonucu elde edilir. m

4.1.2 Iki dengeli isaretli grafin join iglemi

I'y = (G,01) ve I'y = (H,09) iki dengeli isaretli graf ve en az bir tanesi
negatif ayrit icersin. Lemma den join islemi sonrasinda elde edilen I'; +
['; grafinin dengesiz oldugu biliniyor. Bu sartlar altinda Laplasyen matrisin

sifirdan farkli en kiiciik 6zdegerinin, tist sinir1 incelensin.

Onerme 4.2 T, = (G,01) ve 'y = (H, 09) sirasiyla n ve m tepeli ve en az bir
tanesi negatif ayrif iceren dengeli isaretli graflar olsun. Bu durumda Laplasyen

matrisin sifirdan farkly en kigik ozdegeri;
Amin(F'1 + o) < min{m,n}
dar.
Ispat. m < n ve z = (z;) € R, ||z|| = 1 olacak sekilde, L(I';) matrisinin
0’a kargilik gelen 6zfonksiyonu olsun. Agagidaki sekilde bir f = (f;) € R*™™

fonksiyonu tanimlansin:

x; egeri el ise

0 egerielyise
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> (fi—oli,d)f)?

. (i,j)€E(T14T2)
Amin (I Iy) < f
1+ To) < inf - N
> (fi—ele, )+ X (fi—oli,h)f)?
it (i,§)€E(1) (1,5)€E([T2)
feRn+m > 7

= inf (S (fi—a D)+ X (fi—oli,))f;)?

FER™M™ (i j)eB(T1) (i,)EE(T2)

=0+0+ inf > (fi—fi)?= nm% = min{n, m}

FER™M™ ()€ B(T'1,Ta)

oldugu sonucuna ulagilir. =

4.1.3 Dengesiz iki isaretli grafin join islemi

I'y = (G,01) ve I'y = (H, 09) iki isaretli dengesiz graf olsun. Lemma
den, bu iki grafin joini sonucu elde edilen I'y + I'y grafinin dengesiz oldugu
biliniyor. Siradaki sonug, bu tiirdeki bir join iglemi icin, Laplasyen matrisin

sifirdan farkli en kiigiik 6zdegerinin tist sinirt ile ilgilidir.

Onerme 4.3 Ty = (G, 0y) ve Ty = (H, 03) swraswyla n ve m tepeli dengesiz iki

wsaretli graf olsun. I'y + Ty grafinin Laplasyen matrisinin en kictuk 6zdegert

Amin(rl + F2) S min{)\min(rl) + m, Amin(FQ) + TL}

dir.
Ispat. ||| = 1 olmak iizere, z € R" vektorii, L(I';) Laplasyen matrisinin,
Amin([1) Ozdegerine karsilik gelen 6zvektori ve ||ly|| = 1 olmak iizere, y €

R™ vektorii, L(I's) Laplasyen matrisinin Ay (I'2) 6zdegerine karsiik gelen

ozvektorii olsun. Agagidaki formda bir f fonksiyonu tanimlansin

F x; eger i el ise
1; pr—

0 egeri el ise
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Bu durumda;

> (fi—oli,d)f)?

. (4,J)€E(I'1+T2)
)\min r + r < f
( ! 2) - fe%Rgﬁm 2]022
> (fi—ot D)+ X (fi—ali,9)f)?
_inf (i,j)€ET1) (i,5)EE(T2)
fe]Rner Zfzz

= Auin(T1) + 0+ inf > (i fy)?

n+m .. .
feR (i,5)€E('1,I'2)

1
= )\min(Fl) + mnﬁ = )\min(Fl) +m
Benzer sekilde, asagidaki gibi bir g fonksiyonu tanimlanarak:

0 egeriely
gi = o
y; eger i€l

Amin(F14+T2) < Amin(T'1) +7 oldugu sonucuna ulagilir. Boylece, Ayin(I'1 +1'2) <
min{ Apin(T'1) +m, Anin(F2) + n} esitsizligi elde edilmis olur. m

4.2 i§aretli Graflarin Laplasyen Matrisinin ézdegerleri

icin Tamamlayici1 Prizmalar i§lemi

Bu boliimde, (Haynes et al., 2009) de tanimlanan tamamlayici prizma
isleminin isararetli graflara genisletilmesinden sonra, Laplasyen matrisin sifirdan

farkl en kiiciik ve en biiyiik 6zdegerleri ile ilgili sinirlar verilecektir.

Tanim 4.2 GG ile gosterilen G grafiman tamamlayice prizma grafi, G ve G
graflarinan, ayrik birlesimleri olan G UG grafu iizerinde tanamlanr ve iki grafta
aym etikete sahip tepeler arasinda olusturulan mikemmel esleme islemi ile

olusturulur.

Ay islem isaretli graflar icin de tammlanabilir. Isaretli tamamlayici prizma

grafi, I' = (G, o) isaretli bir graf ve I = (G, 03), I' grafinin tiimleyen isaretli



38

Sekil 4.1: C5C5 isaretli Tamamlayici Prisma grafi

grafi olmak ftizere, iki grafin ayni etikete sahip tepeleri arasina miikemmel
esleme ile pozitif isaretli ayrit eklenerek elde edilir ve I" ve T seklinde gosterilir.
Sekil ’de de goriildiigi gibi, I' = (C5, 0q) isaretli grafi ve onun tiimleyen
isaretli grafi I' = (Cs, 03), iizerinde tanimlanan tamamlayici prizma islemi ile
olusturulan, igaretli Petersen grafidir. Literatiirde tamamlayici prizma islemi
sonucu olugsan grafin Laplasyen matrisinin 6zdegerleri ile ilgili isaretli ve
isaretsiz graflar icin bir sonu¢ bulunmamaktadir. Bu boliimde, tamamlayici
prizma igleminin Laplasyen spektrumuna ait sonuclar elde edilecektir. Siradaki
sonugta, tamamlayici prizma iglemi sonrasi grafin dengeliligi incelenecektir.
Boylelikle, grafin denge durumlarina gore Laplasyen matrisin 6zdegerleri i¢in

majorizasyon kavramindan yararlanilarak, simir degerler elde edilecektir.

4.2.1 Tamamlayici prizmalarin dengeliligi

Teorem 4.2 I' = (G,0,) ve I = (G, ;) dengeli isaretli graflar olmak tizere,
en az bir tanesi negatif ayrit icersin. I ve I’ graflarma siraswyla (G, +) ve (G, +)
graflarima cevirebilen, i € T, i € T olmak iizere, 0(i) = 0(i) olacak sekilde Gyle
bir 0 : V. — {4, —} fonksiyonu varsa, I'T tamamlayict prizma grafi dengeli

wsaretli bir graftir.
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Ispat. Eger 0(i) = 0(i) ise (IT, o) grafi (GG, +) grafina doniigtiiriilebilir. m

Yorum 4.1 IT dengeli isaretli bir graf ve f = (T1,..., %0, Y1, Yn), A
6zdegerine karsibk gelen L(GG) matrisinin ozfonksiyonu olmak tizere her

i € V(IT) i¢in Lemma ve denklemi kullanilarak;

(di + 1)0(i)w; — 2oaf;0(j)x; — 0(i)y; = 0(1) Az

(di +1)0(i)x; — ‘9(1');92(]')%‘ — 0(i)y; = 0(i) Az (28)

i~

elde edilir. Boylece, tamamlayic1 prizma grafi dengeli oldugunda, (i) isaret

fonksiyonu isaretsiz graflarda oldugu gibi ihmal edilebilir.

Teorem 4.3 T wveya I' dengesiz isaretli graf ise IT dengesizdir.

4.2.2 Majorizasyon ve tamamlayici prizmalar

Bu kisimda L(T'T) matrisinin ézdegerleri ile TT grafim olugturan T' ve
[' graflarmin Laplasyen matrisinin ézdegerleri arasindaki iliski majorizasyon

kavramindan yararlanarak incelenecektir.

Teorem 4.4 TT, T' grafimin tamamlayice prizmas: ise (M) + 1, A(T) + 1) <
ATT) dir.

ispat .

LD+ - L) +1I, 0
LT — (1) L= ()

olmak tizere, Teorem [4.1] yi uygulanarak
(AMD) + L,AD) + 1) = ML) + L), \(L(D) + I,) < M\(I'D)

elde edlilir. =
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4.2.3 T ve I graflar1 dengeli, I'T grafi dengesiz oldugunda

I = (G,01) ve I = (G,03), n tepeli dengeli isaretli graflar ve onlarin
tamamlayic1 prizmasi I'T, 2n tepeli dengesiz graf olmak iizere; L(T"), L(T") ve

L(TT) matrislerinin spektrumu sirasiyla, azalmayan formda (0, Amin(T), -+, Amaz (T)),

(0, Anin (D), - -+, Anaz (D)) ve (Amin(TT), - -+, Aaz (T'T)) seklinde gosterilsin. Siradaki

sonugta, Apin(I'T) 6zdegeri icin bir iist simir degeri verilecektir.

Onerme 4.4 T = (G, 01) ve T = (G, 049) n tepeli dengeli isaretli graflar ve TT
2n tepeli dengesiz isaretli graf olsun. L(T'T) matrisinin en kiigiik dzdegeri icin
— n| 2

Amin(IT) < H =

(IT) < 21 n

dir.

ispat. [' = (G,01), n tepeli dengeli grafinin Laplasyen matrisi igin, 0 bir
ozdegerdir. ||z|| = 1 olmak lizere, = j:(é’(l)\/iﬁ, . ,Q(n)\/iﬁ), L(T") matrisinin
0 6zdegerine kargilik gelen 6zfonksiyonu olsun. Benzer gekilde ||y|| = 1 olmak
lizere y = j:(&’(i)\/iﬁ,...,ﬁ’(ﬁ)\/iﬁ), L(T) matrisnin 0 6zdegerine kargihik
gelen 6zfonksiyonu olsun. Asagidaki sekilde bir f = (f;) € R*" fonksiyonu

tammlansin:

3

S ok

eger 1 € I ise
eger i € I ise
Boylece,

> (fi—a(@i,0)f)

i g

= . (i,j)€B(LT)
>\min I'r S f
( ) f€i£”’m Eff
> (fimo@nf)P+ X (fi—ole )+ X (fi—f)?
— inf (&,5)eE(T) (4,5)€E(T) (i,j)€E(TL)
fER? Zsz

=040+ it ¥ (- fr<[3]

FER®™ (; NeE(IT) 20 n

ust simr elde edilir. =

Simdi de A, (IT) en biiyiik ézdegeri ile ilgili siradaki sonug verilsin:
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Onerme 4.5 T ve T graflary n tepeli dengeli graflar iken, TT grafi, 2n tepeli

dengesiz isaretli graf olsun. L(T'T) matrisinin en biiyik ézdegeri icin
Amax(I'T) > max{Amax (L), Amax(T)} +1

dir.

Ispat. b = (Amax(I'D), . . ., Ami(I'T)), artmayan sirada yazilmig L(I'T) matrisi-
nin spektrumunun dizisi ve ¢ = (max{Amax ('), Amax(D)}+1, ..., min{ Ay (T),

Amin(D)}41, 1, 1), M(L(T)+1,) ve A(L(T') + I,,) matrislerinin artmayan sirayla
yazilmig spektrumlarimin dizisi olsun. Teorem [.4/den biliniyor ki b dizisi ¢ yi

majorize eder. Boylece Tanim [4.1]den;

k k

=1 =1

ve
2n 2n
i=1 i=1

dir. Eger k = 1 ise Apax(I'T) > max{Anax(T), Amax(I)} + 1 elde edilir. m

2n—1 2n—1
Yorum 4.2 (29) ve (30) denklermlerinden Z b > > ¢ wve Zb Zcz
i=1 i=1

oldugu biliniyor. Buradan, Ap(TT) < 1 oldugunu soylenebilir. Boylece
Onerme@ de elde edilen sonug¢ saglanar.

Siradaki teorem I'T grafinin dengeli olup olmadigindan bagimsiz olarak, I' ve

I" graflar1 dengeli oldugu durumlar icin soylenebilen bir sonuctur.

Teorem 4.5 T ve I' n tepeli dengeli isaretli graflar, A ve X, siraswyla L(T) ve
L(T) matrislerinin bir 6zdegeri olmak dizere; L(I'T) matrisi, 1 veya X + X + 1

ozdegerlerine sahip olmast i¢in gerek ve yeter kosul A =1 dir.

Ispat.z = (x1,...,2,), L(I') matrisinin A\ 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii ve
vy = (y1,...,Yn), L(I') matrisinin X 6zdegerine karsihk gelen ézvektorii olsun.

Asagidaki sekilde bir f = (f;) € R*® fonksiyonu tanimlansin

x; egeri el ise
fi=

y; egeric I ise
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L(I'T) matrisinin bir A" 6zdegerine karsilik gelen u 6zvektori igin
LIT)u = Nu (31)

esitligi yazilabilir. I'T grafindaki, her ¢+ € V/(I') tepesi icin, f fonksiyonunu
ve denklemlerine uygularsak
(dl + 1).%2 — Za%l'j —Y; = )\/l'l'
i~

Mo+ a2 — vy = Na (32)
elde edilir. Benzer sekilde, I'T grafindaki, her i € V(T') tepesi icin

(di + Dy — d_afy; — v = Ny

i~j

Ayi + i — x = Ny (33)
dir. ve denklemlerinin birlegsiminden

ISV

N=A—DN -r-1)=1 (34)

denklemi elde edilir. denkleminin koklerinin hesabindan, A = 1 ve X =
A4+ A+1ise AN = 1 oldugu, eger AA = lise, N =1 veya N = A+ A+1 oldugu

kolayca goriiliir. m

4.2.4 TIT grafi dengeli ise

Teorem 4.6 I'T grafi, I ve I' graflarindan olusmus 2n tepeli dengeli tamam-

layrcy prizma grafe olsun. 2, L(T'T) matrisinin ozdegeridir.

n

Ispat. dox; = =Y y; # 0 olacak sekilde bir f = (21, 29,...,Zn, Y1, ., Yn)
i=1 i=1 _
fonksiyonu tanimlansin. I'l' dengeli bir graf oldugu icin, Yorum da
belirtildigi gibi yapilan iglemlerde isaret ihmal edilebilir, graf isaretsiz bir

graf gibi ele almabilir. Bir L(I'l') matrisinin, A\ # 0 ézdegerine karsilik gelen
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bir g 6zvektori olsun. 0 ozdegerinden farkli bir 6zdegere kargilik gelen bir g
2n _

ozvektori igin > g; = 0 dir. Boylece, d;, i € V(I'T") tepesinin derecesi olmak
i=1

(2
uzere, denkleminden,

Ag(i) = dig(i) = 32 9(j) (35)

Js Jovi
denklemi yazilabilir. Eger, her i € V(I') tepesi i¢in, f fonksiyonu (35)

denklemine uygulanirsa,

(d1 + 1)LU1 — Zl’j — Y = )\xl
jel

- (36)

(dn + 1)xn - ij —Yn = )\xn

jon

esitlikleri elde edilir. de yeralan biitiin denklemlerin toplamindan
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

bulunur. > z; = —> y; # 0 oldugu kullanilarak
i=1 =1

=1 =1
A=2

elde edilir. Benzer sekilde, her i € T icin, f fonksiyonu denklemine

uygulanirsa

(di + Dy — dYj— T = Ay
g1
D= (37)
(dn + 1)y — ijnyj — T = AYn

esitlikleri elde edilir. denklemlerindeki biitiin egitlikler toplanarak

Sy + dodiyi — Yodiyi — Yo = Ay
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
esitligi bulunur. Tekrar f fonksiyonunun formunu kullanarak,
2>y = A)_yi
i=1 i=1

A=2
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oldugu elde edilir. Boylece, I'T' dengeli oldugu durumda, 2, L(I'T) matrisinin
ozdegeridir ve Y x; = —> y; # 0 olmak tizere f = (x1, o, ..., Tn, Y1,---, Yn)

i=1 i=1
fonksiyonu, 2 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyondur. m

Yorum 4.3 Teorem@ nin ispatinda da gosterildigi gibi, IT dengeli grafimn
2 Laplasyen édzdegerine karsibk gelen f = (x1, To,..., Tn, Y1,---5 Yn)

ozfonksiyonunun formu asaqidaki gibidir:

Lemma 4.3 IT = (GG,0) grafi, T ve T graflarinin olusturdugu, dengeli
isaretli bir tamamlayicr prizma grafe olsun. Ay = 0 < Apin(IT) < -+ <
Max(IT), L(TT) matrisinin spektrumu, Apin(IT) ve Apae(TT) dzdegerleri 2
den farkl olmak tzere

Amin (TT) + Apax(TT) = n + 2 (39)

dir.

Ispat. I'T grafi dengeli bir graf oldugundan, altinda yatan GG grafimn Lap-
lasyen spektrumu ile L(I'T') matrisinin spektrumu aynidir (Hou et al., 2003).
Isaret yiikiinden kurtulmak icin, dengeli graf, isaretsiz olarak almabilir. f =
(T1,. . Tny Y1y, Yn) L(GG) matrisinin k. 6zdegeri A, degerine karsilik gelen

>z = —> y; = 0 formundaki 6zfonksiyon olsun. numaral denklemden
i=1 i=1
g, L Laplasyen matrisinin A o0zdegerine karsilik gelen, 6zfonksiyonu ise d; ¢

tepesinin derecesi olmak tizere

Ag(1) = dig(i) — 32 o(i,5)9(j) (40)

J i
oldugunu biliniyor. f fonksiyonu denklemine uygulanmak tizere, her i €
V(G) igin
i
i,j€G

esitligi elde edilir. Benzer diigiince ile, her i € V(G) icin

(di + Vi — Xy — 2 = My (42)
Jiea
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dir. Her ¢ € G i¢in yazilan denkleminin sol tarafindaki z; yerine —y;,

karsihgindaki 7 € G tepesi icin aldig1 y; degeri yerine z; degerleri alinarak

~(di+Dyi+ Dyj—wi=—(n—1-di+Dyi+ Yy~

gt i
i,j€EG i,j€EG
= —(n+Dyi + (di + Dys + >y — i
I~
i,j€EG

esitligine ulasilir. denklemi ve > y; = 0 toplam kullanilarak devam edilirse
i=1

= —(n+Dyi+ 2y + i+ i+ X0 y; — i
ea i

=—(n+ 1y + My — ¥

= (A —n—2)y
dir. Buradan,

—(di+Dyi+ Yy —xzi=—(n+2= Ny
JieG
elde edilir. Benzer sekilde, Her i € G icin yazilan denkleminin sol
tarafindaki y; yerine x;, karsihgindaki ¢ € G tepesi icin aldigi x; degeri yerine
—y,; degeri alinarak
=+, — (di+ 1z, — Y xj+y

g
i,j€G

denklemi elde edilir. denklemini ve —) z; = 0 oldugu kullanilarak devam
i=1

edilirse

=n+Dzi— @ —yi — i — 2T+ Y
Jiea ije6

=(n+2- )z
sonucuna ulagilir. Boylece,

j~i
i,j€EG
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dir. Buradan, f' = (=y1,..., ~¥n, T1,...,7,)nin L(GG) icin n + 2 — )\,
ozdegerine kargilik gelen bir ozfonksiyon oldugu anlasilir. Diger bir ifade ile,

L(GG) matrisinin 6yle bir ), ézdegeri vardir ki
(Ae+Am) =n+2 (43)

dir. Teoremin ifadesinde de bahsedildigi gibi, Apin(GG) Ve Apae(GG) m 2’den
farkli 6zdegerlerdir. Apin(GG) + Mnax(GG) # n + 2 oldugu kabul edilsin.
Kabulden ve denkleminden

A (GG) = Amin (GG)
Me(GG) < Amax (GG) (44)

olmak fizere,

Me(GG) + Aain(GG) = 42 (45)

dir. Aym sekilde, spektrumdaki 2 den farkli A, (GG) ve \,(GG) dzdegerleri icin
denklemi kullanilarak

M (GG = Amax(GG)
M(GG) > Auin(GG) (46)

olmak lizere

M(IT) + Amax(TT) = n + 2 (47)

dir. ve denklemlerinin taraf tarafa toplamindan

Amin(TT) + M (TT) < A(TT) + Apax(TT) (48)

esitsizligi elde edilir. Fakat ve denklemleri ile denklemi celismektedir.
Bu celigki kabulden kaynaklanmaktadir. Boylece, denklemine ulagilmig

olur. m

Onerme 4.6 I'T = (GG, o), dengeli bir isaretli graf olsun. Amin (L) ve Amin(T)
swraswyla T ve T graflarinn sifirdan farkl en kiicik Laplasyen 6zdegerleri olmak

iizere, L(T'T) matrisinin sifirdan farkl en kiigiik Laplasyen ézdegeri igin

/\min(r) + )\mln(r) + 2
2

Amin(CT) < min{2, }

dir.
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Ispat. Graf dengeli oldugundan, isaretsiz olarak ele almabilir. ||z|| = 1 olacak
sekilde, x = (z1,...,2,), L(I'), Amin(I") Laplasyen ézdegerine kargilik gelen bir
ozvektor ve ||y|| = 1 olacak sekilde y = (y1,...,yn) L(T), Auin(T') Laplasyen
ozdegerine karsilik gelen bir 6zvektor olsun. Laplasyen matrisin operasyonel
tanim kullanilarak, her 7 € T" igin, d;, i € V(I") tepe derecesini gostermek
uzere

dix; — ij = Amin(D)2; (49)

g~

dir. Benzer sekilde, her 7 € T icin, d;, i € V(I') tepe derecesini gostermek iizere

S (50

Jrvi

dir. denkleminin y; ile denkleminin z; ile carpimindan elde edilen

modifikasyon sonucu

diziyi — yi »_ 75 = Amin(T) 20 (51)
J~i

d; iLilfi — T4 Z Y; = mln xzyz (52)
jevi

denklemleri elde edilir. Her ¢ € I icin olusturulan denklemleri ve her i € T’

i¢in olusturulan denklemleri taraf tarafa toplanirsa;

n — 1 Z Tyt + Z Tyl = mm _'_ )‘mln Z Tyl (53)

denklemine ulagihr. Boylece, Y7 zyi # 0 igin Apin(T) + Apin(T) = n dir.
Amin(T) 4+ Amin(I) < 7 oldugu kabul edilsin. Bu durumda, Yo xy =0
olacaktir. Buna gore agsagidaki sekilde bir f = (f;) € R*"
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Buradan,

> (fi—a(i,4)f;)?

g

) Ff < f i,jEFf‘
Amin(I'T) < /nf E
> (fimol@nf)?+ X (fi—ali,5)f)?
— if ((i,j)GE(F) (i,5)eE(I')
feER2n Zfzz

> (fi—fi)?

(i,5)€E(T,T)
217
)\min r >\min f .
= ()+ ()+1Hf > (i)

2 2 FER®™ (; HeB(N,T)

)

dir. > z;yi = O kabuliinden >~ (fi— f;)* = 1 olacaktir. Bundan dolay1
(i,j)€E(TT)

= )\min r >\min r 2

esitsizligine ulasilir. Teorem ’dan, I'T dengeli bir graf ise 2, L(I'T") matrisinin

ozdegeri oldugu bilinmektedir. Boylece,

)\min(F) + )\min(F) + 2
2

Amin (TT) < min{2, }

sonucu ispatlanmig olur. m

Teorem 4.7 I'T = (GG, o), 2n tepeli T' ve T' graflarndan olusmus dengels,
isaretli bir tamalayicy prizmalar grafe olsun. Ejer I'T en az bir tane pendant (1.
dereceden) tepe iceriyorsa, Amin(I'T) ve Amax(I'T) dzdegerleri L(T'T) matrisinin

siraswyla sifirdan farkl en kiicik ve en buytik 6zdegerleri

_ (n+2)—vn2+4

Amin(IT) = 5
_ 244
A (IT) = (n+2) —;\/n +

seklindedir.

ispat. Graf dengeli oldugu icin L(I'T) ile aym Laplasyen spektruma sahip,
altinda yatan isaretsiz GG grafimi ele alalm. f = (21,..., %0, Yi,.-->¥n),

> fi = 0 olacak sekilde, L(GG) matrisinin, A ézdegerine karsilik gelen bir

i€l'T
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ozfonksiyonu olmak iizere, L(GG) matrisinin, A 6zdegerine karsihk gelen f
ozfonksiyonu i¢in

L(GG)f = \f (54)

oldugu biliniyor. Kabul edilsin ki, I'T' grafindaki pendant tepe, I' grafinda isole
olarak bulunan 7 tepesi olsun. Bu tepenin I' grafindaki karsihigi (n — 1) dereceli

i tepesi icin, (4]) denklemi kullamlarak

nT; — Y Tj —Yi = AT

j~i

(n+ Dz, — > x; —yi = \xy (55)
j=1
elde edilir. Aym sekilde, 4 pendant tepesi icin

—Ti +Yi = A
yazilir. A # 2 oldugu kabul edilsin. Buradan, » z; = 0 dir. ve

7j=1
denklemleri kullanilarak y; # 0 i¢in

—(n+ 1A =Dy —yi = —AA = Dy, (57)
M —=An+2)+n=0

elde edilir. Buradan,

(n+2)+vn?+4
2
(n+2)—vn%+4
2

A:

veya

A\ =

dir. A = % '+t Jegerinin L(GG) matrisinin en kiigiik ézdegeri oldugu

gosterilmek isteniyor. A = (D—vni+d 9 oldugu agiktir. Bu durumda,

2
w degerinin minimum 6zdeger olma ihtimali vardir. Eger, w
degerinden daha kiigiik bir ozdeger varsa, denkleminin saglamasi i¢in,
minimum ozdegere karsilik gelen ozfonksiyonda, pendant tepeye karsilik gelen
degerin 0 olmas1 gerekmektedir. Dolayisiyla, denkleminden, G grafindaki

n dereceye sahip tepeye, ozfonksiyonda kargilik gelen deger de 0 dir. Buna gore

asagidaki sekilde bir h € R?" fonksiyonu tanimlansin:

fi d; #n veyal
0 aksi halde

hi:
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Buradan,
S (i £
= . i,J (]rf)
Amin(TT) < A= inf 25
> (hi = hy)?
< inf i,j€(IT)
= heRen S h?
dir. Boylece, % o+ degerinden daha kiiciik bir deger bulunamamis olur.

7 2) — vn? + 4
)\min(FF>:<n+ ) ' n? +

Lemma , kullanilarak, A (I'T) = % 2 clde edilir. m

Isaretsiz graflar icin, sifirdan farkl en kiigiik 6zdeger ile baglantihhk arasi
iligki iyi bilinmektedir (Fiedler, 1973). Grafin baglantilihg: arttiginda, 'cebirsel
baglantililik’ diye adlandirilan, sifirdan farkli en kiiciik 6zdegerin degeri de
artar. Siradaki sonucta, bu bilgiden yola ¢ikarak dengeli bir tamamlayici prizma
grafinin sifirdan farkh en kiigiik Laplasyen 6zdegeri i¢in bir list sinir degeri elde

edilecektir.

Teorem 4.8 \pin(I'T) ve Auin(IT), T 2n tepeli dengeli isaretli grafinin

Laplasyen matrisinin sifirdan farkly minimum ve maximum 6zdegerleri olmak

uzere

(n+2) —2 n?+4 < A (IT)
ve

A (IT) < (n+2) z n? + 4.
dar.

ispat. 'y ve Tol'y, 2n tepeli iki farkl, dengeli, isaretli graf olsunlar.
I''[; grafinmn en az bir tane pendant tepe icerdigi kabul edilsin. Graflar
dengeli oldugundan, altinda yatan isaretsiz graf ile Laplasyen spektrumlari
aynidir (Hou et al., 2003), bu yiizden graflar igaretsiz olarak ele alinabilir.

Kabulden &tiirii, I'1T; grafinin baglantihligy, I'sI'y grafinin baglantilihigindan



51

kiigiik esittir. Teorem [£.7]den ve grafin baglantiilig ile sifirdan farkli en
kiiciik 6zdeger arasindaki iliskiden yararlanilarak, herhangi bir I'T dengeli bir

tamamlayic1 prizma grafi i¢in

2 _
(n+2) s n +4§)\min(rr)

oldugu soylenebilir. Ayrica, Lemma [4.3] kullanilarak

A (IT) < (n+2)+vn2+4
max 2

esitsizligine ulagilir. m

Siradaki sonucta, Teorem kullanilarak Apax(I'T) ve Apin (I'T) icin sinir

belirlenecektir.

Onerme 4.7 T ve T birlestirilmis isaretli graflar, TT, 2n tepeli dengeli isaretli

graf olmak tizere, L(I'T) matrisinin en biiyiik 6zdegeri

Mmax(TT) > max{ A pax (), Amax (D)} + 1

dir.

Ispat. b = (Amax(I'T), ..., Amin(I'T),0), L(I'T) matrisinin spektrumunun
artmayan sirada siralanmig dizisi ve ¢ = (max{Amax(I'), Amax(T)}+1,..., min
{Dmin(T), Amin(D)} +1,1,1), L(T) + I, ve L(I') + I, matrislerinin spektrum-
larimmn artmayan sirada siralanmig dizisi olsun. Teorem [4.4] kullanilarak, b dizisi

¢ dizisini majorize ettigi soylenir. Boylelikle, Tanim [4.1]den;

k k
2> e 1<k <2 (58)
i=1 i=1
ve
2n 2n
dbi=2q (59)
i=1 i=1
dir. k& = 1 durumu ele alindigimda, Apayx(I'T) > max{Apnax(T), Amax (D)} + 1
esitsizligi elde edilir. m
2n—2 2n—2

Yorum 4.4 (58) ve numaraly denklemlerden Z b; > Z ¢ ve Zb =

= =1 =1

Zci oldugunu biliniyor. Buradan, Amin(TT) < 2 oldugu agiktir. Teorem
i=1
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[4.0'dan, dengeli tamamlayicr prizma grafinin 2 Laplasyen ézdegerine sahip
oldugu soylenebilir. Boylece, 2'nin, sifirdan farkly en kicuk ozdeger i¢cin bir

ust sinar oldugu, magjorizasyon kavrama kullamilarak elde edilmis olur.

4.2.5 I dengeli, I' dengesiz oldugu durumda

Onerme 4.8 T dengeli ve T dengesiz, n tepeli isaretli graflar olmak tzere,

L(TT) matrisinin sifirdan farkh en biiyik ve en kiigiik 6zdegeri

)\mﬂX(FF> 2 maX{)‘maX(F)7 )‘max(f)} + 1

Amin(I'T)

IN

1

dar.

Ispat. Teorem ’den, I'T grafinin dengesiz oldugu sdylenir. b = (Apax(IT), .. .,
Amin(I'T)), L(I'T) matrisinin spektrumlariim artmayan siradaki dizisi ve ¢ =

(max{ Amax(I), Amax (D)} + 1, ..., min{ A\ pin (1), Amin(D)} +1, 1), L(T) + I,, ve

L(T") + I, matrislerinin spektrumunun artmayan sirada yazilmig dizisi olmak
tizere, Teorem [{.4/den b dizisinin ¢ dizisini majorize ettigi biliniyor. Boylece,

Tanim [4.1] kullanilarak;

k k

i=1 i=1

ve
2n 2n
b= (61)
i=1 i=1

denklemleri elde edilir. k = 1 durumu icin, Apax(I'T) > max{ Amax(T'), Amax (D) }+

2n—1 2

n—1 2n
1 dir. Ayrica, ve denklemleri kullanilarak > b; > > ¢; ve > b; =
i=1 =1 i=1

= 1= =

2n _
> ¢; oldugu elde edilir. Buradan, Ay, (I'T') < 1 esitsizligine ulagilir. m
i=1
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4.2.6 I ve I dengesiz oldugu durumda

Onerme 4.9 T ve ', n tepeli dengesiz isaretli graflar olmak dizere, L(I'T)

matrisinin sifirdan farkl, en buyik ve en kiicik ozdegerleri i¢in

Amaxc(IT) = max{Amax(I), Amax(T)} + 1

Amin(I'T) < min{Amin (L), Amin(D)} +1

dir.

ispat. Teorem dan I'T tamamlayic prizma grafinin dengesiz oldugu bilini-
yor. b = Amax(I'T), . .., Amin (T'T)), L(I'T) matrisinin spektrumunun artmayan
formda yazilmig dizisi ve ¢ = (max{Amax(I'), Amax (D)} + 1, ..., min{ Ay (1),
Amin(D)} + 1), L(T') + I,, ve L(T) + I,, matrislerinin spektrumlarimin artmayan
formda yazilmig dizisi olmak tizere, Teorem [£.4/dan biliniyor ki b dizisi ¢ dizisini

majorize eder. Boylece, Tanim kullanilarak;

i i 1<k<2n (62)

ve
2n 2n
oldugu elde edilir. £ = 1 durumu igin )\maX(FF) > max{)\max( ), max( )} +1
2m—1 1

dir. Ayrica, ve (63) denklemlerinden, Z by > Z ¢; and Zb = ZcZ
oldugu blhmyor Boylelikle, Apin(I'T) < mln{)\mm( ), /\mm( )} + 1 sonucuna

ulagilir. =

4.3 i§aretli Graflarin Laplasyen Matrisi igin Coales-

cence i§lemi

GGy grafinin bir tepesini, G5 grafinin bir tepesi ile tek bir tepe gibi
birlestirme iglemi coalescence iglemi olarak adlandirilir. Bu iglem igaretli graflar
i¢in de tanimlanabilir. I'; ve I'y isaretli graflar olmak tizere, iki graftan ayri ayr

secilen bir tepeyi, bu tepelere bitisik ayritlarin isaretleri korunacak gekilde tek
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bir tepede birlestirme iglemine, igsaretli graflarin coalescence iglemi denir. I'y ve
I’y graflarinin coalescence islemi, I'y o I's ile gosterilecektir. Coalescence iglemi
sonucunda, n; + ny — 1 tepeli bir graf elde edilir. Diger bir ¢ok graf igleminin
aksine, genelde tek bir graf elde edilmez. Sekil [4.2]de coalescence islemi ile ilgili

bir ornek verilmektedir.

Sekil 4.2: (K3 3,01) ve (Cy,+) graflarimn biitiin coalescence iglemleri

Onerme 4.10 Ty ve Ty isaretli graflarindan en az bir tanesi dengeli olmak
tuzere, I'y ve Iy graflarinan herhangi bir I'y o I's coalescence isleminin sifirdan

farkl en buyik ve en kiicik Laplasyen ozdegerleri

)\min(rl o FQ) S min{)\min<rl>a )\min(r2)}7
/\max(rl o FQ) Z max{)\max(rl)a /\maX<F2)}

dir.

ispat. I, = (Vi, E;), i = 1,2 olmak tizere, n; tepeli ve m; ayrith graflar ve @

ve () sirasiyla I'y ve I'y graflarinin tepe-ayrit komsuluk matrisleri olsun. Grone
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ve Merris’in ispatindakine benzer sekilde ((Grone and Merris, 1990), Theorem

1), agsagidaki gibi matrisler olugturulabilir.

K(yoly) = @i R (64)
RT  Q5Q,

KT, UTy) = @i 0 (65)
0 Q5Q:

Burada R, m; X ms matrisi temsil etmektedir. K(I'; o I'y) ve K(I'y UTs)

matrislerinin 6zdegerlerine Teorem [£.1]de elde edilen sonug uygulanirsa,
()\(Fl), )\(Fg)) = )\(Fl U FQ) < )\(Fl e} Fg) (66)

oldugu elde edilir. Eger, I'y ve I'y graflarinin her ikisi de dengeli ise, K (I'; oT'y)
ve K(I'; UT3) matrislerinin, artmayacak diizende olusturulmus, sirasiyla b ve

c olarak adlandirilan spektrumunun dizisi asagidaki gibidir:
b= (Amax(rl o F2)7 LRI )\min(rl o F2)7 0)

¢ = (max{Amax(T'1), Amax(T'2) } - -, min{ Apin (T'1), Amin(T2)},0,0)

numarali denklemden b dizisinin ¢ dizisini majorize ettigi bilinmektedir.
Boylelikle,

k k

b=, 1<k<n +ny—1

i=1 i=1

ve
ni+nz—1 ni+ng

> bi= Y o
=1 =1

dir. £ =1 i¢in
/\max(rl o FZ) Z max{)\max(rl>’ )\maX(FQ)}

elde edilir. Ayrica, majorizasyon tanimini kullanarak, b ve ¢ spektrum dizile-

rinin formundan 6tirti,

nit+ng—2 ni+ng—2
> bi= X o«
i=1 =1
iken,
ni+ns—3 ni+ns—3

>, b= Y ¢
i=1 i=1

oldugu acikca goriiliir. Boylece,

Amin(Fl o FQ) S min{)\min(rl)a )\min(FQ)}
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esitsizligi elde edilir. Eger I'; veya I'y graflarindan bir tanesi dengesiz ise, L(I')
ve L(I'y) matrislerinin sirasiyla b ve ¢ diye adlandirilan artmayacak diizende

olugturulmus spektrum dizisi asagidaki sekildedir:
b = ()\maX(Fl (0] Fg), NN )\mm(Fl (¢] FQ))

¢ = (max{Amax(I'1), Amax(T2) }, - - o, min{ Apin (T'1), Amin(T2) },0)

Tekrar, (66) numarali denklemden, b dizisinin ¢ dizisini majorize ettigi bilgisi

kullanarak, £ = 1 durumu i¢in

)\max(Fl o F2) Z maX{)\maX(Fl)a )\max<r2)}

oldugu elde edilir. Ayrica,b ve ¢ dizilerinin formundan,

ni+nz—1 ni+ngs—1
>, b= > ¢
i=1 =1
iken,
ni+ng—2 ni+ng—2

o> > o
i=1 i=1

oldugu acikca goriiliir. Boylece,
)\min(Fl o FQ) S min{Amin<Fl)7 )\min(FZ)}

oldugu sonucuna ulagilir. m

Onerme 4.11 T ve Iy siraswyla ny ve ny tepeli dengesiz isaretli graflar olmak
uzere, 1y, I's wve herhangi bir coalescence operasyonu I'y o I's 'nin en buyik

Laplasyen ozdegerleri
)\max(rl o F?) Z max{)\max(rl)a )\max(FQ)}

seklindedir.

Ispat. Iy o Iy grafinin ny 4+ ny — 1 tepeli bir graf oldugunu biliniyor. I'; ve
I’y graflarinin, sirasiyla b ve c ile gosterilen, Laplasyen 6zdegerlerinin dizileri

agsagidaki gibi artmayan sirada siralansin:
b= ()\max(rl o FQ)) sy )\min(rl o FQ))

C = (max{)\maX(Fl), /\max(rg)}, e ,min{)\min(Fl), )\min(rg)})
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b ve ¢ dizilerine, Teorem [.1] uygulanarak

=1 =1
ve
ni+nz—1 ni+nsg
> bi= ) ¢
i=1 =1

oldugu elde edilir. & = 1 igin, Apax (T 0 T9) > max{Anax (1), Amax(F2)} dir. =

Yorum 4.5 Sekil[{.3, iki dengesiz isaretli grafin coalescence operasyonundan
sonra, sifirdan farkly en kiigiik Laplasyen ézdegerleri arasinda, Apin(I'1 o) <
mMin{ Amin(I'1), Amin(I'2) } olmadigina dair bir aksi érnek saglamaktader. (lizelge

’da gorildigi gibi, Amin(I'1 0 T2) > min{Apin (1), Amin(F2) } dir.



Sekil 4.3: T'; ve I'y igaretli graflar1 ve onlarin bir coalescence iglemi

Cizelge 4.1: T'y, T'y ve I'; o I'y graflarma ait sirasiyla \;, \; ve 6; ile gosterilen Laplasyen

spektrumlar.

o8

L(I'y) | L(Ty) L(I'y oTy)
A =1|A =0.5858|0, =0.7756
Ao=1[X=12679|0,=1
A3 =4 | \3 =3.4142 | 03 = 1.3567
Ay = 4.7321 | 0, = 2.6232
0, = 3.8572
0, = 6.3874
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5 ISARET DERECELI LAPLASYEN MATRIS

5.1 Tanimlar ve Genel Bilgiler

Bu boliimde, yeni bir Laplasyen matris tanimlanacaktir ve ortaya konulan

bu yeni tanima gore, matrisin spektrumu incelelenecektir.

Tamim 5.1 I'=(G, o) isaretli bir graf olmak tizere, Ls(I") ile gosterilecek isaret

dereceli Laplasyen matris

seklindedir. Burada Dg(T), tepelerin isaret derecelerine gére tanimlanmas,
diagonal isaret derece matrisi ve As(T'), bilesenleri af; = o(i,j)ai; seklinde

tanimil, T isaretli grafinin bitisiklik matrisidir.

Ls(T") simetrik bir matristir ve satir toplami sifirdir. Matrisin satir toplamlari
0 oldugundan, 0 herzaman bir 6zdegerdir, fakat herzaman tek degildir. Buna
gore pog = 0, pg > ps > ... > p,_1 isaret dereceli Laplasyen spektrum
olsun. Isaret dereceli Laplasyen matris tanimina gore, grafin tiim ayritlar: + ile
isaretlerdiginde, isaret dereceli Laplasyen matris, Ly(G,+) = L(G) formuna,
tim ayritlar — ile isaretlendiginde L (G,—) = —L(G) formuna doniisir.
Isaretsiz ve isaretli graflarm Laplasyen matrisinde oldugu gibi, isaretli bir
grafin, igaret dereceli Laplasyen matrisinin diagonal bilegenleri negatif deger
alabileceginden, komsuluk matrisi ve transpozesinin carpimi geklinde ifade

edilemez. Isaret dereceli Laplasyen matris icin, Dirichet toplami ve Rayleigh

orani asagidaki sekildedir:

Lemma 5.1 (Dirichlet Toplami) T', n tepeli isaretli bir graf, Lg(T'), isaret
derecelt Laplasyen matris olsun. Herhangi bir x € R™ vektoru i¢in:
L= S ol (@ — )
ijeE(T)

dir.
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ispat.
o' Ly = Z (df —d;)a? — o(i,j)xix;
ieV(D) i=1 j=1
= o(i,j)z; — o(i, j)xiz;
=1 j=1 =1 j=1
= o(i, j)(w; — x;)?
ijeE(T)
|

Isaretli ve isaretsiz graflarin Laplasyen ozdegerleri ile ilgili, alt ve fist
sinirlar1 belirlemede 6nemli role sahip olan, bir x vektoriiniin Rayleigh orani,
isaretli Laplasyen matrisin 6zdegerleri i¢in de yazlabilir. Sifirdan farkli en

kii¢iik ve en biiyiik 6zdeger igin,

TL i
,umm(r) - lan . Tsx - Rf e n
zeRr xlx zERN 9
xi
. S ol )@ —x;)?
x LSI ijeET)
Pmaz (L) = su]é) T, = u]RP -
TER? TER™ SL’2

dir.

Lemma 5.2 I' = (G,0), 0 # +, n tepeli dengeli isaretli bir graf ve Lg(T")
isaret dereceli Laplasyen matrisi olsun. po = 0, 1 < po < oo < pp_q, Ls(T)
matrisinin spektrumu ve g = (g1, ...,9,) € R™, sifirdan farkl enkiicik i
dzdegerine karsiik gelen 6zvektor olmak tzere, eger (i,j) € E~ ise g;g; < 0 ve

(i,j) € ET ise g;g; > 0 dur.

Ispat. L (') matrisinin sifirdan farkh en kiiciik 6zdegeri fimi, icin Rayleigh

orani agagidaki gibidir:

Buna gore, toplamin en kiigiik degeri almasi, Y. o(4,7)(9: — g;)* top-
(i.5)€E(T)
laminin en kiigiik degerine ulagmasi demektir. Buradan, (7, j) = — oldugunda
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g; ve g; zit isaretli, o(i,j) = + oldugunda g; ve g; ayni isaretli olmasi
gerekmektedir. Grafin dengeli olmadigi kabul edilsin. Graf dengeli olmadigi
durumda, en az bir tane negatif Cj, 0 < k < n, dongiisi igermektedir. Negatif
bir dongiide, tek sayida negatif ayrit bulunmaktadir. Dongiideki tepelere
kargilik gelen 6zvektoriin bilegenleri icin, herbir (i,7) € E~ i¢in ¢;g; < 0 ve
herbir (7, j) € E¥ i¢in g;g; > 0ise, [[icc, g? < 0 dir. Bu geligki, grafin dengesiz
olarak kabul edilmesinden kaynaklanmaktadir. Graf dengeli olmak zorundadir.

Hou'nun isaretli graflar icin tamimladigr Laplasyen matrisin 6zdegerleri
ile tanimlanan isaret dereceli Laplasyen matrisin ozdegerleri arasinda iligki
kurmak amaciyla, kullanigh bir ara¢ olan Weyl esitsizligi siradaki lemmada

verilsin.

Lemma 5.3 (Horn et al., 1985) A, B nxn reel simetrik matris olsun. 1 < i <
n olacak sekilde herbir i igin, \;(A), \i(B), \i(A+ B) matrislere ait 6zdegerleri

gostermek tizere,

min_ {A(4) + A(B)} = M(A+ B) > max {A(A4) +A(B)}

r+s=i+ r+s=i+n

dir.

Weyl'in egitsizliginden yararlanarak siradaki sonug elde edilir:

Teorem 5.1 I', n tepeli isaretly bir graf olsun. po = 0, gy > pog > ... > fp_q
ve A\ > Ao > ... > N\, >0, swraswyla Lg(I") ve L(T') matrislerinin Laplasyen

spektrumu ve 1 < 1 < n olmak “zere

— <
An(T) — 2maxd; < pin(T) (67)
ve
A(D) —2mindy > 4 (I) (68)

dir
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ispat. D™, bilegenleri bir tepeye bitigik negatif ayrit sayisi olan kogegen matris
olmak iizere, Ls(I") = L(T') — 2D~ olarak ifade edilir. Lemma [5.3| kullanilarak,
ve esitsizlikleri elde edilir. m

5.2 Baz Ozel Graf Tiirleri icin i§aret Dereceli Laplas-

yen Matrisin Spektrumu

Bu boliimde, yol, cevre, yildiz ve tam graf gibi bazi ozel graf siniflarinin

isaret dereceli Laplasyen spektrumu incelenecektir.

5.2.1 Tam graf (K,)

Ls(K,, o) Laplasyen matrisinin p 6zdegerine kargilik gelen 6zvektorii ol-
sun. f € R™ olmak iizere

Lif =nf

oldugunu biliniyor.

e Oncelikle, n > 4 icin, grafin bir negatif ayrt icerdigi durum incelenirse:
V ={1,2,...,n}, K, grafinin tepeler kiimesi ve (1,2) € E~ olsun. Buna
gore, Lyf = pf esitliginde, 1 ve 2 tepelerine karsilik gelen satirlari ele

aliirsa;
(n_3)f1+f2_2fi = pf1
i=3

(n_3)f2+f1—2fizﬂf2

=3
dir. Y77, fi = 0 oldugundan, f; # f» olacak sekilde, bir tane y = (n—4)
ozdegeri elde edilir. Benzer sekilde, igsaret derecesi n — 1 olan tepelere

kars1 gelen satirlar icin;
(n—1)f; —Zfz‘+fj = 1f;
i=1

dir. Buradan, (n-2) tane p = n 6zdegeri elde edilir.
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e Iki tane ayrik negatif ayrt iceren tam graflar incelensin: V = {1,2,...,n}
tepeler kiimesi olmak iizere, (1,2) € E~ ve (n — 1,n) € E~ olsun. Buna

gore, (n — 3) isaret derecesine sahip tepeler igin

(n—=3)f1+ fo _Zfz = ufi
i=3

(n—=3)fa+ fi _Zfi = 1 fa
i=3
ve

n—2
(TL - 3)fn—1 + fn - Zfz = ,Ufl
=1

n—2
(n—=3)fn+ foo1 — Z fi=nfa
i=1

dir. Buradan f; # fy ve f,_1 # f., olmak iizere iki tane p = (n — 4)
ozdegeri elde edilir. Benzer diigiince ile, (n — 1) tepe derecesine sahip
tepeler icin .

(n=1)f; =D fi+ fi=nl;
yazilmasi sonucunda n — 3 tane p Zln ozdegeri elde edilir. L matrisinin

formu geregi p = 0 da bir 6zdegerdir.

e Benzer diiglince ile devam edilirse, & < n/2 olmak iizere k € Z tane
ayrik negatif igaretli ayrit igin spektrumu incelensin: Graftaki (n — 3)
isaret dereceli tepeler icin

(n=3)fi+fi = > fe=nfi
ik

(n=3)f;+ fi = > _ fu=pf;

ik
dir. Boylece, k tane p = (n —4) 6zdegeri, (n — 1 — k) tane p = n dzdegeri

ve 1 tane 0 0zdegeri elde edilir.

e 0 =n — 5 durumu i¢in incelenirse, n — 5 isaret derecesine sahip tepeler
i¢in;

(n=3)fi+ f+ fe =Y fm =i

i~m

dir. Buradan, f; + fr = —f; oldugunda ; = n — 6 bir 6zdegerdir. Bu
sekilde devam edilerek, 1 < k < n — 1 olmak iizere § = n — (2k + 1)
minimum tepe derecesine sahip tam graflar igin p = n — (2k + 2) bir

isaret dereceli Laplasyen ozdegerdir.
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5.2.2 Yildiz graf (K;,_1)

0 < k < n —1 olmak iizere, k tane negatif ayrit iceren bir yildiz grafta,
1, —1 ve (n—1—2k) igaret derecesine sahip tepeler bulunabilir. V' = {1,2,...,n}
isaretli yildiz grafin tepeler kiimesi, degs1 = n—1—-2kve S = {2,3,... k+1},1
tepesine negatif ayrit ile bagh tepeler kiimesi olmak tizere, z = (x4, ..., x,) € R"

ozvektoriine karsilik gelen p 6zdegeri icin

—x; + x1 = pa; (69)
k+1 n
Zmi—l—(n—?))xg — Z T = [T
i=2 j=k+2

dir. Buradan, ), z; = 0 olmas1 kullamlarak,

—(1 4+ 2k — — 1+2k—n)2+4
= (1+ n) \/2(+ n)—l—n<0

ve

—(1+2k —n) +/(1+2k —n)2+4n
Hn =
2

ozdegerleri elde edilir. Ayrica, Lg(I')x = px esitliginde, derecesi 1 olan tepelere

karsilik gelen satirlar ele alindiginda
—T + Ty = QT

dir. Buradan, isaret dereceli Laplasyen matrise ait, x1 = 0 formundaki
ozvektorler i¢in, grafta 1 derecesine sahip tepe sayist n — 1 — k > 0 olmak
tizere n — 2 — k tane p = 1 6zdegeri, ayni sekilde denklemini kullanarak
—1 derecesine sahip tepe sayisit k£ > 0 olmak iizere k — 1 tane u = —1 6zdegeri
elde edilir. Yani burada dikkat edilmelidir ki, grafta hi¢ pozitif ayrit yoksa, 1

ozdegeri, grafta hi¢ negatif ayrit yoksa —1 6zdegeri elde edilemez.

5.2.3 Cevre graf (C),)

V = {1,2,...,n} tepeler kiimesine sahip gevre grafin igsaret dereceli
Laplasyen ozdegerleri icgin, oncelikle grafi 0 regiiler veya —2 regiiler olarak ele

alilim. Bu tiir n tepeli (n ¢ift) 0 regiiler igaretli ¢evre graflar igin, isaret dereceli
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Laplasyen matrisin 6zvektori fi(i), 0 < k < n/2 olmak tizere, agagidaki gibi
tanimlansin:
fr(i) = sin(27ki/n)(i'nin etiketi ¢ift ise)

fr(i) = — cos(2mki/n)(i'nin etiketi tek ise)
Buna gore, c¢ift sayi ile etiketli ¢ tepesi i¢in

ife(@) = 0f(@) + fu(t — 1) = fu(t +1)
=0+ cos(2mk(i + 1)/n) — cos(2mk(i + 1) /n)

= —2sin(27ki/n) sin(27k/n)
dir. Benzer sekilde tek sayi ile etiketlenmis ¢ tepesi igin

wfi(@) = 0fi(@) + fuli — 1) — fr(i +1)
=0+ sin(27k(i + 1)/n) — sin(27k(i + 1) /n)

= 2cos(2rki/n) sin(27k/n)

dir. Buradan anlagilir ki, 0 regiiler bir ¢evre grafin 6zdegeri, fi(i) 6zvektoriine
kargilik gelen —2sin(27k/n) dir. Ayrica, aym diiglince ile n tepeli (n ¢ift) 0
regiiler igsaretli cevre grafin, igsaret dereceli Laplasyen matrisin, asagidaki gibi

tanimlanan 6zvektori, gx(7) i¢in 0 < k < n/2 olmak tizere,

gr(1) = —sin(27wki/n)(i'nin etiketi ¢ift ise)

gr(1) = cos(2mki/n)(i'nin etiketi tek ise)

karsilik gelen 6zdeger p = 2sin(27k/n) dir. Benzer diigiince ile —2 regiiler
gevre graflar i¢in, igsaret dereceli Laplasyen matrisin 6zvektorleri, 0 < k < mn/2

olmak tizere,

x(1) = sin(27wki/n)

ve
yr (i) = cos(2mki/n)

seklindedir. Buradan, V = 0,1,...,n — 1 tepeler kiimesi olmak tizere, 1 tepesi

icin

[Lsxk]l = —ka(l) + l’k(()) + Z'k(Q)
= —2sin(27k/n) + 0 + sin(4nk/n)

= (2cos(2wk/n) cos(2wk/n) — 2) sin(27k /n)
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dir. Yani —2 regiiler bir igaretli gevre grafin ézdegeri 2cos(27k/n) — 2 dir.

O zaman, en az bir negatif ayrit iceren, isaretli gevre graflar i¢in minimum

tepe derecesi § = —2 ise, en kiigiikk 6zdeger pq > I£1<in/ 2cos(2mk/n) — 2 ve
0<k<n/2
minimum tepe derecesi § = 0 ise, en kiiglik 6zdeger p; > rllglin/ +2sin(27k/n)
0<k<n/2
dir.

5.2.4 Yol graf (P,)

Isaretsiz graflarm Laplasyen spektrumunda oldugu gibi (Kelner, 2007),
isaretli P, yol grafinin igaret dereceli Laplasyen spektrumunu incelerken, Cl,
cevre grafindan yararlanilacaktir. P, grafi, Cs,, grafini tarafindan icerilmektedir
ve igaretsiz yol ve cevre graflarin Laplasyen spektrumlar: aymidir. —2 regtiler
isaretli bir ¢evre graf ele alinsin ve igaretli Laplasyen matrisinin 6zvektori z,

0 < i < n olmak tizere z(i) = z(2n—1—1) oldugu kabul edilsin. z 6zvektériintin
ilk n bilegeni, v(7) ile gosterilmek iizere, P, grafi i¢in,
Ls(P,)v(i) = —2(v(i) — Z v(i tepesinin P, grafindaki komsulari))
= —2(z(i) — Z (i tepesinin Cy, grafindaki komsulart))
= —(z(i) — Z (i tepesinin Cy, grafindaki komsular))—
(z(2n—i—1) — Z z(2n — i — 1 tepesinin Cy,, grafindaki komgulari))
1
= —§(L5(an)z(i + Ls(Co)z(2n —i — 1))
1
= —5 (20 +p 2(2n —i—1))
= pz(i)
= p(i)
dir. §imdi, ¢ = 0 durumu ele alinsin:
Ls(P,)v(0) = —v(0) + v(1)
= —2v(0) + v(1) +v(0)
= —22(0) + 2(1) + 2(0)
=—22(0)+2(1) + 2(2n — 1)
= pz(0)
= pw(0)
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Sekil 5.1: 0 regiiler Cevre graf ile yol graf arasindaki iligki

dir. Boylece anlagilir ki, v, —2 regiiler P, grafinin, isaret derceli Laplasyen
matrisinin Ozvektoriidiir. v vektortiniin varhigindan soz edilirse, 0 < 7 < n
olmak fizere, 2z (i) = z(2n — 1 — i) olacak sekilde, z; (i) = sin(7ki/n + 7/2n),

Csy, grafinin 6zvektoridiir:

2 (1) = sin(mki/n + 7/2n)
= sin(wki/n) cos(mw/2n) + cos(mwki/n) sin(mw/2n)

= x1,(7) cos(m/2n) + yx(7) sin(7/2n)

Anlasilir ki, zp, xp ve y; vektorlerini gerer. Yani, zz, Cs, grafinin igaret
dereceli Laplasyen matrisinin 6zvektoridiir ve 2z (i) = zx(2n — 1 — 7) egitligini
saglar. Benzer diiglince ile, 0 regiiler Cy, grafindan, P, grafina gecilebilir,
(Sekil ). n tek olmak tizere, 0 regiiler Cs,, grafi ile, ayrit isaretleri sirasiyla
+ ve — (veya sirasiyla — ve +) ile igaretlenmis, P, grafinin spektrumu
aynidir. n ¢ift olmak tizere, yol grafin en kii¢iik tepe derecesi, § = —1 ise
specP,=specCy,\{2}, § = 0 ise specP, =specCsy,\{—2} dir. Boylece, graftaki
pozitif ayrit sayis1 arttikca spektrumdaki degerler artacak, negatif ayrit sayisi

arttikca spektrumdaki degerler azalacaktir.
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5.3 i§aret Dereceli Laplasyen Matrisin Spektrumunun

Oriintii Sonuclar

Oriintii ile ilgili literatiirde olan ve bu tez calismasinda bulunan, isaretli
graflarin Normalize Laplasyen matrisinin spektrumu ile ilgili sonuclar Boliim
Blde ele alindi. Bu boliimde, igaret dereceli Laplasyen matrisin spektrumu ile
ilgili oriintii sonuglari ele alinacaktir. Bulunan sonuclar, Hou’nun isaretli graflar
icin tanimladigi Laplasyen matrisin spektrumuna ait sonugclar ile kombine
edilip, yeni siur degerler elde edilecektir. Ilk olarak, bu bolim icin gerekli

olan birtakim onbilgiler verilsin:

U, V(G) tepeler kiimesinin, 0 < k < n olmak iizere k elemanli bir alt
kiimesi olsun. G — U alt grafi, G grafindan U’daki biitiin tepelerin ve bunlara
baglh ayritlarin silinmesi ile elde edilir. Ayni iglem, igaretli graflar i¢in de, ayrit
isaretleri korunmak gartiyla tanimlanabilir. A\ > Xy > ... > ), ile Laplasyen
spekterum belirtilmek iizere, G ile G — U graflarinin Laplasyen spektrumunun

arasinda

iligkisi vardir (Wu et al., 2010). Burada, w; = H‘l/i{lUﬂNg(U) NU| ve wy =
vE

Ng(v) N U dir.
vrgggg{l c(v) NU| dir

A > ... > A, I igaretli grafinin Laplasyen spektrumu olmak fizere, T
ve [I' — U igaretli graflar igin, Laplasyen spektrum iligkisi ele alinmadan ¢nce,
Lemma [5.3[de verilen, Weyl'in esitsizligi ile Boliim [3[de kullanilan Cauchy

Interlacing teoremi hatirlanirsa:

Teorem 5.2 (Cauchy Interlacing Theorem) A, n X n reel simetrik matris, m,
1 < m < n olacak sekilde bir tam sayr ve A,,, m X m tipinde A’nin esas

altmatrisi olmak tzere, ozdegerler arasinda

wliskisi vardar.



69

Teorem 5.3 I, n tepeli, isaretls bir graf ve V, I' grafinan tepeler kiimesi olsun.
U, V tepeler kiimesinin k elemanly alt kiimesi, w; = II%}{IU‘NF(’U> NU| wve
ve

wy = max |Np(v) NU| olmak iizere, heri=1,...,n — k, i¢in:
evV\U

dir.

Ispat. L(T') matrisininden, U kiimesindeki tepelere ait satir ve siitun ele-
manlarimin silinmesi ile elde edilmis esas alt matrisi Ly (T") ile gosterilsin.
Cauchy Interlacing teoremi uygulanarak, \;(T') > X\i(Ly(T)) > A\iyr(T) (i =
1,2,...,n — k) elde edilir. Dy(I") = Ly(T") — L(I' — U) olmak iizere, Dy (I'),
her bir v tepesine kargilik gelen bilegeni | Np(v) NU| olacak gekilde bir kogegen
matristir. Boylece, Lemma [5.3[i kullanarak, herbir (i = 1,2,...,n — k) icin;

(D = U) = M(L(T = U)) = M(Lu(T) — Dy (D))

N

min A, (Ly(T)) 4+ As(—=Dy(I))

r+s=i+1

< N(Lu(T)) + M (=Dy(T))

= (Lo (1)) = Ao-i(Dy(T))

< M(T) - nin [Ne(v) N U] (70)
elde edilir. Ayrica,

NI =0) > max A (Lp(T)) + Ay(—Dy (D))

r+s=n—k+i
> Xi(Lu(T)) + Ap—i(—Dy(D))
= Ai(Lu(T)) = M (Dy(T))
> Aisk(T) — max |Np(v) N U (71)
veV\U
dir. ve denklemlerinin birlesiminden ispat tamamlanir. m

Gerekli bilgiler ve sonuclar verildikten sonra, isaret dereceli Laplasyen
matrisin spektrumu ile ilgili siradaki sonug verilebilir. I' = (G, o), n tepeli,
isaretli bir graf olmak tizere, L¢(T") isaret dereceli Laplasyen matrisin spekt-

rumu, artmayan sirada gy > ... > p, seklinde siralansin. Buna gore;

Teorem 5.4 T' isaretli bir graf ve V, n elemanl tepeler kimesi olsun. U,

V' tepeler kimesinin k elemanl alt kimesi, d; = n%/iilU(za(u, v)) ve dy =
ve v~U

uelU
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1i(G) —dv 2 (G = U) = pii(G) — da
dir.

Ispat. L,(I') matrisinin esas alt matrisi, L,(I') matrisinden U kiimesindeki
tepelere kargilik gelen satir ve siitunlarin silinmesi ile elde elde edilmis, LY (T)
ile gosterilen n — k x n — k tipindeki matris olsun. Cauchy interlacing teorem

uygulanarak,

pi(T) = (LY (1) = piga(T),i =1,..on — k
esitsizligi elde edilir. DY(T') = LY(T") — Ly(T' — U) olmak iizere DY (G) kisegen
matrisinin v € V\U tepesine kargilik gelen bilegenleri ) o(u,v) seklindedir.

uelU
Boylece, Lemma 5.3 ve Cauchy Interlacing Teoremi kullanilarak;

il =U) = pi(Ly(T = .U)) = p(LY () = DI(I))
min_ {0 (LY (D) + pa(~ DY (1))}
(LY (D)) + pm (=DY (D))

= 1(LY(D)) = ik (DY(T))

IN

VAN

(72)

A
=
G

|

[~

=
=
Q2
£
=

uelU
elde edilir. Ayrica,

(T = U) = pu(Lo(T = .0) = (LY (1) DY())

max {p(LV(T) + (- DY (1))}

i LY (D)) + proi(~DY (D)

(LY (1)) — (DY ()

k(') — max Y o(u,v) (73)

veV\U
uelU
dir. ve denklemlerinin birlesiminden sonuca ulagilmig olur. m

I AV Y/

v

Yorum 5.1 Teorem |5.4’de tamvmlanan dy ve dy, di = H%/I{IU{‘NF@)) nU| -
vE

INF(u)NU[} ve dy = m‘?Ji(U{‘N;(v) NU| — [Ny (v)NU|} seklinde de ifade
ve
edilebilir.
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5.4 i§aret Dereceli Laplasyen Matris ve i§aret1i Graf-

larin Laplasyen Matrisinin Spektrum ili§kisi

Bu boliimde, isaretli graflarin Laplasyen matrisinin ve bu tezde tanimlanan,
isaret dereceli Laplasyen matrisin spektrumlarinin karigimi ile ilgili bir 6riintii so-
nucu verilecektir. D~ (I") matrisi, bilegsenleri grafin tepelerine bitigik negatif
ayrit sayist olan bir kosegen matris olmak iizere, isaretli graflarin Laplasyen

matrisi ile isaret dereceli Laplasyen matris arasindaki iligki:

L(T) = Ly(I') + 2D (I")
seklinde ifade edilebilir. \; > ... > A, ve uy > ... > p, swasiyla L(T) ve
Ls(T") matrislerinin spektrumlar1 olmak tizere, matrislerin arasindaki iligkiden

yararlanarak agagidaki sonug verilir:

Teorem 5.5 I', n tepeli isaretli bir graf, V tepeler kumesi, U, V tepeler

kimesinin, k elemanly bir alt kimesi olsun. d; , j tepesine bitigik negatif ayrit

sayst, wy = min |Np(v) NU| ve we = max |Np(v) NU| olmak tzere, her
VAU veV\U

1=1,...n—k, icin:

wi (L) + 21]1163%;<d; —wy; > NI =U) > pii(T) + QIJ%i‘gld; — Wy (74)
dir.
Ispat. Teorem kullanilarak,

Aik(L(T)) = wy
itk (Ls(T') +2D7(T)) — wy

I Il
>I

V

A(Lg(I 2us(D(T)) —
ymax i (Ls(I)) + 2p5(D7(T) — wo

> pigk(T) 4+ 20, (D7 (T)) — wy

> k(D) + 21jréi3d; — wy (75)
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ve

NI =U) < N(T) —wy

I
>l

(L)) — ws

Xi(Ls(T) 4+ 2D~ (T)) — w;
< min i (Ly(1)) +2us(D7(T)) — wy

< (D) + 20 (D7(T)) — wn

< (1) + 2r]11621‘3<d; —wy

elde edilir. ve denklemlerinden, sonucuna ulagilir.
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6 SONUC

Bu tezin ikinci boliimiinde gerekli altyapi hazirlanip, tezin ti¢lincii bolii-
miinde, isaretli graftan ayrit atma ve tepe biizme islemlerinden sonra, nor-
malize Laplasyen spektrumlarin orinti olusturdugu ispatlanmigtir. Ardigik
biizme igleminin iyi tanimli olabilmesi i¢in, baskinlik sayisindan yararlanilmisgtir.
iyi tanmiml ardisik biizme ve tepe cogaltma islemlerinden sonra, graflarin
normalize Laplasyen spektrumlarim oériintii olusturdugu kamitlanmistir. Ayrica,
motif ve tepe cogaltma islemlerinin 1 Ozdegeri ile iligkisi gosterilmistir.
Tezin tigiincii bolumiinden, (Atay and Tungel, 2013) ¢aligmasi hazirlanmigtir.
Tezin dordiincii boliminde, isaretli graflar icin tamamlayici prizmalar islemi
tanmimlanmigtir. Join, coalescence ve tamamlayici prizma islemleri sonrasi
olugan grafin, en biiylik ve en kii¢iik Laplasyen ozdegerleri ile ilgili sonuglar
elde edilmigtir. Tezin son boliimiinde, kosegen elemanlarinda bir tepenin igaret
dereceleri olacak gekilde olugturulmug Laplasyen matris tanimi verilmistir. Bu

yeni tanimlanan matrisin spektrumuna ait sonuglar elde edilmigtir.
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