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ONSOZ

Herhangi bir yapinin tasarimi sirasinda kulanilacak malzemede olmasi en ¢ok istenilen
ozellikler, saglamlik, yapinin estetigine uygunluk ve ucuzluktur. Ucuzlugu, kolay
elde edilebilirlik diye yorumlayarak birinci siraya ¢ikarmak miimkiinse de, yapinin
kullanim ve 6nemine bagl olarak saglamlik vazgecilemez bir ozelliktir. Malzemenin
yapida uygulanmasi ile ortaya ¢ikan goriintiiniin estetikligi ise yapinin kullanighliginm
birinci dereceden etkileyen bir faktordiir. Birbirlerine tercih edilmek istenmeyen bu
ozelliklerin hepsinin de belirli bir diizeyde bulundugu optimum bir ¢6ziim, gelisen
ve ¢ogalan ihtiyaclari ile birlikte insanlik tarafindan siirdiiriilen, devamli bir arastirma
konusudur. Bu anlamda mekanik, bu isin dnemli bir kism1 olan dayanim problemini
yiikklenmigtir. Ne var ki, mekanikte kurulan teoriler makro boyutta islerken, mikro
boyuttaki belirsizlik devam etmektedir.

Kompozit malzemelerin iiretilmesi, bahsi gecen optimum malzeme arayisinda insaliga
onemli bir kapt acmistir. Farkli yontemlerle {iiretilen bir¢ok kompozit malzeme,
hem saglamligi, hem ucuzlugu, hem de estetikligi belli bir seviyeye cikarmistir.
Giintimiizde kompozitler, tasarim esnasinda en ¢ok tercih edilen malzemelerdendir.

Bu calisma, yukarida belirtilen iki konu agisindan da bir 6neme sahip olabilir. Zira
icerisine mikron mertebeye sahip eklentiler katilan bir malzemenin, bu mertebedeki
degisiklikle nasil davrandigim1 gozlemeye yonelik calismalari icermekle birlikte, bu
yolla olusturulan bir kompozitin malzeme katsayilarinin belirlenmesine yarayacak
bagintilar sunmaktadir. ~ Bagintilarin analitik ¢6ziimleme ile elde edilmesinin
yaninda, bunlarin deneyler ile elde edilmis sonuglarla karsilarstirmasinin yapilmasi
da ¢alismaya ait 6zelliklerdendir.

Bu calisma esnasinda engin bilgi birikimi ve tecriibeleri ile doktora ¢alismam boyunca
sabirla beni egiten ve yonlendiren, ¢ok degerli tez danigmanim Sayin Prof. Dr. Necla
Kadioglu’na; siirekli yanimda buldugum, problemlere pozitif bakis acis1 kazandiran
cok degerli tez es danismanim Sayin Dog¢. Dr. Senol Ataoglu’na tesekkiirlerimi borg
bilirim. Ayrica 6zellikle deney calismalarimda bana hayranlik duydugum giizellikte
fikirler verip, ¢alismami destekleyen Saym Prof. Dr. Arif Nihat Giilliioglu'na
tesekkiirlerimi sunarim. Yine, ¢calismamin olumlu yonde ilerlemesine destek veren
degerli jiiri iyeleri Sayin Prof. Dr. Reha Artan ve Sayin Yrd. Dog¢. Dr. Deniz Giiney’e
tesekkiir ederim. Deney calismalarinda destek veren ve bizzat calisan Sayin Aras.
Gor. Dr. Metin Yiiksek, Saym Aras. Gor. Erhan Sancak ve Sayin Aras. Gor. Ismail
Topcu’ya; ayrica deney malzemelerini temin konusundaki yardimlarindan otiirii
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Dokuz Kimya’dan Sayin Hakan Sicakyiiz’e de tesekkiir ederim. Tez siirecindeki
aragtirmalarim icin verdigi destekten dolay1 ITU Bilimsel Arastirma Projeleri birimine
tesekkiir ederim. Son olarak biitiin ¢aligmalarim boyunca sabirla bana katlanan ve zor
anlarimi paylasan kiymetli esime de minnettarliimi sunarim.

Mayis 2013 ~ Osman BULUT
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ELASTISITE TEORISI DENKLEMLERININ
MIKROMEKANIGE UYGULANMASI

OZET

Bu calismada, lineer-elastik, homojen ve izotrop malzeme kabulii altinda, yaricapi
mikron mertebesinde olan kiiresel parcaciklar veya kesit alaninin yarigcapt mikron
mertebesinde olan silindirik geometriye sahip lifler iceren kompozitlerin elastik
sabitlerini veren ifadeler elde edilmeye calisilmigtir. Burada, kompoziti olusturan
matris malzemesinin elastik Ozellikleri, buna eklenen katki maddesininkilere gore
cok diisiiktiir. Ayrica katki malzemesinin hacminin, toplam kompozitin hacmine
oranimin diisiik oldugu durumlar goz 6niine alinmustir. Ilgili kompozitin mikro yapisi
seviyesinde yapilacak degisiklikle mekanik davranisindaki degisim arastirilmistir. Bu
amacla, yapilan kabuller cercevesinde kompozit malzemeden alinan temsili hacim
elemaninin degisik gerilme hallerine maruz olmasi durumunda, iizerinde biriken
toplam sekil degistirme isleri hesaplanmistir. Ilgilenilen hacim elemanina es deger,
fiktif hacim eleman1 icin ayni is hesaplar1 yapilmigtir. Bu hesaplar yapilirken
baglangicta, bilinen klasik elastisite teorisi denklemleri kullanilmistir. Bilindigi gibi
klasik elastisitede dis etkilere maruz bir cisimde i¢ kuvvet, gerilme tansori ile
aciklanir. Bagka bir deyigle, cismin icerisindeki bir nokta ii¢ dogrultuda Stelenme
yapar ki, bu 6telenmeler yer degistirme vektoriinii tammmlar. Mikropolar elastisitede ise
otelenmenin yaninda mikro donmeler de tanimlanmaktadir. Ayrica gerilme tansoriiniin
yaninda gerilme-¢ifti tansorii de ortaya c¢ikar. Buna ek olarak, gerilme tansorii klasik
elastitede simetrikken, mikropolar elastisitede simetrik olmayabilir. Bu c¢alismada,
buna ait bir uygulama da yapilmistir. Ayrica teorik olarak elde edilen sonuglarin
karsilagtirilmast acisindan deneysel olarak yapilan calismalar da son kisimda yer
almaktadir.

Kiiresel parcaciklar iceren bir kompozitin Bulk modiilii ifadesinin elde edilebilmesi
icin b yarigaph kiiresel cisimde hidrostatik ¢ekme problemi ele alinmigstir. Klasik
elastisite denklemleri kullanilarak, cisimde biriken toplam sekil degistirme isi
hesaplanmustir. Ikinci olarak, es merkezli, a ve b yaricaph ic ice iki kiirenin, aym
gerilme hali i¢in ilizerlerinde biriken toplam sekil degistirme igleri hesaplanmistir. Ele
alinan bu son problem, kiiresel parcacik iceren kompozit cisimden alinan temsili hacim
elemanina kars1 gelmektedir. Ilk problemde ele alinan cisim ise bu hacim elemanina
es deger fiktif bir malzeme olarak diisiiniilmiistiir. Hesaplanan iglerin esitlenmesi ile
kompozit cismin Bulk modiiliine kars1 gelen efektif Bulk modiiliiniin ifadesi, matrisin
ve parcaci@in elastik sabitleri ile kompozitin hacim konsantrasoyonuna bagl olarak
elde edilmistir.

Aynt tiir kompozitin kayma modiiliinii hesaplamak i¢in bahsedilen tek kiiresel cismin
ve i¢ ice iki kiiresel cismin, basit kayma haline maruz olduklar1 durumda toplam sekil
degistirme isleri hesaplanmigstir. Buradan, bir 6nceki problemde uygulanan yontemle,
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kompozitin kayma modiiliiniin hacim konsantrasyonuna bagl degisimi belli bir matris
ve partikiil malzemesi i¢in elde edilmistir.

Lif katkili kompozitin kayma modiilii hesab1 i¢in ele alinan problem, silindirik cismin
kendi ekseni etrafinda basit burulmasidir. Buradan, silindirik tek cisimde ve i¢ ice iki
silindirik cisimde biriken toplam is ifadeleri klasik elastisite denklemleri kullanilarak
elde edilmis ve ayn1 yontemle kompozite ait kayma modiilii ifadesi elde edilmistir.

Son olarak ele alinan problemde, fiktif malzeme olarak diisiiniilen tek silindirik
cisim, mikropolar olarak diisiiniilmiis ve simetrik olmayan elastisite teorisi denklemleri
kullanilmistir. Ele alinan problem yine basit burulmadir. Burada hesaplanan is, i¢ ice
iki silindirik cisim i¢in bir 6nceki problemde hesaplanan ise esitlenerek, malzemenin
mikropolar katsayilari olan 8 ve y arasinda bir bagint1 elde edilmistir.

Deneysel olarak yapilan ¢alismalarda matris malzemesi olarak polyester secilmistir.
Katki maddesi olarak silindirik lif i¢cin Kevlar lifler kullanilmistir. Deney
numunelerinin hazirlanmasi i¢in silindirik geometride hazirlanan kaliba Oncelikle
sadece polyester dokiilerek numuneler elde edilmistir. Sonra lifler yerlestirilerek
dokim yapilmistir. Bunlara ait %1 ve %1.5 hacim konsantrasoyonunda iki numune
hazirlanmigtir. Ardindan bunlarin basit cekme testleri yapilarak elastisite modiilleri ve
Poisson oranlar1 elde edilmistir. Buradan fiktif malzemeye ait Bulk modiilii ve kayma
modiilii elde edilmisgtir.
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AN APPLICATION OF THE THEORY OF ELASTICITY
IN MICROMECHANICS

SUMMARY

In this study, under the assumptions of linear-elastic, homogeneous, and isotropic
materials, the expressions of the elastic constants of the composites including spherical
particles having radius in micron order or thin cylindrical fibers having radius in
micron level, have been obtained. Here, the elastic constants of matrix material are
very lower than those of particles or fibers. Additionally, it is considered that the
ratio of the volume of inclusion to the volume of composite is small. The mechanical
behaviours of associated composites have been observed while changings have been
occuring on micro-structure of it. For this purpose, the strain energies, which belong
to the different states of stress, have been calculated on the representative volume
element of the composite material. Similar strain energies have also been calculated on
effective volume elements which are assumed to be equivalent to the volume elements
mentioned above. During these calculations, firstly, the equations of the classical
theory of elasticity have been used.

In the classical elasticity, as it is known, the transfer of loadings in a body which is
subjected an effect is occured through a surface element dA situated in the interior
of the body by only the stress vector. In other words, the degree of freedom of a
differential volume element in the interior of the body is three which are displacements
along three independent directions. However, according to the micropolar theory,
volume elements have got abilities of rotation. This means, the degree of freedom
is six and the transfer of loading is occured not only by the stress vector but also by the
stress-couple vector. So, the stress and the strain tensors are not symmetric any more.
In this study, a problem has been solved using to this last theory.

As an application to this type of the composite materials, experimental studies have
been added in the last chapter. The results from experiments are compared with those
from theoretical solutions.

To obtain the expression of the Bulk modulus of a composite including spherical
particles, firstly, hydrostatic tension problem for a single spherical body having radius
b has been solved. Here, only one component of the displacement vector u is
different from zero in spherical coordinates which is in the radial direction. So,
the components of the stress and the strain tensors are expressed in terms of this
component. The equilibrium equations are reduced to a single differential equation of
which dependent variable is radial displacement while independent variable is radial
distance from origin. The solution of this equation involves two integration constants
which can be calculated by boundary conditions. Using this displacement expression
the components of the strain and stress tensors are calculated. The strain energy
accumulated in spherical volume can be calculated by these tensors.
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As the second step, two nested spherical bodies whose centroids are positioned at the
same point have been considered. They have radii a and b. The state of stress is
hydrostatic tension again. The expression in terms of unknown constants which has
been obtained in the previous problem for radial displacement component is re-written
for the inner and the outer sphere, seperately. In this new problem, the number of
unknown constants is two times of that in the previous problem. The number of
boundary conditions is equal to the that of unknown. From the solution of these
equations, constants are obtained. The stress and the strain tensors have been written
and the total energy, which is the total of the energies accumulated in both of two
materials, has been calculated.

Here, the second body having two different materials represents the representative
volume element of the composite including spherical particles. The single spherical
body, which has been defined in the first step, has been thought as an effective single
material which is equivalent to this representative volume element of the composite.
The calculated strain energies have been equalized based on the equivalance of two
bodies. So, the expression of the Bulk modulus of associated composite has been
obtained in the terms of the elastic constants of matrix and particles, and the volume
ratio or concentration.

The total strain energy accumulated in two sphere model has been equalized to the
strain energy of a single sphere made from the effective material under simple shear,
to calculate the shear modulus of the composite. For this problem, the displacement
vector has been written as the combination of the three types solutions of spherical
harmonics to solve a single sphere. Here, there are six unknown constants for the
single sphere. The strain and the stress components have been obtained by writing
three boundary conditions related to the stress components on the spherical surface.
Besides the displacement vector must be finite at the origin. Using this condition,
three solutions can be omitted. Number of the equations are nine while number of
the remaining unknown coefficients is three. But if these equations are examined, the
real number of the linear independent equations comes out as three. Solving these
equations, the displacement vector, the strain and the stress tensors, and the strain
energy of the single sphere have been calculated.

For two nested spheres, the solution involves 12 unknown constants. Three of them can
be eliminated from the condition written at the origin. In addition to three conditions
related the surface traction components at the outer spherical body, there are six more
conditions written on the common spherical boundary of two materials. Three of them,
displacement components, are equal on this boundary. Last three equations which
indicates surface traction vectors are also equal on this boundary for both materials. At
first, on spherical boundaries, 27 equations have been obtained. But only nine of them
linearly independent. Obtaining an alpha numeric solution is difficult. To handle this
difficulty, a numerical solution has been made for a specific value of concentration. It
must be emphasized that the shear moduli of two different materials must be known.
But the strain energy has been obtained for composite in the closed form in the terms
of remaining unknown coefficients.

Equating two strain energies obtained above and using numerical solution, a curve has
been plotted representing the effective shear modulus as a function of concentration.
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The problem of simple torsion of a cylindrical body with respect to its own axis is
considered for calculation of the shear modulus of a fiber reinforced composite. Here,
the expressions of the total strain energies on the single cylindrical body and two
nested cylindrical bodies have been obtained using the classical theory of elasticity. So,
following the same method as previous problems the expression of the shear modulus
of composite material has been obtained.

As the last problem, the single cylindrical body which was thought as effective material
can be considered as micropolar material. Here, the equations of the theory of
asymmetric elasticity have been used. The problem has been simple torsion again.
In the micropolar theory, six material constants occur when the constitutive equations
are written. In addition to u and A from the classical theory of elasticity, there are
o, B, 7, and € constants. A special material whose some constants, ¢ and €, are
zero has been considered in here. In this condition, the stress and the strain tensors
are symmetric again. Because the analogy between them, the problem of the axial
normal force acting on the top and the bottom surfaces of cylindrical body has been
considered instead of the problem of torsion of it. It can be understood that the problem
is rotational symmetric. The calculated energy here has been equalized to the energy
of the previous two nested cylindrical bodies. So, the relation between 8 and y which
are micropolar constants of material has been obtained.

In the experimental studies, the matrix material has been chosen as a type of poliester.
As the inclusion, a type of kevlar has been used for cylindrical fibers. Firstly, only
poliester has been molded. After that, composite samples have been prepared. Two
samples which have the volume ratio of 1% and 1.5% have been prepared. Simple
tension test of these samples have been achieved and moduli of elasticity and Poisson’s
ratios have been obtained for each sample. The experimental results has been plotted
and compared with those from the analytical calculations.
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1. GIRIS

Yapilarin analizinde kullanilan siirekli ortamlar mekanigi, malzemelerin bosluksuz ve
bunlarin bulundugu hacmi tam olarak kapladigimi varsaymaktadir. Ele aldig1 herhangi
bir cisimden alinacak parcalarda, siirekli daha kii¢iige gidilerek elde edilecek sonsuz
kiiciik elemanin, baglangictaki biitiin haldeki cisim ile ayn1 malzeme ozelliklerine
sahip oldugunu kabul eder. Bu modellemede, malzemelerin atomlardan olustugunun
gz ard1 edilmesi, atomlar arasi mesafelerin cismin boyutlarmma gore cok kiiciik
olmasindan dolayr dogru olarak kabul edilebilir. Ancak son zamanlarda yapilan
calismalar ortaya koymaktadirlar ki; mikro yap1 ve bu boyuttaki etkilesimler, cismin
ozelliklerini etkilemektedirler. Yani malzemelerin makro 6zelliklerinden olan mekanik
ozellikler, mikro yapiyla yakindan ilgilidir. Bu sebeple analiz sirasinda, Nobel 6diillii
Richard Feynman "1n 1959 ’da Kaliforniya Teknoloji Enstitiisii 'nde yaptig1 konugsmada

belirttigi, alttaki ¢cok sayida oda, gormezden gelinemez.

Bu gerekliligin bir sonucu olarak ortaya ¢ikan nanomekanik veya mikromekanik,
en azindan bir boyutu 1um ’den kiiciik olan cisimlerin yani nanometre veya
mikrometre Olcekteki nesnelerin mekanik davraniglarinin incelendigi alandir. Biiyiik
boyutlar i¢in elde edilmis ve dogrulukla uygulanabilen elastisite denklemlerinin bu
alanda uygulanmasi ve sonuglarinin irdelenmesi, nano veya mikron mertebesindeki
etkilesimlerin mekanik davraniglara etkisinin modellenmesi adina biiyiilk Onem

tasimaktadir.

Bu calismada, bir malzemenin mikro yapisi seviyesinde yapilacak bir degisikligin
makro boyuttaki mekanik Ozelliklere ait sonuglarmin goézlenebilmesi igin, bu
malzemeye mikron mertebesinde boyuta sahip eklentiler yapilarak olusturulacak
kompozitler ele alinmigtir. Kompozit malzemeler son zamanlarda tasarimcilarin en
cok tercih ettigi malzeme tiirlerinden birisidir. Zira yapilarin, estetifini yitirmeden
mekanik ozelliklerinin iyilestirilmesi istegi, maliyetlerinin artmasiyla, kompozitleri

alternatif olarak sunmustur. Kompozit malzeme iiretiminde amag, dis etkilere karsi



daha dayaniksiz olsa bile elde edilmesi, islenmesi ve sekil verilmesi daha kolay olan
malzemelerin, yiliksek mekanik 6zellikli, uygun malzemelerle takviye edilerek tiim

mekanik 6zelliklerinin ilk hallerine goére daha iyi olmalarim1 saglamaktir.

Bu calisma kapsaminda, icerisinde mikron mertebede boyuta sahip parcacik veya
lif bulunduran kompozit malzemelerin elastik ozellikleri incelenmistir. Ele alinan
kompozitler diisiik miktarda katki maddesi iceren, boylece parcaciklarin veya liflerin
birbirleri ile etkilesmedigi ve bu katki maddelerinin kompozit icerisinde homojen
dagilim gosterdigi tiirdedir. Ayrica kompozitin icerisine katilan katki malzemesinin
elastik ozellikleri, matris malzemesininkine gore ¢ok daha yiiksek olacaktir. Yine bu
calisma kapsaminda ele alinan tiim malzemelerin, lineer-elastik, homojen ve izotrop

oldugu kabul edilecektir.

1.1 Problemin Tanimi

Sabitleri bilinen bir malzeme igerisine, 6zellikleri bilinen bagka bir malzemeye ait
partikiillerin veya iplikciklerden olusan lif formundaki eklentilerin yerlestirilmesi
ile elde edilen karisim, heterojen malzeme olarak kabul edilebilir ki bu tarz
heterojen malzemeler bu ¢alisma kapsaminda ele alinacak kompozit malzemelerdir.
Bu heterojen malzemenin malzeme sabitlerinin her iki malzemeye ait malzeme

sabitlerinden farkli olacagi agiktir.

Heterojen malzemede parcacik veya lif hacim yogunlugunun uniform bir dagilim
gosterdigi kabul edilirse bu heterojen malzeme, fiktif bir malzemeye es deger
olarak degerlendirilebilir (Sekil 1.1) Boylece problem, bu fiktif malzemenin elastik

sabitlerinin bulunmas1 problemi olur.

Ele alinan heterojen malzeme iki ayr1 malzemeden olugsmaktadir. Bunlardan hacmin
biiyiik kismin1 olusturan malzemeye matris, diger malzeme olarak mikron mertebede
capa sahip kiiresel formda oldugu kabul edilenlere partikiil veya parcacik, en
kesit yaricapt mikron mertebede olan, silindir seklinde oldugu diisiiniilen iplik¢ik
formundakilere ise lif denilmistir.  Matris malzemesine, eklenti maddesine ve
fiktif malzemeye ait Bulk ve kayma modiilleri sirasiyla KM uM , KP, ,uP , K*,

*

u* sembolleri ile gosterilecektir. Burada matris malzemesinin elastik 6zellikleri,



partikiil

matris

a b

Sekil 1.1: (a) Heterojen malzemede matris ve partikiiller, (b) Heterojen malzemeye
esdeger fiktif malzeme.

eklenti malzemesinin elastik ozelliklerine gore cok diisiiktiir. Karisim olusturulurken

partikiillerin veya liflerin matrise gore hacim oram1 c¢ok kiiciikk olsa bile, fiktif

malzemenin elastik 6zelliklerinin matrisinkilere gére daha iyi olmasi beklenmektedir.

Eklenti maddesi hacim yogunlugunun az oldugu heterojen malzeme igin bu
parcaciklarin veya liflerin birbirleriyle etkilesmedigi diistiniilmektedir. Boylece,
parcaciklarin sekillerinin kiiresel ve liflerin sekillerinin silindir oldugu kabulii altinda,
matrisin tamamini diisiinmek yerine her biri tek bir partikiil iceren kiiresel kompozit
elemanlar veya her biri silindirik formda tek iplik¢ik iceren silindirik kompozit
elemanlar ele alinir. Bu, problemi tek bir kompozit eleman iizerinde inceleme imkani
saglar. Bu elemanlar, temsili hacim elemani olarak isimlendirilmektedir [1, 2].
Dolayisiyla ele alinacak iki tiir problemden ilki, bahsedilen kabuller altinda, herhangi
bir gerilme veya sekil degistirme haline maruz b yaricaph kiiresel bir matris igerisinde,
bununla es merkezli, a yarigaph kiiresel bir parcaciktan olusan kompozit malzemenin
malzeme katsayilarinin bulunmasidir. Ikincisi ise, ayn1 kabullerle, yine herhangi bir
gerilme veya sekil degistirme haline maruz b yaricaph silindirik bir matris icerisinde,
bununla es merkezli, a yarigcaph silindirik bir liften olusan kompozit malzemenin

malzeme katsayilarinin bulunmasidir.

Kompozit cisim belirli bir gerilme veya sekil degistirme etkisi altinda belirli bir
davranig sergiler. Bu sebeple tek partikiil iceren heterojen hacim elemani, yapilan
fiktif malzeme tanimlamasi da goz Oniinde bulundurularak, kendisi ile ayni etki
altinda ayni davranig1 gosteren, b yaricapll tek bir kiiresel cisim ile esdegerdir.

Ayni sekilde tek lif iceren heterojen hacim elemani da b yaricaph tek bir silindirik
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cisim ile esdegerdir.

Bahsedilen kompozit malzemelerin elastik sabitlerinin belirlenebilmesi icin, matris
ile tek parcaciktan olusan kiiresel cismin veya matris ile tek liften olusan silindirik
cismin, degisik gerilme etkileri altinda, lizerlerinde biriken toplam sekil degistirme
isinin, ilgili efektif cismin ilgili gerilme haline maruz olmasi durumunda iizerlerinde
biriken isle esitligi kullanilacaktir. Burada ele alinan kiiresel parcaciklar iceren bir
kompozitin elastik sabitlerinin tayini ayn1 metotla Hashin tarafindan yapilmis ancak o,
toplam isi hesaplamak yerine farkli bir hesap yaparak katsayilar icin alt ve iist limitleri
tayin etmeye calismistir.

cok uzun ifadelerin makalenin yazildig: tarihte hesaplanmasinin ¢ok uzun olmasindan

kaynaklandig diistiniil

X;

Bu cisimlere efektif cisim denilecektir (Sekil 1.2, 1.3).

mektedir.

a

h/2

W2 x/

Sekil 1.3: (a) Lif iceren temsili hacim elemani, (b) Efektif cisim.

X;

Bunun 6zellikle kayma modiilii hesabinda ortaya cikan




2. PARCACIK ICEREN BIR KOMPOZIT CISMIN MALZEME
SABITLERININ ANALITIK YOLLA BULUNMASI

Bu boliimdeki problemlerde ele alinacak cisim, onceki boliimde aciklandig iizere, b
yaricapl bir kiiresel matrisin i¢erisinde, bununla es merkezli, a yaricapl tek partikiiliin
olusturdugu temsili hacim elemani ile buna es deger oldugu varsayilan b yaricaph tek
kiiresel efektif cisimdir. Bu cisimlerin hidrostatik ¢ekme ve basit kayma hallerine
maruz olmalar1 durumunda iizerlerinde biriken toplam sekil degistime isleri klasik
elastisite teorisi denklemleri kullanilarak hesaplanmistir. Buradan, Bulk modiilii ve
kayma modiiliine ait ifadeler elde edilmistir. Hesaplarda, cismin donel simetrik

geometrisine en uygun olan kiiresel koordinat takimi kullanilmistir.

2.1 Efektif Bulk Modiiliiniin Belirlenmesi

2.1.1 Kiiresel bir cismin, hidrostatik cekme halinde, sekil degistirme isinin

hesaplanmasi

Kiiresel koordinat takiminda, yer degistirme vektorii u ve bu vektoriin bilesenleri ile €

sekil degistirme tansoriiniin bilesenleri arasindaki bagintilar sirasiyla

u= urer + ueee + u(pe(p (2.1)

. _ duy . 1 +8u9
rr — or’ 69_1” Uy 20

1 du )
S(P(P = m (a—(;)p +LlrSln9 +M3COSG>

go— L (Lo, U0 o
= 2\ro0 " or r
1 1 Jdu, Jdup ug
o =3 (rsin@ e * ar 7)

Egp = % (sin@ 70 + 50 uq,cot9> 2.2)




seklinde yazilirlar [3, 4]. Burada, u,, ug ve ugp yer degistirme vektoriiniin sirasiyla
radyal, 6 ve @ dogrultusundaki bilesenleridir. e, €g ve e sirasiyla bu dogrultulardaki
birim normal vektorlerini gostermektedirler (Sekil 2.1). Burada d, kismi tiirevi

gostermektedir.

xl
Sekil 2.1: Kiiresel koordinat takiminda birim normal vektorler.

Burada ayrica €, sekil degistirme matrisi

Er & 8r(p
€= €y €90 Eoo
Eor €90 oo

seklinde belirtilir.
Ele alinan cisim 7, hidrostatik ¢ekme gerilmesi altindadir (Sekil 2.2).

Gerilme halinden ve cismin geometrisine ait donel simetriden dolay1, yer degistirmenin
yalnizca radyal bileseni sifirdan farkli olur. Ayrica bu bilesenin, 6 ve ¢ ’den bagimsiz
oldugu agiktir. Baska bir deyisle u,, yalmizca r de8iskenine baghdir. Bu, (2.1) ’de

verilen vektorle (2.2) bagintilarinda yazilirsa

u=1uer, ug=1up=0 (2.3)

. _ duy e g Uy
rr — al’, 6060 — (p(p—r

€9 =Eqp=8Ep=0 2.4)

sonuglar1 bulunur.



X,

X

Sekil 2.2: 7, hidrostatik cekme gerilmesine maruz kiiresel bir cisim.

Elastisite teorisinde gerilme bilesenlerini sekil degistirme bilesenleri cinsinden veren

baginti

Tij = A& 0;j +21LE;; (2.5)

seklindedir. Burada A ve p, Lamé sabitleridir. i ve j indisleri bilesenin satir ve siitun
etiketidir ve r, 0, @ olabilir. Ayrica tekrarlanan indis tizerinde toplama uylagimi vardir.

0; j ise Kronecker deltasidir ve

) Li=]
5,,_{ o it (2.6)

olarak tanimlanir. (2.5) bagintisinda (2.4) sonuglar1 kullanilarak

T = (A +20) %urr +27L%
du, u,
Tog = Tpp = A 3, +2(A4 —|—,LL)7
Tro = Trop = T =0 2.7)

seklinde gerilme bilesenleri yazilir. Sekil degistirme tansoriiniin bilesenlerini yer

degistirme bilesenleri cinsinden veren baginti

€= % [Vu+ (Vu)'] (2.8)
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seklindedir. Burada Vu, yer degistirmenin gradyam ve (Vu)”, bunun transpozesidir.

Buradaki V, del operatorii olarak isimlendirilir ve kiiresel koordinatlarda

d 14 1 d
V=— - _— 29
arer+r8869+rsin9 8(pe(P 2.9)
olarak yazilir.
Kiitle kuvvetlerinin sifir olmas1 durumunda denge denklemleri ise
V.t=0 (2.10)

olarak yazilir. Bu ifade ikinci dereceden bir tansor olan gerilme tansoriiniin diverjansi
olarak isimlendirilir ve sonucu ii¢ adet homojen diferansiyel denklemi verir. (2.8)
bagintisi, (2.5) ’de yerine konulursa ve elde edilen ifade, (2.10) ’da verilen denge

denkleminde yerine yerlestirilirse bu, yer degistirme bilesenleri cinsinden,

(A+u)VV-u+puvVu=0 (2.11)

olarak bulunur. Burada

VZu=VV.-u—VxVxu (2.12)

doniistimii  kullanilirsa, denge denklemi kapali formda yer degistirme vektorii

cinsinden

(A+21)VV-u—pVxVxu=0 (2.13)

olarak yazilir. Burada V -u, bir u vektoriiniin diverjansini belirtir ve silindirik

koordinatlarda

1 0 1 d

————(sin0 —_— 2.14
rsinB 06 (sinug) + rsin® 9(pu(P 2.14)

19,
V'U—r—zm(r Mr)+

seklinde yazilir ve sonucu bir skaler biiyiikliiktiir. Skaler bir biiyiikliigiin gradyani ise



VF = a—Fei (2.15)
(9x,~

olarak yazilir. Ayrica V X u ise, bir u vektoriiniin rotasyoneli olarak isimlendirilir ve

yine bu koordinat takiminda

er 8(u¢sin9)_8u9] eo [8u, _ea(ru(p)

Vxu= rsin@ a0 dp"  rsinf do TS, )
eg d(rug) duy
r [ ar 89] (2.16)

seklindedir [1].

(2.3) ’de verilen u yer degistirme vektorii, (2.13) denkleminde yerine konulursa denge

denklemi

d dur  u
u+2u_

seklini alir. Bu diferansiyel denklem diizenlenirse aslinda Euler-Cauchy tipi bir
diferansiyel denklem oldugu goriiliir. Bunun ¢oziimii i¢in
u,=r" (2.18)

doniigiimii yapilirsa

m(m—1)r" +2mr™ —2r" =0 (2.19)
denklemi elde edilir. Bu denklemin iki kokii m » = 1, —2 geklindedir. Buradan (2.17)
denkleminin ¢6ziimii
B
up =Ar+— (2.20)
T

olur. Bu ¢oziimiin b yarigaph kiirenin her yerinde gecerli olmasi i¢in, =0 da u, nin

sonlu olmas1 gerekir; ki bu



B=0 (2.21)

olmasim gerektirir. (2.3), (2.4) ve (2.7) numarali denklemlerde, elde edilen (2.20)

sonucu, (2.21) diisiiniilerek, yerine konulursa

u, = Ar (2.22)
Er = Egg = Epp = A (2.23)
T = A(3A) +2uA = 3KA

elde edilir. Burada K, Bulk modiiliidiir ve

34 +2u
3

K

(2.25)

olarak belirtilir.

Kiiresel cismin dis yiizeyinde, birim normal vektor radyal dogrultudadir. Dolayisiyla
yiizey gerilme vektorii yazilirsa, bu vektoriin bilesenlerinden sadece 7, sifirdan farkli

olur ve 7, ’a esittir. Bu yazilirsa A integral sabiti

T(r=5b)=3KA=r1,

T
A=— 2.26
K (2.26)

olarak bulunur. Sonug olarak bulunan bu sonug (2.22), (2.23) ve (2.24) denklemlerinde

yazilirsa, gerilme haline ait yer degistirme, gerilme ve sekil de8istirme bilesenleri

To
U = —F
3K
To
Er = Egp = Epp = 3_K
Trr = Tog = Tpp = To (2.27)

olarak bulunur.
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Hacmi V olan, lineer-elastik, homojen ve izotrop bir cisim i¢in sekil degistirme enerjisi

1
U= E/Vrijel-jdv (2.28)

integrali ile hesaplanir. Burada, dV diferansiyel hacim elemanini gostermektedir ve

kiiresel koordinat takiminda

dV = r*sin0drd6 dgo (2.29)

olarak yazilir. (2.28) integrali kiiresel koordinatlarda agik olarak yazilip hesaplanirsa

toplam sekil degistirme isi

1 rb T 2w
U= —/ / / (Trrsrr"f‘fee €00 +T(pg0 £¢¢)r2sin0drd9 d(p (2'30)
2 Jr=0Jo=0.J9p=0
2
U=3¢ b (2.31)

olarak veya cismin hacmi

4
V= 57:193 (2.32)
oldugundan
1 2
U= K V) (2.33)
seklinde elde edilir.

2.1.2 Tek kiiresel parcacik iceren bir kiiresel cismin, hidrostatik cekme halinde,

sekil degistirme isinin hesaplanmasi

Simdi b yarigapl, kiiresel bir matrisin icerisine a yarigapl bir kiiresel parcacigin,
es merkezli olarak yerlestirildigi ve bunun hidrostatik ¢ekme haline maruz oldugu

diistiniilecektir (Sekil 2.3).

Matris ve partikiil i¢cin yer degistirme alani, onceki problemde hesaplanan (2.20)

cOziimil kullanilarak,
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Sekil 2.3: Hidrostatik cekme halinde kiiresel parcacik iceren temsili hacim eleman.

BP

uy =ATr+— 0<r<a (2.34)
BM

u§4:AMr+7 a<r<b (2.35)

seklinde yazilir. Burada iizerinde P harfi bulunan biiyiikliikler partikiile, M harfi
bulunan biiyiikliikler matrise aittir. » = 0 ’da yerdegistirme alaninin sonlu olmasi

gerektiginden

B =0 (2.36)

bulunur. Boylece, onceki problemde anlatildif1 iizere, yer degistirme vektoriiniin

sifirdan farkli tek bileseni olan radyal bileseni

ul = APy (2.37)
BM
! = AMr+ — (2.38)
r
olur. Bu iki yer degistirme alani icin sekil degistirme ve gerilme tansorlerinin
bilesenleri 6nceki boliimde tek kiire i¢in yapilan ¢oziimde elde edilen (2.4) ve (2.7)

bagintilarindan faydalanilarak

el =ely=¢b, =A" (2.39)



M M
u_am_ 2B Mo _ o _am B (2.40)

/3 3
T =The = Tpp = (327 +2u")A" = 3K"A" (2.41)
M MM | pM 4uM
T, =3K"A" +B (—7) (2.42)
M M MM | pM 2uM
Tgp = T(P(P =3K"A" +B (r_3) (2.43)

seklinde elde edilirler. Problemin sinir kosullar1 distaki kiirenin yilizeyinde yiizey
gerilme vektoriiniin dig gerilmeye esitliginden bir, iki kiirenin ortak yiizeyinde ise yer
degistirmeler ve gerilmelerin siirekliliginden de iki olmak iizere toplam ii¢ tanedir ve

bu kosullar

r=>b'de ©™=r, (2.44)
r=a’'da uM=uf, (2.45)
r=a'da =1l (2.46)

olarak yazilirlar. Bu simir kosullar1 (2.37), (2.38), (2.41) ve (2.42) esitlikleri

kullanilarak yeniden yazilirsa

AM(3KM) + BM( M)— 2.47
) - b3 - TO ( o )
BM
AM(a)+ = —ATa=0 (2.48)
a
AMGEM) 4B~ AP (3RP) — 0 (2.49)
(3K™) +B"( ?) )= .
denklemleri elde edilir.
Kompozit cismin toplam hacmi
4
V= gmﬁ (2.50)
seklinde ve partikiiliin hacmi
4
vP = 57&13 (2.51)



seklindedir. Bu iki hacmin birbirine orani

c=—=—= (2.52)

seklinde bir ¢ sabitiyle gosterilsin. Burada c, eklenen par¢acigin hacim konsantrasyonu

olarak tanimlanir.

(2.47), (2.48) ve (2.49) denklemlerinde, (2.52) ’de ifade edilen doniisiim yapilarak,

bunlarin olusturdugu takimin ¢éziimii

D= i_]:[ (2.53)
doniisiimii de yapilarak
M _ P
b=1 4uMKM + (II<<P — 154 )c] +3KMKP (254)
AP =1, (4 + 3KY) (2.55)
3{4uM[KM 4 (KP — KM)c] +3KMKP}
AM GK" +4u™) (2.56)

= 3 4uM KM 1 (KP — KM)c] 1 3KMKP}

seklinde bulunur. Birlesimde biriken toplam sekil degistirme isini veren

1 ra T 2r
U= [ Pdr [sinoae [~ {eh sl +efytho+epyhy fdo
1 ? 2 4 2n M M M M M M
+5 / Pdr /0 5in6 d6 /0 (el il + eby ol + ey ity bdp  (257)
a

ifadesinde (2.39), (2.40), (2.41), (2.42) ve (2.43) denklemleri yerlerine konulur ve

diizenlenirse

3 3 1

b — 1
—“)+4NM(BM)2(——+a—3) (2.58)

9
U=-VcKP(A")? + 21 |9kM (AM) %( 3 3

2

bulunur. Burada
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Ar—— =V(1—¢) (2.59)

B — D3 (2.60)

yazilarak bu kompozit cisimde sekil degistirme isi

U= ng” (a") 2 + gVKM(AM) (A=) +6VuMD*(—c*+¢c) (261

olarak (2.54-2.56) denklemlerinde verilen katsayilar cinsinden elde edilir.

2.1.3 Efektif Bulk modiilii ifadesinin elde edilmesi

Efektif cisim yukarida anlatildig1 gibi temsili hacim elemanina es deger, kiiresel tek
bir cisimdir. Burada ¢oziilen kompozit cisme es deger cisim, b yarigaph kiiredir.
Bu yiizden ilk ¢oziilen problemde elde edilen (2.33) denklemindeki is ifadesi aslinda
efektif cisimde hidrostatik gerilme halinde biriken toplam sekil degistirme isini belirtir.

Bu ifade efektif cisim i¢in tekrar yazilirsa

1 2

U = %VOT() (2.62)

olur. Burada V,, parcacik icermeyen homojen malzemenin toplam hacmidir ve elbette
degeri V ile aymdir. (2.61) ’de elde edilen is ifadesi ise kompozit cisimden alinan
temsili hacim elemanina aittir. Burada hesaplanan U ile efektif cisim i¢in bulunan U*
esitlenerek diizenlenirse efektif bulk modiili K* (2.54), (2.55) ve (2.56) ’da verilen D,

AP ve AM cinsinden asagidaki gibi hesaplanir.

1

= % {9¢K® (AF) 2+ (1 —c) [9k™(AM) 2 + 12uMD?c] } (2.63)
0

Bu ifade incelendiginde efektif cismin Bulk modiiliiniin partikiiliin kayma modiiliinden

bagimsiz oldugu goriiliir.
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2.1.4 Sayisal bir uygulama

Matris ve partikiil icin elastisite modiilii ve Poisson orani sirasiyla

EM =206842.71x10°Pa, vM =0.3 (2.64)
EP =703265.24x10°Pa, vF =0.22 (2.65)

olan malzemeler se¢ilsin. Bu durumda bu malzemelere ait Bulk ve kayma modiilleri

sirastyla

KM =172368.93x10°Pa, uM =79554.89x10°Pa (2.66)
KP =418610.26x10°Pa, uf =288223.46x10%Pa (2.67)
olarak elde edilir. (2.63) ’de verilen efektif Bulk modiiliine ait bagint1 kullanilarak, bu

modiiliin hacim konsantrasyonuna baglh degisimi asagidaki grafikte cizilmistir (Sekil

2.4).

N
a
o

418.610

K* (x10° MPa)
ey
S

//

300 /
250 /

200
172.369_—""] Sauas

150

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
c (%)

Sekil 2.4: Kiiresel pargacik iceren kompozitin Bulk modiiliiniin hacim konsantrasyonu
ile degisimi.
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Buradaki grafikte tiirevinin egimi artan bir e8ri goriilmektedir. %0 ve %100
’liikk konsantrasyon icin efektif Bulk modiilii, sirasiyla matrisin ve partikiiliin Bulk

modiiliine esittir.

2.2 Efektif Kayma Modiiliiniin Belirlenmesi

2.2.1 Kiiresel bir cismin, basit kayma halinde, sekil degistirme isinin

hesaplanmasi

r = b yarigapl kiire, diizlem basit kayma etkisi altinda olsun. Burada ¢6ziim kartezyen
koordinatlarda yapilmistir; ancak ele alinan cismin geometrisine uygunluk saglamasi
acisindan kartezyen koordinat bilesenleri kiiresel koordinatlar cinsinden ifade edilerek

hesaplar yapilmistir. Bu durumda gerilme tansorii T ve r = b ’de birim dig normal n,

0 7, O sinBcos@
T=17 0 O n = | sinBsin@ (2.68)
0 0 0 cos0

seklinde yazilir. Buradan kiirenin dis yiizeyindeki yiizey gerilmesi

sin@sin@
T=1T-n=71, |sinBcos (2.69)
0

olarak bulunur.

Problemin geometrisine ve smir kosullarina uygunlugundan dolayr kiiresel har-
monikler kullanilarak ¢oziime ulasilmaya caligilacaktir. Bunun icin u yerdegistirme
vektoriiniin bir @ fonksiyonun gradyanindan tiiretildigi diistiniilebilir [2], [3]. ®
fonksiyonu bu ¢6ziim yolu i¢in kiiresel harmonik fonksiyon olarak isimlendirilir ve

problemde verilen basit kayma hali i¢in

o = x1x1" (2.70)

olarak belirlenir. Buna gore ii¢ tip kiiresel harmonik fonksiyon ¢6ziimii mevcuttur.
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1. tip: u=rVo+aro
2.tip: u=Vo
3.tip: u=rxVo

Burada ej, kartezyen koordinatlarda birim normal vektor olmak iizere, r = x;¢; (i =
1,2,3) olarak belirtilir. Ayrica buradaki r, konum vektoriiniin giddetini gostermekte

olup

r=1\/xt+x3+x3 (2.71)

seklinde hesaplanir. o ise bir sabittir.

Bu c¢oziimlerden elde edilen yer degistirme vektorlerinin (2.13) *deki denge deklemini
saglamalar gerekmektedir. Her tipteki ¢6ziimde w yerine konulur ve (2.13) denklemi
bunlar i¢in ayri ayn coziiliirse, denklemi saglayan n i¢in iki farkli sonug¢ bulunur.

Bunlar

n=0 n=-5 (2.72)

degerleridir. Sonug olarak (2.69) sinir kosulunu saglayacak yerdegistirme alani kiiresel

harmonikler kullanilarak belirtilen ii¢ tip ¢dziimiin bir kombinasyonu olarak

u=u'+v?+u®+ut+u’+uf 2.73)

seklinde yazilabilir. Burada u lar birinci, ikinci ve iiciincii tip kiiresel harmonik ¢oziim
icin n 'nin iki degerine ait bulunan yer degistirmelerdir ve kapali formda asagidaki

sekilde yazilirlar:

ul = D, [rZV(xlxz) + arxx;) (2.74)
w? =D, [ﬂv’% + azr’%] (2.75)
u® = D3V (x1x,) (2.76)
ut = mw%) 2.77)
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us = D5 [l‘ X V(xl)Cz)] (2.78)

(2.79)

u® =Dy [r X V(xlxz)}

5
Burada D katsayilar1 integral sabitleridir. Birinci tip ¢oziim i¢in » 'nin iki farkl
degerine ait o1 ve o katsayilarinin hesabi, yine (2.13) denklemi kullanilarak yapilir.
Oncelikle birinci tip ¢ziim i¢in n = 0 a ait (2.74) denkleminde verilen yer degistirme
ifadesi, denge denkleminde yerine konulup, elastik sabitleri A ve u olan bir kiiresel

cisim i¢in ¢Oziim yapilirsa

A1+ 14p
o =———F5— 2.80
! 5A+7u (2.80)
bulunur. Ayni iglem, birinci tip ¢oziimde n = —5 icin (2.75) denkleminde verilen yer
degistirme ifadesi ile yapilirsa
3L +8
o = :: H (2.81)

olarak elde edilir.

(2.73) numarali denklemde kapali1 formda yazilan ¢6ziimiin, ele alinan kiiresel cismin
her yerinde gecerli olmasi gerekir. Bunun icin yer degistirmeler sonlu olmalidir.
(2.75), (2.77) ve (2.79) ’da verilen u ifadelerininse r = 0 i¢in sonlu olmayacaklari

aciktir. Dolayisiyla bunlarin (2.75), (2.77) ve (2.79) ¢coziimlerinde verilen katsayilar

Dy =Ds=Dg=0 (2.82)

olmalidir. Simdi (2.73) denkleminde kalan terimler, (2.74), (2.76), (2.78) *daki ifadeler
ve (2.80) ile (2.82) ’deki sonuglar kullanilarak a¢ik bicimde yazilirsa

u! =D, [(rzxz + Oclx%xz)el + (r2x1 + Oclxlx%)ez + Oclxlxzmeﬂ

w= Ds [x2e1 +X162]

u = Ds [—x1x3e1 + Xxo2x3€3 + (x% — x%)eg.} (2.83)
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elde edilir. Bundan sonra yer degistirme ifadelerinden, her tipteki ¢6ziim icin sekil

degistirme tansorleri elde edilecektir. Bunun igin, el g ¢ strastyla birinci, ikinci

ve lglinctl tipte n = 0 ¢oziimiine ait sekil degistirme matrislerini gostermek {izere,

A ve u elastik katsayili kiiresel bir cisimde bu tansérlerin elemanlari (2.8) ve (2.83)

kullanilarak

2 A=17
el =D, x1x2(A —7u)

S5A+Tu
2x1x0(A —7u)
€ :Dl—S)L e
1 2x1x0(2A +71)
€3 = —

5A+7Tu

1
Ep =& =D

(x3 +x3) (84 +71) +x3(5A +7u)

S5A+7u
3)[«)62)63
8113 :8311 :D157L +7u
3Ax1x3
£y = &3 = 157L+7I~l

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)
(2.90)
(2.91)
(2.92)
(2.93)
(2.94)
(2.95)
(2.96)

(2.97)

seklinde hesaplanir. Sonucta sekil degistirme tansorii yukarida elemanlar1 verilen

tansoOrlerin toplamidir. Sembolik olarak bu,

5 5

1 ol ol 3.3 .3
E= 181 &y &x| T (& &) &3+ & &)
&1 &3 €33 &1 & &3 &1 &

20
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olarak yazilir. Ilgili gerilme bilesenleri, yukarida bulunan sekil degistirme bilesenleri

ve (2.5) denklemi kullanilarak

R 2ux1xa (194 + 14u)
1 (5SA+7w)
‘L'l —_D, 2“)61)(2(191 + 14‘LL)
22 (5A+7u)
o 12}1)(1)62(251 + 14,u)
33 (5SA+7w)
L 2u[(8A +7p) (x] +23) +x3(5A +7p))]
Ty =T = D1
(5A+7u)
61[.1)62)63
Ty =13, = Dlm
61‘[1)61)63
Ty = T3 = 1m

3 _ .3 _
Tiy = T3 = 2D3p

Tll = —2D5,UX3
TZZ = 2D5“X3
1353 =0

S _ 45
T13 = T31 = DS,UJC]

S
Ty3 = T3p = —Dslxy

(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)

(2.103)

(2.104)
(2.105)
(2.106)
(2.107)
(2.108)
(2.109)
(2.110)
(2.111)

(2.112)

olarak hesaplanirlar.  Burada gerilme tansorii de yukarida elemanlar1 yazilan

tansorlerin toplamidir ve

t=t+3 47

(2.113)

seklinde gosterilir. Bu cisimde biriken toplam sgekil degistirme isi (2.30)

bagintisindan farkli olarak kartezyen bilesenler cinsinden hesaplanan sekil degisimi

is1 yogunlugunun kiiresel hacim iizerinde integrali alinarak hesaplanacaktir. Bu hesap

sirasinda sonug integral alinirken kartezyen koordinatlar yerine
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x1 = rsinBcos@
Xp = rsinBsin@
x3 = rcos0 (2.114)

seklinde verilen kiiresel koordinatlardaki karsiliklar1 kullanilacaktir. Bu ifadenin acik

yazilimi

1 ra T 2n
U=+ / / / (h+ 75 (e +&)+ )| Psinodrasdg  2115)
2 Jr=0J6=0Jp=0

seklinde olur. Boylece integral sabitleri hesaplanmadan Once cisim {izerinde biriken

sekil degistirme isi

_ 4mu 5 5.3 22, D3V
U= —5(51+7u)2[14b DD3(A+u)(5A+7u)+ 319 (SA+7u)"(D5+ )

2
1 712 2 2
+5b7DT(2630% + 7844 0 +44117)] (2.116)

seklinde hesaplanir.

Simdi Dy, D3 ve Ds katsayilar1 hesaplanacaktir. (2.99 - 2.112) ’de verilen gerilmeler,
b yarigapl kiiresel cisim i¢in, r = b ’de yazilarak (2.69) numarali denklemde belirtilen

yiizey gerilme vektoriine esitlenirse

sin@sin@
T— {Dlrl (b,6,0)+DsT3(b,6,0) + Dst> (b, 6, <p)} ‘n=1, |sinBcose| (2.117)
0
denklem takimi elde edilir. Burada ii¢ denklem olmasina ragmen, her denklemde 6
ve @ nin lineer bagimsiz fonksiyonlarinin katsayilari esitlenirse dokuz denklem elde
edilir. Ancak bunlar ii¢ lineer bagimsiz denklemin tekrarlanmasi olarak ortaya cikar.

Bu ii¢ denklem coziiliirse

D=0, D3= —:L Ds=0 (2.118)
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bulunur. Bu durumda r = b yaricaph basit kayma etkisi altindaki kiirede biriken is,

(2.116) denklemi kullanilarak

U=_"271b’ (2.119)

seklinde elde edilir.

2.2.2 Tek Kkiiresel parcacik iceren bir kiiresel cismin, basit kayma halinde, sekil

degistirme isinin hesaplanmasi

Bu boliimde kompozit malzemeden alinan temsili hacim elemaninda diizlem basit
kayma hali altindaki toplam sekil degistirme isi hesaplanacaktir. Cisimde yiizey
gerilmesi (2.69) "da verildigi gibidir. Bir 6nceki boliimde tek kiiresel cisim i¢in yapilan
coziimde oldugu gibi kiiresel harmoniklerdeki ii¢ tip ¢6ziim kullanilarak yer de8istirme

alanlar1, matris ve partikiil i¢in

uM = o™ M M M M M (2.120)
u’ = u® +u?f o ot ot et (2.121)
u™ = B [PV (x122) + 011 x2] (2.122)
uM =B, [#V’% + azr)%} (2.123)
M = B3V (x1x7) (2.124)

u™ = B,V( ’%) (2.125)

™ = Bs [r x V(x1x2)] (2.126)

u™ — B, [r x V(%)] (2.127)

u'? = A [PV(x1x2) + ayrxix (2.128)
u® =4, [rzvx‘r—? n azr)%} (2.129)

P = A3V (xx,) (2.130)

utf = A4V()%) (2.131)

v = A5 [r x V(x1x,)] (2.132)
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u®? = 4 [r X V()ﬂ)}

. (2.133)
i

seklinde yazilir. Burada iistiinde M olan terimler matrise, P olan terimler partikiile
aittir. Her tip ¢6zlime ait n nin iki koki i¢cin yer degistirme ifadeleri (2.74-2.79)
esitliklerindeki gibi alinmistir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta, r nin deger
aralig, partikiil i¢in sifirdan a ya kadarken, matris icin bu aralik a dan b ye kadardir.
Ayrica o ve o, degerleri de onceki boliimde ¢oziilen problemdekiler ile ayni olacaktir

ve bunlar (2.80) ile (2.81) numarali denklemlerde verilmistir.

Burada ele alinan problemde toplam on iki adet bilinmeyen vardir.  Bunlar
A1,A2,A3,A4,A5,A¢ ve B1,B2,B3,B4,Bs, Bg integral sabitleridir. Partikiilde r = 0 ’da

yer degistirmenin sonlu olmasi i¢in

Ay =A4=A¢=0 (2.134)

olmalidir. Boylece belirlenmesi gereken bilinmeyen sayisi dokuza iner. Bu katsayilar
simdi belirlenmeyecek, Oncelikle bilinmeyen katsayilar cinsinden sekil degistirme
ve gerilme ifadeleri yazilacaktir. Daha sonra problemin sinir kosullar1 yazilarak
katsayilarin hesabinda kullanilacak denklem takimlari elde edilecektir. Bundan
sonraki asamada toplam sistemde biriken sekil degisimi isi bu katsayilar cinsinden

hesaplanacaktir.

eP u'? (i=1,2,...,6), partikiile ait sekil degistirme tansorlerini gostermek iizere, bu

tansOrlerin elemanlar1 bir dnceki problemde oldugu gibi, (2.8) bagntisi kullanilarak

1P 2x1200 (A" —7u")

€11 =4A1 (5P +7uP) (2.135)

elf = lzxgi(ﬁ ;J;;P) (2.136)

el — A, 2“;?5,? ;;Z‘;IJ) (2.137)

cf meff o IR IIION
el —elf =4, A (2139)

"(5AP +7uP)
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—2:3(1227 +13u")] + 4 (317 +2uP) + B33 (3T +4p”) +2u” x4}

P
1P _ 1P _ 321 X1X3
€3 =63 =A

H(SAP +7p7)
o 3xal(3+3) AP + )~ (BA +4u”)
€1 = A2 P.7
urr
op_, 3xixa[(x +23) A7 + pP) — 3 (3AF +-4p”)]
&) = Az P,
urr
o, 3xn(A” + pP) (6 a5 —43)
&3 = A2 P
urr

A
eff = &f = 5 57 A" +2u") #1327+ 4u)

A
ey = &1 = Tgﬂ {3203 [A" (x5 +x3) — 21 (9AF + 10p7)]}

2P

A
ed =e3f = Tgﬂ {3x1x3 (APxt —x3(9AF +10u”) + A:3)}

3P 3P

&, = &) = A3
3p 3P _ 3P __ 3P __ 3P __ 3P _ 3P _
€] =&) =€&3 =€&j3 =& =&3 =& =0

5x1x2 [4x% - 3(x% +x§)]
9
K

4P
€11 = A4

5x1x2 (3% — 4x3 + 3x3)
9
r

4p
&) = —A4

5x1x2(x3 +x3 — 6x3)

4P
833 — —A4 ]/‘9

4+ 3x3 (6 — 9x3) +4x5 + 3x3x% — x4

4P _ AP
€ =61 = —A4 9
222
4P _ 4P _ 4 Sxpx3 (61 —x; —x3)
€13 =& =A4 9

S5x1x3(x} — 635 + x3)

4P _ 4P _
€3 =&) =—A4 9

5P

5P
822 = A5X3

&5 =0

5P 5P
€ =& =0

sp 5P
&3 = & —ASE
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(2.140)

(2.141)

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)
(2.147)
(2.148)

(2.149)

(2.150)

(2.151)

(2.152)

(2.153)

(2.154)
(2.155)
(2.156)
(2.157)
(2.158)

(2.159)



&) =€) = —As2 (2.160)

2
6P — AgD (4 ;f% —5) (2.161)

e — 4,520 %_;x%“%) (2.162)

e = A6w (2.163)

ey =€ =0 (2.164)
R IIE G tf%) = 2] (2.165)
f — eff — a2 _rzf% +35) (2.166)

seklinde hesaplanirlar. Partikiil i¢in sekil degistirme tansorii 6nceki problemde oldugu
gibi yukarida bilesenleri verilen tansorlerin toplami ile bulunur. Ayni ifadelerde A;
katsayilar1 yerine B; katsayilar1 konulur ve A7, u” yerine AM, uM kullanilirsa matrise

ait sekil degistirme tansorleri olan €M (i = 1,2, ...,6) ’ler elde edilir.

Sekil degistirme ifadelerinden gerilme ifadelerine gegebilmek i¢in (2.5) numaral
denklem kullamilarak partikiile ve matrise ait /¥ ve tM (i =1,2,...,6) gerilme

tansorleri elde edilir. Bu ifadeler cok uzun oldugu i¢in buraya yazilmamustir.

Bundan sonra, denklemlerdeki bilinmeyen integral katsayilarin1 bulmak i¢in sinir
sartlar1 yazilacaktir. Ancak Oncelikle kartezyen koordinatlardaki bilesenler kiiresel
koordinatlar cinsinden (2.114) doniisiimii kullanilarak yazilmistir. Yiizey gerilmesinin
iic bileseninin ve yer degistirme vektoriiniin iic bileseninin matris ve partikiiliin
ara ylizeyinde esitligi birinci ve ikinci grup sinir kosulunu olusturur. Matrisin dis
yiizeyindeki ylizey gerilmesinin (2.69) ’da verilen degere esit olmasi ise tigiincii sinir

kosuludur. Béylece birinci grup sinir kosulu r = a °da

M, — ) (2.167)

seklindedir. Burada iic denklem olmasma ragmen, her denklemde 6 ve ¢ nin
lineer bagimsiz fonksiyonlarinin katsayilari egitlenirse dokuz adet denklem elde edilir.

Ancak bunlar ii¢ lineer bagimsiz denklemin tekrarlanmasi olarak ortaya ¢ikar. Bunlar
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B
Bsa® + — = Asd® (2.168)
a

216024 +7u") 2B AN £TuM)  3B(AM M) SBe o
SAPHTUP T (SAM 4 7uM) a2t a* '

A1d’ +Aza® = Bid' + Bya® + Bsa® + By (2.170)

olarak bulunurlar.

Ikinci grup smir kosulu » = a *da

(r=a)=™(r=0a) 2.171)

seklindedir. Burada da ti¢ denklem olmasina ragmen, her denklemde 6 ve ¢ nin lineer
bagimsiz fonksiyonlarinin katsayilar1 esitlenirse dokuz denklem elde edilir. Ancak

bunlar yine ii¢ lineer bagimsiz denklemin tekrarlanmasi olarak ortaya cikar. Bunlarsa

uM(Bsa® —4Bg)

" = Asu? (2.172)

24122 (19AF +14uP)  2B1a®puM (19AM + 14u™M)

S5AP +7uf B (5AM +7uM)
24B,(AM 4+ uMy  40B,uM
a a

oAspf 1 241a%uf (AP +7uf) _ 2B @M (8AM +7uM)  By(3AM +2uM)
S5AP +7u” S5AM +7uM a’
2/,LM(B3a5 —4B4)
+ 5
a

(2.174)

esitlikleridir. Sinir kosulu olarak yazilabilecek son denklem grubu ise matris yiizeyinde

yani r = b ’de

™Mir=b)=T (2.175)

denklemleridir. Burada da yine onceki sinir sartlarinda oldugu gibi sonugta ii¢ lineer

bagimsiz denklem elde edilir. Bunlar da
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4Bg — Bsb® =0 (2.176)
2B1b" M (8AM 1 7uM) 4 (SAM 4 7uM)[Bob* (3AM +2uM)
+2B30° uM — 8B uM) = (521 +7uMp1, (2.177)
B 16" uM(19AM 4 14u™) 4 4(5AM 4 7uM)[3Bob* (AM + uM) — 5B,uM] =0 (2.178)

denklemleridir. (2.168), (2.172) ve (2.176) denklemleri ¢oziiliirse,

As=Bs=Bg=0 (2.179)

bulunur.

Geriye kalan alt1 katsay1y1 hesaplanmadan once,

1 a T 21
U= / /9 / (5P +5F) (e)F + &) sin0drd0d
r
Lo (o 3 M oM M, AMy UM, oM
+2r ; (" +7; +7; +7;7 )& +&; +

e + &) sin0drd0d ¢ (2.180)

bagintis1 kullanilarak sifirdan farkli katsayilar cinsinden toplam is hesaplanacaktir. Bu
bagintidaki partikiilde biriken isi ifade eden ilk terim U” ile ve matriste biriken isi

gosteren ikinci terim UM ile gosterilip bunlar sirasiyla hesaplanirsa

dru®

Ut =
5(5AF +7uf)

5
S[14a° A1 A3 (A7 + puP)(SAT +7u”) + §a3A§(57U° +7uf)?

+%a7A%(263(/1P)2 + 7840 uf +441(uP)?)]  (2.181)
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27
315a7b7uM (5AM 4 7uM)?
—210a'%" B3 (uM)? (SAM + 7uM)? 1 1760b" B3 (uM)? (5AM 4-7uM)?
)

UM —

-{—1764a"*b"B B3 (u™)*(AM + ™) (5SAM 4+ 7uM)
—2112a°b" ByByptM (AM + uM) (501 - 7uM)?
—18a°b" B Bopu™ (SAM 4+ 7uM) (—27(AM)? + 20421 uM 4 196(uM)?)
+3a*b"B3(5AM +7uM)?(263(AM)? + 66421 uM + 436(uM)?)
—18a"p" B (uM)?(263(AM)? + 784AM uM + 441 (uM)?)
+a’[1764b"2 B B3 (uM)? (AM 4+ uM) (51 4+ 7uM)
+21061°B3 (uM)?(5AM + 7uM)? — 1760B3 (uM)? (SAM 4+ 7uM)?
+211262BoByut™ (AM + uM) (501 +7uM)?
+186° B Bou™ (5AM + 7uM) (=27(AM)? +204AM uM 4 196(uM)?)
—3b*B3(5AM + 7uM)?(263(AM)? + 664AM uM 4 436(uM)?)
+1801 B3 (uM)?(263(AM)? + 784AM uM 1 441 (u™)H)]} (2.182)

ifadeleri elde edilir.

2.2.3 Efektif cisim icin is ve kayma modiilii ifadesi

Efektif cisim, b yaricapli, kiiresel bir cisimdir. Bundan dolay: basit kayma halinde

bu cisimde biriken toplam sekil degistirme isi (2.119) ’da verilen ifadede pt yerine u*

konularak
72
U= 3—5*7:193 (2.183)
seklinde elde edilir.

Bundan sonra (2.27) denklemi ile (2.181) ve (2.182) denklemlerinin toplami birbirine
esitlenip buradan p* ifadesi elde edilir. Elde edilen bu ifade bilinmeyen alt1 katsay1
cinsinden bulunmustur. Katsayilarin hesabi icin (2.169), (2.170), (2.173), (2.174),
(2.177) ve (2.178) numarali denklemlerin olusturdugu takim coziilmelidir. Analitik

¢cOziim yerine denklemler sayisal olarak c¢oziilecektir.
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Bu denklemler incelendiginde, katsay1 degerlerinin ¢ = a* /b hacim konsantrasyonuna

eu

gore degistigi goriilmektedir.

2.2.4 Sayisal ¢oziim ile sonuclar

Matris ve partikiil i¢cin 6nceki sayisal uygulamada secilen malzemeler goz Oniine
alinsin. Bunlarin elastisite modiilii, Poisson orani, Bulk ve kayma modiilleri sirasiyla
(2.64 - 2.67) ifadelerinde verilmistir. Bunlar ile, (2.169), (2.170), (2.173), (2.174),
(2.177) ve (2.178) denklemlerinin olusturdugu takim sabit bir ¢ degeri i¢in ¢oziilerek
once katsayilar ve bunlara bagl olarak sekil degisimi isi ve en sonunda da bu is efektif
malzemenin isine esitlenerek kompozitin u* efektif kayma modiilii bulunmugtur. Bu
islem ¢ 'nin O - 1 araliginda %1 lik artiglari i¢in tekrarlanarak pu* - ¢ egrisi ¢izilmistir

(Sekil 2.5). Bunun i¢in bir Fortran ’da yazilmustir.

300

250 /

e
i

150 /

288.223

p* (x10% MPa)

79555 = |

50

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
c (%)

Sekil 2.5: Kiiresel pargacik iceren kompozitin kayma modiiliiniin hacim konsantrasy-
onu ile degisimi.
Bu grafikte de yine tiirevinin egimi artan bir egri goriilmektedir.

Kiiresel efektif cisme ait onceki boliimde elde edilen Bulk modiilii ile burada elde
edilen kayma modiilii kullanilarak efektif poisson oraninin da konsantrasyon ile

degisimi elde edilmistir. Bunun i¢in Poisson oranini, Bulk ve kayma modiilii cinsinden
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ifade etmek yeterlidir. Bulk modiiliiniin kayma modiiliine oran1 K /i ye eger f dersek,

Poisson orani

_3f-2

V= —6f ) (2.184)

seklinde yazilir. Buna gore efektif malzemenin Poisson oraninin hacim konsantrasy-

onu ile degisimi grafikte verilmistir (Sekil 2.6).

x 035
>

0.3 pr—

0.25
0.22

0.2

0.15

0.1

0.05

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
c (%)

Sekil 2.6: Kiiresel pargacik iceren kompozitin Poisson oraninin hacim konsantrasyonu
ile degisimi.

Grafikten goriildiigii iizere efektif Poisson orani konsantrasyon artisi ile diigmektedir.
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3. INCE LiFLER iCEREN KOMPOZIT CISMIN KAYMA MODULUNUN
ANALITIK YOLLA BULUNMASI

3.1 Silindirik Bir Cismin Kendi Ekseni Etrafinda Burulmasi

Bu problemde, x3 ekseni etrafinda burulma momenti etkisindeki silindirik bir cisim
ele alinacak ve problem silindirik koordinatlarda incelenecektir. Problemde ele alinan
h yiiksekliginde, b yaricapli, iist ve alt yiizeylerine kendi ekseni dogrultusunda My
burulma momenti etkiyen silindirik cisim ile silindirik koordinat takimindaki birim

vektorler sirasiyla gosterilmistir (Sekil 3.1, 3.2).

h/2 |

h/2 X, /

Sekil 3.1: / yiiksekliginde, b yaricapli, My burulma momenti etkiyen silindir.

Gerilme tansorii T, bu problem icin silindirik koordinatlarda
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Sekil 3.2: Silindirik koordinat takiminda birim normal vektorler.

0 79 O
T = T(Pr 0 T(PZ (3.1)
0 7 O

seklindedir ve problemin biitiin bilinmeyenleri ¢ degiskeninden bagimsizdir. Sadece
x3 dogrultusunda moment séz konusu oldugundan, sonsuz kiiciik bir elemanda bu
dogrultuda moment dengesi yazilmaya calisilacaktir. Bunun icin ekseni x3 ekseni olan,
r yarigapli, orijine olan uzaklig1 z olan, dz yiiksekliginde bir eleman ve bunun iizerine

etkiyen gerilmeler goz oniine alinsin (Sekil 3.3).

Bu elemanin eksen koordinatlar1 z ve z+ dz olan alt ve iist yiizeylerine T,p,  'nin
sabit oldugu yan yiizeyine 7., kayma gerilmeleri etkir. Elemandaki M, (r,z) momenti,
list ylizeydeki 7, kayma gerilmelerinin etkidigi yiizeyin merkezine gore olusturdugu

momentlerin bilegkesidir. Bu yazilirsa

M(r2) =2m [ ng(E.0)E%d (32)

ifadesi bulunur. Bu ifade r ye gore tiiretilip diizenlenirse

1 oM,

72 ar 3.3)

TZ(P (}", Z) =
esitligi elde edilir.
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X

Sekil 3.3: r yaricapli, dz yiiksekliginde silindirik hacim elemana.

Eleman iizerindeki momentin z dogrultusundaki de8isimi de varsayilacagindan,

elemanin bu dogrultudaki moment dengesi yazilirsa diger gerilme bileseni

1 oM,

MZ +dMZ—MZ+Tr(p27TFdZI": 00— Tr(P = _W&_Z

3.4)

olarak elde edilir.

Silindirik koordinatlarda sekil degistirme bilesenleri ile yer degistirme bilesenleri
arasindaki bagintilar, problemde sadece uy(r,z) yer degistirme bileseninin sifirdan

farkli oldugu diisiiniilerek

Er=Epp =& =0 3.5)
1 (dup ug 1
& =5 (W - 7) =2l (3.6)
1 /du 1
co=3(52) = 30 @)
&.=0 (3.8)
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olarak yazilir. Burada ¥,¢ ve ¥, kayma agilaridir ve bunun ligiincii bilegeni olan 7,

sifirdir. Sifirdan farkli gerilme bilesenleri ise Hooke bagintisindan

dug
Tp = u—az 3.9)
0
Typ = Il (% - ”7"’) (3.10)

olarak elde edilirler. (3.3) ve (3.4) denklemleri sirasiyla (3.9) ve (3.10) ifadelerine

esitlenirse

1 M,  dug
2nr? or —H 0z (31D
Tomr o M (W B (12

denklemleri bulunur. Bu denklemlerden ilki r, ikincisi z degigkenlerine gore tiiretilip

ug yer degistirme bileseni yok edilirse, elemana etkiyen burulma momenti i¢in

9°’M, 30M. 9°M.
—= +
ar:  r dr 072

=0 (3.13)

diferansiyel denklemi bulunur. B bir sabiti gostermek {izere, M = B bu denklemin bir

¢Oziimiidiir. Bu denklemin diger ¢oziimii i¢in

z=Rcos0, r = Rsin0, ¢ = (p, (3.14)

seklinde (R, 6, (p,) kiiresel koordinatlara gecilirse (3.13) denklemi

0°M, 20M. 3cot® M, 1 I°M,

— — — =0 3.15
JR® ROR R 96 'R 002 G-15)

sekline gelir. Bu denklemin ¢oziimiiniin
M,=R"'M,, (n=1,2,...) (3.16)

seklinde bir seri oldugu varsayilabilir. Buradaki M,
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*M, oM,
#—3cotea—;+n(n—3)M,, =0 (3.17)
denklemini saglar. Burada
M, = F,sin*@ (3.18)

doniisiimii yapilir ve denklem diizenlenirse

0%F, OF, cosb cos*0
F,.|—2-4 -3)]=0 3.19
96 " 96 sinb © n( sin*6 i >) (-19)
esitligi elde edilir. Burada
v = cos0 (3.20)

doniisiimii yapilirsa

d
B sing = —/1—12 (3.21)

do
d*v
de?
dF, dF,dv dF,
16~ dvdd_ dv (_ v 1_"2) (3.23)
d*F, d%F, (dv\*> dF,d*> d*F,
de? ~ av? (%) dv de2

=y (3.22)

(1—v?)+

(=) (3.24)

esitlikleri elde edilip bunlar (3.19) denkleminde yerlestirilirse

0°F, oF, 4
W(l—vz)—Zv%-i—Fn ((n—1)(n—2)—1_v2) =0 (3.25)

denklemi bulunur. Bu, mertebesi iki olan (n —2). dereceden Legendre polinomudur

ve buradaki F;, i¢in birinci tip ¢oziim, Pf_z ile gosterilip

d2
F, =P ,=(1-V%) T3 (Pa), =222 (3.26)

seklinde hesaplanir. Burada P,_; ise
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a2Pan 2 aPan
302 (1—v%) —2v 30 +P2((n—1)(n—2))=0 (3.27)
denklemini saglar [4]. n =4 icin
p=1 (31*—1) (3.28)
> .
2 N
Fy=P;=(1—-v )dvz (Py) (3.29)

seklinde alinacak tek terim denklemi saglar. Dolayisiyla (3.18) ifadesinden M, elde
edilerek, (3.14) ve (3.20) doniisiimleri ile geri doniilerek (3.16) denklemi bir C integral

sabiti de kullanilarak yazilirsa

M. =CR*sin*0 +B=Cr* +B (3.30)

bulunur. (3.25) denkleminin ikinci tip ¢oziimi Q,_», logaritmik oldugu i¢in hesaba

katilmamistir. Ayrica r = 0 i¢in M, sifir olacagindan B sabiti sifirdir.

Ele alinan silindirin alt ve iist yiizeylerine etkiyen My burulma momentinin birim alana
diisen miktarina m denilsin. Bagka bir deyisle bu cismin alt ve iist yiizeylerinde z
dogrultusunda etkiyen m, yiizeyde yayili burulma momentinin bilegkesi My olsun.
Boyle bir tanimlama yapmadaki amag, ele alinan problemi ileride mikropolar teori ile

coziimlerken, burada elde edilen sonuglarin kullanilabilirligini saglamaktir. Bu,

My = mrnb? (3.31)

seklinde yazilir. (3.30) ’da verilen M, ifadesi r = b i¢in My 1 verecektir. Buradan

bilinmeyen katsay1

CH = mab? — C= ’Z—f (3.32)

olarak bulunur. Boylece ilgili kayma gerilmesi bilesenleri (3.3) ve (3.4) denklemleri

kullanilarak
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2mr
Tzp = ? (3.33)
Typ =0 (3.34)

ve sifirdan farkli kayma agis1 bileseni Hooke bagintisindan

2mr

’}/Z(P — W (3.35)
olarak elde edilir. Silindirde biriken toplam sekil degistirme isi ise
1 p2m b 4
v/ / y /Z | otkordgdids (3.36)
hacim integralinin hesabi ile
Thm?
U="" (3.37)
u

seklinde hesaplanir.

3.2 Tek Ince Lif iceren Silindirik Bir Cismin Kendi Ekseni Etrafinda Burulmas:

Simdi eksenleri ve uzunluklar1 ayni, farkli malzemeden yapilms, birlikte ¢alisan i¢
ice iki silindirde ayn1 problem ele alinacaktir (Sekil 3.4). Bu, aslinda icerisinde tek
dogrultuda yonlendirilmis, birbirlerine paralel, ince lifler iceren kompozit malzemeden
alinan temsili hacim elemanidir. Igteki silindirik pargan lif, bunun etrafim kaplayan
kismin ise matris oldugu diistiniilmektedir. Burada aslinda temsili hacim elemanina
etkiyen toplam burulma momenti My olmasina karsin, dnceki kisimda agiklandigi
izere, yiizeyde yayili moment olan m ile hesaplar yapilacaktir. Bir kesitte icteki
silindirin tagidig1 burulma momenti MF, distaki matrisin tasidig1 burulma momenti
MM ile, bunlara ait gerilmelerse sirasiyla tF ve 7 ile gosterileceklerdir. Yine iizerinde
P indisi bulunan elastik katsayilar icteki, M indisi bulunanlar ise distaki malzemeye

aittir.

Icteki silindirin aldigi M? momenti ve sifirdan farkli gerilme bileseni 7£; (3.3), (3.7)

2>
ve (3.30) ifadeleri kullanilarak,
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x3
g™,
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h/2 ]
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T X,

h/2 x]/ |
|

Sekil 3.4: Burulma momentine maruz tek ince lif iceren silindirik cisim.

MP(r,z)=Ctr*, (0<r<a) (3.38)
1 oMmP 2cPr
Tf(p(r,z) T2 or  m “PVZéP (3.39)

olarak yazilirken ici bos olan distaki silindirde

MM (r,z) =CM* DM (a<r<b) (3.40)

seklinde yazilabilir. Bundaki kayma gerilmeleri ise

1 oMM 2cMy
rgt’,,(r,z):zmz 5= = uMylg (3.41)

seklinde elde edilir. Bu kayma gerilmelerinin bileskesi My = mmb?> momentini

verecektir. Bu yazilirsa

/ ontl Pdr + / 2t dr = M (3.42)
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esitliginden

CPa*+cM (b* —a*) = My

(3.43)

denklemi elde edilir. (3.39) ve (3.41) ’de bulunan gerilme ifadeleri (3.9) denklemine

esitlenirse sirasiyla

TZP(p(raz)_ T = az

M
M _2CMr  y9ug
Top(r2) = M o7

denklemleri elde edilir. Buradan yer degistirmeler hesaplanirsa

2CFr
ugzznupz+fﬂﬂ

2CMy
ujg = 71,"LLMZ+f2(r)

P

bulunur. « 0

ve u%[ bilesenleri z =0 ’da Ug’ = U(I; = 0 olacagindan

filr) = fa(r) =0

olur. r=ada

Up = Uy
esitiginden
C_P = “_P Sch=cM 'u_P
cM M - M

bulunur. (3.43) ve (3.50) denklemlerinden katsayilar

P_ Mop”
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M, M
M oM
- 1Pat + M (b* — ab) (3.52)

olarak elde edilir. Ig ice iki silindirden olusan cisimde biriken toplam sekil degistirme
isi
1 “ p b M
U= 2mh| [ elytdr+ [ aar (3.53)

denkleminden (3.39), (3.41), (3.51) ve (3.52) denklemleri kullanilarak

b*m*mh
= S4

seklinde hesaplanir.

3.3 Efektif Kayma Modiiliiniin Hesaplanmasi

Efektif cisim, bir onceki boliimde ele alinan kompozit silindirik cisme es deger
bir silindirik cisimdir. Dolayisiyla yukarida ¢oziilen burulma momentine maruz bir
silindirde hesaplanan toplam sekil degistirme isinin ifadesi efektif cisim icin kayma
modiilii efektif olani ile degistirilerek aynen kullanilabilir. Dolayisiyla efektif cisimde
toplam is (3.37) ’de verilen ifadede u yerine u* konularak elde edilir. Bununla temsili

hacim eleman i¢in hesaplanan ve (3.54) ’de verilen 1s ifadesi esitlenirse

whm? b*m>mth
ue (P — ) ot (359
denkleminden u* ¢ekilerek efektif kayma modiilii
1 b*
(3.56)

w - auf + (b* — a*)uM
olarak bulunur. I¢ ice iki silindirik malzemeden olusan kompozit malzemede hacim

konsantrasyonu ¢

c=— — a’=cb® (3.57)
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seklinde tanimlanarak (3.56) denklemi diizenlenirse

p=pl? +uM1—c?) (3.58)

denklemi elde edilir.

3.4 Sayisal Bir Uygulama

Matris ile life ait kayma modiilleri 6nceki uygulamalarda oldugu gibi (2.66) ve (2.67)
"de belirtilen kayma modiilleri olarak se¢ilsin. Bu durumda (3.58) ’de verilen denklem
kullanilarak efektif cismin kayma modiilii #* ’1n ile hacim konsantrasyonu ¢ ’ye bagh
degisimi ¢izilmistir (Sekil 3.5). Ayrica lifli kompozit ile parcacik igeren kopozitin
kayma modiillerinin hacim konsantrasyonu ile degisimi grafigi de cizilmistir (Sekil

3.6).

w
o
o

288.223

. /
/

100 /
79.555

50

p* (x10% MPa)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 L) 100
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Sekil 3.5: Silindirik lif igeren kompozit cismin kayma modiiliiniin hacim konsantrasy-
onu ile degisimi.

3.5 Ince Lifler Iceren Kompozitin Mikropolar Malzeme Olarak Ele Ahnmasi

Burada temsili hacim elemanina denk olan efektif cismin malzemesinin mikropolar

oldugu diisiiniilecektir. Aslinda bununla, matris ve parcaciklarin olusturdugu kompozit
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Sekil 3.6: Lifli ve pargacikli kompozit cismin kayma modiiliiniin hacim konsantrasy-
onu ile degisimi.

elemanin davramiginmi eksik modelleme kaygisim giderme hedeflenmektedir. Zira

olusacak kompozit elemanda, eklenen parcaciklar ¢ok kiiciik oldugundan, bilinen

elastisite teorisinde goz Oniinde bulundurulmayan parcaciklarin donme etkilerini de

hesaplara eklemek yerinde olacaktir. Dolayisiyla efektif cisme ait gerilme ve sekil

degistirme bilesenlerinin hesab1 i¢in mikropolar teorideki denklemler kullanilacaktir.

3.5.1 Mikropolar teori

Mikropolar teori, malzemede olusan etkinin, bir noktadan bagka bir noktaya sadece
gerilme bilesenleri ile degil bunlarla birlikte parcaciklarin mikro donmelerinden
kaynaklanan gerilme-ciftleri bilesenleri ile de aktarildigin1 belirtir.  Bu teoriye
uygunluk gosteren cisme mikropolar cisim denilir. Mikropolar bir cisimden alinan
dx, dy, dz boyutlarina sahip dikdortgenler prizmasi seklindeki bir diferansiyel hacim
elemaninin yiizeylerinde gerilme bilesenleri 7;; ile birlikte gerilme-¢ifti bilesenleri u;;

de bulunacaktir (Sekil 3.7).

Bu elemanda herhangi bir noktaya gore moment dengesi yazilirsa, klasik elastisite

teorisinde elde edilen kayma gerilmelerinin esitliginin saglanmadig: goriiliir. Boylece
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\ch

Sekil 3.7: Mikropolar cisimden alinan bir diferansiyel hacim elemani {izerinde gerilme
ve gerilme-¢ifti bilesenleri.

gerilme ve sekil degistirme halini tanimlayan tansorlerin mikropolar teoride simetrik

olmadig anlagilmis olur.

Mikropolar bir malzemede u yer degistirme vektoriine ilave olarak ¢ mikro
donme vektorii de tammmlanmaktadir. Bu malzemede zamana bagli olmayan denge

denklemleri, kiitle kuvvetlerinin sifir olmasi durumunda

(A+2u)VViu—(U+0)VXVxu+2aVxe =0 3.59)

(B+2y)VV-¢ — (y+€)VX VX9 +20Vxu—4ap =0 (3.60)

seklindedir. Burada a, B, 7, A, U, € malzeme sabitleridir. Ayrica asimetrik sekil

degistirme tansorii ¥ ve burulma tansorii k, u ve ¢ vektorlerinin bilesenleri cinsinden

ou;

Vi = 5 b (3.61)
Kij = aa—?: (3.62)

seklinde ifade edilebilirler. Burada &;; permiitasyon semboliidiir.
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Mikropolar malzemede ayrica gerilme tansorii T ve gerilme cifti tansori M ’nin

bilesenleri ise

Ty = (U + @)%+ (1 — a)Yji+ AV Sij (3.63)

Mij = (y+¢€)kij+ (Y — €)Kji + B K6y (3.64)

seklindedir [9, 10].

3.5.2 Efektif cismin basit burulma halinde toplam sekil degistirme isinin
mikropolar teori kullamlarak hesaplanmasi ve mikropolar malzeme katsayilari

arasindaki iliskinin elde edilmesi

Kiiresel cisimde iizerinde yayili burulma yiizey momenti bulunmasi halinde kayma
gerilmelerinde bir tekillik gozlenmistir. Bu tekillik sonucu etkilememesine ragmen
ayni problemi tekillik gOstermeyen bir geometriye sahip cisimde ¢dzmenin uygun
olacag1 diisiiniilmiistiir. Bu sebeple efektif cisimde mikropolar teori ile is yalnizca
silindirik cisimde hesaplanmigtir. Ancak burada mikropolar malzeme katsayilar1 o ve

€ ’un sifir oldugu 6zel bir malzeme kullanilmistir.

R
I
™
I
o

(3.65)

Bu durumda gerek 7, gerekse p tansorleri simetrik tansorler olurlar ve u ile @ ’nin

sagladiklar1 denklemler

(A+2U)VV-u—puVxVxu=0 (3.66)

(B+2y)VV-¢ —YVxVx¢=0 (3.67)

seklinde birbirlerinden ayrilirlar. Problemi c¢ozerken (3.66) ve (3.67) denklemleri

arasindaki analoji kullanilacaktir.
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Burada c¢oziilecek olan problem, secilen tiir mikropolar malzemeden yapilmis b yari
caply, & yliksekliginde bir silindirdir ve eksen takimi dnceki problemlerde oldugu gibi

alimmustir (Sekil 3.1).

Problem silindirik koordinatlarda c¢oziilecektir. Sinir kosullar1, m yiizey gerilme ¢ifti

vektori olmak tizere

h [0
7= > de, m= |0 (3.68)
|m
i [0
7= -5 de, m=| 0 (3.69)
| —m
[0
r=b de, m= |0 3.70)
0

seklinde yazilir. Bu problem i¢in yukarida belirtilen analojiden dolayr dnce ayni
silindire alt ve {iist yiizeylerine sabit, z dogrultusunda normal gerilme etkimesi halinin
diisiiniilmesi gerekmektedir. Bu durumda problem donel simetriktir ve ¢ ’den

bagimsizdir. Ayrica,

1y =0 (3.71)

olur. Ayn1 durumu mevcut probleme uygularsak mikro donme vektorii

Or
6=10 (3.72)

P

seklinde olur ve ¢, ile @, bilesenleri ¢ degiskeninden bagimsizdir. Bu durumda mikro

donme ile ilgili denge denklemleri (3.67) denkleminden

d (99, &  9¢: d (09, 99\ _
(7L+2u)§ <W+7+a—z)+ua—z ( 9z _W) =0 3.73)

2 (90, o,\ 107 (96 90,
<“2“>a_z<ar +7) s H 5 _W)]

seklinde iki denkleme indirgenir. Gerilme-¢ifti tansorii ise

0 3.74)
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2% 0 a‘Pz _|_ a¢‘r

ar ar Jz
M=yl o 2% o
9¢; | 99 2¢:
ot V2%
seklinde yazilir. Burada A,

99, | ¢ | 99:
A= —+ ==
ar * r * dz

olarak tanimlanmistir.

(3.68)-(3.70) ifadeleri ile verilen sinir kosullar1 (3.75) esitligi kullanilarak

29, _

+B

r=dda BA+2y 0
ar
¢, 99
=dd L= =0
r=ada 2. o
h'  d¢, 00,
e=a 9 o =0
h' a9,
= — A+2y—= =
Z 2de BA+ y&z m
seklinde elde edilirler. Bu denklemler
O, = Ar
¢, = Bz

ile saglanir. Bu ifadeler (3.77 - 3.80) denklemlerinde kullanilirsa

Y A
Y(2y+3pB)

e B

22y +3B)

o o B

o b o

> o o

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

seklinde iki katsay1 da tayin edilir. Bulunan katsayilar (3.62), (3.75) ve (3.76)

denklemlerinde kullanilarak

(3.85)



A0 O 2A+B 0 0
M=2y|0 A O|+B| O 24+B 0 (3.86)
00 B 0 0 2A+B

esitlikleri elde edilir.

Cisimde biriken toplam sekil degistirme isi (3.83 - 3.86) denklemleri kullanilarak

hesaplanirsa

1 2m %’ b
U= /0 do / dz /0 Ki;Mijrdr (3.87)
2
+7v
U= ﬂhbszB— (3.88)
2y(2y+3B)

sonucu bulunur. Bu ifade, (3.54) ’e esitlenir ve diizenlenirse

B+y b>
2y2y+3B)  a*(uP — uM) +b*uM (3.89)

seklinde B ve 7y katsayilar1 arasinda bir iligki bulunur. Buradan fiktif mikropolar

malzemede katsayilarin boyutlarla iligkili oldugu sonucu ¢ikar. Eger (3.89) ifadesinde

B=B1, y=y1 (3.90)

tanimlamasi yapilirsa ¥ ve f katsayilari arasinda

B +y 1
i 7 T~ — 3.91
27 (27 +3B")  cH(uP —uM)+pM (4D

bagintis1 elde edilir.
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4. DENEYSEL CALISMALAR

Onceki boliimlerde yapilan teorik calismalarin pratik ile desteklenmesi amaciyla
basit cekmeye maruz silindirik kompozit numunelerin deneyleri yapilmistir. Yapilan
deneylerde kullanilan numuneler mikron mertebede capa sahip lifler icermektedir.
Burada matris malzemesi olarak polyester, lif olarak da Kevlar iplik¢iklerin
olusturdugu demetler kullanilmistir.  Bu secimde matris malzemesinin elastik

ozelliklerinin katki malzemesininkilere gore ¢ok kiigiik olmasi1 kabulii esas alinmugtir.

4.1 Numunelerin Hazirlanmasi

Oncelikle numunelerin dokiimii igin sekilde cizimleri goriilen kalip imal ettirilmistir.
Kalip paslanmaz celik malzemeden olup, 22 mm c¢apinda silindirik bir numune

hazirlamak i¢in tasarlanmistir (Sekil 4.1).

Sekil 4.1: Numune hazirlanmasi i¢in kullanilan paslanmaz ¢elikten imal edilmis kalip

Bu sekilde goriildiigii gibi, dokiim esnasinda kayma olmamasi i¢in kalip pimlerle
merkezlenmis ve alti adet vida ile sabitlenmigstir.  Bu sekilde sabitlenen iki
parcanin olusturdugu kalibin bir tarafindaki delikten polyester dokiilerek numune elde

edilecektir.
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Polyester olarak, Tiirkiye ’de iiretilen Poliya markasinin iirettigi Polipol 336 kodlu
RTM tipi polyester kullanilmistir. Uriiniin, teknik biilteninde, post kiir islemi sonrasi
sertlestikten sonra, standart numunesine ait cekme dayanimi 64 MPa, elastisite modiilii
2801 MPa, kopma uzama oran1 %2.8 olarak verilmektedir. Ancak bu ozellikler bu

malzemeden elde edilen her numune i¢in saglanamaz.

Oncelikle saf matris malzemesinin elastik ozelliklerini gormek amaciyla katkisiz
numuneler dokiilmiistiir. Bunlarin hazirlanmasi, yukarida belirtilen polyesterin
icerisine agirlikca %0.05 oraninda kobalt, %0.25 oraninda da Metil-Etil-Keton(MEK)
‘dan olusan katilagtiricinin oda sicakliginda katilmasi seklinde olmustur. MEK
‘in diigiik oranda katilmasi, kiirlesmenin ekzotermik olmasi dolayisiyla reaksiyon
stirerken termal gerilmeler sonucu numunenin catlamasini veya deforme olmasini
engelleme kaygisindan kaynaklanmaktadir. Bunun igin, literatiirde belirtilen bir deger
bulunamamasindan dolayi, oranlar azar azar arttirllmis ve elde edilen numunelerde

istenen durum kontrol edilmistir.

Sonrasinda hacimce %1 ve %1.5 oraninda Kevlar lif iceren kompozit numuneler
hazirlanmistir. Matris malzemesi olan polyesterin hazirlanmasi i¢in yukarida belirtilen
oranlar kullamilmigtir. Liflerin yerlesimi icin elek teli kullanilmis, bu elek teli uygun
Olciilerde kesilip elde edilen parcalar kalipta bu amacla olusturulmus bosluklara
sabitlenmiglerdir. Ardindan iki elek arasinda lifler birbirlerine ve silindir eksenine
paralel sekilde konumlandirilmiglardir. Liflerin yerlesimlerinin kesit goriiniisii sematik

olarak gosterilmistir (Sekil 4.2).

Sekil 4.2: %1 ve %]1.5 oraninda konulan liflerin kesitte yerlesimlerinin semasi

Numunelerden birinin hazirlanis1 sirasinda cekilen ve liflerin yerlesimini gdsteren

fotograflar da verilmistir (Sekil 4.3).

Saf polyesterden olusan numune hazirlanirken, siv1 haldeki poleysteri, bunun icerisine

kobalt ve katilagtirici katildiktan sonra, kalip dik pozisyonda iken kalibin iist
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Sekil 4.3: Kalip iizerinde liflerin yerlesimine ait fotolar

tarafindaki delikten dokmek yeterli olmustur. Ancak lifli numunelerde siv1 polyesterin
elek aralarindan ge¢gmesi ve tam yerlesmesi i¢in infiizyon yontemi kullanilmigtir. Buna

ait diizenegin fotografi goriilmektedir (Sekil 4.4).

Dokiimii yapilan numuneler yaklagik bir ay siire ile kiirlesmeye birakilmigtir. Ciinkii
daha ¢abuk katilasma durumunda numunelerde termal gerilmeler olusmaktadir. Ayrica
bu siire¢ icerisinde numunelere post kiir olarak isimlendirilebilecek bir firinlama iglemi

yapilmaktadir. Bu islem, numuneyi 70 santigrat dereceye kadar yavas yavas 1sitip,

Sekil 4.4: Numunenin infiizyon yontemi ile dokiilmesi i¢in olusturulan diizenek
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Sekil 4.5: Hava konveksiyonlu dijital kontrollii firin

yaklasik 1 saat beklettikten sonra yavas yavas sogutma seklindedir. Bunun icin MTI

marka hava konveksiyonlu dijital kontrollii firin kullanilmistir (sekil 4.5).

4.2 Basit Cekme Testinin Uygulanmasi

Hazirlanan numunelerin Instron 8802 cihazinda basit ¢cekme testleri yapilmistir (Sekil
4.6). Bu testler sonucunda alinan datalarla gerilme-sekil degistirme iligkilerini

gosteren grafikler cizilip elastisite modiilleri hesaplanmustir.

Sekil 4.6: Basit cekme i¢in numunenin baglanisi
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Sekilde sadece polyester ile imal edilen numunenin ¢ekme testi sonucunda elde edilen
gerilme-sekil degistirme grafigi goriilmektedir (sekil 4.7). Grafik {izerinde, bunun

baglangic kismina teget ¢izilmis ve denklemi iizerine yazilmistir. Boylece numuneye

ait elastisite modiilii belirlenmistir.

35
30
25 y=182x
20
15
10

Gerilme (MPa)

0 0.5 1 15 2 2.5
¢ (%)

Sekil 4.7: Sadece polyester ile imal edilmis numuneye ait gerilme-sekil degistirme
grafigi
Icerisine hacimsel olarak %1 ve %]1.5 oranlarinda kevlar lif konularak dokiilen

numunelerin ¢cekme testi sonucunda elde edilen gerilme-sekil degistirme grafikleri

sirastyla gosterilmistir (Sekil 4.8 ve 4.9).

N W W K
wm O wn O

y=18.326,

Gerilme (MPa)
[\
[e)

—_
S i O W

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
¢ (%)

Sekil 4.8: %1 lif iceren kompozit numuneye ait gerilme-sekil deistirme grafigi

Verilen bu grafiklerden de goriilebilecegi gibi sadece polyesterden olusan, %1 lif iceren

ve %1.5 lif iceren numunelere ait elastisite modiilleri sirasiyla

EM — 1820MPa 4.1)

E} = 1832.6MPu 4.2)
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E} 5 =1860.9MPa 4.3)

olarak elde edilirler. Burada iizerinde M bulunan matrise ait, * bulunan kompozite ait
elastisite modiiliinii ifade eder. 1 ve 1.5 indisi ise kompozite katilan lifin hacminin

toplam kompozit hacmine oranini ifade eder.

50
40 y=18.609,
30
20

10

Gerilme (MPa)

0

0 1 2 3 4

¢ (%)

Sekil 4.9: %1.5 lif iceren kompozit numuneye ait gerilme-sekil de8istirme grafigi

Deneyler sirasinda ayrica numunelerin Poisson orani oOlgiilmiigtiir.  Bunun igin
captaki degisim miktar1 ilk capa boliinerek elde edilen eksene dik dogrultudaki sekil
degistirme, boyca uzama miktari ilk boya boliinerek elde edilen eksen dogrultusundaki

sekil degistirmeye boliinmiistiir. Sembolik olarak bu baginti

V=—— 4.4)

seklinde yazilir. Numunelere ait Poisson oranlar1

vM =027, vi =025, vis=0.23 (4.5)

olarak bulunmustur.

4.3 Deney Sonuclarimin Yorumlanmasi

Test edilen numuneler ince lif iceren kompozit tiiriindedir. Bu sebeple silindirik bir
matris icerisinde tek bir liften olusan temsili hacim elemanina esdeger efektif cismin
kayma modiiliiniin hesaplanmasi ic¢in (3.58) bagintis1 kullanilmalidir. Bunun i¢in

matris ile lifin kayma modiillerine ihtiyag vardir.
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Matrise ait elastisite modiilii ve Poisson orani deneyden elde edilmis ve bunlarin
degerleri sirasiyla (4.1) ve (4.5) ifadelerinde verilmistir. Numunelerin igerisine

konulan Kevlar life ait malzeme sabitlerinin degerleri literatiirden

EP =10°MPa, vF =033 (4.6)

olarak alinmigtir. Buna gore

4.7)

bagintist kullanilarak matris ve lif icin kayma modiilleri sirasiyla

uM =716.535MPa 4.8)
uf =37593.98MPa (4.9)

olarak hesaplanmistir. Boylece (3.58) denklemi kullanilarak hacimce %1 ve %1.5 lif

iceren numunelere ait kayma modiilleri, sirasiyla

1 =720.223MPa (4.10)

1 s =724.833MPa 4.11)

olarak hesaplanmustir.

Deneyden elde edilen sonuclara gore, (4.2), (4.3) ve (4.5) ’de verilen degerler
kullanilarak (4.7) bagintis1 kullanilirsa %1 ve %]1.5 lif iceren numunelere ait kayma

modiilleri

Wi =733.04MPa (4.12)

1) s = 756.46MPa (4.13)

olarak bulunur. Burada indisinde d bulunanlar deney ile bulunan sonuclari, ¢
bulunanlarsa teorik yontemle bulunan sonuglar1 gdstermektedir. Elde edilen sonuclar

tablo halinde verilmistir (Cizelge 4.1).
57



Cizelge 4.1: Efektif cisim i¢in teori ve deneyden elde edilen kayma modiiliine ait
sonuglar.

Karigim orani Teoriden (MPa) Deneyden (MPa) Hata oran1 (%)
%1 Lif 720.223 733.04 1.75
%1.5 Lif 724.833 756.46 4.18

Burada goriildiigii lizere, deneyden ve teoriden elde edilen sonuglar arasinda ortalama
%?2.97 *lik bir hata bulunmaktadir. Deneyde yapilabilecek hatalara dayanarak, bunun

kabul edilebilir oldugu diisiiniilmektedir.

Buna gore kayma modiiliiniin hacim oranina gore degisimi teorik ve deneyden elde

edilen verilere dayanarak sekilde ¢izilmistir (Sekil 4.10).

5000

4500

p* (x10% MPa)
2

3500

3000
2500
& Deneysel

- / e
1500 /

1000

33.04

7.
756.46

500

0 5 10 15 20 25 30
c (%)

Sekil 4.10: Deneysel ve teorik sonuglarin kargilastiriimast

58



5. SONUCLAR

Bu calismada elastik ©zellikleri zayif bulunan ve bir ana malzemenin igerisine
dayanimi daha yiiksek olan ikinci bir malzemenin az miktarda katilmasi ile elde edilen
ve kompozit ad1 verilen bilesik bir malzemenin elastik 6zellikleri, teorik ve deneysel
olarak hesaplanmaya calisilmistir. Ele alinan kompozitler iki tiptir. Birincisinde ana
malzemeye kiiresel parcaciklar, ikincisinde ise ince uzun lifler eklenmektedir. Ana
malzeme matris olarak isimlendirilmektedir. Kiiresel parcaciklar icin deney yapma
imkani bulunamamis ve ince uzun lifler iceren kompozit i¢in deneysel sonuglar elde
edilmeye calisilmistir. Kiiresel partikiil icin elde edilen teorik sonuclar literatiirde

bulunan [5] ’de verilen deneysel sonuglarla uyum igerisindedir.

Kiiresel partikiil iceren kompozitin once Bulk sonra kayma modiili matris ve
partikiil malzemelerinin Bulk ve kayma modiilleri ve partikiiliin matris i¢indeki hacim
konsantrasyonuna bagli olarak bulunmustur. Hesabin bagslangi¢c noktasi kompozitin
tiimii yerine ona es deger olan temsili bir hacim elemaninin alinmasidir [5]. Burada
kiiresel partikiiller durumunda Hashin ’in bahsedilen makalesinde ele aldig1 temsili
hacim elemani kullanilmistir. Bulk modiilii bu makaledeki yontemle hesaplanmus,
kayma modiilii hesabinda ilave bir ¢oziim eklenmistir.  Ayrica Bulk ve kayma
modiillerini alt ve iistten sinirlamak yerine bir konsantrasyon degeri i¢in tek deger

olarak hesaplanmigtir.

Uzun silindirik lifler halinde ise farkli bir temsili hacim elemani alinmis ve kayma
modiilii yine ayni1 yolla her konsantrasyon i¢in tek deger olarak bulunmustur. Diisiik

hacim oranlart i¢in partikiil iceren kompozitin kayma modiilii daha yiiksek olmaktadir.

Buradaki sonuglar1 deneysel olarak dogrulamak i¢in eldeki olanaklar cercevesinde
polyester icine ince uzun kevlar liflerin yerlestirilmesi ile bir kompozit elde edilmeye
calistimistir.  Kullanilan polyester malzemesinde katilasma zamanina bagli olarak
farkl elastik ozellikler ortaya ¢cikmakta ve maalesef malzeme 6zellikleri de zamanla

degismektedir. Saglikli sonuclar ancak ayni anda saf malzemenin ve kompozitin
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olusturulmasi ile miimkiin olmaktadir. Bu sekilde hazirlanan {i¢ numune, ki bunlardan
biri saf malzemedir, en fazla %2.97 fazla sonu¢ vermektedir. Bu da teorik sonuglarin
rahatlikla kullanilabilirligini kanitlamaktadir. Malzeme katilagtirma imkanlar1 artarsa

daha basarili kompozitler elde edilebilecegi aciktir.
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