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0z
Dért boliimden olusan bu ¢ahsmada, TIB, D tizerinde sonlu rankh bir modiiliin
homojen fonksiyon kayna@ verildi. Homojen fonksiyonlarin kismi endomorfizma olma
durumlan incelenerek cesitli 6rnekler verildi ve Maxson'un (1992) de ag¢ik soru olarak

birakti1 iki problemin ¢dziimii gesitli sekillerde ele alind.

ABSTRACT
We give a source of homogeneous functions of a module of finite rank over a
principal ideal domain. |
Having investigated the possibility of homogeneous maps being piecewise
endomorphisms we give some examples and approach to the problems posed by Maxson

(1992) in small ranks.
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OZET
Bu ¢aligma doért boliimden olugmaktadir.

Bininci bolimde g¢alismamiz igin gerekli olan genel tanimlar, teoremler ve

onermeler detaya girilmeden verilmigtir.

Ikinci bolim dort kesimden olusmaktadir. Bu boliimde y-halkalar, invaryant y-
halkalar ve homojen fonksiyon y-halkalarinin tamimu, ozellikleri ve bu halkalarla ilgili
cesitli 6rnekler verildi. Daha sonra bir TIB, D lizerinde sonlu rankli bir modiiliin
homojen fonksion kaynag verildi. Son kesimde Mg(R? nin halka olma durumu

incelendi.

Uglinci bolim bir kesimden meydana gelmektedir. Bu kesimde (Maxson,
1990,]?91) de incelemeye basladig kismi endomorfizma y-halkalarinin 6zeti yapilarak
Mg(G) nin G nin muayen alt modiillerinden endomorfizma olarak temsil olunabilen
feMg(G) homojen fonksiyonlarin olusturdugu alt y-halklar ile bu alt y-halkalarin kismi
endomorfizma olma durumlari incelendi. Ayrica (Maxson, 1991) de Mp(D")=N
esitliginin TIB ler iizerine keyfi modiiller igin dogru olup olmadig ile ilgili sorunun
¢oziimiine yaklagsmak icin N=MR(G) esitliginin olmasinin gerekmedigi iki duruma ait
ornekler verilmistir.

Son bélim ¢ kisimdan meydana gelmektedir. Bu béliimde M ve 0 nin G igin
orth tegkil ettigi ve M= olacak sekilde bir R-Modil G igin
Endgr(G)=PER(G,M) ile Endr(G)=PER(G,0) esitliginin mimkin oldugu komiitatif
Noetherian y-halkalaninin (Maxson and Walt, 1991) de baglatilan karakterizasyonun bir
Ozeti yapilarak (Maxson, 1992) de agik soru olarak biraktidi iki problemin ¢6ziimiine
cesitli sekillerde yaklagilarak (Maxson , 1992) de n= 2.3,... i¢in P72 ¢ P¥. bagintisnin

dogru olup olmadid1 sorusu n= 3 igin incelendi.
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SUMMARY

This work consists of four chapters. Having given some basic facts and definitions
withoug going into deails in the first chapter, we introduce near-rings, invariant near-
rings and examine some of their properties in the second chapter. We also give some
examples and propositions on the source of the near-rings of homogeneous functions of
a module over some principal ideal domains in this chapter.

Having critisized the papers of Maxson (1990,1992) on the near-rings of picewise
endomorphisms we examine the homogenous functions feMgp(G) which can be
represented piecewise an endomorphism on some given types of submodules G in the
third chapter. We also give examples to approach to the solution of the question as to
whether the equality MD(Dn)=N holds on arbitrary modules over principal ideal
domains.

In the last chapter we give a summary of the characterization given by (Maxson
and Walt , 1992) of the commutative Noetherian near-rings for which the equalities
Endg(G)= PER(G,M) and Endy(G)= PER(G,») hold, and exhibit some examples and

partial solutions to the questions posed in (Maxson, 1992).
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1.8OLUM
ONBILGILER

1.1.Tanimlar ve Temel Ozelikler
I.1.1.Tamm: G bir grup ve S bir kiime olsun. Eger seS ve g,, g,€G igin

(gl’g2)5= g, gg's) ve 1.s=s

olacak sekilde bir GxS—S , (g,5)— gs fonksiyonu varsa G grubu S kiimesine etkir

denir.

1.1.2. Tamm: (G,,.) ve (G,,*) iki grup olsun. Eger bir G,xG,—G,, (g,.8,)—g,8,

fonksiyonu
(l) (g1~g'1)g3= gl(gylgg) v gl’g'I EGI’ gleG?.
(2) g,(g,*g,) = (g,8,)* (8,8, V 8€G, g, g, €G,

(3) 1g,g=¢ V ¢g,eG,
sartlarini saglarsa G, grubu G, grubuna etkir denir.

1.1.3. Tanim: Bir grup islemi ve bir topoloji ile birlikte bir G kiimesine, eger
f.:GxG-G, f(a,b)=ab ve
g: G—G, g(a) =a’!

ile tanimlanan déniigiimler siirekli ise, G ye bir topolojik grup denir. Burada f ve g nin

sureklilifi G nin topoloyjisi iledir.

1.1.4. Tamim: R bir halka olsun. R nin agikar ideallerinin diginda idealler yoksa R ye bir
basit halka denir.
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L1.5.Tamm: RR,,.. R ler birer basit halka olsun. Eger R= R, ®R,®..®R halka

direkt toplami ise R ye bir yari-basit halka denir.
1.1.6.Tamm: R bir halka ve acR olsun. Eger
(i) a>= a ise a ya idempotent,
(i) a"=0 olacak sekilde bir neZ" varsa a ya bir nilpotent eleman denir.

1.1.7. Tamm: Sifir bolensiz, birimli  de@ismeli bir halkaya bir tamlik (integral) bolgesi

denir.

1.1.8. Tamim: AR halkasinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. R nin A y1 kapsayan
biitiin ideallerinin kesigimine, A nin iretti3i ideal denir ve (A) ile gosterilir. A={a} tek

elemanl bir kiime ise A nin urettigi ideale temel ideal denir ve (a) ile gosterilir.

1.1.9.Tarmm: Her ideali temel olan bir tamlik bolgesine bir temel ideal bolgesi (TIB)

denir.
1.1.10. Tanim: Her ideali temel ideal olan bir halkaya temel ideal halkas: (TIH) denir.
1.1.11. Tamum: R nin her

[ o[ oL,o..ol o

sag, ideallerinin azalan dizisi sonlu bir adimda durursa; yani, bir n saystigin [ =1 =

ise R ye bir Artinian halka denir.
1.1.12. Tamm: R nin her
ILclcLc.clc..

sag ideallerinin artan dizisi sonlu adimda durursa, R ye bir Noetherian halka denir.



1.1.13.0rnek. Z tamsayilar halkas: Noether fakat Artin degildir.
1.1.14.0rnek: M, (F) matris halkasi hem Noetherian hem de Artinian bir halkadir.

1.1.15. Tanum: R bir integral bolgesi olsun. R de sifirdan farkli, birimsel olmayan her 6ge
indirgenemez ogelerin tek tiirli bir garpimi ve her indirgenemez 6ge asal ise R ye bir tek

tiirlii garpanlara ayirma bolgesi (TCB) denir.
1.1.16.0nerme: R, TiB ise R, TCB dir.

1.1.17. Tanm: Ic R bir ideal olsun. R nin I yi ihtiva eden bir 6z ideali yoksa, I ya R nin

bir maksimal ideali denir.

1.1.18.Tanum: R bir halka ve I (I#R) R nin bir ideali olsun. Eger R/I bir tamlik bolgesi

ise I ya R nin bir asal ideali denir. Bu tanim suna denktir: x,yeR olmak {izere
xyel = xel veya yel 1se I asaldir.

1.1.19.0rnek: Her peZ asali bir (p)= pZ asal ideali tiretir.

1.1.20.0rnek: IR'™" de bir ce [0,1] icin f(c)= 0 olan f fonksiyonlar: bir maksimal-
1dealdir.
1.2.Modiiller

1.2.1.Tamm: R bir halka ve (M,+) degismeli bir grup olsun. Her rseR ve a,beM igin

MxR—M fonksiyonu var ve
(a,r) —ar

(1) (a+b)r= ar+br, (11) a(r+s)=ar+as, (ii1) a(rs) = (ar)s

sartlan saglaniyorsa M ye bir sag R-modiil denir. Sayet R birimli ve her aeM igin
a.1;=a ise M ye uniter sag R-modiil denir.

1.2.2.0rnek: Her vektor uzayr tamiml oldugu cisim tizerinde hem ‘sag ve hem de sol bir
modiildir. ’



1.2.3. Tamim: Eger M bir sag R-modiil ise
AM)={reRMr=0} cR
R nin bir sag ideali olup bu ideale M nin sag sifirlayani (annihilator) denir.
1.2.4.Tamim: M ve N iki sag R-modiil, f: M—N bir fonksiyon olsun. Eger
1) V x,yeM igin f0c+y)= f(x) +£(y)
2) VxeM ve V aeR i¢in f(xa) = f(x)a
ise f ye M den N ye bir R-modiil homomorfizmas: denir.

1.2.5.Tamim: M bir sag R-modiil, M'c M bir alt grup olsun. Eger her xeM, a€R igin

xaeM' ise M'ye M nin bir alt moduli denir.
1.2.6. Tamim: G bir sag R-modiil, f: G—G bir fonksiyon olsun. VreR ve acG igin
f(ar) = f(a)r ise f ye bir homojen fonksiyon denir.
L1.2.7. Tamim: V bir F-vekt6r uzayi olsun. Yu,veV ve reF igin
Endy V= {/:V-V, futv)= f)+f(v), f(rv)=1f(v)}

kiimesine V nin endomorfizmalar (Lineer transformasyon) kiimesi denir. End,V,
fonksiyon toplama ve fonksiyon bileske islemleri altinda bir halkadir. Bu halkaya V nin

endomorfizmalar halkas: denir.

1.2.8. Tamim: G bir R-modiil ve McG bir alt-modiil olsun. McNcG olacak sekilde bir
N alt-modiil yoksa M ye G nin bir maksimal alt modili denir. G nin maksimal alt-

moduller ailesini M ile gosteriyoruz.



1.1.9. Tarum: G bir R- modiil olsun. Her xeG, G de bir (x)cG devirli alt-modl tiretir.
Eger (x) < (y) © G olacak bigimde bir (y) devirli alt-modula yoksa (x) € G nin bir
maksimal devirli alt-modiilii denir. G nin maksimal devirli alt modiiller ailesini (mda) y1

0 ile gosteriyoruz.

1.2.10 Tamm: G bir grup ve V bir vektér uzay olsun. ¢:G—>GL(V) grup
homomorfizmalarina G nin representasyonu, g€ G i¢in o(g) yi herhangi bir bazda temsil
eden matrisin izine (birinci késegen elemanlarinin toplami) g nin karakter: denir.

1.2.11 Tamm: Bir G grubu X kiimesine etkisin. Her xeX igin x={gx|geG}cX
altkiimesine x in bu etki altindaki yériingesi (denklik sinifi) denir.

1.2.11.0rnek: G grubu X=G ye eslenikle etkir: Vg,xeG igin xg=g’1xg, x in g ile eslenigi

olmak lizere,
(xB1)82=g,-1 (gl-l X81) 8 = (g]gz)‘l x(818) = x8182 ve x1 =1-1 x1=x
oldugundan verilen islem bir etki olup x€G nin bu etki altindaki yoriingesi

x={g Ixg| geG}, xin eslenik sinifidir.



L1 R

2.80LUM
YAKIN-HALKALAR (NEAR-RINGS)
2.1. Yakin Halkalarin Tanim ve Ozelikleri

Halkalar teorisinin temel sonuglarindan birisi, bir abelyen grubun endomorfizmalan
kumesinin fonksiyon toplama ve fonksiyon bileske iglemleri altinda bir halka oldugu ve
ayrica her halkanin bu sekilde olusan bir halkanin bir alt halkasina izomorf oldugudur.
Eger sozii edilen grup abelyen degilse bu grubun endomorfizmalar: toplama altinda
kapali olmadigindan endomorfizmalar bir halka tegkil etmez. Burada near-ring denilen ve

tiim halkalar sinifin1 kapsayan bir yakin halkalar kavram: dogmustur.

2.1.1. Tanum: Uzerinde toplama +, ve garpma . ikili islemleri tanimli olan bir N=(N,+, .)

sistemi su ¢ sart: saglarsa N ye bir yakin-halka (near- ring) denir.
(i) (N, +) sistemi bir gruptur (Abelyen olmasi gerekmez, N nin notr eleman1 0
(sifir) dir.)
(i) (N, . ) sistemi bir yari-gruptur.
@)V ab,ceNigin(at+b)c=ac+bc

bu tamimda bir sag y-halkas: verilmig olmaktadir. (iii) yerine,
(i) V a,b,c € N, igin a (b+c)=a.btac
sart1 getirildiginde bir sol y-halkas: tanimlanmig olur.
2.1.2.0rnekler (Pilz, 1983): (G,+) nétr elemam sifir olan bir grup , T bir topolojik grup,
V bir vektér uzay ve R bir komutatif birimli halka ise, fonksiyon toplama, +, ve

fonksiyon bileske, o, islemleri altinda asagidakiler birer y-halkadir.

(@) M(G) = {f: G -»G}, G den G ye tim fonksiyonlar



(b)Y M(G) = { feM(G) | f(0) =0 }

(€) Mgy(T) = {feM(T)| f, T de siirekli}

(d) Myg(V) = { feM(V) | f, V de affine fonksiyondur}

(&) RIX] ={ f] f(x)= ag+ayx+..+ ap xP: neIN , x bir degisken,a;eR}
(O R[[x]] = {f] f(x) =a o +a,x+a,x>+...| x bir degisken,ajeR}

(8) M(G) = {f: G>G | f sabit }

(h) My, (IR) = { IR>IR} | f tiirevli}

2.1.3. Ornek: M;,, (IR)= { f: IR—IR | f integralli} kiimesi yukardaki islemler altinda bir
y-halkas: teskil etmez; mesald, f(x) = e* , g(x) =x> i¢in (gof) (x)= ezxeMim (IR) fakat

(fog)(x) = e¥*¢ M, (IR) dir.

Her halkanin bir y-halka (sag, sol) oldugu agiktir. Ayrica herhangi bir (G,+) grubunda
V a, b €G igin axb=a olarak tamimlandifinda bir (G, +, %) sag y-halka, axb=b olarak
tanimlandiginda bir (G, +, %) sol y-halkasi elde edilir. Yani her grup bir y-halka
yapilabilir.

2.1.4. Tanum: N bir y-halka olsun. Eger ¥V a €N igin a.0= 0.2=0 ise N ye sifir- simetrik
bir y-halka denir.

Eger V aeN i¢in ai = ia=a olacak gekilde bir ieN elemani varsa N ye birimli bir y- halka

denir.
2.1.5 Onerme(Pilz, 1983): N bir sag y-halka ise V n, n'eIN icin

(i) On=0



(i1) (-n)n' = -nn' dir.

2.1.6. Ornek: Bir sag y-halkada n0=0 ve n(-n') = -nn' esitlikleri gegerli olmayabilir.
Ornegin, M(G) de fo0=0 esitligi f nin orjinden gegmesiyle, fo0= f(0)=0; fo(-f) =-fof

Jsitligi ise f* nin bir tek fonksiyon (f'(-x)= -f'(x)) olmasiyla mimktindiir.
2.1.7. Tamm: N bir sag y-halka olsun.
(a) Ng= { neN | n0=0} < N alt kitmesine N nin sifir- simetrik kismu,

(b) Ng= {neN | n0=n}= {neN | V n'eN iin nn'=n } ¢ N alt kiimesine de N nin

sabit kismi denir.
Np ve Ng, N nin alt y-halkalandir. N bir halka ise No=N ve Ng={0} dir.
2.1.8 Ornek:
M(G)) =M, (G) ve M(G))s = M(G)
(IR [x])o= {a1x+....+tap x" | g; € IR} ve (IR[x])s = {2, a, €IR}
(Ms(G))o= {0}, M(G)s=M(G) ve (My(G))s= {0},

(M, (IR)), = Orjinden gegen fonksiyonlar, ve (M, (IR))¢= sabit fonksiyonlar
dir.

2.2.invaryant y-Halkalar

(G,+) abelyen olmasi gerekmeyen, birim elemani sifir olan bir grup ve S de G ye

etkiyen bir grup olsun ve bu etki (S,G) ile belirtilsin.

I(S,G)= {£: G—G | fo(x) = flx) , V xeG, oeS}c M(G)



fonksiyon toplama ve fonksiyon bileske islemleri altinda bir y-halkast olup I(S,G) ye
(S5,G) ile belirlenen invaryant y-halkast denir. I(§,G) , M(G)= {f:.G—G} nin bir alt y-
halkast olup M(G) nin G de sabit de@er alan N, sabit fonksiyonlarmm y-halkasin
kapsar; S={birim} iken I(S,G)=M(G) ve S#{birim} oldugu durumda I(S, G), O-simetrik

degil ve birim eleman: bulunmaz.

2.2.1 Ornek: G= (IR, +), S= (IR*, .), IR*= IR -{0} olduguna gore S ve S nin her alt
grubu G ye bilinen ¢arpma ile etkir. Asagida S nin gesitli alt gruplannin belirledigi

invaryant y-halkalan gosterilmigtir.
(a) S= {1} icin I({1}, IR ) = IR™®
(b)S ={1,-1}igin I ( {1,-1}, IR) = {f: IR>IR | f(-x) = f(x)}

(c) S={xeR | x>0 } i¢in I (S,JR) = { fnc |2 b, c € IR};
a:x<0
fabc(x) =<b;x=0
c;x>0

(d) S=IR* i¢in I (IR*, IR) = { f,;| a,b €IR};
;x=0
R

(e) p>0 bir reel says, S= <p>= {..., p>, p’\, 1, p!, p° ...}, p nin direttigi garpimsal grup
olsun. S nin G ye etkisini p*x= x-+kp ile tanimlayalim keZ. Bu durumda I(S, IR), temel

peryodu p olan peryodik fonksiyonlardir.
Bu orneklere ek olarak su genellemeyi yapabiliniz.

E, G de bir denklik bagintis olsun.
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I(E, G)= {f:G—>G | f, E nin her denklik sinifinda sabit} nin GO de bir alt y-halkasi
oldugu hemen goriilebilir. Ayrica E, G de bir denklik bagintis1 ise, G deki yoriingeleri
E nin G deki denklik simflarina egit olacak sekilde bir o permiitasyonu tanimlanirsa
S =<c> permiitasyon grubunun G ye etkisindeki yoéringeler E nin denklik simniflarina
esittir. Bu durumda I(E,G)= 1(S,G) oldugu agiktir. G nin her ¢ fonksiyonu G yi su
sekilde pargalar;

¢: G—G bir fonksion olsun. x, ye G igin

x ~y < ¢(x) = ¢(y), bagintis1 G de bir E;, denklik bagmtisi olup G yi denklik
siniflanna ayrir. Bu durumda I(E, , G) yine GO nin bir alt y-halkasi olup ¢ € I(E,, G)

oldugu gorulir.

G/E , G nin E ile belirlenen denklik simiflar kiimesi ve n :G—G/E, x—E(x)= (x in
denklik simifi) dogal déniisiimi olsun. M={f | f: G/E —»G}kimesini. gézoniine alalim.
Fonksiyon toplama ve fxg= fng islemleri alinda (M, +, *) bir y-halka olup
(M, +,%)=I(E,G)dir (Maxson, 1993).

cos® sinB

2.2.2.0rnek: S =
rne {[—sine cosO

]le eIR},IR2 lizerine

SXIR2-IR? [p, (x,, X,)]-> (X}, X,)? = [_cgi;ee (S:gls%”:: : ]islemi ile etkir ve

KS, IR*) = { f: IR>-IR? | f, orijin meri(ezli ¢emberlerde sabit} bir invaryant y-
halkadur.
2.2.3. Ornek: G= M, (F), S = GL(n,F) i¢in SxG—G; (p,x) —> px islemi ile bir grup etkisi
olup, I(5,G)= {f: M (F) - M (F) | f(px)= f(x) V peGL(nF) } bir invaryant y-
halkadir.

2.2.4. Ornek. E bir G grubunda i¢ otomorfizmalarin belirledigi eslenik bagmtisi olsun.

Bu durumda S, G nin i¢ otomorfizmalan grubudur. G nin bir K cismi tizerine bir p
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representasyonu verilmisse 1(S,G), p representasyon karakterleri tarafindan iiretilen y-

halkasini kapsar.

2.2.5.0rnek: G= My (F) , S=S;, olsun. S, xG—G; (o, (a;) — (2;)° = a5y satirlann
yer degistirmesiyle elde edilen matris islemi ile S, G {izerine bir grup etkisi yapar ve
(aij) nin satirlarinin yer degisimiyle olusan sinif (-a-i-j) ise,

I(Sp , M(F)) = {f: Mp(F) => My(F) | f, (;i-j) de ;abit} bir invaryant y-halkadir.
2.3.Homojen Fonksiyon Yakin-Halkalar:

R birimli bir halka ve G bir iiniter sag R-Modiil olsun.

Mp(G) = {f: GG | f(ar)=f(a)r; reR, aeG} < GO, homojen fonksiyonlar alt

kiimesi olsun.

2.3.1. Onerme: My(G) ve GO birer y-halka olup My(G), G€ nin sifir - simetrik bir alt y-
halkasidir.

Ispat: f,geMg(G) igin f(rx)= rf(x), g(rx) = rg(x) dir. (reR).
(f+g) ()= f(rx) + g ()= rf(x) + rg(x)
=1 (f(x) + g(x))
=r[(f+g) (®) ]
oldugundan f+g € Mg(G) ve
(fe)(rx) = f(g(rx)) = f(rg(x))

=r (fg)(x) =fg eMRr(G) dir.



2.3.2. Ornek: Her T: G—G, R endomorfizmasi bir homojen fonksiyon olup, bunlar

homojen fonksiyonlarin en 6zel tiirleridir: End(G) < My(G).

2.3.3. Ornek: rankgG>1, TeEndy(G) ve y, €G sabit bir eleman olsun.

T(x) ; x#yp 1se

f(x)z{o , X=Yyg Ise

ile tanimlt f: G—G fonksiyonu homojen olup, T(yg)# O ise,

Joxtyo)= Tlxtyg)= T(x) + T(yg)= T(x) iken f(x) + f(yo)=T(x) oldugundan feEnd,(G)
dir.

2.3.4.0rnek: G=V bir K cismi iizerine bir vektor uzay, T: V—V bir lineer déniisiim ve

W bir alt uzay olsun.

f<x>:{g<><> i

ile tamimh f:V—YV fonksiyonu homojen olup lineer degildir.
2.3.5. Ornek: M,(IR) = End 3 (IR) oldugunu gérelim.

f: IR—>IR homojen ise f(0)=0 ve f(rx)=rf(x) Vr, xelR, olacagindan bir a€IR i¢in

£, fa(x) =ax bigiminde tanimlanmalidir.
vx,yelR igin f (x+y)= a(x+y)=ax+ay = f,(x) + f, (y) oldugundan f,€End;,(IR)dir.
y:End(IR)—=IR, y (f) =2
bir izomorfizma olup Mjz(IR) =End;;(IR) = IR dir.

2.3.6.0rnek: End;z(IR?) cM(IR?) dir.
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7

u
feM(IR?) ve u= L] :leIR2 bir vekt6ér olsun. f(u)=u' ise f(IRu)= IR f(u)= IRV

oldugundan f,IR? nin Il-boyutlu alt uzaylarini(orjinden gegen dogrulari) birbirine

donistiirar.

Her r, r, €lR igin f(rju + ru) = f((r;+ry)u) = (r]+r2)f(u) = n(fu) +r, f(u)=
Sru)yHfr,u) oldugundan fIR? nin her devirli alt uzayinda lineerdir. Yani; A bir 2x2
matris olmak tizere f(u) = Au dur. Buna gore, f nin herhangi farkl iki alt uzaydaki

temsil matrisi farkh ise f homojen fonksiyonu lineer olmaz; ¢iinki

fw=Auy f(v)=Bvve AzBiseutv g¢<u>=JRuu+tveg<v>=]Rv

oldugundan bir C, 2x2 matrisi igin

flutv )= C(utv )= Cu + Cv= Au + Bv = f(u) + f(v) esitlifi mevcut olmayabilir;

ornegin 0=u, velR ; U= IRy, V=IRv olmak tzere

X xeU 1se
J(x)=1<2x; xeV ise
0; xeU,xeV ise

ile tammh feMp, (IR2): fakat

Au+v) =0 ve flu) £f(v) = ut2v olduundan, feEndIR(IRZ) dir. Burada fj=L, /ly=2I ve f

nin diger altuzaylardaki matrisleri sifir dir.

Sonug olarak, bir feM(IR?) fonksiyonu lineerdir, ancak ve ancak f nin IR? nin

her bir alt uzayindaki temsil matrisi benzerlik diginda bir tek matrisdir.

Benzer sekilde her feMp(IR3) fonksiyonun, IR3 lin bir boyutlu her IR - alt
uzayma kisitlamginin farkhi bir matrisle temsili vardir. f nin 2-boyutlu alt uzaylara

(diizlemler) kusitlansi ise, diizlemlerde de sonsuz goklukta dogn} oldugundan, sonsuz
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¢oklukta matrisle temsil olunur. Dolayisiyla tiim bu temsil matrislerinin birbirine esit

oldugu durumda f lineer olur. Aym sey IR" i¢in de gegerlidir.

Bir TIB, D iizerine sonlu rankh bir modiiliin homojen fonksiyon kaynaklarimin

timii asagida verilmektedir.

D bir TIB olmak iizere, genelde DM (n>2) durumu D? durumu ile temel olarak aym

oldugundan yalnizca, D2 durumunu inceleyelim.
a.eD? olsun.Eger herhangi bir BeD? igin
ar= Bs = 0 =B= at(r, s, teD) ise a, D? de bir iiretendir denir. Buna gore,
a,D? de bir tiretendir <[aDABD#{0} =BDca D]
olup
asagidaki vektorler, V deD i¢in D2 de birer tretendir:
(M@, )4,d)y; (3)(d+l, d)
d=0 i¢in yukandaki vektorler (0,1), (1,0) olup tretendir.

d=0 igin aDAPD={0} = | 9 |r = [;:Is 2 [8:],(r,seD)

m o)
d
buradan dr= xs, r=ys olup *lo [1} y dir.

(2) ayn1 gekilde gostertlir.

(3) i¢in [d; 1:lr = | X |sdendr+ r=xs, dr= ys ve ys+r=xs = r= (x-y)s olur ve

. I
l:d+ ] (x-y) * | bulunur.
d y
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ScD? bir alt kiime olsun. Eger her aeS bir treten ve o, BeS i¢in aDcfD=a=p
gerektirmesi varsa S ye D? de bir treten kiimesi denir. Boyle iireten kiimeleri

kullamlarak MD(DZ) deki fonksiyonlar soyle olusturulabilir;

o0
S, D? nin tiim iretenler kiimesi olsun ve S'yi S= kglsk herhangi bir ayngim

olarak yazahim. T, < D? her hangi alt kiimeler, ¢, :S,—T, herhangi fonksiyonlar ve A,,

B, ler de herhangi 2x2 matrisler olmak {izere

2 _ Ak(pk(a)r ; y=ar bir aeSk,reD 1se
feD™ oD% f ()= By ; aksi halde

fonksiyonlari homojen olup, lineer degildir. Yukanda yazdigimiz homojen fonksiyonda
A= 1 birim matris B,=0 sifir matris ve S nin birim ayrisimi alindiginda k=1 olup

(Maxson and Walt, 1991) deki

_Joe(a)r cy=arbira €S, re Dise
4 (7)"{ 0 - aksi halde

homojen fonksiyonlart elde edilir. Yukandaki homojen fonksiyonlann birer

endomorfizmaya doniigmeleri ise soyledir:

Her k=1,2,...i¢in S, = S= T, ve ¢, birim fonksiyon olarak alindiginda her yeD?

vektori bir aeS, reD igin y=ar olarak yazilacagindan

[i(Y)= Ay ar= Ay

ve f bir endomorfizma olur.
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2.4.M(R?)min Halka Olma Durumlari

Bu kesime MR(RZ) y-halkasinin yapist ile ilgili bir kag sonugla giriyoruz. Bunun igin
de MR(RZ) nin bir y-halka olup fakat bir halka olmadig durumu ile ilgili en temel sart:

veren bir 6nerme yazalim.

2.4.1. Onerme: G bir sag R-modiil ve G= H®K; H ve K, G nin R-altmodiilleri ve
feMi(G) olsun. Eger bir 0#a €H ve 0zbeK i¢in f(atb) = f(a) + f(b) ise f, Mp(G) nin
bir dagilimli elemani degildir. Dolaysiyla M(G) bir halka degildir.

Ispat: G=H®K direkt toplam ayingimina karsilik gelen idempotentler e, vee, ise

€ e, €M(G) olup e, e~ birim fonksiyon (My(G) nin birimi ) dur. fle, +e)=f

fakat
(fe, + fe, ) (a+b) =(fe,) @+b)+(fe,) (a+b)
= fe, (@+b)) + f (e, (a +b))
= f(a) + f(b) # f(a+b)
olup f(e, + &) # fe, + fe, du.

2.4.2.0nerme: G bir sag R-modiil ve G= H®K, G nin agikar olmayan bir direkt toplam
ayngimi olsun. Eger G nin agagidaki sartlara uyan bir X # ¢ alt kiimesi varsa Mg(G) bir
halka degildir.

(1) 0 ¢X, X = G*; G*= G\{0}
(i) xe X ise V reR i¢in xr eXu {0}

(i) xreX, reR ise xeX dur.
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Ispat: . GG fonksiyonu

X xeX 1se
f(x)={0 : xgX ise

ile tanimlansin. xe X ve reR i¢in (ii) den xre X veya xr=0 ¢ X dir.
xreX ise f(xr)= xr = f(x)r,
xr= 0 ise f(xr)=0=0.r= f(x)r

olup feMy(G) dir. acH , beK elemanlan f{a+b) # f(a) + f(b) olacak bigimde segilip f
nin Mp(G) de dagihmsiz bir fonksiyon oldugu goriilerek 2.4.1.den My(G) bir halka

olmadig1 goriilecektir.

1.Durum: H~X = ¢, KnX = ¢ olsun. xeX eleman: x= a+b, acH, beK olarak

yazilir. Buna gore
a¢X, beX oldugundan f(a) = f(b) =0 olup
f(atb)= f(x) =x # 0= f(a) + f(b) dir.

2.Durum: H~X # ¢, KnX = ¢ olsun. ac HnX ve 0zbeK i¢in

_la+tb ; a+beX ise
f(a+b)—{0 o at+beX 1se

iken f(a) + f(b) = a+0 =0 dir.

3.Durum: HnX#$ , KnX #¢ olsun HUK cXu 0 ise X£G* oldugundan bir
y= atbeG* \X, acH, beK eleman: vardir. Buna gore f(atb)= 0 = atb=f(a)+f(b).
Aynica HzXu{0} oldugu durumda aeH*\ X ve beKnX alalim.

Buna gore
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rasm={g I e
iken f(a) +/(b) = 0 +b =b ve f(a) + f(b) = f(a+b) dir.

Halka olmayan Mg;(G) lerin olusumu igin 2.4.2.nin sartlarina uygun bir X < G
altkiimesi bulmanin yeterli oldugu boylece gorildii. Boyle bir X altkiimesi bulmanin bir

metodu su tanimla verilmektedir.
2.4.3. Tanim: G de bir ~ bagintist $oyle tanimlaniyor:
0~0 ve x, ye G* i¢in x~y <> 3 ¢;eG* ;(1= 1,2,.., n)dyle ki x=c¢,, y=c, ve

¢Rme,,; R #0. ~, G de bir denklik baginust olup G/~ denklik siniflarma G nin

i+
bilesenleri denir. Eger G* tek bagina bir denklik sinifi ise G ye R-baglantiidir denir. Eger
G, R- baglantili degilse G nin sifirdan farkh tiim X bilesenleri 2.4.2. nin kosullarini saglar

ve M(G) bir halka olamaz. Bu durumda su sonug elde edilir. (Maxson and Walt, 1991)

2.4.4.Sonug: G bir sag R-modiil ve G = H@K, G nin asikar olmayan bir direkt toplam
aynigimi olsun . My(G) bir .halka ise G, R-baglantilidir.

2.4.5.0rnek: D bir tamlik bolgesi (degismeli olmasi gerekmez) ise My(D?) bir halka

degildir. Ciinkii bu durumda
1 N

& ar=s, br=0 < b= 0, a=0 oldugundan,

a .
[(l)]in denklik simifi =X= {|i0il [a #0 }C D2,

G=D2 de sifirdan farkh bir bilesen olup X# D? dir. Sonug 2.4.1 den ¢ikar.
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2.4.6.0nerme: R bir halka; P, R nin sifirdan farkli bir 6z asal ideali ve

Sifg(P) = {reR [ x=0 V x€P } 20

1se Mg(R?) bir halka degildir.

Ispat: deSifp(P), d=0 ve C=R\P garpimsal kapali kiime olsun.

£ R2>R? yi

a

a
b
b [0 : meCz

1se

ise

olarak tanimliyalim. f nin homojen oldugu asagidaki sekilde gorulir.

a
b

(ii)-z- eC?, peP :([g]p) = f(

(iif) H eCZ:m reC2, VreR

b
a ar
Alsk)-1%]
o halde fe Mz(R?) dir. Diger yandan

ABMED-ALD

®

HIRE

B

]

eC2vereC < B}F [ﬁ; eC> f({i}r)

Hedl

THE)

o=(1il)

3

[8][8] e AL ])+A2])-L]

olup f dagilimli bir eleman degildir; dolayistyla 2.4.1 den Mi(R?) bir halka degildir.



3. BOLUM
KISMI ENDOMORFIZMALAR OLARAK HOMOJEN FONKSIYONLAR

3.1.0rtiilerce Tanimlanan Kismi Endomorfizmalar
R birimli bir halka ve G bir tiniter sag R-modiil ise
Mp(G)= { f: G—>G | f(ar)= f(a) r,reR, aeG }

nin birimli bir sifir - stmetrik y-halka oludgu 2. bolumde gorulda,
Bu boélimde Mg(G), G nin muayen alt modillerinde, endomorfizma olarak temsil
olunabilen feMy(G) homojen fonksiyonlarin olusturdugu alt y-halkalan ile bu alt y-

halkalarinin kismi endomorfizma olma durumlarini inceliyecegiz.

3.1.1. Tamm: My(G) ye (R,G) ¢ifti ile belirlenen homojen fonksiyonlar y-halkas: denir.
3.1.2. Tamm: S=Endy(G) ve (={C_ | & €A}, G nin bir alt moddller ailesi olsun. Eger

Wul=  C, =G,
aeA

(i) HerseS ve C e C igin s(C ) < CB olacak bi¢cimde bir € A vardir,
sartlan saglaniyorsa C ye G nin bir 6rtiisii denir.
3.1.1. Onerme: G nin her C 6rtiisit My(G) nin

N=PE(G, C)= { feMp(G) : YVaecA igin f|ca’ bir seS ye genisler}

ile gosterilen bir alt y-halkasim belirler.

Ispat: f,geN olsun. N nin tanimindan; V o . glca=\;JeEndR(G) ise, g(Co)=w(Ce)c Cp
olacak bigimde bir B vardir. f ICB= @<Endy(G) 1se,



(f + o= flo tele,= 0+ WeENd(G) = f +g e N,

(fog) (C)= f(g(Ce))= F(W(Cy)) = o(w(Cy))= (Pw)(Cy)€ Endr(G) = fog € N olur.

3.1.4. Tanim:M¢(G) nin yukanda verilen PE (G, () alt y-halkasina G, R-modiliintin €

ortiisiince belirlenen kismi endomorfizmalar y-halkasi denir

Kismi endomorfizma y-halkalann Maxson (1990,1991) de incelenmeye baslanmig

olup G nin her C ortiisii igin
Endp(G) < PER(G, C) = M(G)
bagintilarinin dogrulugu hemen goralir.

G nin devirli bir R-modiil oldugunu kabul edelim; yani uygun bir ueG i¢in G=uR dir.

feMp(G)ise Vry, 1, € Rigin

Sflurtury )= flu(r,+r,)]= SQ) (rytry) = f(u)rl + f(u) L= fur) +f(urz)

olup f, G nin bir endomorfizmast; dolayisiyla My(G)= Endg(G) dir. Oyle ise homojen
olup da endomorfizma olmayan bir fonksiyon ancak devirli olmayan modiiller igin

sozkonusudur. Bundan boyle G nin devirli olmadi§ini varsayacagiz.

3.1.5. Tamm: C={C,|aeA }veD ={Dy|BeB }, G nin herhangi iki ortiisii olsun.
(i) V aeAigin C, = Dj olacak sekilde bir Be B varsa (c D,
(i) V aeA igin C, < Dj olacak sekilde bir fe B varsa C;D

yazilir.

3.1.6. Onerme: Cc D veya (<D ise PEL(G, D)c PEL(G, () dir.



Ispat:Cc D oldugundaC< D saglanir. O halde yalmzca C<D durumunu ele almak

yeterlidir. fePE; (G,D)olsun.

(<D oldugundan V ae Aigin C, < Dyolacak sekilde bir fe B vardr.
f]ca= ( fl DB) lc ve [ Dﬁ , S nin bir elemanina genisletilebildiginden flca da S nin
o

bir elemanina genisletilebilir; yani f € PEy(G, C) dir.

0. Maksimal devirli alt modiiller ailesini,

M: Maksimal altmodiiller ailesini gostersin.
Ornegin; G=F™ ; m> 2 igin

72={ 1- boyutlu alt uzaylar ailesi},

M= { m-1 boyutlu altuzaylar ailesi} olup
=M dir.

Bundan boyle 22 ve M ye atif yapilirken bu ailelerin daima Gy igin birer ortd

olusturdugunu kabul edecegiz.

3.1.7. Onerme: /2 ve M yukandaki gibi tammlansin. Eger C devirli alt modiillerin
ortiisii ise bu durumda PER(G, »2)=PE.(G, () dir. Eger A, G nin 6z altmodiilleri
ortusi ise PER(G, M)= PEL(G, A) dur.

Ispat: o C ve C< o ve aym sekilde M < A ve A< M oldugundan sonug 3.1.6

dan ¢ikar.

3.1.8. Onerme: Eger Cve D, G, nin ortiileri ise £ w D de G nin bir ortiistidir. Ayrica

C <D ise PER(G, D)=PEy(G,C U D) dir.



Ispat: C <D =(CUD <D, D< CuUD  oldugundan PE(G, D) =PEL(G,C U D) olup

sonug 3.1.6 dan ¢ikar.

3.1.9. Ornek: R =Z tamsayilar halkas;, G= Z" (n>2) n-rankh serbest Z-modil ve

C={G,}, G nin maksimal devirli altmodiillerinden olusan bir ortisii olsun. feM,(Z")

alalim. f homojen oldugundan, f nin G nin devirli altmodilleri tGzerindeki etkisi bu
X
1

altmoddllerin birer tabami lizerindeki etkisiyle tek turli  belirlenir. f,G,% » |Z

Xn

izerindeki etkisi

ile belirlensin. G, maksimal devirli bir altmodiil oldugundan Ebob(x),x,,...,x,)=1 olup,

a;x;+ a; X, +...+a, x,=1 olacak bigimde a; € Z vardir. Son esitlikten

¢ ¢; a1 X, ... F ¢; a, X, olup

X 1 Cia; CGa,  Ga,

] c

f(X)=f : == : = ¢ o @ # o 8 b 0°
[

’ c c,a;c,a,...c a,

nwn et

PHoees M
I

n

Xn n

dir. O halde f nin G tzerindeki etkisi A matrisi ile belli olur. G, maksimal devirli bir
altmodiil olarak de§istikge A matrisinin de degisecegi asikardir.

£ ZP7" F(x) = AX ile tanmli 7, G nin bir endomorfizmast olup 7 nin G, ya
kisitlanigi olanflGa , Gnin A nin tanimladigi endomorfizmaya genisledigi gorilmektedir.

Buna gore her feM/ZM) homojen fonksiyon Z" nin su anlamda bir kismi

endomorfizmasidir;



Her G,eC igin flG = f' olacak bigimde birf €End(Z") vardir. O halde asagidaki

genel durum s6z konusudur. C={G,}, G nin maksimal devirli altmodiillerinden olusan
bir ortustt ve N = { feMy(G) : f]GQl ; G nin bir endomorfizmasina genisletilebilir} olsun
N, Mg(G) nin bir y-alt halkasi olup , N ye (R,G, C) uglust tarafindan belirlenen kismi
endomorfizmalar y-halkasi denir (Maxson, 1990) de N nin hangi durumda Mg(G) ye esit
oldugu sorulmaktadir. Maxson (1990) da D nin TIB (Temel ideal bolgesi) ve G nin
sonlu n-rankh bir serbest D-modiil olmasi durumunda M(D") =N esitligi gosterilmis ve
Maxson (1990) da TIB ler iizerinde keyfi modiiller igin (sonsuz rankh) sonucun dogru
olup olmadig bir agik soru olarak birakilmistir. Asagida N nin My(G) ye esit olmasinin

gerekmedi@i iki duruma ait 6rnekler verilmistir.

3.1.10.0rnek: R= Z[x] , G= (Z[x])® ve C, G nin maksimal devirli alt modillerinden

olusan bir 6rtii olsun

1
x |Z[x] e C olup
X+2
1 a 1 .
{l}k ; {bJ = [ X }k; keZx] ise
a 0 c X+2
a 1 .
¢ [0} ; [b} # X ]k; keZx] ise
0 c x+2

ile tanimh feMg(G) dir. Ancak bu f yi

1 1
o H X D = lil} olacak bigimde bir d€Endy(G) ye genisletemeyiz,
x+2 0

M
ginkii Xe(Z[x])® i¢in 8(X)= AX=|1| olacak bigcimde bir A= [A; (x)]eM;(Z[x])
0



matrisini olusturan ve sabit olmayan polinomlar mevcut degildir. O halde NgM(G) dir.

Bu ornekteki Z[x] bolgesi bir TIB degildir.

Halka ve modiiliin sonlu oldugu ve halkanin bir TIH olmadig1 duruma ait bir érnek

de soyledir.

3.1.11.0rnek. GE(2), 2 - elemanh Galois cismi olmak iizere

R:H }|a,b,c eGF(Z)}z{ , , [

OON
o o
M OO
OO O
OO O
OO
OO O
OO
OO
OO O
OO
OO

[100] [110] [101] 111
010 {010[,|010[ (010
001 |001] |001] 001

degismeli halkasini ve R-lizerinde

Yool [ R 0

G=[GF(2)P= [y }

z

modiilinii g6z 6niine alalim. Burada her feM(G) ve her v i¢in f(Rv)cRv dir. Boylece

f(v)=rv, reR olur.
Her f,g eMg(G) ve her veG igin
[(fgth)] (v)= fl(gth)(v)] = fle(v) + h()]= f(rv + nv)= f(rtry)v]
=(r; +15) f(V)= 11 f(V) + 0 (V) = f(1,v) +(r2v)
= fl(gW)] + fh(v)]

=(fg+fh)(v)



oldugundan My(G) bir halkadir. {e,, e,, &;), G nin GF(2) cismi Uzerindeki standart tabam
X

ise herhangi |y [eG vektoru e, +e,te; , €, veya e, in bir R katinda bulunur. Yani
z

G=R(e,+e,*e;) w Re;URe; opyp

N\

a+b+c o] [1] 1] [o
R(e,+e,+e,) = a |a,b,ceGF2)p=<|0|,[0f 1] |1
a 0 0 1 1

7/

b ] o] 1] [o] [1]
Re,= 4| a [|la,b,c eGF(2) =4 0(,[ 0], [ 1] |1
0 0] |o] [o] [0]

¢ ] (o7 17 o] [1]
Re;=3|0|a,b,c€GF(2)¢=4/0|,/0], {0, |0
ol 1

ve R (e,+e,+e;) mR(e,)R(e;) = {0,e,} dir. Buna gore,

fle;re,+e,)= f(e,) = f(e;)= e, ile verilen f: GG fonksiyonu M(G) nin bir elemanini

belirler. veG igin v=r(e,+e,+e;) , v=re, veya v=re,, olup f(v)=re,;, reR dir.

Burada

R HHH

ler maksimal devirli altmodiillerdir. Aym zamanda C,, Cg, C, lar maksimal altmodiiller,

yani M=P dir. feMy(G) ve f(0)= 0, f(x)=re,, V x €G igin



f:G—->G ve fIC, :C,—G kisitlamg fonksiyonu

| TR

0} + f ?} =el+ el 1 0 1

/

oldugundan feMg(G) fakat f¢PE,(G,20) dir. Boylece PE(G,x0) cMg(G) olur.

3.1.12.0rnek: R=Z olsun. G= (Z[x])*; Z TIB si lizerine sonsuz rankli bir moduldiir.
3.1.10. daki maksimal devirli altmodiil ve bu altmodile goére tammli f homojen

fonksiyonu g6z 6niine alindiginda bu altmodl tizerinde aym etkiyi gosteren bir

1
A=]1
0

matrisi ile belirlenebilir. Clinki Xe (Z [x])? igin §(X) = AX ile verilen 5 End,(G) olup,

1 100 1 1
B[I: X D = ,:} OO} ,: X } = [1} ve 8'G = f dir.
X+2 000 X+2 0 o '

3.1.13. Ornek: R=Z , G= Z*® (sonsuz rankh, serbest Z-modiil), C={G,}, G nin

d€End, (G);

OOC

S OO
| S

maksimal devirli alt modiillerinin bir 6rtiisii olsun ve feM,(Z%) verilsin.

Gy= (X} Xoy..., Xpo.)! Z maksimal < T iy, iy,..., i, €IN" dyle ki

Ebob(xil, Xjp-os xin)= 1; yani
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sayilar1 bulunabilir; éyle ki



3, X, + 2y, X;, +..ta o Xy =] dir.

fIX1,X,--.» Xppo--.] = fX) = [ €15Ca,.05 €]

isej=1,2,..,.nigin

= 2, X; G T 3, Xi, Cj +...-i~a1 s Xy Ci
oldugundan
0.0 a; 0.0 a;c, 0.0 a;¢c,0.. | [ ]
0..0 a, c0 0..0 a,c, 0.0 a; c,0.. i
/(X)= ® e ¢t 4+ & ¢ e e ¢ 2 3 4 e v e s @ :AX

0..0 a;¢c, 0..0 ac, 0.0 a;c,0..

""ooooo.ooan.o'ooc —J

-"..a.x’ -s >

dir.
B: Z%® — Z® yi B (x) = AX olarak tanimlarsak e EndZ(Z°3 ) ve Bl = f olduBu agiktir.
o

f nin Z*® a genislemesi yalnlz bir sekilde olmayip gercekten sonsuz ¢oklukta yapilabilir.

Cunki X vektoriiniin aralarinda asal olan bilesenleri sonsuz sekilde segilebilir.

Son olarak sayilamaz sonsuz rank durumunda N= Mp(G) esitliginin olabilecegini

gosteren bir 6rnek verelim.

3.1.14.0rnek: (Gorentas ve Yildiz, 1993): R¥IR reel cisim, G= IR™® olsun. IR yaribasit
(semi-simple) bir halka oldugundan G de yan basit bir R-modil olup ranki sayillamaz

sonsuzdur.

Her 02 f € G 6gesi bir maksimal devirli IRf alt modil tretir ve bu maksimal dewvirli alt

modiiller G nin bir € értiisiinii olusturur. Ornegin,

G =Rsinx € Colup, F: G—G;



rcosx f(x) = rsinxeGy ise

Fre =16 L R S
ile tanimh FeM(G) fakat, F¢Endy(G) dir.
FlGa : G, =G, kisitlams fonksiyon G, nin bir endomorfizmasidir:
FIGm (r sinx+ r,sinx)= FIGa [(r,*r,) sinx] = (r +1,) COSX= r COSX+T,COSX
= FlGa (r sinx) +F[Gu (r,81nXx).

G yaribasit oldugundan, G nin sadece bir G' altmodiilii vardir; Oyle ki G= IR sinx +G'.

F:Go>Gyi

f:[rsinx + g(x) ] = F(rsinx) = rcosx olarak tanimliyalim, (geG')

F [r,sinx +g (x) + rzsinx +g,(x)]= F [(r,#1,)sinx + (g +8,)(x)]

= F[(r *1,) sinx] = (r +T,) cosx
=T,C08X + 1,COSX -
= F(r sinx) + F(r,sinx)

=F[r sinx + g (x)]+F[(r,sinx + g (x)]

oldugundan F bir endomorfizma olup, IA:|G. =F dir.

6, G nin sonsuz turevli fonksiyonlardan olusan alt modilii olsun. G de yaribasit
olup; Gl, IRsinx in G deki direkt timleyeni olmak fizere , G = IRsianBGl, yazalim.
Yukandaki F yi G de disindugimizde,

I:’[rsinx + g(x)] = rcosx, (g(x)eGl)

oldugundan F.F yi G nin bir endomorfizmasina genisletir.
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D: 6-{6; D(f(x)=f'(x)= % ile verilen tiirev donisgiimia de F yi G ye genigletir;
X

ancak D[rsinx +g(x)] = rcosx + g'(x) olup D # F dir. Bu ise genislemenin birden fazla

olabilecegini gosterir.



31

A4.B8OLOM
KISMI ENDOMORFIZMA YAKIN-HALKALARI

Bu boliimde M(G) de G nin belirli altmodiillerde endomorfizmalar olarak temsil
olunabilen feMy(G) homojen fonksiyonlannin olusturduklan alt y-halkalari gesitli
orneklerle incelemeye devam edecegiz. Bu boliimde asil amag Maxson (1992) da agik

sorular olarak yer alan iki problemin ¢éziimiine ¢esitli sekilde yaklagmaktir.
4.1.Kismi Endomorfizmalar

R birimli bir halka, G bir initer sag R-modiil ise fonksiyon toplama ve fonksiyon

bileske islemleri altinda
Mp(G) = { f.G—>G | f(ar) = f(a), reR, aeG}
ktimesinin birimli sifir-simetrik bir yakin halka oldugu 2.bélimde goruidi.

4.1.1. Tarum: G nin her C 6rtiisi igin

PE(G,0)= {feMi(G) : f |Ga’ bir se S =End(G) ye genisler}

kiimesi M(G) nin bir alt y-halkasi olup PE.(G,() ye R-modil G nin C ortisiince
belirlenen kismi endomorfizmalar y-halkasi denir. Kismi endomorfizma yakin halkalar
(Maxson, 1990), (Maxson and Vander Walt, 1991),(Maxson and Vander Walt, 1992) ve

(Maxson, 1992) de incelenmeye baslanmigtir. G nin her C ortiisii igin,
Endy(G) CPE, (G, €) < My(G)
bagntilarinin dogruludu agiktir. Asagidaki o6rnekte C nin M ve ;9 olmas1 durumunda

Endy(G) = PE(G,M), My(G) = PE,(G, ) fakat My(G) # Endy(G) olabilecegi

gorilmektedir.



4.1.2.0rnek (Maxson, 1992): F bir cisim V sonlu boyutlu bir F-vektor uzay, V=F™ | m
>2 olsun. C;, V nin, i-boyutlu altuzaylarindan olusan ortiisi, (0<i<m) ise M=C,,_; ve

72=C, dir. (Maxson 1990, Te.Il) de PE(V,(;) = M(V) oldugu gosterilmistir.

Her i>1 i¢in fePEL(V,Ci) olsun. Herhangi iki u, veV vektérii igin u,veC olacak
sekilde bir Ce(; altuzayr vardir. fePE(V,(}) oldugundan flc, V nin bir
endomorfizmasina genigsletilebilir; yani f(u+v)= f(u) + f(v) dir. Her >1 i¢in End (V)=
PEL(V,(;) dir. (Maxson and Walt, 1991) de M (V) nin bir halka olmadift gozlenebilir.

Buna gore
End (V)= PE(V.M)=PE.(V,(,,») = = PE(V.,(5) € PEL(V, ()= ML(V)
olur.

4.2. End(G) = PE(G,M) ve M (G)= PE,(G,#) Durumlari

Bu kesimde M ve 2 6zel ortiileri Gizerinde durularak bilinen bazi sonuglarin bir 6zetini

Veriyoruz.
4.2.1.0nerme: G bir yari-basit R-modiil olsun. Bu durumda PE (G,20)=M(G) ve
Mz p©ise PE,(GM)=End(G) dir.

Ispat: C={a_ R}, ae A bitiin devirli altmodallerin ortiisii ve f €M;(G) olsun.

Her a,ReCigin f laaR :3,R—>G
bir homomorfizmadir:
f( aar1+aa,r2) = f[aq(r1+r2)] = f(aa)(r1+r2) = f(aa) r1+f(aa)r2 = f(aarl)+f(aar2)

G yar-basit oldugundan, G= a,R®K,, olacak sekilde G nin bir K, altmodiilii vardir.
[ la g » G nin bir R-endomorfizmasina



o (artk)= f(agr), reR, kekK, ile genisletilebilir. 3.1.7. den M, (G) < PE(G,») dir.

Boylece M (G)= PE(G,2) esitligi goriilir.

M= © ve H eM \w olsun. Yine G yari-basit oldugundan G nin uygun bir K
altmodiilii igin G= H@K yazilir. g=h+keG i¢in hRcH oldugundan hR+kR < G bir 6z

altmodiilidiir. O halde hR+kR, M de bir maksimal altmodiil tarafindan kapsanir ve

JePEL(G,M) igin f(h+k)= f(h) +f(k) dur.
X=x,+X, ve y= y,*y,, G de herhangi iki eleman olsun. Bu durumda da ,
JOxFy) = f(xpby, Hxaty)= fx Ty )+ f(xotys)
dir. x,R+y,Rc G ve x,R +y,R < G oldugundan
Jlxty) = fx)F f(y)) + f(x) + f(y) = f(x, %)) + flyirya) = f(x) + f(y) olup,
feEndg(G) dir. Endx(G)cPE,(G,M) bagintisi her zaman dogru oldugundan
PE (G,M) = End,(G)

olur. R bir yari-basit halka; yani R sonlu sayida basit Artinian halkalarin bir direkt toplami

ise her R-modiil G de yari-basit olacagindan su sonug elde edilir.

4.2.2.Sonug: R yan-basit bir halka ise 2 ve M nin birer 6rtii oldugu her md-modul G

i¢in
PE.(G.2) = M(G)
ve M # 0 olmasi durumunda PE (G,M) = Endy(G) dir.
4.2.1. ve 4.2.2. de M = o sarti kalktiginda PE (G,M) = Endy(G) esitligi olmayabilir.

4.2.3. Ornek: R=IR , G=IR? igin M = s(orjinden gegen dogrular ailesi) olup,



W= {(x,x) | xeIR} e o =M dir.
_lu ; ueWw ise
f(u)= {0 i uéw 1s€e

ile tanimli feMIR(IRZ) olup fgEnd,; (IR?) dir. (Fuchs et al, 1991) de her R-modiil G igin
My(G) y-halkasinin bir halka ; yani My (G) = End,(G) oldugu tiim R-halkalarinin ailesi

22 ile gosterilmis olup, bu ailenin en 1yi bilinen ornekleri, tipi 2x2 veya daha buytuk matris

yari-basit R- halkasimin matris halkalannin direkt toplami olarak yazihisinda her bir
bilesen matrisin tirii en az 2x2 ise Res2 olup Endy(G) < PER(G,0) c My(G)
bagmtilarindan G nin her C ortiisi i¢in  PER(G,C) = Endy(G) oldugu gérilir. R nin
direkt toplam aynsimindaki matris halkalarindan herhangr birinin tira  1x1 ise

PER(G,C) = Endy(G) esitligi olmayabilir. 4.1.2. boyle bir duruma ait bir érnektir.

Bu kesimin geri kalan kisminda M ve 2 nin G igin birer o6rtii teskil ettigi ve
M = 0 olacak bigimdeki her R-modiil G igin End,(G) = PEy(G,M) esitliginin mizmkiin
oldugu komutatif Noetherien R halkalarinin (Maxson and Walt, 1992) tarafindan
baglatilan karakterizasyonunun bir ozetini verecediz. Bu karakterizasyon asagidaki

onermeler dizisi kapsaminda yapilmistir.

4.2.3. Onerme: C={C,},aeA, G ninbir ortisii ve her a.€A igin C # G ve S=End;G
olsun.

acA igin K = oS (CgnC,) ve G nin her T alt kiimesi igin
B (04

Z(T)={seS|sx=0,Vx e T},
T nin sol sifirlayicist olsun. Eger bir a€ A igin

2{C )% 2(K,) ise PER(G,C)# Endy(G)

dir.
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Ispat: K c C, oldugundan 2(C,) c <(K,) dir.
oo €A elamamm £(C_ )= < (K ) olacak sekilde segelim.

Buna gore x, €C \K__ eleman bir 5, €2(K ) igin éoxo # 0 olacak sekilde
bulunabilir. xe G i¢in £G—>G yi
soX ., xeCup ise

f(x)={o . xeC, ise

bigiminde tanimlayalim. fePE (G,() oldugunu gérmek i¢in (Maxson and Walt 1991)
den, bir t={t_} e a]; S, fonksiyonunu her o,Be A igin t,- tgeLg(C,MCp ) ve f(x)= t,(x)

, xeC, olacak sekilde bulmak yeter. Bunun igin t={t,} v1

. _{0 , Cug Cy, ise
&7 ls, , CacCq, ise

seklinde tanimlayalim. t,- tg €25(CoCp) oldugunu gorelim. (Co,tCy ) ve (CptCy, )
ise to-tg =0 €L5(CoMCp) olup, CocCy ve CpeCy ise ty- tg = 55-5=0 €24(CCp)
olur. Son olarak C,¢C, ve CpcC, —ise C,¢Cy oldugundan C,nC, < K, olup

bunun sonucu olarak C,mCp < K elde edilir. Buna goére 25Ky )c 25(CoCp)

bulunur.

Fx)=t,(x), xeC,, oldugu f nin tammindan goriliir PER(G, C)#Endy(G) oldugunu
gostermek igin f nin lineer olmadigimi gérmek yeter, C, #G oldugundan bir aeG\Cy

elemani var olup x,= x,-ata yazilir. ag¢C,_ oldugundan xg-agCq  olup
f(x,-a) + f(a) =0 iken f(x,-a+a)= f(x,) = s, X,z 0 dir.

4.2.4. Onerme: R bir komiitatif halka; M, R nin bir maksimal ideali
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2
ve M?#M olsun. Buna gore Kzl:]I\{/I// l]t443:| , R-modil (R/M:Z )2 nin bir maksimal

altmodili olup, H, (R’'M?)? nin H#K olacak bicimdeki herhangi bir maksimal
2
altmodili ise HAK < [R/ ﬁ] dir.

ispat: K nin (R’M?)? nin bir maksimal altmodilii oldugu agiktir. H#K oldugundan

2
beM olacak sekilde bir {;: ]\M/Iz:I €H vardir. R/M bir cisim oldugundan be-1=m'eM

olacak sekilde bir ceR bulunur. O halde bc + M? = 1+m' +M?> dir.

Fakat her meM i¢in

dir.

d+ M?

Ote yandan HAK ¢ {151// ;J ise bir deM/M? icin bir l: 2 }EH(\K elemani

m+ M

vardir. Yukandaki gibi bir reR vardir; dyleki dr+M> =1+m" + M®> ,m"eM ve buradan

d+ M? m+ M )
2 |lm= dir.
m+M 0+ M

her meM igin

2 to

2 <
Buradan H;[Ml\/d%/‘ } oldugu gorilliir. Bu ve yukandakilerden Ho(MM/M2)? olur ki,

buradan H=K c¢eliskisi gikar.

4.2.5. Teorem: R bir komiitatif halka olsun. M nin bir 6rtii oldugu her md R-modiil G

i¢in PEp(G,M) = Endg(G) ise R nin her M maksimal ideali i¢in M?2 =M dir.
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Ispat: 4.2.3.1 4.2.4. deki duruma uygulayarak R nin bir komiitatif halka ve M nin R de

M? # M olacak bigimde bir maksimal ideali olarak alalim: 4.2.4 den G=(R/M>)? bir
2

R-modil olup C,_ = [ Ry ﬁ,} € Mdir. Ayrica CpgtC__ olacak bigimdeki

her CgeM i¢in CgnC < (M/M2 )2 olup

Ka= v
Y CB GM
Cﬁi(:a

(CpnC, ) < (M/M?)? dir. S=End,(RM? )=M, (RM?),

(R/M2 ) tizerindeki 2x2 matrisler halkasidir.

l:m +OM- 8:| es (K, ), fakat [m +0M i 8i| ¢ s (C_ ) dir.

O halde 4.2.3. den

PER((RM?)*, M) = Endy[(R/M?)? ]

dir.

4.2.5.in karsit1 dogru degildir. 4.1.2. de oldugu gibi F bir cisim, V bir F-uzay ve
boyV=2 i1se M=z ve Endi(V) S PEL(V, M)= M(V) dir. Oysa , F nin tek maksimal
ideali M= (0) olup M? =M dir.

M= ve bunlann birer ortii teskil ettii her R-modil G igin Endg(G) = PER(G, M)
esitliginin mimkiin oldugu tim komitatif Noetherian halkalarin (Maxson 1992)

tarafindan yapilan karakterizasyonu su teoremle verilmistir.
4.2.6.Teorem: R birimli bir komutatif halka olsun. Asagidakiler .denktir.
1) R cisimlerin direkt toplamudir;
2)R Artinian ve R nin her M maksimal ideali i¢in M?> =M dir.

3)R Noetherian ve R nin her M maksimal ideali igin M2 =M dir.
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4) R Noethenian ve . Mz olmak tzere her md-modiil G igin Endy(G) = PEL(G,
M) dir.

5) R Noetherian ve M= olmak {izere her md-modil G icin PEL(G, M) bir
halkadir.

Maxson(1990) da D nin TIB ve G nin sonlu rankli bir serbest D-modil olmas:
durumunda PEL(G, 20) = Mp(G) oldugu gosterilmig; sonra bu sonug¢ komutatif TIH lere
(Maxson and Walt, 1992) da asagidaki sekilde genellestiriimigtir.

4.2.7.Teorem: R bir TIH ve G sonlu iiretilmis bir R-modiil ve 25, G nin maksimal devirli
altmodulllerinin ortist ise Mr(G)=PE (G, #2) dir.

Bu teoremin kargitnin tamhk bolgeleri igin dogru olup olmadigi heniz

bilinmemektedir. Yani D bir tamhik bolgesi ve sonlu dretilmis her D-modil G igin

Mp(G)=PEL(G, ) esitligi varsa, D bir TIB midir? Bu sorunun cevabi Noetherien tek

tirlii carpimlara ayirma bolgeleri (TCB= UFD) i¢in su sekilde verilmigtir.

4.2.8. Teorem: D bir Noetherien TCB olsun. Bu durumda her sonlu iiretilen D-modiil

G i¢in
PE,(G, 2)=My(G) <> D bir TIB dir.
Ispat: D bir TIH ise PEL(G, 2)=M(G) esitligi 4.2.7. nin bir sonucudur.

D bir Noetherian TCB ve sonlu dretilen her D-modiil G i¢in PEL(G, 2)=My(G)
oldugunu varsayalim ve D nin bir TIB oldugunu gorelim. D Noetherian oldugundan her I

ideali sonlu tiretilmis olup, I= aD+bD nin bir temel ideali oldugunu géstermek yetecektir.

Bunun i¢in ebob (a,b)=d; a=a,d, b=b,d olsun. ebob (a,,b;) =1 oldugundan [;1 ], D2 de
1

bir maksimal devirli altmodiil (mda) {iretir. [gz} D de bir mda ve
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a, a a,
l:g‘l] DA [b;} D={0} ; I:bll] c,= l:b;] ¢, olsun.

€, ve ¢, nin terslenmeyen bir ortak carpanin olmadigins varsayabiliriz. a; ¢,=a, ¢, ve

b,c,=b,c, den ¢, | a; ve ¢, | by olup (a;,b))=1 oldugundan c, bir birimsel (iinit) olup,

burada []a)il D= [gz] D dir. Buna gore D> de kesisimi {0} dan farkhi olan mda lar
1 2

gakismakta olup, D? nin mda lan birbirinden aynidir. Bunun sonucu olarak M (D?ydeki f
D

fonksiyonlarini, D*nin mda larinin tiretenleri tizerinde tammliyarak belirtebiliriz. Omegin
f{g‘:l{(l)} olacak sekilde feM,(D?) vardir. PED2 )= MyD?)  esitligi
ay; Ay

21 4

verildiginden, fePE(D? %) olup PE(D?,#9) nin tammindan bir A=[ ] eM,(D)
a,

b ] D de gakigirlar; yani A ile f bu mda da aym
1

matrisi var ve bu A ile f nin etkisi {

degeri alirlar. Buna gore f{ﬁ‘} =A[g’ den
1 1

1) a2 8 -a] _| 258, + a;,Db,
0] |a, any b, 858, t a,b,

olup
l=a,,at+a,b dend=a, da +a,db =2aa+ta,b ve
dD= (a;;a +a,b) D=2, aD +a,bD=a(a,, D) + b(a,, D)< aD+ bD olur.
ote yandan,
a=a,d = aD c a,dD=d(a,D) < dD

b=b, d=>bD cb,d D=d (b,D) = dD

oldugundan aD + bD < dD olup I= aD + dD bulunur.
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4.3. PF, Halkalar Ailesi
Bu kesimde D yi bir (komutatif) tamhk bélgesi aldiimizda n= 2,3 ,4,... igin

PF,= {D tamlk bolgeleri |[Mp(D™) = PEL(D",»)} smfinn kismi bir
karakterizasyonunu elde edecegiz. Bunun i¢in dnce MD(D2)=PED(D2,/O) esitliginin ne

zaman mimkiin oldugu sorusuyla ilgilenecegiz

4.3.1. Tammm: a, beD birimsel olmayan ortak katlart bulunmayan elemanlar olmak

Uzere

K, (ab)= {ceD | 3 deD, ad= bc} ve X, (a, b)= {deD | 3 ceD, cd=bc} seklinde

tanimlanir.

4.3.2.0nerme: K (a,b) ve K,(a,b), D nin idealleri olup

K (a,b)2aD ve XK, (a,b)2aD dir.

Ispat: ce & (a,b) olsun. Tanim geregi c,, ¢, €D igin bir d, d,€D vardir; yle ki
ad;=bc, , d,=bc,

buradan a(d,+d,) = b(c,+c,) olup ¢, +¢c, € K,(a,b) dir. reD, ce & (a,b) olsun. ad=bc =
a(rd)= b(rc)oldugundan rce & (a,b) dir. Boylece A,(a,b) bir idealdir. Benzer sekilde
K (a,b) nin de bir ideal oldugu gorilir.

Her ce X (a,b) igin (aD:cy={ueD | uceaD} , D nin bir ideali olup &, (a,b)= (aD:bD)
oludugu agiktir. I(a,b)= ~ _ (aD:c) olarak alinirsa (aD: c) = (aD:cD) oldugundan

cexi(a,b)

I(a,b)= ce/(rx(\a’b) (aD: ¢D) olur.

4.3.3.0nerme: a,b yukandaki gibi ise I (a,b)2 aD+bD dir. Ayrica,
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aD+bD =D < X,(a,b) = aD dir.

Ispat: ce & (a,b) olsun ae(aD:c) olusu agiktir. be= ad oldugundan be(aD:c) olup ilk

ifade dogrulanir.

K (a,b) =aD alalim ve ce &, (a,b) olsun. Buradan her yeD igin yceaD olup Dcl(a,b)
dir. Kargit olarak, aD < &,(a,b) oldugu biliniyor. ce &,(a,b) olsun. 1€I(a,b) oldugundan

1.ceaD olup X, (a,b) ¢ aD dir. Asagidaki iki 6nerme kolayca ispatlanabilir.

4.3.5.0nerme:
(1) bir O#ce X, (a,b) vardir < (a,b)t D (c,d)t D#{0}olacak sekilde bir d#0 vardir.

(if) 0£d € &,(a,b) vardire> (a,b)t D(c,d)t D = {0} olacak sekilde O=c vardir

4.3.6. Onerme: f[f;] = [;] olmak iizere bir fe MD(D3) vardir < {x,y}cl(a,b) dir.

4.3.7.Teorem: Asagidakiler denktir.
(i) PEp, (D%, 0)=Mp(D?);

(1) Her a,beD\{0} i¢in l:g] D bir mda olacak sekilde I(a,b)=aD+bD dir.

Ispat: (i) =(i) xel(a,b) olsun. 4.3.6.dan fl:ﬂ = [’é]olmak lzere f eMD(DZ) vardur.

Hipotezden, A[a] = f{aJ = [g:l olacak sekilde AeMZ(DZ) vardir.

b b
ap ap flal_|x
|:azl ax ]lib} [0:| den
a ,a+a,b=xeaD +bD olur. 43.4. den I(a,b) 2 aD+bD dir.

Boylece I(a,b)= aD+bD olur.

(i) = (i) PER(D*,0)cMp(D?) oldugundan



Mp(D?) ¢ PEL(D?,0) oldugunu gostermek yeterlidir,

j[g] = [’5:] olmak iizere feMp(D?) olsun. 4.3.6. dan

{x,y} < I(a,b) yazilir. Boylece x = a,,a+a,b ve y=a,,a+a,, b olacak sekilde

ay1,812,85] »ay€D vardir. A[ﬂ = [’5} oldugundan f,[%j}D tizerinde bir matris ile temsii
edilir. Boylece f GPED(DZJO) olur.

4.3.8.0nerme: Her a,beD\{0} icin ,:%:I D, mda olmak iizere I(a,b)=D olacak sekilde D
bir Noetherian bolge olsun. Bu durumda PE(D?,0)=Mp(D?)<>D TiB dir.

Ispat:=:D Noetherian ve 0=a, beD igin []ﬂ D, mda olacak sekilde I(a,b)=D olsun.

PED(D2,O)=MD(D2) ise D nin TIB oldugunu gosterecediz. Bunun igin a;,a,eD\{0} i¢in

a,D+a,D idealinin temel oldugunu gostermek yeterlidir.

Eger a,,a, nin binmsel olmayan d, gibi bir ortak kat: varsa a,=d,a,', a,= d, a,' ve

a,=d, a'; den a,D < a,D olur. Aym sekilde a;, a', gibi birimsel olmayan bir ortak kat
varsa a,D c a'| D ca",D olacak sekilde a"; €D bulunur. D Noetherian oldugundan bu
zincir bir noktada durmak zorundadir. Boylece a,;= db,, a,=db, yazilir. ebob (b,,b,) =d,

D de birimdir. Bu durumda

b,

-

a,D+a,D= db,D +db,D < dD olur. [b‘ J D bir mda ve PED(DZ,/O)=MD(D2) oldugundan

43.7. den D=I(b,,b,) = b, D+b,D yazilir. b, b, aralaninda asal oldugundan
1= b,c,+b,c,,d=b,c,d+b,c,d= db,c,+db,c,= a,c,+a,c,€a,D +a,D, boylece D bir TIB

olur.

4.3.7 nin bagka bir uygulamasi olarak su sonucu yazalm.
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4.3.9. Sonuc: D bir tamlik bélgesi, peD bir asal eleman ve 0=beD olsun; 6yle ki
pDcpD+bD <D
* Bu durumda PEp(D?, 0)=Mp(D?) dir.

ispat: p bir asal ve pD cpD+bD oldugundan BJD ,D? de bir mda dir. Ciinkii {S]D bir

mda olmasayd: (p,d) =p olup, d= kd, keD olarak yazlabilirdi. Bu durumda da
dD= pkDcpD olup pD+dD=pD esitligi verilene aykindir. ce &,(p,b) olsun. Bir deD igin
pd=bc ve plbc olur. Fakat p,b yi bolmediginden plc olup cepD; yani &,(p,b)=pD
yazilir. 4.3.3. den PE(D* 0)#Mp(D?) dir.(Maxson and Walt, 1992) de bir 6rnek ile

Mp(D*)#PE(D? %) olan D tamlik bolgelerinin varligm gosterir.
(Maxson, 1992) da n=2,3,4,... igin
P7,={ D tamlik bolgeleri | Mp(D*)=PE(D?,20)}

tamhk bolgeleri smifi tanimlanmigtir. 4.3.9. kullanilarak PF, ye ait olmayan Gg¢ ornek

soyledir.

4.3.10. Ornek: F bir cisim J={feF[X,Y] | f{0,Y)=0}; F[X,Y] nin bir temel idealidir. Bu
ideal asal fakat maksimal degildir; ¢inki F[X,Y}/J = F[Y] cisim degildir.

Yani Jc(J,Y2)cF[X,Y]dir. Béylece JePF, dir.

4.3.11.0rnek: F bir cisim ise F[X,Y] polinom halkalarinda X, maksimal olmayan bir asal

ideal dretir. O halde 4.3.9 den F[X,Y] ¢PF, . Her iki 6rnekteki bolge bir TIB degildir.

Noetherian tek tiirlii garpanlara ayrilabilme bolgeleri simfina inildiginde n= 2,3,... igin

42.8. den

DePF, <D, TIB
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olup. PF, ve ait Noetherian bolgelerin TIB olmas: gerektigi anlagilir.
4.3.12.0rnek: D=Z,[x%x3] tamlik bolgesinde p=x? bir asal eleman olup
x’D cx®D+x3D <D ve x? bir maksimal ideal iiretmez. O halde 4.3.9 dan
PER(D?,10)#Mp(D?) olup DgPF, dir.

PF, lerin kendi aralarinda iliskisi $6yle verilebilir.
4.3.13. Teorem: n2m igin PF, cPF,, dir.
Ispat: D bir tamlik bolgesi ve DePF, olsun. DePF, oldugunu gostermek yeter.

D¢PF,, oldugundan bir feM(D™) igin f¢PE (D™, #) dir. Bunun anlami, bir

4
A=| i |De D", mdaiginf|a kisitlanmig homojen fonksiyonu M, (D) den bir matrisle
am

temsil olunamaz.

a
a,
: |, D" de bir mda trettiginden a(,),, vektorii de D" de bir mda tiretir. Ayrica r£0 #s
a, N
| 0]
) b,
i¢in a(,)n =|.|s > b,.;=--=bn=0 oldugundan f yi bir feMD(D“) ye
o] o
_ % ]
genisletebiliriz, yani , x(,),. bi¢imindeki vektorlerce lretilen mda larda f= f ve diger
0

mda larda f=0 dir.
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DgPF, oldugundan f, A Uzerinde bir matrisle temsil olunamaz. Dolayisiyla f' da A

tizerinde bir matrisle temsil olunamaz. O halde DePF, dir.

Burada her n igin PF,c PF, oldugu agiktir.

4.3.14.Sonug: D bir Noetherian TCB ise asagidakiler denktir.
1)Herne{2.3,...} i¢in DePF,;
2)DePF,olacak sekilde ne {2,3,...} vardir;
3)D bir TIB dir.

ispat:
3=1:4.3.7 den, D bir TIB ise her n=2,3,... i¢in DeP7, dir.
1=>2 : agikardir.
2=3:4.3.13 den ¢ikar

(Maxson and Walt, 1992) da n=2.3,... i¢in PF, < P7, bagntisinin dogru olup
olmadiy sorulmaktadir. Calismamizin bu son kisminda bu bagintinin n=3 olmasi

durumunda dogru olup olmadigin: arastiracagiz.

X)
DePF, ve G4= | X, | D, D? de bir mda ve f: D3>D? bir homojen fonksiyon
X3
X, ¢
olsun, ve f| X, | =| ¢, | olarak verilsin. (x;, X,,X;) lin herhangi iki bileseni, s6z gelimi, x,
X3 Cs

ile x,, D de aralarinda asal ise bu durumda Gal=[:’ :\ D, D? de bir mda dir. Simdi G,, de
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f‘[: ]] =[§ 1] ile verilen f,:D*—>D? fonksiyonu homojen olup f,eMy(D?) dir.  De
P¥, oldugundan Mp(D?) = PE(D2 1) esitligi vardir. Dolayistyla

X3

f1eMp(D?)=PE(D? ) dir. f,ePELD? ) ve {x ] D, D? igin bir mda oldugundan

-

cd
7 Xp|tabi| X =axl+bx2 - €
Nx, | Led]|x, ox +dx, | [, ]
Uygun a, , a,€D i¢in a,x; + a,X,=1 olup a,c;x, +a,C5x,=C; dir.

X ¢ a b O X
X, C, a;C3 2,63 0 X3

£,, My(D) den bir [a b} matrisi ile temsil edilir:

ve f,M;(D) den bir matrisle temsil olunur.

(%,X,,X3) Un diger bilesen ¢iftleri olan (x,,x;) ile (X,,x;) den herhangi biri aralarinda asal
oldugunda yukaridakine benzer sekilde f nin M;(D) den bir matrisle temsil olunacag:
gosterilebilir. Ancak, (x;,X,,X,) Un aralarinda asal herhangi bir bilesen ¢ifti yoksa (6rnegin
D de farkli p,, p,, p; asallart i¢in (p, pa Py P3» P2P3) vektora gibi) bu durumda f yi bir 3x3
matrisle temsil etmek yukarnidaki gibi kolay goziikmemektedir. Dolayisiyla

P7, c P7;bagmtisinin bile dogrulugu yeni bir arastirma konusu olacaktir.
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