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ÖZET 

             

ZAYIFÇA SÜREKLĠLĠĞĠN BAZI GENELLEġTĠRMELERĠ 

  

Velicko tarafından tanımlanan topolojik uzayların  -modifikasyonundan hareketle tanımlanan 

 -açık küme kavramı aracılığıyla Paul Long tarafından faint süreklilik kavramı tanıtılmıĢtır. 

Bu fonksiyon tipinin çeĢitli genelleĢtirilmiĢ açık küme tiplerinin kullanan farklı varyasyonları 

oldukça çalıĢılmıĢ hatta bu varyasyonların genelleĢtirilmeleri de yapılmıĢtır. ÇalıĢmada bu 

genelleĢtirmelerin özel bir durumu ve farklı genellemeleri elde etmeye çalıĢıldı.  

Bu çalıĢma dört bölümden oluĢmaktadır. 

Birinci bölümde, tez çalıĢmamız için gereken ön bilgi ve kavramlar verildi. Konunun 

geliĢiminde çalıĢılmıĢ bazı genelleĢtirilmiĢ açık küme tipleri ve bazı özel süreklilik kavramları 

hatırlatılarak,  -açık kümeler ve faint süreklilik özetlenmiĢtir.  

GenelleĢtirilmiĢ açık küme tiplerinin çoğu genelleĢtirilmiĢ bir topoloji oluĢturduğundan faint 

süreklilik kavramlarının genellemesi için Roy tarafından bu kavram kullanılmıĢtır. Bu 

çalıĢmayı takip ederek bazı sonuçlar elde etmeye çalıĢılmıĢtır. Csaszar tarafından verilmiĢ 

genelleĢtirilmiĢ  topoloji kavramı ile ilgili ihtiyaç duyulacak temel bilgiler verilmiĢtir. 

Ġkinci bölümde, faintly (,)-Sürekli Fonksiyon kavramı, bu kavramın karakterizasyonları ve 

diğer özellikleri verilmiĢtir.  

Üçüncü ve dördüncü bölümde sırasıyla, faintly  μ  λ -sürekliliği ve faintly (   λ -sürekliliği 

tanımları verilerek, diğer özellikleri incelenmiĢtir. 
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ABSTRACT 

 

SOME  GENERALIZATIONS OF FAINT CONTINUITY 

 

Faint continuity concept is written by Paul Long through the concept of θ-open sets defined 

by the θ-modification of topological spaces defined by Velicko. The different variations of 

this function type using various generalized open set types have been studied Generalizations 

of these variations have also been made. In this study, a special case of these generalizations 

and different generalizations were tried to be obtained.   

This study consists of four chapters. 

In the first part, preliminary information and concepts required for our thesis study were 

given. In the development of the subject that have been studied some generalized open set 

types and some special continuity concepts reminded θ-open sets and faint continuous 

summarized.  

Since most generalized open set types form generalized topologies, this concept was used by 

Roy to generalize the concepts of faint continuity. Following this study, some results were 

tried to be obtained. Basic information about the concept of generalized topology given by 

Csaszar has been given.  

In the second chapter, the concept of faintly-continuous function, the characterizations of this 

concept and another properties have been given.   

In the third chapter and in fourth chapter by giving the definitions of respectively faintly 

 μ  λ -continuity and faintly (   λ -continuity, other properties are examined. 
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SEMBOLLER VE KISALTMALARI  

 

   ve  

  veya  

    fark kümesi  

     -ıncı izdüĢüm fonksiyonu 

       kümelerinin Kartezyen çarpımı 

      Topolojik uzay     için; 

    Topolojik uzayda A nın kapanıĢı, 

Int(A) Topolojik uzayda A nın içi, 

     topolojik uzayda A nın  -yığılma noktalarının kümesi 

GT GenelleĢtirilmiĢ topolojik uzay  

      GenelleĢtirilmiĢ topolojik uzay     için; 

    genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayda A nın içi, 

    genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayda A nın kapanıĢı, 

   
(A) A yı içeren   -kapalı kümelerin arakesiti, 

    
    A da kapsanan   -açık kümelerin birleĢimi, 

    
    genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayda A nın   -yığılma noktalarının kümesi, 

 ig(A) A da kapsanan μg-açık kümelerin birleĢimi, 

 cg(A) A yı kapsayan μg-kapalı kümelerin arakesiti 
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BÖLÜM 1. 

1.1. -Açık Kümeler ve Faint Süreklilik Kavramı 

Topolojik uzayların - ve - modifikasyonunu ilk olarak Velicko  tanıtmıĢ ve çalıĢmıĢtır, bu 

kavramdan yola çıkarak.Paul.E..Long.,ve.Larry L..Herrington. -

açık.kümeler.vasıtasıyla.faint.sürekliliği.tanıtmıĢ,.özelliklerini. çalıĢmıĢtırl.. Bu süreklilik 

kavramı farklı genelleĢtirilmiĢ açık küme tipleri kullanılarak sayısız çalıĢmaya konu 

edilmiĢtir. ([1],[4],[7],[11],[12],[13],[20],[21],[22],[26],[27],[30],[32],[34],[40]) Bu  bölümde, 

topolojik uzaylarda bazı genelleĢtirilmiĢ açık küme tiplerinin tanımları,  -açık kümeler ve 

bunun farklı genellemelerinin tanımlarını vererek -açık kümeler ile ilgili temel bazı kavram 

ve teoremleri özetleyeceğiz. 

Tanım 1.1.1.  bir topolojik uzay ve A  olsun. A yı içeren tüm kapalı kümelerin 

kesiĢimine (A yı içeren en küçük kapalı küme) A nın kapanıĢı denir ve  ile gösterilir. 

Tanım 1.1.2.  topolojik uzay ve A  olsun. A nın içerdiği tüm açık kümelerin 

birleĢimine (A nın içerdiği en büyük alt küme) A nın içi denir ve  ile gösterilir.  

Tanım 1.1.3. [17]  topolojik uzay ve A  olsun. Eğer A int(c  (A)) ise, A ön-açık alt 

küme olarak isimlendirilir. 

Tanım 1.1.4. [14]  topolojik uzay ve A  olsun. Eğer A c  (int(A)) ise, A yarı-açık 

alt küme olarak isimlendirilir. 

Tanım 1.1.5.  topolojik uzay ve A  olsun. A alt kümesi A cl(int(c  (A)) Ģartını 

gerçekliyor ise, yarı-ön açık [3] ( -açık) [24] alt küme olarak isimlendirilir.  

Tanım 1.1.6. [2]  topolojik uzay ve A  olsun. Eğer A c  (int(A)) int(c  (A)) Ģartı 

gerçekleniyor ise A, b-açık alt küme olarak isimlendirilir.   

Tanım 1.1.7. [3]  topolojik uzay ve A  olsun. A yı içeren yarı-kapalı kümelerin 

kesiĢimi A nın yarı-kapanıĢı olarak tanımlanır ve sc  (A) ile gösterilir.  

Tanım 1.1.8. [3] (X,  topolojik uzay ve A  olsun. A yı içeren ön-kapalı kümelerin 

kesiĢimi A nın ön-kapanıĢı olarak tanımlanır ve pc  (A) ile gösterilir.  

Tanım 1.1.9. [3] (X,  topolojik uzay ve A  olsun. A yı içeren yarı-ön-kapalı kümelerin 

kesiĢimi A nın yarı-ön-kapanıĢı olarak tanımlanır ve c  (A) ile gösterilir.  
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Tanım 1.1.10. [2] (X,  topolojik uzay ve A  olsun. A yı içeren -kapalı kümelerin 

kesiĢimi A nın -kapanıĢı olarak tanımlanır ve c  (A) ile gösterilir. 

Tanım 1.1.11. [39] (X,  topolojik uzay ve A  olsun. x X, x noktasını içeren her U açık 

kümesi için c U A  Ģartı sağlanıyorsa, A nın -yığılma noktası [H. Velicko] olarak 

isimlendirilir. A nın  yığılma noktalarının kümesi A nın -kapanıĢı olarak isimlendirilir ve 

 ile gösterilir. Eğer   ise A kümesi -kapalı alt küme [39] olarak 

isimlendirilir. A. Csaszar  yerine  gösteriliĢini kullanmıĢ ve  gösteriliĢinin A 

kümesini içeren -kapalı kümelerin arakesiti için kullanılmasının daha uygun olduğunu 

belirtmiĢtir. -kapalı kümenin bütünleyeni -açık küme olarak isimlendirilir. A da kapsanan 

tüm -açık kümelerin birleĢimi A nın -içi olarak isimlendirilir ve  ile gösterilir 

Tanım 1.1.12. (X,  topolojik uzay ve A  olsun. Benzer Ģekilde x X, x i içeren her U 

yarı-açık (sırasıyla ön-açık, yarı-ön-açık, b-açık) kümesi için sc U A≠∅, (sırasıyla pc U

A≠∅, c U A≠∅, bc U A≠∅) Ģartı sağlanıyorsa, A nın yarı-  -yığılma [16], (sırasıyla ön-

 -yığılma [9], yarı-ön-  -yığılma [25], b-  -yığılma [28]) noktası  olarak isimlendirilir. A 

nın yarı-  -yığılma (sırasıyla ön-  -yığılma, yarı-ön-  -yığılma, b-  -yığılma) noktalarının 

kümesi A nın yarı-  -kapanıĢı [16] (sırasıyla ön-  -kapanıĢı [9], yarı-ön-  -kapanıĢı [25], b-

 -kapanıĢı [28]) olarak isimlendirilir ve  (A), (sırasıyla (A),   (A), (A)) 

ile gösterilir.  

(X,τ  topolojik uzay ve A⊂X için, A nın  -kapanıĢı; ∀x∈X için x in her kapalı komĢuluğu ile 

A nın arakesiti boĢtan farklı bir küme olarak tanımlanır ve A ile gösterilir.   
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Tanım 1.1.13. Eğer  Ģartı sağlanırsa, (sırasıyla gösterimleri; , 

, )) A yarı- -kapalı (sırasıyla ön- -kapalı, - -kapalı, b- -kapalı) 

olarak isimlendirilir. Yarı- -kapalı [16] (sırasıyla ön- -kapalı [19] , - -kapalı [25], b- -

kapalı [28])  kümenin bütünleyeni yarı- -açık [16] (sırasıyla  ön- -açık [9] , - -açık [25], b-

-açık [28])  küme olarak isimlendirilir. 

(X,τ) topolojik uzayında tüm yarı-açık (sırasıyla ön-açık, -açık, b-açık), kümelerin topluluğu 

SO(X) (sırasıyla PO(X), βO(X), BO(X) ya da γO(X)) ile gösterilir. 

 

Tanım 1.1.14. ( -iç) [15] (X,  topolojik uzay ve A  olsun. A nın -içi (= ); A nın, 

A da kapsanan kapalı komĢuluklara sahip noktalarının kümesine eĢittir.  ise F 

topolojide kapalı olduğundan  aĢağıdaki gibi formüle edilebilir: 

 

Tanım 1.1.15. [15] Bir A⊂X kümesinin -içinin tanımı aracılığıyla (X,τ) üzerinde yarı 

regüler topoloji ile iliĢkili yeni bir topoloji tanımlanacaktır. Yarı-regüler topoloji  ile 

gösterilir ve (X,τ) üzerindeki tüm regüler açık kümelerin ailesini taban kabul eden topolojidir. 

Hatırlatma olarak bir A kümesi regüler açık ise  sağlanır. Özel olarak 

herhangi bir A kümesi için  daima regüler-açıktır. 

Tanım 1.1.16. [15] (X, ) da bir U açık kümesi eğer  ise, -açık küme olarak 

isimlendirilir.  

-kapalı kümelerin tanımından hareketle bir -açık kümenin tümleyeni -kapalıdır ve  -

kapalı kümenin tümleyeni -açıktır [39]. -kapalı kümelerin kesiĢimleri  -kapalıdır. -

kapalı kümelerin sonlu birleĢimleri yine -kapalıdır. Böylece -açık kümelerin  sonlu 

kesiĢimleri ve keyfi birleĢimleri -açıktır. Sonuç olarak (X, ) da -açık kümelerin topluluğu 

X üzerinde  topolojisi oluĢturur. Sonuçta  için gerek ve yeter Ģart (X, ) regüler 

olmasıdır.  

Teorem 1.1.17. [15] X bir topolojik uzay olsun. Eğer  alt kümesi -açık ve  ise o 

zaman    olacak Ģekilde regüler açık U kümesi vardır.  
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Ġspat: -açık olduğundan  ise  olacak Ģekilde açık U kümesi 

vardır. Fakat   kümesi regüler açıktır ve 

 )   

olduğundan  sağlanır. □    

Teorem 1.1.17 nin Sonucu: V kümesinin -açık olması için gerek ve yeter koĢul  için 

 olacak Ģekilde regüler açık U kümesi var olmasıdır.  

Teorem 1.1.17 ye göre herhangi bir topolojik uzayda  sağlanır. Ters yöndeki kapsama 

doğru olmak zorunda değildir.  

Teorem 1.1.18. [15]  alt kümesi, -kapalı ve  olsun. O zaman x noktasını ve A 

kümesini ayıran regüler açık kümeler vardır.  

Ġspat: , -açık kümedir ve x i içerir Teorem 1.1.17 den  

gerçekleyen regüler açık  kümesi vardır.   

 ve  

 ,  açık olduğundan 

 

  

  

geçerlidir ve  regüler açıktır. Ayrıca  

  

  

  

 olduğundan  
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gerçeklenir, yani   boĢtan farklı ve regüler açıktır, A yı içerir ve U dan 

ayrıktır. □ 

Tanım 1.1.19. [38] (Hemen Hemen Regüler Uzay) Bir  uzayı ve bu uzayda seçilen 

,  nokta ve (noktayı içermeyen) regüler kapalı küme çiftine,  ve  

olacak Ģekilde U ve V ayrık açık küme çifti karĢı getirilebiliyorsa hemen hemen regüler uzay 

olarak isimlendirilir.  

Teorem 1.1.20. [15] X hemen hemen regüler olsun. O zaman X teki her regüler açık küme -

açıktır. 

Ġspat: X hemen hemen regüler olduğundan, [38] de Teorem 2.2 ye göre X de her regüler açık 

V kümesi ve  için  olacak Ģekilde regüler açık bir U kümesi vardır.  

Böylece V nin her noktası V de içerilen kapalı bir komĢuluğa sahiptir. ( -açıktır.) □ 

Teorem 1.1.20 nin Sonucu:  hemen hemen regüler ise  dır. 

Ġspat: Teorem 1.1.20 den  sağlanır ve Teorem 1.1.17 den  dir ve böylece 

 dır. □ 

Teorem 1.1.21 [15]  uzayının hemen hemen regüler olması için gerek ve yeter Ģart 

 olmasıdır.  

Ġspat:  hemen hemen regüler ise  dır (Teorem 1.1.20 nin sonucundan). Tersine 

 ise V,  da regüler açık bir küme ve  olsun. O zaman V kümesi -açıktır ve 

Teorem 1.1.17 den  olacak Ģekilde regüler açık bir U kümesi vardır. 

Sonuç olarak  [38] de Teorem 2.2 den hemen hemen regülerdir. □ 

Teorem 1.1.22. [15]  ve  iki topolojik uzay olsun. Eğer  ve , -açık 

ise, o zaman ,   de -açıktır.  

Ġspat:  olsun. O zaman U ve V kümeleri -açık olduğundan, 

 ve  olacak Ģekilde  ve  açık kümeleri vardır, 

Böylece 

 .  
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gerçeklenir. Sonuç olarak  nin her noktası  de içerilen kapalı bir komĢuluğa 

sahiptir, bu da  nin, -açık olduğunu gösterir. □ 

Teorem 1.1.23. [15] W,  çarpım uzayında -açık küme olsun. O zaman her  -

açıktır. 

Ġspat:  ve ,  olacak Ģekilde W de bir nokta olsun. W, -açık 

olduğundan 

   

olacak Ģekilde bir  

 

açık kümesi vardır. Bir  için  almak genelliği bozmaz, böylece  

  

sağlanır ve sonuç olarak  nın her noktası   da uzanan kapalı bir komĢuluğa 

sahip olduğundan  -açıktır. □ 

Teorem 1.1.24. [15]  fonksiyonu hem açık hem kapalı ise o zaman , -açık 

kümeleri korur.  

Ġspat:   de -açık ve  olsun.  olacak Ģekilde  vardır ve   -açık 

olduğundan  olacak Ģekilde  açık kümesi vardır. Böylece 

   

sağlanır  hem açık hem de kapalı fonksiyon olduğundan 

c  (   

gerçeklenir, yani   kapanıĢı,  da içerilen bir açık kümedir.  

Sonuç olarak , -açıktır. □ 

Teorem 1.1.25. [15]  sürekli olsun. Eğer , -açık ise (V), X de -

açıktır. 
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Ġspat:  olsun. O zaman  ve  -açık olduğundan 

 olacak Ģekilde açık   açık kümesi vardır. Böylece  

   

 

  

geçerlidir.     in sürekliliğinden  , kapanıĢı  de kapsanan açık bir kümedir, 

yani  -açıktır. □ 

Tanım 1.1.26. [15] (Faintly-Sürekli Fonksiyon) X ve Y iki topolojik uzay olsun  

fonksiyonu,  i içeren her bir -açık V kümesine karşılık x i içeren U-açık kümesi 

 olacak şekilde varsa, x noktasında faintly-süreklidir. Eğer ,  noktasında bu 

koşulu gerçekliyorsa  fonksiyonuna faintly-sürekli (kısaca f.s. ) fonksiyon denir. 

Teorem 1.1.27. [15]   verilsin. Aşağıdaki ifadeler denktir: 

a)   f.s.   

b)   süreklidir.  

c)  da  her -açık kümenin ters görüntüsü X de açıktır. 

d)  da her -kapalı kümenin ters görüntüsü X de kapalıdır.                                       

İspat:  

a) c): V, Y de -açık küme ve  olsun.  ve  f. s. olduğundan X de x i 

içeren U-açık kümesi  olacak şekilde vardır. O zaman   bu ise 

 nin her noktası iç nokta demektir, yani  açıktır.  

a) b): xX ve V, Y de f(x) i içeren bir  -açık küme olsun, yani V ise, V  f(x) i içeren bir  

-açık bir kümedir, (a) dan X de x i içeren bir  U-açık kümesi f(U)  olacak şekilde vardır. x 

keyfi seçildiğinden f her noktada sürekli olma koşulunu gerçekler, yani  

süreklidir. 

b) c):  V  Y de -açık küme ise,  V dır ve (b) den  sürekli olduğundan 

, X de açıktır. 



 

8 
 

c) d): F, Y de bir  -kapalı küme olsun.  bir,  -açık küme olduğundan, (c) den  

 açık alt kümedir, dolayısıyla kapalıdır. 

d) a): xX ve V, Y de f(x) i içeren bir  -açık  küme olsun.  , Y de  -kapalıdır. (d) 

den , X de kapalı ve  ise X de açıktır.   için x i içeren 

açık bir kümedir ve f(  geçerlidir. f, x noktasında faintly sürekli ise x, 

keyfi seçildiğinden f fonksiyonu  noktasında bu koĢulu gerçekliyor demektir. O halde f 

fonksiyonu f. s. dir. □ 

 

1.2.GenelleĢtirilmiĢ Topolojik Uzaylar 

Topolojik uzay kavramı da farklı yaklaĢımlarla genelleĢtirilmiĢtir. Bu yaklaĢımlardan biri 

Csaszar’ın genelleĢtirilmiĢ topoloji kavramıdır.  

 

Tanım 1.2.1. [5] X ve expX, X in kuvvet kümesi olmak üzere  

         alt ailesi ∅ ∈    ve   için    gerçekliyorsa X üzerinde 

genelleĢtirilmiĢ topoloji (GT) ya da genelleĢtirilmiĢ topolojik uzay olarak isimlendirilir.  

Bazı genelleĢtirilmiĢ açık küme tipleri (b-açık kümeler gibi) bir genelleĢtirilmiĢ topoloji 

oluĢturur. Süreklilik tiplerinin unifikasyonu için ilk kez Csaszar tarafından tanıtılan 

genelleĢtirilmiĢ topoloji kavramı kullanılabilir.  

Bir X kümesi üzerindeki  genelleĢtirilmiĢ topolojisi ile birlikte genelleĢtirilmiĢ topolojik 

uzaydır. (kısaca GTS) ve  ile gösterilir. 

A  olsun. A da içerilen -açık kümelerin birleĢimi  ile gösterilir. (A da içerilen en 

büyük -açık küme) ve A yı içeren tüm -kapalı kümelerin kesiĢimi ise  ile gösterilir. 

Ayrıca  eĢitliği sağlanır.  

 ve  , monoton ve idempotent küme iĢlemci olmak üzere;  

 : exp X  exp X küme iĢlemcisinin ;                                                                                                       

(a) monoton olması için gyk: A ⊂ B ⊂ X için (A) ⊂ (B) olmasıdır;                                                    
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(b) idempotent olması için gyk: ((A))= (A) olmasıdır.  ve  , monoton ve idempotent 

küme iĢlemcileridir. 

Lemma 1.2.2. [6] Eğer , X üzerinde GT, A⊂X, xX ise   için gyk: 

 gerçeklenmesidir. 

Ġspat.  

B:=x X : x M   MA   

tanımlansın. A⊂B geçerlidir, ayrıca X B  gerçeklenir, çünkü  

x  X B için gyk: (Mx  :(x  Mx)( Mx A=))(  x A X B X A AB) 

olmasıdır, bu durumda da y Mx  y  X B elde edilir, yani  

X B=  

geçerlidir. Son olarak eğer  A⊂Q ve Q; -kapalı ise  X Q  ve (X Q)A= olmaktadır, 

dolayısıyla X Q X B, BQ geçerlidir. O halde B, A yı içeren en küçük -kapalı  kümedir, 

yani B=  eĢitliği sağlanır. 

∃ U  :( x ∈ U )  ( A ∩ U= ∅ ) gerçeklensin. Bu durumda C=X U kümesi A kümesini 

içeren ama x noktasını içermeyen bir -kapalı kümedir yani A       C=X U ve x ∉  

gerçeklenir. 

Ayrıca   geçerlidir. □ 

Tanım 1.2.3. [6] μ, boĢtan farklı X kümesi üzerinde bir genelleĢtirilmiĢ topoloji olsun. =

eğer x∈A ise x∈M⊂cμ(M)⊂A Ģartını gerçekleyen bir M∈μ var} Ģeklinde 

tanımlansın.  

Önerme 1.2.4. [6]  ailesi X üzerinde bir genelleĢtirilmiĢ topolojidir. 

Ġspat.  

   açıktır.  Her  için A  olmak üzere  A=  olsun. 

 x  A ∃ : x  A∃M  μ :  x∈ M ⊂cμ(M)⊂A⊂A A . 
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  ailesine ait kümeler -açık olarak adlandırılır ve -açık kümenin bütünleyeni -kapalı 

küme olarak adlandırılır. □ 

Uyarı 1.2.5. [21] (X,μ) genelleĢtirilmiĢ topolojik uzay, Mμ =  olsun. X  μ ise X  

Mμ olur ve her μ-kapalı küme X Mμ  kümesini kapsamak zorundadır. Dolayısıyla boĢtan 

farklı μ-açık kümenin  (X,μ) de açık keyfi bir μ-açık kümenin kapanıĢını kapsaması mümkün 

değildir. Dolayısıyla X μ  gerçekleyen bir GT de boĢ kümeden farklı bir  -açık küme 

yoktur. Yani (X,μ) bir GT, X  μ ise U  gerçekleyen U kümesi için U   Ģartını 

sağlaması mümkün değildir: 

U  x∈U ise x∈M⊂cμ(M)⊂U gerçekleyen bir M∈μ var olmalı ama 

U⊂ Mμ X  Mμ⊂ X  U 

X  Mμ⊂ cμ(M)⊂U (X  Mμ) ( X  U)⊂U( X  U)= 

çeliĢkisi elde edilir. 

Önerme 1.2.6. [6]   ailesi X üzerinde bir genelleĢtirilmiĢ topolojidir. 

Ġspat.  

  açıktır.  Her  için A olmak üzere  A=  olsun. 

 x A ∃: x  A 

∃Q : (Q  -kapalı)  ( x∈ iμ (Q ⊂Q⊂A⊂A) A∈. □ 

 

Teorem 1.2.7. [6]  ⊂⊂μ gerçeklenir. 

Ġspat.  

A  olsun. Bu durumda  xA için bir M μ,   x∈ M⊂cμ(M)⊂A gerçeklenmek üzere vardır. 

Bu durumda Q=cμ(M) -kapalıdır ve M⊂Q olduğu aĢikardır (açıktır), dolayısıyla M⊂ iμ(Q) ve   

x∈iμ(Q)⊂Q⊂A gerçeklenir, yani A geçerlidir. 

A olsun. Bu durumda  xA için bir -kapalı Qx, x∈iμ(Qx) ⊂ Qx ⊂A gerçeklenmek üzere 

vardır.  Bu durumda  olduğundan  A=  geçerlidir. 
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M  μ,   x∈ M⊂cμ(M)⊂A gerçeklenmek üzere vardır. Bu durumda Q=cμ(M) -kapalıdır ve  

M⊂Q olduğu aĢikardır, M⊂ iμ(Q) dolayısıyla  

x∈iμ(Q)⊂Q⊂A gerçeklenir, yani A  

 A  için A  olmak üzere  A=  olsun. 

 x  A ∃ : x  A 

∃Q : (Q  -kapalı)  ( x∈ iμ (Q)⊂Q⊂A⊂A) A . □ 

                                     nün Diğer Özellikleri   

Tanım 1.2.8. [6] , X  kümesi üzerinde bir GT olsun.  S   X alalım.  S kümesi eğer; 

S =i c S eĢitliğini sağlıyorsa -regüler açık (kısaca r-açık) alt küme, 

S =ci S eĢitliğini sağlıyorsa -regüler kapalı (kısaca r-kapalı) alt küme olarak 

isimlendirilir. 

Tanım 1.2.9. [6] , X (≠ Ø) kümesi üzerinde bir GT olsun.  

Császár  2
X 

 alt ailesini aĢağıdaki Ģekilde tanımlamıĢtır: 

 S ∈ için gyk: S   X ve eğer x ∈ S ise -kapalı W kümesinin x ∈i(W) WS gerçeklenmek 

üzere var olmasıdır.   

Lemma 1.2.10. [6] Eğer W  -kapalı ise, i(W) r-açıktır. 

Ġspat.  

 R= i(W) tanımlayalım. RW olduğundan R c(R)W ve R∈ olduğundan 

 R i c (R)  iW=R geçerlidir. Böylece R= i c (R) eĢitliği elde edilir. □ 

Lemma 1.2.11. [6] Eğer M∈  ise, c(M) r-kapalıdır. 

Ġspat.  

Q= c (M) olsun. Bu durumda MQ  M i (Q) Q ve Q -kapalı olduğundan 

Q= c (M) c i (Q)  c (Q)=Q 

gerçeklenir. O halde Q= c i (Q) gerçeklenir. □ 
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Teorem 1.2.12. [6] (X, ) genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayı için  ailesi r-açık kümelerin 

birleĢimlerinin ailesi ile çakıĢır.  

Ġspat.  

Eğer R r-açık ise, R= i c (R) geçerlidir, x∈R ise  bu -kapalı Q= c (R) kümesi için  

x∈i(Q)=RR gerçeklendiğinden R∈ sonucunu verir.  bir GT olduğundan, r-açık 

kümelerin birleĢimleri   ye aittir. 

Eğer D∈ ve x∈D ise bir -kapalı Qx alt kümesi için x∈ i(Qx)= Qx D gerçeklenir, bu 

durumda i(Qx), r-açıktır. 1.2.10 dan D=  elde edilir. □  

 

Teorem 1.2.13. [6] S   X, x∈X, x∈  için gyk: x noktasını içeren her  r-açık U kümesi 

için US gerçeklenmesidir.  

Ġspat.  

 yine bir GT olduğundan x∈  için gyk: x noktasını içeren her U∈ kümesi için US 

gerçeklenmesidir. Bu koĢulun gerçeklenmesi için de gerek ve yeter koĢul x noktasını içeren 

her r-açık W kümesi için WS gerçeklenmesidir. □ 

Önerme 1.2.14. [6] A  X alt kümesinin  - kapalı olması için gyk A=  eĢitliğinin 

sağlanmasıdır. 

                                        nün Diğer Özellikleri  

, X kümesi üzerinde GT, A X olsun.  - kapalı kümeleri nasıl karakterize edilir? Bunun 

için  kümesini (x∈M∈μ  cμ(M)∩A≠ Ø) Ģartını gerçekleyen x∈X noktalarının kümesi 

olarak tanımlayalım.  

Lemma 1.2.15. [6]  : exp X  exp X küme iĢlemcisi monotoniktir. 

Ġspat.   

A B X farzedelim. Eğer x∈ (A) ise (x∈M∈μ  cμ(M)∩A≠ Ø) gerçeklenir, dolayısıyla 

cμ(M)∩B≠ Ø ve x∈  (B) yani  (A)   (B)  geçerlidir. □ 
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Lemma 1.2.16. [6]  A X için A  (A) olmaktadır.  

Ġspat.  

 x∈ A ve  x∈M∈ ise x∈ cμ(M)∩A  sağlanır. □ 

Lemma 1.2.17. [6] A=  (A)   (A)  A. 

Teorem 1.2.18. [6]  alt kümesinin  - kapalı olması için gyk: A= (A) olmasıdır.  

Ġspat.  

A: -kapalı ⇔ X A ∈  

⇔ x∈X A  (M∈μ : (x∈M cμ(M)  X A)  

⇔ (x∈ X A (M∈μ : (x∈M)  (cμ(M) ∩A= Ø )) 

⇔ (x∈ X Ax   (A)) 

⇔ X A X   

⇔  (A)A ve   A  (A) her zaman doğru olduğundan 1.2.17 den A= (A) elde edilir. □ 

Lemma 1.2.19. [6]  alt kümesi için  (A)  (A) olmaktadır.  

Ġspat.  x   (A)  x ∈ X (A)  T∈  : (x∈T)  (T∩A= Ø)   

gerçeklenir. Dolayısıyla M∈: x∈M cμ(M)  T ve cμ(M)∩A= Ø  sağlanır, sonuç olarak x

 (A) geçerlidir . □  

Uyarı 1.2.20. [6] Bu Lemmanın ifadesindeki  , = ile değiĢtirilemez. 

Örnek 1.2.21. [6]   ve   gözönüne alınsın,   bir 

topolojidir.  

  ={ Ø, X } ve     dür. A={k} için  

 k∈ A ∈  ve cμ(A) = {k,m} A  

 k ∈ M ∈   A  M ve cμ(A)  A A    . 

 Benzer Ģekilde   için l∈ B ∈  ve cμ(B) = {l,m}     cμ(B)  B ve 

 l ∈ M ∈   B  M ve cμ(B)  B B    .      
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 için k∈ C , k∈ A∈  ve cμ(A) =   C ve 

k ∈ M ∈   A  M ve cμ(M)  cμ(A), cμ(M)  C C    

Ø ∈    

ve   

X ∈  , çünkü x ∈ X için  x ∈ X ∈  ve cμ(X) =X X  

elde edilir. 

 için  (A)=X geçerlidir, ama l ∈ B ∈  iken cμ(B)  , A ile boĢ  arakesite 

sahip olduğundan  l  (A)  dolayısıyla  (A)  X sağlanır.  

Not 1.2.22. Bu kavramlarla ilgili bazı notasyonlar aĢağıda listelenmiĢtir:                            

(A)=∩{F⊂X:F -kapalı ve A⊂F} [19] 

)=∪{V⊂X:V -açık ve V⊂A}  [19] 

(A)={x∈X:bir U∈μ için x∈U ve cμ(U)⊂A}  [32] 

 (A) ={x∈X: x i içeren her M∈μ için cμ(M)∩A≠ Ø}  [32] 
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BÖLÜM 2.  

2.1. Faintly - Sürekli Fonksiyonlar 

Faint süreklilik farklı genelleĢtirilmiĢ açık küme tipleri kullanılarak çok sayıda  makalede 

genelleĢtirilmiĢtir. Alaa. M. F. AL. Jumaili b-açık ve -açık kümelerin   -modifikasyonlarını 

kullanarak faint b-  -süreklilik ve faint -  -süreklilik kavramını tanıtmıĢtır. Velicko 

tarafından çalıĢılan topolojik uzayların - ve  -modifikasyonu kavramı  Csaszar tarafından 

genelleĢtirilmiĢ topolojik uzaylara taĢınmıĢtır. GenelleĢtirilmiĢ kapalı küme kavramını 

genelleĢtirilmiĢ topolojik uzaylara taĢıyan kiĢi ise Roy’dur. Bilinen genelleĢtirilmiĢ süreklilik 

tiplerinin genelleĢtirilmiĢ topolojik uzaylara taĢınması da yeni bir araĢtırma alanıdır. Bu 

çalıĢmada öncelikle  -sürekli (=faintly (  μ, )-sürekli) fonksiyon (T. Noiri ve V. 

Popa’nın quasi -süreklilik kavramının genelleĢtirilmesi) kavramı ve özellikleri incelenmiĢtir. 

-süreklilik, faint b-  -süreklilik ve faint -  -süreklilik kavramlarının genelleĢtirilmiĢ 

topolojik uzaylara genelleĢtirilmesi ve W. K. Min’in ( -süreklilik 

kavramının [20] özel durumu olarak göz önüne alınabilir.  

 

Tanım 2.1.1. (Faintly -sürekli fonksiyon): (X,μ) ve (Y, ) iki GT olsun.  

 fonksiyonu,  noktasında i içeren her bir  -açık V kümesine 

karĢı X de x i içeren -açık U kümesi  olacak Ģekilde varsa,  faintly -sürekli 

fonksiyon (kısaca (f. -s. ) (ya da ( μ, )-sürekli fonksiyon) olarak isimlendirilir. Eğer  

 her  noktasında bu koĢulu gerçekliyorsa  fonksiyonu f. -s. 

fonksiyon olarak isimlendirilir.  

 

Karakterizasyon 

Teorem 2.1.2.  (X,μ) ve (Y,λ) iki GT olsun. Bir  fonksiyonu  için 

aĢağıdaki ifadeler denktir:  

(i) , f. -s. fonksiyondur. ;  

(ii) nin her -açık V kümesi için, , X de -açıktır; 

(iii) nin her -kapalı F kümesi için, , X de -kapalıdır; 
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(iv) Her  için,  sağlanır; 

(v) Her  için,  sağlanır;  

Ġspat:  

(i) : V, Y de -açık küme (V ) ve  olsun.  ve  ( μ, )-

sürekli olduğundan, X de x i içeren -açık U kümesi  olacak Ģekilde vardır. O 

zaman   

 

olur. Sonuçta  =     elde edilir. 

: F, Y de -kapalı , Y de -açık olur. 

  geçerlidir. X  -

kapalıdır.  

       olduğunu gösterelim: 

her  için  Y de -kapalı iii) den ; 

X de  -kapalıdır.  

    

 

 

       

 ( )  

      :    olduğunu gösterelim: 

 olsun.  den 
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 elde edilir.  

:  ve V, Y nin  i içeren bir -açık alt kümesi olsun. , Y de  -

kapalı olduğundan,  den 

  

        elde edilir. 

Böylece , X de -kapalıdır ve , x i içeren bir -açık kümedir. Sonuç      

olarak  için  sağlanır, bu da gösterir ki  , f. -s.  

fonksiyondur.. □ 

 

     Uyarı 2.1.3.  (Y,λ) güçlü GT değilse  =  eĢitliği sağlanır, dolayısıyla  ve  

iki GT    ve  ise her  fonksiyonu f. -s. fonksiyondur. , çünkü 

= ,  olmaktadır.  
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2.2. Faintly  - Sürekli Fonksiyonların Özellikleri 

Tanım 2.2.1. Bir  genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayı verilsin. X ten alınan her farklı x, y 

nokta çiftine karĢılık, x U ve y V Ģartlarını gerçekleyen U,V ayrık, -açık küme çifti 

bulunabiliyorsa   genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayı  uzayı olarak isimlendirilir. 

Teorem 2.2.2. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.   : (X,)  (Y,); f. -s., birebir ve 

(Y,)  -  uzayı ise ;  uzayıdır.   

Ġspat: x≠y olmak üzere x,yX olsun. O halde  ve  Y de iki farklı nokta olur.  (Y,), 

-  uzayı olduğundan  U ve  V , UV= Ģartlarını gerçekleyen ayrık  -

açık U ve V küme çifti vardır. Teorem 2.1.2 den  ve ; X de -açık 

kümelerdir.  ,  ve  olduğu açıktır. Yani  

nün  uzayı olduğu görülür. □ 

Tanım 2.2.3  genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayı; 

) [29] Her -kapalı F kümesi ,   kapalı küme ve ona ait olmayan nokta çiftine 

karĢılık -açık ayrık U ve V kümeleri  ve  olacak Ģekilde varsa -regüler olarak, 

) Her  -kapalı F kümesi ve   için -açık ayrık U ve V kümeleri  ve  

olacak Ģekilde varsa -regüler olarak, 

 Herhangi ayrık F ve K  -kapalı kümelerine karĢı iki -açık,ayrık U ve V kümeleri 

 ve  olacak Ģekilde varsa -normal olarak tanımlanır.   

  Her ayrık F ve K  -kapalı alt küme çiftine karĢılık alt kümelerini içeren iki ayrık -

açık ayrık U ve V kümeleri  ve  olacak Ģekilde varsa -normal olarak 

isimlendirilir.  

Tanım 2.2.4.  topolojik uzayı;  

): her F  -kapalı kümesi ve  için  ve  olacak Ģekilde -açık ayrık U 

ve V kümeleri varsa -regüler olarak,                                                                      

  Her ayrık F ve K   -kapalı alt küme çiftine karĢılık iki ayrık U ve V -açık küme çifti 

 ve  olacak Ģekilde varsa -normal olarak isimlendirilir.  
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Roy’ un ―On Faintly Continuous Functions Via Generalized Topology‖ makalesinden 

hareketle aĢağıdaki tanımlar verilebilir:  

Tanım 2.2.5. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.   : (X,)  (Y,) fonksiyonu,eğer X teki her  

-açık V kümesi için  ise, -açık fonksiyon olarak isimlendirilir.    

Teorem 2.2.6. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.  f. -s., -açık ve 

bijektif bir fonksiyon ve , -regüler ise, (Y,) -regülerdir.  

Ġspat: 

 ,  de -kapalı bir küme olsun ve ,  olsun. Teorem 2.1.2 den , f.  s. 

fonksiyon. olduğundan , X te -kapalıdır.   

 olduğundan  nün -regülerliğinden ayrık ve -açık U ve V 

kümeleri  ve  olacak Ģekilde vardır. Böylece 

,   ve   

elde edilir.  , -açık,  ve ,  da -açık olduğundan ,  - 

regülerdir. □ 

Teorem 2.2.7 (X,) ve (Y,) birer GT olsun.   : (X,)  (Y,) fonksiyonu f. -s. 

fonksiyon, , -açık ve bijektif fonksiyon ise ve  -normal ise (Y,), -

normaldir. 

Ġspat: 

  ve , (Y,) nın iki ayrık -kapalı alt kümesi olsun.  f.  s. fonksiyon. olduğundan 

Teorem 2.1.2 den  ve , X te iki -kapalı alt kümedir.   ve                   

 olsun. O zaman  ve ,  nün iki ayrık -kapalı alt kümesidir. , 

-normal olduğundan  ve  olacak Ģekilde iki ayrık U ve V  -açık kümesi 

vardır.  , bijektif ve , -açık  fonksiyon olduğundan ,

,  da  ayrık ve  -açık kümeler ve 

 olduğundan  -normaldir. □ 
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Tanım 2.2.8.  genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayı göz önüne alınsın, X uzayı, boĢtan farklı 

ayrık  -açık kümelerin birleĢimi olarak yazılamazsa, -bağlantılı uzay olarak isimlendirilir.  

Teorem 2.2.9 (X,) ve (Y,) birer GT olsun.   fonksiyonu üzerine bir f. 

 s.  fonksiyon ve , -bağlantılı ise  -bağlantılıdır.  

Ġspat: Farzedelim ki -bağlantılı olmasın. O zaman Y uzayı boĢtan farklı ayrık -

açık kümelerin birleĢimi olarak yazılabilir. . Sonuç olarak X, ayrık -açık 

kümelerin ters görüntülerinin birleĢimi olarak yazılabilir.  

(  ) 

 ve  

  dir. 

 , örten olduğundan   boĢtan farklı ve  f.  

s..fonksiyon.olduğundan aynı zamanda -açıktır. Böylece, , -bağlantılı değildir. Bu 

çeliĢkiyi ortadan kaldırmak için iddiamızdan vazgeçmeliyiz, yani -bağlantılıdır. □ 

Tanım 2.2.10. ( -kompakt):  genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayı, X in  -açık 

kümelerden oluĢan her örtülüĢü sonlu alt örtülüĢe sahipse  genelleĢtirilmiĢ topolojik 

uzayı -kompakt genelleĢtirilmiĢ topolojik uzay olarak isimlendirilir. X in bir A alt 

kümesinin  -açık kümelerle her örtülüĢü  sonlu alt örtülüĢe sahip ise A  -kompakt alt 

küme olarak isimlendirilir. 

Tanım 2.2.11. ( -kompaktlık):  topolojik uzayında A( Y) nin -açık kümelerle her 

açık örtülüĢü sonlu alt örtülüĢe sahip ise  A alt kümesi -kompakt alt küme olarak 

isimlendirilir. A=Y için tanım gerçekleniyorsa  topolojik uzayı -kompakt uzay olarak 

isimlendirilir. 

Teorem 2.2.12. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.   : (X,)  (Y,) fonksiyonu f.  s. 

fonksiyon. ve A,  da -kompakt alt küme ise  da ’da -kompakt alt 

kümedir. 

Ġspat:  
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A, ’da -kompakt alt küme  olsun. nın -açık kümelerle bir 

örtülüĢü olsun. O zaman  için  olacak Ģekilde  vardır. f. -s. 

fonksiyon. olduğundan  olacak Ģekilde x i içeren -açık  kümesi vardır. 

 O zaman  nün -açık kümelerinin  ailesi, A nın örtülüĢüdür. A, 

 de  -kompakt alt küme olduğundan 

 

olacak Ģekilde sonlu sayıda  noktaları vardır. Böylece  

 

geçerlidir. Bu da gösterir ki , da -kompakt alt kümedir. □ 

Tanım 2.2.13.  genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayının A   alt kümesi için A nın -

sınırı   ile gösterilir ve  ile tanımlanır.  

Teorem 2.2.14. (X,) ve (Y,) birer GT, (X,) -regüler olsun.   : (X,)  (Y,)  

fonksiyonunun f. -s. fonksiyon. olmadığı x X noktalarının kümesi,  nın  i 

içeren -açık kümelerinin ters görüntülerinin  -sınırlarının birleĢimleridir. 

Ġspat: Varsayalım ki ,  te f. -s. fonksiyon. olmasın.   

Bu durumda  i içeren Y nin bir -açık V kümesi, x i içeren her bir -açık U kümesi 

için  

 olacak Ģekilde vardır. Sonuç olarak x i içeren her -açık U kümesi için  

(V))   

elde edilir. Bu durumda  geçerlidir. Diğer yandan  

 dir ve  dir.  

 i içeren  -açık V kümesi için   olsun.  f,  te f. -s. 

fonksiyon. olsaydı,  x  i içeren  -açık U kümesi    gerçeklenmek üzere var olurdu. 

Bu 

 U     



 

22 
 

ve  

  

çeliĢkisini verir.  Sonuç olarak   i içeren -açık  V kümesi için  ,  

noktasında f. -s. fonksiyon. değildir. □ 
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2.3. ()-Kapalı Grafik 

Tanım 2.3.1.  (X,) ve (Y,) birer GT olsun.   : (X,)  (Y,)   fonksiyonunun 

  grafiğine, her  için x i içeren -açık U 

kümesi ve y yi içeren -açık V kümesi   olacak Ģekilde varsa, faintly  

-kapalı - (  )-  kapalı - grafiğe sahiptir denir.   

Lemma 2.3.2. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.   : (X,)  (Y,)  fonksiyonunun  

grafiğinin (faintly) (  ) - kapalı olması için gerek ve yeter Ģart: her  

için x i içeren -açık U kümesi ve y yi içeren -açık V kümesinin  olacak 

Ģekilde var olmasıdır.  

Teorem 2.3.3. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.  f : (X,)  (Y,)   fonksiyonu faintly -

kapalı (  ) - kapalı  grafiğine sahip olsun. , f. -s. fonksiyon. birebir bir 

fonksiyon ise, , -  dir.  

Ġspat:  

x ve y, X de iki farklı nokta olsun.   birebir olduğundan  dir. Bu durumda 

  geçerlidir. Lemma 2.3.2 den X de x i içeren -açık U kümesi ve 

Y de  yi içeren -açık V kümesi  olacak Ģekilde vardır. Sonuç olarak   

 ve   

sağlanır.  , f. ( )-s. fonksiyon. olduğundan y yi içeren -açık W kümesi  

olacak Ģekilde vardır. Böylece  

 

olur.  birebir olduğundan  elde edilir, bu da  nün -  uzayı olduğunu 

gösterir. □ 

Tanım 2.3.4. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.   : (X,)  (Y,)  fonksiyonunun  grafiği, 

her  için x i içeren  ve Y de y yi içeren -açık V kümesi,  

( U  c(V) )  G ( f ) =  
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olacak Ģekilde varsa, güçlü -kapalı (ya da güçlü ( )-kapalı) grafiğe sahip olarak 

isimlendirilir.  

Lemma 2.3.5. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.   : (X,)  (Y,)  fonksiyonunun  

grafiğinin güçlü -kapalı (güçlü ( )-kapalı ) olması için gerek ve yeter Ģart: her 

 için   x i içeren  ve y yi içeren Y de  -açık V kümesinin  (U) 

 c(V) =  olacak Ģekilde var olmasıdır.  

Teorem 2.3.6. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.    : (X,)  (Y,)  fonksiyonunun grafiği ( 

) -kapalı ise  güçlü ( ,)-kapalıdır.  

Ġspat: 

  ve  olsun. O zaman  olur. Lemma 2.3.2 den X de x i 

içeren -açık U kümesi ve Y de y yi içeren -açık V kümesi  olacak Ģekilde 

vardır. V,  -açık olduğundan  olacak Ģekilde y yi içeren Y de -açık 

 kümesi vardır. Böylece (U)  c(V) =  elde edilir. Lemma 3.2.5 ten   güçlü ( ,) 

-kapalıdır. □ 

Teorem 2.3.7. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.   : (X,)  (Y,) fonksiyonunun  grafiği 

güçlü -kapalı ve  örten fonksiyon ise (Y,) -T2 uzayıdır.   

Ġspat: 

ve ; Y nin iki farklı noktası olsun.   örten olduğundan  olacak Ģekilde 

 vardır ve sonuç olarak  sağlanır.  güçlü -kapalı 

olduğundan X de  i içeren -açık U kümesi ve Y de  yi içeren -açık V kümesi   

c(V) =   olacak Ģekilde vardır. Bu yüzden  

  

elde edilir ve bu durumda  

,   

olacak Ģekilde Y de bir H -açık kümesi vardır. Üstelik  ve V, Y de -açıktır. 

Dolayısıyla (Y,)  bir -T2  uzayıdır. □ 
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Teorem 2.3.8. (X,) bir GT, (Y,)  bir topolojik uzay olsun.  : (X,)  (Y, )  

fonksiyonunun grafiği  (  ) –kapalı grafiğe sahip ise,  nün her -kompakt K 

alt kümesi için , (Y, )’ da -kapalı alt kümedir. 

Ġspat: 

Varsayalım ki  olsun.  için  dir. Lemma 2.3.2 den    ( 

) -kapalı olduğundan X’ de x i içeren -açık  kümesi ve Y’ de y yi içeren -açık  

kümesi  olacak Ģekilde vardır.  Bu durumda  ailesi K için -açık 

kümelerden oluĢan bir örtülüĢtür.  K ise nün -kompakt alt kümesi olduğundan, K nın 

sonlu bir  alt kümesi     

olacak Ģekilde vardır. Bu durumda  y V=  geçerlidir ((Y,)  bir topolojik 

uzay). Bu ise bize  

 

verir.  

y  (  )  

geçerlidir. Bu da,  (K) nın  -kapalı olduğunu gösterir. □ 

KarĢılaĢtırmalar  

Tanım 2.3.9. [24] (Weakly , )-sürekli fonksiyon): (X,μ) ve (Y,λ) iki GT olsun. 

 fonksiyonu,  ve i içeren her bir λ-açık W kümesine karĢılık x i 

içeren  μ-açık U kümesi  olacak Ģekilde varsa, weakly , )-sürekli fonksiyon 

(kısaca w. , )-s. fonksiyon  olarak isimlendirilir.  

Teorem 2.3.10.  fonksiyonu w. , )-s. fonksiyon. ise , f. -s. 

fonksiyondur..   

Ġspat: V  ,  olsun. Bu durumda V   olduğundan W  -açık kümesi 

 olacak Ģekilde vardır.  w. -s. fonksiyon. olduğundan, x i 

içeren   -açık U kümesi  gerçeklenmek üzere vardır ve   -

kapalıdır ([24] Theorem 3.2.(5) ) dolayısıyla 
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)  

 gerçeklenir. Sonuç olarak , f.  –s. fonksiyondur.. □ 

Tersinin genelde doğru olmadığı aĢağıdaki örnekle gösterilmiĢtir:  

Örnek 2.3.11. [15] ,  ,  

                   ,       }  

verilsin. Bu durumda    Ģeklindedir.        

=  ile tanımlanan    fonksiyonu faintly -sürekli (kısaca 

f. -s. ) ama weakly ( , )-sürekli (kısaca w. , )-s. ) değildir.  
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BÖLÜM 3. 

3.1. Faintly -Sürekli Fonksiyonlar  

Bu bölümün amacı N Karthikeyan ve N Rajesh’in faintly -sürekli fonksiyonunu 

genelleĢtirilmiĢ topolojik uzaylara taĢıyarak bu fonksiyon tipinin karakterizasyonlarını ve 

özelliklerini elde etmektir. Bundan dolayı genelleĢtirilmiĢ topolojik uzaylar arasında faintly                

, ) sürekli fonksiyon kavramı tanımlanmıĢtır. 

N. Karthikeyan’in makalesinden hareketle aĢağıdaki tanımlar verilebilir:  

Faintly -Sürekli Fonksiyon  

Tanım 3.1.1. [29] Bir  genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayında bir  alt kümesine,  yı 

kapsayan her  kümesi için  koĢulu gerçekleniyorsa, -kapalı küme denir. (

-genelleĢtirilmiĢ kapalı küme) -kapalı kümenin bütünleyeni -açık küme olarak 

isimlendirilir.  

Tanım 3.1.2.  ve  iki GTS olsun.  fonksiyonuna, her       

 -açık ( -açık) alt kümesi için  μ -açık ise, faintly -sürekli (kısaca f. 

-s. ) fonksiyon denir.  

Uyarı 3.1.3.  (Y,λ) güçlü GT değilse [21] Lemma 2.4.2 den =  geçerlidir, dolayısıyla 

 ve  iki GT ve  ise her  fonksiyonu f. -s. 

fonksiyondur, çünkü = , , her -açık küme -açık olduğundan  

-açıktır.  

Karakterizasyon  

Teorem 3.1.4.   iki GTS ve  bir fonksiyon olsun. AĢağıdaki 

ifadeler birbirine denktir:  

i. , f. -s. fonksiyondur., 

ii.  uzayında her -kapalı kümenin ters görüntüsü -kapalıdır. 

Kanıt.  

(i)  (ii): M, (Y,λ) uzayında -kapalı küme olsun. Y M; -açık ve (i) den 
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 (Y M)=X (M) μ -açıktır. O halde (M) μ -kapalıdır.  

(ii)  (i): U  olsun. Y U  -kapalıdır ve (ii) den 
 -
¹(Y U)=X (U) μ -kapalıdır 

dolayısıyla  

(U) μ -açıktır, yani f. -s. fonksiyondur.. □ 

Not: (X,μ) bir genelleĢtirilmiĢ topoloji, A X için igA={U:U A, U μg-açık} ve                        

X  igA= cg (X A) eĢitlikleri geçerlidir.  igA; μ -açık olmak zorunda değildir,  cgA da μ -

kapalı olmak zorunda değildir. 

Teorem 3.1.5.  (X,μ), (Y,λ) iki GT ve μ -açık kümeler keyfi birleĢim altında kapalı ise                

 fonksiyonu için aĢağıdaki ifadeler eĢdeğerdir: 

(i) ,  f. -s. fonksiyondur., 

(ii) (Y,λ) uzayındaki her  -kapalı kümenin ters görüntüsü μ -kapalıdır, 

(iii) Her x X ve ’ i içeren her V Y -açık alt kümesi için, x U ve  

olacak Ģekilde bir U X μ -açık kümesi vardır, 

(iv) Her A X  için  (cμg(A)) ( (A)) olur,  

(v) Her B Y için cμg( (B))  ( (B)) olur. 

Kanıt.  

    (i)  (iii):  x X ve , B -açık olsun. (i) den, (V) μg-açıktır. U=  (V) 

yazılsın. Buradan, x U ve (U) V bulunur. 

    (iii)  (i): V; -açık ve x  (V) olsun. V olduğundan, (iii) den x Ux ve  (Ux)

V olacak Ģekilde bir μ -açık Ux kümesi vardır. Buradan, x  f
 -1

(V) bulunur. x keyfi 

seçildiğinden 
-1

(V)=  ve hipotezden μ -açık kümeler birleĢim altında kapalı 

olduğundan 
-1

(V); μ -açıktır. 

    (ii)  (i):   Teorem 3.1.4 den elde edilir.  

   (i)  (iv): A  X olsun. y∉ (f(A)) farz edelim. Bu durumda y noktasını içeren -kapalı 

F kümesi  f (A) ∩ F =  olacak Ģekilde vardır. Böylece f
 -1

(F), μ -kapalı,  

A∩ f
 -1

(F)=  ve cμg(A) ∩ 
 -1

(F) =  geçerlidir. Dolayısıyla (cμg(A)) ∩ F =   ve                                 

y ∉ (cμg(A)), bağıntılarından  (cμg(A))    ( (A)) elde edilir. 
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    (iv)  (v):  B Y olsun. (iv) de A= (B) alınırsa  

f (cμg(f
 -1

(B)))   (f (f
 -1

(B)))   (B) 

 ve buradan  

cμg(f
 -1

(B))  f
 -1

(f (cμg(f
 -1

(B))))  f
 -1

(  (B)) 

elde edilir. Bu ise cμg(f
 -1

(B))  f
 -1

(  (B)) bağıntısını verir. 

    (v)  (ii):V,  -açık olsun. (v) den, cμg(f
 -1

(Y V))  f
 -1

(  (Y  V))= f
 -1

(Y V) ve  

cμg(f
 -1

(Y  V))= X  iμg( (V))   X  f
 -1

(V) 

 f
 -1

(V)   iμg(f
 -1

(V))(   f
 -1

(M))  

 f
 -1

(V) = iμg(f
 -1

(V)) 

bulunur,  μ -açık kümeler birleĢim altında kapalı olduğundan  f
 -1

(V) , (X,μ)’ de μ -açıktır. □ 

Tanım 3.1.6. [36] (X,μ) ve (Y,λ) iki GT olsun. f  :  (X,μ)  →  (Y,λ) fonksiyonuna, her M⊂Y              

λ -kapalı alt kümesi için  f
 -
¹(M) ⊂X μ -kapalı ise,  -sürekli (kısaca -s. ) 

fonksiyon denir.  

Teorem 3.1.7.  Her  -s. fonksiyon f. -s. fonksiyondur. 

Kanıt. (X,μ) ve (Y,λ) iki GT,  : (X,μ) → (Y,λ)  -s. fonksiyon, V( ),  -açık alt 

küme olsun.  olduğundan V λ ve Y V: λ-kapalı, : -s. fonksiyon  olduğundan  

 -
¹(Y V)= X  

 -
¹(V): μg-kapalı,  

 -
¹(V): μg-açık ve  de f. -s. fonksiyondur.. □ 

Uyarı 3.1.8.  Bu ifadenin tersi genel olarak doğru değildir. 

Örnek 3.1.9.  üzerinde  ve   

genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayları göz önüne alınsın.  : ( ,μ) → ( , ) idantik fonksiyonu   

f. -s. fonksiyondur, fakat 
 -
¹( ):  -kapalı olmadığından  -s. fonksiyon 

değildir.   
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3.2. Faintly -Sürekli Fonksiyonların Özellikleri 

Tanım 3.2.1. [29] (X,μ) genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayına, her μ -kapalı küme μ-kapalı ise,  μ-T1/2 uzayı denir.  

Tanım 3.2.2. (X,μ) ve (Y,λ) iki GT olsun.    : (X,μ) → (Y,λ) fonksiyonuna, V( ),   -açık 

alt kümesi için 
 -
¹(V) μ-açık ise, faintly -sürekli (kısaca f. -s. ) fonksiyon denir.  

Teorem 3.2.3.  (X,μ) ve (Y, ) birer GT ve (X,μ);   -T1/2 uzayı olsun.    

fonksiyonunun f. -s. fonksiyon olması için gyk: f. -s. fonksiyon olmasıdır.  

Kanıt (X,μ) ve (Y,λ) iki GT, ve (X,μ);   -T1/2 uzayı olsun.  : (X,μ) → (Y,λ) f. -s. 

fonksiyon, V( ),   -açık alt küme olsun. Y V -kapalı ve   f. -s. 

fonksiyon.olduğundan  
 -
¹(Y V)= X  

 -
¹(V) μ -kapalı ve (X,μ)   -T1/2 uzayı olduğundan X  

 -
¹(V) μ-kapalı, dolayısıyla 

-
¹(V) μ-açık ve  : f. -s. fonksiyondur.   

  f. -s.  fonksiyon, V( ),   -açık alt küme olsun. ;  f. -s. 

fonksiyon.olduğundan  
 -
¹(V) μ-açık ve her μ-açık küme μg-açık olduğundan   f. -s. 

fonksiyondur.. □ 

Tanım 3.2.4. [22] (X,μ) genelleĢtirilmiĢ topolojik uzay ve  olsun. X’e,        

x  ve xF Ģartlarını gerçekleyen μ-kapalı F kümesine karĢı U,V μ kümeleri xU, 

,  gerçeklenmek üzere bulunabiliyorsa, G-regüler denir.  

Teorem 3.2.5. [22]  (X,μ) genelleĢtirilmiĢ topolojik uzay olsun. X in G-regüler olması için gyk 

x  ve x’ i içeren μ-açık U kümesi için xV  olacak Ģekilde x’ i içeren   μ-

açık V kümesi vardır.  

Lemma 3.2.6. [20] Lemma 4.10. a göre (X,μ) genelleĢtirilmiĢ topolojik uzay olsun. Eğer (X,μ) 

G-regüler ve güçlü GT (Xμ) ise her μ-açık küme -açıktır.                                                                                                      

Kanıt.  

U, X de μ-açık küme olsun.  için teoreme göre  olacak Ģekilde 

-açık V kümesi vardır. X, güçlü GT olduğundan  sağlanır. Böylece U, -

açıktır. □ 

Teorem 3.2.7.  (X,μ) ve (Y, ) birer GT olsun.  f. -s. fonksiyon,      

(Y, ) G-regüler ve güçlü GT olsun. Bu durumda ,  -s. fonksiyondur.. 

Kanıt.  
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V  olsun. (Y, )  G-regüler ve güçlü GT olduğundan V  dır,  f. -s. fonksiyon 

olduğundan 
 -
¹(V) μ -açıktır ve dolayısıyla ,  -s. fonksiyondur.. □ 

Tanım 3.2.8. [36] (X,μ),(Y,λ) iki GTS olsun. : (X,μ) → (Y,λ) fonksiyonuna, her F Y            

λ -kapalı kümesi için 
 -
¹(F) X μ -kapalı oluyorsa, ( )-irresolute fonksiyon denir.  

Teorem 3.2.9.  (X,μ),(Y,λ) ve (Z,ν) GT leri alınsın. : (X,μ) → (Y,λ) fonksiyonu ( )-

irresolute ve  : (Y,λ) → (Z,ν) fonksiyonu faintly )-sürekli (kısaca )-s.) ise,  : 

(X,μ) → (Z,ν) fonksiyonu faintly -sürekli (kısaca f. -s. ) fonksiyondur.  

Kanıt.  

V   kümesi alınsın. O halde, 
-
¹(V) ⊂Y -açıktır ve , ( )-irresolute olduğundan  

 
-
¹(

-1
(V))=( )

-
¹(V) X -açık dolayısıyla  f. -s. fonksiyondur. □ 

Teorem 3.2.10.  (X,μ),(Y,λ) ve (Z,ν) GT leri alınsın.  fonksiyonu f. 

-s. fonksiyon.ve  fonksiyonu ( ,   )-s. (=quasi ( λ, ν)-sürekli) ise,  

 :  (X,μ)  (Z,ν) fonksiyonu f. (μ ,ν)-s. fonksiyondur.  

Kanıt.  

V   kümesi alınsın. O halde, 
-
¹(V)   ve böylece  

-
¹(

-1
(V))=( )

-
¹(V) ⊂X μ -açık olduğundan ,  f. ( ν)-s. fonksiyondur. □ 

Tanım 3.2.11. [36] (X,μ) güçlü genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayına,  X=A B olacak Ģekilde 

A,B  -açık, boĢtan farklı, ayrık kümeleri varsa, μ -bağlantısız denir. μ -bağlantısız 

olmayan X uzayına μ -bağlantılı denir.  

Teorem 3.2.12.  (X,μ)  μ -bağlantılı,   : (X,μ) → (Y,ν) f. (μ ,ν)-s. ve üzerine fonksiyon ise, 

(Y,ν) ν-bağlantılıdır.  

 Kanıt.  

(X,μ) μ -bağlantılı,   : (X,μ) → (Y,ν) f. (μ ,ν)-s. ve üzerine fonksiyon, fakat (Y,ν)  ν-

bağlantılı olmasın. Bu durumda ν -açık, boĢtan farklı, ayrık A ve B kümeleri Y=A B olacak 

Ģekilde vardır. Bu durumda A ve B kümeleri hem ν -açık hem de ν -kapalıdır, dolayısıyla her 

ikisi de  açıktır.    üzerine fonksiyon olduğundan  
 

(A) ,  
 

(B)  olur. Ayrıca  

f. (μ ,ν)-s. fonksiyon. olduğundan  
 

(A)  ve  
 

(B) μ  -açıktır. Bununla birlikte  

 
 

()=
 

(AB)= 
 

(A) 
 

(B)= ,  
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X= 
 

 (Y)= 
 

 (A B)=
 

(A) 


(B) 

geçerlidir. Bu ise X in μ -bağlantısız olması çeliĢkisini verir. Yani (Y,ν) ν-bağlantılıdır. □ 

Tanım 3.2.13. [35] (X,μ) güçlü genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayına, X in μ -açık kümelerden 

oluĢan her örtülüĢünün sonlu bir alt örtülüĢü varsa, μ -kompakt genelleĢtirilmiĢ topolojik uzay  

denir.  

Teorem 3.2.14.  f. (μ ,ν)-s. ve üzerine fonksiyon, (X,μ) 

μ -kompakt bir uzay ise , (Y,ν) ν -kompakt uzaydır. 

 Kanıt. 

  f. (μ ,ν)-s., üzerine fonksiyon ve (X,μ) μ -kompakt olsun. Y nin 

{V:} ν -açık örtülüĢü alınsın. O halde, {


(V):} X in μ -açık örtülüĢüdür ve 

böylece X= {


(V): 0} olacak Ģekilde sonlu bir 0⊂ alt kümesi vardır. Buradan, Y=

{V : 0} Ģeklindedir ve Y, ν -kompakttır. □ 

Tanım 3.2.15. [35]  (X,μ) güçlü genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayına, X in 

i) μ -açık ( -açık) kümelerden oluĢan her sayılabilir örtülüĢü sonlu bir alt örtülüĢe 

            sahipse sayılabilir μ -kompakt (sayılabilir -kompakt) genelleĢtirilmiĢ topolojik uzay  

ii) μ -açık ( -açık) kümelerden oluĢan her açık örtülüĢü sayılabilir bir alt örtülüĢe 

sahipse μ -Lindelöf (sayılabilir -lindelöf) genelleĢtirilmiĢ topolojik uzay denir. 

Teorem 3.2.16.  f. (μ ,ν)-s. ve üzerine fonksiyon olsun. Bu durumda 

aĢağıdaki ifadeler geçerlidir: 

i) Eğer X μ -Lindelöf ise Y -Lindelöftür.  

ii) Eğer X sayılabilir μ -kompakt ise Y sayılabilir -kompakttır. 

Kanıt. 

i)  f. (μ ,ν)-s. ve üzerine fonksiyon ve (X,μ) μ -Lindelöf olsun. Y 

nin {V:} ν -açık örtülüĢü alınsın. O halde, {


(V):} X in μ -açık 

örtülüĢüdür ve böylece X= {


(V): 0} olacak Ģekilde sayılabilir bir 0⊂ alt 

kümesi vardır. Buradan, Y= {V : 0} Ģeklindedir ve Y, ν -Lindelöftür. 

ii)   f. (μ ,ν)-s. ve üzerine fonksiyon ve (X,μ) sayılabilir  
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μ -kompakt olsun. Y nin {Vi:iN} ν -açık sayılabilir örtülüĢü alınsın. O halde,  

{
 (Vi):iN}, X in μ -açık örtülüĢüdür ve böylece X= { (V): N0} olacak Ģekilde 

sonlu bir N0⊂N alt kümesi vardır. Buradan, Y= {Vi : iN0} Ģeklindedir ve Y     ν -

Lindelöftür. □ 

Tanım 3.2.17. [35] (X,μ) genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayı, birbirinden farklı her x,y∈X nokta 

çifti için μ -açık U ve V kümeleri x∈U, y∉U ve x∉V, y∈V olacak Ģekilde bulunabilirse, μ -

T₁ uzayı olarak isimlendirilir.  

Tanım 3.2.18. [35]  (X,μ) genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayı, birbirinden farklı her x,y∈X nokta 

çifti  için μ -açık, ayrık U ve V kümeleri x∈U ve y∈V olacak Ģekilde bulunabilirse, μ -T₂ 

uzayı olarak isimlendirilir.  

Tanım 3.2.19. [4] (X,μ) genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayı, her x,y∈X (x y) nokta çiftine 

karĢılık  -açık V1 ve V2  kümeleri x∈ V1, y∉ V1 ve x∉ V2,  y∈ V2 gerçeklenmek üzere 

varsa (yani bu noktaların her birisinin, diğerini içermeyen   - açık komĢuluğu varsa),  - T₁  

uzayı olarak isimlendirilir.  

Tanım 3.2.20. [4]  (X,μ) genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayı, her x,y∈X (x y) nokta çiftine 

karĢılık -açık V1 ve V2 kümeleri x∈ V1,  y∈ V2 ,  gerçeklenmek üzere varsa 

(yani her farklı nokta çifti için, farklı noktaların ayrık, - açık komĢuluğu varsa), - T2  

(Tanım 2.2.1). uzayı olarak isimlendirilir.  

Teorem 3.2.21.   f. (μ ,ν)-s., 1-1 fonksiyon ve (Y,ν)   - T₁ uzayı ise  

(X,μ);  μ -T₁ uzayıdır.  

Kanıt.  

 f. (μ ,ν)-s., 1-1 fonksiyon ve (Y,ν);  - T₁  uzayı olsun. Birbirinden 

farklı her x,y∈X nokta çifti için -açık V1 ve V2  kümeleri f (x)∈ V1, f (y)∉ V1 ve f (x)∉ V2,               

 (y)∈ V2 olacak Ģekilde vardır. ; f. (μg,ν)-s. olduğundan  
 

(V1) ve  
 

(V2),  (X,μ) nün                      

x∈ 
 

(V1), y∉ 
 

(V1) ve  (x)∉ 
 

(V2),   y∈ 
 

(V2) gerçekleyen  μ -açık alt kümeleri 

olduğundan (X,μ); μ -T₁ uzayıdır. □ 

Teorem 3.2.22.    f. (μ ,ν)-s., 1-1 fonksiyon ve (Y,ν);   -T2 uzayı ise  

(X,μ);  μ - T2 uzayıdır.   

Kanıt. 
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 f. (μ ,ν)-s.,1-1 fonksiyon ve (Y,ν), -T2  uzayı olsun. Birbirinden farklı 

her x,y∈X nokta çifti için ayrık, -açık V1 ve V2 kümeleri   (x)∈ V1 ve (y)∈ V2 olacak 

Ģekilde vardır. , f. (μ ,ν)-s. fonksiyon. olduğundan  
 

(V1) ve 
 

(V2);  (X,μ) nün                         

x∈ 
 

(V1) ve y∈  
(V2) gerçekleyen μ -açık ve ayrık alt kümeleri olduğundan (X,μ)  μ -

T2 uzayıdır. □ 
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BÖLÜM 4. 

4.1. Faintly (μ, λ)-Sürekli Fonksiyonlar 

Santoro’nun θδ-sürekli fonksiyon kavramı [33] U. ġengül tarafından iki-genelleĢtirilmiĢ 

topolojik uzaylara        
       

 -sürekli fonksiyon olarak [37] genelleĢtirilmiĢtir. θδ-sürekli 

fonksiyon kavramının genelleĢtirilmiĢ topolojik uzaylara genellemesi,        
       

 -sürekli 

fonksiyon kavramının özel durumu olarak aĢağıdaki tanım verilebilir.  

Tanım 4.1.1. ((μ, )-Sürekli Fonksiyon=faintly (μ,λ)-Sürekli Fonksiyon): (X,μ) ve (Y,λ) iki 

GT olsun.  fonksiyonu,  noktasında i içeren her bir -açık V 

kümesine karĢı X de x i içeren μ -açık U kümesi  olacak Ģekilde varsa, faintly 

(μ,λ)-sürekli (kısaca f. (μ, λ)-s.) fonksiyon olarak isimlendirilir. Eğer  her  noktasında 

bu koĢulu gerçekliyorsa,  fonksiyonu f. (μ,λ)-s. fonksiyon olarak 

isimlendirilir.  

Bu tanım Jafari ve arkadaĢının tanımladığı faintly - -sürekli kavramının bir genelleĢtirilmesi 

olarak düĢünülebilir.  

Karakterizasyon 

Teorem  4.1.2. (X,μ) ve (Y,λ) iki GT olsun Bir  fonksiyonu  için 

aĢağıdaki ifadeler denktir: 

(i) ;  f. (μ,λ)-s. fonksiyondur; 

(ii) nin her --açık V kümesi için, , X de μ-açıktır; 

(iii) nin her --kapalı F kümesi için, , X de μ -kapalıdır; 

(iv) Her  için,  sağlanır; 

(v) Her  için,  sağlanır;  

Ġspat:  

(i) : V, Y de -açık küme (V ) ve  olsun.  ve                            

f. (μ,λ)-s. fonksiyon olduğundan X de x i içeren μ -açık U kümesi  olacak 

Ģekilde vardır. O zaman   

 

olur. Sonuçta    =  μ  elde edilir. 
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 :F, Y de -kapalı , Y de -açık olur. 

μ geçerlidir. X  μ 

kapalıdır.  

:  olduğunu gösterelim: 

her  için  , Y de -kapalı olması sebebiyle iii) 

den , X’ de  μ -kapalıdır.  

     

 

 

       

 ( )  

       :  olduğunu gösterelim: 

 olsun. den, 

  

 

 

 

 elde edilir.  

:  ve V, Y nin  i içeren bir -açık alt kümesi olsun. , Y de -

kapalı olduğundan,  den 

   

. 
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Böylece , X de μ -kapalıdır ve , x i içeren bir μ -açık kümedir. Sonuç 

olarak  için  sağlanır, bu da   in, f. (μ,λ)-s. fonksiyon olduğunu 

gösterir. □ 

Tanım 4.1.3. [22] (X,μ) ve (Y,λ) iki GT olsun.  fonksiyonu, her bir V  

-açık alt kümesi için (  μ -açık ise, (μ,)-sürekli (kısaca (μ,)-s. ) fonksiyon 

olarak isimlendirilir.  

Teorem 4.1.4. (X,μ) ve (Y, λ) birer GT olsun.   fonksiyonu (μ, λ)-s. 

fonksiyon. ise f. (μ, λ)-s. fonksiyondur.. 

Ġspat. , (μ, λ)-s. fonksiyon.ve V λ olsun, λ λ  ve bu durumda V  λ  ve ,  (μ, λ)-s. 

fonksiyon. olduğundan  
  

(V)  geçerlidir, yani   f. (μ, λ)-s. fonksiyondur.. □ 

Not: Ters gerektirme doğru olmak zorunda değildir: 

Örnek 4.1.5. [22] , 

 ,  

  

olsun.  

 idantik fonksiyonu (μ, λ)-s. fonksiyon. değildir,  kümesi λr-açık olduğu 

halde , ama f. (μ, λ)-s. fonksiyondur.. çünkü  güçlü GT 

olmadığından λ= ve   

Teorem 4.1.6. (X,μ),(Y,λ) ve (Z,ν) GT leri alınsın.  fonksiyonu f. (μ,λ)-s. 

ve  fonksiyonu ( , )-s. ( faintly ( ,  )-sürekli ) ise,  

 fonksiyonu faintly (μ,ν)-sürekli (kısaca f. (μ,ν)-s. ) fonksiyondur.  

Kanıt.  

V   kümesi alınsın. O halde, 
-
¹(V)   ve böylece  

 -
¹(

-1
(V))=( )

-
¹(V) ⊂X μ -açık olduğundan ,   f. (μ,ν)-s. fonksiyondur. □ 
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4.2. Faintly (μ, λ)-Sürekli Fonksiyonların Özellikleri   

Tanım 4.2.1.  genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayının A   alt kümesi için A nın μ-sınırı   

ile gösterilir ve  ile tanımlanır.   

Teorem 4.2.2. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.   : (X,)  (Y,)  fonksiyonunun f. -s. 

olmadığı x X noktalarının kümesi,  nın ’ i içeren -açık kümelerinin ters 

görüntülerinin  μ -sınırlarının birleĢimleridir. 

Ġspat: Varsayalım ki ,  te f. -s. olmasın. Bu durumda  i içeren Y nin bir 

-açık V kümesi, x’i içeren her bir μ -açık U kümesi için  (U) V olacak Ģekilde vardır. 

Sonuç olarak x’i içeren her μ -açık U kümesi için  

(V))   

elde edilir. Bu durumda  geçerlidir. Diğer yandan  

 dir ve  dir.  

’i içeren  -açık V kümesi için   olsun.  ,  te f. -s. 

fonksiyon.olsaydı  ’ i içeren μ -açık U kümesi  (U )  V  gerçeklenmek üzere var olurdu. 

Bu 

 U     

ve  

  

çeliĢkisini verir.  Sonuç olarak  ’i içeren -açık  V kümesi için ,  

noktasında f. -s. fonksiyon.değildir. □ 

Tanım 4.2.3. (X,μ) güçlü genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayına, X=A B olacak Ģekilde A, B                

μ- açık, boĢtan farklı, ayrık kümeleri varsa, μ -bağlantısız denir. μ -bağlantısız olmayan X 

uzayına  μ -bağlantılı denir.  

Teorem 4.2.4.  (X,μ)  μ -bağlantılı,   f. (μ,ν)-s. ve üzerine fonksiyon  ise, 

(Y,ν) ν-bağlantılıdır.  
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Kanıt. 

(X,μ)  μ -bağlantılı,   f. (μ, ν)-s. , üzerine fonksiyon,  

fakat (Y,ν) ν-bağlantılı olmasın. Bu durumda ν -açık, boĢtan farklı, ayrık A ve B kümeleri 

Y=A B olacak Ģekilde vardır. Bu durumda A ve B kümeleri hem ν -açık hem de ν -kapalıdır, 

dolayısıyla her ikisi de  açıktır.   üzerine fonksiyon olduğundan  
 

(A) ,  
 

(B)  

olur. Ayrıca    f. (μ, ν)-s. fonksiyon. olduğundan  
 

(A)  ve 
 

(B) μ -açık, ayrıca  

 
 

()=
 

(AB)= 
 

(A) 
 

(B)= ,  

X= 
 

 (Y)= 
 

 (A B)=
 

(A) 
 

(B) 

olmaktadır, bu ise X in μ -bağlantısız olması çeliĢkisini verir. Bu yüzden (Y,ν) ν-bağlantılıdır. 

□ 

Tanım 4.2.5.  (X,μ) güçlü genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayına, X in μr-açık   kümelerden oluĢan  

her örtülüĢünün sonlu bir alt örtülüĢü varsa neredeyse kompakt (nearly compact)  

genelleĢtirilmiĢ topolojik uzay denir.  

Teorem 4.2.6.  f. (μ,ν)-s. , üzerine fonksiyon ve  neredeyse 

kompakt bir uzay ise ,  ν -kompakt uzaydır. 

Kanıt. 

 f. (μ,ν)-s. , üzerine fonksiyon ve (X,μ) neredeyse kompakt olsun. Y nin 

{V:} ν -açık örtülüĢü alınsın. O halde, {


(V):}, X in μ -açık örtülüĢü, dolayısıyla 

elemanları μr-açık kümelerin birleĢimlerinden oluĢan bir örtülüĢtür, bu ailenin birleĢimi μr-

açık kümelerin birleĢimlerinden ibarettir.  için f


(V)’ya μr-açık kümelerin  

kümesi ile indisli bir  ailesi karĢı gelir, bu durumda  

{U:( f


(V))}: f


(V)=  

X=  

yani X elemanları μr-açık kümelerin birleĢimlerinden oluĢan bir örtülüĢe sahiptir, X neredeyse 

kompakt olduğundan bu örtülüĢ sonlu bir  alt örtülüĢüne sahiptir, i1,…,n 

için  sonlu ailesi  olacak Ģekilde vardır.  



 

40 
 

X= (X) olduğundan  

Y=f(X)=f( )=  

Y= {V(i) : , i1,…,n} gerçeklenir. Bu da Y, ν –kompakt demektir. □ 

Tanım 4.2.7. [31] (X,μ) güçlü genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayına,  μr-açık kümelerden oluĢan 

her açık örtülüĢü sayılabilir bir alt örtülüĢe sahipse neredeyse Lindelöf genelleĢtirilmiĢ 

topolojik uzay denir. 

Teorem 4.2.8. [31]   f. (μ, ν)-s. , üzerine fonksiyon ve (X,μ)  neredeyse 

Lindelöf bir uzay ise, (Y,ν)  ν -Lindelöf uzaydır. 

Kanıt. 

f. (μ, ν)-s. , üzerine fonksiyon ve (X,μ) neredeyse Lindelöf olsun. Y 

nin {V:} ν -açık örtülüĢü alınsın. O halde, {f


(V):}, X in μ -açık örtülüĢü,  

elemanları μr-açık kümelerin birleĢimlerinden oluĢan bir örtülüĢtür, bu ailenin birleĢimi μr-

açık kümelerin birleĢimlerinden ibarettir.  için f


(V)’ ya μr-açık kümelerin 

 kümesi ile indisli bir  ailesi karĢı gelir, bu durumda 

{U:( 
 

(V))}: 
 

(V)=  

X=  

yani X, elemanları μr-açık kümelerin birleĢimlerinden oluĢan bir örtülüĢe sahiptir, X 

neredeyse Lindelöf olduğundan bu örtülüĢ sayılabilir bir  alt örtülüĢüne sahiptir, 

 için  sayılabilir ailesi  olacak Ģekilde 

vardır.  

X= (X) olduğundan Y= (X)= ( )=

 

yani 

Y=  , ) gerçeklenir. Bu ise Y’nin, ν –Lindelöf olduğunu gösterir. □  

Teorem 4.2.9. [22] (X,μ) genelleĢtirilmiĢ topolojik uzay olsun. Eğer (X,μ) G-regüler ve güçlü 

GT (Xμ) ise her μ-açık küme μ-açıktır.  
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Ġspat.  

A, X’ de  μ-açık olsun.  için [22] den  olacak Ģekilde -açık V 

kümesi vardır. Bu da   olduğunu gösterir. 

 ve  μr-açık [6] olduğundan, A, μ-açıktır. □ 

Teorem 4.2.10. (X,μ) ve (Y, ) birer GT olsun.  f. (μ, λ)-s. fonksiyon ve            

(Y, ) G-regüler ve güçlü GT olsun. Bu durumda  (μ, λ)-s. dir. 

Kanıt.  

V  olsun. (Y, ),  G-regüler ve güçlü GT olduğundan V  dır,  f. (μ, λ)-s. fonksiyon 

olduğundan 
 -
¹(V) μ -açıktır ve dolayısıyla , (μ, λ)-s. dir. □ 

Teorem 4.2.11.  (X,μ), (Y,λ) ve (Z,ν) GT leri alınsın.   : (X,μ) → (Y,λ) fonksiyonu ((μ, λ)-

s. ve  fonksiyonu faintly (λ, ν)-sürekli (kısaca f. (λ, ν)-s. ) ise, 

 fonksiyonu f. (μ, ν)-s. fonksiyondur.   

Kanıt.  

 V   kümesi alınsın. O halde, 
-
¹(V) ⊂Y λ,-açıktır ve , (μ, λ)-s. fonksiyon. olduğundan  

  
 -
¹(

-1
(V))=( )

-
¹(V) X μ -açık dolayısıyla  f. (μ, ν)-s. fonksiyondur. □ 

Tanım 4.2.12.  (X,μ) genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayı, her x,y∈X (x y) nokta çiftine karĢılık  

μ -açık V1 ve V2  kümeleri x∈ V1, y∉ V1 ve x∉ V2,  y∈ V2 gerçeklenmek üzere varsa (yani 

bu noktaların her birisinin, diğerini içermeyen  μ - açık komĢuluğu varsa), μ - T₁  uzayı 

olarak isimlendirilir.  

Tanım 4.2.13.  (X,μ) genelleĢtirilmiĢ topolojik uzayı, her x,y∈X (x y) nokta çiftine karĢılık  

μ -açık V1 ve V2  kümeleri x∈ V1,  y∈ V2 ,  gerçeklenmek üzere varsa (yani her 

farklı nokta çifti için, farklı noktaların ayrık, μ - açık komĢuluğu varsa), μ - T2  uzayı olarak 

isimlendirilir.  

Teorem 4.2.14.    f. (μ,ν)-s. , 1-1 fonksiyon ve (Y,ν)   - T₁ uzayı ise  

(X,μ)  μ -T₁ uzayıdır. 

Kanıt. 
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 f. (μ,ν)-s. , 1-1 fonksiyon ve  (Y,ν)  - T₁  uzayı olsun. Birbirinden 

farklı her x,y∈X nokta çifti için -açık V1 ve V2  kümeleri   (x)∈ V1,  (y)∉ V1 ve  (x)∉ 

V2,   (y)∈ V2 olacak Ģekilde vardır.  f. (μ, ν)-s. ve  
 

(V1) ve  


(V2),  (X,μ) nün           

x∈ 
 

(V1), y∉ 
 

(V1) ve  (x)∉ 


(V2),   y∈ 
 

(V2) gerçekleyen  μ -açık alt kümeleri 

olduğundan  (X,μ) μ -T₁ uzayıdır. □ 

Teorem 4.2.15.    f. (μ,ν)-s. , 1-1 fonksiyon ve (Y,ν)  -T2 uzayı ise  

(X,μ)  μ - T2 uzayıdır.   

 Kanıt. 

 f. (μ,ν)-s. , 1-1 fonksiyon ve (Y,ν) -T2  uzayı olsun. Birbirinden farklı 

her x,y∈X nokta çifti için ayrık, -açık V1 ve V2 kümeleri  (x)∈ V1 ve  (y)∈ V2 olacak 

Ģekilde vardır.   f. (μ, ν)-s. ve  
 

(V1) ve 
 

(V2)  (X,μ) nün x∈ 
  

(V1) ve y∈ 
 

 (V2) 

Ģartlarını gerçekleyen μ -açık, ayrık alt kümeleri olduğundan (X,μ) μ-T2 uzayıdır. □ 
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4.3. -Kapalı Grafik 

Tanım 4.3.1. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.  f : (X,)  (Y,) fonksiyonunun 

  grafiğine, her  için x i içeren -açık U 

kümesi ve y yi içeren -açık V kümesi   olacak Ģekilde varsa, faintly  

-kapalı - (  )-  kapalı - grafiğe sahiptir denir.   

Lemma 4.3.2. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.  : (X,)  (Y,)  fonksiyonunun  

grafiğinin (faintly) (  ) - kapalı olması için gerek ve yeter Ģart: her  

için x’ i içeren -açık U kümesi ve y’ yi içeren -açık V kümesinin  olacak 

Ģekilde var olmasıdır.  

Teorem 4.3.3. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.   : (X,)  (Y,)  fonksiyonu faintly -

kapalı (  ) - kapalı  grafiğine sahip olsun. , f. (  )-s., birebir bir fonksiyon ise, 

, -  uzayıdır. 

Ġspat: 

x ve y, X de iki farklı nokta olsun.   birebir olduğundan  dir. Bu durumda 

  geçerlidir. Lemma 4.3.2 den X’ de x’ i içeren -açık U kümesi 

ve Y’ de ’ yi içeren -açık V kümesi  olacak Ģekilde vardır. Sonuç olarak   

 ve   

sağlanır.  , f. (  )-s. fonksiyon.olduğundan x’ i içeren -açık W kümesi  

olacak Ģekilde vardır. Böylece  

 

ve , birebir olduğundan  elde edilir, bu da  nün -  uzayı olduğunu 

gösterir. □ 

Tanım 4.3.4. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.   : (X,)  (Y,)  fonksiyonunun  grafiği, 

her  için x’ i içeren  ve Y’ de y’ yi içeren -açık V kümesi, 

( U  c(V) )  G ( f ) =    

yani  ( U  c(V) )   
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olacak Ģekilde varsa, güçlü -kapalı (ya da güçlü ( )-kapalı) grafiğe sahip olarak 

isimlendirilir.   

Lemma 4.3.5. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.   : (X,)  (Y,)   fonksiyonunun  

grafiğinin güçlü -kapalı (güçlü ( )-kapalı ) olması için gerek ve yeter Ģart: her 

 için x’ i içeren  ve y’ yi içeren Y’ de  -açık V kümesinin   

(U)  c(V) =  olacak Ģekilde var olmasıdır.  

Teorem 4.3.6. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.  : (X,)  (Y,)  fonksiyonunun grafiği (  

) -kapalı ise  güçlü ( , )-kapalıdır.  

Ġspat: 

  ve  olsun. O zaman  olur. Lemma 4.3.2 den X’ de x’ i 

içeren -açık U kümesi ve Y’ de y’ yi içeren -açık V kümesi  olacak Ģekilde 

vardır. V,  -açık olduğundan  olacak Ģekilde y’ yi içeren Y’ de -açık 

 kümesi vardır. Böylece f(U)  c(V) =  elde edilir. Lemma 4.3.5 ten   güçlü ( ,) -

kapalıdır. □  

Teorem 4.3.7. (X,) ve (Y,) birer GT olsun.   f : (X,)  (Y,)  fonksiyonu (  )-s. 

fonksiyon. ve (Y,) ,  -  uzayı ise , (  )-kapalıdır.  

Ġspat:  olsun. O halde  olur. (Y,) ,  -  uzayı 

olduğundan ,  olacak Ģekilde -açık V ve W kümeleri,  

gerçeklenmek üzere vardır.  f. (  )- s. fonksiyon. olduğundan   (

-açıktır.)    olsun. O zaman  ve dolayısıyla  sağlanır. 

Bu da ’in ,  (  )-kapalı olduğunu gösterir. □ 

Sonuç 4.3.8.   : (X,)  (Y,)  f. (  )-s. fonksiyon ve (Y,) ,  -  uzayı ise o zaman 

 güçlü (  )-kapalı grafiğe sahiptir.  
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