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OZET

ZAYIFCA SUREKLILIGIN BAZI GENELLESTIRMELERI

Velicko tarafindan tanimlanan topolojik uzaylarin 8-modifikasyonundan hareketle tanimlanan
0-acik kiime kavrami araciligiyla Paul Long tarafindan faint siireklilik kavrami tanitilmistir.
Bu fonksiyon tipinin gesitli genellestirilmis agik kiime tiplerinin kullanan farkli varyasyonlari
olduk¢a galisilmis hatta bu varyasyonlarin genellestirilmeleri de yapilmistir. Calismada bu

genellestirmelerin 6zel bir durumu ve farkli genellemeleri elde etmeye calisilda.
Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci béliimde, tez caligmamiz i¢in gereken On bilgi ve kavramlar verildi. Konunun
gelisiminde ¢alisilmis bazi genellestirilmis agik kiime tipleri ve bazi 6zel siireklilik kavramlari

hatirlatilarak, 8-acik kiimeler ve faint stireklilik 6zetlenmistir.

Genellestirilmis agik kiime tiplerinin ¢ogu genellestirilmis bir topoloji olusturdugundan faint
stireklilik kavramlarmin genellemesi i¢in Roy tarafindan bu kavram kullanilmistir. Bu
caligmay1 takip ederek bazi sonuclar elde etmeye calisilmistir. Csaszar tarafindan verilmis

genellestirilmis topoloji kavramu ile ilgili ihtiyag duyulacak temel bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde, faintly (6,,1)-Siirekli Fonksiyon kavrami, bu kavramin karakterizasyonlari ve

diger ozellikleri verilmistir.

Ugiincii ve dordiincii boliimde sirasiyla, faintly (ug,A)-siirekliligi ve faintly (6,,)-stirekliligi

tanimlar1 verilerek, diger 6zellikleri incelenmistir.
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ABSTRACT

SOME GENERALIZATIONS OF FAINT CONTINUITY

Faint continuity concept is written by Paul Long through the concept of 0-open sets defined
by the 0-modification of topological spaces defined by Velicko. The different variations of
this function type using various generalized open set types have been studied Generalizations
of these variations have also been made. In this study, a special case of these generalizations

and different generalizations were tried to be obtained.
This study consists of four chapters.

In the first part, preliminary information and concepts required for our thesis study were
given. In the development of the subject that have been studied some generalized open set
types and some special continuity concepts reminded 6-open sets and faint continuous

summarized.

Since most generalized open set types form generalized topologies, this concept was used by
Roy to generalize the concepts of faint continuity. Following this study, some results were
tried to be obtained. Basic information about the concept of generalized topology given by

Csaszar has been given.

In the second chapter, the concept of faintly-continuous function, the characterizations of this

concept and another properties have been given.

In the third chapter and in fourth chapter by giving the definitions of respectively faintly

(ng,A)-continuity and faintly (6,,1)-continuity, other properties are examined.
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SEMBOLLER VE KISALTMALARI

N Ve
V veya
A\ B fark kiimesi
T, a-nci izdiisiim fonksiyonu
[1X, X, kiimelerinin Kartezyen ¢arpimi
(X, t) Topolojik uzay A < X igin;
c?A Topolojik uzayda A nin kapanisi,
Int(A) Topolojik uzayda A nin igi,
cfgA topolojik uzayda A nin 8-yigilma noktalarinin kiimesi
GT Genellestirilmis topolojik uzay
(X, 1) Genellestirilmis topolojik uzay A € X igin;
i, A genellestirilmis topolojik uzayda A nin igi,
c, A genellestirilmis topolojik uzayda A nin kapanist,
Cgu(A) A y1igeren 6,-kapal kiimelerin arakesiti,
ip, (A) A da kapsanan 6,-agik kiimelerin birlesimi,

Yo, (A) genellestirilmis topolojik uzayda A nin 6,,-y1g1lma noktalarmin kiimesi,

iug(A) A da kapsanan pg-agik kiimelerin birlesimi,
Cug(A) A y1 kapsayan pg-kapali kiimelerin arakesiti



BOLUM 1.
1.1.0-Acik Kiimeler ve Faint Siireklilik Kavramm

Topolojik uzaylarin 8- ve 6- modifikasyonunu ilk olarak Velicko tanitmis ve caligmistir, bu
kavramdan yola ¢ikarak Paul E. Long ve Larry L. Herrington &-

acik kiimeler vasitasiyla faint stirekliligi tanitmis, 6zelliklerini ¢aligmistir . Bu stireklilik
kavrami farkli genellestirilmis agik kiime tipleri kullanilarak sayisiz ¢alismaya konu
edilmistir. ([1],[4],[7],[11],[12],[13],[20],[21],[22],[26],[27],[30],[32],[34],[40]) Bu boliimde,
topolojik uzaylarda baz1 genellestirilmis acgik kiime tiplerinin tanimlari, 8-agik kiimeler ve
bunun farkli genellemelerinin tanimlarini vererek 6-agik kiimeler ile ilgili temel bazi kavram

ve teoremleri dzetleyecegiz.

Tamm 1.1.1. (X, 7) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. A yi1 igeren tiim kapali kiimelerin

kesisimine (A y1 iceren en kiigiik kapali kiime) A nin kapanist denir ve cfA ile gosterilir.

Tamm 1.1.2. (X, 7) topolojik uzay ve Ac X olsun. A nin i¢erdigi tiim agik kiimelerin

birlesimine (A nin icerdigi en biiyiik alt kiime) A nin i¢i denir ve intA4 ile gosterilir.

Tamm 1.1.3. [17] (X, 7) topolojik uzay ve Ac X olsun. Eger A<int(c? (A)) ise, A 6n-agik alt

kiime olarak isimlendirilir.

Tamim 1.1.4. [14] (X, 7) topolojik uzay ve Ac X olsun. Eger ASc? (int(A)) ise, A yari-agik

alt kiime olarak isimlendirilir.

Tamm 1.1.5. (X, 7) topolojik uzay ve Ac X olsun. A alt kiimesi A<cl(int(cf (A)) sartini
gercekliyor ise, yari-on agik [3] (B-agik) [24] alt kiime olarak isimlendirilir.

Tamim 1.1.6. [2] (X, 7) topolojik uzay ve Ac X olsun. Eger ASc? (int(A))uint(cf (A)) sart1

gercekleniyor ise A, b-acgik alt kiime olarak isimlendirilir.

Tamm 1.1.7. [3] (X, ) topolojik uzay ve Ac X olsun. A y1 igeren yari-kapali kiimelerin

kesigimi A nin yari-kapanisi olarak tanimlanir ve scf (A) ile gosterilir.

Tamm 1.1.8. [3] (X,7) topolojik uzay ve Ac X olsun. A yi1 igeren dn-kapali kiimelerin

kesigimi A nin 6n-kapanisi olarak tanimlanir ve pc (A) ile gosterilir.

Tamm 1.1.9. [3] (X,7) topolojik uzay ve Ac X olsun. A yi1 igeren yari-on-kapali kiimelerin

kesigimi A nin yari-6n-kapanisi olarak tanimlanir ve fcf (A) ile gosterilir.



Tamm 1.1.10. [2] (X,7) topolojik uzay ve Ac X olsun. A y1 igeren b-kapali kiimelerin

kesisimi A nin b-kapanisi olarak tanimlanir ve bcf (A) ile gosterilir.

Tamm 1.1.11. [39] (X,7) topolojik uzay ve Ac X olsun. X€X, x noktasini igeren her U agik

kiimesi i¢in cfUNA=# @ sart1 saglaniyorsa, A nin 8-yigilma noktasi [H. Velicko] olarak

isimlendirilir. A nin 8 yi1gilma noktalarinin kiimesi A nin &-kapanisi olarak isimlendirilir ve

cty(A) ile gosterilir. Eger A = cfyA ise A kiimesi 8-kapali alt kiime [39] olarak

isimlendirilir. A. Csaszar cfg A yerine y,(A) gosterilisini kullanmig ve cfy A gosterilisinin A

kiimesini i¢eren &-kapal1 kiimelerin arakesiti i¢in kullanilmasinin daha uygun oldugunu

belirtmistir. 8-kapali kiimenin biitiinleyeni 8-agik kiime olarak isimlendirilir. A da kapsanan

tiim #-acik kiimelerin birlesimi A nin 8-i¢i olarak isimlendirilir ve intgA ile gosterilir

Tamm 1.1.12. (X,7) topolojik uzay ve Ac X olsun. Benzer sekilde X€X, x i igeren her U

yari-agik (sirastyla 6n-agik, yari-6n-agik, b-agik) kiimesi igin scfUNA#@, (sirasiyla pcfUN

A#Q, fcfUNA%D, bcfUNA#Q) sart1 saglaniyorsa, A nin yari- 8 -yigilma [16], (sirasiyla 6n-

0 -y1gilma [9], yar1-6n- 8 -y1g1lma [25], b- 8 -y18i1lma [28]) noktas: olarak isimlendirilir. A

nin yari- 6 -yigilma (sirasiyla 6n- 8 -y1gilma, yari-6n- 8 -y1gilma, b- € -y1gilma) noktalarinin

kiimesi A nin yari- 8 -kapanisi [16] (sirasiyla 6n- 6 -kapanis1 [9], yari-6n- 8 -kapanis1 [25], b-

0 -kapanig1 [28]) olarak isimlendirilir ve scfg (A), (sirasiyla pcfg (A), Bcty (A), bctg(A))

ile gosterilir.

(X,7) topolojik uzay ve AcX i¢in, A nin 6 -kapanisi; VXEX i¢in x in her kapali komsulugu ile

A nin arakesiti bostan farkli bir kiime olarak tanimlanir ve ¢ A ile gosterilir.



Tamm 1.1.13. Eger scfy A = A sart1 saglanirsa, (sirasiyla gosterimleri; A = pclgyA,

A = BctgA, A = bctyA)) A yari-8-kapali (sirasiyla 6n-8-kapali, S-8-kapali, b-8-kapali)
olarak isimlendirilir. Yari-6-kapali [16] (sirasiyla 6n-8-kapali [19] , B-6-kapal1 [25], b-6-
kapali [28]) kiimenin biitiinleyeni yari-8-agik [16] (sirasiyla 6n-8-acik [9], -8-a¢ik [25], b-

6-acik [28]) kiime olarak isimlendirilir.

(X,7) topolojik uzayinda tiim yari-agik (sirasiyla on-agik, f-agik, b-agik), kiimelerin toplulugu
SO(X) (sirastyla PO(X), BO(X), BO(X) ya da yO(X)) ile gosterilir.

Tamim 1.1.14. (6-i¢) [15] (X,7) topolojik uzay ve Ac X olsun. A nin 8-igi (=IntgA); A nin,
A da kapsanan kapali komsuluklara sahip noktalariin kiimesine esittir. X \ F € T ise F

topolojide kapali oldugundan IntgA asagidaki gibi formiile edilebilir:

IntgA = {x€A: (F: (xeFAA) A(X \F €E1))}

Tamim 1.1.15. [15] Bir AcX kiimesinin 8-iginin tanim1 araciligiyla (X,t) lizerinde yar1
regiiler topoloji ile iligkili yeni bir topoloji tanimlanacaktir. Yari-regiiler topoloji 7, ile
gosterilir ve (X,t) tizerindeki tiim regiiler agik kiimelerin ailesini taban kabul eden topolojidir.
Hatirlatma olarak bir A kiimesi regiiler acik ise Int(cf(A)) = A saglanir. Ozel olarak

herhangi bir A kiimesi i¢in Int(cf(A)) daima regiiler-agiktir.

Tamim 1.1.16. [15] (X,7) da bir U agik kiimesi eger IntgU = U ise, 8-a¢ik kiime olarak
isimlendirilir.

6-kapal1 kiimelerin tanimindan hareketle bir 8-agik kiimenin tiimleyeni 8-kapalidir ve 6-
kapali kiimenin tiimleyeni 8-agiktir [39]. 8-kapali kiimelerin kesisimleri @-kapalidir. 8-
kapali kiimelerin sonlu birlesimleri yine 8-kapalidir. Boylece 8-agik kiimelerin sonlu
kesisimleri ve keyfi birlesimleri 8-agiktir. Sonug olarak (X,7) da 8-a¢ik kiimelerin toplulugu
X tizerinde 7g topolojisi olusturur. Sonugta T = 74 icin gerek ve yeter sart (X,7) regiiler

olmasidir.

Teorem 1.1.17. [15] X bir topolojik uzay olsun. Eger V < X alt kiimesi 8-acik ve x € V ise 0

zaman x € U c cf(U) c V olacak sekilde regiiler a¢ik U kiimesi vardir.



Ispat: V, 8-agik oldugundan x € V ise x € U < c£(U) < V olacak sekilde a¢ik U kiimesi

vardir. Fakat Int(cf(U)) = U* kiimesi regiiler agiktir ve
ct(U") =ct(Int(cf(U))) cct(U)cV
oldugundan x € U* < ¢f(U”*) < V saglanir. O

Teorem 1.1.17 nin Sonucu: V kiimesinin 8-agik olmasi igin gerek ve yeter kosul Vx € V igin

x € U c cf(U) c V olacak sekilde regiiler acik U kiimesi var olmasidir.

Teorem 1.1.17 ye gore herhangi bir topolojik uzayda 74 © 7, saglanir. Ters yondeki kapsama

dogru olmak zorunda degildir.

Teorem 1.1.18. [15] A < X alt kiimesi, 8-kapali ve x & A olsun. O zaman x noktasini ve A

kiimesini ayiran regiiler agik kiimeler vardir.

Ispat: X \ A, 8-agik kiimedir ve x i igerir Teorem 1.1.17 den x € U c c#(U) c X\A

gergekleyen regiiler agik U(= Int(c€(U))) kiimesi vardir.
cd(U) c X\A=>Ac X\ clU)ve

X\ cl(U) c cl(X\ ct(U)), X \ c£(U) agik oldugundan
X\ (V) = Int(X \ c£(U)) < Int(c(X \ c£(1)))

N

Ac X\ ctU) € Int(ct(X\ ct(U)))

gegerlidir ve Int(cf(X \ c£(U))) regiiler agiktir. Ayrica
X\clU) cX\U=cl(X\ct(U)) cctX\U)=X\U
N

Int(cf(X \ ct(V))) c cb(X\ ct(U)) c X\ U

oldugundan

Int (c{’(X \ ct‘(U))) NUcE\U)NU =0



gerceklenir, yani Int (cf’ (X —ct(U ))) bostan farkli ve regiiler agiktir, A y1 igerir ve U dan

ayriktir. O

Tanim 1.1.19. [38] (Hemen Hemen Regiiler Uzay) Bir (X, T) uzay1 ve bu uzayda secilen
Vx € X, (¢ A) nokta ve (noktay1 icermeyen) regiiler kapali kiime ¢iftine, x EU ve A c V
olacak sekilde U ve V ayrik acik kiime ¢ifti kars1 getirilebiliyorsa hemen hemen regiiler uzay

olarak isimlendirilir.

Teorem 1.1.20. [15] X hemen hemen regiiler olsun. O zaman X teki her regiiler acik kiime 8-

agiktir.

Ispat: X hemen hemen regiiler oldugundan, [38] de Teorem 2.2 ye gore X de her regiiler acik
V kiimesi ve x € V igin x € U © ¢f(U) c V olacak sekilde regiiler acik bir U kiimesi vardir.

Boylece V nin her noktas1 V de igerilen kapali bir komsuluga sahiptir. (V, 8-agiktir.) o
Teorem 1.1.20 nin Sonucu: (X, ) hemen hemen regiiler ise 7, = g dir.

Ispat: Teorem 1.1.20 den 7, 74 saglanir ve Teorem 1.1.17 den 74 < 7, dir ve bdylece

T, = Tg dir. O

Teorem 1.1.21 [15] (X, ) uzayinin hemen hemen regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Ts = Tg olmasidir.

Ispat: (X, 7) hemen hemen regiiler ise 7, = 4 dir (Teorem 1.1.20 nin sonucundan). Tersine
T, = Tg ISe V, (X, 7) da regiiler agik bir kiime ve x € VV olsun. O zaman V kiimesi 8-agiktir ve
Teorem 1.1.17 den x € U c cf(U) c V olacak sekilde regiiler agik bir U kiimesi vardir.

Sonug olarak (X, t) [38] de Teorem 2.2 den hemen hemen regiilerdir. o

Teorem 1.1.22. [15] (X, 1) ve (Y, ¢) iki topolojik uzay olsun. Eger U c X ve V c Y, 8-agik

ise, 0 zaman U x V, X X Y de 8-agiktir.

Ispat: (x,y) € U x V olsun. O zaman U ve V kiimeleri 8-acik oldugundan,
x€U;ccl(U) cUvey €V, ccf(V;) cV olacak sekilde U; ve V; acik kiimeleri vardir,
Boylece

(x,y) EcbUy) Xct (V) =ct(U XV))cUXV.



gerceklenir. Sonug olarak U X V nin her noktas1 U X V de igerilen kapali bir komsuluga

sahiptir, bu da U X V nin, 8-agik oldugunu gosterir. 0

Teorem 1.1.23. [15] W, [[X« ¢arpim uzayinda 8-agik kiime olsun. O zaman her (W) 8-
agiktir.

Ispat: y, € m, (W) ve {yo.}, m,({¥-}) = y. olacak sekilde W de bir nokta olsun. W, 8-agik

oldugundan

e} €U € cl(U) = cf(Ue,) X ct(Us,) X v cb(Us, ) X [[Xc © W

olacak sekilde bir

U =Us, X Usty X o X Usty X igoe._ o iXo € W

agik kiimesi vardir. Bir 1 = j < n igin a = a; almak genelligi bozmaz, boylece
Yo € Mo (ct()) = cb(Us)) © 1o (W)

saglanir ve sonug olarak 7, (W) nin her noktasi 7, (W) da uzanan kapali bir komsuluga

sahip oldugundan m, (W) @-agiktir. O

Teorem 1.1.24. [15] f : X — Y fonksiyonu hem agik hem kapali ise 0 zaman f, 8-acik

kimeleri korur.

Ispat: U, X de 8-acik ve y € £(U) olsun. f(x) = y olacak sekilde x € U vardir ve U, 6-agik

oldugundan x € U, c cf(U,) < U olacak sekilde Uy agik kiimesi vardir. Boylece
f&) =y € flUo) € f(ctUp)) = f(U)

saglanir f hem acik hem de kapali fonksiyon oldugundan

¢t (f (Vo)) = cb(f (ct(Uyp))) = f(cf(Uy))

gercgeklenir, yani f (Uy) kapanisi, f(U) da igerilen bir agik kiimedir.

Sonug olarak f(U), @-agiktir. O

Teorem 1.1.25. [15] f : X — Y siirekli olsun. Eger V < Y, 8-agik ise f1(V), X de 8-
aciktir.



ispat: x € £~ (V) olsun. O zaman f(x) € V ve V, 8-acik oldugundan
f(x) € U c cf(U) c V olacak sekilde agcik U agik kiimesi vardir. Boylece

x€f M) f Het@) e )=
x € fTHU) € ct(fTHU)) © cb(fTH(ctU)) = f7H(ctU)) © f7H(V)
=>x €f W) e ct(fI W) = fHV)

gecerlidir. f in siirekliliginden f~ *(U) , kapamis1 £~ *(V) de kapsanan agik bir kiimedir,
yani f~ (V) 6-aciktir. o

Tanim 1.1.26. [15] (Faintly-Stirekli Fonksiyon) X ve Y iki topolojik uzay olsun f: X — Y
fonksiyonu, f(x) iiceren her bir 8-agik V kiimesine karsilik x i igeren U-agik kimesi
f(U) c V olacak sekilde varsa, x noktasinda faintly-streklidir. Eger f, Vx € X noktasinda bu

kosulu gergekliyorsa f fonksiyonuna faintly-siirekli (kisaca f.s. ) fonksiyon denir.
Teorem 1.1.27. [15] f:X — Y verilsin. Asagidaki ifadeler denktir:

a) [:X - (Y,7)fs.
b) f:X — (Y, 7g) sireklidir.
c) (Y,7)da her @-agik kiimenin ters goriintiisi X de agiktir.

d) (Y, 1) daher 8-kapali kimenin ters goriintisi X de kapalidir.
ispat:

a)=c): V, Y de 8-acik kiime ve x € f1(V) olsun. f(x) € V ve f f.s. oldugundan X de x i
iceren U-acik kiimesi f(U)  V olacak sekilde vardir. O zaman xeU S f~1(V) buise
f£1(V) nin her noktasi ic nokta demektir, yani f (V) aciktir.

a)=b): xeXve V, Y de f(x) i iceren bir T4 -acik kiime olsun, yani Vetg ise, V f(x) i iceren bir 6
-aclk bir kimedir, (a) dan X de x i iceren bir U-acik kiimesi f(U)C V olacak sekilde vardir. x
keyfi secildiginden f her noktada siirekli olma kosulunu gergekler, yani f: X — (Y, 1)

sureklidir.

b)=c): V Y de B-acik kiime ise, Vetg dir ve (b) den f: X — (¥, 1y) stirekli oldugundan
f71(V), X de agiktir.



c)=d): F, Y de bir & -kapali kiime olsun. Y \ F bir, 8 -agik kiime oldugundan, (c) den
fTYHY\F) = X\ f1(F) acik alt kiimedir, dolayisiyla f 2 (F) kapalidir.

d)=a): xeXve V, Y de f(x) i i¢eren bir & -acik kiime olsun. Y\ V, Y de 8 -kapalidir. (d)
den f (Y \ V), X de kapali ve X \ f1(V) ise X de a¢iktir. xeU = f1(V) i¢in X i igeren
acik bir kiimedir ve f(U) =f(f "2(V)) € V gegerlidir. f, x noktasinda faintly siirekli ise X,
keyfi segildiginden f fonksiyonu Vx € X noktasinda bu kosulu gergekliyor demektir. O halde f

fonksiyonu f. s. dir. o

1.2.Genellestirilmis Topolojik Uzaylar

Topolojik uzay kavrami da farkli yaklasimlarla genellestirilmistir. Bu yaklasimlardan biri

Csaszar’n genellestirilmis topoloji kavramidir.

Tamm 1.2.1. [5] X ve expX, X in kuvvet kiimesi olmak iizere
U(<S expX) altailesi® € u ve V g © pigin U g €p gergekliyorsa X lizerinde
genellestirilmis topoloji (GT) ya da genellestirilmis topolojik uzay olarak isimlendirilir.

Bazi genellestirilmis acik kiime tipleri (b-agik kiimeler gibi) bir genellestirilmis topoloji
olusturur. Siireklilik tiplerinin unifikasyonu i¢in ilk kez Csaszar tarafindan tanitilan

genellestirilmis topoloji kavrami kullanilabilir.

Bir X kiimesi tizerindeki 1 genellestirilmis topolojisi ile birlikte genellestirilmis topolojik

uzaydir. (kisaca GTS) ve (X, p) ile gosterilir.

Ac X olsun. A da igerilen p-agik kiimelerin birlesimi i, A ile gosterilir. (A da igerilen en
biiyiik p-agik kiime) ve A y1 iceren tiim p-kapali kiimelerin kesisimi ise ¢, A ile gosterilir.

Ayrica i,(X — A) = X — ¢, A esitligi saglanir.
¢, Ve i, , monoton ve idempotent kiime islemci olmak iizere;

v exp X — exp X kiime islemcisinin ;

(@) monoton olmasi igin gyk: A € B < X igin y(A) < y(B) olmasidir;



(b) idempotent olmast i¢in gyk: y(y(A))=v(A) olmasidr. ¢, ve i, , monoton ve idempotent

kiime islemcileridir.

Lemma 1.2.2. [6] Eger p, X iizerinde GT, AcX, xeX ise x € c,A i¢in gyk:

XEMEu= Mn A =+ ] gerceklenmesidir.

Ispat.

B:={xeX : XEMeu = MnA = J}

tanimlansin. AcCB gegerlidir, ayrica X\B€pu gerceklenir, ¢linkii

X€ X\B i¢in gyk: (AMkEN :(XE M)A( My NA=D))( = XEA= X\Bc X\A= AcB)

olmasidir, bu durumda da VyeM, = ye X\B elde edilir, yani
X\B=Uxe x\8 Mx Ep

gecerlidir. Son olarak eger AcQ ve Q; p-kapali ise X\Q€Ep ve (X\Q)NA=Z olmaktadir,
dolayistyla X\Q <X\B, BcQ gegerlidir. O halde B, A yi1 igeren en kiiglik p-kapali kiimedir,

yani B=c, A esitligi saglanr.

JUEn:(xeU)A(ANU=0Q)gerceklensin. Bu durumda C=X\U kiimesi A kiimesini
igeren ama x noktasini igermeyen bir p-kapali kiimedir yani A € ¢,A € C=X\U ve X € c, A

gerceklenir.
Ayrica ¢, (X\A) = X\A = X\i,(A) gegerlidir. O
Tanim 1.2.3. [6] p, bostan farkli X kiimesi tizerinde bir genellestirilmis topoloji olsun. 8,=

{A c X: eger x€A ise xeMcc,(M)cA sartin1 gercekleyen bir ME€p var} seklinde

tanimlansin.

Onerme 1.2.4. [6] 6, ailesi X iizerinde bir genellestirilmis topolojidir.
Ispat.

€ 6, agiktir. Her a.eA igin A€ 6, olmak lizere A=Ugep 4, Olsun.

XE A =3Ja€A: X € A,=>IMyE p: XE M, cc (My)cAcA= AE 0,



0, ailesine ait kiimeler 6 ,-a¢ik olarak adlandirlir ve 6 -agik kiimenin biitiinleyeni 8 -kapali

kiime olarak adlandirilir. o

Uyan 1.2.5. [21] (X,p) genellestirilmis topolojik uzay, M, =_{U:Uepn} olsun. X¢& p ise X\
M= olur ve her p-kapali kiime X\M,, kiimesini kapsamak zorundadir. Dolayistyla bostan
farkl1 p-acik kiimenin (X,p) de agik keyfi bir p-acik kiimenin kapanisin1 kapsamasi miimkiin
degildir. Dolayistyla X¢ p gergekleyen bir GT de bos kiimeden farkli bir 6, -acik kiime
yoktur. Yani (X,p) bir GT, X¢& p ise J=U€p gergekleyen U kiimesi i¢cin UE 6, sartin1

saglamas1 miimkiin degildir:
UE 6,= xeU ise xeMcc,(M)cU gergekleyen bir MEp var olmali ama
Uc M= X\ M,c X\ U
X\ M,c ¢, (M)cU= (X\ M,) n( X\ U)cUn( X\ U)=2
celiskisi elde edilir.
Onerme 1.2.6. [6] 3, ailesi X iizerinde bir genellestirilmis topolojidir.
Ispat.
e 0, aciktir. Her a.eA igin A8, olmak Gzere A=U,x 4, olsun.

xe A=3JaeA: x € A=

3Q : (Qq p-kapah) A ( X€ iy (Qw) CQuCALCA)= AES,. O

Teorem 1.2.7. [6] 8, €3, gerceklenir.
Ispat.

Ae 8, olsun. Bu durumda XA igin bir Me p, X€ Mcc,(M)cA gergeklenmek iizere vardir.

Bu durumda Q=c,(M) p-kapalidir ve McQ oldugu asikardir (agiktir), dolayisiyla Mc i,(Q) ve
X€i,(Q)cQcA gergeklenir, yani Aed, gegerlidir.

Aed, olsun. Bu durumda XeA igin bir p-kapali Qx, X€i,(Qx) € Qx €A gerceklenmek lizere

vardir. Bu durumda i,(Q,) € p oldugundan A=U4 i, (Qy) € p gegerlidir.
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MEe p, x€ Mccy(M)cA gerceklenmek lizere vardir. Bu durumda Q=c,(M) p-kapalidir ve
McQ oldugu asikardir, Mc i,(Q) dolayisiyla

X€i,(Q)cQcA gergeklenir, yani AES,
= A€ 0, i¢in A,ES, olmak iizere A=Ugyep A, Olsun.
XE A =3JoEA: X € A=
3Qq : (Qo p-kapalt) A ( XE iy (Qu)CQuCALCA)= AED,. O
8, niin Diger Ozellikleri
Tanim 1.2.8. [6] p, X (# @) kiimesi iizerinde bir GT olsun. S € X alalm. S kiimesi eger;
S =i, ¢, S esitligini sagliyorsa p-regiiler agik (kisaca pr-a¢ik) alt kiime,
S =cui, S esitligini sagliyorsa p-regiler kapali (kisaca pr-kapali) alt kiime olarak
isimlendirilir.
Tamm 1.2.9. [6] p, X (# @) kiimesi tizerinde bir GT olsun.
Csaszar <2” alt ailesini asagidaki sekilde tanimlamustir:

S €4, i¢in gyk: S X ve eger X € S ise p-kapalt W kiimesinin X €i,(W) cWcS gergeklenmek

tizere var olmasidir.

Lemma 1.2.10. [6] Eger W p-kapali ise, i,(W) pr-agiktir.

Ispat.

R=i,(W) tanimlayalim. REW oldugundan Rc ¢, (R)cW ve Rep oldugundan
Rc i, ¢y (R) < i,W=R gegerlidir. Boylece R= i, ¢, (R) esitligi elde edilir. o
Lemma 1.2.11. [6] Eger M€ p ise, ¢, (M) pr-kapalidir.

Ispat.

Q=c, (M) olsun. Bu durumda McQ = Mc i, (Q) =Q ve Q p-kapali oldugundan
Q= 6, (M)E 6y i (Q) < 6, (Q)=Q

gerceklenir. O halde Q= c, i, (Q) ger¢eklenir. o
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Teorem 1.2.12. [6] (X, p) genellestirilmis topolojik uzay: icin J, ailesi pr-agik kiimelerin

birlesimlerinin ailesi ile ¢akisir.
ispat.
Eger R pr-agik ise, R= i, c, (R) gecerlidir, X€ER ise bu p-kapali Q= ¢, (R) kiimesi i¢in

X€iy(Q)=RcR gerceklendiginden R€ES, sonucunu verir. §, bir GT oldugundan, pr-agik

kiimelerin birlesimleri 8, ye aittir.

Eger D&J,, ve XeD ise bir p-kapali Qy alt kiimesi i¢in X€ i,(Qx)= Qx =D gerceklenir, bu
durumda i,(Qx), pr-agiktir. 1.2.10 dan D=U. p {,(Q,) elde edilir. o

Teorem 1.2.13. [6] S € X, XEX, XEcguS icin gyk: X noktasini igceren her pur-agik U kiimesi

icin UNS#J gerceklenmesidir.
Ispat.
d, yine bir GT oldugundan XECSHS i¢in gyk: X noktasini igeren her U€S,, kiimesi i¢in UNS#J

gergeklenmesidir. Bu kosulun ger¢eklenmesi i¢in de gerek ve yeter kosul X noktasini igeren

her ur-agik W kiimesi i¢in WNS#J gergeklenmesidir. o

Onerme 1.2.14. [6] AC X alt kiimesinin §,- kapali olmasi i¢in gyk A=cs A esitliginin
saglanmasidir.

6, niin Diger Ozellikleri

u, X kiimesi tizerinde GT, Ac X olsun. 8, - kapali kiimeleri nasil karakterize edilir? Bunun
igin y, (4) kiimesini (xEM€Ep = c,(M)NA# ) sartim gergekleyen xEX noktalarinin kiimesi

olarak tanimlayalim.
Lemma 1.2.15. [6] y, : exp X — exp X kiime islemcisi monotoniktir.
Ispat.

Ac Bc X farzedelim. Eger x€y, (A) ise (XeMep = ¢ (M)NA# @) gergeklenir, dolayisiyla
CuM)NB# B ve XE v, (B) yani y, (A) < v, (B) gecerlidir. o
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Lemma 1.2.16. [6] Ac X i¢in AC ¥, (A) olmaktadir.
ispat.

XE A ve XEMEep ise X€ c,(M)NA saglanir. O

Lemma 1.2.17. [6] A=y, (A) < v, (A) C A
Teorem 1.2.18. [6] A < X alt kiimesinin &, - kapali olmas1 i¢in gyk: A=y, (A) olmasidir.
ispat.

A: 0 -kapali & X\A €8,

o XeEX\A = (AMep : (xeM cc, (M) €X\A)

& (xe X\A= (IMep : (xeM) A (cu(M) NA=Q))

& (x€ XNA=XE v, (A))

& X\A X\ 7, (4)

< v, (A)cAve A cy, (A) her zaman dogru oldugundan 1.2.17 den A=y, (A) elde edilir. o
Lemma 1.2.19.[6] A < X alt kiimesi i¢in v, (A) < Ce.u(A) olmaktadir.

Ispat. x¢ cg,(A) =X € X\ 5, (A) = ITE G, : (XET) A (TNA=0)

gerceklenir. Dolayisiyla IMep: xeM cc,(M) €T ve ¢c,(M)NA= O saglanir, sonug olarak x&#
Yu (A) gegerlidir . O

Uyari 1.2.20. [6] Bu Lemmanin ifadesindeki S, = ile degistirilemez.

Ornek 1.2.21.[6] X = {k,,m} ve u= {@,{k}, {1}, {k, 1}, X } gozoniine almsm, p_ bir
topolojidir.

6,={@, X }ve 6, Cp diir. A={k} i¢in

ke A € nve cy(A) = {km} zA

KEMep=AcMvec,(A)zA=A €0,

Benzer sekilde B = {[} i¢inle B € pvec,(B) ={lm} = c.(B)zBve

leMeu=BcMvec,(B)yeB=B¢& 6,.
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C = {k,l}iginke C, ke A€ pve cy(A) ={k,m} zCve
keMep=AcMvec,(M)oc,(A),cM)zC=C¢& 6,

D€ 6,

ve

X € 0, ¢iinkii X € X icin X € X € pve ¢,(X) =XEX

elde edilir.

A = {k}i¢in CQ_H(A)=X gegerlidir, ama 1 € B € p iken ¢y (B) = {I, m}, A ile bos arakesite
sahip oldugundan 1€y, (A) dolayisiyla y, (A) # X saglanur.

Not 1.2.22. Bu kavramlarla ilgili baz1 notasyonlar asagida listelenmistir:

¢, (A)=N{FCX:F 6 -kapali ve AcF} [19]
o, (A)=u{VcX:V 8,-acik ve VCA} [19]
o, (A)={xeX:bir Uep i¢in x€U ve c,(U)cA} [32]

Yu (A) ={X€X: x i igeren her M€y icin c,(M)NA# O} [32]
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BOLUM 2.

2.1. Faintly (6, A)- Siirekli Fonksiyonlar

Faint siireklilik farkli genellestirilmis acik kiime tipleri kullanilarak ¢ok sayida makalede
genellestirilmistir. Alaa. M. F. AL. Jumaili b-agik ve B-agik kiimelerin 6 -modifikasyonlarini
kullanarak faint b- 8 -siireklilik ve faint B- 8 -siireklilik kavramini tanitmistir. Velicko
tarafindan calisilan topolojik uzaylarin 8- ve 8 -modifikasyonu kavrami1 Csaszar tarafindan
genellestirilmis topolojik uzaylara taginmistir. Genellestirilmis kapali kiime kavramini
genellestirilmis topolojik uzaylara tagiyan kisi ise Roy’dur. Bilinen genellestirilmis siireklilik
tiplerinin genellestirilmis topolojik uzaylara tasinmasi da yeni bir arastirma alanidir. Bu
calismada 6ncelikle (6 ,8;)-siirekli (=faintly (6 ., 2)-siirekli) fonksiyon (T. Noiri ve V.
Popa’nin quasi -siireklilik kavraminin genellestirilmesi) kavrami ve 6zellikleri incelenmistir.

(Guﬂ;_)-sﬁreklilik, faint b- 6 -siireklilik ve faint - 6 -siireklilik kavramlarinin genellestirilmis

topolojik uzaylara genellestirilmesi ve W. K. Min’in (6 (1, i2), 8 (04, 65))-stireklilik

kavraminin [20] 6zel durumu olarak g6z oniine alinabilir.

Tamm 2.1.1. (Faintly (6, A)-siirekli fonksiyon): (X,u) ve (Y, 4) iki GT olsun.
f: (X,u) - (Y,A) fonksiyonu, x € X noktasinda f (x) i igeren her bir 8 ;-agik V kiimesine

kars1 X de x i igeren 6,-acik U kiimesi f(U) < V olacak sekilde varsa, faintly (6, A)-siirekli

w
fonksiyon (kisaca (f. (8, 4)-s.) (ya da (8, 6,)-siirekli fonksiyon) olarak isimlendirilir. Eger
f her x € X noktasinda bu kosulu gergekliyorsa f : (X,u) — (Y, 1) fonksiyonu f. (8,, A)-s.

fonksiyon olarak isimlendirilir.

Karakterizasyon

Teorem 2.1.2. (X,u) ve (Y,)) iki GT olsun. Bir f : (X,u) — (Y, A) fonksiyonu igin
asagidaki ifadeler denktir:

Q) f, 1. (6,, A)-s. fonksiyondur ;
(i) Y nin her 6;-acik V kiimesi i¢in, f *(V), X de 0,-agiktir;
(iii) Y nin her 8,-kapali F kiimesi i¢in, f ~*(F), X de 6,,-kapaldir;
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(iv) Her A < X i¢in, f(cg,(A))) < cg,(f(A)) saglanr;

(V) Her B € Y igin, Cg.u(f_l(B)) c f_l(cgﬁ(B)) saglanir;

Ispat:

(i)= (i): V, Y de 8-acik kiime (VE 6,) ve x € f ~1(V) olsun. f(x) € V ve f (6,, 62)-
stirekli oldugundan, X de x i igeren 6 ,-agik U kiimesi f (U) € V olacak sekilde vardir. O

Zaman
x€UCSfIfWU)c W)
olur. Sonucta f (V) :f.%(f—l(V)) €6, eldeedilir.

(ii) = (iii) : F, Y de 8-kapali= Y — F, Y de @-acik olur.
(i)=Y \F) =X\ f1(F) €0, gegerlidir. X\ (X \ f1(F)) = f1(F) 6,

kapalidir.
(iti) = (iv) f(cg, (A))) < co, (f (A)) oldugunu gosterelim:

her A < X igin f(A) < cq, (f(A)) ve cg, (f(A)) Y de 6-kapali iii) den f_l(qg?_ (f(A)));
X de 6,-kapahdir.

FA) € ¢, (F(A)) = A S FAFA)) € £ (co, (FL))
= cg,(4) € <o, (f (F(A))
< cg,(f " (ca, (f(A))) = f*(ca, (f(D))
= cg,(4) < [ (ca, (f()))
= (co, (D) € f (f (o, (FD)) < c6, (fA))
(iv) = () cq,((f *(B)) S cg, (f *(B)) oldugunu gosterelim:
B € Y olsun. (iv) den
f (e, ((F2BN) < 6, (FF T (BY) < co,(B)

= f(co,(fT'(B))) S cq,(B)
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= f (f (5, ((f‘l(B))))) < £ (co, (B)

= Ceﬂ(f_l(B)) S f ' (cg,(B))
elde edilir.

(v) = (@):x €XveV,Ynin f(x) iigeren bir 8;-acik alt kiimesi olsun. Y\V, Y de 8;-

kapali oldugundan, (v) den
co, (fTT\V)) € fH (g, (Y\V)) = fT1(Y\V) =
cgﬂ(f‘l(Y\V))) c f7I(Y\V) elde edilir.

Béylece f 1 (Y\V), X de 6,,-kapalidir ve f~*(V), x i igeren bir 6,-agik kiimedir. Sonug
olarak U = f~*(V) igin f (U) € V saglanir, bu da gosterir ki f, f. (6,, 2)-s.

fonksiyondur . o

Uyan 2.1.3. (Y,)) giiglii GT degilse 6;,={0} esitligi saglanir, dolayisiyla (X, i) ve (Y, 1)
iki GT veY & Aise her f: (X,u) — (Y, 4) fonksiyonu f. (8, 1)-s. fonksiyondur , ¢iinkii
0,={0}, f ~1(#) = @ € 6, olmaktadur.
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2.2. Faintly (8,,,A)- Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri

Tamm 2.2.1. Bir (X, n) genellestirilmis topolojik uzay1 verilsin. X ten alinan her farkli x, y
nokta giftine karsilik, x €U ve y €V sartlarin1 gergekleyen U,V ayrik, 6,-acik kiime ¢ifti

bulunabiliyorsa (X, p) genellestirilmis topolojik uzay1 8, — T, uzay olarak isimlendirilir.

Teorem 2.2.2. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f : (X,u) = (Y,A); f. (6, 1)-S., birebir ve

w

(Y,A) )~ T, uzayiise (X,u); 6, — T, uzayidur.

Ispat: x=y olmak iizere X,y< X olsun. O halde f(x) ve g(x) Y de iki farkli nokta olur. (Y,),
8,- T, uzayi oldugundan f(x) €U ve f(y) €V, UnV= sartlarin1 ger¢ekleyen ayrik 8;-
actk U ve V kiime ¢ifti vardir. Teorem 2.1.2 den f~2(U) ve f~1(V); X de 6,-agik
kiimelerdir. x € fX(U) ,y e f W) ve f *W)NfIV)=0 oldugu agiktir. Yani (X, u)

niin 6, — T, uzay1 oldugu goriiliir. O
Tamm 2.2.3 (X, u) genellestirilmis topolojik uzayz,

i) [29] Her p-kapali F kiimesi , Vx € F kapali kiime ve ona ait olmayan nokta ¢iftine

karsilik p-agik ayrik U ve V kiimeleri x € U ve F S V olacak sekilde varsa p-regiiler olarak,

i,) Her 6, -kapali F kiimesi ve Vx & F i¢in 6,-acik ayrik U ve V kiimelerix e U ve F € V

olacak sekilde varsa 6 ,-regiiler olarak,

i3) [8] Herhangi ayrik F ve K p-kapali kiimelerine kars1 iki p-agik,ayrik U ve V kiimeleri

F < U ve K © V olacak sekilde varsa p-normal olarak tanimlanir.

i) Her ayrik F ve K 6,-kapali alt kiime ¢iftine karsilik alt kiimelerini igeren iki ayrik 6,,-
acik ayrik U ve V kiimeleri F © U ve K < V olacak sekilde varsa &,-normal olarak
isimlendirilir.

Tanim 2.2.4. (X, &) topolojik uzayi;

i1): her F 8, -kapali kiimesi ve Vx &€ F i¢in x € U ve F < V olacak sekilde 6 ,-acik ayrik U

ve V kiimeleri varsa 6,-regiiler olarak,

i,) Her ayrik F ve K 8,-kapali alt kiime ¢iftine karsilik iki ayrik U ve V 8,-a¢ik kiime ¢ifti

F < U ve K €V olacak sekilde varsa 8,-normal olarak isimlendirilir.
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Roy’ un “On Faintly Continuous Functions Via Generalized Topology” makalesinden

hareketle asagidaki tanimlar verilebilir:

Tamm 2.2.5. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f : (X,n) — (Y,A) fonksiyonu,eger X teki her
6,-acik V kiimesi i¢in f (V) € 8, ise, (8,,0;)-acik fonksiyon olarak isimlendirilir.

Teorem 2.2.6. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f: (X, ) = (Y,2) f. (6,,1)-s., (Gw 6';,_,)-ag1k ve

bijektif bir fonksiyon ve (X, i), 8 ,-regiiler ise, (Y,A) 6;-regiilerdir.

7
Ispat:

F,Y de 8,-kapal1 bir kiime olsun ve y € F, y = f(x) olsun. Teorem 2.1.2 den f, f. (6'”, }\,) S.

fonksiyon oldugundan f ' (F), X te 6,-kapalidir.

) = x & f~'(F) oldugundan (X, 1) niin 6,-regiilerliginden ayrik ve 6,-agik U ve V

kiimeleri f “1(F) € U ve x € V olacak sekilde vardir. Boylece

F=fT'FENEfW), y=f) efV)vefU)nfV)=¢

elde edilir. f, (8,,0;)-acik, f(U) ve f(V), (Y,2) da 6, -agik oldugundan (Y, 1), 6;-

regiilerdir. O

Teorem 2.2.7 (X,p) ve (Y,A) birer GT olsun. f : (X,u) — (Y,1) fonksiyonu f. (6, 1)-s.
fonksiyon, (8,,6,)-acik ve bijektif fonksiyon ise ve (X,p), 6,-normal ise (Y 1), 6; -

normaldir.
Ispat:

F; ve F,, (Y,L) nin iki ayrik 6; -kapali alt kiimesi olsun. f, f. (6'”, k) s. fonksiyon oldugundan
Teorem 2.1.2 den f~X(F,) ve f1(F,), X te iki 0,,~kapali alt kiimedir. K; = fL(F) ve

K, = f(F,) olsun. O zaman K; ve K,, (X, i) niin iki ayrik 6,,~kapali alt kiimesidir. (X, i),
0,-normal oldugundan K; € U ve K, S V olacak sekilde iki ayrik U ve V 68,,-agik kiimesi
vardir. f, bijektif ve (8,,8,)-acik fonksiyon oldugundan F; = f(K;) = fF(FYEF)) € FU),
F,=f(f Y F)) € f(V), (Y,n) da f(U) ve f(V)ayrik ve 8,-acik kiimeler ve

fW) N f(V) = O oldugundan (Y, 1), 8,-normaldir. o
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Tanmim 2.2.8. (X, 1) genellestirilmis topolojik uzayi géz 6niine alinsin, X uzayi, bostan farkl

ayrik 6,,-acik kiimelerin birlesimi olarak yazilamazsa, 6,-baglantili uzay olarak isimlendirilir.

Teorem 2.2.9 (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f:(X,u) — (Y,A) fonksiyonu tizerine bir f.
(6#,?&) s. fonksiyon ve (X, 6,), 6,-baglantili ise (Y,2.), 8,-baglantilidur.

Ispat: Farzedelim ki (Y, 1), 8,-baglantili olmasin. O zaman Y uzay1 bostan farkl ayrik 6 ,-
acik kiimelerin birlesimi olarak yazilabilir. (Y = V;UV,). Sonug olarak X, ayrik 8 ;-agik

kiimelerin ters goriintiilerinin birlesimi olarak yazilabilir.
(F V)V fFH (V) = X)

ve

D) 0 fHT,) = @ dir.

f, orten oldugundan f ~*(V;) ve f~*(V,) bostan farkli ve f f. (6'“,?\,)
s. fonksiyon oldugundan ayni zamanda 6,,-agiktir. Boylece, (X, i), 6,,-baglantili degildir. Bu

celiskiyi ortadan kaldirmak i¢in iddiamizdan vazge¢meliyiz, yani (Y, 1), 8;-baglantilidir. O

Tanmm 2.2.10. (6,,-kompakt): (X, 1) genellestirilmis topolojik uzayi, X in €,-agik
kiimelerden olusan her ortiiliigii sonlu alt ortiiliise sahipse (X, 1) genellestirilmis topolojik
uzay1 8,,-kompakt genellestirilmis topolojik uzay olarak isimlendirilir. X in bir A alt
kiimesinin 6,,-agik kiimelerle her ortiiliisii sonlu alt drtiiliise sahip ise A 6,,-kompakt alt

kiime olarak isimlendirilir.

Tamim 2.2.11. (6 ,-kompaktlik): (Y, o) topolojik uzayinda A(<Y) nin 8,-acik kiimelerle her
acik Ortiillisti sonlu alt ortiiliise sahip ise A alt kiimesi 8 ,-kompakt alt kiime olarak
isimlendirilir. A=Y igin tanim gergekleniyorsa (Y, o) topolojik uzay1 8,-kompakt uzay olarak
isimlendirilir.

Teorem 2.2.12. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. £ : (X,u) — (Y,A) fonksiyonu f. (6,,1) s.
fonksiyon ve A, (X, u) da 6,-kompakt alt kiime ise f (A) da (Y, 1) da ) -kompakt alt

kiimedir.

Ispat:
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A, (X, ) da 6,-kompakt alt kiime olsun. {V,: acA} ise ¥ de f(A) mn 6, -acik kiimelerle bir
ortiiliisii olsun. O zaman Vx € A i¢in f (x) € V,_ olacak sekilde a,.€A vardir. f, f. (6, 1)-s.
fonksiyon oldugundan f(U,) € V,_ olacak sekilde x i igeren 8,-acik U, kiimesi vardur.

(U, € 6,) O zaman (X, u) niin 6,,-agik kiimelerinin {U,: x € A} ailesi, A mn ortiiliisiidiir. A,

(X, ) de 6,-kompakt alt kiime oldugundan
Acu {Uxi:i. =1.2,..,n,x; € A}
olacak sekilde sonlu sayida x4, x5, ..., x,, € A noktalar1 vardir. Boylece

i =12, ..,n,x;€A}

f) cu{f(U,)i=12..,nx; €A} CU {Va{xj] .
gegerlidir. Bu da gosterir ki f(A), (Y, ) da 8, -kompakt alt kiimedir. O

Tamm 2.2.13. (X, ) genellestirilmis topolojik uzaymim AS X alt kiimesi igin A nin 6,,-
smirt F o, (A) ile gosterilir ve F o, (A) = Co,, (A n Co, (X'\ 4) ile tanmimlanir.

Teorem 2.2.14. (X,u) ve (Y,A) birer GT, (X,u) p-regiiler olsun. f : (X,u) = (Y,A)
fonksiyonunun f. (ﬂw k)-s. fonksiyon olmadigi XEX noktalariin kiimesi, (Y, A) nin f (x) i

igeren 6 -agik kiimelerinin ters goriintiilerinin 6,,-sinirlarinin birlesimleridir.
Ispat: Varsayalimki f, x € X te f. (Gw 7\.)-5. fonksiyon olmasin.

Bu durumda f (x) iigeren Y nin bir 8; -agik V kiimesi, x i iceren her bir 8,-a¢ik U kiimesi

i¢in

f (U) £V olacak sekilde vardir. Sonug olarak X i igeren her 6,,-acik U kiimesi igin
Un@X\f (V)= 0

elde edilir. Bu durumda x € CQE(X \ f‘l(V)) gecerlidir. Diger yandan

x€ef V) c C&P(f_l(V)) dirve x € F?‘gﬂ(f_l(V)) dir.

f(x) iigeren 6, -agik V kiimesi i¢in x € F?‘gﬂ(f_l(V)) olsun. f,x € X te f. (Qw k)-s.

fonksiyon olsaydi, X iiceren 6, -acik U kiimesi f(U ) <V gerceklenmek {izere var olurdu.
Bu

Ucf)
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ve
x € fAV) = 15, (FH) (= X\ co, (X \ FTL) ) X \ Frg, (f 2 (V)

celigkisini verir. Sonug olarak f(x) iigeren 0;-agik V kiimesii¢in f,x € F ?‘eﬂ( 7o)

noktasinda f. (6,,)-s. fonksiyon degildir. 0
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2.3. (0,,,0,2)-Kapah Grafik

Tamm 2.3.1. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f : (X,u) — (Y,A) fonksiyonunun

G(f) ={(x, f(x)):x € X} grafigine, her (x,y) € (XxY)\G(f) i¢in x i igeren 6,-ag1k U
kiimesi ve y yi igeren 8; -agik V kiimesi (U X V) N G(f) = @ olacak sekilde varsa, faintly
0,-kapali - (8, 8,)- kapal1 - grafige sahiptir denir.

Lemma 2.3.2. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f : (X,u) — (Y,A) fonksiyonunun G(f)
grafiginin (faintly) (8, 8,) - kapali olmas i¢in gerek ve yeter sart: her (x,y) € (X, Y)\G(f)
i¢in x i igeren 6,-ag1k U kiimesi ve y yi igeren 6;-agik V kiimesinin f(U) NV = @ olacak
sekilde var olmasidir.

Teorem 2.3.3. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f: (X,u) — (Y,A) fonksiyonu faintly 6,,-
kapali (6, 6,) - kapali G(f) grafigine sahip olsun. f, f. (8, 4)-s. fonksiyon birebir bir

fonksiyon ise, (X, ), 8,,-T, dir.

i
Ispat:

x ve y, X de iki farkli nokta olsun. f birebir oldugundan f(x) # f(y) dir. Bu durumda
(x, f(¥) € (X xY)\G(f) gegerlidir. Lemma 2.3.2 den X de x i igeren 6,,-ag1k U kiimesi ve

Y de f(y) yiigeren 8;-agik V kiimesi f(U) NV = @ olacak sekilde vardir. Sonug olarak
UnflV)=0veyeUu

saglanir. f, f. (6,,1)-s. fonksiyon oldugundan y yi iceren 6,,-agik W kiimesi f(W) € V

olacak sekilde vardir. Boylece
fanfw) =90

olur. f, birebir oldugundan U N W = @ elde edilir, bu da (X, #) niin 6,,-T; uzay1 oldugunu

gosterir. O

Tamm 2.3.4. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f : (X,u) — (Y,A) fonksiyonunun G (f) grafigi,
her (x,y)e(X x Y)\G(f) igin x i igeren U € 6, ve Y de y yi igeren A-agik V kiimesi,

(Uxc(V))NG(f)=g
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olacak sekilde varsa, gii¢lii 8,-kapali (ya da giiglii (8, .)-kapal1) grafige sahip olarak
isimlendirilir.

Lemma 2.3.5. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f : (X,u) — (Y,A) fonksiyonunun G(f)
grafiginin giiclii 6,,-kapali (giiclii (6, 1)-kapal1 ) olmast i¢in gerek ve yeter sart: her

(x,y) € (X XY)\G(f) igin xiigeren U € 6, vey yiigeren Y de A -acik V kiimesinin f(U)
M Cu(V) = D olacak sekilde var olmasidir.

Teorem 2.3.6. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f : (X,n) = (Y,A) fonksiyonunun grafigi (6,,
0,) -kapali ise G ( f ) giiclii (8,,1)-kapalidir.

Ispat:

x € Xvey # f(x)olsun. O zaman (x,y) € (X x Y)\G(f) olur. Lemma 2.3.2 den X de X i
igeren 8,,-acik U kiimesi ve Y de y yi igeren 8)-acik V kiimesi f (U) N V = @ olacak sekilde
vardir. V, 6;-agik oldugundan y € V; € ¢, (V) € V olacak sekilde y yi igeren Y de A-agik
Vo kiimesi vardir. Boylece f(U) n ¢, (V) = & elde edilir. Lemma 3.2.5 ten G(f) giiclii (6,,A)

-kapalidir. o

Teorem 2.3.7. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f : (X,u) — (Y,A) fonksiyonunun G(f) grafigi
giiclii 6,,-kapal1 ve f orten fonksiyon ise (Y,A) A-T> uzayidur.
Ispat:

Y1 Ve ¥; Y nin iki farkli noktasi olsun. f orten oldugundan f(x;) = y; olacak sekilde
X1 € X vardir ve sonug olarak (x1,y,) € (X X Y)\G(f) saglanir. G(f) giiclii 6,,-kapali

oldugundan X de x; iigeren 6,,-acik U kiimesi ve Y de y, yi iceren A-agik V kiimesi f(U) N

cu(V) = olacak sekilde vardir. Bu yiizden
1 = fla) € FU) €Y\, (V)

elde edilir ve bu durumda

vy EH HNV =0

olacak sekilde Y de bir H A-a¢ik kiimesi vardir. Ustelik y, € V ve V, Y de A-aciktir.

Dolayisiyla (Y,A) bir A-T, uzayidir. o
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Teorem 2.3.8. (X,u) bir GT, (Y,o) bir topolojik uzay olsun. f : (X,u) - (Y, o)
fonksiyonunun grafigi G(f) (6, 65) —kapali grafige sahip ise, (X, i) niin her 6,-kompakt K
alt kiimesi i¢in f(K), (Y, o)’ da o-kapali alt kiimedir.

ispat:

Varsayalim ki y € f(K) olsun. Vx € K i¢in (x,y) & G(f) dir. Lemma 2.3.2den G(f) (6,
0,) -kapal1 oldugundan X’ de X i igeren 6,,-ag1ik U, kiimesi ve Y’ de y yi iceren 8;-acik V.
kiimesi f(U,) NV, = @ olacak sekilde vardir. Bu durumda {U,:x € K} ailesi K i¢in 6,,-agik

kiimelerden olusan bir ortiiliistiir. K ise (X, ) niin 6,,-kompakt alt kiimesi oldugundan, K nin

sonlu bir K alt kiimesi K SV {(Ux:x € Ko}

olacak sekilde vardir. Bu durumda yeEV=nN {l.:x € Ky} € o gecerlidir ((Y,c) bir topolojik
uzay). Bu ise bize

fFEONVEU{fUy):xEK DNV EU[f(Uy)NV:xE Kyl =0

Verir.

Y& ct(f(K)) (& ct(f(K)) < f(K) = ct(f(K)) = f(K))

gecerlidir. Bu da, f (K) nin o-kapali oldugunu gosterir. o

Karsilastirmalar

Tamm 2.3.9. [24] (Weakly (u,4)-stirekli fonksiyon): (X,u) ve (Y,A) iki GT olsun.
f:(X,p) — (Y, 2) fonksiyonu, Vx € X ve f(x) i igeren her bir A-agik W kiimesine karsilik x i
iceren p-agik U kiimesi f(U) < ¢; (W) olacak sekilde varsa, weakly (u,4)-stirekli fonksiyon

(kisaca w. (u,A)-s. fonksiyon) olarak isimlendirilir.

Teorem 2.3.10. f : (X, ) — (¥, A) fonksiyonu w. (u,4)-s. fonksiyon ise f, f. (6,, 2)-s.

fonksiyondur.

ispat: V€ 6,, x € f 1 (V) olsun. Bu durumda VE 8, oldugundan W 4 -agik kiimesi

f(x) €W S c;(W) SV olacak sekilde vardir. f, w. (, 1)-s. fonksiyon oldugundan, x i
iceren p -acik U kiimesi f(U) € ¢, (W) S V gergeklenmek iizere vardir ve 2 (c;(W)) p -
kapalidir ([24] Theorem 3.2.(5) ) dolayisiyla

fyeqgWw)cv
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=x €U S () S fHe,(W)) € fFH(V)
=>x €U Sc,(U) € fHe;(W) =c,(f (W) < fFH(V)
= fH(V) €SB,

gergeklenir. Sonug olarak f, f. (0, A) —s. fonksiyondur. o

Tersinin genelde dogru olmadig1 asagidaki drnekle gosterilmistir:

Ornek 2.3.11. [15] X = {0,1}, Y = {a, b, ¢},

t={0,X.{1}}, o={0Y {a},{b}{a b}}
verilsin. Bu durumda 6, = {X, 0}, 8, = {Y, @} seklindedir.

f={(0,a), (1,b)}ile tanimlanan f:(X,7) — (X,o) fonksiyonu faintly (6,,c)-siirekli (kisaca

f. (6,,0)-s.) ama weakly (t, o)-siirekli (kisaca w. (7, &)-s. ) degildir.
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BOLUM 3.
3.1. Faintly (ug, A)-Siirekli Fonksiyonlar

Bu boliimiin amaci N Karthikeyan ve N Rajesh’in faintly g-siirekli fonksiyonunu
genellestirilmis topolojik uzaylara tagiyarak bu fonksiyon tipinin karakterizasyonlarini ve
ozelliklerini elde etmektir. Bundan dolay1 genellestirilmis topolojik uzaylar arasinda faintly

(ug, \) — stirekli fonksiyon kavrami tanimlanmuistir.
N. Karthikeyan’in makalesinden hareketle asagidaki tanimlar verilebilir:

Faintly (g, 2)-Siirekli Fonksiyon

Tamm 3.1.1. [29] Bir (X, p) genellestirilmis topolojik uzayinda bir A © X alt kiimesine, 4 y1
kapsayan her U € u kiimesi igin ¢, (A) < U kosulu gercekleniyorsa, pg-kapal kiime denir. (u
-genellestirilmis kapali kiime) pg-kapali kiimenin biitiinleyeni pg-agik kiime olarak
isimlendirilir.

Tanim 3.1.2. (X, ) ve (Y, 4) iki GTS olsun. f : (X,u) — (Y, 4) fonksiyonuna, her V c Y

6 -acik (8,-acik) alt kiimesi icin f (V) < X pg-acik ise, faintly (ug, A)-siirekli (kisaca f.
(ug, 4)-s. ) fonksiyon denir.

Uyan 3.1.3. (Y.}) giiclii GT degilse [21] Lemma 2.4.2 den 8,={0} gegerlidir, dolayisiyla
X, ) ve (Y,1)ikiGTveY & Aiseher f : (X,u) — (Y, 4) fonksiyonu f. (ug, A)-s.
fonksiyondur, ¢iinkii 8,={@}, f (@) = @ € u, her u-agik kiime pg-agik oldugundan f (@)

ng-aciktir.
Karakterizasyon

Teorem 3.1.4. (X, p),(Y,4) ikiGTSve f : (X,u) — (Y,4) bir fonksiyon olsun. Asagidaki

ifadeler birbirine denktir:

f.f. (ug, 2)-s. fonksiyondur

(Y, 1) uzayinda her 6, -kapali kiimenin ters goriintiisii ;£ g-kapalidir.

Kanit.

(M)= (ii): M, (Y,A) uzayinda 6; -kapali kiime olsun. Y\M; 6, -agik ve (i) den
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FHY\M)=X\f "1 (M) ng-aciktir. O halde f ~*(M) pg-kapalidur.

(i)= (i): UE 8, olsun. Y\U 8, -kapalidir ve (ii) den £ (Y\U)=X\f "1(U) ng-kapalidir
dolayisiyla

f1(U) ng-agiktir, yani f. (ug, 1)-s. fonksiyondur. o

Not: (X,p) bir genellestirilmis topoloji, ASX i¢in iygA=U{U:USA, U pg-agik} ve

X\ i,gA= Cyg (X\A) esitlikleri gegerlidir. i,gA; pg-agik olmak zorunda degildir, cyA da pg-
kapali olmak zorunda degildir.

Teorem 3.1.5. (X,p), (Y,A) iki GT ve pg-agik kiimeler keyfi birlesim altinda kapali ise
f+ X,n) = (Y, 1) fonksiyonu i¢in agagidaki ifadeler esdegerdir:

Q) f, f. (g, A)-s. fonksiyondur ,

(i) (Y,A) uzayindaki her 6; -kapali kiimenin ters goriintiisii pg-kapalidir,

(i)  HerxeXve f(x)’iigeren her VEY 6, -a¢ik alt kiimesi i¢in, XEU ve f(U) € B

olacak sekilde bir USX pg-acik kiimesi vardir,
(iv)  Her AcX igin f (Cue(A))S cg,(f(A)) olur,
(V)  Her BcY igin ce(f ~*(B))E f*(cg, (B)) olur.

Kanit.

()= (iii): xEX ve f(x) € V, B 6, -acik olsun. (i) den, f ~*(V) pg-agiktir. U= f~* (V)
yazilsin. Buradan, XU ve f(U)<V bulunur.

(iii)= (i): V; 8, -acik ve x€ f ~1(V) olsun. f (x) €V oldugundan, (iii) den X€U, ve f (U,)c
V olacak sekilde bir pg-agik Uy kiimesi vardir. Buradan, x€ U, < (V) bulunur. x keyfi
secildiginden f 'l(V)= Uxef-1(vy Ux ve hipotezden pg-agik kiimeler birlesim altinda kapali
oldugundan f*(V); pg-aciktr.

(i)= (i): Teorem 3.1.4 den elde edilir.

(1) = (iv): A c Xolsun. y& cg, (f(A)) farz edelim. Bu durumda y noktasini igeren 6; -kapali

F kiimesi f (A) N F =@ olacak sekilde vardir. Béylece f *(F), ng-kapali,

AN fHF)=2 ve Cul(A)N f "Y(F) = @ gegerlidir. Dolayisiyla f (Cue(A) NF= ve
y € f(Cu(A)), bagmtilarindan f (c,,(A)) € ¢, (f(A)) elde edilir.
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(iv)= (v): BcY olsun. (iv) de A= f ~1(B) alinirsa
f (cuef'(B))E <o, (F(F(B))) < co, (B)
ve buradan
Cuef(B)) € f(f (cuef(B)))) < 7(co, (B))

elde edilir. Bu ise ¢,q(f *(B))< f™(co, (B)) bagmtisini verir.

(V)= (ii):V, 0;, -acik olsun. (v) den, c,e(f (Y\V))< fH(cg, (Y\ V)=F1(Y\V)ve

Cuef (YA V)= X\ £ TH(V)) € X\ (V)
= f4V) S i (V)€ FHM))
= V) = ielf (V)

bulunur, pg-agik kiimeler birlesim altinda kapali oldugundan (V) , (X,u)’ de pg-agiktir. 0

Tamm 3.1.6. [36] (X,u) ve (Y,A) iki GT olsun. f : (X,u) — (Y,A) fonksiyonuna, her McY
A -kapal1 alt kiimesi i¢in f'(M) cX pg-kapali ise, (ug, A)-stirekli (kisaca (ug, A)-S.)

fonksiyon denir.
Teorem 3.1.7. Her (ug, A)-s. fonksiyon f. (ug, A)-s. fonksiyondur.

Kamt. (X,p) ve (Y,A) iki GT, f: (X,n) — (Y,A) (ug, A)-s. fonksiyon, V(cY), 6, -a¢ik alt
kiime olsun. 8; =4 oldugundan VEA ve Y\V: A-kapali, f: (g, 4)-s. fonksiyon oldugundan
fU(Y\V)=X\ f U(V): ug-kapali, f '(V): ug-agik ve f de f. (ug, 4)-s. fonksiyondur. o
Uyar 3.1.8. Bu ifadenin tersi genel olarak dogru degildir.

Ornek 3.1.9. Riizerinde u = {0, R, R\ {1}, R\ {~2,2}} ve A = {@, R, R\ {3}}
genellestirilmis topolojik uzaylar1 goz 6niine alinsin. f : (R,p) — (R, A) idantik fonksiyonu

f. (ug, A)-s. fonksiyondur, fakat f "({3}): ug-kapali olmadigindan (ug, A)-s. fonksiyon
degildir.
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3.2. Faintly (ug, A)-Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri
Tamm 3.2.1. [29] (X,u) genellestirilmis topolojik uzayina, her pg-kapali kiime p-kapali ise, p-Ti, uzayi deni

Tamm 3.2.2. (X,u) ve (Y,A) iki GT olsun. f : (X,u) — (Y,A) fonksiyonuna, V(<Y), 6, -acik
alt kiimesi i¢in f "'(V) u-agik ise, faintly (u, A)-stirekli (kisaca f. (u, A)-s. ) fonksiyon denir.
Teorem 3.2.3. (X,u) ve (Y, A) birer GT ve (X,n); p-Tipuzayiolsun. f: (X,u) — (Y,A)
fonksiyonunun f. (ig, 4)-s. fonksiyon olmasi igin gyk: f. (¢, 4)-s. fonksiyon olmasidir.

Kanit =>(X,p) ve (Y,A) iki GT, ve (X,u); p-Typ uzay olsun. f : (X,u) — (Y,A) f. (g, 4)-s.
fonksiyon, V(cY), 6, -a¢ik alt kiime olsun. Y\V 6, -kapali ve f f. (ug, 4)-s.

fonksiyon oldugundan f "(Y\V)= X\ f (V) ug-kapali ve (X,p) p-Ty uzayi oldugundan X\
f Y(V) p-kapali, dolayisiyla f (V) p-agik ve f : f. (u, A)-s. fonksiyondur.

< f:(X,n) - (Y,A) f. (u 4)-s. fonksiyon, V(cY), 8, -acik alt kiime olsun. f; f. (&, 1)-s.
fonksiyon oldugundan f (V) p-acik ve her p-agik kiime pg-agik oldugundan f, f. (ug,4)-s.
fonksiyondur. o

Tamm 3.2.4. [22] (X,p) genellestirilmis topolojik uzay ve M, = w{U:Uep} olsun. X’e,

Xe M, ve xgF sartlarim gercekleyen p-kapali F kiimesine kars1 U,V ep kiimeleri xeU,

FAM,cV, UnV = & gergeklenmek lizere bulunabiliyorsa, G-regiiler denir.

Teorem 3.2.5. [22] (X,p) genellestirilmis topolojik uzay olsun. X in G-regiiler olmasi i¢in gyk
Xe M, ve X’ 1igeren p-agik U kiimesi igin xeVcc, V N M, U olacak sekilde X i igeren p-
acik V kiimesi vardir.

Lemma 3.2.6. [20] Lemma 4.10. a gore (X,u) genellestirilmis topolojik uzay olsun. Eger (X,)
G-regiiler ve giiglii GT (Xep) ise her p-acik kiime 8-agiktir.

Kanit.

U, X de p-agik kiime olsun. Vx € U igin teoreme gore x € V < ¢,V N M, € U olacak sekilde
p-agik V kiimesi vardir. X, giiglii GT oldugundan x € V € ¢,V € U saglanir. Boylece U, 6-

aciktir. O

Teorem 3.2.7. (X,u) ve (Y, A) birer GT olsun. f: (X, u) = (Y, A) f. (g, A)-s. fonksiyon,
(Y, A) G-regiiler ve gii¢lii GT olsun. Bu durumda f, (ug, 4)-s. fonksiyondur.

Kanit.
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Ve Aolsun. (Y, A) G-regiiler ve giiglii GT oldugundan Ve®; dir, f f. (ug, 4)-s. fonksiyon
oldugundan f (V) pg-ag¢iktir ve dolayisiyla f, (ug, A)-s. fonksiyondur. o

Tamm 3.2.8. [36] (X,),(Y,A) iki GTS olsun. f : (X,u) — (Y,A) fonksiyonuna, her FCY
Ag-kapali kiimesi i¢in f "(F)cX pg-kapali oluyorsa, (ig, Ag)-irresolute fonksiyon denir.

Teorem 3.2.9. (X,w),(Y,A) ve (Z,v) GT leri alinsin. f : (X,u) — (Y,A) fonksiyonu (g, Ag)-
irresolute ve g : (Y,A) — (Z,v) fonksiyonu faintly (4g, v)-stirekli (kisaca (Ag,v)-S.) ise, g ° f :
(X,u) — (Z,v) fonksiyonu faintly (g, v)-siirekli (kisaca f. (;tg, v)-s. ) fonksiyondur.

Kanit.
VE 6, kiimesi alinsin. O halde, g"'(V) CY Ag-agiktir ve f, (g, Ag)-irresolute oldugundan
(g (V)=(g ° f) (V) X ug-acik dolayisiyla g ° f, f. (ug, v)-s. fonksiyondur. o

Teorem 3.2.10. (X,u),(Y,A) ve (Z,v) GT leri alinsin. f : (X,u) — (Y, 4) fonksiyonu f.
(ng, A)-s. fonksiyonve g : (Y, 1) — (Z,v) fonksiyonu (6,,68, )-s. (=quasi ( A, v)-siirekli) ise,
g°f: (Xw— (Zv) fonksiyonu f. (ug,v)-s. fonksiyondur.

Kamt.
VE 6, kiimesi alinsin. O halde, g'(V) € 8, ve bdylece
g (V)=(g ° f)'(V) X ng-agik oldugundan , g © f f. (ug,v)-s. fonksiyondur. o

Tamm 3.2.11. [36] (X,p) giiclii genellestirilmis topolojik uzayina, X=AUB olacak sekilde
A,B pg-acik, bostan farkli, ayrik kiimeleri varsa, pg-baglantisiz denir. pg-baglantisiz

olmayan X uzayina pg-baglantili denir.

Teorem 3.2.12. (X,n) pg-baglantil, f : (X,n) — (Y,v) f. (ug,v)-S. ve iizerine fonksiyon ise,
(Y,v) v-baglantilidir.

Kanit.

(X,u) pg-baglantili, f : (X,n) — (Y,v) f. (ug,v)-s. ve iizerine fonksiyon, fakat (Y,v) v-
baglantili olmasin. Bu durumda v -agik, bostan farkli, ayrik A ve B kiimeleri Y=AUB olacak
sekilde vardir. Bu durumda A ve B kiimeleri hem v -agik hem de v -kapalidir, dolayisiyla her
ikisi de 0, agiktir. f {izerine fonksiyon oldugundan f ~'(A) =&, f '(B) D olur. Ayrica f

f. (ng,v)-s. fonksiyon oldugundan f '(A) ve f '(B) ug -aciktir. Bununla birlikte

f@)=f(AB)=f (AN f(B)=T,
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X=f" ()=f " (AUB=f (A UF(®B)
gegerlidir. Bu ise X in pg-baglantisiz olmasi ¢eliskisini verir. Yani (Y,v) v-baglantilidir. o

Tamim 3.2.13. [35] (X,u) gliglii genellestirilmis topolojik uzayina, X in pg-agik kiimelerden
olusan her ortiiliisiiniin sonlu bir alt ortiiliisti varsa, pg-kompakt genellestirilmis topolojik uzay

denir.

Teorem 3.2.14. f : (X,u) - (Y,v) f. (ug,v)-s. ve lizerine fonksiyon, (X,u)
ng-kompakt bir uzay ise , (Y,v) 6, -kompakt uzaydir.

Kanit.

f: X, u) - ¥,v)f (ug,v)-s., iizerine fonksiyon ve (X,u) pg-kompakt olsun. Y nin
{Vp:BeQ} 0, -acik ortiiliisii alinsin. O halde, {f _I(VB):B eQ} X in pg-agik ortiliisidiir ve
boylece X=U{f 71(\/[3): BeQp} olacak sekilde sonlu bir QocQ alt kiimesi vardir. Buradan, Y=
U{Vp : BeQo} seklindedir ve Y, 6, -kompakttir. O

Tamm 3.2.15. [35] (X,p) giiclii genellestirilmis topolojik uzayina, X in

)} ng-agik (6,-agik) kiimelerden olusan her sayilabilir ortiiliigii sonlu bir alt Ortiiliise
sahipse sayilabilir pg-kompakt (sayilabilir 6,-kompakt) genellestirilmis topolojik uzay

i) ng-acik (6,,-agik) kiimelerden olusan her agik ortiiliisii sayilabilir bir alt ortiiliise
sahipse pg-Lindeldf (sayilabilir &,-lindelof) genellestirilmis topolojik uzay denir.
Teorem 3.2.16. f : (X,u) — (Y,v) f. (ug,v)-s. ve iizerine fonksiyon olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler gecerlidir:
)} Eger X pg-Lindelofise Y 6,-Lindeloftiir.

i) Eger X sayilabilir pg-kompakt ise Y sayilabilir 6,-kompakttir.

i) f: X,u) - (Y,v)f. (ug,v)-s. ve lizerine fonksiyon ve (X,u) pg-Lindel6f olsun. Y
nin {Vp:BeQ} O, -acik ortiiliisii alinsm. O halde, {f _I(VB):BEQ} X in pg-agik
ortiiliisiidiir ve boylece X=U{f " (Vp): BeQo} olacak sekilde sayilabilir bir QocQ alt
kiimesi vardir. Buradan, Y=U{V; : B} seklindedir ve Y, 0, -Lindeloftiir.

i) f: X, u) = (Y,v)f (ug,v)-s. ve tizerine fonksiyon ve (X,u) sayilabilir
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ng-kompakt olsun. Y nin {Vi:ieN} 6, -acik sayilabilir ortiiliisii alinsin. O halde,

{f '(Vi):ieN}, X in pg-agik ortiiliisiidiir ve boylece X=U{f"'(V;): BeNo} olacak sekilde
sonlu bir NocN alt kiimesi vardir. Buradan, Y=U{V; : ieNo} seklindedirve Y 6, -

Lindeloftir. o

Tanim 3.2.17. [35] (X,p) genellestirilmis topolojik uzayi, birbirinden farkli her x,y€X nokta
cifti i¢in pg-acik U ve V kiimeleri x€U, y&U ve XgV, YeV olacak sekilde bulunabilirse, pg-

T1 uzay1 olarak isimlendirilir.

Tamim 3.2.18. [35] (X,u) genellestirilmis topolojik uzayi, birbirinden farkli her x,yeX nokta
cifti icin pg-acik, ayrik U ve V kiimeleri x€U ve Y€V olacak sekilde bulunabilirse, pg-T-

uzay1 olarak isimlendirilir.

Tamm 3.2.19. [4] (X,p) genellestirilmis topolojik uzay1, her x,y€X (Xx#Y) nokta ¢iftine
karsihik O,-acik Vi ve V, kiimeleri X€ V1, Y& Vi ve X& V,, Y€ V; gergeklenmek lizere
varsa (yani bu noktalarin her birisinin, digerini igermeyen 0, - agik komsulugu varsa), 0, - T:
uzay1 olarak isimlendirilir.

Tanim 3.2.20. [4] (X,p) genellestirilmis topolojik uzayi, her x,y€X (X+Y) nokta ¢iftine
karsilik 6,-agik V1 ve V; kiimeleri X€ V1, YE V7, V) NV, = @ gerceklenmek lizere varsa

(yani her farkli nokta ¢ifti icin, farkli noktalarin ayrik, 0,- acik komsulugu varsa), 0,- T

(Tanim 2.2.1) uzayi olarak isimlendirilir.

Teorem 3.2.21. f: (X,u) —» (Y,v) f. (ug,v)-s., 1-1 fonksiyon ve (Y,v) 0, - T: uzayi ise
(X,u); ng-Ti uzayidir.

Kamt.

f: X,u) - (Y,v)f (ug,v)-s., 1-1 fonksiyon ve (Y,v); 0, - T: uzay1 olsun. Birbirinden
farkli her x,y€X nokta ¢ifti i¢in 0,-a¢ik V1 ve V, kiimeleri f (X)€ V3, f (y)& V1 ve f (X)& V,
f (y)€ V3 olacak sekilde vardir. f; f. (ug,v)-s. oldugundan f (V) ve (o), (X,p) niin

XE f V1), y& £ (Vo) ve f ()& f '(Va), YE f (V) gercekleyen pg-acik alt kiimeleri
oldugundan (X,p); pg-Ti uzayidir. o

Teorem 3.2.22. f: (X,u) — (Y,v) f (ug,v)-s., 1-1 fonksiyon ve (Y,v); 0, -T, uzay1 ise

(X,w); ng- T2 uzayidr.

Kanit.
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f: X — (Y,v)f (ug,v)-s.,1-1 fonksiyon ve (Y,v), 0,-T2 uzay1 olsun. Birbirinden farkli
her x,yeX nokta ¢ifti i¢in ayrik, 6,-acik Vi ve V, kiimeleri f (X)€ V1 ve f(y)€ V, olacak
sekilde vardir. f, f. (ug,v)-s. fonksiyon oldugundan f ~'(Vi) ve f 7'(V2); (X,p) niin

XE f ~'(V1) ve ye f (V) gercekleyen pg-acik ve ayrik alt kiimeleri oldugundan (X,p) pg-

T, uzayidir. o
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BOLUM 4.
4.1. Faintly (3,, A)-Siirekli Fonksiyonlar

Santoro’nun 6J-siirekli fonksiyon kavrami [33] U. Sengiil tarafindan iki-genellestirilmis
topolojik uzaylara (8,,, ,.,, 01,,4,)-siirekli fonksiyon olarak [37] genellestirilmistir. 60-siirekli
fonksiyon kavramiin genellestirilmis topolojik uzaylara genellemesi, (8, ., 01,,4,)-stirekli
fonksiyon kavraminin 6zel durumu olarak asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 4.1.1. ((5,, 8,)-Siirekli Fonksiyon=faintly (5,,A)-Siirekli Fonksiyon): (X,p) ve (Y,A) iki
GT olsun. f: (X, u) — (Y, 2) fonksiyonu, x € X noktasinda f (x) i igeren her bir ;-a¢ik V
kiimesine kars1 X de x i igeren §, -acik U kiimesi f(U) < V olacak sekilde varsa, faintly
(8,,A)-stirekli (kisaca f. (8, A)-S.) fonksiyon olarak isimlendirilir. Eger f her x € X noktasinda
bu kosulu gergekliyorsa, f : (X,u) — (Y, 4) fonksiyonu f. (5,,1)-s. fonksiyon olarak
isimlendirilir.

Bu tanim Jafari ve arkadaginin tanimladigi faintly &-£-siirekli kavraminin bir genellestirilmesi

olarak diistiniilebilir.

Karakterizasyon

Teorem 4.1.2. (X,p) ve (Y,)) iki GT olsun Bir f : (X,u) — (¥, A) fonksiyonu i¢in
asagidaki ifadeler denktir:

Q) f; . (8,\)-s. fonksiyondur;

(i) Y nin her 8,.-ac¢ik V kiimesi i¢in, f 1(V), X de dy-agiktir;

(iii) Y nin her 6, -kapali F kiimesi i¢in, f ~*(F), X de dy -kapalidir;
(iv) Her A € X igin, f(cchl (A))) € cp,(f(A)) saglanir;

(v) Her B € Y igin, c5, (f1(B)) < f*(cp,(B)) saglamr;

Ispat:

()= (ii): V, Y de 8;-acik kiime (VE 8,) ve x € f~*(V) olsun. f(x) E V ve f
f. (8,,A)-s. fonksiyon oldugundan X de x i igeren 5, -acik U kiimesi f(U) < V olacak

sekilde vardir. O zaman
x €UCfLFW) S fAV)

olur. Sonugta £ ~L(V) =i (f1(V)) €, elde edilir.
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(it) = (iii) :F, Y de 8;-kapali= Y — F, Y de 6;-acik olur.

(i) = fHY\F) = X\ f1(F) €5, gegerlidir. X\ (X \ f71(F)) = f*(F) 5,

kapalidir.

(itt) = (v): f(cs,(A))) < co, (f (4)) oldugunu gosterelim:

her A € X igin f(A) E cg, (f(A)) ve cg, (f(A)) , Y de 8;-kapali olmasi sebebiyle iii)

den (e, (F(A))), X’ de 8, -kapaldir.
f(A) < cg,(f() = A< fFTH(A) © FH(eo, (f(D))
=cs, (4) € c5, (F L (F(A))
Scs, (f (e, (F(A)) = ™ (co, (FA))
=cs, (4) € f 7 (co, (f()))
= f(c5,() € f (f (o, (FD)) < e, (fA))
(iv) = () : ¢5,(f 2(B)) € cg, (f *(B)) oldugunu gosterelim:
B < Y olsun. (iv)den,
fe5, ((FHBY)) < co, (F(FTH(BY)) < c6,(B)

= f(es, (FTHBN) € co, (B)
= f (f (Cau((f_l(B))))) < £ (ca,(B))

=Cs,, (f71(B)) < f(cq,(B))

elde edilir.

(v) = (@):x € XveV,Ynin f(x) iigeren bir 8;-acik alt kiimesi olsun. Y\V, Y de 6,-

kapali oldugundan, (v) den
cs, (fT\V)) € [ (e, (Y\V)) = fTHY\V) =

e, (FEX\VY) € FAHT\D).
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Boylece f 1 (Y\V), X de 5, -kapalidir ve f~*(V), x i igeren bir 5, -agik kiimedir. Sonug
olarak U = f (V) igin f(U) € V saglanir, buda f in, f. (5,,1)-s. fonksiyon oldugunu

gosterir. O

Tamm 4.1.3. [22] (X,p) ve (Y,A) iki GT olsun. f: (X, u) — (Y, A) fonksiyonu, her bir Vc Y
8,-acik alt kiimesi i¢in f 2(V) c X Sy -acik ise, (8,,0;)-stirekli (kisaca (8,,6,)-s. ) fonksiyon

olarak isimlendirilir.

Teorem 4.1.4. (X,u) ve (Y, A) birer GT olsun. f : (X,u) — (Y,A) fonksiyonu (3,, 5,)-S.

fonksiyon ise f. (3,, A)-s. fonksiyondur.

Ispat. 1, (3,, 5,)-s. fonksiyon ve V€ 6; olsun, 8, =&, ve budurumda V €8, ve f, (5, &,)-s.

fonksiyon oldugundan f ' (V) € Sy gecerlidir, yani f f. (5, A)-s. fonksiyondur. o
Not: Ters gerektirme dogru olmak zorunda degildir:

Ornek 4.1.5.[22] X = {a, b, ¢, d},

u = {9,{a}, {c}{a, b}, {a,c}{a, b, c}},

A= {0,{a}.{c}.{a, c}.{a b, c}}

olsun.

f+ (X,p) — (X,2) idantik fonksiyonu (3, 8,)-s. fonksiyon degildir, {a} kiimesi Ar-agik oldugu
halde f =t ({a}) = {a} & 5,, ama f. (5, »)-s. fonksiyondur ¢iinkii (X, 4) gii¢lii GT

olmadigindan 0,={@} ve f 1 {&} = & €6,

Teorem 4.1.6. (X,u),(Y,\) ve (Z,v) GT leri almsin. f : (X,u) — (V,4) fonksiyonu f. (8,,1)-s.
veg: (Y, 1) — (Z,v) fonksiyonu (8,,6,)-s. ( faintly (6, ,v )-siirekli ) ise,
gef: (X,u) = (Z,v) fonksiyonu faintly (8,,v)-stirekli (kisaca f. (,,v)-s. ) fonksiyondur.

Kant.
Ve 0, kiimesi alinsin. O halde, g'(V) € 8, ve bdylece

g (V)=(g ° f) (V) X Sy -acik oldugundan , g  f f. (8,,v)-s. fonksiyondur. o
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4.2. Faintly (8,, )-Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri

Tamm 4.2.1. (X, i) genellestirilmis topolojik uzayinin AS X alt kiimesi i¢in A nin §,-sinir1 F s, (4)

ile gosterilir ve Frs, (A) = cs,(A) N cs, (X \ A) ile tanimlanir.

Teorem 4.2.2. (X,u) ve (Y,1) birer GT olsun. f : (X,u) = (Y,A) fonksiyonunun f. (8, %)-s.
olmadigi XEX noktalarmin kiimesi, (Y, L) nin f(x)’ i iceren 8; -agik kiimelerinin ters

goriintiilerinin 6, -sinirlarmin birlesimleridir.

Ispat: Varsayalim ki f, x € X te f. (8”, ?x.)-s. olmasin. Bu durumda f(x) i i¢eren Y nin bir 8,
-acik V kiimesi, x’1 igeren her bir §, -agik U kiimesi i¢cin f(U)£V olacak sekilde vardir.

Sonug olarak X’1 igeren her J, -acik U kiimesi i¢in
Uun@\f (V)= 0
elde edilir. Bu durumda x € Cs,, (X \ f1(V)) gecerlidir. Diger yandan
x € f1(V) € cs,(f (V) dirve x € Frs (f (V) dir.
f(x) ’iigeren 6, -agik V kiimesi igin x € Frs, (f7X(V))olsun. f,x € Xtef. (ﬁﬂ, ?L)-S.

fonksiyon olsayd1 x’ iigeren J, -agik U kiimesi f(U) <V gergeklenmek iizere var olurdu.
Bu

Ucf )

ve
x € fAV) = is, (F ) (= X\ s, (X\ F2V) )X \ Frs, (F2(V)

celigkisini verir. Sonug olarak f(x)’i igeren 0;-agik V kiimesi i¢in f, x € Frs, (f 1)
noktasinda f. (3, %.)-s. fonksiyon degildir. o
Tamm 4.2.3. (X,u) giiclii genellestirilmis topolojik uzayina, X=AUB olacak sekilde A, B

Sy~ a1k, bostan farkli, ayrik kiimeleri varsa, 8, -baglantisiz denir. 6, -baglantisiz olmayan X

uzaymna J, -baglantili denir.

Teorem 4.2.4. (X,n) 8, -baglantil, f : (X,u) — (¥,v) f. (8,,v)-S. ve lizerine fonksiyon ise,
(Y,v) v-baglantilidir.
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Kanit.
(X,p) 6, -baglantily, f : (X,u) — (¥,v) f. (5, v)-s. , lizerine fonksiyon,

fakat (Y,v) v-baglantili olmasin. Bu durumda v -agik, bostan farkli, ayrik A ve B kiimeleri

Y=AUB olacak sekilde vardir. Bu durumda A ve B kiimeleri hem v -ac¢ik hem de v -kapalidir,

dolayistyla her ikisi de 0, agiktir. f iizerine fonksiyon oldugundan f '(A) =&, f '(B) =

olur. Ayrica f f. (3, v)-s. fonksiyon oldugundan f I(A) ve £ (B) Sy -acik, ayrica
f@=f"(AB=f (A Nf(B)=,

X=f"(Y)=f " (AUB)=f(A)L f'(B)

olmaktadir, bu ise X in §, -baglantisiz olmasi ¢eliskisini verir. Bu yiizden (Y,v) v-baglantilidir.

a

Tamm 4.2.5. (X,p) giiclii genellestirilmis topolojik uzayina, X in pr-agik kiimelerden olusan
her ortiiliisiiniin sonlu bir alt Ortiiliisii varsa neredeyse kompakt (nearly compact)

genellestirilmis topolojik uzay denir.

Teorem4.2.6. f : (X,u) - (¥,v) f. (8,,v)-s. , izerine fonksiyon ve (X, 1) neredeyse
kompakt bir uzay ise , (Y, v) 6, -kompakt uzaydir.

Kanit.

f: X, — ,v)f. (8,,v)-s., izerine fonksiyon ve (X,u) neredeyse kompakt olsun. Y nin
{Vp:BeQ} 6, -acik ortiiliisii almsin. O halde, {f'(Vp):BeQ}, X in §, -acik ortiiliisii, dolayistyla

elemanlar1 pr-agik kiimelerin birlesimlerinden olusan bir ortiiliistiir, bu ailenin birlesimi pr-

acik kiimelerin birlesimlerinden ibarettir. B €Q i¢in FI(VB)’ya ur-acik kiimelerin A ( ft (Vﬁ ))

kiimesi ile indisli bir [Ua|o: €A (f_l(Vg))} ailesi kars1 gelir, bu durumda
HUaae A (V¥ £ (Vp)=U {Ua]e € A(F (V) )}

=X=U{f (V)]s € &} = U{U{U]a e a (r2(v))} |5 € 4}

yani X elemanlar pr-agik kiimelerin birlesimlerinden olusan bir ortiiliise sahiptir, X neredeyse

kompakt oldugundan bu ortiiliis sonlu bir {Ua(l), s Ua(n)} alt ortiiliisiine sahiptir, ie{1,...,n}

icin £~ (Vay)s---r £~ (Vamy) sonlu ailesi Uy =f ~ (Vi) ) (A1) €4) olacak sekilde vardir.

39



X=U g1y .- Uy f " (Vaay) - Of H(Vamy) (€X) oldugundan

Y=FO)=HU1 £ (Vaw )= Unen Vam
Y=U{V3p( : Ai)e4, ie{l,...,n}} gerceklenir. Bu da Y, 6, —kompakt demektir. o

Tamim 4.2.7. [31] (X,u) giiglii genellestirilmis topolojik uzayina, pr-agik kiimelerden olusan
her agik ortiiliisii sayilabilir bir alt ortiiliise sahipse neredeyse Lindelof genellestirilmis
topolojik uzay denir.

Teorem4.2.8.[31] f: (X,u) — (¥,v)f. (3, v)-s., lizerine fonksiyon ve (X,u) neredeyse
Lindelof bir uzay ise, (Y,v) 0, -Lindelof uzaydir.

Kanit.

f: X p) - (Y,v)f (8, v)-s., tzerine fonksiyon ve (X,p) neredeyse Lindelof olsun. Y
nin {Vp:peQ} 0, -acik ortiiliisii alinsin. O halde, {fl(VB):BeQ}, Xin §, -a¢ik ortiiliist,
elemanlar1 pr-agik kiimelerin birlesimlerinden olusan bir ortiiliistiir, bu ailenin birlesimi pr-

agik kiimelerin birlesimlerinden ibarettir. f€Q igin f' (V) ya pr-agik kiimelerin

A ( (v )) kiimesi ile indisli bir {Ua|a: EA ( (v ))} ailesi kars1 gelir, bu durumda
aen(r(vy))}

=X=U{f 1 (Vp)|p€ 8} = U{U{Ua]a e a(r2(vs))} |5 € )

HUaiaeA(f (V) £ (Vp)=U {U,

yani X, elemanlar pr-agik kiimelerin birlesimlerinden olusan bir ortiiliise sahiptir, X
neredeyse Lindelof oldugundan bu ortiiliis sayilabilir bir {U “(“)}nem alt ortiillisiine sahiptir,
n € N igin { f _l(Vﬁ(n))}nEN sayilabilir ailesi Ua(n)gf_l(l/ﬁn))(ﬁn) eA) olacak sekilde
vardir.
X=Unen Ua(n) S Unen f ~*(Vam)) (€X) oldugundan Y=£ (X)=f (Unen [ (Vam)))=

Unen Vam
yani

Y=Unen Vam) ( An)eA, n € N) gerceklenir. Bu ise Y’nin, 6, —Lindel6f oldugunu gosterir. o

Teorem 4.2.9. [22] (X,u) genellestirilmis topolojik uzay olsun. Eger (X,u) G-regiiler ve giiglii
GT (Xep) ise her p-acik kiime 5 -aciktir.
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Ispat.
A, X’ de p-agik olsun. Vx € Aigin [22] denx € V < ¢,V N M, € U olacak sekilde p-agik V
kiimesi vardir. Buda x eV < i, c, VNV <i,,Vn(c,VnM,) < A oldugunu gosterir.

i,c,VnM, =i,V vei,c,V ur-acik [6] oldugundan, A, 6,-agiktir. O

Teorem 4.2.10. (X,p) ve (Y, A) birer GT olsun. f: (X, u) — (Y, ) f. (5, A)-s. fonksiyon ve
(Y, A) G-regiiler ve gii¢lii GT olsun. Bu durumda f, (5, A)-s. dir.

Kanit.

Ve Aolsun. (Y, 1), G-regiiler ve gii¢lii GT oldugundan Ve 6, di, f f. (5., A)-s. fonksiyon

oldugundan f (V) §, -agiktir ve dolayistyla f, (8, A)-S. dir. O

Teorem 4.2.11. (X,p), (Y,A) ve (Z,v) GT leri alinsin. f : (X,p) — (Y,A) fonksiyonu ((3y, &)-
s.veg: (Y,1) — (Z,v) fonksiyonu faintly (5,, v)-siirekli (kisaca f. (3, v)-S. ) ise,

gef: (X,u) = (Z,v) fonksiyonu f. (8, v)-s. fonksiyondur.

Kant.

VE 0, kiimesi alinsin. O halde, g™(V) €Y §,,-aciktir ve f, (8, 5,)-S. fonksiyon oldugundan
(g™ (V)=(g ° f) (V) €X Sy -acik dolayisiyla g ° f, f. (3, v)-s. fonksiyondur. o

Tanmim 4.2.12. (X,p) genellestirilmis topolojik uzayi, her x,y€X (X=Y) nokta ciftine karsilik
d, -acik Vi ve V, kiimeleri X€ V1, Y& V1 ve X¢& V), Y€ V; gergeklenmek tizere varsa (yani
bu noktalarin her birisinin, digerini icermeyen 9, - acik komsulugu varsa), 8, - T1 uzay1

olarak isimlendirilir.

Tanmim 4.2.13. (X,p) genellestirilmis topolojik uzayi, her x,y€X (X=Y) nokta ciftine karsilik
Sy -acik Vi ve V, kiimeleri X€ Vi, YE V,, V; NV, = O gergeklenmek lizere varsa (yani her
farkl1 nokta ¢ifti i¢in, farkli noktalarin ayrik, d, - agik komsulugu varsa), 6, - T> uzay1 olarak
isimlendirilir.

Teorem4.2.14. f: (X,u) = (Y,v) f. (8yVv)-s., 1-1 fonksiyon ve (Y,v) O, - T uzayi ise
(X,n) 8y -Ti uzayrdir.

Kanit.
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f X - Y, v)f (6,,v)-s., 1-1 fonksiyon ve (Y,v) 0, - T: uzay olsun. Birbirinden
farkli her x,y€X nokta ¢ifti igin 6,-ac1ik Vi ve V, kiimeleri f (X)€ V1, f (V)€ Vi ve f (X)&
Vs, f(Y)E V: olacak sekilde vardir. f f. (8, v)-s. ve f (V) ve f7(Vo), (X, niin

XE £ '(Va), ¥& f (V1) ve f (X)& f '(V2), YE f '(V2) gergekleyen &, -acik alt kiimeleri

oldugundan (X,p) 8, -T1 uzayidir. O

Teorem4.2.15. f: (X,u) — (Y,v)f. (8,,v)-S., 1-1 fonksiyon ve (Y,v) 6, -T, uzay: ise
(X,p) 6y - T2 uzayidur.

Kanit.

f: X,u) - ,v)f (8,v)s., 1-1 fonksiyon ve (Y,v) 0,-T, uzay: olsun. Birbirinden farkl
her X,yeX nokta gifti i¢in ayrik, 0,-agik Vi ve V; kiimeleri f(x)€ Vi ve f(y)€ V, olacak
sekilde vardir. f f. (8, v)-s. ve £ '(Va) ve f '(V2) (X, niin x€ £ ' (V1) ve yE £~ (V2)

sartlarin1 gergekleyen J, -acik, ayrik alt kiimeleri oldugundan (X,p) 6,-T> uzayidir. o
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4.3. (8, 6;)-Kapah Grafik

Tamm 4.3.1. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f: (X,u) — (Y,A) fonksiyonunun

G(f) ={(x, f(x)): xeX} grafigine, her (x,y) € (XxY)\G(f) i¢in x i igeren &, -agik U
kiimesi ve y yi igeren 8y -agik V kiimesi (U X V) N G(f) = @ olacak sekilde varsa, faintly

6,-kapali - (§,,, 6,)- kapali - grafige sahiptir denir.

Lemma 4.3.2. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f: (X,u) = (Y,A) fonksiyonunun G(f)
grafiginin (faintly) (6, 8,) - kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart: her (x,y) € (X, Y)\G(f)
i¢in x i igeren &, -ag1k U kiimesi ve y’ yi i¢eren 8;-agik V kiimesinin f(U) NV = @ olacak
sekilde var olmasidir.

Teorem 4.3.3. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f : (X,u) — (Y,A) fonksiyonu faintly &,-
kapali (6, 8,) - kapali G(f) grafigine sahip olsun. f, f. (§,,, 1)-S., birebir bir fonksiyon ise,
(X, ), 8,-T, uzayidir.

Ispat:

x ve y, X de iki farkli nokta olsun. f birebir oldugundan f (x) # f(y) dir. Bu durumda
(x, f(¥)) € (X XY)\G(f) gegerlidir. Lemma 4.3.2 den X’ de X’ i igeren §,,-a¢1k U kiimesi

ve Y’ de f(y)’ yi igeren 68;-agik V kiimesi f(U) NV = @ olacak sekilde vardir. Sonug olarak
UnflV)=0veyeu

saglanir. f, f. (8, A)-s. fonksiyon oldugundan x’ i igeren &,-agik W kiimesi f(W) €V

olacak sekilde vardir. Boylece
faAnfw) =0

ve f, birebir oldugundan U N W = @ elde edilir, bu da (X, i) niin §,-T, uzay: oldugunu

gosterir. O

Tamim 4.3.4. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f : (X,u) = (Y,A) fonksiyonunun G(f) grafigi,
her (x,y) € (X X Y)\G(f) igin x” i igeren U € &, ve Y’ de y’ yi igeren A-agik V kiimesi,

(Uxc(V))NG(f)=0

yani (Uxcy(V))= (X x Y\G()
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olacak sekilde varsa, gii¢lii 6, -kapali (ya da giiglii (&, .)-kapali) grafige sahip olarak
isimlendirilir.

Lemma 4.3.5. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f : (X,u) — (Y,A) fonksiyonunun G(f)
grafiginin giiclii §,-kapali (giiclii (8, 1)-kapal1 ) olmast i¢in gerek ve yeter sart: her

(x,y) € (X XY)\G(f) iginx’ iiceren U € §, ve y’ yiigeren Y’ de A -acik V kiimesinin f

(U) N cw(V) = D olacak sekilde var olmasidir.

Teorem 4.3.6. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f: (X,u) = (Y,A) fonksiyonunun grafigi (6,
0,) -kapali ise G (f) giiclii (6, A)-kapalidir.

Ispat:

x € Xvey = f(x)olsun. O zaman (x,y) € (X X Y)\G(f) olur. Lemma 4.3.2 den X’ de X’ i
igeren &,-actk U kiimesi ve Y’ de y’ yi igeren &;-agik V kiimesi f(U) NV = @ olacak sekilde
vardir. V, 6;-agik oldugundan y € V € ¢, (V) < V olacak sekilde y’ yi igeren Y’ de A-agik

Vo kiimesi vardir. Boylece f(U) N ¢y (V) = & elde edilir. Lemma 4.3.5 ten G(f) giiglii (6,,A) -

kapalidir. o

Teorem 4.3.7. (X,u) ve (Y,A) birer GT olsun. f: (X,u) = (Y,A) fonksiyonu (6, 83)-s.
fonksiyon ve (Y,A), 05- T, uzayiise G(f), (6,, 8;)-kapalidur.

Ispat: (x,y) € (X x Y)\G(f) olsun. O halde f(x) = y olur. (Y,1), 8, - T, uzay1
oldugundan f(x) € V, y € W olacak sekilde 8;-a¢ik V ve W kiimeleri, VN W = 0
gergeklenmek iizere vardir. f f. (8, 8,)-s. fonksiyon oldugundan f~*(V) € 8, (f~*(V) 6,
-agiktir) U = f (W) olsun. O zaman f(U) = W ve dolayisiyla f(U) NV = @ saglanur.

Buda G(f)’in, (8, 6,)-kapali oldugunu gosterir. O

Sonu¢ 4.3.8. f : (X,n) = (Y,A) f.(8,, 65)-s. fonksiyon ve (Y 1), 8, - T, uzay: ise 0 zaman

f giiclii (6, 0,)-kapal1 grafige sahiptir.
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