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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

3-BOYUTLU GALILEAN UZAYINDA YUZEYLER UZERINDEKI HELISLER VE
KARAKTERIZASYONLARI

Bahar BIYIKLI

Cankinn Karatekin Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damigsman: Dog. Dr. Ufuk OZTURK

Bu tezde, 3-boyutlu Galilean uzay1 Gs de bir yiizey iizerinde yatan egrinin Dar-
boux catist kullanarak k£ = 0,1, 2 igin k—tip slant helislerin tanimi verildi. Egrinin
geodezik egriligi k,, normal egriligi k, ve geodezik torsiyonu 7, kullanarak ytizey
iizerinde yatan bir egrinin, ekseni izotropik olmayan bir 0—tip slant helis olmasi
icin gerek ve yeter kosul elde edildi. Ayrica, eksenin ifadesi tanimlandi. Dahasi,
3-boyutlu Galilean uzay Gsz de bir yiizey iizerinde bir 1—tip ve 2—tip slant helis
olmadig1 gosterildi.
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ABSTRACT

Master of Science Thesis

HELICES ON SURFACES AND THEIR CHARACTERIZATIONS IN GALILEAN
3-SPACE

Bahar BIYIKLI

Cankir1 Karatekin University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Ufuk OZTURK

In this thesis, k—type slant helices lying on a surface in Galilean 3-space G3 according
to their Darboux frame for k£ € {0,1,2} is defined. The necessary and the sufficient
conditions for curve lying on a surface to be a 0-type slant helix with non-isophotes
axes in terms of their geodesic curvature k,, normal curvature &, and geodesic torsion
T4 is obtained. Also, their axes is determined. Moreover, it is proved that there are
no 1—type and 2—type slant helix in Galilean 3-space Gj3
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1. GIRIiS

Oklid olmayan geometri olarak genellikle hiperbolik ve eliptik geometri akla gelir.
Riemann; Oklidyen, Hiperbolik ve Eliptik geometrilerinin birbiri ile alakali oldugunu
ancak bu geometrilerin birbirinden farklihk gosterdigini belirtmistir. Oklid olmayan
geometrilerden biri olan Galilean geometrisi, Galile ile Einstein’in gorelilik kuramiyla
ilgilidir ve tiim Klein geometrilerinin en basit ve en sadesidir. Bilindigi gibi Galile-
Newton mekanigin temel yasasi olan atalet yasasi: "Diger cisimlerden yeterince uza-
klagtirilmig olan bir cisim durmaya, yada diiz bir ¢izgi iistiindeki diizgiin hareketine
devam eder." seklinde ifade edilebilir. Bu yasa sadece cisimlerin hareketi konusunda
birgeyler belirtmekle kalmiyor,ayni zamanda mekanik tanimda hangi referans cisim-

lerinin yada koordinat sistemlerinin kullanabileceginide gosteriyor.

1 0 T T

v 1 Y T + Yy

x , x
Y v + Y

ve v € R olmak iizere bu doniigiim w = (z,y) yi v € R kadar Galile anlaminda

dondiirmek demektir. Bu harekete Galile diizlemi Gy de kirpma (SHEAR) hareketi

denir ve bu hareket Oy-eksenini (veya tizerindeki noktalar1) degismez birakir. Ayrica,

Gy de Shear, Steleme ve donmeyi iceren (genel) Galile hareketi

z 10 cosf) —sind x a
/ = +
Y v 1 sinf  cost Y b
veya i
z 1 0 a x
y | =1v 1 b Y
1 0 01 1

olarak tanimlanan bir doniisiimdiir. Dolayisiyla, Galilean geometrisi, zOy—diizle-

minde
!
r =T+ a,

(1.1)

y =vr+y+b,
1



esitlikleri ile verilen harekete sahip bir geometridir. (1.1) ile verilen hareket altinda

ya da buna denk olan

r =ux,
y =vx+vy,
ve
m':x—f—a,
y =y+b,

esitlikleri altinda xOy-diizlemindeki gekillerin 6zellikleri degismezdir (Yaglom 2012).
Sonug olarak, Galilean geometrisi bir dogru iizerindeki kayma ve 6telemenin klasik
mekanigi olarak diisiiniilebilir.

Son yillarda bir¢ok yazar Galilean geometrisi ile ilgili birgok galigma yapmigtir. Ya-
glom, 1979 senesinde yazdig kitapta Galilean geometrisinin fiziksel temellerini or-
taya koymustur. 1984’te Roschel tarafindan Galilean uzay1 daha detayl incelen-
mistir.

3-boyutlu Oklid uzay1 E? de, egrisinin tanjant vektorii 7' ve normal vektorii N
sabit bir vektor ile sabit bir ac1 yapiyorsa bu egriye, sirasiyla, genel helis ve slant
helis denir (Struik 1961, Izumiya and Takeuchi 2004). Bir diizlem egrisi tizerinde
sekillendirilmis silindirlerin jeodezikleridir (Lucas and Ortega-Yagiies 2016). Galile

uzayl Gs de ise genel helisler, konik egriligi = # 0 sabit olan egrilere denir, bu-

rada x # 0 ve 7, sirasiyla, egrinin egriligi ve burulmasidir, (Réschel 1987).  Ozel-
likle, a,b € Ry olmak iizere G3 uzaymda egrilikleri 7 (z) = 2z ve k (z) = 1z olan
helisler bir koni iizerindedir ve koni iireteclerinin izogonal yoriingeleri olma 6zel-
ligine sahiptir. Galile uzaylarinda genel helislerin baz1 karakterizasyonlar1 (Ali 2012,
Divjak and Milin-Sipus 2002, Erjavec 2014, Ogrenmis et al. 2007, Nesovi¢ et al.
2018) ve (Kiigiikarslan Yiizbagi and Yoon 2021) de bulunabilir.

Bu tezde, 3-boyutlu Galilean uzay1 G3 de bir yiizey iizerinde yatan egrinin Dar-
boux catis1 kullanarak k£ = 0,1,2 igin k—tip slant helislerin tanimi verildi. Egrinin
geodezik egriligi k,, normal egriligi k, ve geodezik torsiyonu 7, kullanarak ytizey
tizerinde yatan bir egrinin, ekseni izotropik olmayan bir 0—tip slant helis olmasi
icin gerek ve yeter kogul elde edildi. 1-tip slant helisler kavarami (Kiigiikarslan

Yiizbagi and Yoon 2021)’de tanimlanan izotropik egriler kavramina karsilik gelmek-

tedir. Ayrica, 3-boyutlu Galilean uzay Gs de bir yiizey iizerinde bir 1—tip ve 2—tip
2



slant helis olmadig1 gosterildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

{z,y} koordinat sistemi ile verilmis bir diizlemi g6z tniine alahm. (z,y) koordinat-

larinin ¢ zamanina gore degisimini veren mekanik hareket

formiilleriyle verilir. {x,y} koordinat sisteminin Oz ile Oy eksenlerinin bir o agisi
kadar dondiiriilmesi ve O orjininin O’ noktasina 6telenmesiyle elde edilen yeni ko-
ordinat sistemine {z',y'} diyelim. O halde, {x,y} ile {2',y'} koordinat sistemleri

arasindaki baginti
l’, =xcosa + ysina + a, 2.1)
y = —xsina+ycosa+ b,
seklindedir. Burada Ox— ve O'x'—eksenleri arasindaki acinin 6l¢iisii o ve yeni ko-
ordinat sisteminde O’ nun koordinatlar (a, b) ile gosterilmigtir.
Simdi eger {z,y} nin O orjini v iz ile O'2’ ekseni ile 5 acis1 yapan [ dogrusu

boyunca ilerlerse, bu taktirde {z’, %'} ne gore O noktasmin ¢ zamaninda a(t) ve b(t)

koordinatlar:

a(t) = a4+ wvcosft,

b(t) = b+ vsinft,

olup t = 0 da {z,y} ye gore O nun koordinatlar1 a ve b dir. Buradan {z’,y'} ve
{x,y} ye gore bir A noktasindaki (z',%') ve (x,y) koordinatlar: arasindaki bagmnti

/

r = xcosa+ysina+ (vcosp)t+ a, (2.2)

!

y = —xsina+ycosa+ (vsinf)t+ b,

bulunur. Buda mekanik anlamli tiim 6zelliklerin déniigiimler altinda degigmeyen for-
miiller ile ifade edilebilecegi demektir. Zamanin biitiin mekanik kurallar1 sisteminde

ayni oldugu diisiiniiliirse, buna zaman orjinindeki degisim,

t =t+d
4



dontisimiide eklenebilir. Buradaki d yeni zaman sisteminde, eski zaman orjininin

zamamdir (t = 0 amnda). Oyleyse

!

r = zcosa+ysina+ (veosP)t + a,
y = —xzsina+ ycosa+ (vsinB)t+ b,
ve
t =t+d,

elde edilir. Son verilen formiil fizik uzay zamanda bir doniigiimdiir. Bu sekildeki

dontigiimlere Galilei doniigimleri denir (Yaglom 2012).

Tanim 2.1 Galilean uzay1 Gs, {w, f, I'} sirali ideal gekline sahip 3-boyutlu projektif
uzay Pz (R) de tamimh bir Cayley-Klein uzayidir. Burada, w ideal diizlemlerinin bir
reel diizlemini, f C w ideal dogrularinin bir reel dogrusunu ve I € f ideal noktalarin

sabit eliptik evrimidir (Divjak 1997).

Gs3 uzaymin bir reel modeli olarak, ¢ eliptik involusyonu ile birlikte f C w reel
dogrusunu ve w C Gy reel diizlemini igeren {w, f} idealine sahip bir reel P; projektif
uzayini alabiliriz. Uygun koordinatlarda ¢ eliptik involusyonunu, w ideal diizlemi
xg = 0 ve f ideal dogrusunu xy = x; = 0 olmak iizere

e:(0:0:20:23) = (0:0:23: —x2),
dir.

(o:x1 a0 23)=(1:2:y:2)

ile tanimli afin koordinatlarda Gs uzayinin hareket grubu Hg benzerlik grubu

T = a1 + a9,

a91 + AT + a3y €OS ¥ + agzzsin p, (2.3)

Ny
Il

Y

= (31 + A32T — A3y SIN © + 232 COS ,
formundadir. Burada, a;; (i,7 = 1,2,3) ve ¢ birer gergek sayidir. Ozel olarak,
a2 = agz = 1 alindiginda Galile uzayinin Bg C Hg izometrilerinin hareket grubu

elde edilir ve
r=a + z,

Bg....... y = b+ cx+ycosp+ zsingp, (2.4)

2 =d+ ex — ysiny + zcos p,
5



dir (Kamenarovi¢ 1991).

Uyar: 2.1 3—boyutlu Galilean uzay1 G3 de verilen hareket boyunca dogrular agagi-

daki gekilde dort sinifa ayrilir.

1) Reel non-izotropik dogrular: f ideal dogrusunu kesmez

2) Reel izotropik dogrular: w ideal diizlemine ait olmayan, fakat f ideal dogrusunu

kesen

3) Reel olmayan non-izotropik dogrular: f den bagka w nin biitiin dogrularidir.

4) f ideal dogrusu. (Kamenarovi¢ 1991)

Uyar: 2.2 3—boyutlu Galilean uzay1 G de noktalar

(i) Esas noktalar (w tizerinde),

(ii) Mutlak olmayan ideal noktalar (f iizerinde olmayan)
(iii) Mutlak ideal (f tizerinde) noktalar

olmak iizere ii¢ sinifa ayrilir (Roschel 1987).

Tanim 2.2 3—boyutlu Galilean uzay1 G; de ortonormal baz {e; = (1,0,0),e5 =

(0,1,0),e3 = (0,0,1)} olmak tizere ey ile e3 vektorlerine paralel olan diizlemlere,

Oklid diizlemler ve e, ile e vektorlerine paralel olmayan diizlemlere genel durumdaki

diizlemler denir (Artikbayev and Sokolov 1991).

Diger bir ifade ile G, 3-boyutlu Galilean uzaymda z = sabit diizlemi Oklid diizlem

denir. Ciinkii, G3 uzaymin indirgenmis geometrisi Oklid dir. Aksi takdirde, z =

sabit diizlemine izotropik diizlem denir.

Her u = (uq,ug, usz), v = (v1,v2,v3) € Gs icin skaler (i¢) carpim

U1 ,up # 0 veya vy # 0;
(u,v) =

UgVy + ugvy ,u; =0 ve vy =0,

ve skaler ¢arpma yardimiyla bir u = (uq, ug, uz) € Gz vektoriiniin normu

|U1| y Ul 7é07

Vud+ui up =0,

lull =

(2.6)

ile tammhidir. Ayrica, u = (uy, ug, uz), v = (v1,v2,v3) € Gs vektorlerinin vektirel

6



carpima

0 €y €3
U Xg U= Uy U Uz | (27)
U1 V2 Ug

ile tamimhdir. Burada e; = (0, 1,0) ve e3 = (0,0, 1) dir.

Tanim 2.3 3—boyutlu Galilean uzay1 G3 de izotropik olmayan iki birim vektor

a = (1,aq,a3) ve b = (1,by, b3) arasindaki ag1 ¢ olmak {iizere

Y= \/(a2 —b9)? + (a3 — bs3)2,

dir. Diger bir ifade ile; izotropik olmayan iki birim vektor arasindaki aginin dlciisii,

vektor arasindaki uzaklik olarak tanimlanir (Roschel 1987).

Tanim 2.4 3—boyutlu Galilean uzay1 G3 de bir birim izotropik olmayan x =

(1,9, x3) ve bir izotropik y = (0, y2,y3) vektorleri aralarindaki ac1 ¢ olmak {izere

_ T2y + T3Y3

ViE+

(2.8)
dir (Roschel 1987).

Tanim 2.5 3—boyutlu Galilean uzay1 G3 de izotropik iki vektoér ¢ = (0, ¢z, c3) ve

d = (0,dy,ds) arasmdaki aq1 w, aralarindaki Oklid acisia esittir. Yani,

d d
cosw = Cotla ¥ O3l (2.9)

VE+EE+ B

dir (Roschel 1987).



3. G; DE EGRILER TEORIiSi

Tamim 3.1 3—boyutlu Galilean uzay1 Gs de bir egri a(t) = (x(t), y(t), z(t)) olsun.
Eger « egrisinin biikiilme noktasi ve izotropik tegeti yoksa, yani; &(t) x d(t) # 0 ve

&(t) # 0 ise « ya kabul edilebilir (admissible) egri denir.

Her kabul edilebilir (admissible) egrinin parametrik ifadesi

a(z) = (z,y(x), 2(x)). (3.1)

olup yay uzunlugu parametresi ds = |©(t)dt| = |dz| ile tanimlanir. Basit olmasi
acisindan, « egrisinin yay uzunlugu parametresi olarak ds = dx ve s = x alabiliriz.

« egrisinin egriligi x ve torsiyonu 7, sirasiyla,

) = VI TR, o) = LI IEEE (o)

ile tanmmlidir. Ayrica, a egrisinin teget vektorii T, asli normal vektorii N ve binormal

vektorii B olmak iizere

(@) = (Ly (2). 7 (2)).
N@) = = (0,9 (1), 2" (&), (3.3)
B(2) = 15 (0, 2" (2) 4" (x).

dir. Buradan « egrisinin Frenet denklemleri

T'(z) 0 w(z) O T(z)
N@ =10 0 7@ || Na |, (3.4)
B'(x) 0 —7(z) 0 B(x)

olup
TxN=B, NxB=0, BxT=N, (3.5)

dir. Dahasi, (3.3) ve (3.4) esitliklerini kullanarak
/ /

K K

n 1! 1 mn " 1!

y"' = —y' — 1", M =—-2"+1y", (3.6)
K K

esitlikleri elde edilir.



3—boyutlu Galilean uzay1 Gz de {T, N, B} Frenet gatis1 « egrisi boyunca hareket
ettiginde, Frenet catisi bir eksen etrafinda dénme hareketi yapar. Bu eksenin dogrul-

tusuna Darboux vektori (merkez diigim) denir ve

T'(z) = D(x)xT(x),
N'(

8

) = Df(x) x N(zx),
B' (z) = D(x)x B(z).

denklemlerini saglayan
D(x) = 71(x)T(z) + k(x)B(z). (3.7)
vektorii ile ifade edilir.

Tanim 3.2 3—boyutlu Galilean uzayr Gz de bir egri ¢ ve {1, N, B}, ¢ boyunca
pozitif Frenet catisi olsun. Eger k ve 7, ¢ boyunca pozitif sabitlerse, bu taktirde ¢

ye Frenet catisina gore bir dairesel helis denir (Ogrenmis et al. 2007).

Tanim 3.3 3—boyutlu Galilean uzay1 Gz de ¢ bir egri ve {T, N, B}, ¢ boyunca
Frenet catisi olsun.

R .

— = sabit

-

olacak sekilde ¢ egrisine Frenet catisina gore bir genel helis denir (Ogrenmis et al.

2007).

Tanmim 3.4 3—boyutlu Galilean uzay1 G3 de bir ¢ egrisinin normali sabit bir dogrultu

ile sabit bir ac1 yapiyorsa ¢ egrisine slant helis denir (Nesovi¢ et al. 2018).
3.1 G35 de Darboux catisi

M, G3 uzaymda C?-smifindan bir yiizey ve parametrik ifadesi

X UCR—Gs (38)

(ur, ug) — X (uy,ug) = (x (u1,us),y (u1,us), 2 (ug, uz))

olsun. Burada, x,y ve z fonksiyonlarmin w; (i = 1,2) ye gore kismi tiirevlerini,

__ Oz __ Oy __ 0Oz
swasiyla, Ty, = 50 Yu, = 7, V€ Zu; = B

= Fu; olarak gosterecegiz. Eger bu ylizey icin

Xuy 20, Xuy #0, Xy X Xyy 20
9



sartlar1 saglaniyorsa bu regle yiizeye regiilerdir denir (Divjak and Sipus 2003). Ayrica,

M yiizeyinin birinci temel formu ds? nin matrisi

ds? 0
0 ds?

ds® =

sekilde verilir. Burada, X,,, vektorlerinin yz-diizlemine Xuz izdiigtimleri olmak tizere
i,7 = 1,2 i¢in g; = X, ve h; = <)~(ui,)~(uj> olup ds; = (g1duy +ggdu2)2 ve dsy =
hnduf + 2h12dU1dU2 + hggdu% dir.

Burada, M yiizeyinin birim normal vektor alan

Xu1 XG )(u2 1

n = = — (0, TupZu; — Tuy Zuy» Tuy Yuz — TuaYur ) »

. HXU1 XGXU2H p w

ile taniml olup

w = \/(xuzzm r IU1ZU2)2 + (Tuy Yup — xUzyu1)2

dir.
G35 uzayinda Frenet gatist {T', N, B} ile egrilikleri  (x) ve 7(x) olan bir birim hiz egri
a: ] CR — M C Gjolsun. Cat1 vektorler alanlari, egrileri ve yiizeyleri incelemek
icin ¢ok kullanigh bir arag olmasina kargin M yiizeyi iizerindeki «v egrisinin {7, N, B}
Frenet catisi yiizeyinin geometrisini tanimlamak icin yeterli degildir. Bu nedenle, «
egrisi ve M yiizeyinin geometrisi arasindaki iligkiyi incelemek i¢in a egrisinin bagka
bir catisina ihtiyacimiz vardir. Bu catiya, a egrisinin Galilean Darbouz ¢atise denir
ve {T,(,n} ile gosterilir. Burada, T,( ve n vektorleri, sirasiyla, « egrisinin birim
teget vektor alani ve av egrisinin « () noktasindaki M yiizeyinin birim normal vektor
alan1 ve ( = n X¢ T olan vektor alanidir.
Dahasi, « egrisinin Frenet gatis1 {7, N, B} ile Galilean Darboux catis1 {7, (,n}
arasinda

¢ cos¢ sin¢ N

n —sing cos¢ B

bir dontistim vardir. Burada, ¢, M yiizeyinin normal vektorii 7 ile o nin binormal

vektorii B arasindaki acidir.
10



Diger taraftan, a egrisinin Galilean Darboux denklemleri

T'(x) 0 ky(x) Kn(2) T(z)
(@) | =10 0 7yx) C(z) | (3.9)
n' () 0 —74(z) 0 n(z)

sekilde ifade edilir. Burada, xg, Ky, ve 7, fonsiyonlarina, sirasiyla, o egrisinin geo-

dezik egriligi, normal egriligi ve geodezik torsiyonu denir (Sahin 2013).

Lemma 3.1 Gg3 uzayinda bir ytizey M ve M {izerinde egrilikleri x4, &, ve 7,4 olan
birim hizl bir egri a: I C R — M olsun. O halde,

(1) o egrisi M {tizerinde bir geodezik egridir <= k, = 0;

(i) «v egrisi M iizerinde bir asimptotik egridir <= k,, = 0;

(ili) o egrisi M iizerinde bir egrilik ¢izgisidir <= 7, = 0,

(Sahin 2013).
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4. G; UZAYINDA BiR YUZEY UZERINDEKIi K-TiP SLANT HE-
LiSLER

Bu boliimde, G3 uzaymnda bir M yiizey iizerinde {T',(,n} Darboux gatisim kulla-
narak k—tip slant helislerin tanimimi verecegiz. M yiizey iizerindeki bir egrinin bir
k—tip slant helis olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 egrisinin geodezik egriligi,
normal egriligi ve geodezik torsiyonu cinsinden verecegiz. Ayrica, helislerin, eksen-
lerinin vektorel ifadesini verecegiz.

G5 uzayinda C? smifindan bir yiizey M ve M nin parametrik ifadesi

XIUCR2—>G3

(w1, ug) — X(u1,uz) = (w(ur, ua), y(us, us), 2(u1, uz))

olsun. M yiizeyi iizerinde {T, (,n} Darboux gatili birim hizh bir egri
a:ICR— M
olmak iizere v egrisinin parametrik ifadesi
a(s) = X (ujuz, uguy)

dir. O halde, « egrisinin birim tanjant vektorii

/ dy dy
T'=« (S) :Xul dsl +Xu2d_52
veya
d'LLl dUQ du1 d’LL2 du1 dUQ
T=\|2Ty— +2y4 7 2 Yur ue 7y Rur T3 T Rug T 4.1
s stnglds yzds\lds > ds, (41)
da dy de
ds ds ds
0X 0X

olarak yazabiliriz.Burada X,, = § = (Tuy, Yur, 2u) Ve Xuy = 55 = (Tuss Yuss Zus)
dir.
Ayrica, T birim izotropik olmayan bir vektor oldugundan

dz duy dus

ds Y ds > ds

12
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dir. Dahasi, a egrisinin Darboux vektorleri

dy dz
T = 1, —, — 4.2
( " ds’ ds) (42)
1
n = E (O,IUQZM — Luy Rugy LuiYug — xwyul) - (0777277]3)

¢ = nxgl = (077737_772)

dir. Burada,

Lygfuy — Ty

'Z’LL
py = Defm—fute g, (43)

Ty Yus — TugYuy |
w

o(s)
dir. Simdi
=V, ¢=W, n=V.

olmak {iizere agagidaki tanimi verebiliriz.

Tanim 4.1 G; uzayinda bir M yiizey iizerinde {Vp, V1, V2} Darboux ¢atili birim
hizli bir egri a olsun. Eger, k = 0,1,2 i¢in U € Gj sifirdan farkli bir sabit vektor
var ve Vj ile U arasindaki aci sabit ise « egrisine bir k—tip slant helis ve U sabit

vektoriine de helisin ekseni denir.

Burada, £ = 0,1,2 i¢in Darboux cat1 vektorleri Vj larin sabit olmasi durumunu
ele almayacagiz. Ciinkii, V} lar sabit oldugunda herhangi bir sabit vektorle sabit
agl yapacagl agikardir. Simdi, o egrisinin 0—tip, 1—tip ve 2—tip slant helis oldugu

durumlar: inceleyecegiz.
4.1 0—tip slant helisler

Kabul edilim ki « egrisi bir 0—tip slant helis olsun. O halde, Tanim 4.1 dan Gg3
uzayinda sifir olmayan sabit bir U vektorii vardir dyleki T ile U arasindaki ag
sabittir. Burada, A) U birim izotropik olmayan vektor; B) U birim izotropik vektor
olmak tizere iki durum vardir.

A) U birim izotropik olmayan vektor:

« egrisinin tanjant vektorii 7' de bir izotropik olmayan vektor oldugundan Tanim

23dan T = (1 dy @) ile U = (1, us, u3) arasmdaki ag1 ¢ olmak iizere

7 ds? ds
dy dz
2 _ _ 2 _— 2:2: )
® _(ds Uy) +(d8 ug)® = ¢ = sabit # 0,

13



dir. Oyleyse

-~ —wuy = csind

ds ’
dz

— —wu3 = ccosb,
ds

(4.4)

yazilabilir. Burada, § = 0 (s) dir. Yukaridaki ifadelerin s ye gore iki kez tiirevlerini

alirsak
2y _ g a2z /.
= = cb cos b, o = —cb sind),
By a1 N2 . a3z "o "2
S =ct cost) —c(0') sin0, % = —cb’sinf —c(0') cos?,

olarak elde edilir.(3.9) esitliginden

d*y d*z

" 4 (Od_d_) = g€+ ot

olup (4.6) esitligi kullanilarak

d?>y d?z
( ) @> @) = Ky (07 UEY _772) + Kp (Oa UbY 773)

esitligi elde edilir. Buradan

dir. (4.7) ve (4.8) den

olup

Ny =

Ny =

bulunur. (4.6) esitliginin s ye gore tiirevi alinir ve (3.9) esitligi kullamlirsa

T//

d?y B

P KgNg + Knlly
d?z
152 = —Rgly + Knl3

0 cosh = KnN3 + KgT)o

—ct sinf = —Kgly + KnT3
(k0 cos0 + 5,0 sin 0)

/{3—1—/{% knl' cos kg0 sin
C

DR (kg cos @ — k,0 sin6)
K2+ K
g n

= (k; — knTg)C + (k;L + kgTg)n

14

(4.5)

(4.6)

(4.9)



esitligi elde edilir. (4.2) esitligi kullamlarak yukaridaki esitlikten

d3y

=5 = (FatreTo)my+ (kg = KTy) 15 (4.10)
A3z

i (n; — nnTg) Ny + (K, + KgTg) N3

elde edilir. (4.10) esitliklerinden
c0” cosf — ¢ (0)*sin 0 = ki, + Kyig — To(—FRglly + FnTls)
dir ve (4.8) esitliginden
" cosf — ¢ (') sinf = k.m, + Kins + cTyf) sind

olup (4.9) esitliginden

!

CKR ’ ’
' cosf —c(0)’sinhd = — (k0 cos + k0 sinf
( ) K;Z + /43721( g )
CHI ’ ’
(k.0 cosh — k,0 sinf
K2 + /<&721( g )
dir. Gerekli islemler yapildiginda
K;Hn—{—/’i/li / /i;lli + K, K ;L
0" cosh — c(0') sinf = c———226 cos + o(———2L— + 7,4)0 sinf
Kg + Ky, Kg + kg
elde edilir. Burada, cosf ve sin 6 katsayilari esitlenirse
KhKn 4+ KRy
gr = i Tl (4.11)
Ky + Ky
KoK + K Kn /
) = (-2 4 )0 4.12
R (112)
bulunur. Eger 0 =0 ise egrisinin tanjant vektorii 7' = sabit dir. Bu ise kab-

uliimiizle celigir. O halde, 8 # 0 dir. Dolayisiyla, (4.12) esitliginden
b _/<;’n/£g — Kyhn -
K2 + K2 g
ve (4.11) esitliginden

/ /
Kpkin + Kgkg

o = L _— 979 4.13
K2 + K7 ( )
9_” _ Kpkn + Kk
o /{3 + K2
1
In 0, = 5 In (/ﬁlg + /‘ii) + 01

g = A/1//{3+/{%

15



dir. Burada C} interpol sabiti olup A € R* dir. (4.13) esitliklerinden

/ /
Kgkin — Kphkg

A(/iz—l—/ﬁ;i) :W—Tg
veya / ,
“(ggﬁ;gg - \/ﬁ — sabit — A (4.14)
dir.

Kargit olarak

KL Kn — KLK
g 9 19— sabit=AcR" (4.15)

(k2 + ,{31)% VEZ+ K2

olsun.U birim izotropik olmayan bir vektor olmak iizere

UT-I—

(4.16)

1 k,
n

olsun. (4.16) ifadesinin s ye gore tiirevi alimr ve (3.9) ile verilen Darboux gat:

denklemleri kullanildiginda

;o 1 kg — ko 1 K kn—kpk K
U = kgg o knn + A (kg( k2 3/2C + \/k2+k2 (7—977) k W” - \/ﬁ(_TQC)

kokn—knkg

= koC + kan + 5 Gz (kG = kat) — m(—%( - knn))

kb —k kg Tg

=kl + ko + & G257 m) (=kgC — k)

olup (4.15) ifadesinden
U' = kyC+ kot — kyC — k=0

olarak buluruz. Boylece U bir sabit vektordiir. O halde, Tanim 2.3 dan kolayca T'
ile U arasindaki ¢ acisimin ¢ = |A| oldugu goriiliir. Dolayisiyla Tanim 4.1 dan «

ekseni U olan bir 0—tip slant helistir.

Teorem 4.1 3—boyutlu Galilean uzay1 G3 de bir yiizey M ve M iizerinde {T,(,n}
Darboux ¢atili bir egri @ olsun.O halde « bir 0—tip slant helis olmasi i¢in gerek ve

yeter kosgul
Kykn — Ky kg Ty
(R2+k2): R +R]
dir.Burada 74 # 0, k4 # 0, ve K, # 0 dir.
16
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Sonug 4.1 3—boyutlu Galilean uzay1 G3 de bir yiizey M ve M iizerinde bir 0—tip

slant helis o olsun.O halde o nin ekseni

v-T+t il ¢— iy
CA\VETR VER

dir. Burada A € Rt ve A = Zofnn%

Tg
3
(R24+2)2  /ri+sd

dir.

B) U birim izotropik vektor:
« egrisinin tanjant vektorii 7' de bir izotropik vektor oldugundan Tanim 2.4 dan

T = (1,% %) ile U = (0, us, u3) arasindaki ac1 ¢ olmak tizere

Vds ds
By + Ly d d
p= 2T a3 W Y — sabit #0, (4.17)
2 2 ds ds
\/uy + us3
1
dir. Oyleyse
dy dz
%UQ = £U3 =cC
yazilabilir. Burada, ¢ € R dir. Yukaridaki ifadelerin s ye gore tiirev alirsak
d?y d?z
a2 T gts =0

olarak elde edilir. (4.6) ve (4.7) dan
(Fnlz + Fogns) uz + (= kgt + Knnjs) ug = 0 (4.18)

veya
(ugkn — usky) My + (Uakg + uskin) N3 = 0

elde edilir. 7, # 0 ve 13 # 0 oldugundan

UKy — Uskg = 0

(4.19)
Ugkg + Uzky = 0
yazilabilir. Burada birinci denklemden
kg
Up = —uz, HKp#0ver, #0
dir ve ikinci denklemde yerine yazilirsa
K2 + K2
<—) us = 0 (4.20)
Kn



elde edilir. Burada us = 0 ve uy = 0 elde edilir. Oyleyse U = (0, uy, u3) = (0,0,0)
dir. Dolayisiyla, bu bir geligki olup kabuliimiiz yanlistir. Diger bir ifade ile, ekseni

izotropik U = (0, uz, u3) olan bir T'—slant helis yoktur.

Teorem 4.2 3—boyutlu Galilean uzay1 G3 de ekseni izotropik vektor olan bir 0—tip

slant helis yoktur.
4.2 1—tip slant helisler

A) U birim izotropik olmayan vektor:
« egrisinin tanjant vektorii ¢ de bir izotropik olmayan vektor oldugundan Tanim 2.4

dan ¢ = (0,7n3, —15) ile U = (1, ug, u3) arasmdaki agi ¢ olmak iizere,

w — TjgUg — T)oU3

[02 2
uy + ug

—_——
1

= sabit,ve uy, uz € Ry

dir. Burada, n = (0,74, 7n5), M yiizeyinin birim normal vektor alani oldugundan

Inll = y/n3 +n3 =1 (4.21)

dir. Oyleyse
Y = nzuz — nyuz = ¢, (4.22)

yazilabilir. (4.22) esitliginin s ye gore bir kez tiirevlerini alirsak
Nt — Ttz = 0,
olup (3.9) ifadesinden
(Tgna)uz = (Tgn3)us = 0, (4.23)
(Tgua)ns — (Tqus)n; = 0
elde edilir. ¢ = (0,74, —75) # 0 oldugundan

TqUg = 0
TqUz = 0
sistemi elde ederiz. Burada,

1) ug = 0,uz = 0 ise u3 + u3 = 1 olmasiyla geligir.
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2) 7, = 0 ise ¢ bir sabit vektor olacagindan kabuliimiizle gelisir. O halde ekseni
izotropik olmayan bir 1—tip slant helis yoktur.

B) U birim izotropik vektor:

a egrisinin tanjant vektorii ( de bir birim izotropik olmayan vektoér oldugundan

Tanim 2.5 den ¢ = (0,75, —1,) ile U = (0, ug, u3) arasindaki agi w olmak iizere

T3l — T)oUs

cosw = = sabit # 0,ve ug, uz € Ry
\/—77% + ng\/ug +u}
1 1
olup
COSW = Nyl — Nyu3z = ¢ = sabit, (4.24)

yazilabilir. Burada, ¢ € Ry dir. Yukaridaki ifadelerin s ye gore,birkez tiirevlerini

alirsak;

Nyt — Nyt = 0, (4.25)

olup (3.9) ifadesinden

TgNgta — TgNouz = 0,

veya
(Tgu2)7]3 - (Tgu3)772 =0,

dir. Buradan
UsTg =0
uzTy =0
elde edilir. Burada,
1) ug = 0,uz = 0 ise u2 + u3 = 1 olmasiyla gelisir.
2) 7, = 0 ise ¢ bir sabit vektor olacagindan kabuliimiizle gelisir. O halde ekseni
izotropik olmayan bir 1 — tip slant helis yoktur.

Oyleyse asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.3 3—boyutlu Galilean uzay1 G de bir M yiizey iizerinde bir 1 —tip slant

helis yoktur.
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4.3 2—tip slant helisler

K) U birim izotropik olmayan vektor:
« egrisinin tanjant vektorii 7 de bir izotropik olmayan vektor oldugundan Tanim 2.4

dan 1 = (0,1y,713) ile U = (1, us, u3) arasindaki ag1 ¢ olmak iizere

_ Nat2 + N3us

2

= sabit,ve uy, uz € Ry (4.26)
u3 4 u3

dir. Burada, n = (0,75, 7n5), M yiizeyinin birim normal vektér alani oldugundan

Inll = \/m3 +n3 =1 (4.27)

dir. Oyleyse
© = NyUy + Nyuz = sabit (4.28)

yazilabilir. (4.28) esitliginin s ye gore bir kez tiirevlerini alirsak
@' = nyus +n3uz =0,

olup (3.9) ifadesinden
¢ = (Tquz)ns — (Tguz)n, = 0,

elde edilir. n = (0,75,713) # 0 oldugundan

’LLQTg:O

uzTg =0

sistemi elde ederiz. Burada

1) ug = 0,uz = 0 ise u3 + u3 = 1 olmasiyla geligir.

2) 7, = 0 ise n bir sabit vektor olacagindan kabuliimiizle celigir. O halde ekseni
izotropik olmayan bir 2—tip slant helis yoktur.

B) U birim izotropik vektér:

« egrisinin tanjant vektorii 1 de bir izotropik olmayan vektor oldugundan Tanim 2.5

den n = (0,74, n5) ile U = (0, ug, ug) arasimdaki ac1 8 olmak iizere

MUz + 1M3U3

\/n§+n§\/U§+U§

A\
-~

1 1

cos 3 = = sabit # 0,ve us,uz € Ry

20



olup
cos 3 = nyus + ngus = ¢ = sabit, (4.29)

yazilabilir. Burada, ¢ € Ry dir. Yukaridaki ifadelerin s ye gore bir kez tiirevlerini
alirsak;

Natty + Nyuz = 0,

olup (3.9) ifadesinden

TgNala + Tgnsus = 0, (4.30)
veya
(Tgm2)u2 + (Tgn3)us = 0,
dir. Burada
Uty =0
uzTg =0

elde edilir. Burada us = 0 ve uy = 0 elde edilir. Oyleyse U = (0, uy, u3) = (0,0,0)
dir. Dolayisiyla, bu bir geliski olup kabuliimiiz yanlstir. Diger bir ifade ile, ekseni
izotropik U = (0, ug, u3) olan bir n—slant helis yoktur.

Teorem 4.4 3—boyutlu Galilean uzayi Gs de bir M yiizey iizerinde bir 2—tip slant
helis yoktur.
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