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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

3-BOYUTLU GALİLEAN UZAYINDA YÜZEYLER ÜZERİNDEKİ HELİSLER VE
KARAKTERİZASYONLARI

Bahar BIYIKLI

ÇankırıKaratekin Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Doç. Dr. Ufuk ÖZTÜRK

Bu tezde, 3-boyutlu Galilean uzayıG3 de bir yüzey üzerinde yatan eğrinin Dar-
boux çatısıkullanarak k = 0, 1, 2 için k−tip slant helislerin tanımıverildi. Eğrinin
geodezik eğriliği kg, normal eğriliği kn ve geodezik torsiyonu τ g kullanarak yüzey
üzerinde yatan bir eğrinin, ekseni izotropik olmayan bir 0−tip slant helis olması
için gerek ve yeter koşul elde edildi. Ayrıca, eksenin ifadesi tanımlandı. Dahası,
3-boyutlu Galilean uzay G3 de bir yüzey üzerinde bir 1−tip ve 2−tip slant helis
olmadı̆gıgösterildi.

2021, 23 sayfa
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ABSTRACT

Master of Science Thesis

HELICES ON SURFACES AND THEIR CHARACTERIZATIONS IN GALİLEAN
3-SPACE

Bahar BIYIKLI

ÇankırıKaratekin University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Ufuk ÖZTÜRK

In this thesis, k−type slant helices lying on a surface in Galilean 3-spaceG3 according
to their Darboux frame for k ∈ {0, 1, 2} is defined. The necessary and the suffi cient
conditions for curve lying on a surface to be a 0-type slant helix with non-isophotes
axes in terms of their geodesic curvature kg, normal curvature kn and geodesic torsion
τ g is obtained. Also, their axes is determined. Moreover, it is proved that there are
no 1−type and 2−type slant helix in Galilean 3-space G3
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Çalı̧smamın her aşamasında görüş ve önerileriyle beni yönlendiren, bana her konuda
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İÇİNDEKİLER
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1. GİRİŞ

Öklid olmayan geometri olarak genellikle hiperbolik ve eliptik geometri akla gelir.

Riemann; Öklidyen, Hiperbolik ve Eliptik geometrilerinin birbiri ile alakalıolduğunu

ancak bu geometrilerin birbirinden farklılık gösterdiğini belirtmi̧stir. Öklid olmayan

geometrilerden biri olan Galilean geometrisi, Galile ile Einstein’ın görelilik kuramıyla

ilgilidir ve tüm Klein geometrilerinin en basit ve en sadesidir. Bilindiği gibi Galile-

Newton mekaniğin temel yasasıolan atalet yasası: "Diğer cisimlerden yeterince uza-

klaştırılmı̧s olan bir cisim durmaya, yada düz bir çizgi üstündeki düzgün hareketine

devam eder." şeklinde ifade edilebilir. Bu yasa sadece cisimlerin hareketi konusunda

biŗseyler belirtmekle kalmıyor,aynızamanda mekanik tanımda hangi referans cisim-

lerinin yada koordinat sistemlerinin kullanabileceğinide gösteriyor. 1 0

v 1

 x

y

 =

 x

vx+ y


dönüşümünü göz önüne alalım.

ω =

 x

y

 ω
′
=

 x

vx+ y


ve v ∈ R olmak üzere bu dönüşüm ω = (x, y) yi v ∈ R kadar Galile anlamında

döndürmek demektir. Bu harekete Galile düzlemi G2 de kırpma (SHEAR) hareketi

denir ve bu hareketOy-eksenini (veya üzerindeki noktaları) deği̧smez bırakır. Ayrıca,

G2 de Shear, öteleme ve dönmeyi içeren (genel) Galile hareketi x
′

y
′

 =

 1 0

v 1

 cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 x

y

+

 a

b


veya 

x
′′

y
′′

1

 =


1 0 a

v 1 b

0 0 1



x

y

1


olarak tanımlanan bir dönüşümdür. Dolayısıyla, Galilean geometrisi, xOy−düzle-

minde  x
′
= x+ a,

y
′
= vx+ y + b,

(1.1)
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eşitlikleri ile verilen harekete sahip bir geometridir. (1.1) ile verilen hareket altında

ya da buna denk olan  x
′
= x,

y
′
= vx+ y,

ve  x
′
= x+ a,

y
′
= y + b,

eşitlikleri altında xOy-düzlemindeki şekillerin özellikleri deği̧smezdir (Yaglom 2012).

Sonuç olarak, Galilean geometrisi bir doğru üzerindeki kayma ve ötelemenin klasik

mekaniği olarak düşünülebilir.

Son yıllarda birçok yazar Galilean geometrisi ile ilgili birçok çalı̧sma yapmı̧stır. Ya-

glom, 1979 senesinde yazdı̆gıkitapta Galilean geometrisinin fiziksel temellerini or-

taya koymuştur. 1984’te Röschel tarafından Galilean uzayıdaha detaylı incelen-

mi̧stir.

3-boyutlu Öklid uzayı E3 de, eğrisinin tanjant vektörü T ve normal vektörü N

sabit bir vektör ile sabit bir açıyapıyorsa bu eğriye, sırasıyla, genel helis ve slant

helis denir (Struik 1961, Izumiya and Takeuchi 2004). Bir düzlem eğrisi üzerinde

şekillendirilmi̧s silindirlerin jeodezikleridir (Lucas and Ortega-Yagües 2016). Galile

uzayıG3 de ise genel helisler, konik eğriliği τ
κ
6= 0 sabit olan eğrilere denir, bu-

rada κ 6= 0 ve τ , sırasıyla, eğrinin eğriliği ve burulmasıdır, (Röschel 1987). Özel-

likle, a, b ∈ R0 olmak üzere G3 uzayında eğrilikleri τ (x) = b
a
x ve κ (x) = 1

a
x olan

helisler bir koni üzerindedir ve koni üreteçlerinin izogonal yörüngeleri olma özel-

liğine sahiptir. Galile uzaylarında genel helislerin bazıkarakterizasyonları(Ali 2012,

Divjak and Milin-Šipuš2002, Erjavec 2014, Ögrenmis et al. 2007, Nešovíc et al.

2018) ve (Küçükarslan Yüzbaşıand Yoon 2021) de bulunabilir.

Bu tezde, 3-boyutlu Galilean uzayıG3 de bir yüzey üzerinde yatan eğrinin Dar-

boux çatısıkullanarak k = 0, 1, 2 için k−tip slant helislerin tanımıverildi. Eğrinin

geodezik eğriliği kg, normal eğriliği kn ve geodezik torsiyonu τ g kullanarak yüzey

üzerinde yatan bir eğrinin, ekseni izotropik olmayan bir 0−tip slant helis olması

için gerek ve yeter koşul elde edildi. 1-tip slant helisler kavaramı (Küçükarslan

Yüzbaşıand Yoon 2021)’de tanımlanan izotropik eğriler kavramına kaŗsılık gelmek-

tedir. Ayrıca, 3-boyutlu Galilean uzay G3 de bir yüzey üzerinde bir 1−tip ve 2−tip
2



slant helis olmadı̆gıgösterildi.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

{x, y} koordinat sistemi ile verilmi̧s bir düzlemi göz önüne alalım. (x, y) koordinat-

larının t zamanına göre deği̧simini veren mekanik hareket

x = x(t),

y = y(t),

formülleriyle verilir. {x, y} koordinat sisteminin Ox ile Oy eksenlerinin bir α açısı

kadar döndürülmesi ve O orjininin O′ noktasına ötelenmesiyle elde edilen yeni ko-

ordinat sistemine {x′ , y′} diyelim. O halde, {x, y} ile {x′ , y′} koordinat sistemleri

arasındaki bağıntı  x
′
= x cosα + y sinα + a,

y
′
= −x sinα + y cosα + b,

(2.1)

şeklindedir. Burada Ox− ve O′x′−eksenleri arasındaki açının ölçüsü α ve yeni ko-

ordinat sisteminde O′ nun koordinatları(a, b) ile gösterilmi̧stir.

Şimdi eğer {x, y} nin O orjini v hızı ile O′x′ ekseni ile β açısı yapan I doğrusu

boyunca ilerlerse, bu taktirde {x′ , y′} ne göre O noktasının t zamanında a(t) ve b(t)

koordinatları

a(t) = a+ v cos βt,

b(t) = b+ v sin βt,

olup t = 0 da {x, y} ye göre O nun koordinatlarıa ve b dir. Buradan {x′ , y′} ve

{x, y} ye göre bir A noktasındaki (x
′
, y

′
) ve (x, y) koordinatlarıarasındaki bağıntı

x
′

= x cosα + y sinα + (v cos β)t+ a, (2.2)

y
′

= −x sinα + y cosα + (v sin β)t+ b,

bulunur. Buda mekanik anlamlıtüm özelliklerin dönüşümler altında deği̧smeyen for-

müller ile ifade edilebileceği demektir. Zamanın bütün mekanik kurallarısisteminde

aynıolduğu düşünülürse, buna zaman orjinindeki deği̧sim,

t
′
= t+ d

4



dönüşümüde eklenebilir. Buradaki d yeni zaman sisteminde, eski zaman orjininin

zamanıdır (t = 0 anında). Öyleyse

x
′

= x cosα + y sinα + (v cos β)t+ a,

y
′

= −x sinα + y cosα + (v sin β)t+ b,

ve

t
′
= t+ d,

elde edilir. Son verilen formül fizik uzay zamanda bir dönüşümdür. Bu şekildeki

dönüşümlere Galilei dönüşümleri denir (Yaglom 2012).

Tanım 2.1 Galilean uzayıG3, {w, f, I} sıralıideal şekline sahip 3-boyutlu projektif

uzay P3 (R) de tanımlıbir Cayley-Klein uzayıdır. Burada, w ideal düzlemlerinin bir

reel düzlemini, f ⊂ w ideal doğrularının bir reel doğrusunu ve I ∈ f ideal noktaların

sabit eliptik evrimidir (Divjak 1997).

G3 uzayının bir reel modeli olarak, ε eliptik involusyonu ile birlikte f ⊂ w reel

doğrusunu ve w ⊂ G3 reel düzlemini içeren {w, f} idealine sahip bir reel P3 projektif

uzayınıalabiliriz. Uygun koordinatlarda ε eliptik involusyonunu, w ideal düzlemi

x0 = 0 ve f ideal doğrusunu x0 = x1 = 0 olmak üzere

ε : (0 : 0 : x2 : x3)→ (0 : 0 : x3 : −x2),

dir.

(x0 : x1 : x2 : x3) = (1 : x : y : z)

ile tanımlıafin koordinatlarda G3 uzayının hareket grubu H8 benzerlik grubu
x̄ = a11 + a12x,

ȳ = a21 + a22x+ a23y cosϕ+ a23z sinϕ,

z̄ = a31 + a32x− a23y sinϕ+ a23z cosϕ,

(2.3)

formundadır. Burada, aij (i, j = 1, 2, 3) ve ϕ birer gerçek sayıdır. Özel olarak,

a12 = a23 = 1 alındı̆gında Galile uzayının B6 ⊂ H8 izometrilerinin hareket grubu

elde edilir ve

B6........


x
′
= a+ z,

y
′
= b+ cx+ y cosϕ+ z sinϕ,

z
′
= d+ ex− y sinϕ+ z cosϕ,

(2.4)
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dir (Kamenarovíc 1991).

Uyarı2.1 3−boyutlu Galilean uzayıG3 de verilen hareket boyunca doğrular aşağı-

daki şekilde dört sınıfa ayrılır.

1) Reel non-izotropik dŏgrular : f ideal doğrusunu kesmez

2) Reel izotropik dŏgrular : w ideal düzlemine ait olmayan, fakat f ideal doğrusunu

kesen

3) Reel olmayan non-izotropik dŏgrular : f den başka w nin bütün doğrularıdır.

4) f ideal dŏgrusu. (Kamenarovíc 1991)

Uyarı2.2 3−boyutlu Galilean uzayıG3 de noktalar

(i) Esas noktalar (w üzerinde),

(ii) Mutlak olmayan ideal noktalar (f üzerinde olmayan)

(iii) Mutlak ideal (f üzerinde) noktalar

olmak üzere üç sınıfa ayrılır (Röschel 1987).

Tanım 2.2 3−boyutlu Galilean uzayıG3 de ortonormal baz {e1 = (1, 0, 0), e2 =

(0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)} olmak üzere e2 ile e3 vektörlerine paralel olan düzlemlere,

Öklid düzlemler ve e2 ile e3 vektörlerine paralel olmayan düzlemlere genel durumdaki

düzlemler denir (Artıkbayev and Sokolov 1991).

Diğer bir ifade ile G3, 3-boyutlu Galilean uzayında x = sabit düzlemi Öklid düzlemi

denir. Çünkü, G3 uzayının indirgenmi̧s geometrisi Öklid dir. Aksi takdirde, x =

sabit düzlemine izotropik düzlem denir.

Her u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) ∈ G3 için skaler (iç) çarpım

〈u, v〉 =

 u1v1 , u1 6= 0 veya v1 6= 0;

u2v2 + u3v3 , u1 = 0 ve v1 = 0,
(2.5)

ve skaler çarpma yardımıyla bir u = (u1, u2, u3) ∈ G3 vektörünün normu

‖u‖ =

 |u1| , u1 6= 0;√
u22 + u23 , u1 = 0,

(2.6)

ile tanımlıdır. Ayrıca, u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) ∈ G3 vektörlerinin vektörel
6



çarpımı

u×G v =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 e2 e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (2.7)

ile tanımlıdır. Burada e2 = (0, 1, 0) ve e3 = (0, 0, 1) dir.

Tanım 2.3 3−boyutlu Galilean uzayıG3 de izotropik olmayan iki birim vektör

a = (1, a2, a3) ve b = (1, b2, b3) arasındaki açıϕ olmak üzere

ϕ =
√

(a2 − b2)2 + (a3 − b3)2,

dir. Diğer bir ifade ile; izotropik olmayan iki birim vektör arasındaki açının ölçüsü,

vektör arasındaki uzaklık olarak tanımlanır (Röschel 1987).

Tanım 2.4 3−boyutlu Galilean uzayıG3 de bir birim izotropik olmayan x =

(1, x2, x3) ve bir izotropik y = (0, y2, y3) vektörleri aralarındaki açıψ olmak üzere

ψ =
x2y2 + x3y3√

y22 + y23
, (2.8)

dir (Röschel 1987).

Tanım 2.5 3−boyutlu Galilean uzayıG3 de izotropik iki vektör c = (0, c2, c3) ve

d = (0, d2, d3) arasındaki açıω, aralarındaki Öklid açısına eşittir. Yani,

cosω =
c2d2 + c3d3√
c22 + c23

√
d22 + d23

, (2.9)

dir (Röschel 1987).
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3. G3 DE EĞRİLER TEORİSİ

Tanım 3.1 3−boyutlu Galilean uzayıG3 de bir eğri α(t) = (x(t), y(t), z(t)) olsun.

Eğer α eğrisinin bükülme noktasıve izotropik teğeti yoksa, yani; α̇(t)× ä(t) 6= 0 ve

ẋ(t) 6= 0 ise α ya kabul edilebilir (admissible) ĕgri denir.

Her kabul edilebilir (admissible) eğrinin parametrik ifadesi

α(x) = (x, y(x), z(x)). (3.1)

olup yay uzunluğu parametresi ds = |ẋ(t)dt| = |dx| ile tanımlanır. Basit olması

açısından, α eğrisinin yay uzunluğu parametresi olarak ds = dx ve s = x alabiliriz.

α eğrisinin eğriliği κ ve torsiyonu τ , sırasıyla,

κ(x) =
√
y′′(x)2 + z′′(x)2, τ(x) =

y′′(x)z′′′(x)− y′′′(x)z′′(x)

κ2(x)
. (3.2)

ile tanımlıdır. Ayrıca, α eğrisinin teğet vektörü T , asli normal vektörüN ve binormal

vektörü B olmak üzere

T (x) = (1, y′ (x) , z′ (x)) ,

N(x) = 1
κ(x)

(0, y′′ (x) , z′′ (x)) ,

B(x) = 1
κ(x)

(0,−z′′ (x) , y′′ (x)) ,

(3.3)

dir. Buradan α eğrisinin Frenet denklemleri
T ′(x)

N ′(x)

B′(x)

 =


0 κ(x) 0

0 0 τ(x)

0 −τ(x) 0



T (x)

N(x)

B(x)

 , (3.4)

olup

T ×N = B, N ×B = 0, B × T = N, (3.5)

dir. Dahası, (3.3) ve (3.4) eşitliklerini kullanarak

y′′′ =
κ′

κ
y′′ − τz′′, z′′′ =

κ′

κ
z′′ + τy′′, (3.6)

eşitlikleri elde edilir.

8



3−boyutlu Galilean uzayıG3 de {T,N,B} Frenet çatısıα eğrisi boyunca hareket

ettiğinde, Frenet çatısıbir eksen etrafında dönme hareketi yapar. Bu eksenin doğrul-

tusuna Darboux vektörü (merkez dü̆güm) denir ve

T ′ (x) = D (x)× T (x) ,

N ′ (x) = D (x)×N (x) ,

B′ (x) = D (x)×B (x) .

denklemlerini sağlayan

D(x) = τ(x)T (x) + κ(x)B(x). (3.7)

vektörü ile ifade edilir.

Tanım 3.2 3−boyutlu Galilean uzayıG3 de bir eğri ϕ ve {T,N,B}, ϕ boyunca

pozitif Frenet çatısıolsun. Eğer κ ve τ , ϕ boyunca pozitif sabitlerse, bu taktirde ϕ

ye Frenet çatısına göre bir dairesel helis denir (Ögrenmis et al. 2007).

Tanım 3.3 3−boyutlu Galilean uzayıG3 de ϕ bir eğri ve {T,N,B}, ϕ boyunca

Frenet çatısıolsun.
κ

τ
= sabit

olacak şekilde ϕ eğrisine Frenet çatısına göre bir genel helis denir (Ögrenmis et al.

2007).

Tanım 3.4 3−boyutlu Galilean uzayıG3 de bir ϕ eğrisinin normali sabit bir doğrultu

ile sabit bir açıyapıyorsa ϕ eğrisine slant helis denir (Nešovíc et al. 2018).

3.1 G3 de Darboux çatısı

M , G3 uzayında C2-sınıfından bir yüzey ve parametrik ifadesi

X : U ⊂ R −→ G3
(u1, u2) −→ X (u1, u2) = (x (u1, u2) , y (u1, u2) , z (u1, u2))

(3.8)

olsun. Burada, x, y ve z fonksiyonlarının ui (i = 1, 2) ye göre kısmi türevlerini,

sırasıyla, xui = ∂x
∂ui
, yui = ∂y

∂ui
ve zui = ∂z

∂ui
olarak göstereceğiz. Eğer bu yüzey için

Xu1 6= 0, Xu2 6= 0, Xu1 ×Xu2 6= 0
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şartlarısağlanıyorsa bu regle yüzeye regülerdir denir (Divjak and Šipuš2003). Ayrıca,

M yüzeyinin birinci temel formu ds2 nin matrisi

ds2 =

 ds21 0

0 ds22

 ,
şekilde verilir. Burada, Xui vektörlerinin yz-düzlemine X̃ui izdüşümleri olmak üzere

i, j = 1, 2 için gi = Xui ve hij =
〈
X̃ui , X̃uj

〉
olup ds1 = (g1du1 + g2du2)

2 ve ds2 =

h11du
2
1 + 2h12du1du2 + h22du

2
2 dir.

Burada, M yüzeyinin birim normal vektör alanı

n =
Xu1 ×G Xu2

‖Xu1 ×G Xu2‖
=

1

w
(0, xu2zu1 − xu1zu2 , xu1yu2 − xu2yu1) ,

ile tanımlıolup

w =

√
(xu2zu1 − xu1zu2)

2 + (xu1yu2 − xu2yu1)
2

dir.

G3 uzayında Frenet çatısı{T,N,B} ile eğrilikleri κ (x) ve τ(x) olan bir birim hız eğri

α : I ⊆ R −→M ⊂ G3 olsun. Çatıvektörler alanları, eğrileri ve yüzeyleri incelemek

için çok kullanı̧slıbir araç olmasına kaŗsınM yüzeyi üzerindeki α eğrisinin {T,N,B}

Frenet çatısıyüzeyinin geometrisini tanımlamak için yeterli değildir. Bu nedenle, α

eğrisi ve M yüzeyinin geometrisi arasındaki ili̧skiyi incelemek için α eğrisinin başka

bir çatısına ihtiyacımız vardır. Bu çatıya, α eğrisinin Galilean Darboux çatısıdenir

ve {T, ζ, η} ile gösterilir. Burada, T, ζ ve η vektörleri, sırasıyla, α eğrisinin birim

teğet vektör alanıve α eğrisinin α (x) noktasındakiM yüzeyinin birim normal vektör

alanıve ζ = η ×G T olan vektör alanıdır.

Dahası, α eğrisinin Frenet çatısı {T,N,B} ile Galilean Darboux çatısı {T, ζ, η}

arasında  ζ

η

 =

 cosφ sinφ

− sinφ cosφ

 N

B

 ,
bir dönüşüm vardır. Burada, φ, M yüzeyinin normal vektörü η ile α nın binormal

vektörü B arasındaki açıdır.

10



Diğer taraftan, α eğrisinin Galilean Darboux denklemleri
T ′(x)

ζ ′(x)

η′(x)

 =


0 κg(x) κn (x)

0 0 τ g(x)

0 −τ g(x) 0



T (x)

ζ(x)

η(x)

 , (3.9)

şekilde ifade edilir. Burada, κg, κn, ve τ g fonsiyonlarına, sırasıyla, α eğrisinin geo-

dezik eğriliği, normal eğriliği ve geodezik torsiyonu denir (Şahin 2013).

Lemma 3.1 G3 uzayında bir yüzey M ve M üzerinde eğrilikleri κg, κn, ve τ g olan

birim hızlıbir eğri α : I ⊂ R→M olsun. O halde,

(i) α eğrisi M üzerinde bir geodezik eğridir ⇐⇒ κg = 0;

(ii) α eğrisi M üzerinde bir asimptotik eğridir ⇐⇒ κn = 0;

(iii) α eğrisi M üzerinde bir eğrilik çizgisidir ⇐⇒ τ g = 0,

(Şahin 2013).
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4. G3 UZAYINDA BİR YÜZEY ÜZERİNDEKİ K-TİP SLANT HE-

LİSLER

Bu bölümde, G3 uzayında bir M yüzey üzerinde {T, ζ, η} Darboux çatısınıkulla-

narak k−tip slant helislerin tanımınıvereceğiz. M yüzey üzerindeki bir eğrinin bir

k−tip slant helis olması için gerekli ve yeterli koşullarıeğrisinin geodezik eğriliği,

normal eğriliği ve geodezik torsiyonu cinsinden vereceğiz. Ayrıca, helislerin, eksen-

lerinin vektörel ifadesini vereceğiz.

G3 uzayında C2 sınıfından bir yüzey M ve M nin parametrik ifadesi

X : U ⊂ R2 −→ G3
(u1, u2) −→ X(u1, u2) = (x(u1, u2), y(u1, u2), z(u1, u2))

olsun. M yüzeyi üzerinde {T, ζ, η} Darboux çatılıbirim hızlıbir eğri

α : I ⊂ R −→M

olmak üzere α eğrisinin parametrik ifadesi

α(s) = X(u1u2, u2u1)

dir. O halde, α eğrisinin birim tanjant vektörü

T = α
′
(s) = Xu1

du1
ds

+Xu2

du2
ds

veya

T =

xu1 du1ds + xu2
du2
ds︸ ︷︷ ︸

dx
ds

, yu1
du1
ds

+ yu2
du2
ds︸ ︷︷ ︸

dy
ds

, zu1
du1
ds

+ zu2
du2
ds︸ ︷︷ ︸

dz
ds

 (4.1)

olarak yazabiliriz.Burada Xu1 = ∂X
∂u1

= (xu1 , yu1 , zu1) ve Xu2 = ∂X
∂u2

= (xu2 , yu2 , zu2)

dir.

Ayrıca, T birim izotropik olmayan bir vektör olduğundan

dx

ds
= xu1

du1
ds

+ xu2
du2
ds

= 1
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dir. Dahası, α eğrisinin Darboux vektörleri

T =

(
1,
dy

ds
,
dz

ds

)
(4.2)

η =
1

w
(0, xu2zu1 − xu1zu2 , xu1yu2 − xu2yu1) = (0, η2, η3)

ζ = η ×G T = (0, η3,−η2)

dir. Burada,

η2 =
xu2zu1 − xu1zu2

w
|α(s), (4.3)

η3 =
xu1yu2 − xu2yu1

w
|α(s)

dir. Şimdi

T = V0, ζ = V1, η = V2.

olmak üzere aşağıdaki tanımıverebiliriz.

Tanım 4.1 G3 uzayında bir M yüzey üzerinde {V0, V1, V2} Darboux çatılıbirim

hızlıbir eğri α olsun. Eğer, k = 0, 1, 2 için U ∈ G3 sıfırdan farklıbir sabit vektör

var ve Vk ile U arasındaki açısabit ise α eğrisine bir k−tip slant helis ve U sabit

vektörüne de helisin ekseni denir.

Burada, k = 0, 1, 2 için Darboux çatı vektörleri Vk ların sabit olması durumunu

ele almayacağız. Çünkü, Vk lar sabit olduğunda herhangi bir sabit vektörle sabit

açıyapacağıaşikardır. Şimdi, α eğrisinin 0−tip, 1−tip ve 2−tip slant helis olduğu

durumlarıinceleyeceğiz.

4.1 0−tip slant helisler

Kabul edilim ki α eğrisi bir 0−tip slant helis olsun. O halde, Tanım 4.1 dan G3
uzayında sıfır olmayan sabit bir U vektörü vardır öyleki T ile U arasındaki açı

sabittir. Burada, A) U birim izotropik olmayan vektör; B) U birim izotropik vektör

olmak üzere iki durum vardır.

A) U birim izotropik olmayan vektör:

α eğrisinin tanjant vektörü T de bir izotropik olmayan vektör olduğundan Tanım

2.3 dan T =
(
1, dy

ds
, dz
ds

)
ile U = (1, u2, u3) arasındaki açıϕ olmak üzere

ϕ2 = (
dy

ds
− u2)2 + (

dz

ds
− u3)2 = c2 = sabit 6= 0,
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dir. Öyleyse

dy

ds
− u2 = c sin θ, (4.4)

dz

ds
− u3 = c cos θ,

yazılabilir. Burada, θ = θ (s) dir. Yukarıdaki ifadelerin s ye göre iki kez türevlerini

alırsak

d2y
ds2

= cθ′ cos θ, d2z
ds2

= −cθ′ sin θ,
d3y
ds3

= cθ′′ cos θ − c (θ′)
2

sin θ, d3z
ds3

= −cθ′′ sin θ − c (θ′)
2

cos θ,
(4.5)

olarak elde edilir.(3.9) eşitliğinden

T ′ =

(
0,
d2y

ds2
,
d2z

ds2

)
= κgζ + κnη (4.6)

olup (4.6) eşitliği kullanılarak(
0,
d2y

ds2
,
d2z

ds2

)
= κg (0, η3,−η2) + κn (0, η2, η3)

eşitliği elde edilir. Buradan
d2y

ds2
= κgη3 + κnη2 (4.7)

d2z

ds2
= −κgη2 + κnη3 (4.8)

dir. (4.7) ve (4.8) den

cθ
′
cos θ = κnη3 + κgη2

−cθ′ sin θ = −κgη2 + κnη3

olup

η2 =
c

κ2g + κ2n
(κnθ

′ cos θ + κgθ
′ sin θ) (4.9)

η3 =
c

κ2g + κ2n
(κgθ

′ cos θ − κnθ′ sin θ)

bulunur. (4.6) eşitliğinin s ye göre türevi alınır ve (3.9) eşitliği kullanılırsa

T
′′

= (k
′

g − knτ g)ζ + (k
′

n + kgτ g)η
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eşitliği elde edilir. (4.2) eşitliği kullanılarak yukarıdaki eşitlikten

d3y

ds3
= (κ′n + κgτ g) η2 +

(
κ′g − κnτ g

)
η3 (4.10)

d3z

ds3
= −

(
κ′g − κnτ g

)
η2 + (κ′n + κgτ g) η3

elde edilir. (4.10) eşitliklerinden

cθ′′ cos θ − c (θ′)
2

sin θ = κ′nη2 + κ′gη3 − τ g(−κgη2 + κnη3)

dir ve (4.8) eşitliğinden

cθ′′ cos θ − c (θ′)
2

sin θ = κ′nη2 + κ′gη3 + cτ gθ
′
sin θ

olup (4.9) eşitliğinden

cθ′′ cos θ − c (θ′)
2

sin θ =
cκ

′
n

κ2g + κ2n
(κnθ

′
cos θ + κgθ

′
sin θ)

+
cκ

′
g

κ2g + κ2n
(κgθ

′
cos θ − κnθ

′
sin θ)

dir. Gerekli i̧slemler yapıldı̆gında

cθ′′ cos θ − c (θ′)
2

sin θ = c
κ
′
nκn + κ

′
gκg

κ2g + κ2n
θ
′
cos θ + c(

κ
′
nκg + κ

′
gκn

κ2g + κ2n
+ τ g)θ

′
sin θ

elde edilir. Burada, cos θ ve sin θ katsayılarıeşitlenirse

θ′′ =
κ′nκn + κ′gκg

κ2g + κ2n
θ
′

(4.11)

(θ′)
2

= −(
κ
′
nκg + κ

′
gκn

κ2g + κ2n
+ τ g)θ

′
(4.12)

bulunur. Eğer θ
′

= 0 ise α eğrisinin tanjant vektörü T = sabit dir. Bu ise kab-

ulümüzle çeli̧sir. O halde, θ
′ 6= 0 dır. Dolayısıyla, (4.12) eşitliğinden

θ′ = −
κ′nκg − κ′gκn
κ2g + κ2n

− τ g

ve (4.11) eşitliğinden

θ′′ =
κ′nκn + κ′gκg

κ2g + κ2n
θ′ (4.13)

θ′′

θ′
=

κ′nκn + κ′gκg

κ2g + κ2n

ln θ′ =
1

2
ln
(
κ2g + κ2n

)
+ C1

θ′ = A
′
√
κ2g + κ2n
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dir. Burada C1 interpol sabiti olup A ∈ R+ dir. (4.13) eşitliklerinden

A
(
κ2g + κ2n

)
=
κ′gκn − κ′nκg
κ2g + κ2n

− τ g

veya
κ′gκn − κ′nκg
(κ2g + κ2n)

3
2

− τ g√
κ2g + κ2n

= sabit = A (4.14)

dir.

Kaŗsıt olarak
κ′gκn − κ′nκg
(κ2g + κ2n)

3
2

− τ g√
κ2g + κ2n

= sabit = A ∈ R+ (4.15)

olsun.U birim izotropik olmayan bir vektör olmak üzere

U = T +
1

A

(
kn√
k2g + k2n

ζ − kg√
k2g + k2n

η

)
(4.16)

olsun. (4.16) ifadesinin s ye göre türevi alınır ve (3.9) ile verilen Darboux çatı

denklemleri kullanıldı̆gında

U
′
= kgζ + knη + 1

A

(
kg

k
′
nkg−k

′
gkn

(k2g+k
2
n)
3/2 ζ + kn√

k2g+k
2
n

(τ gη)− k′n
k
′
gkn−k

′
nkg

(k2g+k
2
n)
3/2η − kg√

k2g+k
2
n

(−τ gζ
)

= kgζ + knη + 1
A

(
k
′
gkn−k

′
nkg

(k2g+k
2
n)
3/2 (−kgζ − knη)− τg√

k2g+k
2
n

(−kgζ − knη)

)
= kgζ + knη + 1

A

(
k
′
gkn−k

′
nkg

(k2g+k
2
n)
3/2 − τg√

k2g+k
2
n

)
(−kgζ − knη)

olup (4.15) ifadesinden

U
′
= kgζ + knη − kgζ − knη = 0

olarak buluruz. Böylece U bir sabit vektördür. O halde, Tanım 2.3 dan kolayca T

ile U arasındaki ϕ açısının ϕ = |A| olduğu görülür. Dolayısıyla Tanım 4.1 dan α

ekseni U olan bir 0−tip slant helistir.

Teorem 4.1 3−boyutlu Galilean uzayıG3 de bir yüzeyM veM üzerinde {T, ζ, η}

Darboux çatılıbir eğri α olsun.O halde α bir 0−tip slant helis olmasıiçin gerek ve

yeter koşul
κ′gκn − κ′nκg
(κ2g + κ2n)

3
2

− τ g√
κ2g + κ2n

= sabit

dir.Burada τ g 6= 0, κg 6= 0, ve κn 6= 0 dır.
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Sonuç 4.1 3−boyutlu Galilean uzayıG3 de bir yüzey M ve M üzerinde bir 0−tip

slant helis α olsun.O halde α nın ekseni

U = T +
1

A

(
kn√
k2g + k2n

ζ − kg√
k2g + k2n

η

)

dır. Burada A ∈ R+ ve A =
κ′gκn−κ′nκg
(κ2g+κ

2
n)

3
2
− τg√

κ2g+κ
2
n

dir.

B) U birim izotropik vektör:

α eğrisinin tanjant vektörü T de bir izotropik vektör olduğundan Tanım 2.4 dan

T =
(
1, dy

ds
, dz
ds

)
ile U = (0, u2, u3) arasındaki açıψ olmak üzere

ψ =
dy
ds
u2 + dz

ds
u3√

u22 + u23︸ ︷︷ ︸
1

=
dy

ds
u2 +

dz

ds
u3 = sabit 6= 0, (4.17)

dir. Öyleyse
dy

ds
u2 +

dz

ds
u3 = c

yazılabilir. Burada, c ∈ R0 dir. Yukarıdaki ifadelerin s ye göre türev alırsak

d2y

ds2
u2 +

d2z

ds2
u3 = 0

olarak elde edilir. (4.6) ve (4.7) dan

(κnη2 + κgη3)u2 + (−κgη2 + κnη3)u3 = 0 (4.18)

veya

(u2κn − u3κg) η2 + (u2κg + u3κn) η3 = 0

elde edilir. η2 6= 0 ve η3 6= 0 olduğundan u2κn − u3κg = 0

u2κg + u3κn = 0
(4.19)

yazılabilir. Burada birinci denklemden

u2 =
κg
κn
u3, κn 6= 0 ve κg 6= 0

dir ve ikinci denklemde yerine yazılırsa(
κ2g + κ2n
κn

)
u3 = 0 (4.20)
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elde edilir. Burada u3 = 0 ve u2 = 0 elde edilir. Öyleyse U = (0, u2, u3) = (0, 0, 0)

dır. Dolayısıyla, bu bir çeli̧ski olup kabulümüz yanlı̧stır. Diğer bir ifade ile, ekseni

izotropik U = (0, u2, u3) olan bir T−slant helis yoktur.

Teorem 4.2 3−boyutlu Galilean uzayıG3 de ekseni izotropik vektör olan bir 0−tip

slant helis yoktur.

4.2 1−tip slant helisler

A) U birim izotropik olmayan vektör:

α eğrisinin tanjant vektörü ζ de bir izotropik olmayan vektör olduğundan Tanım 2.4

dan ζ = (0, η3,−η2) ile U = (1, u2, u3) arasındaki açıψ olmak üzere,

ψ =
η3u2 − η2u3√

u22 + u23︸ ︷︷ ︸
1

= sabit, ve u2, u3 ∈ R0

dir. Burada, η = (0, η2, η3), M yüzeyinin birim normal vektör alanıolduğundan

‖η‖ =
√
η22 + η23 = 1 (4.21)

dir. Öyleyse

ψ = η3u2 − η2u3 = c, (4.22)

yazılabilir. (4.22) eşitliğinin s ye göre bir kez türevlerini alırsak

η
′

3u2 − η
′

2u3 = 0,

olup (3.9) ifadesinden

(τ gη2)u2 − (τ gη3)u3 = 0, (4.23)

(τ gu2)η2 − (τ gu3)η3 = 0

elde edilir. ζ = (0, η3,−η2) 6= 0 olduğundan τ gu2 = 0

τ gu3 = 0

sistemi elde ederiz. Burada,

1) u2 = 0, u3 = 0 ise u22 + u23 = 1 olmasıyla çeli̧sir.
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2) τ g = 0 ise ζ bir sabit vektör olacağından kabulümüzle çeli̧sir. O halde ekseni

izotropik olmayan bir 1−tip slant helis yoktur.

B) U birim izotropik vektör:

α eğrisinin tanjant vektörü ζ de bir birim izotropik olmayan vektör olduğundan

Tanım 2.5 den ζ = (0, η3,−η2) ile U = (0, u2, u3) arasındaki açıω olmak üzere

cosω =
η3u2 − η2u3√
−η22 + η23︸ ︷︷ ︸

1

√
u22 + u23︸ ︷︷ ︸
1

= sabit 6= 0, ve u2, u3 ∈ R0

olup

cosω = η3u2 − η2u3 = c = sabit, (4.24)

yazılabilir. Burada, c ∈ R0 dir. Yukarıdaki ifadelerin s ye göre,bir,kez türevlerini

alırsak;

η
′

3u2 − η
′

2u3 = 0, (4.25)

olup (3.9) ifadesinden

τ gη3u2 − τ gη2u3 = 0,

veya

(τ gu2)η3 − (τ gu3)η2 = 0,

dır. Buradan  u2τ g = 0

u3τ g = 0

elde edilir. Burada,

1) u2 = 0, u3 = 0 ise u22 + u23 = 1 olmasıyla çeli̧sir.

2) τ g = 0 ise ζ bir sabit vektör olacağından kabulümüzle çeli̧sir. O halde ekseni

izotropik olmayan bir 1− tip slant helis yoktur.

Öyleyse aşağıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.3 3−boyutlu Galilean uzayıG3 de birM yüzey üzerinde bir 1−tip slant

helis yoktur.
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4.3 2−tip slant helisler

Ã) U birim izotropik olmayan vektör:

α eğrisinin tanjant vektörü η de bir izotropik olmayan vektör olduğundan Tanım 2.4

dan η = (0, η2, η3) ile U = (1, u2, u3) arasındaki açıϕ olmak üzere

ϕ =
η2u2 + η3u3√

u22 + u23
= sabit, ve u2, u3 ∈ R0 (4.26)

dir. Burada, η = (0, η2, η3), M yüzeyinin birim normal vektör alanıolduğundan

‖η‖ =
√
η22 + η23 = 1 (4.27)

dir. Öyleyse

ϕ = η2u2 + η3u3 = sabit (4.28)

yazılabilir. (4.28) eşitliğinin s ye göre bir kez türevlerini alırsak

ϕ′ = η
′

2u2 + η
′

3u3 = 0,

olup (3.9) ifadesinden

ϕ′ = (τ gu2)η3 − (τ gu3)η2 = 0,

elde edilir. η = (0, η2, η3) 6= 0 olduğundan u2τ g = 0

u3τ g = 0

sistemi elde ederiz. Burada

1) u2 = 0, u3 = 0 ise u22 + u23 = 1 olmasıyla çeli̧sir.

2) τ g = 0 ise η bir sabit vektör olacağından kabulümüzle çeli̧sir. O halde ekseni

izotropik olmayan bir 2−tip slant helis yoktur.

B̃) U birim izotropik vektör:

α eğrisinin tanjant vektörü η de bir izotropik olmayan vektör olduğundan Tanım 2.5

den η = (0, η2, η3) ile U = (0, u2, u3) arasındaki açıβ olmak üzere

cos β =
η2u2 + η3u3√
η22 + η23︸ ︷︷ ︸
1

√
u22 + u23︸ ︷︷ ︸
1

= sabit 6= 0, ve u2, u3 ∈ R0
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olup

cos β = η2u2 + η3u3 = c = sabit, (4.29)

yazılabilir. Burada, c ∈ R0 dir. Yukarıdaki ifadelerin s ye göre bir kez türevlerini

alırsak;

η
′

2u2 + η
′

3u3 = 0,

olup (3.9) ifadesinden

τ gη2u2 + τ gη3u3 = 0, (4.30)

veya

(τ gη2)u2 + (τ gη3)u3 = 0,

dir. Burada  u2τ g = 0

u3τ g = 0

elde edilir. Burada u3 = 0 ve u2 = 0 elde edilir. Öyleyse U = (0, u2, u3) = (0, 0, 0)

dır. Dolayısıyla, bu bir çeli̧ski olup kabulümüz yanlı̧stır. Diğer bir ifade ile, ekseni

izotropik U = (0, u2, u3) olan bir η−slant helis yoktur.

Teorem 4.4 3−boyutlu Galilean uzayıG3 de birM yüzey üzerinde bir 2−tip slant

helis yoktur.
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