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OZET

GAMMA OPERATORLERININ YENI MODIFIKASYONLARININ
INCELENMESI

Omiir BETUS
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Dog¢. Dr. FUAT USTA
Haziran 2021, 37 sayfa

Bu tezde, Bohman-Korovkin anlaminda polinomlar1 koruyan Gama operatorlerinin yeni
modifikasyonu ele alinmakta ve yaklasim 6zellikleri incelenmektedir: Voronovskaya tipi
teoremler, agirlikli yaklasim ve yakinsama hiz1 yakalanmaktadir. Yeni modifiye edilen
operatorlerin klasik olanlara gore etkinligi de bazi1 agilardan sunulmaktadir. Gamma
operatorlerinin yeni yapilarinin performansini tek boyutlu bir yaklasim baglaminda
vurgulayan gorsel ornekler de sunulmaktadir.

Anahtar sozciikler: Gamma operatorii, Voronovskaya teoremi, Agirlikli yaklagim.
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ABSTRACT

A NEW MODIFICATION OF GAMMA OPERATORS

Omiir BETUS
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master’s Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Fuat USTA
June 2021, 37 pages

In this thesis, the new modification of Gamma operators that protect polynomials in
the sense of Bohman-Korovkin is discussed and their approach properties are examined:
Voronovskaya type theorems, weighted approach and convergence rate are captured. The
efficiency of the newly modified operators over the conventional ones is also presented in
some respects. Visual examples highlighting the performance of new structures of Gamma
operators in the context of a one-dimensional approach are also presented.

Keywords: Gamma operators, Voronovskaya type theorem,Weighted approximation.
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1. GIRIS

Matematiksel analizde Onemli bir yer tutan yaklasim teorisi 19. yiizyildan bu
yana matematikcilerin ilgisini ¢ekmistir. Sadece matematikcilerin degil miithendislik
bilimlerinden, bilgisayar destekli geometrik tasarim ve modellemeye kadar bir ¢ok alandaki
bilim insaninin ¢aligmalarina 151k tutmustur. Bu alanda yapilan caligmalar1 bir de bilgisayar
hesaplamalar1 destekleyince, popiileritesini giiniimiize kadar korumustur. Bu yiizden
yaklasim teorisi analizin bir ¢ok alt daliyla iligkilidir. Buna ek olarak sinyal igleme ve veri
gosterimi gibi fizik ve mithendislik konularinda da kullanilmaktadir.

Yaklagim teorisinin temel amaci, daha islevsel ve 6zelliklerine hakim olunan fonksiyonlar
yardimiyla anlamlandirilmaya calisilan fonksiyona ulagsmaktir. Bu yolla hem ifade
edilmek istenen fonksiyon daha iyi anlagilacak hem de zor ve anlasilmasi gii¢ islemler ve
hesaplamalardan kag¢inilmis olacaktir. Yaklasim teorisi, hakkinda daha onceleri bir cok
arastirma ve gelistirme yapilsada ilk olarak 1885 yilinda Weierstrass tarafindan ana fikri
stirekli fonksiyonlara yaklagim olan ve kendi ismi ile anilan teoremi tanitip ispatlamisiyla
biiyiik bir gelisme kaydetmigtir. Weierstrass [1], bu teoremde [a,b] kompakt araligindaki
diizgiin siirekli her fonksiyona [a,b] arahiginda diizgiin olarak yakinsayan bir polinomlar
dizisinin varligindan bahsetmistir.

Giiniimiize yaklasildikca bu konu hakkinda litaratiire bir ¢ok icerik kazandirilmistir.
Ozellikle de gectigimiz 70 yilda bir ¢cok gelisme kaydedilmistir. Bizimde ilgimizi
ceken ve yaklagim teorisinde énemli bir yere sahip olan bu gelismelerden biride lineer
pozitif operatorlerin yaklagim ozellikleridir. Ozellikle 1950’li yillarin basinda lineer
pozitif operator dizilerinin, sinirli ve kapali bir aralik iizerinde siirekli bir fonksiyona
diizgiin yakinsadigini veren teoremin ispatlanmasiyla daha da biiyiik bir dnem kazanmigtir.
1950’lerde H. Bohman ve P. P. Korovkin birbirlerinden bagimsiz olarak tanittiklari teorem
litaratiirde Bohman-Korovkin teoremi [2] olarak yer almistir. Bu teorem, (Lj,),> lineer
pozitif operatorler dizisinin belli kosullar1 gergeklemesi durumunda C[a, b uzayinda olan
ve tiim reel eksende sinirli olan bir fonksiyona diizgiin olarak yakinsamasin ifade eder.

Dolayisiyla bu teorem lineer pozitif opratorler hakkinda fikir sahibi olmamizi saglar.



Bu gelismeler 15181nda yaklagim teorisinde yillarca yaklagim 6zellikleri incelenen ve hedef
fonksiyona daha iyi bir yaklagima ulagmak i¢in her gegen giin yenileri tanimlanan bir lineer
pozitif operatdrde Gamma operatorleridir. Yaklagim teorisinde en yaygin olarak kullanilan
Gamma operatorlerinden biri Lupas ve Miiller [3] tarafindan sunulan Gamma operatoriidiir
ve hedef fonksiyona daha iyi bir yaklasim bulmak i¢in yaygin olarak kullanilmaktadir.

Lupas ve Miiller’e ait Gamma operatorii su sekildedir,

Golf0) = | K (%) (1.1)
n+1
Ky(x,u) = ﬁeﬂ”u” , VxeRT:=(0,0) , neN (1.2)

Daha sonra, litaratiirde bir ka¢ Gamma operatorii daha tanitildi. Bu yeni operatorlerin
geleneksel olan operatorlere benzer yaklagim ozellikleri oldugu gosterilmistir. Ornegin, bu

operatorlerden biri de Zeng [4] tarafindan su sekilde tanitildi,

Gy (fox) = /O K o) f (2 du (1.3)
.o
K (x,u) :x"F(n)e xy"™ ! YxeRT:=(0,00) , neN (1.4)

Bu operatorlerin yardimiyla, hedef fonksiyona daha iyi bir yakinsama saglayan modifiye
edilmis Gamma operatorii inga edecegiz. Geleneksel Gamma operatorlerinden hareketle

modifiye ettigimiz Gamma operatorlerimizden ilki [5] su sekildedir,

G5 = [ " Kol ) f () (15)
K _ Ty Vx € R := (0,00 N 1.6
n(x,u)—me u , VX & —( s ) , ne ( . )



ikincisi [6] asagidaki sekilde tanimlanir.

G (fx) = /OOOK,’;(x,u)f( <n_u}/)n<n_2)>du (1.7)

xn

—xu'/" +.
v RT:=(0,0 N 1.8
F(n l)e , VX E ( , ) , nE (1.8)

K (x,u) =
Yukarida sozii edilen bildirilerin yardimiyla ele alinan bu tezin amaci, sabit fonksiyonlari
yeniden lireten Gamma operatorlerinin modifikasyonuna dayanan kavramsal bir teorik
cerceve saglamak ve modifiye edilmis klasik Gamma operatorlerinin yeni yapilarinin
performasini tek boyutlu bir yaklasim baglaminda vurgulayan gorsel 6rnekler sunmaktir.
Bu calismanin geri kalani asagidaki gibi diizenlenmistir.
Su ana kadar iizerinde durulan yaklasim teorisinin ortaya ¢ikisi, lineer pozitif operator olan
Gamma operatoriiniin geligsimi tezin girig kismini olusturmaktadir.
Tezin ikinci boliimiinde tez icin gerekli olan bazi temel tanimlara ve teoremlere yer
verilmistir.
Tezin ligiincli bolimii tamamen orjinal olup , modifiye edilmis Gamma operatoriiniin
yaklagim ozellikleri incelenmis ve bazi teoremlerin saglandig1 gosterilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde tezden elde edilen sonuclar ifade edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. LINEER POZITiF OPERATORLER ILE ILGILI TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1. (Lineer Uzay) N bos olmayan bir ciimle ve R , reel sayilar cismi olsun.
Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa N ’ye R lzerinde lineer uzay veya vektor uzayi

denir.

1. N, + islemine gore degismeli gruptur . Yani
(@) Vx,yeN icin x+ye Ndir.
(b) Vx,y,z,€ N i¢in x+ (y+z) = (x+y)+zdir.
(c) VxeN icin x+6 =0-+x=x olacak sekilde 6 € N vardir.
(d) VxeN icin x+(—x)=(—x)+x=0 olacak sekildle —x € N vardr.
(e) Vx,yeN igin x+y=y+xdir
2. x,y€N ve o, €R olmak iizere asagidaki sartlar saglanir.
(a) axe N dir.
(b) a(x+y) = ax+ oy dir.
(¢) (o+B)x=ax+ Pxdir.

(d) 1x = x dir. Burada 1, R’nin birim elemanidir.

Tanim 2.2. (Fonksiyon Uzay1) Elemanlar: fonksiyonlardan olugan bir X kiimesi i¢in
Lineer uzay olma sartlarin1 saglamasi durumunda X kiimesine fonksiyon uzayi denir.
Tanim 2.3. (C[a,b] Uzay1) [a,b] aralig1 lizerinde tanimli ve siirekli olan fonksiyonlardan
olusan uzay1 Cl[a,b] ile gosterilmektedir.

Tammm 2.4. (Norm) N, bir Lineer uzay olsun, || . || : N — R fonksiyonun x’deki degeri
|| x || ile gosterelim. Bu fonksiyon asagidaki sartlar1 sagliyorsa || . || ye N de (veya N

iizerinde) norm denir.

N1) x>0
N2) [|[x||=0 & x=0



N3) [[ax|[=[a|lx]
N4) [[x+y | <lxl+I¥l

Eger bir Lineer uzay iizerinde norm tanimlanmigsa bu uzaya normlu uzay denir.

Tammm 2.5. (Diizgiin Yakinsaklhik) Eger her € > 0 i¢in , her n > N ve her x € X i¢in
|fn(x) — f(x)] < € esitsizliginin sagladig1 bir N sayis1 varsa, (f,), fonksiyon dizisinin
f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir . Diizgiin yakinsaklikta (f,(x)), dizileri f(x)
fonksiyonuna ayn1 hizla yakinsar.

Tamim 2.6. (Noktasal Siireklilik) A C Rve f:A — R bir fonksiyonve a €A olsun
. f fonksiyonu a noktasinda siireklidir < Ve > 0 i¢in en az bir § > 0 vardir 6yle ki
|lx—a|<d = | f(x)— f(a) |< € dur.

Tamim 2.7. (Diizgiin Siireklilik) A CRve f:A — R bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu
A iizerinde diizgiin siireklidir < Ve > 0 i¢in 38 > 0 vardir 6yle ki | x —7 |< & esitsizligini
saglayan Vx,t € A i¢in | f(x) — f(¢) |< € dur.

Tanim 2.8. (Lineer Operator) X veY ayni bir F cismi iizerinde lineer normlu fonksiyon

uzaylari olsunlar. L: X — Y operatori Vf,g€X ve Va,B €R igin

L(oef +Bg) = aL(f) +BL(g) 2.1

esitligi saglaniyorsa, L operatoriine X’den Y ’ ye bir lineer operator denir.

Tanim 2.9. (Lineer Pozitif Operator) L:X — Y lineer operator ve

X'={feX:f()>0} , Y ={ge¥:g(r)>0}

olmak iizere, L lineer operatérii X kiimesindeki her bir f fonksiyonunu Y™
kiimesinde bir fonksiyona doniistiiriiyorsa, L operatoriine lineer pozitif operator denir.
Lemma 2.1. L:X — Y lineer pozitif operator olsun . f,g € X olmak iizere V¢ i¢in
f(t) <g(r) ise L(f(t);x) < L(g(t);x) dir ve buna L lineer operatoriiniin monotonluk
ozelligi denir.

Ayrica L’nin monotonluk 6zelliginden | L(f;x) | < L(| f |;x) esitsizligi saglanir.
Tammm 2.10. (Lineer Pozitif Operatorlerde Smmrhhk ) (X, ||.||;) ve (Y,].]|2) normlu



uzaylar D(L) C X olmak tizere L : D(L) — Y lineer bir operator olsun. Vx € D(L) i¢in

1Zel2 < ellx][s (2.2)

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1t mevcutsa L operatoriine sinirli lineer operator denir.
Teorem 2.1.(Lineer Pozitif Operatorlerde Siireklilik) X ve Y normlu uzaylar, D(L) C
X olmak iizere L:D(L) — Y lineer bir operator olsun. Bu durumda L’ nin siirekli olmast

icin gerek ve yeter sart sinirli olmasidir.
2.2. LINEER POZITIF OPERATORLERIN YAKINSAKLIK KOSULLARI

Teorem 2.2. (Weierstrass Yaklasim Teoremi) f fonksiyonu [a,b] aralig1 iizerinde
tanimli siirekli fonksiyonlar uzayindan alinan bir eleman olmak iizere, her € > 0 icin
| f(x) —Pu(x) |< € olacak sekilde derecesi n olan bir (P,) polinom dizisi vardir . Bagka bir
ifadeyle, [a,b] araliginda siirekli her f fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsayan bir (P,)
polinom dizisi vardir (Weierstrass1885).

Teorem 2.3. (Bohman-Korovkin Teoremi) f , [a,b] arahiginda siirekli, reel degerli ve
tiim reel eksende sinirh bir fonksiyon, (L,),>; lineer pozitif operatdrlerin bir dizisi olsun.
Up 5 Vin V€ Wy [a,b] aralidi iizerinde diizgiin olarak sifira yakinsayan fonksiyon dizileri

olmak iizere, V x € [a,b] igin;

Ly(1;x) = 14 up(x) (2.3)
Ly (t;%) = x+ vpu(x) (2.4)
La(1%:%) = X+ wp(x) (2.5)

kosullart saglaniyorsa bu durumda (L,),>; lineer pozitif operatorler dizisi [a,b] aralig1
tizerinde f siirekli fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsar.

Bohman-Korovkin teoremi yaklagim teorisinde biiyiik bir oneme sahiptir. Ciinkii ele alinan
operatoriin 1,7,72 deki goriintiilerinin sirasiyla 1,x,x? ye diizgiin yakinsadigini gostermek
demek bundan sonra bu operatériin sonlu araliktaki biitiin siirekli fonksiyonlara diizgiin
yakinsadigini gostermek demektir.

Korovkin teoreminde e;(t) =t',i=0,1,2 fonksiyonlar1 Korovkin test fonksiyonlari olarak

adlandirilir.



2.3. SUREKLILIK MODULU VE OZELLIKLERI

Yaklasim teorisinde, lineer pozitif operatoriin siirekli bir fonksiyona yakinsamasi kadar
onemli olan bir diger durumsa yakinsama hizidir. Yakinsama hizimi belirlemek icin

kullanilan 6nemli bir metotsa siireklilik modiiliidiir.

Tanmmm 2.11. (Siireklilik Modiilii) f [a,b] aralig1 iizerinde tanimly, siirekli ve reel degerli
bir fonksiyon olsun. x,y € [a,b] olmak iizere |x —y| <  sartin1 saglayan keyfi bir § > 0 igin
| f(x) — f(y)| degerlerinin en kiigiik iist sinirina f fonksiyonun [a, b] arahiginda siireklilik

modilii denir.

o(f;6)= sup |f(x)—f()]

lx—y|<d
ve ya
@(f;6) = sup |f(x+h)—f(x)| (2.6)
|h|<é
seklide ifade edilebilir.

Lemma 2.2 Siireklilik modiilii asagidaki 6zellikleri saglar,

i) 6 > 0icin w(f;0) negatif olmayan bir fonksiyondur.

ii) o fonksiyonu artan bir fonksiyondur. Yani 6; < &, sartin1 saglayan tiim &; ve &,
sayilart igin @(f;01) < @(f;d,) ifadesi saglanir.

iii) m dogal say1 olmak iizere,
o(f;md) <mw(f;0) seklindedir.

iv) A > O reel sayis1 i¢in ,
o(f;18) < (1+A)w(f;5) dur.

V) 1f(t) = fx)] < o(f;

t —x |) esitsizligi saglanir.

|1 —x|

i) £ = £ )] < (1455 o(£:8)

vii) limg_,o o(f;9) = 0 seklindedir.



1 1
Tammm 2.12. (Holder Esitsizligi) pileq,1 <p <o ve —+—=1 kosullarini
P 4

saglayan iki reel say1 olsun . x = (x,) ve y = (y,) i¢in

1 1

Z X yn| < (Z |xn|p> P ( Z |Yn|q> 1
n=1 n=1 n=1

esitsizligine Holder Esitsizligi denir.
Tanmm 2.13. (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) x = (x,) ve y = (y,) i¢in
1 1
Z [Xnyn| < (Z |xn|2) 2 ( Z |yn|2) 2
n=1 n=1 n=1

esitsizligine de Cauchy-Schwarz esitsizligi denir.

2.7)

(2.8)

Tammm 2.14. (Taylor Formiilii) f fonksiyonu a noktasina ihtiva eden bir aralikta

n+ 1’inci mertebeden siirekli olsun. Bu aralikta her x icin Taylor formiilii,

olur.

Tanmmm 2.15. (Gamma Foksiyonu) I'(x) ila gosterilen Gamma fonksiyonu,

I'(x) :/ e ldr
0

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir .

Gamma fonksiyonunun bazi sonuclar1 sdyledir,

1) I'(x+1) =x(x)
2) I'(n+1)=n!=n(n—1)! =nl(n)

(2.9)

(2.10)



3. MODIFIiYE GAMMA OPERATORU

3.1. GAMMA OPERATORLERININ YAKINSAKLIK OZELLIKLERI

Bu boliimde, yaklasim 6zelliklerini inceleyecegimiz lineer pozitif operatdr olan Gamma
operatorlerini ele alacagiz. Giintimiize kadar gelmis, hedef fonksiyona daha iyi bir
yakinsama saglayan klasik Gamma operatorlerini modifiye ederek, kendi Gamma
operatorlerimizi tamimlayacagiz. Modifiye ettigimiz Gamma operatorlerimizin genel
yaklagim oOzelliklerinin yaninda yaklasim orami ve yaklasim hizimt klasik Gamma
operatorleri ile karsilastiracagiz. Daha iyi bir yakinsama sonucu bekledigimiz
operatorlerimizi tanimlarken ve yakinsaklik ozelliklerini incelerken e(f) = t*  ve
@ x(t) = (t—x)* ,x ER", k € N olmak iizere polinom fonksiyonlarmi ve [0,0) araligt
tizerinde siirekli ve reel degerli fonksiyonlardan olusan Cj[0,0) fonksiyon uzayindan
ve buna bagli olarak || f|| = sup{|f|;x € [0,00)} normundan yararlanacagiz. Modifiye
Gamma operatorlerimizi tanimlamamizda bize yardimei olacak olan ve I'(x) ile gosterilen
Gamma fonksiyonu,

I'(x) :/ rleldt , x>0 3.1)
0

seklinde tanimlanan genellestirilmis integrali ile tanimlanir. Bu fonksiyon dogrultusunda
ve M >0,t— o icin B>0 ve feCyl0,00) fonksiyonu | f(r) |< MeP' sartlarim

saglamak iizere ve Vx € RT := (0,00) , n € N igin,

Gl f, %) = /O ﬁe’“/“u"“f(nu)du (3.2)
o \n -2
g;lk(fax):/o me_xu/f( (n u];rfn )>du (3.3)

olacak sekilde iki farkli operator olarak tanimlariz.

Klasiklerinin de yardimiyla (3.2) ve (3.3) ile tanmimlanan modifiye Gamma



operatorlerimizin lineer ve pozitif oldugu asikardir.

Lineer pozitif operatorlerin yakinsaklig1 hakkinda bir sey sdylemeden 6nce genel olarak
fonksiyon dizilerinin diizgiin yakinsakligindan bahsedelim.

f €Cla,b] ve (f,) , Cla,b] uzayindaki fonksiyonlarin dizisi olsun. (f;) fonksyon dizisinin

f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi i¢in Vx € [a, b] olmak iizere

Jim [| /o = fllclas) =0 (3.4)

olmasidir. Diizgiin yakinsaklik f,, = f seklinde gosterilir.[15]

Lineer pozitif operatorler dizisinin diizgiin yakinsakligini géstermek i¢inse bu tanimdan
daha kullanigh bir teorem kullanacagiz. Daha 6nce de ifade ettigimiz gibi bu teorem genel
olarak, kompakt bir aralik iizerinde tanimli siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsakligi
veren, litaratiirde Bohman-Korovkin teoremi olarak bilinen teoremdir. Teoremin ifadesinde
yer alan sartlar1 saglamasi durumunda lineer pozitif operatdriimiiz diizgiin yakinsak
oldugunu soyleyebilecegiz. Bizim arastirmamiza da konu olan ve lineer pozitif operator
oldugunu bildigimiz modifiye Gamma operatoriimiiz icin yakinsaklik 6zelliklerini
incelerken ilk olarak bu teoremi saglayip saglamadigina bakacagiz. Bu teoremin sartlarinin
sagladigint Korovkin test fonksiyonlart yardimiyla inceleyelim .

Korovkin test fonksiyonlari, e(t) = t* olup k = 0,1,2,3 olmak iizere, operatdrlemizin
Korovkin test fonksiyonlarini korudugunu hesaplamalar yardimiyla gosterelim.

k=0 icin eg(t) =1 = 1 olmak iizere,

xn+3

O /0/ U e ()

n+3

_ X = —x/u  —n—4
= (n+2)!/0 e u 1du

X X
© du=—dz
<

X3 0 —n—4
= / e*Z(E) " _ %dz
(n+2)! Joo z z

xn+3 oo —n—3
= / e_zxf —dz
(n+2)! Jo n

X
—=Z u =
u

(3.5)
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Gnleo(t),x) = 1

olur. k=1 icin e(t) =t' =t olmak iizere ,

xn+3

G = Fo /Owe_x/”u_"_461(nu)du

= e "% nudu
(n+2)! Jo

S =

X3 0 x\-n-3 oy
~ (n+2)! Le Z(Z) 2%
3.6)

n+2x

olur. k=2 icin es(t) =t? olmak iizere,

Gn(ea(r),x) = /Ooo e w4 ey (nu)du

X

x’l+3n2 0 . X —n-2 X
= G LG) G

11



I’l+3 oo —n—1
R P S
(n+2)! Jo

n+3,.—n—2 oo
_ XX n/ ez
(n+2)! 0

x2n2
= n!

(n+2)!

2
n 2

Gule20):%) = o mTa”

olur. k=3 icin e3(t) =13 olmak iizere

xn+3

G(ex(x) = i /:e—x/uu—n—463<nu>du

xn+3 o _ e
= o) /0 e w4 (nu)3du

X X
— =7 u—=—
u

K33 0/ /x\—n-1 x
B By
(n+2)! Jo z z

i dl (3.8)
T (n+2)! /0 e—zmdz
— )%;;73 /Ome_zz"_le

Gnles(1),x) = n(n+f)3(n+2)x3

Gerekli hesaplamalar1 yaptiktan sonra sonuclar1 degerlendirmek i¢in tekrar ifade edecek

olursak asagidaki moment degerlerini elde ettig§imizi goriiriiz,

Gn(eo(r),x) = eg(x)

Guler(1).2) = 5 er(x) — e1(x)

n2 3.9
Ga(e2(0),) = oy 20— 20

n3
Gale3(1), ) = ooy = )



Hesaplamalar sonucunda @, operatoriimiiziin Korovkin test fonksiyonlarinindan sadece
sabit fonksiyonu direk korudugunu, diger fonksiyonlar1 limit durumunda korudugunu
gorityoruz. Bu da demek oluyor ki operatoriimiiziin 1,7,¢2,¢3 deki goriintiileri sirasiyla
1,x,x>,x> diir. Bohman-Korovkin teoremine gore G, operatoriimiiziin Korovkin test
fonksiyonlarim1 korumas1 demek, G, operatoriimiiziin herhangi bir kompakt M C R
kiimesi tlizerinde tanimli ve siirekli f fonksiyonuna diizgiin yakinsak demektir. Bu da bir
yaklagim siirecine sahip oldugu anlamina gelir.

Yaptigimiz hesaplamalar sonucunda ifade edebilecegimiz bir diger esitlikte, Korovkin test
fonksiyonlart dogrultusunda (3.2) ile tanimlanan §, operatoriiniin verecegi sonucun
genel moment degeri de su sekildedir. k € Ngo = NUO olmak iizere e (t) = t*

_ nfT(n—k+3)

Gn(ex(r),x) = (T 3) e(x) , x>0n>1 (3.10)

Bu esitligin varligini gosterelim.

Gn(ek(t),x) = T(nt3) /0 e "4y (nu)du
xn+3 ©o _ o
= i) /0 e /" () du
(n+2)! Jo
T Z =2 du= —%dz
u Z <
xn+3nk /0 ., <x)k—n—4 X p 3.11)
= e —_ —_——
mi2) ). ¢ \Z 2%

xn+3nk oo .
(n+2)! /0 ¢ Fdn2%

I’l+3 k o)
_ X ka3 / 2 n—k+2
(n+2)! 0

xknk

Gue(0)0) = (k)

bu ifade de Gamma fonksiyonu tanimindan

13



l’lk n—
Glex(r),x) = Tr((n +k3 )+3)

olur.

ey (x)

Boylelikle esitligin varhigim1 gostermis olduk ve herhangi bir k& degeri i¢in bu esitligin
saglandig1 hesaplamalar sonucunda rahatlikla goriilebilir.

Simdiye kadarki degerlendirlerimizi (3.3) ile tanimlanmis bir diger modifiye Gamma
operatoriimiiz olan G, operatoriiz icinde yapalim . Bu modifiye Gamma operatoriimiizde
gerekli hesaplamalar yapilacak olursa, Bohman-Korovkin teoreminin sartlarini sagladigi

goriiliir. Bohman-Korovkin teoreminin sartlar1 geregi hesaplamalarimiz sonugunda

G (eo(t),x) = eo(x)

G e1(0),0) = /" —Fe1(x) = 1 ()

(3.12)
G (e2(6),) = 22
Gites(t).x) = VD=2 ) e

moment degerlerini elde ederiz.

Goriildiigii tizere Korovkin test fonksiyonlarindan eg(¢) ve e(¢)’yi direk korur ve diger
ikisi limit durumunda korunur. G, operatoriidde Korovkin test fonksiyonlarini1 korudugu
i¢in herhangi bir kompakt M C R™ kiimesi iizerinde taniml ve siirekli bir f fonsiyonuna
diizgiin yakinsaktir. Buda §, operatoriiniin bir yaklasim siirecine sahip oldugu anlamina
gelir. G operatorii i¢in de Korovkin test fonksiyonlar1 dogrultusundaki verecegi sonucun

genel moment degeri su sekildedir. k € No=NUO olmak iizere e(t) =1~

:\/K”_l)(n_z”kek(x) , x>0n>1 (3.13)

g;tk (ek(t)’x) Hk ( ])
j=1\t

olur ve bu operatoriimiiz i¢cin de k£ hangi de8eri alacak olursa esitlik saglanir.

Simdi de lineer operatorlerde gecgerli oldugunu bildigimiz ve modifiye Gamma
operatorlerimiz i¢in de gecerli oldugunu gosterecegimiz iki esitsizlik verebiliriz. Bu
esitsizlikler lineer operatorlerde ki sinirlilik tantmindan yararlanarak rahatlikla ifade
edilebilir. Modifiye Gamma operatorlerimiz i¢in de su esitsizlikleri ifade edecek olursak

f, & € Cp[0,0) olmak tizere
G (NI < £]l (3.14)

14



1G5 ()1l < & (3.15)

Daha 6nce verdigimiz sonuclar1 ve lineer operatorlerin bazi 6zelliklerini kullanarak bu iki

esitsizligin varligin1 gosterebiliriz .

(3.14) esitsizligi i¢in G, (f) ’in normunu alalim

1Gn ()]

1Ga ()]

olur . (3.4) esitsizlgi icin de G

1G (2l

1G5 (&)l

xn+3 oo

[ —x/u —n—4

B F(n+3)/o e T f o) | du

xn+3 oo

< _— _X/M —}’l—4d

< Wligggy ¢ au .

= || fl|Gn(eo(r),x)

< |I£ll

*(g) *nin normunu alalim

X" ® —l/n (n—1)(n—2)

I'(n+1) /0 ¢ g< ul/n )‘d”
x" . n

8 —/ e ™ du

&1l (eo(r), %)

gl

olur. Boylelikle (3.14) ve (3.15) esitsizliklerinin varligim1 gostermis olduk. Bunlara ek

olarak G, ve G, operatorlerinin operator normlarinin 1’e esit olduguda goriiliir.

Simdi de bu sonuglardan yararlanarak daha sonra kullanacagimiz yine bir polinom

fonksiyon olan ve merkezi moment degerlerini veren @, (¢) = (t —x)* fonksiyonunun,

Gamma operatdrii altinda nasil sonug verdigine bakalim.

@i(t) = (t—x)%, k=0,1,2,3 olsun.

k=0 icin @.o(t) =1 olmak iizere,

15



X

G0 = Fr Ty /O """ gy

I'(n+1
= 1 Guleo(t),x) (3.13)

Gn(Pro(1),x) = 1

olur ve ilk merkezi moment degerini direk korudugu goriiliir.

k=1 igin @y(t) = (t —x) olmak lizere, G,(@,;(t),x) = Gu((t—x),x)

G, operatoriiniin lineerlik o6zelliginden dolay1 esitligin sag tarafindaki ifadeyi

parcalayabiliriz.

Gn(@e1(2),x) = Gul(t,x) — Gn(x,x)

gn(QDX,I(t)7x) =

olur. k=2 igin @.(t) =

Gn(Pra(1),%) =

gn((le(f)ax) =

r 2>x—x.1 (3.19)

(t — x)? olmak iizere,

Gu((t —x)?,x)
gn(( 2tx—|—x) X)
(

(

1? 2xG, (t,x) +x2G,(1,x)

) —
Gulea(t),x) —2xGp(e1(t),x) +x%Gu(eo(t),x)
2

, X

xz_zxLerxz (3.20)

(n+1)(n+2) n+2

(n? =2n(n+1)+ (n+1)(n+2))x*
(n+1)(n+2)

16



olur. k=3 icin @.3(t) = (t —x)* olmak iizere

gn((Px,3(t)7x) = gn((t ) )
= Gu((t? —3xt? +3x%t — 3, x)
= Gul(£3,%) — 3xG,((12, >+3ngn<(r,x) —xGu(1,x)
= Gules (t) x) = 3xG,(e2(t),x) +3x°G(e(t),x) —x°Gpn(eo(t),x)
n’ n? n
= n(n+1)(n+2)x3—3x—<n+1)(n+2)xz+3x2n+2x—x3
_ (n*=3n2(n)+3n(n(n+1)) —n(n+1)(n+2))x’
I e VRS
Gn(@3(t),x) = (m)

(3.21)

olur.Boylelikle G, modifiye Gamma operatoriiziin merkezi moment degerlerini elde etmig
oluruz.
@ x(t) = (t —x)* polinom fonksiyonunun bir diger modifiye Gamma operatériimiiz olan

G, ile nasil sonuglar verdigini kisaca ifade edelim.

Gi(@ro(t)0) = 1
G0 = (/2 - 1)a

G0 = (2-2\/2=3)ex() (322
Gi(puolt).) = (VI D=2 —4)es(o)

G, operatoriimiiziin merkezi moment degerleride bu sekildedir.

Simdiye kadar modifiye Gamma operatorlerimizin Korovkin test fonksiyonlari ile moment
ve merkezi moment degerlerine olan yakinsama siireclerini inceledik. Bu boliimde de
modifiye Gamma operatorlerimizin f € Cp[0,00) fonksiyonuna yakinsamasi siirecine
deginelim. Daha once verdigimiz sonuglarda da goriildiigii iizere modifiye Gamma

operatorlerimiz Korovkin test fonksiyonlarini limit durumunda korur. Yani k =0,1,2,3



icin [0, 00) araliginin herhangi bir kompakt alt kiimesinde n — oo igin

’}iglgogn(ek(t),x) = ex(x) (3.23)
lim Gy (ex(1).x) = ex(x) (3.24)

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler yardimiyla varliginda s6z edebilecegimiz iki esitlikte su

sekildedir. [0,00) araliginin her kompakt alt kiimesi i¢in f € Cp[0,0) olmak iizere

lim G, (f,x) = f(x) (3.25)
lim G (f.x) = f(2) (3.26)

olur. Buradan da goriildiigii tizere limit durumunda modifiye Gamma operatorlerimiz
f fonksiyonunu da korur. f fonksiyonunu korumasi iizerine burada ki esitlikleri elde
edebilecegimiz bir diger yer ise fonksiyon dizilerinin noktasal yakinsakligidir.

(fn)n fonksiyon dizisi verilmis olsun. Eger Vx € [a,b] igin (f,(x)), say1 dizisinin bir
limiti var ise, o zaman (f,), fonksiyon dizisinin, Vx € [a,b] i¢in f(x) = lim,_e f;(X)
olarak tanmimlanan f fonksiyonuna noktasal yakinsadigi ve f’nin (f;,), dizisinin noktasal
limiti oldugu soylenir.

Simdiye kadar kompakt araliklarda hedef fonksiyona yakinsama konusunda inceledigimiz
modifiye Gamma operatorlerimizin, yaklasim teorisinin bir diger 6nemli problemi olan
yakinsama hizi ile alakali konuda nasil sonug verdigine bakalim. Yaklagim hizini incelerken
ilk ifade etmemiz gereken bir seyde dizilerin yaklasim hizidir.

(ay) ve (by) sonsuz kiigiilen diziler olsun. ( n — oo i¢in (a,) — o ve (by) — )

lim;, e Zﬁ limitinin sonucuna gore dizilerin sifira yaklasim hizi ifade edilir. Eger sonug 0
ise (ay) drizisinin sifira yaklagim hizi, eger sonug oo ise de (b,) dizisinin sifira yaklagim
hiz1 diger diziye gore daha hizlidir. Sonug 1 oldugu taktirde her iki dizinin sifira yaklagim
hiz1 aynidir denir. Bir diger ve bizim i¢in dnemli durum ise limitin sonucunun c¢ gibi bir

deger olmasidir. Limitin sonucu ¢ gibi bir deger olursa ¢’ ye asimtotik deger, (b,) dizisine

de (a,) dizisinin asimtotik hiz1 denir.
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Bu hususla alakali, (L,),> lineer operator dizisi olmak iizere

lim n(Ly(f3x) — f(x)) (3.27)

n—yoo

limiti bize yardimci olmaktadir . Bu formiil Voronovskaja [16] formiilii olarak bilinir
ve lineer pozitif operatorlerinin asimptotik davranisi hakkinda bilgi verir . Simdi biz bu
formiilii modifiye Gamma operatoriimiize uygulayip nasil sonug¢ verdigini inceleyecegiz .
f ., x€][0,0) da integrallenebilir ve sinirli bir fonksiyon olsun . f ’nin birinci ve
ikinci tiirevi sabit bir x € (0,00) noktasinda mevcut olmak tizere modifiye Gamma

operatoriimiiz i¢in

Jim n(Gu(£.) = £(3)) = =217 () + 22" ()

esitligini elde ederiz. Bu esitligin varligin1 gostermek i¢in ilk olarak f fonksiyonunun ¢t = x

noktasinda kalan terimli Taylor formiiliinii yazalim.

fO)=f@)+f ()@ —x)+ %f”(X) (t—x)? + w(t,x)(t —x)? (3.28)

Burada

o9 = LS

olup & , x ve t arasinda ve lim;_,, y/(¢,x) = O dir. Buna kalan terimin peano formu denir.

Daha sonra (3.5) esitligine G, operatoriinii uygularsak

Gn(f,x) = () + ' ()Gu((t —x),2) + %f"(X)gn((f —x)%,x) + Gy (1,2) (1 — )%, x)

olur. Burada her iki tarafinida n ile ¢arptiktan sonra esitligi su sekilde ifade edebiliriz.
1
AlGn(f,) = f(O] = £ (X)nGa((t = x),%) + 5" ()G (= )7, %) + G (W (1, ) (t = )7, x)

”[gn(f7x) —f(x)] = f/(x)ngn((px71(t),x) + %f”(x)”gn(%,2(t)ax) +ngn(l//(t,x)(px72(t),x)
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Burada esitligin n — oo i¢in limitini alicak olursak

r}g{}on[gn(fux) —fx)] = f,(x> ,}%ngn(¢x,l(t)vx) + %f//(x) ’}Egongn((Px,Z(t):x)

+ nlgrolo I’lgn<1//(l,X) Ox2 (t) ,X)

Buradaki ifadelerden bazilarinin sonucu su sekildedir,

. . -2
fim G001 0).3) = fim n (=7 )= =2

' L 1 2 2
J 1620 = fimn () =

Bu sonuglar dogrultusunda esitligimiz,
. 1 .
’}B;Iolon[gn(fyx) . f()C)] = —2)Cf/()€) + E)sz”()(,') —i—nlgr;ngn(l[/(t,x) Px2 (l),X)

seklide sonuglanir . Ispati tamamlamak i¢in lim, e nG, (W(,%)@x2(),x) = 0 oldugunu
gostermek yetecektir . nG,(y(t,x)@.2(t),x) ifadesininde Cauchy-Schwarz esitsizligini

kullanacak olursak,

nGn (W(1.0)x2(1).2) < \ /126, (W2(1,%). )1/ Go(@14(0). )

olur ve Korovkin teoremi yardimiyla

lim G (y2(1,5),%) = 2 (x,x) = 0

n—oo

oldugu goriiliir . ¢ € (0,00) igin W2(t,x) ve yw*(x,x)=0 siirekli olup oo
icin stnirhidir ve aslinda G, (@, 4(¢),x) = O(n~2)’dir. Sonug olarak ispat tamamlanmis
olur.

Voronoskaya formiiliinii bir diger modifiye Gamma operatoriimiize uyguladigimizda nasil
sonug elde ettigimize bakalim . f, x € [0,00) * da integrallenebilir ve sinirl bir fonksiyon
olsun. f ’nin birinci ve ikinci tiirevi sabit bir x € (0, ) noktasinda mevcut olmak iizere

lim n(G;(£.3) ~ £(x)) = — 56 (0) + 321" (2)

n—oo
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esitligini elde ederiz . Bu esitligi goztermek icin de yine bir dnceki operatoriimiizde
oldugu gibi ayni ispat yolu izlenirse, daha dnceki sonuclarinda yardimiyla operatoriimiiz
i¢in bu sonucu elde ederiz.

Simdiye kadar kompakt araliklarda lineer pozitif operatdr olan Gamma operatorlerinin
diizgiin yakinsakligin1 incelemistik. Bu incelemeler sonucunda kompakt araliklarda
Korovkin teoreminin gerceklestigini bilmekteyiz. Ancak kompakt bir aralik yerine
siirsiz bir aralikta tanimlanan lineer pozitif operatorlerin dizisi i¢in Korovkin teoreminin
gecerli olmadigi goriilmiistiir. Bunun iizerine A. D. Gadjiev [12] tarafindan Korovkin
tipli teoremler ad1 altinda ¢aligsmalar yayinlanmistir. Bu teoremler genel olarak reel
eksenin tamaminda veya sinirsiz alt araliklarinda yaklasim kosullarini icermektedir.
Bizde lineer pozitif operatdr olan Gamma operatorlerimiz i¢in bu teoremlerin bazilarinda

yararlanacagiz. Buna gegmeden 6nce bazi gerekli tanimlamalar verelim.

Her x€R' icin ¢(x) = 1+ |x?| olacak sekilde bir fonksiyon tanimlayalim . Burada
¢(x) fonksiyonu R ’de siirekli ve limy ,@(x) =c0 ve ¢(x)>1 dir. ¢(x)
fonksiyonuna agirlik fonksiyonu da denir .

C(R™) , R™ — R ’ye tiim siirekli fonksiyonlar uzayidir.

M bir pozitif sabit olmak tizere | f(x) |< My¢(x) esitsizligini saglayan reel degiskenli

ve reel f fonksiyonlarinin olusturdugu uzay By (R™) ile ifade edilip, agirlikli uzay denir.
Bo(RY) = {fIf :R* =R ve| f(x) |<Mpd(x).x R}

By (R™") uzayindaki siirekli fonksiyonlarin uzayi olan ve By (R") uzaymin agirlikli alt

uzay1 olan uzay1 Cy(R") olarak ifade edelim .
Co(RT) ={f1f € By(R")vef € C(R™)}

Kisacast Cy(R") agirhkl uzayr R’de siirekli ve By(R™) kiimesine ait fonksiyonlarin
kiimesidir. (Cy(R") = By(RT)NC(RY))
Son olarak f € Cy(R™) igin limyy Hw&

¢(x)

= Ky olacak sekilde , Ky, f’ye bagh bir
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sabit olmak iizere Cy(R™) *nin da bir alt uzay1 olarak Cg (RT) uzayini tammlayabiliriz.

C{;(R*) ={f|f € C4(R")ve lim S =K; var ve sonlu}

x| o0 O (X)

Bunlara ek olarak yukaridaki fonksiyon uzaylarinin bir diger 6zelligide

 fl
(KAl = SW S5 (3.29)

normuna gore normlu uzay olmalaridir.
Yukarida ifade edilen bu norm yardimiyla asagidaki esitlik her iki modifiye Gamma
operatoriimiiz i¢in gecerlidir.

1Ga(F)llo < ClIfllo (3.30)

Bu esitsizlik saglanmast durumunda modifiye Gamma operatorlerimizin Cy (R™) uzayindan
Co (R™) uzayina bir yaklagim siirecine sahip olduklari anlamina gelir.

Modifiye Gamma operatorlerinin tanimi ve polinom fonksiyonlari korumasi ozellikleri
dikkate alindiginda bu esitsizligin her iki operatoriimiiz i¢cinde gecerli oldugunu rahatlikla
soyleyebiliriz. Yani G, ve G, operatorlerimiz Cy(R') uzaymndan Cy(R") uzaymna
bir yaklagim siirecine sahiptir.

Gadjiev’in, sinirsiz araliklar icin lineer pozitif operator dizilerinin yakinsaklig1 hakkinda
verdigi teoremi ifade etmek gerekirse, kabul edelim ki L,, Cy(R") * dan By(R")’ya
déniisiim yapan lineer pozitif operatérler dizisi olsun. Bu taktirde n — oo iken f € Cy(R™)

olmak iizere ||L,f — f||¢ — O sartim1 saglamast icin gerek ve yeter sart ||L,f; — fill¢ — O,
i=0,1,2 olmasidir. Burada f; = %q)(x) ,1=0,1,2 seklindedir.
x

Bizde bu teoremi modifiye Gamma operatorlerimiz icin ifade edecek olursak f € Cg (RT)

olsun . Bu teorem geregi

1im [1Ga(f) = fllg =0 (331)

olup , her iki modifiye Gamma operatoriimiiz i¢in de gecerlidir. Bu esitligin ispati i¢in [12]

teoremi sayesinde asagidaki ii¢ kosulun gerceklestigini gostermek yeterli olacaktir.
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ex(t) =t*, k= 0,1,2 olmak iizere , bu ii¢ k degeri i¢in
lim [|Gy (ex) = exllp =0 (3.32)

esitliginin sagladigini gosterelim.
k=0 igin eg(t)=1 olup G,(eo(t)) =eo(x) olduguigin ||G,(eg) —eol|¢p = O olur ve
bu sartin saglandig1 asikardir. Ikinci ve iiciincii kosullarin saglandigini gostermek icin daha

onceki sonuglardan yararlanacak olursak,

k=1 igin ej(t)=t olup Qn(el(t),x):nizx dir.

| Gn(er(r)) —er(x) |

|Gnler) —eillp = supycp+ )
-2 X
= ‘n+2 SUPxeR+1+—xz (3.33)
-2
< |
— ln+2

-2
olup, bu esitsizlikte n — oo i¢in limit alinacak olursa, lim;,_c ‘3‘ = 0 olur ve ikinci
n
kosulun saglandigin1 gostermis oluruz. Benzer sekilde iiciincii kosulunda saglandigini

gosterelim.

I’l2

mxz dir.

k =2 igin ey(t) = t* olup G,(ez(t),x) =

| Gn(ea(t)) —ea(x) |
1 4+ x2

x2

1+x2

||gn<e2)_62||¢ =  SUPycp+

1
3.34

‘n—l—l ( )
‘ 1
n+1

‘ SUPycp+

IN

Uciincii kosulda saglanmis olur ciinkii lim,, e ‘ nl? ‘ = 0 dir. Boylelikle G, operatoriimiiz
icin ispat tamamlanmis olur.

G, operatoriimiiz i¢in bu ti¢ sartin gergeklestigini gostermek ¢ok daha kolay olacaktir.
k=0,1,2 ic¢in lim, ..|/G,(ex) —ekl|p =0 oldugunu gostermek icin bir kag moment
degerini hatirlayacak olursak, &k =0 icin G;(eo(t)) = eo(x) ve k=2 igin

G, (ex(t)) = e2(x) oldugunu goriiriiz . Bu degerlerin yardimiyla ||G;; (eo(t)) —eo(x)[[¢ =0
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ve ||G,(ea(t)) —ea(x)|l¢ = 0 oldugunu kolaylikla soyleyebilir ve bu ifadelerin n — oo
icin limitininde 0’a esit oldugu goriiliir. Ispati tamamlamak igin sadece k = 1 icin nasil
sonug¢ verdigine bakmak yeterli olacaktir.

-2
k=1 icin e;(t)=t olup G,(ei(t),x) =1/ ! T olmak tizere,
n_

| Gnle1(t)) —er() |

1Gn(e1(t)) —er(®)llg = supiepe

1+ x2
n—2
e
_ n—1
= SUPxert T (3.35)

n—2 X
- ’ n—1 _1’8up’C€R+ 14 x2
< ’ In—2 1‘
- n—1

In—2
olup, diger iki sartta oldugu gibi n — oo igin limn_m‘ ! [~ 1’ =0 olur ve
n —

k=1 icin de sart saglanmis olur. Boylelikle her iki operatoriimiiz icin de ispat tamamlanir.

Fonksiyon dizilerinin diizgiin yakinsakliginin bulunmasi kadar 6nemli bir diger problemde
yaklagimdaki hata oran1 veya baska bir deyisle yaklasim hizinin hesaplanmasidir. Daha
oncede diziler igin ifade ettigimiz yaklagim hizinda oldugu gibi simdide (f,;) ve (g,) gibi
terimleri pozitif ve sonsuz kiigiilen fonksiyon dizileri ele alalim. 0 < (f,,) < (g,) ise (f»)
’in sifira yaklagim hiz1 (g,,) *den daha hizlidir denir.

Bu tanimdan hareketle L, lineer pozitif operatorlerinin herhangi bir f(x) fonksiyonuna

yaklagim hizini

Ly (f,x) — f(x)| < cfn (3.36)

olacak sekilde f), ’ler ile degerlendirilebilir. Burada n — o< i¢in f,, — O olan f;, ’ler bulmaya
calisilir. Yani operatoriin yaklagim hizim f;,’nin sifira yaklasim hizi ile kiyaslariz . Bu
tantmdan yaralanarak lineer pozitif operatorler icin yaklagim hizi hakkinda bize yardimci
olan ve siireklilik modiiliinii iceren bir esitsizlik verebiliriz. Burada, [0,x¢] kapali aralig1
icin x>0 ve f ’nin standart siireklilik modiili @y, (f,0) olarak ifade edilir ve su

sekilde tanimlanir.

0 (f,8) = sup  [f(t) = f(x)] (3.37)

|Z—X| S(SJCJE [vao]
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Agiktirki f € Cp[0,00) igin & — 0 olacak sekilde ise @y, (f,6) — 0 olur.
Bu tanimlari ifade ettikten sonra L, (f,x) operatoriiniin f(x) "e yaklagim hizinin siireklilik
modiilii ile nas1l degerlendirilecegini esitsizlik yardimiyla soyleyebiliriz. Herahgi bir x(

noktasinda

‘Ln(faxo) _f(XO)‘ < C(DXO(f, 67!) (338)

olur. Burada 6neli olansa n — oo i¢in 9, — 0 olacak sekile 6 = (9,) bulabilmektir. Bu da
bize esitsizligin sag tarafinin sifira gitmesiyle operatoriin yaklsim hizini verir. Boylelikle
operatoriin f(xg) fonksiyonuna yaklagim hizini verir.

Bu tamimlamalar dogrultusunda modifiye Gamma operatorlerimizin siireklilik modiilii
yardimiyla yakinsama oranina odaklanabiliriz . Daha sonra bu sonucu kullanarak, modifiye
Gamma operatorlerimizin klasiklerine oranla daha iyi bir hata tahminine sahip oldugunu
kanitlayacagiz. Bu hedef dogrultusunda sunlari ifade edebiliriz. Modifiye Gamma
operatorlerimizden G, i¢in siireklilik modiiliiniin de yardimiyla yakinsaklik hizini ile
alakali su esitsizligi verebiliriz.

f € Cpl0,00) ve xp>0 icin [0,x0+ 1] C [0,00) sonlu araligi olmak iizere f

fonksiyonunun siireklilik modiilii @y, (f, &) olsun.

1 1
Gu(f.3) = F) < My =3 (1 430 + 201 (11| g)  (339)

Burada My , f’ye bagl bir sabittir . Bu egitsizligin G, operatdrii i¢in varhigim gosterelim .

fE€CH0,0) , 0<x<xyp ve t>xp+1 olsun. Dahasonra 7r—x>1 iginsu

cikarimda bulunabiliriz,

1f(1) = f ()]

IN

Lf(@)]+1f(x)]
Mp(9(1)+¢(x))
Mf(2+t2+x2)

IA

IN

IN

M (t —x)? (2412 +x?)

IN

Mt —x)*(2 4+ +x* + (t — 2x)?)

M (t —x)2(24+3x% +2(t — x)?))
6Mf(l‘ —x)2(1 —|—X())2

=
|
=
&
IN
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Bu esitsizligi elde ettikten sonra tekrar f € Cp[0,00) ve 0 <x<xp olsun, siireklilik

modiilii 6zelliklerinde elde edecegimiz bir diger esitsizlikde r <xp+1 igin

(1) = f(X)] < @1 (|1 = x[) < o115 8)(1 +%It—x!)

seklinde olur.

Sonug olarak , yukaridaki esitsizlikler yardimiyla 0 <x <xy ve 0 <7 <o icin
1
() = f()] < 6M(t —x)* (14 x0)° + @y 11 (£, 8) (1 + sl =D

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlige G, operatoriimiizii uygulayip Cauchy-Schwarz

esitsizliginden yararlacak olursak

Ga(/ ) =[] S 6MyGa((1 =31 + 30+ 011 (£,8) (14 5 VGl =020

1 1
< My (10 + 20011 (£ )

[ 1
olur . Burada goriilecegi iizere 6 = - 1x(% secersek ispat tamamlanmisg olur.
n

Siireklilik modiiliiniin yardimiyla elde ettigimiz bu esitsizlik G, operatoriiniin (1.1) ve (1.3)

ile tamimlanan klasiklerine gore daha iyi bir yakinsamaya sahip oldugunu anlamamizda
bize yardimci olur. G, operatoriinde oldugu gibi G operatorii i¢in de siireklilik modiilii
yardimiyla bir esitsizlik verebiliriz .

feCpl0,0) ve xo >0 igin [0,x9+ 1] C [0,00) sonlu aralig1 olmak iizere f

fonksiyonunun siireklilik modiilii @,,+1(f, ) olsun. G operatorii igin

G () — fx)] < 3%(%)%(1 +x0)° + 200,11 (f, \/ %xg)

esitsizligini verebiliriz . Burada My , f’ye bagh bir sabittir. Bu esitsizligin varhgim

gostermek i¢in yine G, operatoriizde uyguladigimiz ispata benzer yollar izlenirse varligini

-2
gosterebiliriz. Ancak burada 6 = \/ [2—2 & 1] x(z) olarak secilir ve boylelikle
n R

esitsizligin varlig1 gosterilmis olur .

26



Sonug olarak, (1.1) ile tanimlanan G,, operatorii ile modifiye Gamma operatériimiiz G, i
karsilagtirmak i¢in G,, operatoriiniin siireklilik modiilii yardimiyla elde edilen esitsizligini
ifade edelim.

f € Cpl0,0) ve xp >0 igin [0,x0+ 1] C [0,00) sonlu araligt olmak iizere f
fonksiyonunun siireklilik modiilii @y,+1(f,8) olsun. My , f’ye bagl bir sabit olmak

uzere ,

|G (f,%) = f(x)] < OM

1 I
(1 +x0)” + 20,41 <f, mxg) (3.40)

esitsizligi elde edilir.

Tahminlerimeze gore modifiye Gamma operatdriimiiziin hata tahmini konusunda klasik
Gamma operatdriine nazaran daha iyi bir sonu¢ vermesini bekliyoruz.

Her iki operator icinde esitsizligin sagindaki siireklilik modiiliinden secilen d ’larin n —
oo igin & — 0 oldugu goriiliir. Hangisinin daha iyi bir hata tahminine sahip oldugunu

gostermek icin esitsizligin sagindaki siireklilik modiilii haricinde ki terimlerden hareketle

xp > 0 olmak iizere <

oldugunu gostermek yeterli olacaktir. n > 1 icin
n—+ n—1

1 1 2

— = >0
n—1 n+1 n2-1

ifadesinde

olacaktir . Boylelikle < olur ve goriiliirki ifadesi

n+1 n—1 n-+ n—
ntoe i¢in ¢ok daha hizli bir sekilde O * a yakinsar. Bu da demektir ki modifiye Gamma

operatoriimiiz daha iyi bir yaklasim hizina sahiptir.

Siireklilik modiilii ile modifiye Gamma operatorlerinin yakinsama hizlarini hesaplarken
stirekli ve reel degerli fonksiyonlara olan yakinsama hizlarim1 hesaplamistik. Ancak bu
kisimda ise siirekli ve reel degerli olmalarinin yanisira belli sartlar1 saglamasi durumunda
operatorlerin hizlarinin nasil olacagini inceleyecegiz. Bu sartlar1 ifade etmek gerekirse,

f €Cpl0,00) olup s € (0,1] ve Q C [0,00) olsun. x € Q vet € [0,) olmak iizere,

[f(6) = f(O)] < M st —x° (3.41)
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esitsizligini saglayan fonksiyonlarin sinifina Lipschitz sinifi fonksiyonlar denir.[7]
Burada My, s bir sabit olmak iizere s’ye ve f’ye baghdir ve f € Lipy,(s) seklinde ifade
edilir.

Bizde bu sinifa ait fonksiyonlara olan yakinsama hizin1 modifiye Gamma operatorlerimiz
icin inceleyecegiz .

Bu tanimlamalar yardimiyla G, operatoriimiiz icin bir esitsizlik verelim.

f € Cpl0,0) N Lipp,(s) olmak tlizere s € (0,1] ve Q C[0,0) olsun. Buradan

hareketle su esitsizligi verebiliriz. x € (0,0) olsun,

n—2

Gt ) <z (2222 ea) P 26may| o4

n—1

Burada My, f ve s’ye bagh bir sabit ve d(x,Q) ise x noktasi ve Q kiimesi arasindaki

uzaklig1 veren fonksiyon olup ,

d(x,Q) = inf{|t — x|, € O} (3.43)

seklide tanimlanir.
Esitsizligin varligim gostermek icin ilk dnce Q kiimesini Q kiimesinin kapanisi olarak
tanimlayalim ve Q C Q oldugu kapanis tamimindan asikardir .

O zaman en az bir fy € Q noktas1 icin
d(x,Q) = |x—1o

oldugunu sdylebiliriz.
Daha sonra (G;),>1 "nin monotonluk 6zelliginden ve daha 6nce ki tanimlamalardan dolay1

sunu ifade edebiliriz.

G (fsx) = f)] < Gu(lf(2) = f(to)],x) + G (| f(x) — f(t0)],x)
My 5[Gy ([t —t0]*, x) + |x —t0[*]
< My [Gh(Jt —x[*,x) +2|x —10]°]

IN

Ardindan Holder esitsizligi yardimiyla agagidaki esitsizligi elde ederiz.
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Gi(f )= ] < My (Gl —+2.x)) +2(d(x,0)) |

Boylelikle esitsizligin varligin1 géstermis oluruz.

Ayn1 tanimlamalar yardimiyla bir diger modifiye Gamma operatoriimiiz G, i¢in de bir
esitsizlik verebiliriz.

J € Cpl0,00) N Lipy,(s) olmak tizere s € (0,1] ve QC[0,0) olsun. Burada My, f
ve s’ye bagli bir sabit . Q , Q *nun kapanis1 olmak iizere , en az dyle bir 7y € Q vardir ki

d(x,Q) = |x—1p| dir. Esitsizligimizi ifade edecek olursak, x € (0,0) igin

Gu(F,3) — 1) <My [ () ea())* +2(d (3, 0))° (3.45)

+1

seklide olur.
Simdi operatorlerimizin yaklasim hizini Lipschitz tipi maksimal foksiyonlarin yardimiyla
hesaplayalim. Lipschitz tipi maksimal fonksiyonlar su sekilde tanimlanmuglardir. s € (0, 1]

ve x € (0,00) olmak iizere

(Z)s(f,x): sup M

0<t<oo,t£x |t —x[*

(3.46)

seklindedir.
Bu tanimlama yardimiyla G operatoriimiiziin yaklasim hizin1 hesaplayacak olursak su

esitsizligi elde ederiz. f € Cp[0,00) ve s € (0,1] olsun , x € (0,00) i¢in

Z : ﬂ e (x)> 02 (3.47)

G (fx) — f(x)] < ws(f,X)QZ<[2—2

olur. Bu esitsizligin varli§1 gdstermek icin Holder esitsizligi ve Lipschitz tipi maksimal

fonksiyonlarin esitligi yeterli olacaktir.
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Gi(f) = )] < Gr(f(E) = F()],x)
< @y(f,0)G; (1t —xP,x)
< @y (f,2)G; ()t —x[2, %)/ (3.48)
< a6 ([2-2" 2] ea) "

boylece istenen sonug elde edilir.
Lipschitz tipi maksimal fonksiyonlar yardimiyla yaklagim hiz1 icin bir esitsizlikde G,
modifiye Gamma operatoriimiiz i¢in verelim. f € Cp[0,o0) ve s € (0, 1] olsun, x € (0,)

i¢in

6,(7:2) — /()] < 04196 ([ Jea)) ™ (3.49)

olur.
Son olarak da operatorlerimizin yaklasim hizni degerlendirmek adina iki parametreli

Lipschitz tipi fonksiyonlar uzayini tanimlayalim. &, 8 > 0 olmak iizere

jt—x[*
(ax? +bx+1)

LipiiP (s) = (f € Cl0,) : £ () - f()] < M 75 %t €(0,%))

seklinde tanimlanir. Burada s € (0, 1] ve M pozitif bir sabittir.
SIimdide G operatoriimiiziin bu uzaya ait fonksiyonlara yakinsama hiz1 igin bize yardimci

olan esitsizligi verelim. f € Lip;‘xd’ﬁ (s) ve x € (0,00) olsun . Burada o, 3 > 0 olmak iizere

—2
) [2—2 Z_l]ez(x) 5/2
1Ga (f,x) = fX)| <M e (3.50)

esitsizligine sahibiz .
Bu esitsizligin varligimi gosterelim. Bu esitsizliin varligini iki asamada gosterecegiz.
Ik olarak s = 1 degeri icin degerlendirecegiz. s = 1 igin f € Lipfl’ﬁ (1) ve x € (0,00)

olsun.

G () — fO) < 1G3(F(0) — F)].)
* |Z—X’
< M5 () a3
GE(fn) = f)] <~ Ga (|t —x|x)

vax?+ bx
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olur. Burada Cauchy-Schwarzz esitsizligini uygularsak,

n—2
2-2 ex(x)75/2
* _ L Kl |2 1/2 [ n—l]
G370 = 10 < e[l =2, ) fzﬂfl e ] (3:52)

esitsizligin varligim1 s = 1 i¢in gostermis oluruz. Simdide s’nin diger durumlar ic¢in
gosterelim.

s€(0,1)i¢in f € Lip](‘x/ﬁ (s) ve x € (0,00) olsun. s = 1 i¢gin izlenen yol izlenirse

M

G: (52 = W< s

G, (|t —x|*,x) (3.53)

esitsizligi elde edilir ve bu esitsizlige Holder esitsizligi uygulanirsa,

M M

G, (f:x) — f(x)] < W@f(lt—ﬂs,ﬂ <

W(Qﬁ(h—ﬂ,x))s

esitsizligi elde edilir. Simdi bu esitsizlige Cauchy-Schwarzz esitsizligini uygularsak

n—2
2-2 er(x)75/2
. y M Kp 2 ))S/2 [ ”_1]
G (fo0) = SO < gy Ga e =) SM[ ax? + bx ]

esitsizligi elde edilir ve boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Bir diger G, modifiye Gamma operatoriimiiziin Lipschitz tipi fonksiyonlar uzayindaki
fonksiyonlara olan yakinsama hizin1 degerlendirmek i¢in de su esitsizlige sahibiz. s € (0, 1]

. fe Liplolfl’ﬁ (s) ve x € (0,00) olmak iizere

s/2

(nj— 1)62()6)

ax? + bx

|Gn(f,x) = f(X)| <M (3.54)

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligin varligin1 da bir 6nceki operatoriimiizde oldugu gibi

ayn1 yolu izlersek gosterebiliriz.
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3.2. GAMMA OPERATORLERININ KARSILASTIRILMASI

Bu bolim simdiye kadar yaklasim 6zellikleri ve yaklasim hizlarin1 degerlendirdigimiz
modifiye Gamma operatorlerimiz i¢in bir sonug niteligindedir. Klasik operatorler ile
modifiye ettigimiz operatorlerimizi tek boyutlu grafikler yardimiyla karsilastiracagiz. Bu
sayede hedef fonksiyona daha iyi bir yakinsama davranisi olup olmadigi hakkinda fikir
sahibi olacagiz. Bu kargilagtirmalari (1.1) ile tanimlanan Lupas ve Miillere [3] ait operatdrle
ve (1.3) ile tanimlanan Zeng ’e [4] ait operatore kars1 yapacagiz. Bu karsilastirmalari
yapabilmek i¢in grafikleri MATLAB programi yardimiyla elde ettik.

Simdi kargilagtirmalarda bulunmak i¢in bir hedef fonksiyon belirleyelim. f: [0.1,1] — R
olmak iizere f(x) = x*log(1+x*) olsun .

G, Lupas ve Miillere , G, Zeng "e ve G, de modifiye Gamma operatoriimiiz olup, gerekli

hesaplamalar yapilirsa operatorlerin [0.1, 1] arahginda ki grafikleri su sekildedir.

4.5

T
£(x) = x*log(1 + x*)

Sekil 3.1. G, , G}, , G, ve f fonksiyonu grafigi.

Yesil renk f hedef fonksiyonu, mavi modifiye Gamma operatoriimiiz G,,, siyah G, kirmizi
da G,, operatoriine ait graifiklerdir. Bu grafiklerden de goriilecegi iizere hedef fonksiyona
en iyi yakinsama davranigint modifiye Gamma operatoriimiiz gosteriyor.

Simdi de hedef fonksiyonu degistirerek operatorler arasindaki karsilagtirmaya tekrar
bakalim.

f:10.1,1] — R olmak iizere f(x) = x’sin(1 —x) olsun. G,, G} , G, operatérlerinin ve

hedef fonksiyon f ’nin [0.1, 1] arasindaki grafikleri su sekildedir.
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Sekil 3.2. G, , G}, , G, ve f fonksiyonu grafigi.

Yesil renk f hedef fonksiyonu, mavi modifiye Gamma operatoriimiiz G,,, siyah G;, kirmizi
da G, operatOriine ait graifiklerdir . Bu grafiktede goriildiigii iizere en 1yi yakinsama
davranigini yine G, modifiye Gamma operatoriimiiz gostermekte. Ardindan G, ve G,
operatorleri sirasiyla daha iyi yakinsmaya sahiptir.

Aldigimiz iki hedef fonksiyonda da yakinsama konusunda daha iyi bir sonug veren G,
modifiye Gamma operatoriimiiz oldu. Bu dogrultuda G, operatoriimiize hata miktari
konusunda bakacak olursak yine daha az hata miktarina sahip olan operator oldugu goriiliir.
Benzer degerlendiryi yakinsama hizi i¢cinde yapacak olursak klasik operatorlere nazaran
daha hizli bir yakinsamaya sahip oldugu agiktir.

Diger modifiye Gamma operatoriimiiz i¢in de bu degerlendirmelerde bulunalim.

Ik olarak G* ile G, operatorlerini f hedef fonksiyonu dogrultusunda kargilagtiralim.
f:[0.1,1] — R olmak iizere f(x) = x> — 5 olsun.

-38

s 48
482
a2f 4
-4.84 hd

4.4 A i

s

\
481 e o
el

ot
oot

0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 08

Sekil 3.3. G, , G,; ve f fonksiyonu grafigi.
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Kirmizi renk hedef fonksiyon , mavi renk §, operatoriimiiz ve yesil renk ise G,
operatoriine ait grafiklerdir. Cizilen grafiklerde de goriildiigii iizere [0.1, 1] araliginda G;!
operatoriimiiz hedef fonksiyona tam anlamiyla bir yakinsama davranis1 gdstermektedir.
G, operatoriiniin yakinsama davraniginin daha zayif oldugu agiktir.

Simdide hedef fonksiyonu degistirerek yakinsama davraniglarini degerlendirelim.

f:[0.1,1] — R olmak iizere f(x) = x’sin(x) olsun. Kirmiz1 renk hedef fonksiyon, mavi

A
04 0.5 0505 0.51 0515 052 */?/*
o
o
L o
o

Sekil 3.4. G, , G,; ve f fonksiyonu grafigi.

renk G operatoriimiiz ve yesil renk ise G, operatoriine ait grafiklerdir. Hesaplamalar
dogrultusunda c¢izilen grafiklerden G, operatoriiniin G, operatoriine gore hedef fonksiyona

daha iyi bir yakinsama davranis1 oldugu goriiliir.

Her iki hedef fonksyona olan yakinsama durumlarina bakildiginda G; modifiye Gamma
operatoriimiiz G, operatoriine gore daha i1yi sonug¢ verdigi acgiktir. Bu grafiklerden
hareketle soyleyebilecegimiz bir diger seyse hata miktaridir. Daha iyi bir yakinsama
gosterdigi icin G, operatoriimiiziin hata miktar1 daha azdir . Buna benzer bir diger
degerlendirme de yakinsama hizlar1 hakkindadir ve G;; operatoriimiiz G, operatoriinden

daha hizl1 yakinsamaya sahip oldugu sdylenebilir.
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4. SONUC

Bu calismada yaklasim teorisi baz alinarak lineer pozitif operatdr olan Gamma operatorleri
ele alinmistir. Klasiklerinin de yardimiyla Gamma operatorleri modifiye edilerek yeni
Gamma operatorleri tanimlanmistir. Tanimlanan bu operatorlerin yaklagim teorisinin temel
teoremini saglayip saglamadig1 incelenmis ve hangi dereceden fonksiyonlar1 korudugu
goriilmiistiir. Bununla birlikte moment ve merkezi moment degerleri bulunmustur. Bu
sonuclar dogrultusunda modifiye Gamma operatdrlerimizin diizgiin yakinsakligindan
bahsedilmis ve bunu sagladigi gosterilmistir. Sonra modifiye Gamma operatorlerimizin
asimtotik davranigi hakkinda fikir sahibi olmamiz adina Voronovskaja formiilii verilmis
ve bu formiil ile nasil sonu¢ verdigi incelenmistir. Daha sonra hedef fonksiyon icin
tanimlanan uzay degistirilerek yaklasim 6zellikleri incelenmistir ve bu yeni uzaylar agirlikli
uzaylar adim almistir. Daha sonra yaklagim hizin1 degerlendirmek adina siireklilik modiilii
tanimlanmuig ve siireklilik modiilii yardimiyla klasik Gamma operatorlerine kars1 modifiye
Gamma operatdrlerimizin yaklagim hiz1 karsilagtirilmistir. Siireklilik modiiliiniin yan1 sira
yakinsaklik hizin1 degerlendirirken alinan hedef fonksiyonlarin Lipschitz sinifindan olmasi
durumunda yaklagim hizlar1 incelenmistir .

Son olarak da bu degerlendirmeler MATLAB programi yardimiyla grafiklere dokiilmiigtiir.
Klasik Gamma operatorleri ve modifiye Gamma operatorlerinin yaninda hedef
fonksiyonununda grafigi verilerek gorsel bir degerlendirme sunulmustur . Yani hedef
fonksiyona nasil bir yakinsama oldugu grafikler yardimiyla incelenmistir.

Bu gelismeler 15181nda calismamizin bagindan sonuna kadar daima daha iyi bir sonug veren
operatoriin modifiye etti§imiz Gamma operatorlerimiz oldugunu soyleyebiliriz. Bu da daha
1yi bir yakinsama davranigi sergiledgi icin modifiye Gamma operatorlerimizi klasiklerine

kars1 daha kullanigh hale getirmekte.
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