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OZET

Bu galigmada, 6zellikle biyomiihendislikte uygulama alam bulan, i¢i sikigmaz
bir viskoz akigkan ile dolu 6n gerilmeli elastik bir tiip igerisinde harmonik dalga
yaythmi problemi incelenmistir.

Birinci béliimde kisaca konunun tarihsel gelisgiminden s6z edilmig, bu konuda
yapilmig deneysel ve teorik ¢aligmalar anlatilmigtir. Damar malzemesinin sikismaz,
elastik ve izotrop oldugu ve bir on statik gekil degistirmeye maruz kaldii kabul
edilmis ve bununla ilgili temel denklemler Boliim 2° de verilmigtir. Pulsatif kan
akimi swasinda, bu statik 6n gekil deistirmeler tzerine ktcik dinamik yer
degistirmelerin siiperpoze edildigi hareket denklemleri Béliim 3” de verilmigtir. Bu
matematiksel tiiretimin uygulamasi olarak Bélim 4° de 6n gerilmeye maruz ve
icerisinde viskoz akigkan bulunan ince tiiplerde pulsatif akim problemi incelenmistir.
Once Bolum 4.1° de sabit yangaph silindirik bir tiip igerisinde harmonik dalga
yayilimi problemine yer verilmigtir. Biyolojik uygulamalarda, damar yangapimn
dalga boyuna gore ¢ok kiigiik oldugu gozoninde bulundurularak dispersiyon
bagintist miimkiin olan yerlerde analitik diger hallerde de niimerik olarak incelenmig
ve sonuglar bir kisim grafikler tizerinde gosterilmigtir. Daha sonra Bolim 4.2° de
eksen boyunca yarigapi yavas degisen tiiplerde pulsatif akim problemi incelenmis ve
uzun dalga boyu i¢in alan denklemlerine bir pertirbasyon serisi ¢oziimi
sunulmugtur.

Sayisal incelemeden sonra, sonug ve Oneriler kisminda, elde edilen sonuglar
maddeler halinde siralanmig, bu konuda yapilan diger ¢ahgmalar ile
karstlagtinimgtir.



SUMMARY

AN INVESTIGATION OF PULSATILE FLOW
IN A PRESTRESSED THIN ELASTIC TUBE

Propagation of harmonic waves in initially stressed (or unstressed) cylindrical
elastic (or viscoelastic) tubes filled with a viscous (or inviscid) fluid is a problem of
interest since the time of Thomas YOUNG [1] who first studied the pulse speed in
human arteries. Treating the artery as an elastic thin tube and the blood as an
incompressible inviscid fluid, Moens - Korteweg (1809) studied the wave
propogation in such a medium and obtained the wave mode, known in the current
literature as Moens-Korteweg wave speed. Witzig is the first one who took the
viscosity into account but ignored the effects of Poisson 's ratio and viscoelasticity.
In 1954, Morgan and Kiely studied the same problem by assuming that the artery as a
linear elastic tube and the blood as a Navier-Stokes fluid and obtained the dispersion
relation. In 1966, Anliker and Maxwell studied the non-symmetrical wave motion by
treating the artery as a thin walled elastic tube and the blood as a viscous fluid and
obtained the cut-off frequency. In these works either the effects of initial stress are
neglected or taken into account in ad-hoc manner.

Physiological studies indicate that for a healty human being the systolic
pressure is about 120 mm Hg and the diastolic pressure is around 80 mm Hg.
Furthermore, the arteries are subjected to an axial stretch ratio, which is about 1.5.
Thus, large blood vessels are subjected to a static mean pressure which is about
100mm Hg and the axial stretch ratio. In the course of blood flow a pressure
increment + 20mm Hg is added by the left ventricle on this large initial static
deformation . The initial stress of arterial wall material had been taken into account
first by Atabek and Lew , in 1966. Since, in those years, nonlinear constitutive
relations for arteries were not known in functional form, these initial stresses were
not incorporated into the initial static and into the incremental dynamical
deformations. As a result of this, they treated the coefficients of incremental stress-
strain relations as some constants, although they depend on the initial deformations.
The effect of initial deformation was properly taken into consideration by Rachev in
1980, but he treated the artery as a purely cylindirical thin membrane. In essence,
the arterial geometry is not cylindirical, it is rather a conical shell.

Having observed some of the drawbacks of the previous works on this
subject, in the present work, we have presented a theoretical analysis of wave
propagation in a prestressed thin elastic conical tube filled with a viscous fluid and
studied some special cases.



Basic Equations:

1.Equation of Membranes

Let us consider a thin conical tube subjected to axially symmetric external
forces exerted by the flow of a viscous fluid inside of the tube. Denoting the
membrane forces along the meridional curve by T; and the circumferential curve by
T, (see Figures 1 and 2), the equation of motion of the tube in cylindirical polar
coordinates may be given by
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where p . is the mass density, h is the thickness of the tube after finite static

deformation, r; is the radius of the tube after finite static deformation, u and w are
the radial and axial displacements superimposed on initial static deformation, P and

P are the external forces exerted by the fluid, a_ and a_are the components of

acceleration vector in the cylindirical polar coordinates, and they are given by
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Here prime denotes the differentiation with respect to axial coordinate z. The
external forces applied by the fluid are given by
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where P is the fluid pressure, is the viscosity, v and v are the veloct
u'V T zZ

components of the fluid body.
The membrane forces T, and T, may be given , constitutionally as,

T=cme— , L= ©)

where 2 is the strain energy density function xl and A ,are the stretch ratios along

the meridional and the circumferential curves.
2.Equation of Fluids

Treating the blood as an incompressible Newtonian fluid, the govemning
equations in the cylindirical coordinates may be given as follows:
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where p is the mass density and P is the pressure function of the fluid.
The boundary conditions to be satisfied by the field quantities are stated as
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Equations of Incremental Motions

Assuming that the incremental deformation superimposed on the initial static
deformation is small, from (1)- (10), the incremental equations and the associated
boundary conditions are given as follows
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where the quantities with zero subscripts denote the initial field £ and X are the

incremental membrane forces , §r and §z are the incremental forces applied by the

fluid body; the expressions of them are given in the main text .
The incremental membrane forces may be given as
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If (13) is introduced into equations (11) and (12) one obtains the incremental
equations in terms of the displacement components.

The incremental equations of fluid motion are given as follows
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Propagation of harmonic waves

As one of the applications of the present theoretical analysis, in this part we
shall study the propagation of harmonic waves in a prestressed fluid filled
cylindirical tube filled with a viscous fluid. For this particular case, the tube will be
assumed to be cylindrical. Seeking a harmonic wave type of solution to the field
equations we obtain the following dispersion relation

(A8 +A)Q + (A 8+ ALEH QO + (AsE + AED) =0 (19)

where Q is the nondimensionalized angular frequency,& is the wave number and

the coefficients, A;,....A¢ are functions of initial deformations, viscosity, frequency
and the wave number, whose expressions are given in the main text.

In general it is very difficult to analyse the dispersion relation by analytical
means; a numerical approach is rather to be used. Before we study the general case
numerically, some special cases are examined analytically and results are compared
with previous works on the same subject. Then the dispersion relation is studied by
numerical means for various stretch ratios and the inner pressure and the results are
depicted on some figures. The numerical results reveal that: (i) The speed of
primary wave increases with Womersley parameter, inner pressure and the axial
stretch ratio, (ii) the speed of the secondary wave increases with Womersley
parameter and inner pressure but decreases with axial strech ratio; (iii) the
transmission coefficient of the secondary wave first decreases with Womersley
parameter, then starts to increase with it. Moreover, this coefficient decreases with
inner pressure but increases with axial stretch; (iv) the transmission coefficient of the
secondary wave increases with Womersley parameter and inner pressure but
decreases with stretch ratio. These results are consistent with the findings of the
previous works on the same subject.

Pulsatile flow in a slowly tapered tube:

As a second application of the present analysis, in this part of the work we shall
study pulsatile flow in a slowly tapered tube. Assuming that the tapering angle is

xii



small we expended the field quantities into the power series of this small angle
parameter. Substituting this expansion into the field equations and the boundary
conditions and setting the coefficient of like powers of this parameter equal to zero
we obtained a set of differential equations and boundary condititons governing the
field variables. Then we sought a solution, which is harmonic in time, to the field
equation and obtained the analytical result for the zeroth and the first order
equations. The variation of the pressure with axial coordinate and wave number is
also evaluated numerically and the results are depicted in some figures. The result
found here is found to be consistent with previous results existing in the literature.



BOLUM 1

GIRIS VE KISA TARIHSEL GELISIM

Iginde viskoz veya viskoz olmayan akigkan bulunan ongerilmeli veya
Ongerilmesiz elastik veya viskoelastik tiip igerisindeki pulsatif akim problemi
uygulama agisindan bityitk 6neme sahiptir. Bu problemin biyomithendislik agisindan
Onemi, damarlardaki kan akimmmin piilsatif bir akim olarak modellenebilmesidir.
Ayrica boyle bir kompozit ortamda harmonik dalga yayilimi problemi incelendiginde
dalga lmzinin ve aktarma katsayisinin ¢esitli parametrelere gére degisimini, damar
malzemesinin yapisinda ne gibi degisimlerin oldugunu gézlemlemek miimkiindiir.
Bu nedenle, kan ve damar ikilisi modellenirken, hem tiip malzemesinin hem de
kanin mekanik 6zellikleri dikkate alinmalidir.

Igerisinde viskoz veya viskoz olmayan akiskan bulunan ongerilmeli veya
ongerilmesiz silindirik tiipler igerisinde harmonik dalga yayilimi problemi Thomas
Young [1] zamanindan beri lizerinde galigilan ve giincelligini koruyan bir konudur.
Bilindigi kadariyla Thomas Young , 1808'de insan atardamarlaninda (arterilerde) pals
dalgalarinin lizim hesaplayan ilk bilim adami olup bugiin bu hiz kendi adiyla anilan

dalga modu olarak bilinirr Daha sonra Weber kardeslerin bu konular iizerine

calistig gorillityor. Geng olan kardes Wilhelm Eduard (1804-1896) fizikgi olup daha
yash ve anatomist olan Ernest Heinrick (1795-1878) ile birlikte ¢aligarak dalgalarin
arterilerdeki dallanma noktalarindaki yansima ve dalgamin aktarilmasi konular
tizerindeki bulgulan ile biyofizigin ilk uygulamalarimi vermiglerdir. Weberler’in
¢aligmalarin1 Moens'in deneysel ve Korteweg'in teorik ¢alismalari izlemistir. Moens
ve Korteweg, i¢i viskoz olmayan akigkan ile dolu ince elastik tiiplerde dalga yayilim
problemini incelemislerdir. Uzun dalga boyuna karsi gelen faz hzi ginimiz
literattirinde Moens-Korteweg hizi, ilgili dalga da Moens-Korteweg modu olarak

amlir.



Bunun igin, Korteweg basit bir modelden hareket etmis ve tiip igerisindeki
akigkana ait kiitle korunumu ve eksenel yondeki hareket denklemlerini agagidaki

sekilde vermistir
% + _a"’_z (Aw) = 0 (Katle korunumu) (1.1)
oP.
_&_,.p(@.,_wﬁ):o (1.2)
oz Not 0z

Burada A elastik tiipiin dikkesit alani, w akigkamin eksenel dogrultudaki hiz bileseni,
p, kitle yoguntugu ve P, (z, t) de akiskanm basing fonksiyonudur.

Sekil degistirebilen tiiplerde i¢ basing ile dikkesit alant arasinda Pi = Pi (A)

seklinde fonksiyonel bir baginti mevcuttur.Denge konumundan itibaren olugan
dalgalanmalann kiigiik oldugu kabul edilirse (1.1) ve (1.2) denklemleri asagidaki

sekli alirlar
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Burada A~ denge halindeki tip dikkesit alamim gdstermektedir. Bu denklem
normalize edilmis basit bir dalga denklemi olup yayiima hiz1 c, ile verilir.
Sekil degistirmelerin kiigiik olmas: halinde Pi i¢ basincina maruz tiipiin a

sekil degistirmis yanigapi

a; P 14
= + —1L .
a a, Eh (1.4)



ile verilebilir. Burada a o sekil degistirmeden onceki tiip yarigapy, h tip kalinlig: ve E

de tiipiin elastisite modalidir. A = na 3 bagintis1 dikkate alinirsa

dp,
o _E h (1.5)
dA0 2 Ao a,
elde edilir. Bu bagintt dalga hiz ifadesinde yerine konacak olursa
c = E h (1.6)
° 2p, 2,

bulunur ve literatiirde Moens-Korteweg dalga hizi olarak bilinir.

Viskozitenin dalga hizina olan etkisini inceleyen ilk bilim adami Witzig [2]
olup k dalga sayist ile @ agisal frekans: arasinda, uzun dalga boyu igin, asagidaki
bagintiy1 vermigtir

k2=m2(1—62) (1.7)

Burada ¢ o Moens-Korteweg hizimi, ¢ Poisson oramm gdstermekte olup Fyp

agagidaki sekilde tammlanmigtir
2] 172
F o= (&) L E=ail (5‘1) . (1.8)
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Burada J(&,) birinci tipten Bessel fonksiyonunu, a tiip i¢ yancapm vevde
kinematik viskoziteyi~ gostermektedir. Literatirde 1950 yilina kadar bu konuda
yayinlanmis caligmalarin bir dokiimiinit Lambossy [3] de bulmak miimkiindiir.

1950'i yillarda 6zellikle Amerika Birlesik Devletlerinde uzay programlarina
agirhk verilmesiyle biyomithendislik konusundaki g¢aligmalar hiz kazanmugtir.



Ibrall[4] elastik tiiplerde dalga yayilimi problemi iizerinde etrafli bir ¢caligma yapmisg

Ve sonucu

(1.9)

seklinde ifade etmigtir. Witziglin formiilinde ¢ =0 yazilirsa bu sonug ile tamamen
uyusmaktadir. Iberall bu sonuca ulasirken sadece radyal dogrultudaki hareketi
dikkate almis, eksenel dogrultudaki hareketi ihmal etmigtir. Elastik tiiplerde dalga
yayilimu ile ilgili 6nemli diger iki inceleme de , es zamanl: olarak ele alinan Morgan
ve Kiely [5] ve Womersley [6,7]in c¢aligmalanidir. Morgan ve Kiely[5] ,
lineerlegtirilmig tiip denklemlerini ve akigkan i¢in de Navier-Stokes denklemlerini
kullanarak asagidaki kuvadratik ifadeyi elde etmiglerdir:

ke

4(1—F10)(TOJ4+[F10(40—1)—4](

k

2
c

0 2} _
. ) + Fm(l -5 ) = 0 (1.10)
Bu denklemin iki kokii olup daha kiigiik olant akigkan igerisindeki basing dalgasim
karakterize eder ve Young modu olarak bilinir. Daha yiiksek olani ise Lamb modu
olarak bilinir ve tiip igerisindeki dalgay: karakterize eder.

Womersley [6], hemen hemen aym tip modelden hareketle asagidaki
dispersiyon bagintisint elde etmigtir:

ke 2
4(1*%)(7?] +[-2m(1-E)+E,(40-1) -4 (k_@c_o) (111

+m+E)(1-0%) =0

h -
Burada m=§—— olup, (p :tipiin kitle yogunlugu) tipiin atalet etkisini gostermek-
a
0

tedir. (1.11) denkleminde m=0 yazilacak olursa (1.10) denklemi elde edilir.



Daha sonra Womersley [7], damarin igerisinde bulundu@u ortamin yataklama
etkisini de hesaba katarak (1.11) deki sonucu formel olarak elde etmistir. Tek fark,

tiipiin ataletini karakterize eden ™ parametresidir

602
m = m[ - —%] (1.12)

Burada © 0 dis ortamin frekansi olup ® 0 0 olurken sonug bir 6ncekinin ayni
olmaktadir. o, > o halinde, yani dig ortamin ¢ok rijit olmasi halinde

m — — o olacagindan (1.11) ifadesi Witzig'in sonucuna doniisecektir.

Bu ana kadar yapilan galigmalarda atardamarlarin maruz kaldif1 6n gerilme
pek dikkate alinmamigtir. 1966 yilinda Atabek ve Lew [8] eksenel ve radyal
dogrultuda bir dngermeye maruz ince elastik tiip halinde, statik 6n gerilme iizerine
kiictik dinamik yerdegistirmeler siiperpoze ederek tiipiin ve viskoz akiskamn hareket
denklemlerini elde etmisler ve bu denklemlere harmonik dalga tipi ¢6zimler
arayarak dispersiyon bagintistm elde etmislerdir. Ongerilme disinda bu model
Womersley modelinden bagka birsey degildir. Daha sonra Atabek [9] , aym
yaklagimi kullanarak ortotropik ve viskoelastik bir tiip igerisinde hareket eden
viskoz akigkanin igindeki harmonik dalga hareketini ve Ongerilmenin dalga
karakteristiklerine olan etkilerini incelemistir. Calismada soz ettikleri malzemenin
genel binye bagmtisi bilinmedifinden Atabek ve Lew [8] ve Atabek [9]in
¢aligmalarinda artimsal gerilmede elastik katsayilar sabit olarak alinmigtir. Aslinda
bu katsayilar tegetsel malzeme sabitlerine karsi geldiinden bunlar birer sabit
olmayip onsekildegistirmeye bagh birtakim katsayilardir, dolayistyla sekil degistirme
ile birlikte degisirler. Mirsky [10] , benzer bir ¢aligmada, biyik on sekil
degiistirmenin dalga hizina olan etkisini sayisal olarak incelemigtir. Biitin bu
caliymalarda tipin ince oldugu kabul edilmis ve ilgili mambran denklemleri
kullanilmigtir.

Cox [11,12] , tiip malzemesi i¢in sikigmaz viskoelastik kati, akigkan igin de
lineerlestirilmis Navier-Stokes denklemlerini kullanip kalin tiip halinde harmonik

dalga yayilma problemini incelemis ve dispersiyon bagmtisini elde etmigtir. Daha



sonra Klip,Von Loon ve Klip [13] viskoelastik kalin bir tiip igerisindeki boyuna
dalgalann incelemigler ve dispersiyon bagintisi i¢in asagidaki yaklagik ifadeleri elde
etmislerdir:

— 2 — 2\?
(1—F10) K* -(p;‘; p] K +(pg J q=0 (1.13)

Burada

p T
p=(1- Fm)%+ 21+ 0 +27) +F, (1~ 40)
(1.14)

q=(1+c)[1+r(1—o)]{wm+z-2}

p

ve t = 2a° / (b2 ~a? ) seklinde tanimlanmigtir. Bu denklemin ¢odziimiinden

hemen Lamb ve Young modlarim elde etmek miimkiindiir.

Rubinov ve Keller [14], icerisinde sikisabilen Newton akigkam bulunan ve
dis yuzeyinden eksenel dogrultuda harekete engel olunmug bir viskoelastik kalin tiip
igerisindeki eksenel simetrik dalga hareketini incelemigler ve dispersiyon bagmntisim
elde etmislerdir Bu durumda, genellikle dispersiyon bagintisimin incelenmesi
olduk¢a karmagik oldugundan viskoz etkilerin ihmal edildigi durum incelenmis ve
sonsuz sayida dalga modu elde etmislerdir. Aym bilim adamlart daha sonraki bir
¢aligmalaninda [15] viskozitenin etkisini de dikkate almiglar, dalga sayisinin frekans
cinsinden asimptotik degerlerini elde etmiglerdir.

Atabek ve Lew [8]'nin ¢aligmasi disinda atardamarlardaki on gerilmeyi
dikkate alan pek olmamigtir. Rachev [16] iginde sikismaz ve viskoz akigkan bulunan
on gerilmeli ince tip igerisinde eksenel simetrik dalga yayilmasi problemini
mncelemis ve dispersiyon bagintisint elde etmigtir. Daman saran kas aktivitesinin
dalga hareketine olan etkisini uygun bir sekilde hesaba katmig ve dalga faz luzinin ve
aktarma katsayisinin i¢ basing, eksenel germe ve yaslilik ile degisimi verilmisgtir.



Moodie ve ¢aligma arkadaglan [17], igerisinde viskoz olmayan bir akigkan
bulunan yan sonsuz viskoelastik bir tiip i¢in smur deger problemini incelemis ve
basing dalgalarimin nasil olustufu ve yayildigt tartisilmus ve elastik analiz ile
karsilagtinimasi yapilmigtir. Sawatzky ve Moodie [18] aym problemi viskoz akigkan
hali i¢in ele almislar, dispersiyon bagintisim uzun dalga boyu ve yiksek frekans
halleri igin elde edip viskoz olmayan hal ile kargilagtirmiglardir. Bu konuda daha
fazla bilgi Rudinger [19], Skalak [20], Attinger [21] tarafindan yapilmig derleme
makalelerde ve McDonald [22] ve Fung [23] tarafindan hazirlanmig kaynak
kitaplardan temin edilebilir.

Yukanda s6zi edilen ¢aligmalann biyiik bir bolimiinde atardamarlarin 6n
sekil degistirmesi pek dikkate alinmamus, 6n gerilmeyi dikkate alan birkag galigmada
da malzemenin nonlineer biinye denklemi bilinmediginden artimsal elastik
katsayilarin 6n sekil degistirmeyle olan iligkisi saglikli bir sekilde incelenememistir.
Omnegin, on sekil depistirmenin ozelligine bakmaksizin artimsal gerilmeler igin
klasik Hooke yasasi kabul edilmis ve elastik katsayilann sabit oldugu
dusiinilmistir. Gergekte bu katsayilar sabit olmayip on sekil degistirmeye baghdir.
Bu konu ilk defa etrafli bir gekilde Demiray ve galigma arkadaglari[24] tarafindan,
"bityiik statik 6n deformasyon izerine kiigiik yer degistirmelerin siiperpozisyonu
teorisi" kullanilarak incelenmis ve literatiirdeki meveut ¢alismalar ile
kargilagtinimasi yapilmgtar.

Saglikli bir insanda minimal basing 80 mm Hg ve maksimal basing ise
120mm Hg civaninda olup atardamarlar ortalamal00 mmHg basincina maruzdur.
Yapilan deneysel g¢aligmalar, biyikk damarlarin ayrica eksenel yonde 1.5-1.7
mertebesinde bir eksenel germeye maruz kaldigini gostermektedir. Kalbin peryodik
olarak uyguladif1 basing sonucu olugan kan akimi sirasinda bu 6n gerilme iizerine
+ 20 mm Hg civarinda bir basing eklenmektedir. Bu olgu bize, damarlarda kan
akimi probleminin incelenmesi sirasinda "biyiikk 6n gekil degistirmeler iizerine
kiigiik yer degistirmelerin siiperpozisyonu teorisi " ni kullanmay1 mamkiin kilar.

Iste bu caligmada, yukanida 6zet olarak sunulan fizyolojik kosullar dikkate
alinarak, igerisinde viskoz akigkan bulunan ince elastik tiiplerde pulsatif akim
problemi incelenmistir. Bunun igin, bityiik sekil degistirmeye maruz ince elastik tiip

denklemleri ve viskoz akigkana ait temel denklemler Bolim 2 de verilmistir.



Atardamanin maruz kaldify fizyolojik kosullar dikkate alinarak biiyiik 6n sekil
degistirmeler lizerine kiigik dinamik yer degistirmelerin siiperpozisyonundan elde
edilen alan denklemleri, Boliim 3 de verilmistir. Bu tiiretimlerin bir uygulamasi
olarak, sabit yanigaph veya yarigapt eksen boyunca yavas degisen ve igerisinde
viskoz akigkan bulunan tiplerde harmonik dalga yayilim: problemi Bolim 4 de
incelenmis ve gesitli 6zel durumlar incelenerek sonuglar bir kisim grafikler tizerinde

gosterilmigtir.



BOLUM 2

TEMEL DENKLEMLER

Bu boélimde,én gerilmeye maruz, igerisinde viskoz akigkan bulunan ince bir
tiip tizerine dinamik yer degistirmelerin stiperpoze edilmesi halinde tiipiin hareketini
yoneten diferansiyel denklemler elde edilecektir. Bunun igin , Sekil 2.1 de
gosterildigi gibi, dogal konumunda dairesel silindirik bir mambran gézdniine alalim.
Sekil degistirmeden 6nce mambranin orta yiizeyindeki tipik bir noktanin silindirik
koordinatlarm (R, 0, Z)ile gosterelim. Mambrana uygulanacak eksenel simetrik

-
-

- PR
s

Dinamik olarak

e
sekil dedistirmis .7 N\lstatik olarak sekitl degistirmis

konum\ _ .- konum
“'.' ’ » /-
/
- '
1
—_—— —— @ 0—0—-——0-—:—0 e T
1
0 "Lekil dedistirmemis konum
A(2) R @ !
0 H
- — e SO .
z 7 z Z

Sekil 2.1 Tiip elemanimin cesitli kademelerdeki gekil degistirmis durumu

statik ylikler altinda sekil degistirmis konumunda aym noktanin koordinatlar
(R . (2). %, 9) ile gosterilsin; burada Z = Z(Z) seklindedir. Nihayet, bu statik yer
degigtirme tzerine eksenel 'simetrik hareketi temsilen radyal dogrultuda u('i, t*) ve
eksengl dogrultuda da w(i, t') sonlu ve zamana bagh yer degistirmelerinin

stiperpoze edildifini varsayalim. Bu durumda, incelenmekte olan noktanin konum
vektorit
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r(z, t’) = [R @)+ u(z t)] e + [2 + w(z t*)]ez 2.1

seklinde ifade edilebilir. Burada (er, e ez) silindirik koordinatlardaki birim baz

vektorlerini gostermektedir. Sekil degistirmis mambrana meridiyen boyunca teget
vektorii agagidaki bigimde tammlamak mumkiindiir:

T:@:[R'+ﬂ)e +(1+@)e, 2.2)

. 0% 0 0z) * 0z) *
, dr (2) e
Burada Ro(i) = d"z seklinde tammlanmistir. (2.2) ifadesi kullamlarak bu
vektoriin uzunlugu

2 2
— ¢ 5} 11] ( 0 W)

AN=T  -T =|R +—] +{1+— 23

z = ( 0 9% 0z) ’ 23)

olarak tamimlanabilir. O halde gekil degistirmis meridiyene teget birim t vektori
asagidaki gibi verilebilir:

T
t=~7\-z~=—°—-——ﬁie+-—£e. 2.4)

Buna gore sekil degistirmis mambramin birim dis normali asagidaki gekilde ifade
edilebilir:

_Z e | 2 _Z 2.5)
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Simdi de mambran elemanini yoneten diferansiyel denklemleri elde etmeye
caligallbm. Bunun i¢in, sonlu statik sekil degistirmeden sonra Z = sbt,
Z 4+ dz = sbt,0 ve 6 + d0 = sbt diizlemleri arasinda kalan mambran elemaninin
hareket denklemlerini yazmak gerekecektir. Bilindigi gibi mambranlarda egilme
rijitlikleri thmal edildiginden mambran kuvvetleri mambran yiizeyine teget olarak
alinabilir. Buna gore, sekil defistirmis mambran elemamna etkiven i¢ ve dig

kuvvetler Sekil 2.2 de gosterilmistir:

Tlp eks‘enf

Sekil 2.2 Mambran elemanina etkiyen kuvvetler

O halde mambran elemanina etkiyen toplam kuvvet

o+ (tTld se)iiﬂﬁ— (Tzeed sz}e

z

F =—(t Tld se)

Tye,d sz)i + (Prer + Pzez)dsedsz (2.6)

0+d8
seklinde ifade edilebilir. Burada P, ve P, sekil degistirmis mambramn birim
alanina etkiyen dig kuvvetleri, dsy ve ds, ise sekil degistirmis elemanin kenar
uzunluklan olup agafidaki bigimde tanimlanmigtir:

ds, = (R0 + u)de . ds = Adz @.7)
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T, ve T, mambran kuvvetleri sadece zamana ve Zeksenel koordinatina
baghdir. Buna gore , (2.6) da gorilen diferansiyel ifadeler dz ve 46
biytikliklerinin serisine agilir ve yalmz birinci mertebe terimler tutulacak olursaF

kuvveti agagidaki sekli ahir:

0 - - — _
F=——ITyR, +u)dodz - T,e Kdodz + (Pe, +Pe J& (R, +u)doaz
2.8)
Burada e = e - e dO iligkisi kullanilmigtir.
819+do 6 r

Newton hareket yasasina gore (2.8) ile verilen kuvvet ifadesi, elemamn
kiitlesi ile ivme vektoriiniin ¢arpimina esit olmalidir. Yer degistirme bilegenleri
sonlu statik gsekil degistirmeden sonraki uzaysal koordinatlar cinsinden ifade

edildifinden ivme vektérii a

e (2.9)

seklinde yazilabilir. Ayrica gézonine alinacak tiip malzemesi sikigmaz kabul

edileceginden mambran elemanimn kiitlesi
p, b’ & (R0 + u) dz do (2.10)

seklinde olup hareket denklemi vektorel formda agagidaki bigimde yazilabilir:

2

53 [Txt (Ro + u)] - TZXer + K(RO +ufPe + Pzez) =

2.11
th R 6211 Bzw ( )
po ( 0 +u ) e‘_ + 2 ez

ot ot
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Burada P, mambranin kitle yogunlugunu, h' ise sekil degistirmis mambranin nihai

kalmhigim gostermektedir. Malzemenin sikigmaz oldugu hatirlanirsa sikigmazlik
kosulu

B K(RO +u)= hR, (2.12)

olarak ifade edilebilir. Burada h, sonlu statik sekil degistirmeden sonraki mambran
kalinligidir. (2.4) denklemindeki t ifadesi ve (2.12) sikigmazlik kogulu (2.11) de

yerine konur ise bilesenler cinsinden hareket denklemleri

5 TI(RO' + (—;;)(RO + u) o

= e ~ AT + A(R0 + u)Pr = p,R h — 2.13)
Nk (1 . ?g)(RO + ) .
/A —_ w
s = + A(R0 + u) P =pRh i (2.14)
seklinde ifade edilebilir.

Bu c¢aligmada incelenecek problemlerde kati malzeme ile akigkanin
etkilesimi so6zkonusu olacagindan simir kogullarimin uygun bir sekilde ifade
edilebilmesi amaciyla her iki ortam igin secilen koordinatin aym olmasi gerekir.
Bilindigi gibi kat1 cisimler igin belirli bir maddesel konum tamimlanabildigi halde,
akigkanlar icin aym sey sOylenemez;, bu nedenle akigkan denklemleri Eulerian
formda ifade edilir. O halde kati ve akigkamin ortak simr kosullannin ifade
edilebilmesi igin mambran denklemlerinin de uzaysal formda yazilmasi uygun
olacaktir. Maddesel pargacigin sekil degistirmeden sonraki nihai eksenel koordinatt
z ile gosterilecek olursa, asagidaki bagintilar gegerlidir
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Nt
i

z-wzt) , R (2= Ro[z - w(Z, t*)] = 1 (2) (2.15)

u= u(z, t*) ve w = w(z, t‘) olarak alinabilecegi gozoniinde bulundurulursa

(2.16)

iligkileri yazilabilir. Burada r(; (z),ro(z) nin argiimanmna gére tirevini

gostermektedir. Buna gore (2.13) ve (2.14) hareket denklemleri asafidaki sekli

alirlar:
¢ u
2 Tl(r0 + a)(ro + u) ow
= g - AT, + A(ro + u)Pr =P (1= )8, (217
P Tl(r0 + u) oW
||+ A(ro + u)Pz = p,h ro(l - —5;) a (2.18)

Burada uzaysal koordinatlar cinsinden ifade edilmis a ve a ivme bilegenleri

agagdaki gibi tanimlanmuglardir:
2 2
a=6u2+a———u +2v au*+2___612.1
T at# z z 625t z Z
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z ot oz ot ot ot
(2.19)
Yukandaki ifadede gegen v_ hz bilegeni
aw)“‘ ow
=]1-— 2.20
v, ( oy (2.20)

bigiminde tanimlanmigtir.

Bu c¢aligmada elastik tip igerisindeki viskoz akigkan problemi
incelenecefinden mambrana gelen dis kuvvet, akiskan tarafindan uygulanan
reaksiyon kuvveti ve damarlardaki aktif kaslann kasilmast sonucu uyguladifn kas
kuvveti ve yataklama kuvvetlerinden tegekkiil eder. Akigkana ait toplam gerilme
tansord o ile gosterilecek olursa damardaki aktif kaslarm kasiima sonucu

uyguladift kuvvet ve yataklama kuvvetlerinden olugan toplam reaksiyon kuvveti
bilesenleri

P = - ‘:0' N nkLr Y, LB, - -—[0' g nkLr Y, 2.21)

bigiminde ifade edilebilir. Burada Y, ve Y, yataklama ve kas kuvvetlerini temsil
etmektedir.
Akiskamin Newtonien ve sikismaz oldugu kabul edilirse gerilme tansérii

G = —P8k1+ 2 B dkI (2.22)

seklinde verilebilir. Burada P toplam akigkan basincini, Sk‘ Kronecker deltasini,

H viskoziteyi ve dkl de sekil degistirme hiz1 tansériinii temsil etmekte olup
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1
Sy (Vk,l + Vl,k) (2.23)

seklinde tammlanmistir. Burada v . akiskamin hiz vektori bilesenini, virgiilden
sonraki indis ise ilgili bilyaklugin x 'ye gore kismi tirevini gostermektedir.

Eksenel simetrik bir akim durumunda gerilme bilesenleri asafidaki gibi

verilebilir:
avl’ VI’
6”=—P+2;.Lv . , Geez_P+2”vT
P+2 oy av’ v 2.24
c =-P+ £ , 0 = + —= .
ZZ uv 62 TZ uv( 6z 6r) ( )

Buna gore P, P dis kuvvet bilesenlert

ov ov ov
P ={Pn -2p In —u L+ —2In +Y
be T vor T W oz al' zZ T
r=r,+u

=T

(’Bvr <’5vZ 6vlr
PZ= Pnz—uv . +ja—r— nr-—ZuvaZ n —i—YZ (2.25)
r=1,+u

0

seklinde ifade edilebilir. (2.5) denkleminden normalin bilesenleri yukarida yerine

konursa

ov o o) (, e
AP =|P-2p T+ Loy —21r + — + AY
T var vaZ ar 0 az T
r=r +u
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elde edilir. Eger akigskana ait bityiikliikler bir gekilde tayin edilmis ise (2.26) ifadele-
ri yardinuyla tiipe gelecek akigkan reaksiyon kuvvetleri hesaplanabilir.

2.1. Biinye Denklemleri

Daha once (2.17) ve (2.18) ile ifade edilen tiip hareket denklemlerinin
tamamlanabilmesi i¢in T; , T, mambran kuvvetlerinin yer degistirmelere olan
fonksiyonel bagntisinin, yani binye denklemlerinin bilinmesi gerekir. Biz bu
caligmada mambran malzemesinin sikigmaz ve ideal elastik oldugunu kabul

edecegiz. Boyle bir malzemeye ait biinye bagintist

t =P8 +dc +¥ B (2.27)

seklinde verilebilir (Eringen [25] ). Burada P hidrostatik basinct, c:l Finger
deformasyon tansérinii gostermekte olup
S =F F Foo= 2 22
‘a1 T ik ik ; kK X (2.28)
seklinde tammlanmigtir. (2.27) ifadesinde yer alan dier biyiiklikler
_ -1 a1 4 ) _ ) ) _ oz
Bkl —Il ckl—ckm le 5 CI)—ZEI—* 5 ‘P-—Z—éi— (2.29)
1 2

seklinde tamimlanmigtir. Burada I ;! , Ve I3 =1, ., 'nin temel invaryantlarin

= 2(11’ Iz) ise incelenen elastik cisme ait gekil degigtirme enerjisi yogunlugunu

gostermektedir.
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A LA, mambran teget diizlemi igerisindeki asal germeleri A , de mam-
bran teget ditzlemine dik dogrultudaki germeyi gostersin. Buna gore asal eksenlere

gore ifade edilmis c:l ve B bilesenleri agagidaki bigimde verilebilir:

1.1 (2.30)

2 }"1 7\'1 A'2

Burada klk 27“ ; = 1 sikismazlik kosulu kullamlmigtir. O halde (2.27) denklemin-

den asal gerilme bilegenleri
2 2 2
'cu=P+<I>kl+‘P(7x1 2+1/k)
2 2 2
t22 =P+<I)k2+‘lf(?\,l 7\.2+1/}\.J (2.31)
2 2
t, =P (x x)+lp(1/xl+1/x2)

seklinde ifade edilebilir. Mambranin gok ince kabul edilmesi nedeniyle kalinhig
dogrultusundaki gerilme bilegeni, yaklasik sifir kabul edilebilir. Buna gore

t, ='F+¢>/(x’ix22]+qf(1/fl +'1/x’;) =0

veya P hidrostatik basinci
—_ 2 .2 2 2
P=-o/(Xa) w172} +1/2) 2.32)

bulunur. O halde (2.32) ifadesi (2.31) de yerine konursa t 2 1, asal gerilme

2
ifadeleri
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2 2.2 2 .2 2
t, ool -+ (XA -1/1])

2 2.2 2 .2 2
= o@ -1/ )+ (8 A] 41/ 2 ) (2.33)

olarak verilir.

I, , I, temel invaryantlarin asal germeler cinsinden ifadelerinin

2 2 2,2 2 2 2,2
Il=?~.1+).2+1/7L17L2,12=1/k1+1/k2+llx2 (2.34)

seklinde olduklart hatirlanacak olursa asagidaki iliskiler yazilabilir:

oz o % e d,
oA ol OhA ol oA
1 1 1 2 1

e o4 e,
07&2 611 6&2 612 axz

i

(2.35)

@ ve ¥ nin tammlan dikkate ahmir ve gerekli tiretmeler yapilirsa

o 1 2 1
=® A - +WA A - — (2.36)
67\,2 [ 2 x21 ;\‘3] ( ) f]

iligkileri elde edilir. (2.33) ve (2.36) denklemlerinin kargilagtiriimasindan

% oz
wrha 0 T hg &0
2
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biinye bagintilan elde edilir.
Bilindigi gibi meridiyen ve gevresel egri boyunca birim uzunluga etkiyen

mambran kuvvetleri

T =ht , T =ht (2.38)

seklinde tammlanmiglardir. Burada h' sekil degistirmis kahnlik olup sikismazlik
kosulu nedeniyle, sekil degistirmeden 6nceki H mambran kalinligina

h'a A, =H veya h' = (2.39)
seklinde baglanmigtir. Buna gore T.T, mambran kuvvetleri £  sekil degistirme
enerjisi cinsinden

0Z

oA,

lei}ié}i ’ Tz=E
Zai ;\‘l

(2.40)

seklinde ifade edilebilir. (2.40) ifadesi (2.17) , (2.18) denklemlerinde yerine
konursa yerdegistirmeler cinsinden yonetici diferansiyel denklemler elde edilebilir.

2.2. Alaskan Denklemleri
Bu galigmada, kanin mekanik davramst igin bir model olarak kullanilacak
akiskanin Newtonien tipte, sikigtirilamaz bir akigkan oldugu kabul edilecektir. Daha

once de ifade edildigi gibi boyle bir akigkana ait biinye denklemleri

crk1=-~1’8k1+2uvdk1 (2.4
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bigiminde verilebilir. Akimin eksenel simetrik olmas: halinde hareketi yoneten dife-
ransiyel denklemler, silindirik koordinatlarda, agagidaki bigimde verilebilir:

i

—+ Vv L+ v -—
ot T or zZ oz T

(6v ov avr] oP
P

o*v 10v v v
+u I 4+ = Ly I R o
w2 ror ¢ ot

ov ov ov OP
pl—& +v Ltv =& = -
ot ror z 0z oz
243
v 10v v (243)
+ Z+__ Z+ z
p’v 61’2 r dr 6t¢2
Sikigmazlik kosulu ise
ov v ov
L+ L+ —L =0, (2.44)
or r 0z

seklinde verilebilir. Burada p akigkanin yogunlugunu, v_ radyal dogrultudaki, v,

de eksenel dogrultudaki akiskan hiz bilesenlerini gostermektedir. Mambran
yiizeyinde tiip ve akigkan zlan ayni olacagindan

du ou

— + Vv — =V
ot Zlr=1y+u oz Tle=ry+u
-1
[1 - 9""-—) AL (2.45)
oz ot Zlr=ry+u

stur kosullannin saglanmasi gerekir.
Bu sekilde elde edilen (2.17), (2.18), (2.26), (2.40), (2.42)-(2.44) denklemle-

riyle (2.45) sinir kosulu  u, w, v ,v,P alan bitytkliklerini tayin etmek igin
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yeterli sayida denklem ve siir kogulu vermektedir . Ancak denklemlerin yiiksek
mertebeden nonlineer olmalan nedeniyle bu denklemleri analitik olarak ¢ézmek
oldukga gugtiir. Bu nedenle, incelenecek problemin fizik 6zelligi de dikkate
alinarak bundan sonraki béliimde artimsal hareket denklemleri elde edilecektir.



BOLUM 3
ARTIMSAL HAREKET DENKLEMLERI

Saglikli bir insanda minimal kan basinct 80 mm Hg, maksimal kan basinct
120 mm Hg ve ortalama basing ise 100 mm Hg civanindadir. Ayrica biyiik
damarlar (arterler) fizyolojik kosullarda eksenel yonde A = 1.6 mertebesinde bir

eksenel germeye maruzdur. Kalbin pompalama hareketi sirasinda bu ortalama statik
basing tizerine + 20 mm Hg lik bir basing degisimi uygulanir. Normal kogullarda bu
basing degisimi ortalama basinca gore pek kigik olmamakla birlikte, biyolojik
dokularin yitksek gerilme duzeyinde oldukca rijit bir hal almalan nedeniyle bu
basing degisiminin neden oldugu yerdegistirmeler kiigiik olabilir. Bunun bir sonucu
olarak da nonlineer hareket denklemlerini lineerize etmek miimkiin olabilmektedir.

Bunun igin elastik tipin on statik germelerini A (:("z‘) ve A (2)(2) mambran
kuvvetlerini de T (z) ve T,(z), akiskann daimi akinda hiz bilesenlerini
vf (z),v:(z) , basing fonksiyonunu da P0 (r, z) seklinde kabul edecegiz. Buna gére

alan biytiklikleri asagidaki bigimde ifade edilebilir:

0 — — 0 0
xl=x1+xl,x2=x +12 ,T1=T1+21,T2=T2+22
V=V0+V R V =V 4V
T T T YA z
P=P +P,P =P +P +Y +Y ,P =P +P +Y +Y (.1

Burada X,,X, ve diger uzeri gizgili semboller, ilgili buyiiklikklerin artimsal
miktarlarim goéstermektedir. Artimsal biiyiikliklerin yeterince kigikk oldugu ve
¢arpim terimlerinin ihmal edilebilecegi kabul edilecektir.
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3.1 Artimsal Mambran Denklemleri

(3.1) de tamimlanan elastik tip ile ilgili bayiklikler (2.17) ve (2.18)
denklemlerinde yerine konur ve artimsal biytiklikler cinsinden yalniz lineer terimler
tutulacak olursa asagidaki denklemler elde edilir:

Denge Denklemleri

0

d 0 . 2 0 _
E;(Tl R, 51n¢0)—cos¢0 +R0 A0 Pr =0

d (0 0 _
E;(Tl R, cos ¢0) +R, AP’ =0 (3.2)

Burada A P’,A P’ ve A_ buyiklukleri asagidaki bigimde tanmlanmuslardur:

[ av° av’ v’ .
AP = Po(r)—Zp.v St u |+ 2 tang, +AY

0T or oz ar 0 r
— r=r0
ol ov' a8y’ v .
AP = ——Po(r)tanci)o—-;,mv Py +~a—r +2u“'az tan ¢ +A0YZ
L =1,
A =[1+r2]” = 1/ cos ¢ (z) T (2) = tan ¢ _(2) (3.3)
o | 0 0 ’ 0 - 0 :
Artimsal Denklemler
0 . 0 3 ou o . 0 . 2 ow
a[ZlRO sin ¢0 + Tl R0 cos ¢O e + T1 sin ¢0 u- TlRO sin 4)0 cos ¢0 e
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0 0
R P -T , " dT
H o= 2 w+Tosm¢ (R 6_w_+R —@) ! 2
cos ¢ 2 0N 9 oz 0 0z cosd)o dz
Z = 8*u
-—2 +8 =phR 3.4
coso, T Po ° 4 G
R P’
—‘?-—ZR cos ¢ +T R sin2¢ coszd) w o Z w
ozl 0 0 10 0 0 8z cos¢,
0 ) 2 ou 0 = o*w
+T1Ro smd)o cos ¢0§+T1 costl)0 u}+Sz=pOhR0 &*2 3.5)

Burada §r ve §z artimsal reaksiyon kuvvetleri asagidaki bigimde tanimlanmugtir:

_ R _( i ov 6Vz oV
= T} — Ll JL, i
r of P ) Ry or Ry or 0z

azv"’ , ' 8% v’
~2uRar+uRR Z + Li-2u !
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0 v: ov° 5 , O v° R R 83" 8%
+ —I + R L L+ z
or @ oz B "RV larez T ar?

' " L
,u—Rw—Row 0

+ Ao(u -~ R0 w) + RORO

S R R’ R 0%, %% 2 oV R R
= | -p(r - —L =21+ -
r=R

BPOR R PR » 8 2v° 62V? L R 8 v’
+u| — —— - P(r - Loy + z
or ©° © f() o T H o or? 0roz 0510z

&, oV , ov) | bR 4o R o)
- Z o+ + + — |- +
Mlar Tz M T o 5 | TolOR, + 24 Ry
=R 1'=R0
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0
ow , OV —
S [Po(r)ROR Ro 5, } + AR Y
r=R0
' ' u' - R"W ~-R ,W, 0
+A(u-R w)+RR 0 Y (3.6)
0 0 0 0 A z
0

Bu denklemler elde edilirken agsagidaki yaklagikliklar kullantlmgtir:

R (2) = R (z-w) = R (z) - R}w

1 ou

A = m sm¢ (Z)[R —_— R az}

1 . 2 ¢ OW ou
~ = cos 9,(2) + sin ¢,(2) cos ¢0(z)':R - +R - —6;}
A o . AT
Tl(z) = Tl(z~w) = Tl(z)——Ew

0, . 0 0 dT:
Tz(z) = Tz(z -w) = Tz(z) -V

Toat 2 ot

_ Jdu _ ow dRo(Z)

v = O V.= tan ¢ (z) = — (3.7)

(3.4) ve (3.5) denklemlerini yer degistirmeler cinsinden ifade edebilmek igin

artimsal mambran kuvvetlerinin bilinmesi gerekir.
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3.2. Artimsal Biinye Denklemleri

(2.40) denklemiyle verilen mambran kuvvet ifadelerinden artimsal mambran
kuvvetlerinin yer degistirmelere olan iliskisini bulabilmek igin Xa (o = 1,2)artimsal

germelerinin yer degistirme bilesenlerine olan baglantisinin bilinmesi gerekir. Asal

eksenler dogrultusunca uzanan elemanter liflerinin baslangic ve nihai uzunluklart

dS. ve ds_(o = 12) ile gosterilirse germe ifadeleri

A= —2 (o = 12) (3.8)

seklinde yazilabilir. Aym liflerin statik sekil degistirme sonucundaki lif uzunluklar

dszc ile gosterilirse (3.8) ifadesi asagidaki bigimde yazilabilir:

N dsa dsoc xodsa 3.9)
* ds. dS.  “ds '

Nihai konuma gore ifade edildiklerinde bu lif uzunluklan

a 2 ar 2 1/2
ds’ = (1-——‘% +] 2 dz ds = r do
1 oz 0z 2 0
5 4172
r ou
— _0 7 =
ds = [1 + (62 + azJ } &z, ds, =+ u)de

seklinde verilebilir. O halde germe ifadeleri
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r -1/2

2

A=A , x=x2(1+u/ro) (3.10)

olarak verilebilir. t = R 0(z) - R;w bagmtis1 dikkate alimrsa yer degistirmelerin

kiigiik olmast halinde (3.10) ifadesi agagidaki sekli alir:

A=A 1+ Ro Su, 1 ow
Yl 1+RI 9z 14R] 02

veya
A = x"(l ' il A i @) . (3.11)
1 1 0 4] az

0 oz

Buna goére artimsal germeler

— of ., ou 2 ow
7&1-- kl(sm <l>o coS ¢0 P + cos <b0 Sz—)

2|

= A

0
2 2

u

. 3.

R (3.12)
0

olarak verilir. Burada xf ve loz germelerinin Z konumunda degerlendirildiklerine

dikkat edelim. O halde artimsal sekil degistirme tansori bilesenleri

)

. ou 2 ow

e =—~-1=sind cos¢p — +cos ¢ —

11 0 0 0 3z 0 3z
1

>
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>’1>>
N O

” -1=u/ Ro(z) (3.13)

olarak verilir.

Bu bilgiler elde olduguna gore (2.40) denklemindeki mambran kuvvet

ifadeleri artimsal gekil degistirme bilesenlerinin serisine agilirsa

0
0 H o A 8%z 8%z 1 0%
T + 2 +H——e +H——5-——%l,
oAJON] A, A

o " o —ol¢ (3.14)
axzaxl kl 6).2

H o A ax o%s 1 oz
T+3r =2 224§ e +H ——
22 11
Buradan artimsal mambran kuvvetleri

21 = Bllell pF B12e22 3 Z2 = '321611 + B22622 (315)

olarak ifade edilebilirr Burada [3;8 (a, 8 = 1,2) katsayilann asagidaki gibi

tantmlanmugtir
0 2 2
. 0°% . 0°X 0
B H—; 2 B, = 00 1
kz axi’ O\ Ok,
8 - n 2’r . Hx‘; 82s 516)
2n 0 0 2 2 T 0 o2 '
O A O, A 67»2
(3.16) denkleminden hemen goriilecegi gibi bu katsayilar arasinda
* 0 * 0
512 + TI = [321 + T G.17

iliskisi gecerlidir.



31

(3.15) artimsal mambran kuvvetleri ifadesi (3.4) ve (3.5) denklemlerinde
yerine konup gerekli tiretmeler yapilacak olursa asagidaki diferansiyel denklemler
elde edilir:

oz

e ) 2 [0 7)) T

2 . * 0 w d
R, cos” ¢, sm ¢O(Bll B Tz)a—z"" {?12—

. . 8%u d . .
R0 cos (l)o(ﬁu sin’ d)o + Tl0 cos’ ¢O)—2 + {E [RO coS <}>O(B” sin’ ¢0 +

Q)

[R cos’ ¢ sin ¢ (13 TIO)]

R P’ .0 ow , d 0%u
L—(ﬁ +T)cos<l) T — w+S =p hR 5
cos ¢, 21 2 0z dz os¢ 00 4t

(3.18)

R, sin ¢o cos? (bo(B:l - T )6__ {gz- [Ro sin o, cos> ¢0(f3:1 - TIO)]

oz
1)} 2+ L[+ ) oma

o*w

- 2 0 .2
+R cos<[>0(Bll cOS ¢0 + T sin ¢0) -

0

d * 2 0 .2 ROPZ ow

{-d—Z[RO cosd)O(B11 cos <I)O+T1 sin ¢°)]+—cos¢ re
0

0
d ROPZ - 8w
— +S =phR 3.19

Boylece tiipe ait kiigik yerdegistirmeleri yoneten lineer hareket denklemleri elde
edilmis oldu. Simdi de akigkana ait artimsal hareket denklemlerini elde etmeye
caligalim.
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3.3. Akaskanin Artimsal Denklemleri

Akigkan ile tiiptin ortak yiizey boyunca temas halinde bulunmalan nedeniy-
le birisinde olusturulan hareket digerini de harekete zorlar. Tipiin maruz kaldig1 6n
statik sekil degistirme sirasinda viskoz akigkan da daimi bir akima maruz kalabilir.
Buna gore (2.42)- (2.44) denklemlerinden daimi akimi yoneten hareket denklemleri

0 évf 0 ov® 6P0 %" 1 évf vf o:v° 390
—L + = - — + S ~-—+ S .
pO Vr \'Z uv 61'2 r or rz azz ( )

0 av° Oav° oP 3%’ lav" voo ane
PV, Z2+V, A=t | —Fr- L2 (320)

orr ot ot 1t 5z

ve sitkigsmazlik kosulu

v’ ¢ oy
ar’ +T‘+~—é—z—=0 (3.22)
Z

bigiminde verilebilir. Bu durumda tiipte hi¢bir hareket olmadigindan zlar cinsinden

sinir kogullan
v? =0 , v =0 (3.23)
r r=R0 z r=R0

seklinde verilebilir. Diger bir stmr kogulu ise (3.2) ve (3.3) denklemlerinde gérilen
P basing teriminin akigkan basing fonksiyonunun r = R, daki degeridir.
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Artimsal Hareket Denklemleri:

Akigkanmin artimsal hareket denklemleri (3.1) agilmimi (2.42)-(2.44)
denklemlerinde yerine koyup artimsal alan biyiiklikleri cinsinden yalniz lineer
terimleri tutarak elde edilebilir. Gerekli islemler yapilacak olursa artimsal akiskan
denklemleri agsagidaki bigimde verilebilir:

o, v o o v’
p L +v L+ v =+ v L4+ ¥ .
T oor ror z 0z z oz
- 2 — - 2,
oP o°v 10v. v a2V
= —— 4+ Ly —L - Ly = 324
or }iv[ orr r o 2 387t (329
ov v o) oV ov’
P 2+ L+ v L +v + v E
ot or r or z gz z oz
— 2— - 2_
oP oV 1 0v o'V
S oo L Z 424 z 3.25
oz u"[ or? r or oz* (3.25)
ve sikigmazlik kosulu
ov v ov

or T oz

bigimindedir. Hizlar cinsinden sinir kogullan ,(2.45)denklemlerinin lineerlestirilme-

sinden, agagidaki sekilde elde edilebilir:

Ju BVO

I

ot T 1'=RQ or
r=R
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aVO
w3 +u—2 . (3.27)
at' Zir=R, or

Boylece hem tiipiin hem de akigkanin hareketini yoneten denklemler elde edilmig
oldu. Bundan sonraki bolimde bu denklemler kullanilarak bazi problemlerin

¢Oziimii yapilacaktir.
Boyutsuzlastiriimis Alan Denklemleri:

Alan denklemlerinin ¢oziimiine gegmeden 6nce bu denklemleri ve ilgili stmr
kogullarim1 boyutsuzlagtirmakta yarar vardir. Bu amagla agagidaki boyutsuz
biiyiiklikler tamimlanmastir:

= b ;

t = — ) r = bx R z = by s RO——-b"q
c
0
B; = uHBij , T = uBHN_
u = bU , w= bW s v =¢V , v =¢V
T 0 r z Q0 z
p H
P =pclS =X  m=I0
0 ° p, p
p,o=pcbv §r = pc(z)bF]r (3.28)

Burada b tipiin u¢ noktasinin gekil degistirmeden onceki degeri, pise kugik sekil
degistirme halinde kayma modiladir. (3.28) de tamimlanan boyutsuz buyiklikler
(3.2)+(3.3) denklemlerinde yerine konacak olursa denge denklemleri asafidaki
boyutsuz sekli alirlar:

d f 0 . mN, 0
ma;(Nlnsm(bO)—cos +nAOSr=O

d 0 0
m —&; (Nln cos ¢0) + 1 AOSZ =0 (3.29)
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Burada
N , v’ [av' &V’
= - =+ L.+ —%1|tan
S = S -2y o x| P %
'.. X=X0
. oV’ oV’ oV
AS = |-S (x)tan¢ +2v % tan ¢, - v, o
-~ x=x0
.2 1/2 ,
A =(1407) =1/eso(y) . =gy (3.30)
bi¢iminde tanimlanmigtir.
Artimsal Denklemler:

Keza (3.28) de verilen boyutsuz alan ifadeleri (3.18) ve (3.19) da kullamlacak olursa
asafidaki denklemler elde edilir:

. 8*U d :
mr cos ¢0(Bn sin® 4)0 + N;’ cos’ ¢0) —6—372— + m{a; [ncos ¢O(Bn sin’ ¢O

)62W

2 . 0 d 2 . 0
mr €os ¢0 sin ¢0([3“ - N 5 y2 + {m-é;[ncos (bo sin ¢0(]3“ - NI)]

1

SO

S
_ m(le + N;’) cos ¢0}%¥ + ;y(c:sd) } +F = m(—) poe

(3.31)

cos ¢O
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— + {mad;[n sin ¢ cos’ (l)O(B11 - N?)] +

mm sin (l)o cos” ¢O(Bu - N

m(B12 + N(l)) COS ¢0}_%;—I + m—ad; [([312 + N(l)) cos ¢O]U

: a*wW d
+mmn cos ¢O(B“ cos’ (bo + N(lJ sin® (bo) 6y2 + {ma [n cos d)o([}“ cos” (bo

0 0
nsS nS 2
+N°sin2¢)]+ 2 g\y—+~51— LW+ F =m(£)nazv
1 0 cos c[)o dy dy|coso, z H/ 5t

(3.32)
Burada F; ve F, artimsal reaksiyon kuvvetleri agagidaki gibi tantmlanmigtir:
— — — 2.0
. 3 ; ov v oV |, 3 - oV
= - L+ + —=X + —+8 - L
: - 5 & ox | ox oy 4 P> 0 v ox”
x=1
[a°v® &V , ov'  fev oV
+v Z 4 Ll -2v + v + —=
M2 " oxoy ax "My T ax

X=1

av®  av°
+vnf —= + —&

oU , .08 , 9%V° .
: —+W-Sn-m =2+2 - +m°
x oy 2y W{ o~ M S oAV —— V(nn n )

X=1
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oV v - ov’ [o'V &'V
+ + 2v % +
ox | oy Mo T M axay T o
x=1
v '6V5+———6V3 CAVSP Y
M % dy dy cos¢, T
x=n
{ L (U~ n'W) + nsing (U - n"W - n'W')}GO (3.33)
cos ¢0 0 r

; S’ v v , v, S8 o
= | - —_ — oz + — _

] (xym - vn PP Vo ™ o M~ Sen
x=1)

V' 'V’ , v (av oV’ ) oV’
-V Lo+ L+ 2v £— L+ —21+2v
N ox° Oxdy i ox0y ox dy n

, v( . ,z)avf fov) v’ IER 2R
- + + v L+ —i4+v +
MM )5 YN e Ty | T T  axay T 5
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Akiskana ait boyutsuz hareket denklemleri ise agagidaki sekilde verilebilir:

{azv" LoV’ v azv°}
0 + L ro_ T 4T

T
ax. X x ay2

. OV . OV &S v (ev &'V
V —24+V —& =L 4 Z o4 -t
ax X Ox dy

sikismazlik kosulu
v v oav’
e I Z =0
ox X oy

vgzeklindedir. Simir kogullan ise

bigiminde verilebilir.

Akiskanin Artimsal Hareket Denklemleri:

0¥ .8V _ oV &V  _ av
L4V —524+V 24V L4V —F =
ot T o0x T Ox z gy z oy
2 — 2
55 [V 1oV V &V
—_—— 4 I'+__ r___L_I__ T
0x ox> X 0x P 6y2

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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2— —
g oV AV Y
—(—3§+ \{ z +—I- Z o+ 22] . (3.40)

Sikigmazlik kosulu agafidaki sekilde verilebilir:

oV V. &V
L. & + L — 0 (341)
0x X oy

Hizlar cinsinden sinir kogullan ise

_ A
. \Y + U —
t Tix=1 ox
=1
W ov°
— =V + U—= (3.42)
t Zix=1 )4
x=7

seklinde verilebilir. Bundan sonraki bolimde bu alan denklemlerinin uygun simr
kosullan altindaki ¢oztimleri aranacaktir.



BOLUM 4

UYGULAMALAR

Bu bdliimde, bundan Onceki bolimlerde gelistirilen alan denklemleri
kullamlarak pratikte 6nemi olan bazi problemlerin ¢oziimii verilmeye ve sonuglan
irdelenmeye ¢alisilacaktir, Bunun i¢in, incelenmesinin daha basit olmast nedeniyle,
once sabit yangapl silindirik tiipte harmonik dalga yayilmas: problemi daha sonra
da yangapt yavag degisen On gerilmeli elastik tiplerde pulsatif akim problemi

incelenmeye ¢aligilacaktir,
4.1. Sabit Yaricaph Elastik Tiip Problemi

Bu kisimda sonlu statik sekil degistirmeden sonra ortaya ¢ikan tip
geometrisinin dairesel silindir olmas: hali incelenecektir. Boyle bir durum akigkan
icerisindeki on basmncin iiniform yani eksenel koordinattan bagimsiz olmas: ile
mimkiindir. Bu durumda Rg= a = sbt olacagindan (3.2), (3.3), (3.18) ve (3.19)
denklemleri agagidaki sekli alirlar:

T) = Pa (4.1.1)
2 ’ v
0o 0u 0 * u le ow - T
LTzt —Bzz);?_";g"{p(r)_zuv ar] ]
8 u
= ph (4.1.2)




1 s 0 0 *
;(Blz +T1’“T2)—Z_+Bu Py

=p,h—73 (4.1.3)

Bu 6zel durumda yataklama kuvvetlerinin -31ﬁr olarak alindigina dikkatleri
¢ekelim.Bu denklemler daha 6nce Hart and Shi [30] tarafindan elde edilen
denklemler ile tamamiyle gakigmaktadir.

Daimi akim halinde 6n hizin sifir olmasi halinde artimsal akigkan
denklemleri (3.24)-(3.26) dan agagidaki gibi ifade edilebilir:

v op Ve 1ove v OV
LA AN AL S L 4.1.4
P et a M Tta P .
Oz ap *v: 18v. vz
s + 1 415
ot 0z V( o r o oz* @19
OV + z‘_ + é‘_ﬁ- =0 (sikismazhk kosulu) (4.1.6)
x|t oz ’ i o

Aym sekilde (3.27) denkleminden sinir kogullari ise agagidaki gibi ifade edilebilir:

4.1.7)

Harmeonik Dalga Yayilimi

Kalbin kani damarlara pompalarken uyguladifn peryodik hareketi dikkate
alarak (4.1.2) ~(4.1.6) alan denklemlerine harmonik dalga tipi ¢6ziimler aranacaktir.

Bunun igin u, w, V.,V ve E yi asagidaki sekilde ifade etmek uygun diigecektir:
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(u, wy= (A,B) exp [i(at-kz)] (4.1.8a)
(Vr» v, ';5) = [\“Ir(r), v (@, ﬁ(r)] expli(ot — kz)]. (4.1.8b)

Burada o dalganin agisal frekansim, k dalga sayisini, A ve B katiya ait kompleks
dalga genlik sabitlerini, V.(r),V,(r) ve P(r) ise akiskanm kompleks dalga genlik
fonksiyonlarim gostermektedir. (4.1.8.b) denklemi (4.1.4.)-(4.1.6) denklemlerinde
yerine konur ve Ussel faktorler atilacak olursa asagidaki adi tiirevli diferansiyel
denklem takimi elde edilir:

A A

b [dZV dv ¥ 3
-——+ U r
dr v

LSk | ~ipoV =0 1.9
er r dr rz r] lpmt ’ (41)

z 1 z 23] - X
+ — -k*°V | —-ipoV =0, 4.1.10
— | — 1oV ( )

\ZRY R
SSrrokV =0 (4.1.11)

Bu @i¢ denklem arasinda Vr ve \72 fonksiyonlar elimine edilecek olursa

P 14b
—T + —
dr T

bulunur, Bu diferansiyel denklemin ¢6zimi

&R

~KP=0 (4.1.12)

P=ip o Iy(kr)C (4.1.13)
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seklinde verilebilir. Burada C bir integral sabiti, I,(r) ise n.ci mertebeden modifiye

Bessel fonksiyonudur. Bu ¢oziim (4.1.10) denkleminde yerine konursa

v qav T ok
z 2z ok + PG = 021 (k)T 4.1.14
g~ (Y, = p o= () (4.1.14)

v v

elde edilir. Bu diferansiyel denklemin toplam ¢6zimi de
V_ = i[KI (kr)C + sI _(sr)D] (4.1.15)

olarak bulunur. Burada D bir integral sabiti olup, s parametresi agagidaki sekilde
tammlanmigtir:

£=12+ P2 (4.1.16)

Nihayet (4.1.11) sikigmazlik kosulu kullanilacak olursa
{1‘; (r\“zr) = -—r[kZIO(kr)C + ksI_(sr)D] (4.1.17)

elde edilir. y,(ax) bir Bessel fonksiyonunu gostermek tizere asagidaki diferansiyel
bagint: gecerlidir:

B—i—[x"yn(qx)] = axnyn_l(ax) ) (4.1.18)

Buna gore (4.1.17) denklemi agagidaki bigimde yazilabilir:



<%

I

ik gr- {r[Il(kr)C + 1 (s)D] } (4.1.19)

Buradan, her iki taraf r ye gore integre edilirse

\‘/r= K[I; (kr) C + Ij(st) D] (4.1.20)

bulunur.

Kat1 cisime ait ¢oziimi elde edebilmek igin (4.1.2) ve (4.1.3) denklemlerinde
gorillen akigkan reaksiyon kuvvetlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. (4.1.13),
(4.1.15) ve (4.1.20) ifadeleri (4.1.2) ve (4.1.3) de yerlerine konur, gerekli tiretmeler
yapilir ve (4.1.8a) gosterimi de kullamlacak olursa, iissel faktérlerin atilmasindan
sonra agafndaki cebrik denklemler elde edilir:

(T, -8, ikp;
5 2 ]A + 21 B
a a

[p0h®2 3 Tl"k2 +

2u k
Hipo + 2u kZIO(ka) - ——1 (ka)IC
M a

2u k
H2p ksl (sa) - a" I (sa)]D = 0 ) 4.1.21)

ik * 0 0 . 2 ¥ 42
——a—(ﬁlz + T -T)HA + (pjho” ~ B k7)B

~2ip k' (ka)C —~ in (k” + )1 (sa)D = 0. (4.122)

Bu denklemlere ek olarak r = a da akigkan ve elastik tiip malzemesinin radyal
ve eksenel dogrultudaki iz bilegenlerinin ayn1 olmas: gerekir. Buna gore

-1wA=klj(ka)C+kI (sa)D (4.1.23)
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io B=kl(ka)C+sIy(sa)D

(4.1.24)

yazilabilir. Ayrica (4.1.21)-(4.1.24) denklemleri arasinda A ve B katsayilan elimine

edilecek olursa

O #* 2A?

T -B B
{[pohcoz - Tk + i;—[i—z—]kll(ka) 21 (ka)

2 s 2 2Mvikm
+Hpo® ~ 2ip ok*)I (ka) + Il(ka)]}C
v a

0 * *

™ - B ks B
+{[p0ho)2 - Tk + -2~ 2] (sa) + —2L T (sa)
a a

2ip ko
+—>—1 (sa) ~ 2in_ksoo (sa) }D = 0
a 1 v (¢}

R <
{(p,ho® — B, K*)KI (ka) + — B, + T - T (ka)

~2ip kol (ka)}C + {(pohmz ~ B k)l (sa)

2

(4.1.25)

f X B+ TO - TO) (sa) + (po® - 2p iok™)I (sa)}D = 0 . (4.1.26)
a 121 2701 v 1

Ozellikle ileride yapacagimiz sayisal inceleme igin asafidaki bigimde bir

boyutsuzlagtirma yapmak uygun olacaktir:

0o _ 0 2 _
T —lJ.bN2 s co—u/po . B. =

vpc 0b 4.1.27)
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Bu boyutsuz ifadeler (4.1.25) ve (4.1.26) denklemlerinde yerine konacak olursa
agagidaki cebrik denklem takim elde edilir:

@ - N + N) - Yoy 2y |, 2@ 4L | 2ivial
(A = i T ¥

+{m!:(gl _ N?E.;Z. . Ng ~ Yy ) + ZgYZIC} N 2iveQ 4ing§}ﬁ -0

29 7»29 Ay A,
(4.1.28)
{"{Z(QZ - 7,.8,) fe) + 22 (v, +N| - Ng)}
A A
® 6
— 20° - g 2 0 \g©
-2iv§2§2}C+{ U{ ( TS )g+ &, + N, -N)
Yo ke
HO' - 20 }5 =0 (4.1.29)
Burada C, D, f(£) ve g(() fonksiyonlan: agagidaki gibi tammlanmustur:
a = Il(ixe)C . 5 —_ Il(gle)D
ho¥l, (G, ALy (ER,)
fi -~ 8707 67 _ o705’
®© 21 (8r,) > 80 20 (C)“e ) (4.1.30)
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(4.1.28) ve (4.1.29) homojen denklem takimimin sifirdan farkli bir ¢6zime
sahibolabilmesi igin katsayilar determinantimn sifir olmas: gerekir. Bu islemler
yaptlacak olursa asagidaki dispersiyon bagintis1 elde edilir:

AL+ A) Q'+ (A8 + AENQ + (AsE +AE)=0.  (4131)
Burada A, ......... Ag katsayilan asafidaki sekilde tanimlanmigtir:
Ay =mAg[2m(g—£)+ 2]

As=-2iv A [2m(f - g) + A (4f - D] + 2m’ (N, - v,)

0 0 0
tmA REN, - N, +v, +v, )+ N, -y, ]-4fgmhy
A=X2m* (NT + 7 X - g) - 8(F ~ g) - 8(f - g)v’ - mN|A ]

As=  2m[Qv} (g - f)(N? B Ng Ty Y, TV mym(N(z) B N?)(g -6

+m(N(z)Yn T VY F VY )E - 8
As=2m’ N'\ly (g - f). (4.1.32)

(4.1.31) denklemi en genel dispersiyon bagintisimt ifade etmektedir. Ancak kan
akimi1 problemlerinde, ao=(Q/v)”2 seklinde tanimlanan Womersley parametresi,

Kuiken [26] ve Bauer ve arkadaglarmin [27] da ifade ettiji gibi

§2]V/Q<<1

iliskisini saglar. Dolayisiyla, dispersiyon bagmtisinda goriilen vQ ve v3Q? terimleri
digerleri yaninda ihmal edilebilir. Bu durumda dispersiyon bagintist agagidaki sekli
alir
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B; £2+B,)Q* + (B:&™ + B,& )Q +(Bs E*+B.L%) =0.  (4.1.33)
Burada By, ..... Bg katsayilar agagidaki sekilde tamimlanmgtir:

B,=mh,[2m(g ~ ) + 4]

B,=2fA, (2gm + &)

B3=m}“e[2f(N? - Ng Yy T Ng ~ Yl 2mZ(N2 "V Xe - D)
-4gfm Aoy

By =Aym2m(N; ~ v, X(f - g) - N{A,1

Bs = 2m2[721 (N(z) - N?)(g -+ (N(Z)Yll Yty t YZIYIZ)(f - gl

Be=2m’ N'A’y (g - f). (4.1.34)

Boyutsuz dalga faz hzim ¢ = Q/ & seklinde tamimlayacak olursak (4.1.33)
denklemi agagidaki sekli alir:

(B; &2 +B,)c* + (Bs+Bs&2)c? + (Bs +B¢ £2) =0 (4.1.35)

Bessel fonksiyonlarnin argumanlarinin hem & hem de Q'ya bagh olmalan
nedeniyle bu kadar genellikteki bir problemi sayisal olarak bile incelemek pek kolay
degildir. Ancak bu caliymanin 6nemli bir uygulama alam buldugu atardamarlarda
dalga boyu damar ortalama yangapmna gore gok bilyitk olduundan , uzun dalga
yaklagimmi gegerlidir. Bu nedenle, prbblemin genel formitlasyonu bir tarafa birakilip
bundan sonraki kisimda uzun dalga yaklasimi kullanilacaktir.
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Uzun Dalga Yaklasimi:

Atardamarlar iginde yayilan dalgalar igin dalga boyu damar ortalama
yarigapina gore ¢ok buyiiktir. Bu nedenle boyutsuz dalga sayist | € | << 1 alinabilir.
Bu 6zel durumda f{(§)— 1 ahmabilir ve (4.1.33) dispersiyon bagintist agsafadaki sekli

alir:
Dyct+ Dy’ +D,=0 . (4.1.36)

Burada Dy , D; ve D, katsayilan agagidaki bicimde tanimlanmigtir:

Do =24, (2gm + 1)
Dy = mh [2N] = N} +7, +v,)+ N, =y )] +2m*(N] - v, )g~ D
_4g1n }‘eyu

. 2 0 0 0
D, =2m%(g-Dlv, (N2 = N%) = (N0 ~ v, v, +7,7,) 4.137)

Daha genel hali incelemeye gegmeden once bazi 6zel durumlan incelemek ve

sonuglan literatiirde mevcut ¢aligmalar ile kargilagtirmakta yarar vardir.

Viskoz Olmayan Akiskan Hali :

Akiskanin viskozitesinin ¢ok kii¢iik olmasi halinde o 0 = «Q/ v)” 2 5w

alacagindan g() — o olacaktir ve dispersiyon bagintis1 agagidaki sekli alir:
(& +dy)c*+ (s + dy ED) P +(ds +de £2)=0 (4.1.38)

Burada
P Y
d; =2m 7«.9

d2=4mf7\.9
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d3=2m2(N2 - 722) - 4fm7»e~y11
_ 242 /210
dy=-2m° A (N} - 7))
) 0 0 0
ds=2m [Y21(N2 - Nz) - Nzyu VY~ Y,21«*'12]

— 2n0n 2
ds=2m lee Y, (4.1.39)

seklinde tanimlanmistir.
Buna ek olarak, eger dalga sayis1 da ¢ok kiigik ise, &0 olurken f(&)—>1
olacagindan dispersiyon bagintisi agagidaki sekli alir:

4 0 2 0 0 0
2}‘96 + [m(N2 ~ V)T 27&9“!11]0 + m[YZl(NZ -ND - NYy,

Y Yy T YY, =0 (4.1.40)
On sekil degistirmeyi de ihmal edersek, (A, =& =1, v, =7, =4 ve
Y, =Y, = 2)  budurumda (4.1.40) denklemi asagidaki sekli alir:
¢*2(m+2) ¢ + 6 m=0 (4.1.41)
Ince tiip halinde m<<1 oldugundan bu kuvadratik denklemin kokleri
2 =4+0m) , o =~;—m+0(m2) (4.1.42)

olarak wverilebilir. Gergek fiziksel biyiiklikler cinsinden ifade edilecek olursa
boyutlu faz hizlan

—_— —— Vv = (4.1.43)
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seklinde ifade edilebilir. Burada sikismayan elastik malzemeler igin p katsayis1 E
young modiili cinsinden pu= E/3 olarak alinmigtir. Bu hizlardan birincisi Lamb

moduna, ikincisi ise Young moduna (Moens - Korteweg dalga hizina) kargt
gelmektedir. Bu sonuglar daha once literattirde bulunan sonuglar ile aymdir.

Sayisal Analiz ve Tartiyma

Baz1 ozel hallerin analitik olarak incelenmesinden sonra, genel dispersiyon
bagintisinin sayisal olarak incelenmesine gegilebilir. Bunu gergeklestirebilmek igin
Ny, Ny, v, m ve a biyikliklerinin sayisal degerlerine gereksinim vardir. Deneysel
¢alismalar damar malzemesinin kiitle yogunlugunun kanin kiitle yogunluguna yakin

oldugunu gostermektedir. Bu nedenle m = h/b = H/bA o alinabilir. Burada H

tilbiin sekil degistirmeden 6nceki kalinligim, b de sekil degistirmeden dnceki tiptin
ortalama yarigapim gostermektedir. Damar malzemesi olarak Demiray [28]
tarafindan ortaya atilan bir elastik model kullanilacaktir. Bu modele gore sekil
degistirme enerjisi fonksiyonu agagidaki sekilde ifade edilebilir:

z = %{exp[y(Il -3)] - 1}. (4.1.44)

Burada pu malzemenin kayma modiilani, y ise diger bir maddesel sabiti karakterize
etmektedir.

Sayisal iglemlerin yiriitillebilmesi igin vy sabitinin de bilinmesi gerekir.
Demiray [29] daha 6nce yaptifs bir ¢alismada Simon ve galisma arkadaglarinin [30]
bir tavsanin karn atardaman Uzerinde yaptifi deneysel g¢aliyma sonuglarim
kullanarak ortaya atilan modelin maddesel sabitlerinden vy = 1.948 olarak bulmustur.
Bu ¢aligmada y'nin sayisal degeri de 1.948 olarak alinacaktir. Dispersiyon bagintist

i¢in gerekli N; ve N, fonksiyonlarina gelince Tl0 ve T; nin tanimindan
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2 1
Ni- 1{* - —3‘1-7} . M I{’“e" ‘Tz‘]
R‘g?\‘z Xexz
F = exp[ y(A2 + 2% + 212 -3 ] (4.1.45)
0 z xgkz

verilebilir. Nihayet v; katsayilan

3 2 2 1 2 1
'YZI:F [—"—2——5‘ - }ue} + 27{7\. - —‘Z——ZJ[?\,G—' TZ—}} (4146)
{ xekz ’ lexz kelz

seklinde verilebilir.

Genel olarak , verilen reel bir faz iz igin, viskoz etkiler nedeniyle , dalga
sayis1 kompleks olacaktir. O halde ¢ faz hiz1 reel ve imajiner kisimlara ayrilacak

olursa
c=X+1Y (4.1.47)

seklinde yazilabilir. v dalga yayilma hizi ve y aktarma katsayist
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o 2 X*+Y?
Re(E) X

y = epr:—Zn -g%%:‘ = exp{—2n —)YZ} (4.1.48)

seklinde ifade edilebilir.

Yukanda belirtilen sabitlerin sayisal degerleri ve N,, ve v; katsayilarinin agik
ifadeleri (4.1.35) ve (4.1.36) da yerine konmug ve v yayilma hizi ile yf aktarma
katsayisi ¢esitli germe o, Womersley parametresi icin hesaplanmig ve sonuglar
grafikler Gzerinde gosterilmigtir.

Birincil dalga hizimin Womersley parametresi (o), i¢ basing ve eksenel
germe ile degisimi sekil 4.1'de verilmistir. Seklin incelenmesinden goriilecegi gibi
birincil dalga hizz Womersley parametresi i¢ basing ve eksenel germe ile
artmaktadir. Aym problem Atabek ve Lew[8] tarafindan tiip malzemesi olarak
mithendislik malzemesi alinarak incelenmistir. Adi gegen caligmada elde edilen
sonuglar bizim biyolojik dokular igin buldugumuz sonuglardan farkli olmugstur.
Bunun sebebi mithendislik ve biyolojik dokularin i¢ yap:r farkhligidir. Ornegin,
mithendislik malzemesinde dalga hiz1 i¢ basing ile azalirken biyolojik malzemelerde
hiz artmaktadir. Bunun sebebi, teget modiliin biyolojik dokularda gekil degistirme
ile birlikte artarken , mithendislik malzemelerinde azalmasidir.

Ikincil dalga hizinin aym parametreler ile degisimi Sekil 4.2 de gosterilmigtir.
Seklin incelenmesinden goritlecedi gibi ikincil dalga hiz1 Womersley parametresi ile
once hizh bir artig gostermekte daha sonra ise iz bu parametrenin degisiminde pek
etkilenmemektedir. Yine bu dalga hizi i¢ basing ile artarken eksenel germe ile
azalmaktadir. Bu sonug¢ ta Atabek and Lew [8] deki bulunan sonugtan farklihk
gostermektedir. Birincil dalga hizinin aktarma katsayisinin aymi parametreler ile
degisimi gekil 4.3'de gosterilmistir. Bu katsayr Womersley parametresi ile nce hizlt
bir diistis gostermekte ve takriben o, = 2 degerinden sonra, yavagta olsa, yeniden
artmaya baglamaktadir. Diger bir soyleyisle, bu kritik frekansta yayilan dalga ¢ok
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hizli bir sekilde uzaklikla birlikte sonmektedir. Keza bu aktarma katsayisi i¢ basing
ile azalirken eksenel germe ile artmaktadir. Bagka bir ifadeyle i¢ basing bu dalganin
sonmesini arttirirken eksenel germe ise azaltmaktadir. Nihayet ikincil dalganin
aktarma katsayisimn aym tip parametreler ile degisimi sekil 4.4°de gosterilmigtir.
Bu katsay1 da Womersley parametresi ile 6nce hizli bir digiiy gostermekte takriben
o, = 15 deperinden sonra yeniden hizli bir sekilde artmaya baglamaktadir. Ikincil

dalga da bu kritik frekans civarinda hizla sonmektedir. Birincil dalga tagima
katsayistnin tersine bu katsay i¢ basing ile artmakta, eksenel germe ile azalmaktadir.

4.2.Yaricap: Yavas Genisleyen Elastik Tiip Problemi
Bu kistmda sonlu statik sekil deZistirmeden sonra ortaya ¢ikan tip
geometrisinin yarigap: yavas artan (eksilen) bir kesik koni olmas1 halinde denge ve

artimsal hareket denklemlerinin uygun sinir kogullan altinda ¢oziimi arastirilacaktir.
Bu tanimlamaya uygun 1(y) yangap fonksiyonunu

n(y) = o + gy 4.2.1)
seklinde ifade etmek mimkiindiir. Burada o sonlu statik sekil deBistirmeden sonra
olusan ug yangapinin gekil degistirmeden onceki ug¢ yarigapina oramini, gise kiigik
kabul edilen genisleme agisinin tanjantini veya siniistinii ifade etmektedir. Burada €
kiigiik kabul edildifinden bu parametre cinsinden sadece lineer terimler tutulacaktir.
O halde agagdaki iligkiler gegerlidir:

tg ¢O(y) = sin q)o(y) =g ,  COS ¢0(y) =1 , AO =1 (4.2.2)

Bu durumda (3.29) ve (3.30) denklemleri agagidaki sekli alirlar:

m -(% [N‘l’(a + sy)e] ~mN, +(a +ey)S, =0 (4.2.3)
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d
m_-

[No(a + ey)a] + (o + ay)S0 =0
dy 1 ¥4

(4.2.4)

Burada S(: ve S: biiytklikleri asagidaki gibi tanimlanmuglardir:

. v°  (av oV
Srs So(x)—2vax+v 6y+?x_8 +
- X=Q+ey
. ave av) oV’
Sz = ~sSO(x)—v By +—a—x~ + 2ve P
— X=0 +EY

GO

T

+G° .

A

(4.2.5)

Daimi akim durumuna kars1 gelen akiskan denklemlerine gelince, (3.35) -(3.38)

ifadelerinden
LV v 88 (*V0 qav® V' &V
\A —ai— R R R e X (4.2.6)
6y Ox \ ox X Ox X
i oV’ o ov? a8, [V v’ V! 127
Y4 + Z E = + —_ + 2.
r ax z ay ay V& d X2 X Bx ayz ( )
N VoV . .
LTI S - L.
x T x T oy (4.2.8)
ve stur kogullar
v° =0 ,V =0 (4.2.9)
T ix=a+ey Zlx=c+ay
olarak elde edilir.

Aym sekilde (3.31)-(3.34) ve (3.39)~(3.42) denklemlerinden artimsal hareketi
yoneten diferansiyel denklemler ve ilgili simir kosullan ise asagidaki bigimde ifade

edilebilirler:
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+mae([31 .- N;’) (Z}y + {m Ed); [ae(ﬁ“ - NO)} + (o + ey)Sf
“"‘(le + Ng)} —%K + —(%,— [(a + sy)Sf]W +F = —Il;—)(a + gy) %1—[2-{ (4.2.10)

h a*W
= m(ﬁ—)(a + gy) o (4.2.11)

Burada F; ve F, artimsal reaksiyon kuvvetleri asagidaki gibi tanimlanmigtir:

. 5 ) a‘Vr 6_\72 aVr oS
.r—(a+ay) (x) - VoVt % g

+ U{(a + gy) 6_0
X

X=CL+ g8y

s o )azv° AN
+S - 2v(a + T+ + Lo+
. %) 73 ve(a + gy) = oy
av? ave oV’ ove oV’ ou
-2y —5 4 vg| —L 4 & + V(o + ey} =% + —
x oy = ox x oy ay
X=a+8y X=a+8ay
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as, azv" av"
+W| -&S (x) ~ g(a + gy) —2 + 2ve(a + &y)
ox x>

ax
Fv vy av®  av°
-V + ey)e + - ve(a + gy) == + —= w
3X5y ox’ ox oy oy
X=0+8Y X=0+€ey
Ha +ey)G_ + Gf(U ~ W + an’) 4.2.12)

. 5 ( v v J , v
= |- — + __z Z
] g(a + €y)3(x) - V(o + &y) 5 o + 2ve(a + gy) % o

as, av) v’ A%
+U{—s(a + sy) —2% - eS (x) - va + sy)[ = axay] + 2ve(a + gy) axay
0 0 0
ov ov \'
- —Z + —L | + 2y o,
ox oy oy
X =0L+EY
oU avz"
+ r —{o + £y)S O(X) P
X=0L+8y
6VZ aV ( o V 6 V
+
+W) ve| — ay ve(a + ey) axay 52
x=a+ey
v’
+ % [e(a + ay)SO(x) - 2ve(o + £y) ayz } . +o + ey)G,
+G:(U — W + aaU’) 4.2.13)

Artimsal akigkan denklemleri ise (3.39) - (3.42) den
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N GV N G av
+V +Vf6x+vzayTVz——*ay
2 [ —_ 2
55 vV 8V Vo8V
= —— + V L ——f - — (4.2.14)
ox 6X2 X Ox X ay
oV N v v eV
24V —24V L4V 24V %
ot Toox T o0 oy z gy
55 [V oV &V
= —a—y~+ Sz * a‘: + —5 (4.2.15)
ox > dy
ov V8V
St ot = =0 (4.2.16)
ox X oy
ve sintr kosullart
_ av°
G v + U—-
ot flx=c+8y ox
X=a+ey
0
W o v
= Velxeare T O 5 (4.2.17)
X=Q+ey
seklinde verilebilir,

Problemin genel tamminda da ifade edildigi gibi sonlu statik sekil
degistirmeden sonra tiip geometrisi belirlendigi igin boyle bir sekil degistirmeye
neden olacak dis S; ve S, akigkan reaksiyon kuvvetlerinin bulunmas: gerekecektir,
Bu ise akigkana ait alan denklemlerinin silindirik koordinatlarda ¢oziilmesi anlamina
gelir, Alan buyukliklerinin € parametresi cinsinden kuvvet serisi seklinde ortaya
¢ikacak olan alan denklemlerinin ¢oziimii daimi akim halinde Bessel fonksiyonlan
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cinsinden ifade edilebilir. Ancak (4.2.15) ve (4.2.16) denklemlerinden de gériilecegi
gibi, artimsal alan denklemlerinin ¢dziimii sirasinda katsayilan Bessel fonksiyonu
olan diferansiyel denklemler kimesinin ¢éziilmesi gerekir ki bu da oldukga ghigtiir.
Bu nedenle, literatiirde birgok bilimadam tarafindan da kabul edildigi gibi (Hart ve
Shi[31]) on akigkan basmcinn sabit oldugu durum incelenecektir. Ancak béyle bir
sekil degistirmeyi sabit i¢ basing olusturamayacagindan yataklama kuvvetlerinin bu

igte bize yardimci olacagi kabul edilecektir.
Uniform Onbasing Halinde Céziim
Bu kisimda, islerimizi buyik o6lgide kolaylastiracafy i¢in akigkamin 6n

basmcinin sabit ve buna bagh olarak da daimi akim hizinm sifir oldugu kabul
edilecektir. Buna gore tiipe etkiyen dis kuvvet bilegenleri

0 0 0 0
Sr = S0 + Gr , SZ = ——eSO + Gz (4.2.18)
olarak verilir.

On gekil degistirme 6nceden belirlendigi igin (2.40) biinye bagintis1 nedeniyle

NZ mambran kuvvetleri

S P | g (42.19)
?»2}1, 87»1 klu 87\,2

bagintilart yardimiyla biliniyor demektir. O halde (4.2.4) denge denklemleri
(4.2.18) ve (4.2.19) denklemleri yardimiyla, boyle bir 6n sekil degistirmenin

olugabilmesi igin G(: ve G: yataklama kuvvetleri agagidaki sekilde verilebilir:

0 m 0 m df[,.o°
¢’ =-s + N’ - -—[N + ]
T 20 a+sy 2 a+egydy l(a sy)e
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0 m d .0
G =88, N + sy)s] (4.2.20)

e ’nun cok kugiik segilmesi nedeniyle biz bu ¢aliymada yalmz ecinsinden lineer

terimler ile yetinecegiz. Bu nedenle
0 0 0 0 0 0
Nl = Nw + syN” R N2 = N20 + ayN21 (4.2.21)
yazilirsa (4.2.20) denklemi agagidaki sekli alir:

m_.0 m._.G m 0
—SO+—G—'NZO+SY(EN —;E'N )

Q
It

21 20

@
Il

m .0 0
S(SO . N10 - mN”) (4.2.22)

Burada Nzﬁ (0 =12, B =0]1) boyiklakleri sekil degistirme enerjisi

fonksiyonu cinsinden agagidaki bigimde tanimlanmigtir:

No - ._._].'_._a_z;i NO = 1 ﬁ
" R o 2 " hp ok,
2 0 2
o 1 8% Ny 0 M 0% (4.2.23)
1 pa Oh 6A o 2L pok gt
Z z ")

Bu bityiiklikier (4.2.19)da verilen mambran kuvvetlerinin € cinsinden seriye
aciimasindan elde edilmigtir.

Artimsal Hareket Denklemleri

On statik sekil degistirmeyi olugturan kogullan inceledikten sonra, gimdi de
artimsal hareket denklemlerini incelemeye ¢aligalim. Genel olarak artimsal hareket
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denklemlerinde alan biiytiklikleri birbiriyle kuple ve degisken katsayih diferansiyel
denklemler oldugundan, lineer bile olsalar buniarin analitik olarak incelenmeleri
olduk¢a guctir. Bu nedenle, ilk yaklasim olarak bazi basitlestirici kabullerin
yapilmast gerekmektedir. Incelenen problemin biyolojik uygulamalan gézoninde
bulunduruldugunda agagidaki kabuller bityik olgiide gegerlidir:

1. Tip yangap kigiik kabul edildiginden, akigkan basincimn kesit i¢erisinde
tniform oldugu kabul edilebilir.

2. Fizyolojik uygulamalarda dalga boyu damar yangapina gére gok biyik
oldugundan akigkan hizinin eksenel dogrultudaki ikinci ve daha yiksek
mertebeden gradyanlan ihmal edilebilir.

3. Fizyolojik uygulamalarda, damar eksenel dogrultuda bir 6n germeye maruz
kaldiktan sonra, kan akim sirasinda, damann yataklanma kosullan
nedeniyle eksenel dogrultudaki yer degistirmesi ihmal edilebilir. Bu

kisitlama dolayisiyla, statik haldekine ek olarak eksenel dogrultudaki @z

yatak kuvvetinin bu kosulu saglayacak bigimde elde edilmesi gerekir.

Buna gore (4.2.10) , (4.2.11), (4.2.15) ve (4.2.16) denklemleri ve ilgili simr kogullari
agafidaki sekli alirlar:

m(a + sy)N(; Z;[zj +m % [(a + sy)N(l)] %yg + m{% [e(ﬁlz + N?)] ~ %;;}U

h Y
+Fr = m(ﬁj(a + EY) ? 5 (4224)

mac(p, <) 9.2 mf g e, )]+ + N0 5

d 0
o (Bu + NI)U +F =0. (4.2.25)
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Burada F, ve F, kuvvetleri agagidaki gibi tanimlanmugtir;

+US_ +(a +ey)G_

X=0+ey

_ av. ov v
F = (a + gy), S(x) - 2v = Tt % g

+Gf(U _gW + aaU')

ov

F = [—-e(a + gy)S(x) - V(o + ey)[ 6yr + a;zj + 2v(a + gy) 68\;2}

X=0+8y

~eS U - (o + &y)S 5 %;I— + (o + ay)@z + G:(U ~gW + asU')

(4.2.26)
Artimsal akigkan denklemleri ise (4.2.14)(4.2.16) dan
Y &V vV
Lo LY. Yy 4 (4.2.27)
ot ox X Ox X
— 2 .
ov q oV oV
z . 95 + 5+ 1% (4.2.28)
ot Oy Ox X 00X
ov V. v
— 4+ L+ —E =0 (4.2.29)
ox X oy
seklinde verilebilir. Sinir kogullar ise asagidaki bigimdedir:
Y 5 ¥ = 0. (4.2.30)
ot T Zlx=a+ey

x=a+ey

Daha ileride de gorilecegi gibi, yapilan yaklagikliklar nedeniyle (4.2.29)
denklemini noktasal olarak (her x deferi igin) saglatmak miumkiin degildir. Bu
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nedenle, sozii edilen sireklilik denklemini yaklasik olarak gergekleme yoluna
gidilecektir. Bu amagla, (4.2.29) denklemi x ile ¢arpilir ve (0, o+ ey) arasinda

integre edilirse
. a+ey 6V
(o + ey)V. ary FE=0 5 L= [ x ayz dx (4.2.31)
0

elde edilir. Bu denklem daha sonra yapilacak ¢6ziimlerde kullanilacaktir.

Gerek (4.2.24)<(4.2.29) denklemleri ve gerekse (4.2.30) simur kogullan
gozoninde bulunduruldugunda ¢6ziimiin € parametresine bagh olacagini kestirmek
mimkiindiir. Bu nedenle alan buyikliklerinin bu parametre cinsinden bir
pertiirbasyon serisine agilabilecegi kabul edilecektir. Ayrica Bij katsayilannm da

£’a bagh olduklan digintlirse asagidaki agilimlari yapmak mimkiindiir:

U = U (v, t) + U (y, t)+..

\_}'r = Vr(o)(x, y, t) + avr(l)(x, y, D+ ..

V = V0 y, 1) + V0, y, O

s =59y, 1) +esO(y, t)+. ..

B, = BY + eyp+. . . (4232)

Burada Bij ‘nin € ’na baglilik mertebesi ile y’ye baghlik mertebesinin aym olduguna

dikkat edilmistir. (4.2.32) agilimlan (4.2.24){(4.2.29) denklemleri ve (4.2.30)-
(4.2.31) kosullarinda yerine konur ve €’nun cesitli kuvvetlerinin katsayilar sifira
esitlenecek olursa agagidaki denklem takimu elde edilir.

Sifirmnc: Mertebeden Denklemler

U mp?® 8°U
maT, —° 2y +F) =2 g0 (4.2.33)
oy o r AA Bt
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m(B(O) +T ) + F(O) (4.2.34)
&0 (299 |50 O s
o T al x ox 2 (42.35)

N0 550 [ v Ia‘\?z(")]
- +V

- - R (4.2.36)
Stireklilik ve sinir kogullar ise
v - =y o (4.2.37)
6_2_0- - ‘v"r(") Y . v =0 (4.2.38)

seklinde verilebilir. Burada FI(O) ve FZ(O) akigkan reaksiyonu ve bag kuvvetleri

agsagidaki bigimde tammlanmugtir:

aV(O)
Fr(o) = aS(O)(a) - 2va + a-G_r(O) + — S NgOUO
VO w0 U
FO - -va[ ay + - as, ~ay—° + G (4.2.39)
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Birinci Mertebeden Denklemler

8*U 8*u ou  mp® © g0
as y 2+ moT —t +0a8 —> - —*U + EZ;’——PEZ—U +FY

o’u o*u
- [y LY IJ (4.2.40)

’U au au
© © 0 1 0
moc(B“ - To) ayzo + m(su + NIO) -5;— + YHI(BEZ) + Nn) _gq_
g ) 8
a’Vfl) azvf‘) 1 aVr(l) 'Vr(l)
T e (4.2.42)
aV(l) 68(1) 62v(1) 1 67(1)
e k h S (42.43)

Streklilik ve sinir kogullarina gelince

o S0 M
y 'Tsi_ +V +L7 =0 (4.2.44)
ou [ VO O
L= (V0 4y = ;e y 2 =0 (4.2.45)

bigiminde verilebilir.
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Burada Fr(l) ve F(l)

z

akigkan reaksiyon kuvvetleri agagidaki gibi tamumlanmugtir:

© ov® mN°
Ffl) - ozS(l)(a) + y[q, % + S(O):l - 2vo—=— + —a‘gg— U]
~0 | = (m m m ou
+aG " +yG, y(; Ngl o N;’O)UO + oc(—-SO e N;’O) WO :
(4.2.46)
v a0 ouU 8U
FO = —asO(a) - vo| —2— + —2 —S( ————0—+a—-——1-]
(®) oy | o oMy T ey
+aGY + y&) - (% N+ mN?I)UO. (4.2.47)

Burada dikkat edilmesi gereken nokta, gerek (4.2.34) ve gerekse (4.2.41)

9 e g¥

denkleminin Gz ) bag kuvvetinin hesaplanmasinda kullamlabilecegidir.

Ancak problemin genelligini bozmaksizin bu galismada G-r = 0 almabilir.

Alan Denklemlerinin Coziimii

Bu kisimda yukarida verilen sifininct ve birinci mertebeden denklemlerin
¢oziimleri verilmeye ¢ahgilacaktir. Bunun igin, kalbin periyodik hareketine uygun
olarak alan biiytkliklerinin zaman cinsinden periyodik oldugu varsayilacaktir.

Sifirinci Mertebeden Denklemlerin Coziimii

Bu denklem takimina ¢6ziim verebilmek i¢in alan denklemleri asagidaki
sekilde ifade edilebilir:
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U, = Uo(y) exp(iot)

Vr(o) = Vr(o)(x, y) exp(iot)
VZ(O) = Vz(o)(x, y) exp(iot)
5O = 5O exp(int) (4.2.48)

Burada o agisal frekansi, U (). Vr(o) , VZ(O), S(O)(y) heniiz bilinmeyen fonksiyonlar

olup ilgili alan denklemleri ve smmr kosullarimin ¢oziimiinden elde edilecektir.

(4.2.48) ifadesi (4.2.35) ve (4.2.36) da yerine konur ve tssel kisim atilacak olursa

=0 (4.2.49)

2_(0)
Y v ds
h, ¥ e O 1% (4.2.50)

elde edilir. y bir parametre olmak iizere (4.2.49) ve (4.2.50) denklemlerinin ¢6ziimii

1/2
Vr(o) - A(y)Jl(ﬁX) : B = i3/2(£0_) _ i3/2(10

v

i dS
0 _ 1%
Vv = B(y)I (Bx) + parll | (4.2.51)

seklinde verilebilir. Burada J n(x) n inci mertebeden ve birinci tipten Bessel
fonksiyonu, A(y) ve B(y) ise iki bilinmeyen fonksiyon olup smur ve sireklilik
kosulundan elde edilmesi gerekir.

© O

Buna gore (4.2.38) smur kogulu kullanilacak olursa Vr0 ve VZo fonksiyonlar

asaBidaki gekli alirlar:
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© T, (Bx)
V' = iaU (y)
. 3, (Bor)
i ds J (Bx)
©_ 1 Tojy_"0
VD= {1 i (ﬁa)} (4.2.52)

Rahatlikla gorillecedi gibi (4.2.52) ¢oziimii (4.2.29) denkleminde yerine kondugunda
Ozdes olarak saglanmaz. Bu nedenle (4.2.37) yaklagik denkleminin saglanmasi
gerekir. Bunun igin L bayiklaginin tamm hatirlanirsa

oty 5VZ atey d S() J (BX)
L = I % dx = exp(iot) I i % [1 - Jo(ﬁa)
0 0 0
a+ey av(l)
+& [ x—2-dx (4.2.53)

0
yazilabilir. Bessel fonksiyonlarn arasinda agafidaki tirev bagintisinin varlig: dikkate

alinirsa
d
—[x3,(89)] = Bxs,(Bx) (42.54)

(4.2.53) ifadesi agagidaki sekli alir:

i 4?8 2 (a+e .
L=~ ddji {-;- (o +gy) - (BJO (Boj:)) J [Bla + ay)]} exp(iot)

a+ey aV(I)
+€ j x —2dx (4.2.55)
5 dy

Bu ifadenin ¢ cinsinden seriye agilmasindan
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(o _ io? a’s® [ 27 (Bor)

el e B, (Ba)} exp(iot) (4.2.56)

elde edilir. O halde (4.2.56) ifadesi (4.2.37) de yerine konursa

. o a2s©
ICOUO(Y) + ED— (1 — Fl()) dy2 =
veya
a? dZS(O)
u,(y) = o (Fw - 1) " 4.2.57)

bulunur. Burada Fyq biiyukligi asagidaki bigimde tanimlanmagtir;

2] (Ba)
F ool LV (4.2.58
10 Mo(ﬂa) )
Nihayet (4.2.33) denkleminin gozimini elde edebilmek igin F' ifadesinin

T

bilinmesi gerektiginden (4.2.39), denklemi kullanilacak olursa

2ives | 2 2 d28(0) '
Fr(o) = {aS(O)(a) + H_ l;’ [F - j + %} 20:02 (Fm - 1):1 ™ exp(iot)

(4.2.59)

elde edilir. Bu ifade (4.2.33) de yerine konursa S)(y)’yi yoneten diferansiyel
denklem agagidaki bigimde verilebilir:

d4S(°) mae? mng) m._ o 2ive| 2 dZS(O)
+ - +—N° - Sl
dy* Agh o o 2 o (F dy?
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202

s® =9 . (4.2.60)
mocz'ro(frIo - 1)

+

Sabit katsayili bu diferansiyel denklemi daha da basitlestirmek mmkindiir.
Herseyden once, damarlardaki dalga hareketinde dalga boyu damar yangapina gore
¢ok biiyiik oldugundan (4.2.60) daki y cinsinden dérdincti mertebe tiirevler ihmal

edilebilir. Diger yandan tiipiin ince olmas: nedeniyle atalet kuvvetini temsil eden
maoa2 /A 97‘2 terimi mambran kuvvetlerine gére kugiiktiir. Son olarak, damarlarda

kan akimi sirasinda alyuvarlar damar merkezine dogru kagarlar ve ¢eperde hiicre
konsantrasyonu (hematokrit oram) diigiiktiir, dolayisiyla viskozite diigiik olup, viskoz
kuvvetler mambran kuvvetleri yaninda ihmal edilebilir. Bitin  bu
basitlestirmelerden sonra (4.2.60) denklemi agagidaki sekli alir:

2_(0) 2
(NO - ;3(")) LAY &V £ (4.2.61)
20 22 2
dy FIO - l)
Bu denklemin ¢6ziimi
s¥ = Ce™ +Ce” (4.2.62)

bigiminde ifade edilebilir. C; ve C, birer integral sabiti, k ise dalga sayismu

karakterize etmekte olup
2 20°
k' = © S (4.2.63)
m(l - FIO)(BZZ - Nzo)
seklinde tamimlanmugtir.

()

Nihayet (4.2.34) ve (4.2.39), denklemlerinden Gzo yataklama kuvveti,

yukarida sozii edilen yaklagiklik gergevesi igerisinde, agagidaki gibi verilebilir:
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0 s©
Gz = aFlO dy

(4.2.64)

Birinci Mertebeden Denklemlerin Coziimii

Birinci mertebeden denklemlerin ¢oziimiinde benzer bir yol izlenecektir.

(Cozam fonksiyonlan yine zaman cinsinden issel olarak kabul edilirse

—Vr(l) Vr(l)(x, y) exp(iot)

v(x, y) expliot)

U, = U (y) exp(iot)

A

SO = s explint) (4.2.65)

seklinde ifade edilebilir. Bu ifadeler (4.2.43) ve (4.2.44) denklemlerinde yerine
konur ve sonug diferansiyel denklemler ¢oziilecek olursa

v = Diyy (Bx)

0 |
146 (4.2.66)
o dy

<
i

E(y)J, (Bx) +

bigiminde ifade edilebilir. BilinmeyenD(y) veE(y) fonksiyonlarim bulabilmek igin

(4.2.45) smur kosullan kullanilacaktir. Gerekli islemler yapilacak olursa asagidaki
¢oziim elde edilir:

1]
V(l) = L}S‘}i) ’:Ul + l (1 — i}uo}
r J,(Ba) o F
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: J M F ©
o i [1_ O(BX)}dS B'aF 7 (Bx) dS w26

JO(Boc) 2 ] (ﬁa)

Bu biiyiikliikklerin ayrica (4.2.44) de verilen siireklilik kogulunu da saglamasi, bunun

igin de L() bityiikliiginin bilinmesi gerekir. L’ nin (4.2.53) ile verilen tammi

hatirlanir, VZ( ) ifadesi bu tamimda yerine konup gerekli integraller tegkil edilirse

2 2_(1

. 2 3 (@]
M o a’s”  p'a’ 2 daf ds
=2 (1-F P2y 42,

2&)( o) &l Ao gy [y dy] (4.2.68)

bulunur. Bu ifade (4.2.44) denkleminde yerine konur ise U,(y) fonksiyonu agagidaki

bi¢imde verilebilir:
2 2,0 L ()
o ds” BaF, 4| ds
U (y) = _7(1?10 _ ) : |7 (4.2.69)
20 .dy 40 y y

Nihayet (4.2.40) ve (4.2.46) ifadeleri birlestirilir, viskoz kuvvetler ihmal edilir, S(O)

M

ve S ’in y cinsinden ikinci mertebeye kadar olan terimleri tutulur ise agafidaki

denklem elde edilir:

@0  m(,0 ) © , ym[,0© M 0
aS +E(N2° B, )U +yS +;7[B22 al322+0tN21—N20]U0=0-

(4.2.70)

Yine burada da atalet etkileri ihmal edilmigtir. (4.2.57) ve (4.2.69) denklemlerinden

U, ve U ifadeleri (4.2.70) de yerine konacak olursa S(l) cinsinden agagidaki
diferansiyel denklem elde edilir:
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2 2
¢’s” + ks B oF, as”
dy” 2(F10 - 1) dy

0 8] 0 0 2 2
2 —af. +aN_ -2N oF
I st 2 A2, T
a(Bzz h Nzo] Z(Fw - 1)
Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii agagidaki bigimde verilebilir:
SO =De™ + D™ + (A +A_) 4% (o _ A )ys© 42.72
=De™” +Dge +(1+ 2)y +(1- 2)y . (4.2.72)

Burada DI,D 5 iki yeni integral sabiti olup Alve A2 katsayilan agagidaki bigimde

tanimlanmugtir:
2 F* ) 0] 0 ©
A = B aFlO A = 2B22 B aBZZ il aNZI B 2N20) (4 2 73)
1 _ g ” (0) 0 o
8(F10 I) 4a(B 2 Nzo)

Bu sonuglant (4.2.41) ve (4.2.47) denklemlerinde kullanarak boyle bir dinamik
duruma izin verecek yataklama kuvveti asagidaki sekilde verilebilir:

(©) 0 0 0 )
ds(o) (Bzz =Ny + N, —2aN, - 0‘Blz) S(o)

o gy (BS;) _ N(z)o)

(4.2.74)

Bu ¢oziimler elde olduguna gore tiipiin herhangi bir kesitinden gegen debiyi
hesaplamak mimkandar. Tamm geregi

Q= 2naTy XV dz = 21:?zy x(Vz(O) + sVz(l))dx (4.2.75)
0 0
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seklinde yazlabilir. (4.2.52) ve (4.2.67) denklemlerinden V(O) ve V(l) ifadeleri

Z z
(4.2.74) de yerine konur ve gerekli integraller tegkil edilirse debi agagidaki bigimde

verilebilir:

(4.2.76)

Burada Q = Q(o) + eQ(I)+. .. agilimi kullanilmigtir.

Uc Kosullar

Simdiye kadar yapilan ¢aligmada tiipiin eksenel vzunlugu ve dolayisiyla ug
kogullann hakkinda herhangi birsey sdylenmedi. Biyolojik uygulamalarda akimi
saglayan basing kalp tarafindan uygulamir. Atardamarlann kalbe bitistigi yer y=0
noktas1 olarak secilir ve kalbin uyguladif1 basincin zaman cinsinden peryodik
oldugu duginiilirse y=0 u¢ noktasindaki kosul

S(0, t) = T exp(ict) (4.2.77)
bigiminde ifade edilebilir. Burada T kalbin uyguladift sistolik ve diastolik basing

arasindaki farkin genligini karakterize etmektedir.
Dogal olarak bu T sabitinine parametresinden bagimsiz oldugu séylenebilir.

Dolayistyla S(y)nin € cinsinden seri agilimi hatirlanursa

5(y) = sV@) + sV (). (4.2.78)
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y=0 u¢ noktasindaki kogul agagidaki bigimde ifade edilebilir:

sP%0 =1 v sP0=0. (4.2.79)

Fiziksel olarak bagka bir kosul da kalbin birim zamanda pompaladif1 kan (akiskan)
miktandir. Dolayistyla bu bityiiklagi de Q o ile gosterecek olursak ug kogullart

"0 =0q, v "@©=0 (4.2.80)

seklinde ifade edilebilir. Bu kosullar (4.2.62) , (4.2.72) ve (4.2.76) denklemlerinde

kullanilirsa
2
kra
€, +C, =T, = (1-F )c, - c,)=q, (4.2.81)
ve
i
D+D, =0, D -D = E(A1 - AZ)(C1 + cz) (4.2.81)
Bu denklemlerin ¢oziimiinden
1 Q@ 1 Qo
C125T+ 3 ,C2='*2“T"‘ 20
kna (1 - Fm) kna (1 - Fm)
) —1(A1 - Az)T b - 1(A1 - Az)T 42.83)
1T T2k(1-F) ’ 2 2k(1-F) -

elde edilir. Bu ifadeler genel ¢6ztimde yerine konuldugunda aranan sonug ug
basincina ve debiye bagh olarak ifade edilebilir.
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SONUCLAR VE ONERILER:

Elde ettigimiz sonuglar kullanilarak olusturulan , daralan (genigleyen) tip
i¢in basincin eksene gore degisimi grafikleri incelendiginde, daha 6nce yapilan baz
¢aligmalar ile uyumlu oldugu gorilmektedir.

Sekil 4.5’ de iginde viskoz akigkan bulunan yarigap: sabit tiip i¢in basincin
eksenle degisim grafigi gosterilmistir. Pedley [32] e gore de, i¢inde viskoz akigkan
bulunan yarigap1 sabit tiip igin, basincin yayilma dogrultusu boyunca azalacagi kabul
edilmektedir. Bu grafikte de basincin belirli bir T degerinden sonra eksenle birlikte
azalmaya bagladi§1 gorilmektedir.

Yarigap: degisen tiiplerde ise, basincin eksene gére degisimi, iki etkinin
hangisinin baskin olduguna gére farklihk gostermektedir. Bu iki etki viskozitenin ve
yanigaptaki degismenin etkisidir. Yarigap:r daralan bir tiipte eger daralmanin etkisi
baskin ise, basincin degeri eksenle birlikte artmakta , viskozitenin etkisi baskin ise
bu deger eksenle birlikte azalmaktadir.

Sekil 4.6° da daralmanin etkisinin baskin oldugu durumda, basincin eksene
gore degigim grafigi gosterilmektedir. Sekil 4.7° de ise viskozitenin etkisinin baskin
oldugu durumda aym grafigin degigimi izlenmektedir. FElde edilen bu veriler,
Pedley[32] deki agiklamalar ve Hart ve Shi [31] nin elde ettigi sonuglar ile
uyugmaktadir.

Sekil 4.8” de ise genisleyen tiip igin basincin eksene gére degisim grafigi
gorillmektedir. Viskoz etkilerin olduk¢a diisiik oldugu kabul edilerek olugturulan bu
grafikte izlenen basincin eksene goére azalmakta olmasmin ise eldeki verilerle ters
digmedigi anlagilmaktadir.

Bu sayisal inceleme i¢in, damar malzemesi olarak yine Demiray [28]
tarafindan ortaya atilan elastik model kullanilmigtir. Yine basing fonksiyonunun
hesaplanmasinda kullanilan Q, ve T degerleri de Q=20 ve T=10 olarak kabul

edilmigtir. Womersley parametresi ise © , = 3 almmgtr. Damann genislemesini

veya daralmasim karakterize eden € parametresi ise £ 0.1 veya -0.001 kabul
edilmigtir.
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