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Danisman: Prof. Dr. Mahmut ERGUT

Diferensiyel geometride, sabit ortalama egrilikli yiizeyler, “aym1 hacme
sahip tiilm kompakt ylizeyler arasinda, en kiigiik alana sahip yiizeylerin bulunmas1”
olarak tanimli olan izoperimetrik problemin c¢oziimiidiir. Minimal yiizeyler icin
benzer problem “aymi sinira sahip tiim ylizeyler arasinda en kiiciik alana sahip
olanlarin karakterize edilmesi” seklindedir. Bu calismada ortalama egrilik tipinde
bir denklem olan singiiler minimal yiizey denklemini saglayan ylizeyler ele alindi.
Bu tiir yiizeyler, bilinen minimal yiizeyleri genellestirirler ve potansiyel o—enerji
ad1 verilen varyasyonel bir integralin kritik noktalaridirlar. Diger bir ifadeyle,
potansiyel oc—enerjiyi minimize ederler ve en diisiik yercekim merkezine sahip olan
ylizey modellerini olustururlar. Bu nedenle fizik ve mimaride biiyiikk bir oneme
sahiptirler. Ayrica, yercekim kuvveti etkisi altinda potansiyel enerjiyi minimize eden
katenerlerin, 2 ve daha yiiksek boyutlardaki benzerlerini karakterize ederler. Buna
gore bu calismada ele alinan baglica problemler: (n+ 1)—boyutlu Oklid uzayinda
singliler minimal O©teleme hiperyiizeylerin siniflandirilmasi, belirli yari—simetrik
metrik (sirasiyla, metrik olmayan) konneksiyonlara sahip singiiler minimal yiizeylerin
smiflandirilmas1 ve 3—boyutlu Oklid ve Lorentz—Minkowski uzaylarinda belirli
yari—simetrik metrik (sirasiyla, metrik olmayan) konneksiyonlara sahip minimal
olan singiiler minimal yiizeylerin simiflandirilmasi1 seklinde ifade edilebilir. Bu
problemlerin ¢oziimleriyle, bu yiizeyler sinifina ait yeni yiizey orneklerini literatiire
kazandirmak bu tez calismasinin temel amacidir.

Anahtar Kelimeler: Singiiler minimal (hiper)yiizey, ox—katener,
Ortalama egrilik, Oteleme (hiper)yiizey,
Yari—simetrik (non-)metrik konneksiyon,
Genellestirilmis silindir
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ABSTRACT
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In differential geometry, the surfaces with constant mean curvature are the
solutions to the isoperimetric problem defined as “finding those with the smallest
area among all compact surfaces with the same volume”. A similar problem for
minimal surfaces is “to characterize those with the smallest area of all surfaces with
the same boundary”. In this study, we consider the surfaces that satisfy the singular
minimal surface equation, which is an equation of mean curvature type. Such surfaces
generalize the minimal surfaces and are critical points of a variational integral called
potential x—energy. In other words, they minimize the potential @ —energy and create
surface models with the lowest center of gravity. For this reason, they have a great
importance in physics and architecture. They also characterize two and higher dimen-
sional analogues of catenary that minimize the potential energy under the influence of
gravity. Accordingly, the main problems we deal with in this study are: classification
of singular minimal translation hypersurfaces in (n + 1)—dimensional Euclidean
space, classification of singular minimal surfaces with certain semi-symmetric metric
(respectively, non—metric) connections and classification of singular minimal surfaces
that are minimal with symmetric metric (respectively, non—metric) connections in
3—dimensional Euclidean and Lorentz—Minkowski spaces. The main purpose of
our thesis is to bring new surface samples belonging to this class of surfaces to the
literature with the solutions of these problems.

Keywords: Singular minimal (hyper)surface, oo—catenary,
Mean curvature, Translation (hyper)surface,
Semi-symmetric (non-)metric connection, Generalized cylinder
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1. GIRIS

Diferensiyel geometride, bir yilizeyin “ortalama egriligi” kavrami, klasik
izoperimetrik problem adi verilen “belirli bir hacmi ¢evreleyen tiim yiizeyler arasinda,
alan1 en az olan yiizeyin bulunmas1” problemi g6z oniinde bulunduruldugunda ortaya
cikan bir kavramdir. izoperimetrik problemin yalnmzca sonsuz kiigiik ¢oziimlerinin

aranmasi, asagidaki sonucu verir:

“ Oklid uzayinda kompakt bir yiizey alanin hacim koruyan tiim varyasyonlara
gore duragan olmasi i¢in gerek ve yeter sart immersiyonun sabit ortalama egriligine

sahip olmasidir.”

Diger bir deyisle, sabit ortalama egrilikli yiizeyler, kisitlanmis hacmi koruyan
lokal deformasyonlara gore alan fonksiyonelinin kritik noktalaridir. Her noktada

ortalama egriligin sifir olmasi durumunda, yiizeye minimal yiizey ad1 verilir.

Sabit ortalama egrilikli yiizeyler, enerjinin yiizey alaniyla orantili oldugu
fiziksel ortamlarda matematiksel modeller olarak kullanilirlar. Ornegin, kilcal hareket
ile yiikselen veya algalan yercekiminin yoklugunda bir sivi tankina sokulan ince bir

tiipteki bir sivinin yiikselisinin modelleridirler.

Ortalama egrilik kavrami; “ortalama egrilik” adim kullanan S. Germain
tarafindan 1810 lu yillarda ¢alisilmis olan esneklik problemlerinde ortaya ¢ikmustir,
ancak alami lokal olarak minimize eden yiizeyleri karakterize etmek i¢in ilk olarak
asli egriliklerin toplamini diisiinen J.B. Meusnier olmustur. Sabit ortalama egrilikli
ylizeylerin ortaya ciktig1 fizikteki diger ornekler, arayiliz adi verilen yiizeylerdir.
Bir arayiiz, iki karigmayan sivi veya bir sivi ile hava arasinda olustugu gibi iki
farkli homojen fazin karsilastigi bolgedir. Her iki ortami ayiran bu bdlgenin,
matematiksel bir yiizeyle modellenmis arayiiz gibi ihmal edilebilir kalinlifa sahip
oldugu diisiiniilebilir. ~ Yercekim yoklugunda bu arayiiziin sekli, arayiiz enerjiyi
minimize ettigi zaman meydana gelen fiziksel denge durumuna ulasana kadar degisir.
Bu ortamda, arayiiziin enerjisi, kendi ylizey alaniyla orantilhidir. O zaman S arayiizii

boyunca i¢ ve dig arasindaki P, — P; basing farki, S nin 7y yiizey gerilimi ile orantilidir



ve arayiiziin sekli

P, —P,=2Hy (1.1)

Laplace denklemi ile belirlenir. Burada H, § yiizeyinin ortalama egriligini gosterir
ve Y sadece materyallere bagh olan bir sabittir. Basinclarin sabit oldugu durumda, S
nin ortalama egriligi sabittir. Sabun kopiigii ve sabun filmleri bu baglamdaki arayiiz
ornekleridir. (1.1) Laplace denklemine gore, her iki taraftaki basinglar esitse arayiiz
tizerinde ortalama egrilik sifirdir. Matematiksel olarak bu, bir minimal yiizeyin, hacim
korunmasina gerek olmaksizin keyfi varyasyonlar icin alanin kritik noktas: olmasi

anlamina gelir (L6pez, 2013).

H = 0 denklemi minimal ylizeylerin belirlenmesinde en basit ifade olmasina
ragmen, bu teori son derece zengindir. 3—boyutlu Oklid uzayinda minimal yiizeyler
teorisi, 18. yiizyilda Euler ve Lagrange tarafindan gelistirilen varyasyonlar hesabina ve
daha sonra 19. yiizyilda Enneper, Scherk, Schwarz, Riemann ve Weierstrass tarafindan
yapilan aragtirmalara dayanmaktadir. Yillar gectikce, bir¢ok iinlii matematik¢i bu

teoriye katkida bulunmustur.

Bu calismada ortalama egrilik tipi bir denklem olan, singiiler minimal yiizey
denklemini saglayan yiizeyler siniflandirilmistir.  Singiiler minimallik kavramini

aciklamak i¢in oncelikle 1-boyutlu durumu g6z 6niinde bulunduralim:

2-boyutlu Oklid uzay1 (Rz, (,)) de, sabit biru € R? birim vektorii ve herhangi

bir o reel sayis1 igin
(n,u)

(B,w)

denklemi saglayan B = B(s) egrisine, a—katener ad1 verilir, burada k ve n, sirasiyla,

K(s)=a

(1.2)

B nin egriligi ve birim normal vektor alanidir. Bir koordinat degisimi ile u vektoriinii
ve B egrisini u = (0,1) ve B(s) = (s,9(s)), ¢:ICR— R geklinde alabiliriz. Bu

durumda o = 1 alindiginda, (1.2) denklemi,

¢” 1
—_— 1.3
@) 0 4

katener denklemine doniisiir (L6pez, 2018a).

Fiziksel acidan bakildiginda, (1.3) denklemi, iki ucu sabitlenmis, kendi agirlig1

altinda asili birakilmis ve yercekim alaninin etkisiyle denge halinde olan tek tip bir

2



zincir konfigiirasyonu tanimlar. Boylece bir ov—katener, aslinda yercekim kuvveti
etkisi altinda potansiyel enerjiyi minimize eder, yani diger bir ifadeyle; bir ¢ —katener,

en diisiik yercekim merkezine sahiptir (Gil, 2005).
Katenerin bu 6zelligi genellestirildiginde,
M" = graph(u) = {(x,u(x)) e R"" xR:x € Q CR"}

grafi8i olarak verilen bir M" hiperyiizeyi i¢in,

di Vu o
iv =

1+ | Vu |2 uy/1+ | Vu |?
denklemi ya da bu denkleme denk olan

iy JE (1.4)

ur/1+ | Vu |?
seklindeki denklem ifade edilir, burada H, M" nin ortalama egriligidir. Bu denklemi

saglayan bir hiperyiizey, o = 1 i¢in literatiirde katenerin n—boyutlu benzeri yada

singiiler minimal yiizey olarak bilinir. (1.4) denklemi, yercekim kuvvetleri altinda

E(u) :/Qu“\/H- | Vu |?

seklinde verilen E potansiyel enerjisinin denge durumunu karakterize eder, yani diger
bir deyisle (1.4) deklemi, E potansiyel enerjisinin Euler denklemidir (Dierkes ve

Huisken, 1990).

Tarihsel olarak bu problem, dikey yercekimi alamina gore agir bir ylizeyi
modelleyen denklem iizerinde Lagrange ve Poisson’ un ilk c¢alismalarina kadar
dayanir. & = 1 oldugunda (1.4) singiiler minimal yiizey denklemi, en diisiik yer¢ekim
merkezli olma 6zelligine sahip bir ylizey modelidir. Mimar F. Otto’ nun goriisiine
gore bu denklem, miikemmel kubbelerin insaasi i¢in ayn1 zamanda bir asma cati sekli
modelidir (aktaran Lépez (2019)). Bu denklem 1980 1i yillardan itibaren literatiirde
yogun olarak ¢alisilmistir. (Bemelmans ve Dierkes, 1987; Bohme vd., 1980; Dierkes,
1988, 2003; Dierkes ve Huisken, 1990; Nitsche, 1986).

(1.4) singiiler minimal yiizey denklemi, yer¢cekim dogrultusunda tanimlanmig
olan bir denklemdir. Bu denklemin belirli bir dogrultuda tanimli daha genel bir

hali 2018 yilinda Loépez tarafindan verilmistir. Lépez (2018a) de 3— boyutlu
3



Oklid uzay1 (R3,(,)) de, bir o reel sayist ve u € R? birim vekiorii igin R3 (u) =
{ peR3: (p,u) > O} yart uzaymnda yonlendirilmis kompakt bir M? yiizeyinin
diferensiyellenebilir bir ¢ : M? — Ri(u) immersiyonun u dogrultusundaki potansiyel
o—enerjisini

E(p)= [ (p.u)“dr? (1.5)

olarak tanimlamistir, burada dM? Oklidyen metrikten indirgenmis metrik tensore gore
M? iizerindeki 6l¢ii ve p = ¢(q), ¢ € M? dir. Eger ¢ immersiyonu, (1.5) de verilen E
enerjisinin bir kritik noktasiysa, o zaman

_(&u)
2H = ot (1.6)

denklemini saglar, burada & ile H, sirasiyla, @ nin Gauss doniigiimii ile ortalama

egriligidir.

Acik bir sekilde goriilebilir ki (1.6) denklemi, @ = 0 durumuna karsilik gelen

klasik minimal yiizey denkleminin bir genellemesidir.

Kolayca goriilebilir ki eger M? bir grafik yiizeyi ise, @ = 1 ve u = (0,0, 1)
olarak alindiginda, (1.6) denklemi (1.4) denklemine doniisiir. Eger ¢ = —2 ise, o
zaman M?, 3—boyutlu hiperbolik uzay H? de bir minimal yiizeye karsilik gelir (Lépez,
2018a).

Singiiler minimal yiizeyler, yogunluklu manifoldlar ile de yakindan iligkilidir:

Yogunluklu manifold, hacim ve hiper alan1 (ve bazen diisiik boyutlu alan ve
uzunluk) agirliklandirmak igin kullanilan pozitif bir e? yogunluk fonksiyonuna sahip

bir M" Riemann manifoldudur (Belarbi ve Belkhelfa, 2015).

Buna gore e¢” yogunluklu bir manifold iizerinde hiperyiizeylerin ortalama

egriliginin dogal bir genellemesi

Hy = H— ——(v9,&) (1.7)

n—1
seklindedir. Hy fonksiyonuna, hiperyiizeyin yogunluklu ortalama egriligi yada

UV —ortalama egriligi denir. Hy yogunluklu ortalama egriligi sifir olan hiperyiizeye

U —minimal hiperyiizey denir (Belarbi ve Belkhelfa, 2015; Morgan, 2005) ve bu



durumda, (1.7)
H=

—(V9.8) (1.8)

esitligine doniisiir. Kolaylikla goriilebilir ki yogunluk fonksiyonu,

¥(q) = log ({(g,u)®)

seklinde secildiginde, (1.8) denklemi, 3—boyutlu durumda (1.6) ot—minimal yiizey
denklemine karsilik gelir (L6pez, 2018a, 2020a; Martinez ve Martinez-Trivifio, 2020).

Simdi, 3-boyutlu R? Oklid uzayinda, bir genellestirilmis silindir (yada kisaca

silindir) olan bir M? yiizeyini,
o(s,t) =y(s)+tv, s€lICR,teR

seklinde alalim, burada y dayanak egrisi olarak adlandirilir ve v de belirli bir birim

vektordiir (Gray, 1998).

Lopez (2018a), bir singiiler minimal silindirin bir oc—katener silindir oldugunu,

yani dayanak egrisi bir oc—katener olan bir silindir oldugunu ispatlamistir.

Daha sonra bu sonucu genellestirerek, iki diizlem egrisinin toplami olarak
yazilabilen ve ételeme yiizeyleri olarak adlandirilan yiizeyler lizerinde calismigtir. Bir
oteleme yiizeyinin lokal parametrizasyonu, 1,% : I; C R — R?, i = 1,2 fonksiyonlar1
icin

¢(x,y) = n(x) + %)
seklindedir. ¥; egrilerinin ortogonal diizlemlerde yatmasi 6zel durumunda, yiizey lokal

olarak, tek degiskenli diferensiyellenebilir f ve g fonksiyonlar1 i¢in

z=f(x)+g)

formunda ifade edilebilir. Eger bdyle bir yiizey minimal ise, yani ortalama egriligi sifir
ise, 0 zaman bu yiizey bir diizlemdir ya da Scherk yiizeyini tanimlar. Eger 6telenen

egriler, ortogonal olmayan diizlemlerde yatarsa, 6teleme yiizeyi lokal olarak

z=f(x)+g(y+ux),u e R,u #0

ile verilir ve afin oteleme yiizeyi olarak adlandirilir (Liu ve Yu, 2013).



Daha genel olarak, R"*!de, diferensiyellenebilir tek degiskenli fi,f>, ..., fu

fonksiyonlar1 i¢in 6teleme hiperylizeyleri;

Xnr1 = J1(x1) 4o+ fu(xn)

formundaki grafiklerdir. Bu tiir ylizeyler i¢cin 19. yy 1 ilk yarisindan itibaren
klasik anlamda bir ¢ok calisma yapilmistir, daha ayritili bilgi i¢in, tam bir liste
olmaksizin (Aydin ve Mihai, 2015; Dillen vd., 1991; Dillen vd., 1998; Goemans ve
Van de Woestyne, 2011; Lima vd., 2019; Liu, 1999; Liu ve Dal Jung, 2017; Liu ve
Yu, 2013; Lopez ve Moruz, 2015; Lopez ve Perdomo, 2017; Munteanu vd., 2016; Seo,
2013; Sun, 2000; Wang, 2020; Yoon, 2002) kaynaklarina bakilabilir.

R? Oklid uzayinda, singiiler minimal olan teleme yiizeyleri ve donel yiizeyler

i¢cin asagidaki siniflandirmalar elde edilmistir (Lopez, 2018a):

e R3 de bir yatay ya da dikey dogrultuya gére bir singiiler minimal
oteleme yiizeyi, bir a—katener silindirdir yani dayanak egrisi bir o.—katener olan

genellestirilmis bir silindirdir.

* Singiiler minimal donel yiizeylerin donme ekseni u vektoriine paraleldir ya
da Rg (w) diizleminde kapsamr. Ilk durumda bu tiir yiizeyler, donme eksenini kesip
kesmemesine bagli olarak ikiye ayrilirlar ve donme eksenini kesmeyenler kanatst
sekle sahiptirler. Donme ekseni Rg(u) diizleminde kapsandiginda, profil egrisi bir

(a+ 1) —katenerdir.

p C R3 kapali bir egri ve M?, diferensiyellenebilir bir dM? simirina sahip bir
yiizey olsun. Genel olarak, ¢ nin dM? ile sinirlandirilmasi p iizerine bir diffeomorfizm
olacak sekilde bir ¢ : M? — Ri (u) immersiyonu var ise, M? yiizeyine p sinirina sahip

bir yiizey denir. @ bir imbedding oldugunda, p yerine dM? yazilir.

R?® Oklid uzayinda, sinrnin geometrisi agisindan kompakt bir singiiler

minimal yiizeyin sekli Lopez tarafindan incelenmistir (Lopez, 2020a).

Lépez, daha sonra Lépez (2020b) de, Oklidyen uzaydaki zincir egrisinin

iki boyutlu benzerini, R% Lorentz—Minkowski uzayinda genellestirmistir. Oncelikle



(., )1 = dx* — dy? metrigi ile donatilmis R? de Lorentz kateneri

(n,u) (n,u)

K= =
(p,w) y

seklinde tanimlamistir. Bu denklemi 2—boyutlu duruma genellestirerek, R% de

singiiler maksimal yiizeyi asagidaki gibi tanimlamigtir:

R3, (.,.), = dx® +dy* — dz? kanonik Lorentz metrigi ile donatilmis 3—boyutlu
Lorentz—Minkowski uzay1 olsun. ¢, ]R? iin z > 0 yari—uzayinda spacelike bir M?>
yiizeyinin diferensiyellenebilir immersiyonu ve & ile H da sirasiyla, M? nin birim

normal vektdr alani ile ortalama egriligi olsun. Eger M? yiizeyi

H:—aw,a;«éo (1.9

denklemini saglarsa, M? yiizeyine o.—singiiler maksimal yiizey ad1 verilir. Burada
dikkat edilmesi gereken Onemli bir nokta, z—koordinati zaman koordinatin1 temsil
ettiginden dolayi, R{’ de yercekim kavraminin bir anlami olmamasidir. Dolayisiyla
Riemann durumunun aksine (1.9) denklemi, yalmzca, £ ve z arasinda taniml agiya
sahip olan spacelike yiizeyleri tanimlar. (1.9) denkleminde ¢ = —1 durumu Lorentz

katenerin iki boyutlu benzerinin karsiligidir.

Bu tanimlama ile birlikte Loépez, oOteleme ve donmelerin bir parametreli
grubuna gore invaryant olan singiiler maksimal yiizeyler i¢in asagidaki siniflandir-

malar1 yapmistir (Lopez, 2020b):

. M?, R? de u vektorii ile iiretilen bir parametreli 6telemeler grubununa gore
invaryant olan bir x—singiiler maksimal yiizey olsun ve y da bu yiizeyin lireteg
egrisini gostersin. O zaman u bir yatay vektordiir ve 7y, u vektoriine ortogonal bir

diizlemde yatan bir Lorentz katenerdir.

. M2, ]R? de spacelike bir L ekseni etrafindaki donmelerin bir parametreli
grubuna gore invaryant olan o —singiiler maksimal bir ylizey olsun. O zaman u
timelike vektorii L eksenine ortogonaldir ya da M2, keyfi bir u timelike vektoriine

sahip H?(r) hiperbolik diizlemidir.

. M2, R? de lightlike bir L ekseni etrafindaki donmelerin bir parametreli

grubuna gore invaryant olan o—singiiler maksimal bir yilizey olsun. O zaman
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u vektorii L eksenine ortogonaldir ya da M2, keyfi bir u vektoriine sahip H2(r)

hiperbolik diizlemidir.

. M2, R? de timelike bir L ekseni etrafindaki donmelerin bir parametreli
grubuna gore invaryant olan bir ot—singiiler maksimal yiizey olsun. O zaman u
timelike vektorii L eksenine paraleldir ya da M2, H?(m) hiperbolik diizlemidir ve

u, keyfi bir timelike vektordiir.

Aydin ve ark., Lépez (2018a) in R? de elde ettigi sonuglar1 (n4 1)-boyutlu
R"*+! Oklid uzayindaki hiperyiizeylere genellestirerek;

“R"**+! de singiiler minimal bir M" silindir, bir hiperdiizlem ya da o—katener

silindirdir ve bu sonug bir u yatay vektorii ve bir 6teleme hiperyiizeyi icin de dogrudur.”
sonucunu elde etmistir (Aydin vd., 2021).

Diger taraftan, bir Riemann manifoldu iizerinde bir yari—simetrik (sirasiyla
metrik olmayan) konneksiyon Hayden (1932) (sirasiyla Agashe ve Chafle (1992))
tarafindan tanmimlanmistir ve o tarihten itibaren bir ¢ok arastirmaci tarafindan
calisiimistir (Agashe ve Chafle, 1994; Akyol ve Beyendi, 2018; Chaubey ve Yildiz,
2019; De ve Barman, 2015; Imai, 1972; Yano, 1970; Yano ve Kon, 1984).

Yayinlanmis bir ¢ok calismadan da goriilecegi gibi yari—simetrik metrik
(olmayan) konneksiyon kavrami biiyiik ilgi gormektedir. Son zamanlarda Wang
(2020), iki ayr1 arastirma alam1 olan Oteleme yiizeyler ve yari—simetrik metrik
(olmayan) konneksiyonlari, yeni bir bakis agisiyla ortaya c¢ikan, tek bir arastirma
alaninda birlestirdi. Bahsedilen bu caligmada; belirli bir yari—simetrik metrik
(swrasiyla, metrik olmayan) konneksiyona sahip 3—boyutlu uzay formlarinda minimal

oteleme ylizeylerine iligkin karakterizasyonlar elde edilmistir.

Wang’in bakis acisina ek olarak, R> de Levi-Civita konneksiyonu yerine
belirli bir yari—simetrik metrik (sirasiyla, metrik olmayan) konneksiyona sahip singiiler
minimal 6teleme yiizeyleri izerinde karakterizasyonlar Erdur vd. (2020) (incelemede)

tarafindan elde edilmistir.



Diger taraftan, Aydin vd. (2020) (incelemede), minimal olan singiiler minimal
ylizeyleri incelemis ve bu ylizeyler simifina ait karakterizasyonlar vermiglerdir.
Bahsedilen bu calismada, oncelikle o« = 0 durumunda herhangi bir minimal yiizey,
(1.6) denklemi igin asikar bir ¢oziim olacagindan, & # 0 kabulii altinda, R* de minimal
olan singiiler minimal ylizeyler incelenmistir. Bu durum altinda (1.6) denklemi
(E(p),u) =0 oldugunu, yani yiizeyin her p noktasindaki teget diizleminin u vektoriine
paralel oldugunu ifade eder. Boyle bir durumda, yiizeyin aslinda, u vektoriine paralel
bir diizlem oldugunu ve sabit agili yiizeyler adi verilen yiizey sinifina ait oldugu
sonucunu elde etmislerdir. Daha sonra 3-boyutlu Oklid ve Lorentz—Minkowski
uzaylarinda belirli bir yari—simetrik metrik (sirasiyla metrik olmayan) konneksiyona
gore minimal olan singiiler minimal yiizeyler incelenmis ve asikar sonuclarin yanisira,

asikar olmayan sonuclar da acik denklemleri ile ifade edilmistir.

Bu caligma ile ilgili elde edilen tiim sonuclar dordiincii boliimde ifade edildi.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1 Manifoldlar Uzerindeki Temel Yapilar

Tanmm 2.1.1. (Chen, 2011) Sonlu boyutlu bir V vektor uzay: iizerinde bir simetrik
bilineer form, B :V xV — R seklinde Yu,v € V i¢in B(u,v) = B(v,u) olacak sekilde

bir R—bilineer fonksiyonudur.

Eger ¥v # 0 icin B(v,v) < 0 (swrasiyla B(v,v) < 0 ) ise, B simetrik bilineer
formuna negatif tammli (sirasvyla negatif yari—tamimly) denir. Yu € V icin B(u,v) =0

olmasit v = 0 olmasint gerektiriyorsa, B ye non-dejenere denir.
Benzer sekilde eger Yv # 0 icin B(v,v) > 0 (swrasiyla B(v,v) > 0 ) ise, B
simetrik bilineer formuna pozitif tamiml (sirasvyla pozitif yari—tanimli) denir.

Tanim 2.1.2. (Chen, 2011) V iizerinde bir B simetrik bilineer formunun indeksi B |w

nun negatif tammli oldugu en biiyiik W C V altuzayinin boyutudur.

Tanmm 2.1.3. (Chen, 2011; Sahin, 2012) Sonlu boyutlu bir V reel vektor uzayt
lizerinde, bir g skaler carpimi, bir non-dejenere simetrik biliner formdur. I¢ carpim,

pozitif taniml bir skaler ¢carpimdir.

Ornek 2.1.1. (Gray, 1998; Hacisalihoglu, 1998) R" Oklid n—uzayi, reel sayilarin tiim

swralt n—lilerinden olusan

R" = {(Pl,---7pn) | pj,j=1,....n,bir reel sayzdzr}

kiimesidir.

R™ in elemanlart hem n—boyutlu uzaydaki noktalart hem de noktalarin konum
vektorlerini temsil eder. Sonug olarak, R" bir vektor uzaydir, dolayisiyla toplama ve

skalerle carpma islemleri tamimlidir. Buna gore eger

p:<p17"'7pl’l) ve q:(q177qn>

seklinde alinirsa, p + g,

P+q={Pi1+q1,-sPn+qn)
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ile verilen R" in elemamidir. Benzer sekilde A € R icin A p vektorii

Ap=(Api,....;Apy)

olarak tamumlidir. Ayrica R" in (,) skaler carpumi (nokta ¢carpimi), her

p=(p1,...,rn) ve q=1(q1,.,qn)

vektor ¢ifti icin
n
(p,q) =Y pigi
i=1

ile tanumli bir reel sayidir. Dolayisiyla, R" de norm ve uzaklik fonksiyonlar

Ipll= v p,p) ve d(p,q)=Ip—dl
seklinde tamimlidir.

Tamm 2.1.4. (Hacisalihoglu, 1998) x; : R* — R, 1 < i < n, fonksiyonu, herbir
p = (p1,...,pn) noktasim, kendi p;, i. koordinatina tagiyan bir fonksiyon olarak
tamimlansin. Buna gore x1, ...x,, fonksiyonlarina, R" nin dogal koordinat fonksiyonlart

denir.

Tammm 2.1.5. (O’Neill, 1983) R™ in bir U acik alt kiimesinden R" e tanimlt bir ¢
fonksiyonu icin herbir xjo ¢,1 < i < n, diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise, ¢ de

diferensiyellenebilirdir denir.

Tanim 2.1.6. (Sahin, 2012) V bir vektor uzayt ve V*da V vektor uzaymmn dual uzayt
olsun. Bu durumda

m—tane n—tane
AN

O:VXxVx.. xVxV*xVx..xV' =R

ile tamimlanan ve A1, Ay € R,vy,va,...,v, € V vevi,v3,...,vy, € V* olmak iizere

o (Vl,...,llvk-l-lzv;(,...) :kld)(vl,...,vk,...)-l-/lz([) (vl,...,vfc,...)

sartimt saglayan ¢ doniisiimiine m. mertebeden kovaryant ve n. mertebeden

kontravaryant tensor adi verilir.

Ornek 2.1.2. (Sahin, 2012) Her bilineer form, 2. mertebeden kovaryant tensordiir.
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Tanim 2.1.7. (Sahin, 2012) M bir Hausdorff uzay olsun. Eger Vp € M icin, R™ deki
bir agik kiimeye homeomorfik olacak sekilde p noktasinin bir U acik komsulugu varsa,
M Hausdorff uzaywna bir topolojik manifold veya kisaca manifold denir. Bu durumda

boy (R™) = m oldugundan, manifoldun boyutu m olarak tanimlidur.

Genel olarak bir manifold, Oklid uzayma lokal olarak benzeyen bir topolojik

uzaydir.

2.1.1 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Diferensiyellenebilir manifold kavrami, diferensiyel hesabin metotlarini; R”,
n—boyutlu vektor uzayindan daha genel uzaylara genisletmek icin Onemli bir

kavramdir.

Tanmm 2.1.8. (Sahin, 2012) M, n—boyutlu manifold olsun. Eger M iizerinde
haritalarin bir ailesi olan A = {(U,),(V,w),(W,0),...} kiimesi icin asagidaki
sartlar saglantyorsa, A kolleksiyonuna M iizerinde r. mertebeden diferensiyellenebilir

yapi (veya atlas) denir.

1. {U,V,W,...} acik kiimelerinin kolleksiyonu M manifoldunun bir agik

ortiisiidiir.
2. A daki herhangi iki harita r. mertebeden uyumludur.

3. A maksimaldir, yani eger bir (@,U) haritast A daki biitiin koordinat

atlaslart ile uyumlu ise bu durumda (E,U) €A dir.

Tanmm 2.1.9. (Sahin, 2012) Eger bir M manifoldu iizerinde r. mertebeden
diferensiyellenebilir bir atlas varsa, M manifolduna r. mertebeden diferensiyellenebilir
manifold denir. Diferensiyellenebilir yapinin her haritasina M manifoldunun uyumlu

haritast adi verilir.

Eger atlas her mertebeden diferensiyellenebiliyorsa, M manifolduna,

C”—manifold (veya kisaca diferensiyellenebilir manifold) adi verilir.

Ornek 2.1.3. (Sahin, 2012) Ozdeslik doniisiimii ile verilen diferensiyellenebilir yapiya
sahip R" Oklid uzayi, diferensiyellenebilir bir manifoldun agsikar bir ornegidir.
12



Ornek 2.1.4. (Sahin, 2012) y: (a,b) — R™ bir egri olmak iizere M = Im(y) 1—boyutlu
bir manifolddur, burada Im(7y) ile 'y doniisiimiiniin goriintii kiimesi gdsterilmektedir. Bu

manifoldun tek atlasi (U,¢) = (y(a,b),y"! lim(y)) dur:

Ornek 2.1.5. (Sahin, 2012) f : R™ — R siirekli bir fonksiyon ve M =
{1y ey Xy Xt 1) | Xmme1 = f (X015 Xm) } Olsun. M kiimesi f fonksiyonunun grafigi
olarak adlandirilir. Bu durumda M, m—boyutlu bir manifolddur. Manifoldun atlast
U=Mdir ¢ :U—=>V=R" @&, XmyXims1) = (X1,....%n) izdiisiimii ile

verildiginden siireklidir. Diger taraftan

(Z)il (xla'“axm) = (.X],...,Xm,f(X],...,Xm))

oldugundan ¢~ de siirekli olur. Boylece M bir manifolddur.

Manifoldlarin diferensiyel geometrisinde en 6nemli kavramlardan biri tanjant
vektor kavramidir. Manifold esas olarak bir topolojik uzaydir. Bunun iizerinde
diferensiyel yap1 tanimlanarak, diferensiyel tekniklerini kullanma olanagi saglanmistir.
Tanjant vektor kavrami da manifold lizerinde vektor uzay yapisi tastyarak cebirsel

teknikler kullanmay1 olanakli kilmaktadir.

Tanmm 2.1.10. (Do Carmo, 1992) M bir diferensiyellenebilir manifold ve o :
(—&,€) — M diferensiyellenebilir egri olsun. Kabul edelim ki oc(0) = p ve Z de p
noktasinda diferensiyellenebilen fonksiyonlarin kiimesi olsun. Bu durumda & iizerinde
tamimlanan

(o) = 2%

ile tamimli o/(0) fonksiyonuna t = 0 da « egrisine tanjant vektér adi verilir.

|l‘:07 f € @

Manifoldun bir p noktasindaki tanjant vektor, a(0) = p olmak iizere t = 0 da «
egrisine teget olan vektordiir.

M manifoldunun p noktasindaki tanjant vektorlerinin kiimesi T,M ile gosterilir.
Fonksiyonlardaki toplama islemi ve skalerle ¢carpma iglemi ile birlikte bu kiime bir
vektor uzay yapisina sahip olur. Bu uzaya manifoldun p noktasindaki tanjant uzayt

denir.

Tanjant vektorlerinin uzayi bir vektor uzay yapisina sahiptir ve tanjant uzayin
boyutu manifoldun boyutuna esittir. Bunun nedeni esas olarak manifoldun bir p

noktasindaki tanjant uzayi ile Oklid uzayinin izomorfik olmasidur.
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Ornek 2.1.6. (Sahin, 2012) r=r (u,v) = (u(u,v),y (u,v),z(u,v)), R3>de bir regiiler
yiizey olsun. Buna gore Ornek 2.1.3 e gore r(u,v), boyutu 2 olan bir manifolddur.
Yiizey iizerinde bir r(t) = r(u(t),v(t)) egrisini goz oniine alalim. Bu durumda egri
lizerindeki i tanjant vektorii;

‘_8r(u,v)@+8r(u,v)@
T ou ar dv dt

=ry+nry

seklindedir. Yiizey regiiler oldugundan ry, = (x,,yu,24) ve ry = (Xy,Yy,2v) vektorleri
lineer bagimsizdir. Boylece yiizeye teget olan her vektor r, ve r, vektorlerinin bir
lineer kombinasyonudur. Baska bir ifadeyle yiizey iizerindeki bir p noktasinda yiizeye
teget biitiin vektorlerin kiimesi, bazi r, ve r, olan 2—boyutlu bir altuzaydir. Bu uzaya

yiizeyin p noktasindaki teget diizlemi (tanjant uzayt) denir.

Tanmm 2.1.11. (Hacisalihoglu, 1998; Sahin, 2012) M bir manifold ve T,M manifoldun
p noktasindaki tanjant uzay: olsun. Bu durumda Np € M noktasina T,M uzayinda bir
tanjant vektor karsilik getiren X diferensiyellenebilir doniisiimiine vektor alani denir.
Boylece M manifoldu iizerinde bir vektor alan
X:M— |J1T,M
pEM

diferensiyellenebilir doniigiimiidiir. Vektor alanlarimn kiimesi T(TM) ile gosterilir.

Bir vektor alani, tanjant vektorlerinin toplulugudur. Bagka bir ifadeyle, bir
vektor alani, bir manifoldun bir p noktasina bir tanjant vektor karsilik getiren bir

fonksiyondur.

Tanmim 2.1.12. (Sahin, 2012) M ve N iki manifold ve F : M — N bir doniisiim olsun.
Bu durumda p € M noktasimin komsulugundaki harita (U,¢) ve F(p) € N noktasinin
komgulugundaki harita (V,®) olmak iizere, ¢(U) C R™ den (V) C R" kiimesine
olan @ o F o ¢! doniigiimii diferensiyellenebiliyorsa F déniisiimii p € M noktasinda

diferensiyellenebilirdir denir.

Tamm 2.1.13. (Sahin, 2012) M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve F : M — N
diferensiyellenebilir doniigim olsun. X € T,M i¢cin, M de segilen o(t) egrisine
o (t9) = p noktasinda X vektorii teget olsun. Bu durumda F (p) = F (a (ty)) noktasinda
F(a(t)) egrisine teget olacak sekilde F.(X) vektoriinii karsilik getiren F, : T,M —
Tr(p)N doniisiimiine, tiirev doniigiimii denir. Tiirev doniigiimii dF ile de gosterilir.
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Tamm 2.1.14. (Sahin, 2012) M ve N, sirastyla, m ve n boyutlu diferensiyellenebilir
manifoldlar ve F : M — N diferensiyellenebilir doniigiim olsun. Bu durumda F
doniistimiintin p € M noktasindaki ranki, F, doniisiimiiniin p noktasindaki ranki olarak

tamimlanur.

Tamm 2.1.15. (Sahin, 2012) Eger her p noktasinda F doniisiimiiniin ranki m ise (yani

rank (Fyp) = m), F doniisgiimiine dolgulama veya immersiyon (immersion) ad verilir.

Tamm 2.1.16. (Sahin, 2012) Eger F birebir ise, bu durumda F déniigiimii N ile N =
F(M) arasinda birebir esleme kurar. Bu esleme ile birlikte N iizerinde topoloji ve
bir diferensiyellenebilir yap: tammlanirsa N kiimesine N manifoldunun altmanifoldu
denir. Bu durumda, eger F,M manifoldundan F (M) ye bir homeomorfizma ve F,M

altuzay topolojisine sahip ise F doniisiimiine yerlestirme(imbedding) denir.

Dolgulama doniisiimii verilmisgse yerlestirme doniisiimii tanimlanabilir. F :
M — N bir dolgulama doniisiimii olsun. Bu durumda her p € M noktasinin bir
U komgulugunda F |y yerlestirme doniigiimii tanimlanabilir. Esas olarak bu sonug
bize her dolgulamanin (immersiyon), yerel ¢alisildiginda bir yerlestirme (imbedding)

oldugunu ifade etmektedir.

Tamim 2.1.17. (Sahin, 2012) Eger F, m—boyutlu M manifoldundan n—boyutlu N
manifolduna bir dolgulama ise m < n dir. n —m farkina F dolgulama doniisiimiiniin

ekboyutu denir.

Tanim 2.1.18. (Sahin, 2012) M bir diferensiyellenebilir manifold ve M manifoldunda
bir U agik kiimesi iizerinde vektor alanlart X ve Y olmak iizere, f € C*(U,R)
fonksiyonu icin

L]:T(TM)xT(TM) - T(TM)
X, Y]f=XYf)-Y (X))
ile tamimlanan doniigiime X ve Y vektor alanlarimin Lie (parantez) operatorii denir,

burada T'(TM), M iizerindeki vektor alanlart kiimesi ve X (f), X vektor alanmina gire

f fonksiyonunun yone gore tiirevidir.

Manifoldlar iizerinde konneksiyon kavrami, “eger M bir manifold, X, M

tizerinde bir vektor alan1 ve &, M manifoldunda bir egri ise, X vektor alaninin o
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egrisi boyunca sabit olup olmadigina nasil karar verilebilir” sorunun karsilig1 olarak

diistiniilebilir:

Tamm 2.1.19. (Sahin, 2012) M bir manifold ve manifold iizerinde vektor alanlarinin
kiimesi I (TM) olsun. Bu durumda X ,Y,Z € I'(TM) vektir alanlari ve f € C* (M,R)
icin

V:[(TM) - T (TM)

ile tamimli ve

1. 6x+yz = ?XZ%— ?yZ
2. Vx (Y +2)=VxY +VxZ
3. Vyx¥ = fVxY

4. Vx (fY) =X[f]Y + fVxY

sartlarint saglayan \Y doniigiimiine afin veya lineer konneksiyon adi verilir. Bu
durumda VxY vektér alamina Y vektor alammin X vektor alam boyunca kovaryant
tiirevi adi verilir. Tamimdan goriilmektedir ki, bir afin konneksiyon M iizerinde bir

vektor alanini yine bir vektor alanina tagryan bir doniisiimdiir.

Ornek 2.1.7. (Sahin, 2012) R" Oklid uzayinda kartezyen koordinat sistemi (xi,...,x,)
olsun. Bu durumda X =Y lflax veY =31 8> ax R" de iki vektor alani olsun,
burada f; ve g, verilen kartezyen koordinatlara gore vektor alanlarimin bilesenlerini

gostermektedir. Bu durumda
VxY = ZX 83 =y o8t
T 0x; g Ax;

i =1

ile tamumly doniisiimii goz éniine alalim. Kolayca goriiliir ki V, Tanum 2.1.19 daki
sartlart saglar. Boylece V, R" de bir afin konneksiyondur. Bu konneksiyona Oklid

uzaymnin standart konneksiyonu denir.

Tanmm 2.1.20. (Sahin, 2012) M bir manifold ve V, manifold iizerinde bir lineer

konneksiyon olsun. Bu durumda

T:T(TM)xT(TM)— T (TM)
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(X,Y) =T (X,Y)=VyxY —VyX —[X,Y]
ve
R:T'(TM)xT (TM)xT'(TM) - T (TM)
(X,Y.Z) > R(X.Y)Z=VxVyZ—-VyVxZ—Vx y/Z
ile tamumli T ve R tensér alanlarina V lineer konneksiyonunun, sirasiyla, torsiyon

tensorii ve egrilik tensorii adi verilir. T = 0 olmast durumunda V lineer konneksiyonu

torsiyonsuzdur denir. Eger R = 0 ise M manifoldu flattir (diizlemseldir) denir .

Ornek 2.1.8. (Sahin, 2012) R" Oklid uzayinda, U bir agik kiime olsun. U iizerinde X

ve Y vektor alanlart se¢ilmis olsun. Bu durumda
0 ! d
X=) hi—, Y= - —
i_zi ' 8x,- JZ’I Hi &xj

dir, burada Ay, ..., A, ve Uy, ..., Uy, strasiyla R" de (xy, ..., x,) kartezyen koordinatlarina
gore X ve Y vektor alanlarimin bilesenleridir. 'Y vektor alanmimin X vektor alan

dogrultusundaki tiirevi

~ r - d - " _auj d
VXY—J;X[NJ]a_xj—i’JZ:‘,ILa—xia—Xj

oldugundan
- - " o U; oA\ d
VxY —VyX = A== — =) —
X Y l..Z] ( jaxj' ‘Ltjaxj) 8x,~
7]7
olur. Bu ifadenin sag tarafi [X,Y]| oldugundan, R" deki standart konneksiyonun

torsiyonsuz konneksiyon oldugu elde edilir.

Bir M manifoldu iizerindeki diferensiyel yapi, manifold iizerinde tensor,
diferensiyel form, Lie tiirevi, kovaryant tiirev ve benzeri bir ¢cok kavrami tanimlama
olanag1 verir.  Bununla birlikte, uzunluk, egrilik, ac1 ve benzeri kavramlari

tanimlayabilmek icin Riemann manifoldlar1 kavramina ihtiya¢ duyulmaktadir.
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2.2 Riemann ve Yari—-Riemann Manifoldlar:

Tammm 2.2.1. (Chen, 2011; O’Neill, 1983) Diferensiyellenebilir bir M manifoldu
lizerinde bir g metrik tensorii, M iizerinde sabit indeksli, simetrik, dejenere olmayan
(0,2) tipinde bir tensér alamdir. Yani g, Vp € M noktasina T,M tanjant uzay! iizerinde

bir g, skaler carpimini tasir ve gp, nin indeksi Vp € M igin aynidur.

Tanmim 2.2.2. (Chen, 2011; O’Neill, 1983) Bir M yari—Riemann manifoldu, g metrik
tensorii ile donatilmig diferensiyellenebilir bir manifolddur. M iizerinde indeksin
s, 0<s<m=dimM, ortak degerine, M nin indeksi denir. Eger s =0 ise, M ye
Riemann manifoldu denir. Bu durumda her g, T,M iizerinde pozitif tanimlt bir i¢

carpimdir.

Tammm 2.2.3. (Chen, 2011; O’Neill, 1983) Eger s =1 ve m > 2 ise, M Lorentz

manifoldu olarak adlandirilir ve karsilik gelen metrige ise Lorentz metrigi denir.

Ornek 2.2.1. (Sahin, 2012) R" Oklid uzayin ve bu uzay iizerinde
n
<X 7Y > = iny i
i=1

i¢ carpmuni gz oniine alalim. Bu durumda (,) bilineer, simetrik ve pozitif tanimlidur.

Dolayisiyla (,) bir Riemann metrigi ve (R",(,)) ikilisi bir Riemann manifoldudur.

Tamim 2.2.4. (Chen, 2011; O’Neill, 1983) Bir yari—Riemann manifoldunun v tanjant
vektorii icin, eger v =0 yada (v,v) > 0 (sirasiyla (v,v) <O0) ise, v ye spacelike
(strastyla timelike) denir. Eger (v,v) = 0ve v # 0 ise v ye lightlike yada null vektor adi

verilir.
Eger {x1,....,x,}, % C M iizerinde bir koordinat sistemi ise, %/ iizerinde g
metrik tensoriiniin bilesenleri
8ij=1(0i,d;), (1<i,j<n)
seklindedir. g simetrik oldugundan, g;; = gj; dir. % iizerinde g metrik tensoril,
8= Zgijdxi ®dx;

olarak yazilabilir.
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Tanim 2.2.5. (Chen, 2011; O’Neill, 1983) Bir s € [0,n| tamsayist icin, s indeksli

S n
(vp,wp>S:Zvjwj— Z VW

j=1 k=s+1
metrik tensoriine sahip R" reel vektor uzaymna, yari—Oklid uzayt denir ve R ile

gosterilir.
Eger s =0 ise RY, R = R" Oklid n—uzayina indirgenir.

Eger s = 1 ise R yari—Oklid uzayina, n—boyutlu Lorentz—Minkowski uzayt

denir.

e — +1, 1<i<s ise
L -1, s+1<s<n ise

notasyonu kullanilarak, RY nin metrik tensorii
g= Zé‘idx,‘ R dx;
seklinde yazilabilir.

Ornek 2.2.2. (Sahin, 2012) R" de tamimlanan metrik, yukaridaki notasyona gére

g= Zgl dxl = y dxl
=1

1

seklinde yazilabilir.

Tanmmm 2.2.6. (O’Neill, 1983) M ve N, siwrasiyla, gy ve gn metriklerine sahip
yvari—Riemann manifoldlar: olsunlar. M den N ye bir izometri, metrik tensorii koruyan,

yani 0* (gn) = gum esitligini saglayan bir ¢ : M — N izomorfizmidir.

Teorem 2.2.1. (Chen, 2011; O’Neill, 1983) Bir M yari—Riemann manifoldu iizerinde,

VX,Y,Z e T(TM) icin asagidaki kosullart saglayan bir tek V afin konneksiyonu vardur:

(a) V torsiyonsuzdur, yani [Y,Z) = VyZ — VY
(b) X(Y,Z) = (VxY,Z) 4+ (Y,VxZ) (metrikle bagdasabilirlik sarti).

Bu tek V afin konneksiyonu, M nin Levi-Civita konneksiyonu, Riemann konneksiyonu

veya metrik konneksiyon olarak adlandurilir.
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Bir Riemann metrigi p noktasinda M nin her 7,M tanjant uzayi lizerinde bir
i¢c carpima olanak verir. Bir vektor alaninin uzunlugunu ve iki vektor alani arasindaki

acty1 tanimlamay1 miimkiin kilar.

Tamm 2.2.7. (Ldpez, 2014) R3 de keyfi bir a = ai(s) egrisinin o/ (s) vektorlerinin
tamamu spacelike, timelike ya da null (lightlike) ise o egrisine, sirastyla, spacelike,

timelike ya da null (lightlike) egri denir.

Lemma 2.2.1. (Ldpez, 2014) Bir v = (v1,v2,v3) timelike vektiriine pozitiftir (sirastyla

negatif) denir gerek ve yeter sart vy > 0 (sirastyla v < 0) dir.

Tanim 2.2.8. (Lopez, 2014) Birv € R? vektoriiniin normu

VIl = VI v
ile tamumlidir; burada ()1, ]R% iin metrik tensoriinii gostermektedir.

Tanmm 2.2.9. (Lopez, 2014) u ve v, R% de spacelike bir altvektor uzayini geren

spacelike vektorler olsunlar. O zaman | (u,v)1 |< |lul|, ||v||; dir ve dolayiyla
| ()1 = [lully [Iv][; cos @

olacak sekilde bir tek pozitif 0 reel sayist vardir. Bu 0 reel sayisina, u ve v vektorleri

arasindaki Lorentz spacelike aci denir.

Tanm 2.2.10. (Lopez, 2014) u ve v, R? de timelike bir altvektor uzayini geren

spacelike vektorler olsunlar. O zaman | (u,v)1 |> ||ul|, ||v]|; dir ve dolayiyla
| (v [= [lully [[v]], cosh &

olacak sekilde bir tek pozitif 0 reel sayist vardir. Bu 0 reel sayisina, u ve v vektorleri

arasindaki Lorentz timelike agi denir.

Tanmm 2.2.11. (Ldpez, 2014) u ve v, R} de pozitif (sirasiyla negatif) timelike vektorler
olsunlar. O zaman

| (v [= [lully [[v]], cosh &

olacak sekilde negatif olmayan bir tek 0 reel sayisi vardir. Bu 0 reel sayisina, u ve v

vektorleri arasindaki Lorentz timelike agist adi verilir.
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Tamm 2.2.12. (Ldpez, 2014) ]R% de u bir spacelike vektor ve v bir pozitif timelike
vektor olsun. O zaman

| {w,v)r [= lully [[v]], sinh &

olacak sekilde negatif olmayan bir tek 0 reel sayisi vardir. Bu 0 reel sayisina, u ve v

vektorleri arasindaki Lorentz timelike agist ad verilir.

Tanim 2.2.13. (Ldpez, 2014) R? de vektorel carpim asagidaki gibi tanimlidir:

x1 =R} xR} = R3,
€1 ey —e3

uxX1v=iur up us |,
vy V2 V3

burada u = (uy,uz,uz) ve v = (vi,v2,v3) diir R} de vektorel carpim asagidaki

ozelliklere sahiptir:

* u X1 v, hem u vektoriine hem de v vektoriine ortogonaldir, yani
(uxivu)yy =(ux1v,v)1 =0
dir.
* ux|v=—vXxpu seklindedir.
o (uxyvuxyv)y=—(uu){v,v);+ (u,v)% dir.

Tamm 2.2.14. (Yano ve Kon, 1984) (1\71 , g), 3—boyutlu bir yari—Riemann manifoldu;

V, M iizerinde bir afin konneksiyon ve T, V min torsiyon tensor alant olsun. O zaman

(a) Eger T stfir (sirastyla, sifirdan farkly) ise, V ya simetrik (sirasiyla, simetrik

olmayan) konneksiyon,

(b) Eger g paralel (sirasiyla, paralel degil) yani 6g =0 ise, V ya metrik

(strastyla, metrik olmayan) konneksiyon,

(¢) Eger t(X) = g(X,W), m €T (TM((’J)), W € T(TM) igin, T torsiyon
tensorii
TX,Y)=a(Y)X—n(X)Y
esitligini saglarsa, V ya yari—simetrik konneksiyon denir.
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(d) V afin konneksiyonun, Levi—Civita konneksiyonu olmas icin gerek ve yeter

sart simetrik ve metrik olmasidir.

Tammm 2.2.15. (Chen, 2011; O’Neill, 1983) (1\71, g) bir yari—Riemann manifoldu ve
X €T (TM) olsun. (M,g) iizerinde X vektér alamimin diverjensi

divX =izVX
olarak tamimlanir. Boylece {X,...,X,}, M iizerinde lokal ortonormal ¢ati ise

divX =

n
8 (VXiX7Xi)
i=1

olur.

Tamim 2.2.16. (Chen, 2011; O’Neill, 1983) (1\71 , g) bir yari—Riemann manifoldu ve f :
(M ,g) —C” (M ,R) bir fonksiyon olsun. (M y g) iizerinde f fonksiyonunun gradiyenti
Vf, M iizerinde bir vektor alamidir ve X € T (TM) icin

g(Vf,X)=df(X)=X(f)
olarak tamimlanr.

Ornek 2.2.3. (Sahin, 2012) {ey,...,e,}, R" Oklidyen uzaymn bir bazi olsun. Bu

durumda f fonksiyonunun gradiyenti
n
V=Y ei(f)ei
i=1

dir.

2.2.1 Riemann ve Yari—-Riemann Altmanifoldlar:

N, m,(m = n+ k)—boyutlu M yari-Riemann manifoldunun, n—boyutlu
yari-Riemann altmanifoldu olsun. Her 7,N, p € N, tanjant uzay1, T,M nin dejenere

olmayan bir altuzayidir. Dolayisiyla
TP(M) = Tp(N) © TP(N)L

direkt toplam ayrigim yazilabilir ve 7,(M)* de dejenere degildir. T,(N)* ve T,(N)

in vektorleri, sirasiyla, N nin normali ve tegeti olarak adlandirilir. Dolayisiyla
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boy (T,(N)*) = k (= Tp(N) nin ekboyutu) dir. Buna gére benzer sekilde, vektor
alanlar1 uzayi i¢in de

[(TM)=T(TN)®(TN)*

direkt toplami yazilabilir (Chen, 1973; O’Neill, 1983).

(M, g) ve N, sirastyla, m—boyutlu ve n boyutlu yari-Riemann manifoldu olsun.
Bu durumda ¢ : N — M immersiyonunu alalim. Buna gore ¢ immersiyonu M iizerinde

¢*g ile tanimli simetrik, dejenere olmayan bilineer forma indirger.

Tanmm 2.2.17. (Chen, 1973) Bir p € N noktasinda M nin bir &, vektérii, N nin p

noktasindak her X, vektorii i¢in

g(vaép) =0

esitligini saglarsa, &, ye, p noktasinda N nin M deki birim normal vektorii denir:

Onerme 2.2.1. (Chen, 1973, 2011) M ve N yari—Riemann manifoldu ve ¢ : N - M
bir izometrik immersiyon olsun. X ile Y, N iizerinde iki vektor alani ve X ile Y da,
swrastyla, X ve Y nin genislemeleri olsunlar. O zaman (6;(17 ) |m genislemelere bagh

degildir. Eger bu konneksiyon VxY ile gésterilirse,
VxY =VyxY +h(X,Y)

olur. Burada VxY, N nin bir tanjant vektor alani ve V ise § ya gore N manifoldu
lizerinde tamimli Riemann konneksiyonu (Levi-Civita konneksiyonu) ve h(X,Y) de N

izerinde simetrik ve bilineer, normal vektor alamdir.

Tamm 2.2.18. (Chen, 1973) Onerme 2.2.1 de verilen V Riemann konneksiyonu ve h,
strastyla, N altmanifoldunun indirgenmis konneksiyonu ve ikinci temel formu olarak

adlandirilir.

Tanim 2.2.19. (Chen, 1973, 2011) ¢ : N — M bir izometrik immersiyon olsun. & ve X,

sirastyla, N iizerinde bir normal vektor alani ve bir vektor alan olsun. O zaman V&
Vi€ = A (X) + V&

olarak ayristirilabilir. Bu egsitlige Weingarten formiilii ve Ag ye de & nin Weingarten
doniigiimii ya da sekil operatorii adi verilir. Burada —Ag (X) ve V)%é strastyla, V&
nin tanjant ve normal bilesenleridir.
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Ag(X) ve V& vektor alanlart N iizerinde diferensiyellenebilirdir. Ayrica Vp €

N noktasi i¢in p noktasindaki (X ,Y), yalmzca X, ve Y}, ye baglidur.

Tanim 2.2.20. (Sahin, 2012) Eger ekboyut (m —n) = 1 ise altmanifolda hiperyiizey
ad verilir. Bu durumda Y (M), 1—boyutludur.

Tamm 2.2.21. (Chen, 2011; Sahin, 2012) M bir yari—Riemann manifoldu; N, M nin

altmanifoldu ve {ey, ..., e, } altmanifoldun ortonormal ¢atist olsun. Bu durumda
H="Lin= 1Y hene)
= —izh=— e;,e;
" Z n & ir)€i

ile tamimlt H vektor alani, normal demetin kesitidir ve ortalama egrilik vektor alant

olarak tamimbidir.

Tanmm 2.2.22. (Chen, 1973) Ortalama egrilik vektor alam sifira esit olan bir M

altmanifolduna, minimal altmanifold denir.

Onerme 2.2.2. (Chen, 1973) ¢ : N — R", N yari—Riemann n—manifoldundan,

yari—Oklidyen uzaya tamimli bir izometrik immersiyon olsun. O zaman
A¢ = —nH
dir. Burada H, immersiyonun ortalama egrilik vektoriidiir.

Onerme 2.2.3. (Dierkes vd., 2010) M C R"™ R"™ mn n—boyutlu bir C?
altmanifoldu ve Ny,...,Ny, T,M L uzaymmn bir ortonormal bazi olsun. O zaman p

noktasinda M nin H = H(p) ortalama egrilik vektérii

H(p)=—-Y (divuN;) N, (2.2.1)

k
=1

S | =

J

ile verilir.

2.3 Oklid ve Lorentz-Minkowski Uzaylarinda Yiizeyler

Tamm 2.3.1. (Kiihnel, 2015) M?> C R? bir acik kiime olsun. Parametrize edilmis bir
viizey elementi, bir

¢:M* - R
immersiyonudur. @ immersiyonu, bir parametrizasyon; M? nin elemanlar: parame-
treler ve bu parametrelerin ¢ altindaki goriintiileri noktalar olarak adlandirilirlar.
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Eger @ doniisiimiiniin ranki maksimalse yani ¢ bir immersiyon ise, @

doniisiime regiiler yiizey elementi denir.
Aciklamalar:

» Kartezyen koordinatlarda, parametrizasyonun klasik tanimi x, y, z fonksiyon
cliistiyle

@ (u,v) = (x(u,v),y(u,v),2(u,v))
seklinde verilir. Burada (u,v) parametresi, (x,y,z) noktasina eslenir.
* ¢ = ¢(u,v) dontigiimiiniin bir immersiyon olmasi ozelligi, %—3 ve %—‘f
vektorlerinin her noktada lineer bagimsiz olmasi 6zelligine denktir. Bu vektorler,
teget diizlemi gererler. Bu diizlemin ortogonal tiimleyeni, 1—boyutlu normal

uzaydir. Teget diizlemin elemanlari, tanjant vektorler ve normal diizlemin

elemanlar1 normal vektorler olarak adlandirilir.

« R3 iin 2—boyutlu alt manifoldu lokal olarak bir yiizey elementi olarak

tanimlanabilir.
* Reel degerli, diferensiyellenebilir keyfi bir 4 fonksiyonunun grafigi,
¢ (u,v) = (u,v,h(u,v))

immersiyonunun goriintiisii olarak diislintilebilir. ~ Tersine, her iki boyutlu
altmanifold (ve ayrica her yiizey elementi), koordinatlar uygun segcilirse, bir

fonksiyonun grafigi ile tamimlanabilir.

Tanim 2.3.2. (Kiihnel, 2015) Bir ¢ : M? — R3 yiizey elementi icin,

E:M? — §?
Gauss doniisiimii,
. u v
5 (L‘»V) ~ 99 _ do
H au X v H

Sformiilii ie tanimlidir.
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Tamim 2.3.3. (Kiihnel, 2015) ¢ : M> — R3, bir yiizey elementi olsun. V™ ile R3
iin Levi—Civita konneksiyonu gosterilsin. Buna gore birinci ve ikinci temel formun

katsayilari, sirastyla,

e J¢
8 =5, du’ dv e
ve teget diizlemin { f1, f>} bazi i¢in
hij = (V%17 €)

seklindedir, burada 1 < i, j <2 dir.

Tamm 2.3.4. (Kiihnel, 2015) ¢ : M?> — R yiizey elementinin ortalama egriligi;

gnhi1 — g2 (hia+ha) +g11hxn

H—
2detg,~j

dir.

Tamm 2.3.5. (Kiihnel, 2015) M™ C R" bir acik kiime ve @ bir C*>—immersiyon ise,

@ : M" C R"™ ! doniigiimii, bir regiiler hiperyiizey elementi olarak adlandirilir:

Onerme 2.3.1. (Chen, 1973) R"™! de x, .1 = f(x1,...,Xn) formundaki bir grafik icin;

e Birim normal vektor alani,

P )
V1T (f)

dir, burada f; = g—g dir.
o Indirgenmis metrik temsoriin (yada birinci temel form) bilesenleri
gij = Oij + fufx;
dir. Burada 6;j ile Kronocker delta gosterilmektedir.

o Ikinci temel formun bilesenleri
Fx,
hij =
VI (f)

seklindedir.
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* H ortalama egriligi

1 _
H= - Z —— (2.3.1)

dir.

Tanim 2.3.6. (Lopez, 2014) M yiizeyi ¢ : M — ]R% immersiyonu ile verilmis olsun.
Eger ¢ immersiyonunun tiim teget diizlemleri spacelike (sirastyla timelike, ligtlike) ise

¢ immersiyonuna spacelike (sirastyla timelike, ligtlike) dir denir.

Rgl’ uzayma immers edilmis bir yiizey verildiginde, causal karakter, yiizeyin
farkli noktalarinda degisebilir. Bu ise yiizeyin Tanim 2.3.6 da bahsedilen tiirlerden

birisi olarak siniflandirilmasinin gerekmedigi sonucunu verir.

Spacelike (sirasiyla timelike) bir M yiizeyi ve p € M icin
r
R} = T,M & (T,M)
ayrisimi elde edilir, burada (7,M )L, 1—boyutlu timelike (sirasiyla spacelike) bir

altuzaydir. Gauss doniisimii [|§(p)|l, =1 ve Vp € M i¢in xi(p) € (TPM)L olacak

sekilde diferensiyellenebilir bir doniistimiidiir.
Ornek 2.3.1. (Ldpez, 2014) f: U C R? = R, bir U C R? bélgesi iizerinde tammli
diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun grafigi
§=graph(f) ={(x,y.f (x,y)) : (x,y) €U}
ile tamumhidir. M? yiizeyi
0:U—R},
¢ (x,y) = (6,2, (x,y))

immersiyonunun goriintiisii olarak goz oniine alimirsa, @, = (1,0, f) ve @, = (0, 1, f;)

oldugundan, {(px, (py} ye gore indirgenmis metrigin matrisi

()

seklindedir ve bu matrisin determinanti

2 2 2
1= (R = (h)" =1-|Vfl
dir. Boylece ¢ immersiyonuna
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« |VFII? < 1 ise spacelike,
o |VFII? > 1ise timelike,

o |VFII? = 1 ise lightlike
denir.

Bir f fonksiyonu verildiginde, f fonksiyonunun grafigi xy—diizlemi (Ornek
2.3.1 deki gibi) yz—diizlemi ve xz—diizlemi iizerinde gbz Oniine alinabilir. Her
durumda, causal karakter aym f fonksiyonu icin degisir. Ornegin, yiizey P =
{(f (,2),¥,2) : (y,z) € U}ile verilen x = 0 denklemine sahip timelike diizlem tizerinde

bir grafik ise, indirgenmis metrigin matrisi

(1+<fy)2 fyfz>
AR

dir. Bu matrisin determinanti olan — ( fy)2 + (f2)* — 1, Ornek 2.3.1 de verilen 1 —
IV f H2 den farklidir ve bu determinantin isareti ylizeyin causal karakterini belirler.

Boylece ayn1 f fonksiyonu, farkli causal karakterlere sahip ylizeyler verebilir.

Onerme 2.3.2. (Lopez, 2014) Bir spacelike (sirasiyla timelike) yiizey, lokal olarak z =
0 (sirasiyla x = 0 yada y = 0) denklemli diizlemde taniml bir fonksiyonun grafigidir.

Tamm 2.3.7. (Ldpez, 2014) ¢ : M> — R%, bir M? yiizeyinin spacelike ya da timelike
immersiyonu ve & de M? iizerinde bir birim normal vektor alant olsun. Buna gore

—1, eger M? spacelike ise,

R = & =
(6,60 { 1, eger M? timelike ise

dir.

Tamm 2.3.8. (Lopez, 2014) Spacelike ya da timelike olan bir immersiyon;

0:M>CR> =R}, 0=0(u,v)

seklinde verilsin. @ (Mz) nin her noktasinda teget diizleminin lokal bazi B = {@,, ¢, }

olsun. Birinci temel formun katsayilart

811 = <(Pu7 (Pu>L7 812 = <(Pua (PV>L7 822 = <q)v; (Pv>L

seklinde olmak iizere W = g11820 — g%z olsun. Eger W > 0 ise, yiizey spacelike; W < 0
ise yiizey timelikedir.
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Birim normal vektor alani

é _ Oy X1 Oy
| @u <z @]

seklindedir. Burada

|@u <L @] = \/—8 (811822 —8},) = V—€W

dir. Ayrica ikinci temel formun katsayilari,

hy1 = <€7(Puu>L; hiy = <§7(puv>L7 <€7(PVV>L

olarak hesaplanir. Dolayisiyla ortalama ve Gauss egrilikleri, sirasiyla,

o L1822 — 212812 + hoogu

H =
2 glngZ_g%z

veE
8h11h22 —h,

81182 — 80,

esitlikleri ile verilir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu calisma; temel olarak, diferensiyel geometride 6nemli bir yere sahip olan
yiizeyler teorisinin literatiirde singiiler minimal yiizeyler veya o-—minimal yiizeyler
olarak bilinen bir alt simifimm kapsamaktadir. Bu nedenle bu calismada temel
materyalimiz olan bu yiizeyler i¢in temel bir altyapi bilgisi olusturmak amaciyla, bu
ylizeylere dair literatiirde var olan temel kavram ve sonuclardan bu boliimde kisaca
bahsedilip, 0zel sartlar altinda bu yiizeyler sinifina ait elde edilen yeni sonuglar bir

sonraki boliimde detayli olarak verilecektir.

3.1 R3 Oklid Uzayinda Singiiler Minimal Yiizeyler

Singiiler minimal yiizey kavrami asagida ifade edilen varyasyonel problemin

karsiligidir:

(R3,(,)) Oklidyen 3—uzay1 ve u, R* de belirli bir birim vektor olsun.
R} = {g €R*: (g,u) > 0}

yar1 uzayinda yonlendirilmis bir M? yiizeyinin diferensiyellenebilir bir ¢ immersiyonu
verilsin. £ ve H, sirasiyla, @ nin Gauss doniisiimiinii ve ortalama egriligini gostersin.

O zaman, bir o reel sabiti i¢cin u dogrultusunda ¢ nin & potansiyel enerjisi

E(p)= [ (g am?

M?2
seklinde tanimhidir. Burada ¢ = @(p), p € M? dir ve dM?, R?® de (,) Oklidyen

metrikten indirgenmis metrik tensore gore M? iizerindeki 6lciiyii gostermektedir.

Y :M?x(0,—0) — R3 (u) ile { varyasyon vektor alanina sahip ¢ nin kompakt

destekli varyasyonu gosterildiginde, £ nin birinci varyasyonu;

E'(0) =~ [ @H{p.u) —a(E.w) &0 dn?

M?2

dir. Burada ¢, E nin bir kritik noktas1 olarak alinirsa

(€,u)
(p,u)
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elde edilir. (3.1.1) denklemi, u vektoriine gore singiiler minimal yiizey denklemi
veya a—minimal yiizey olarak adlandirilir. (3.1.1) denklemi bir ortalama egrilik tipi
denklemdir ve @ = 0 durumu bilinen minimal yiizey denklemine karsilik gelir (Lopez,

2018a).

Bu boliimde; bir parametreli 6teleme ve donme gruplarina gore invaryant olan

singiiler minimal yiizeyler siniflandirildi.

Bir parametreli otelemeler grubuna gore invaryant olan yiizeyler, (3.1.1)

denkleminin bir boyutlu durumu ile iligkilidir. Bir boyutlu durum,

(n(s), )
“s), )

denklemini saglayan y: I — R?, y = ¥(s) diizlemsel egrisine ve belirli bir u € R? birim

K(s) = (3.1.2)

vektoriine atfetmektedir, burada n(s) ve k, sirasiyla, ¥ min asli birim normal vektorii
ve egriligidir.
Tamm 3.1.1. (Ldpez, 2018a) (3.1.2) denklemini saglayan bir y C R? egrisine,

o—katener denir.

(3.1.2) denkleminin agikar bir ¢6ziimii u ya paralel bir dogrudur. Bir koordinat
degisiminden sonra u = (0, 1) olarak alalim ve 7y egrisi, herhangi pozitif bir f: 1 C
R — R fonksiyonu i¢in lokal olarak y(s) = (s, f(s)) olarak verilsin. O zaman (3.1.2)

denklemi
')«
L[] ()

olarak yeniden yazilabilir. Eger a = 0 ise (3.1.3) denkleminin ¢6ziimii bir lineer

(3.1.3)

fonksiyondur.

o —katenerler, bir ¢ —katener dayanagina sahip genellestirilmis silindirleri géz
oniinde bulundurarak o¢—minimal yiizey 6rneklerini verirler. Daha agik bir ifadeyle,
eger (x,y,z), R? iin genel koordinatlari ve {e; = (1,0,0),e; = (0,1,0),e3 = (0,0,1)},
IR? iin kanonik bir bazi ise, y egrisi xz—diizleminde y(s) = (s,0, f(s)) olarak almabilir
ve

M?* =y(I) xRy, = {(s,1,f(s)) : s € I,t € R}
genellestirilmig silindirini géz Oniinde bulundurulabilir. O zaman acik bir sekilde
goriilebilir ki, M?, u = e3 vektoriine gore bir a—minimal yiizeydir. M? yiizeyi,
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a—Kkatener silindir olarak adlandrilir. M? yiizeyi

o(s,t) = ¥(s) +te

ile parametrize edilebilir ve boylece M2, u vektoriine ortogonal olan e, dogrultusuna

sahip otelemeler grubuna gore invaryanttir.

Daha genel olarak asagidaki tanim verilebilir:

Tanmm 3.1.2. (Ldpez, 2018a) Bir M?> C R? vyiizeyi eger itelemelerin bir parametreli
grubuna gére invaryant ise, M* ye bir silindiriksel yiizey ya da bir genellestirilmis

silindir denir.

O zaman M? yiizeyi v dogrultusundaki 6telemeler ve v dogrultusuna ortogonal
bir diizlemde yatan bir y egrisi ile karakterize edilebilir. Burada 7y egrisine dayanak

egrisi adi verilir. Bu durumda M? nin global bir parametrizasyonu;
o(s,t) =y(s)+tv,sel,t €R
seklindedir.

Buna gore keyfi u dogrultulart icin singiiler minimal olan genellestirilmis

silindirler i¢in asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.1.1. (Lopez, 2018a) Silindiriksel singiiler minimal yiizeyler, yalnizca a
vektoriine paralel diizlemler ya da dogrultmanlart w vektoriine ortogonal olan

o—katener silindirlerdir.

o—katenerlerin bir grafik olduklarini ifade eden agagidaki 6nerme verilebilir:

Onerme 3.1.1. (Ldpez, 2018a) u = (0, 1) vektériinii goz éniine alalim. 7y : I — R?

egrisi
ns)w)
k) = o

denkleminin bir ¢oziimii olsun. O zaman Y egrisi dikey bir diiz dogrudur ya da

(3.1.4)

x—ekseni iizerinde bir grafiktir.

Kabul edelim ki y bir ov—katener olsun. O zaman Onerme 3.1.1, pozitif bir
f = f(s), s € I fonksiyonu i¢in y(s) = (s, f(s)) olarak yazilabilecegini ve (3.1.4)
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denklemine gore, f fonsiyonun

fs) _ @ 3.1.5)

I[P f6)

denklemini sagladigin1 iddia eder. Ozel olarak, eger o > 0 ise f konveks; @ < 0 ise, f
konkavdir. A¢ik bir sekilde goriilebilir ki f fonksiyonunun sabit olmasi i¢in gerek ve
yeter sart o = 0 olmasidir. & # 0 ise (3.1.5) denklemi f” ile ¢arpilip ardindan integrali

alindiginda
fr=EVfre—1,c#0 (3.1.6)

elde edilir. (3.1.6) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa,
f=ac’ ! (3.1.7)
olur.

(3.1.7) denklemi literatiirde, bir Emden-Fowler tipi denklem olarak bilinir

(Zaitsev ve Polyanin, 2002).

x—ekseni lizerinde yatay bir telemeden sonra, kritik nokta x = 0 olarak kabul
edilip, baglangi¢ sartlari
f(0)=y0>0,f(0)=0 (3.1.8)

seklinde goz Oniinde bulundurulabilir. o nin isaretine bagh olarak (3.1.5)—(3.1.7)

denklemlerinin ¢oziimlerinin 6zellikleri asagidaki teoremler ile ifade edilebilir.

Teorem 3.1.2. (Lopez, 2018a) o > 0 olsun. (3.1.5)—(3.1.7) denklemlerinin f ¢oziimii

(—R,R) araliginda tamimlidir ve f asagidaki ozellikleri saglar:

1. f fonksiyonu, y—eksenine gore simetriktir ve s = 0 da bir minimuma sahip

konveks bir fonksiyondur.

2. Eger a > 1 ise R < oodir. Eger o € (0,1] ise, 0 zaman R = oo dir. Her iki
durumda da linIElRf(s) = oo olur. Ozel olarak eger oo > 0 ise, f nin grafigi, iki dikey
N d

dogruya asimptotiktir.

Teorem 3.1.3. (Lopez, 2018a) o < 0 olsun. (3.1.5)—(3.1.7) denklemlerinin f ¢oziimii

(—R,R) araliginda tamumlidir ve f asagidaki ozellikleri saglar:
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1. f fonksiyonu, y—eksenine gore simetriktir ve s = 0 da bir maksimuma sahip

konkav bir fonksiyondur.

2.1 = li '(5) = Foo dir.
S /16) = 0ve lm, £(5) = oo i

Bir M? silindiriksel yiizeyinin @ (s,) = y(s) +tv,s € I,t € R parametrizasyonu,
M? yiizeyinin iki diizlemsel egrinin toplam1 olarak olusturulmus bir yiizey olarak g6z

oniinde bulundurulmasina olanak tanir, yani M? yiizeyi

¢(s,1) = v(s) + B (1)

seklinde yazilabilir. Burada B, B(¢) = tv seklinde bir diiz dogrudur. Daha da
genellestirilecek olursa, (3.1.1) denkleminin y(x) = (x,0, f(x)) ve B(y) = (0,y,8(»))
diizlem egrilerinin toplami olan ¢odziimleri g6z 6niinde bulundurulabilir. O zaman
yiizey z = f(x) + g(y) fonksiyonunun grafigidir. Diger bir ifadeyle M? yiizeyi teleme
yiizeyi olarak alinabilir. Ozel olarak o = 1 olmas1 durumunda, bu problem Lépez
(2016) da yalmzca oteleme 1—minimal yiizeyleri elde etmek icin ¢alisilmistir. Buna

gore aa—minimal oteleme yiizeyler i¢in asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 3.1.4. (Ldpez, 2018a) u = (0,0, 1) vektoriine gére z = f(x) + g(y) tipindeki

o —minimal yiizeyler yalnizca o.—katener silindirlerdir.

Dikkat edilirse Teorem 3.1.4 de u vektorii ve yiizeyin oteleme 6zelligi arasinda
bir iligki vardir, yani u vektorii, xy—diizlemine ortogonaldir. Asagidaki teoremde ise u

vektoriiniin xy—diizlemine paralel olmast durumu goz oniinde bulundurulmustur:

Teorem 3.1.5. (Lopez, 2018a) M? yiizeyi 7 = f(x) + g(y) tipinde bir iteleme yiizey
olsun. Eger M?, u yatay vektoriine gére bir singiiler minimal yiizey ise, o zaman M?,
u vektoriine paralel bir diizlemdir ya da dogrultmanlar: u vektoriine ortogonal yatay

diiz dogrular olan bir a—katener silindirdir.

Simdi bir parametreli donmeler grubuna gore invaryant olan yiizeyleri goz
Oniine alalim. Bu tiir yiizeylerin simiflandirilmasina iligkin asagidaki teoremler

verilebilir:

Teorem 3.1.6. (Ldpez, 2018a) M?, u dogrultusuna gire bir oc—minimal yiizey olsun.
Eger M?, L ekseni etrafinda bir donel yiizey ise o zaman iki durum vardir: L ekseni u

vektoriine paraleldir ya da L ekseni, RS (a) diizleminde yatar.
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Genelligi bozmaksizin, u = (0,0, 1) olarak alinsin. z—ekseni etrafinda bir
donme ve yatay bir otelemeden sonra, donel singiiler minimal yiizeylerin tanimi

asagidaki gibidir:

1. L, z—ekseni olsun. O zaman M2, lokal olarak

@(s,t) = (scost,ssint, f(s))

seklinde parametrize edilir, burada f > 0 fonksiyonu

HONVAO Y.

L+ s fs)

esitligini saglar.
2. L, x—ekseni olsun. O zaman M?, L ye ortogonal bir diizlemdir ve M 2 lokal
olarak
0(s,1) = (5, — sint f(5), cost£(s))
parametrizasyonuna sahiptir, burada f > 0 fonksiyonu
f's) 1+«
1+ [ () fs)

esitligini saglar, yani f fonksiyonu bir (ot + 1) —katener tammlar.

Teoremin ikinci sikkinin bir sonucu agagidaki gibi ifade edilebilir:

Sonuc 3.1.1. (Ldpez, 2018a) M? yiizeyi, Rg(u) diizleminde yatan bir eksen etrafinda
bir donel yiizey olsun. O zaman M? nin bir o.—minimal yiizey olmast icin gerek ve

yeter sart yiizeyin iirete¢ egrisinin bir (o + 1) —katener olmasidur.

Donme ekseni, u vektoriine paralel olan donel singiiler minimal yiizeyler i¢in

a > 0 ve oo < 0 olmasi durumlarina gore asagidaki sonuclar elde edilmistir:

Teorem 3.1.7 (o« > 0 durumu). (Ldpez, 2018a) z—ekseni etrafinda donel bir M?
yiizeyinin iirete¢ egrisi olan y: I — R egrisi xz, 7 > 0, diizleminde yatan bir diizlemsel

egrive o0 > 0 olsun. Eger M? bir o.—minimal yiizey ise, o zaman ii¢ durum vardur.

1. 7y egrisi z—eksenini ortogonal olarak keser ve 7y egrisi z—eksenli kesisim
noktasinda yanlizca bir minimuma sahip olan x—ekseni iizerinde tanimli konveks
simetrik bir f fonksiyonunun grafigidir. f fonksiyonu yanlizca bir doniim noktasina
sahiptir.
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2. v egrisi x—eksenini kesmez, 'y kanatst bir sekle sahiptir ve y nin kendini

kesen yalnizca bir noktast vardir.

3. v, z= /o denklemine sahip diiz dogrudur ve M? yiizeyi, o> (x2 + y2) =72

denklemli iist yari—konidir.

Ilk iki durumda, 7y egrisi, z = /ax diiz dogrusuna asimptotiktir.

Teorem 3.1.8 (o < 0 durumu). (Lopez, 2018a) z—ekseni etrafinda donel bir M?
yiizeyinin iirete¢ egrisi olan y: I — R egrisi xz, 7 > 0, diizleminde yatan bir diizlemsel

egri olsun. Eger a0 < 0 ise, asagidaki durumlar vardir:

1. vy egrisi, z— eksenini ortogonal olarak keser ve y egrisi z—eksenli kesisme
noktasinda yalnizca bir maksimuma sahip olan x—ekseninin surli bir aralig
lizerinde tammli konkav simetrik bir f fonksiyonunun grafigidir. Ayrica y egrisi

x—eksenini iki noktada ortogonal olarak keser.

2. yegrisi z—eksenini kesmez; 'y egrisi kanatsi bir sekle sahiptir ve 'y gomiilmiig

bir egridir. 'y egrisi, x—eksenini iki noktada ortogonal olarak keser.

Donme ekseni ]Rg(u) diizleminde yatan bir donel o¢—minimal yiizey, bir
(o + 1) —katener tarafindan iretilir. @ nin a = 0,—1 ozel degerleri i¢in baz1 6zel

durumlar vardir.

o = 0 durumu minimal yiizeylere karsilik gelir. O zaman iirete¢ egrisi bir
katenerdir ve yiizey bir katenoiddir. Aslinda Ri (u) yar1 uzayinda kapsanan yiizey

g6z oniinde bulunduruldugu icin bu ylizey katenoidin yalnizca bir yarisidir.
Eger ov = —1 ise, asagidaki sonug elde edilir:

Sonuc 3.1.2. (Ldpez, 2018a) M?, ]Rg (u) uzaymmda bulunan bir eksene gore bir dinel
yiizey olsun. O zaman M? nin bir (—1) —minimal yiizey olmasi icin gerek ve yeter sart

M? nin bir ¢eyrek koni yada bir yari—silindir olmasidur.

Helikoidal yiizeyler, donel yiizeylerin bir genellestirmesidir. Oklid uzayinda

bir helikoidal yiizey, bir parametreli vida hareketleri grubu altinda invaryant olan
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bir yiizeydir. Bir koordinat degisiminden sonra, z—ekseni etrafinda A adimli bir bir

helikodal yiizey, belirli reel bir f fonksiyonu i¢in lokal olarak
©(s,t) = (scost,ssint, f(s)+At), t€R, sel

seklinde parametrize edilebilir. Eger A = 0 ise, bir helikodal yiizey, donel bir
yiizeye karsilik gelir. Asagidaki sonug ile tiim helikoidal singiiler minmal yiizeylerin

siniflandirmasi elde edilmistir:

Onerme 3.1.2. (Ldpez, 2018a) Eger o # 0 ise, herhangi bir helikoidal at—minimal
yiizey, bir donel yiizeydir.

3.2 R{’ Lorentz—Minkowski Uzayinda Singiiler Maksimal Yiizeyler

R%, ds®> = dx* — dy* metrigine sahip Lorentz—Minkowski diizlemi olsun. Bu
diizlemde calisirken, verilen bir nokta kiimesi i¢in, bu kiimenin her noktasinda causal
karakterin aym1 oldugu kabul edilecektir. y—koordinati Lorentz uzayinda zamani
temsil ettiginden dolayi, R% de yercekim kavrami anlamli degildir. Boylece R% de bir
katenerin Lorentz benzerini tanimlamak i¢in normal vektor alani ve belirli bir dogrultu
arasinda tanimli bir agiya sahip egrilerin bulunmasi problemi géz oniine alinmalidir.

Bu problemi tanimlamak i¢in iki 6nemli durum vardir:

Birinci durum, ]R% de spacelike, timelike ve lightlike olmak iizere ii¢ farkli egri
tipi vardir ve bu egrilerin herbirinin davranigi tamamen farklidir. Yalnmizca Riemann

anlamda calismak amaciyla spacelike egriler goz 6niine alinmustir.

Ikinci durum, n normal vektorii ile yaptigi aciyr oOlctiigiimiiz eksenin
secimidir. Oklid diizleminde her iki eksenin de farksiz olduguna, ancak R% de
y—ekseni ve x—ekseninin kati1 bir hareketle birbirinin yerine kullanilamayaca8ina

dikkat edilmelidir. Boylece hangi eksenin belirlenecegi problemi ortaya cikar.

Spacelike bir egri icin n birim normal vektor alan1 ve y—ekseni timelike
oldugundan, problem n vektorii ve y—ekseni arasindaki ac¢inin dl¢iimiine doniigsmiis
olur. Bu ayn1 zamanda, iki spacelike vektor arasindaki a¢inin tanimli olmasi ile de

gerekcelendirilir. Boylece asagidaki tamimlamalar yapilabilir.
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y = ¥(s), s yay uzunluguyla parametrize edilmis ve R} nin y > 0 yari

diizleminde kapsanan spacelike bir egri olsun. y egrisinin K egriligi

ile tanimhidir. Burada n, ¥ nin birim normal vektor alant olup k¥ # 0 oldugunu
kabul edilmektedir. Buna gore (3.1.2) denklemini saglayan ]R% nin spacelike egrileri
aranmaktadir, burada u = (0, 1) dir. Eger y egrisi bir y = f(x) grafigi ise, o zaman

Y(x) = (x, f(x)) yay uzunlugu ile parametrize edilemez. O zaman

i D
V=07
)= ——
1= ()
ve
1 , !/
K0 = —— (¢ = —
—(f") [1—(f/)2]2
seklindedir. 7y egrisi spacelike oldugundan, (f’ )2 < 1 oldugu agiktir. Boylece (3.1.2)
denklemi
f// 1
—_— = 3.2.1
- 7 oD

seklinde yeniden yazilabilir. Bu denklem katenerin aranan Lorentz modelidir. Egri

spacelike alindig1 i¢in (3.2.1) denkleminin ¢oziimii

flx)= lsin(ax—i—b),x € <—§,7r— l—?> (3.2.2)

a a

seklindedir, burada a # 0,a,b € R dir. Bu egri ]R% de katenerin benzeridir. Buna gore

Oklidyen durumdaki gibi bir o € R sabiti icin (3.1.2) denkleminin Lorentz benzeri

(3.2.3)
seklinde yazilir. Burada p = (x,y) dir. Ornegin (3.2.2) deki egri o = —1 i¢in ¢dziimdiir.

Oklidyen durumdaki gibi R?, R? Lorentz—Minkowski 3—uzayina gomiilsiin.
Burada R?, ds* = dx* + dy2 —d7? metrigi ile tanimlanan afin 3—uzaydir. O zaman R?,
xz—diizlemiyle; R? nin y—ekseni R} iin z—ekseniyle; (0,1) € R? vektorii (0,0, 1) € R3

vektoriiyle 6zdeslestirilir. Boylece asagidaki tanim verilebilir:
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Tanmm 3.2.1. (Lopez, 2020b) « sifirdan farkli reel bir sayi olsun. R? iinz>0

yari—uzaymnda spacelike bir M? yiizeyi,

2H(p) = o NPl we —aw,p € M? (3.2.4)

denklemini saglarsa, bu yiizeye ot—singiiler maksimal yiizey adi verilir, burada N ve

H, sirasiyla, M? nin birim normal vektor alanmi ve ortalama egriligidir.

(3.2.4) denkleminde o = —1 durumu, Lorentzian katenerin 2-boyutlu

benzerinin karsiligidir (L6pez, 2020b).

Oklidyen durumdakine benzer olarak ]R% uzayinda bir parametreli 6telemeler

ve donmeler grubuna gore invaryant yiizeyler Lopez tarafindan simiflandirilmastir.

Ik olarak otelemeler grubuna gore invaryant yiizeyleri goz Oniinde bulun-
duralim. Bu grup ile iiretilmis olan dogrultmanlar, yiizeyde bulunan diiz dogrular
oldugundan ve yiizey de spacelike oldugundan, ylizeyin herhangi bir dogrultmani da
spacelike bir dogrudur. Dolayisiyla otelemeler grubunu iireten vektor de spacelike

olmalidir.

v spacelike bir birim vektor olsun ve v ile iiretilmis 6telemeler grubuna gore

invaryant olan bir M? yiizeyi gz 6niine alinsin. O zaman M? yiizeyi

©(s,t) =7y(s)+tv

seklinde parametrize edilir, burada 7y, v ye ortogonal timelike bir diizlemde yatan R?
iin diizlemsel spacelike bir egrisidir. Boylece (3.2.4) denklemi

det (7 ,v,u)

Kdet ()/,v,n) = Bt

(3.2.5)

seklinde yeniden yazilabilir, burada v = (y1,%,73) ve v = (v1,v2,v3) dir. Boylece y
nin yonlendirmesi ¥/ x v = n olarak goz oniinde bulundurulabilir. Buna gore asagdaki

onerme verilebilir.

Onerme 3.2.1. (Ldpez, 2020b) M?, R? de v ile iiretilmis bir parametreli otelemeler
grubuna gére invaryant olan bir a—singiiler maksimal yiizey olsun ve M? nin iireteci

Y ile gosterilsin. O zaman v bir yatay vektordiir; 7, v ye ortogonal diizlemde yatar
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ve diizlemsel bir egri olarak (3.2.3) deklemini saglar. Tersine eger 7, ]R% de (3.2.3)

deklemini saglayan bir egri ise ve genel olarak xz—diizlemine gomiilmiisse, o zaman

©(s,t) =7y(s)+1(0,1,0)

viizeyi, bir ox—singiiler maksimal yiizeydir.

Bu 6nermeye gore (3.2.4) denkleminin bir boyutlu durumu goz 6niine alinsin.
¥(s) = (x(s),y(s)), (3.2.3) denklemini saglayan spacelike bir egri olsun. 7y spacelike
oldugundan, (x')* — (y/)* > 0 dir. Ozel olarak her s icin '(s) # 0 ve bdylece ¥, global
olarak f = f(x), x € I C R, fonksiyonunun grafigidir. Boylece (3.2.3) esitligi

S 4l sso (f) <1 (3.2.6)

1-(?
denklemine doniisiir.
Eger (3.2.6) denkleminde ox = —1 ise ¢oziim
1
f(x)=-sin(ax+b), a#0, abeR
a

seklindedir, burada x, f > 0 olmasini garantileyen bir aralikta tanimlidir.

Eger o = 1 ise (3.2.6) denkleminin ¢oziimii

1
flx) = ~V1+b2+2abx+a*2, abeR, a>0
a

dir. Bir degisken degisiminden sonra, f fonksiyonu f(x) = v 1+a?x*/a, a >0
olarak yazilabilir. Buna gore f fonksiyonu a? (xz—yz) = —1 hiperboliiniin st
koludur. R% de diizlemsel bir egri olarak goriilen bu egri, sifirdan farkli Kk = a egriligine

sahiptir. Onerme 3.2.1 e gore iiretilen yiizey a? (x2 — zz) = —1 sag silindiridir.

Yorum 3.2.1. (Ldpez, 2020b) oo = —1 durumuna benzer olarak, (f' < 1) spacelike
olma sarti, (f' > 1) sart ile degistirildiginde (3.2.6) denkleminin timelike bir ¢oziimii
vardir. Bu ¢oziim

1

fx)=vax*—1, a>0, x>-
a

seklindedir. f fonksiyonu, x> —y> = alZ hiperboliiniin pozitif kismudir ve timelike bir
egridir. Eger bu egri x—ekseni etrafinda dondiiriiliirse, iiretilen yiizey
Py P =1/d

40



dir. Bu yiizey,
1 1
S?(-)={pecR3: = —
1(a) {peRi:{p,p) =5}
de Sitter uzaywun iist kismidir. Bu yiizey o0 = 2 oldugunda (3.2.4) denklemini saglar

ve R? iin timelike yiizeyleri ailesinde hiperbolik diizlem ile ayni rolii oynar.

Simdi (3.2.6) denkleminin geometrik Ozellikleri asagidaki teorem ile ifade

edilebilir:

Teorem 3.2.1. (Ldpez, 2020b) I C R, f nin maksimal bolgesi olmak iizere f = f(x),
x € R (3.2.6) denkleminin ¢oziimii olsun. Eger o > 0 ise, o zaman f, dikey bir dogru

etrafinda simetriktir ve I = R dir ya da o < 0 ise I simirli bir araliktir. Ayrica

1. a > 0 durumunda f fonksiyonu icin

. — oo . ! —
rlggf(r) =oco Ve }Lngou (r)=1

olup, f bir tek global minimuma sahip konveks bir fonksiyondur.

2. o <0durumunda f fonksiyonu, bir tek global maksimuma sahip konkav bir

fonksiyondur. Eger I = (—b,b) ise, 0 zaman

limf(r)=0 ve limd(r)=-1

r—b r—b

dir.

Simdi bir parametreli donmeler grubuna gore invaryant yiizeyleri ele alalim.

Oklid ve Lorentz uzaylarindaki durumlar arasindaki fark, R? de donme
ekseninin spacelike, timelike ve lightlike olmasina baglh olarak ii¢ tiir donel ylizeyin
var olmasindan kaynaklanmaktadir. Donme ekseni ve u = (0,0,1) vektorii arasinda
oncii bir iligki bulunmamaktadir. Bu ise, eger donme eksenini belirlemek i¢in kati bir

hareket uygulanirsa, u vektoriiniin degismeyecegi anlamina gelir.

Donme ekseni spacelike ise asagidaki onerme verilebilir:

Onerme 3.2.2. (Lopez, 2020b) M?, R? de spacelike bir L ekseni etrafindaki

donmelerin bir parametreli grubuna gore invaryant olan spacelike bir yiizey olsun.
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Kabul edelim ki M? yiizeyi (3.2.4) denklemini saglasin, burada w bir timelike vektordiir.
O zaman  vektorii L eksenine ortogonaldir ya da M?, keyfi bir u timelike vektoriine

sahip H?(r) hiperbolik diizlemidir.

Donme ekseni lightlike ise asagidaki onerme ifade edilebilir:

Onerme 3.2.3. (Ldpez, 2020b) M, R? de lightlike bir L ekseni etrafindaki donmelerin
bir parametreli grubuna gore invaryant olan spacelike bir yiizey olsun. Kabul edelim
ki M? yiizeyi (3.2.4) denklemini saglasin, burada u bir timelike vektordiir. O zaman u
vektirii L eksenine ortogonaldir ya da M?, keyfi bir u vektériine sahip H? (r) hiperbolik

diizlemidir.

Son olarak, donme ekseni eger timelike ise asagidaki onerme verilebilir:

Onerme 3.2.4. (Lopez, 2020b) M 2 R? de timelike bir L ekseni etrafindaki donmelerin
bir parametreli grubuna gore invaryant olan bir a—singiiler maksimal yiizey olsun.
Kabul edelim ki M? yiizeyi (3.2.4) denklemini saglasin, burada w, keyfi bir timelike
vektordiir. O zaman W vektorii L eksenine paraleldir ya da M?, Hz(m) hiperbolik

diizlemidir ve u, keyfi bir timelike vektordiir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 R**! Oklid Uzayinda Singiiler Minimal Oteleme Hiperyiizeyler

Bu boliimde; (n+ 1)—boyutlu R**! Oklid uzayinda, singiiler minimal yiizey

denkleminin yiiksek boyutlara genellestirilmis hali olan

(& )
o "7

denklemini saglayan M" hiperyiizeyinin bulunmasi problemi ele alinacaktir. Burada

nH=u«o

4.1.1)

u € R belirli bir birim vektor, & ve H da sirastyla,
RiH = { pe R : (p,u) > 0)

yar1 uzayinda yonlendirilmig bir M" hiperyiizeyinin diferensiyellenebilir ¢ immersiy-

onunun Gauss doniisiimii ve ortalama egriligidir.

(4.1.1) denklemi, w vektoriine gore singiiler minimal hiperyiizey denklemi

olarak adlandiriir.

Ik olarak R"*! de, bir M”" singiiler minimal silindirin, bir hiperdiizlem ya da
bir ¢—katener silindir oldugu elde edildi. Ikinci olarak, bu sonucun bir M" 6teleme
hiperyiizey ve belirli bir u yatay vektorii i¢in de gegerli oldugu ifade edildi. Son olarak,
bu sonuglar i¢in bir uygulama olarak R3 de belirli bir u yatay vektoriine gore z(x,y) =
f(x)+g(y+cx),c # 0 tipinde, singiiler minimal yiizey denklemini saglayan yiizeyler

siniflandirild.

4.1.1 Genellestirilmis Silindirler

R"*! de wy,...,w,_; ortonormal vektorler ve y da I" = span{wy,...,w,_1}*-

diizleminde yatan birim hizli bir egri olsun. Bu durumda

M ={x;Wi + ...+ X 1 Wp—1 + Y (%) 1 X1, X0—1 ER X, €I CRY 4.1.2)
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parametrizasyonuna sahip silindiriksel hiperyiizeyi goz oniine alalim. Burada y, M"

nin dayanak egrisidir. Buna gore M" hiperyiizeyinin birim normal vektor alani

n+1
5 =W X ... XW;_1 X }/(xn) = Z det (e,-,wl,...,wn_l,q/) €; 4.1.3)
i=1
olarak hesaplanir. Burada {ej, ...,e,. 1}, R""! in standart ortonormal bazi, ¥ = ddxy ve

x, R"™1 de vektorel carpimdir. « ile y nin egriligi gosterilmek iizere; M" nin birinci

ve ikinci temel formunun katsayilari, sirasiyla,
)L =g
R (T

hij:{K(x")’ t=Jj=n

0, diger durumlar

veE

olarak elde edilir. Dolayisiyla M" nin ortalama egriligi,

K ()

H(x1,.., %) = 4.1.4)

seklinde bulunur. O zaman asagidaki teoremi ifade edilebilir:

Teorem 4.1.1. Rl de, sabit bir u vektoriine gore singiiler minimal silindirler,
yalnizca w vektoriine paralel hiperdiizlemler ya da dogrultmanlart w vektoriine

ortogonal olan a—katener silindirlerdir.

ispat: (4.1.2), (4.1.3) ve (4.1.4) esitlikleri, (4.1.1) singiiler minimal hiperyiizey
denkleminde yazildiginda, (4.1.1) esitligi

(W1 X oo X w1 X ¥ (), 00)

n—1
Z Wh xn)7u>
=1

K(x,) =0

denklemine veya buna denk olan

iw,, i+ K o) (7060 0) — @ (W X e X w1 X Y (5),0) =0 (4.1.5)

denklemine doniisiir. (4.1.5) denkleminin x;, i = 1,...,n — 1, ye gore kismi tiirevi
alinirsa,

K(x,)(wi,u) =0 (4.1.6)
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bulunur. (4.1.6) esitligi (4.1.5) denkleminde g6z Oniine alinirsa,

K (6 (Y(30) 1) — @ {wy X ... X w1 X Y (%), 0) =0 4.1.7)

elde edilir. (4.1.7) denkleminin ¢6ziimii icin iki durum mevcuttur:

Durum 1. Kabul edelim ki (4.1.6) denkleminde k(x,) = 0 olsun. Bu durumda
v bir diiz dogrudur. {wy,...,w,_1,Y,u} lineer bagimsiz oldugundan, (4.1.7) denklemi

M" hiperyiizeyinin u vektoriine paralel bir hiperdiizlem oldugunu gosterir.

Durum 2. Kabul edelim ki (4.1.6) denkleminde Vx, € I i¢in x(x,) # O olsun.
Bu durumda (w;,u) = 0 olup u vektoriiniin, I" 2- diizlemine paralel oldugu elde edilir.
Dolayisiyla (4.1.7) denklemi

() = a(wl X oo X Wy X ¥V (Xn),00) y a(n(xn),u> 4.18)

(7(xn),w) (y(x,),u)

seklinde yeniden yazilabilir, burada n,7y egrisinin asli birim normal vektér alanini

gostermektedir. Buna gore (4.1.8) denklemi, 7y egrisinin I' diizleminde yatan bir
o—katener oldugunu ve dolayisiyla da M" nin bir a—katener silindiriksel hiperyiizey

oldugunu ifade eder.

4.1.2 Oteleme Hiperyiizeyler

R de bir M" oteleme hiperyiizeyi, Vi,...,¥, egrilerinin toplami olarak

tanimlanabilir. Buna gére M" lokal olarak

O (X1yeyXn) =71 (x1) + oo+ Y (x0)

seklinde parametrize edilir. Eger 71, ..., ¥, Otelenen egrileri, karsilikli olarak ortogonal

2- diizlemlerde yatarsa, bir koordinat degisimi ile M" hiperyiizeyi

Xnt1 = f1(x1) 4o+ fu (Xn)

seklinde bir grafik haline gelir. Burada fi,..., f, tek deg8iskenli diferensiyellenebilir

fonksiyonlardir.

R"*! de {xi,...,x,;1} ortogonal koordinat sistemi olsun. M" nin & Gauss

doniisiimii ve H ortalama egriligi, sirastyla, Onerme 2.3.1 e gére
G )
T ()
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veE

(4.1.10)

seklindedir. Burada f] = 3—){2 ve fI' = ‘57{,1' =1,...,n dir. Buna gére asagidaki teoremi

verebiliriz:

Teorem 4.1.2. R"*! de M", u = (1,0,...,0) vektoriine gire bir singiiler minimal
oteleme hiperyiizey olsun. O zaman bu hiperyiizey, u vektoriine paralel bir hiperdiizlem
yva da iiretecleri w vektoriine ortogonal yatay diiz dogrular olan bir a—katener

silindiriksel hiperyiizeydir.

Ispat: (4.1.9) ve (4.1.10) esitlikleri (4.1.1) singiiler minimal hiperyiizey
denkleminde yerine yazilirsa, (4.1.1) denklemi

n

)}

i=1 i=1

n /
1+—Z<ﬂf]!=—a§
i#j=1 !

1+Zn:(f,-’)2] (4.1.11)

denklemine doniigiir. (4.1.11) denkleminde o f{ # O olmahdir. Aksi taktirde M"
hiperyiizeyi minimal olur ki, ilgilendigimiz bir durum degildir. Eger f{" = 0 olursa,

(4.1.11) denkleminin x; e gore kismi tiirevi alindiginda,

fi

1+fm4%o
i=

oldugundan o = 0 elde edilir ki bu da M" hiperyiizeyinin minimal olmas: demektir.

Dolayisiyla f{' # 0 olmalidur.

Simdi (4.1.11) denkleminin x;, k # 1, ya gore kismi tiirevi alinirsa,

n

2fl£fl€/ Z fi//+

k#i=1

n 2 f/
1+ Y ()| =20t hf (4.1.12)

k#i=1 X1
elde edilir. (4.1.12) denkleminin ¢dziimii i¢in iki durum mevcuttur.

Durum 1. ' =0,k =2,3,...,n, yani

filxn) = e+ Aexe, A,k €R
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olsun. Acik bir sekilde goriilebilecegi gibi, f; = 0, (4.1.12) denkleminin bir
coziimiidiir. Dolayistyla M™ hiperyiizeyi

n
(X1, Xn) = <X1,0, e J1(1) + Zuk) +
i=2
+x2(0,1,...,0,A2) + ... +x,(0,0,...,1,4,)
seklinde bir silindirdir. Bu ise Teorem 4.1.1 e gore, M" hiperyiizeyinin u vektoriine
paralel bir hiperdiizlem ya da u vektoriine ortogonal olan ox—katener silindir olmasi

anlamina gelir. Teoremin ispatin1 tamamlamak icin (4.1.12) denkleminin f;’ = 0 dan

bagka hi¢bir ¢oziimiiniin olmadigin1 gdstermemiz yeterli olacaktir.

Durum 2. f # 0, k =2,3,...,n olsun. (4.1.12) denklemi 2f,f/ ile

boliindiiglinde
n 2 f/// fll
Y 4|1+ Z () ] =—a-L (4.1.13)
kti=1 e | 20 x|
elde edilir. (4.1.13) denkleminin xi, k # 1 ya gore tiirevi alinirsa,
f///
I+ f ( ) =0 (4.1.14)
k;«;l 2R
bulunur. Bu ise v, € R icin
R =2vefifl (4.1.15)

esitligini verir. Buna gore (4.1.15) denklemi i¢in iki durum s6z konusudur:

Durum 2.1. v; = 0 olsun. Bu durumda
=M, k=2,..,n,14#0
seklindedir. O zaman (4.1.11) denklemi
G1(x1)+Ga(x1) () +G3(x1) (A) + -+ Gulx1) (£1)> =0 (4.1.16)
olarak yeniden yazilabilir. Burada
Gi(x1) = f{ +0€f‘+0t( flzz%
Ga(x1) = fIl + ok + ZA,,

I’l

GS(XI) 1//_'_ch1+ Z A’i, “4.1.17)
34i=2

Gn(x)) = {’+a +ZA

47



seklindedir. (4.1.16) denkleminin xz, k # 1 ya gore kismi tiirevi alinirsa,

bulunur. Eger (4.1.17) denklem sisteminde, ikinci esitlik, ii¢lincii esitlikten ¢ikarilirsa,
Ay = A3 elde edilir. Benzer sekilde eger tigiincii esitlik, dordiincii esitlikten ¢ikarilirsa,
A3 = A4 bulunur. Islemler bu sekilde devam ettirilerek, A, = A3 = ... = A, elde edilir.
Buna gore A= M, k = 2,3,...,n, olarak alabiliriz. (4.1.17) denkleminde ilk esitlik
disinda herhangi bir esitlikten

ocf1

f+=H=2%2-n) (4.1.18)

bulunur. Boylece (4.1.18) esitligi, (4.1.17) denklemindeki ilk esitlikte yerine yazilirsa

\3
y) (xfl) +1=0 (4.1.19)
1

(”—1)(f1)

elde edilir. (4.1.19) esitliginin x| e gore tiirevi alinip x; e boliiniirse,

/ 7\ 2 7\ 3
1 lzi(n—l))%ﬂa (){—1) ]— (f—i) =0 (4.1.20)

olur. f{' = A(2—n)— { 1/ oldugundan, (4.1.20) esitligi,

—(3a2+1)(§> +al (8- 5n)(f1> —22%(n—1)(n— 2)(ﬁ):o

X1 X1

seklinde ( ) in polinomuna doniigiir. Bu polinomun bagkatsayisi sifir olamayacagin-

dan dolay1 bir ¢eligkidir.

Durum 2.2. v, # 0 olsun. Bu durumda (4.1.13) denklemi

n
Z ‘f‘i// + Vk
ktie1

1+ ) (f{)2] _ o (4.1.21)

kti=1 X1
seklinde yeniden yazilabilir. (4.1.21) denkleminin x;, 1 # [ # k, ye gore kismi tiirevi

alindiginda

" +2wiflf =0 (4.1.22)

elde edilir. (4.1.15) denklemi k = 2, ..., n i¢in saglandigindan,

/// 2vlf‘l
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bulunur. Bu esitlik (4.1.22) denkleminde yerine yazildiginda,
Vi+vi=0 (4.1.23)
olur. Diger taraftan (4.1.15) denkleminin integrali
A =i (£ + (4.1.24)

denklemini verir. (4.1.23) ve (4.1.24) denklemleri, (4.1.21) denkleminde yerine
yazildiginda, (4.1.21) denklemi

(4.1.25)
kAi=2

/ n
A== [Vk (ff)2+ i{l Vit Y

olarak yeniden yazilabilir. (4.1.24) ve (4.1.25) denklemleri (4.1.11) denkleminde

yerine yazilirsa,

n

{ikw—wmm?HQ—w}mY+z

8 0| [

=2 i=2 j#i=2
n —o(f! 3
e |14y ()] = =2 (4.1.26)
i=2 X1
bulunur. (4.1.26) denkleminin x; e gore tiirevi
n ) fl f/l f/ 2
’ {Z [<vi —vi) (f7) +w} - Vk} fl=-3""F+a(=
i=2 X1 X1
seklindedir. Elde edilen bu denklemin x;, 1 # [ # k, ye gore kismi tiirevi
A(vie—vi) i f =0
olup, buradan
Vi—vi=0 (4.1.27)

oldugu sonucu elde edilir. (4.1.23) ve (4.1.27) esitlikleri birlikte diisiiniildiigiinde, v; =

0 celigkisi elde edilir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.
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4.1.3 Afin Oteleme Yiizeyler

R? de, diferensiyellenebilir f ve g fonksiyonlari icin

¢(xy) = (6, f(x) +g(y+cx)), c€R-0 (4.1.28)

formunda grafige sahip bir M? yiizeyini alalim. ¥ = x, ¥ = y + cx seklinde bir parametre

degisimi ile M? yiizeyi iizerindeki bir lokal parametrizasyon
rilxJCR* =R,

r(%9) = (X3—cx, f(%) +g(5)) (4.1.29)
olarak secilebilir. (4.1.29) denklemi, diizlemsel iki egrinin toplami olarak yazilabilir,
yani r (X,¥) = y(X) + u (¥) seklindedir. Burada

Y ICR—R,y(X) = (% —cf. f (7))

\

p:JCRCR u(5) =058

dir. 7y ve u egrilerinin birbirlerine ortogonal olmayan diizlemlerde yattiklar1 acik bir
sekilde goriilebilir. Dolayisiyla M? yiizeyi klasik oteleme yiizeylerin bir genellemesine

doniismiis olur. M? yiizeyinin teget diizlemi
ri=e; —cey+ fle
ve
ry=ex+g'e;s
vektorleri ile gerilir, burada {ej,e;,es}, R3 iin standart bazidir. Buna gore M 2
ylizeyinin birim normal vektor alani
Ne_ (f'+cg')er+g'er—es
\/1 +(f'+cg)’ +(g)

(4.1.30)

seklindedir. M? nin birinci temel formunun katsayilari

g1 = 142+ (f')z, gn=—c+fg, gn=1+ (g,)z
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olarak elde edilir. Diger taraftan M nin ikinci temel formunun katsayilar

/!
hi = / ; >
\/1 +(f +cg) +(8)
hia =hy =0,
/!
hyy = g - -
\/1 +(f +cg) +(¢)

olur. Béylece M? yiizeyinin ortalama egriligi

1+ @P] 4 142+ ()] ¢
o (4.1.31)
2[4 (7 +eg P (9]

seklinde elde edilir. Buna gore agagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.1.3. R? de (4.1.28) formundaki grafige sahip bir M? yiizeyi, u = (1,0,0)
yatay vektiriine gore singiiler minimal ise, o zaman M? yiizeyi, u vektoriine paralel
bir diizlemdir ya da iiretecleri u vektoriine gore ortogonal yatay diiz dogrular olan bir

o—katener silindirdir.

ispat: (4.1.30) ve (4.1.31) esitlikleri, (3.1.1) singiiler minimal yiizey
denkleminde yerine yazilirsa, (3.1.1) denklemi

N2 1/ N2 n
[1+(g)]f —i—[]—i—cz—i—(f) g :_af/+cg/ @132

L+ (f' +cg) +(g)° X

denklemine doniisiir. (4.1.32) denkleminin ¢6ziimii i¢in ii¢ durum mevcuttur:

Durum 1. f” =0, yani ' = fi = sbt. olsun. Buna gore (4.1.32) ifadesi

2
1 +C2+<f0) g// B f0—|-cg/

I+(fo+cg)+(g)?

denklemine indirgenir. (4.1.33) denkleminin ¥ ya gore tiirevi alinirsa, a # 0

(4.1.33)

oldugundan dolay1
foteg =0 (4.1.34)

bulunur. (4.1.34) esitligi, (4.1.33) denkleminde yerine yazilirsa, g” = 0 oldugu elde
edilir. Sifirdan farkli herhangi bir g¢ sabiti igin g’ = g olarak alindifinda, (4.1.34)

denkleminden

Jotcgo=0
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sonucu elde edilir. Buna gore herhangi bir v sabiti i¢in

z(x,y) = fox+go(y+ex)+v=goy+vVv

olur ve dolayisiyla yiizey

@ (x,y) =x(1,0,0) 4 (0,y, 80y + V)

seklinde parametrize edilir. Bu ise M? yiizeyinin u vektdriine paralel bir diizlem oldugu

sonucunu verir.

Durum 2. f” # 0 ve g’ = 0 olsun. Bu durumda herhangi A ve v sabitleri igin,
g fonksiyonu

gy+ex)=A(ex+y)+v
seklinde yazilabilir. Dolayistyla M? yiizeyi
¢ (x,y) = (53, f(X) + A (ex+y) + V) = (x,0,f(x) + Aex+ V) +y(1,1,4)

formunda bir silindirdir. Boylece Teorem 4.1.1 e gére M? yiizeyinin, iiretegleri (0,1, 1)

vektoriine paralel olan bir a—katener silindir oldugu sonucu elde edilir.

Durum 3. f”g” # 0 olsun. (4.1.32) denkleminin § ya gore kismi tiirevi

alindiginda,

28" f" + [1 ++ (f/)2] . _a)_cz [1 + (f/—l—Cg/)z—i— (g/)Z] g

/ /
YA ;‘:g [ef' +(P+1)¢]g" (4.1.35)

elde edilir. (4.1.35) denklemi g” ile boliindiigiinde

n

281"+ (1+¢2+ (1)) ‘27 =—as (1+(f +eg) +(¢)’)
—2a(fu+g/) (cf +(+1)g) (4.1.36)

olur.
Simdi i—/,/,/ = A, A € R oldugunu kabul edelim. Bu durumda (4.1.36) denklemi

254 f" + [1+C2—|— (f/)Z] AE= — o [1+ (fl—f—Cg/)z—i— (g/)z]
—2a(f +cg) [ef +(F+1)g] (4.1.37)
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olur. (4.1.37) denkleminin ¥ ya gore kismi tiirevi alinip, ardindan g” ile boliiniirse,
i+ 03+ 1= 3ac(+1)g (4.1.38)

bulunur. (4.1.38) denkleminin y ya gore kismi tiirevi, g’ = 0 celigkisini verir.
m\ !
Dolayisiyla < ggT) # 0 oldugu elde edilir. (4.1.36) denkleminin § ya gore kismi tiirevi

alinip, ardindan g” ile boliindiigiinde,

m\ !
(¥) :
7! 1
(144 ()] 7| = —% ef + (2 +1)g] - @ (f'+cg)
(4.1.39)
elde edilir. (4.1.39) denkleminin y ya gore tiirevi
mN\'T!
(#) :
14+ ()] Z,, :—3ac(; 1) g (4.1.40)

esitligini verir. (4.1.40) tin her iki tarafi sifirdan farkli oldugundan, bir A; € R — {0}

icin
3ac (2 +1
1+c2+(f')2:—M 4.1.41)
ME
ve
<g///>/ !
2| =g (4.1.42)
g

yazilabilir. (4.1.42) denkleminin integrali alindi§inda

g = % (¢) + % (&) + Mg + A, A A3, A ER (4.1.43)
elde edilir. (4.1.43) denklemi (4.1.33) denkleminde yerine yazilirsa,
[H—(g’)z} f//_|_ [1—|—62—|— (f/)Z] {% (g/>3+% (g')2—|—13g'+)»4]
/ /
:—(xf —;cg [1+(f’+cg’)2+(g’)2] (4.1.44)

olup (4.1.44) denkleminde gerekli diizenlemeler yapildiginda,
M ) ac(1+c? 3
e eyl )

+ {f”+% 1+ ()] + (3C;+ 1>f’} (¢)*

+{l3 [l—FCz-i—(f/)z} +?+T(f/)2 g’
o

+{f”+/14[1+02+(f/)2]-l—%f/"—}(f/f}:()
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seklinde g’ niin polinomu elde edilir. Bu denklemin saglanmasi i¢in katsayilarin sifir

olmas1 gerektiginden dolay1, polinomun birinci dereceden teriminin katsayisi

e ()] T () =0 @.1.45)

denklemini verir. (4.1.41) denklemi, (4.1.45) de yerine yazildiginda,

—3aA3c (1 +c2)

N2
i +ac+2ac(f) =0

olur ve bu denkleminin tiirevi alindifinda, f” = 0 ¢eliskisi elde edilir.

4.2 R? Oklid Uzaymnda Yari-Simetrik Konneksiyonlara Sahip Olan Singiiler

Minimal Oteleme Yiizeyler

(R3,(,)), 3-boyutlu Oklid uzay1 ve {e;,e;,e3} de R? iin standart bazi olsun.

Buna gore, sirasiyla,

VxY = VLY 4+ (Y,e3)X — (X,Y)e; (4.2.1)

veE

DxY = VLY + (Y, e3)X (4.2.2)

seklinde tanimli olan belirli yari—simetrik metrik konneksiyon ve yari—simetrik
non-metrik konneksiyonlari géz oniine alalim. Burada V%, R? iin Levi-Civita

konneksiyonu ve X,Y € I'(TR?) dir. Buna gore (4.2.1) ve (4.2.2) denklemleri igin,

sirastyla,
Velel = —€3, Velez = 07 Vel €3 = ¢€j,
Vezel - 07 Vezez = —€3, Veze?) =€,
Ve3e1 — 0, Ve3e2 — O, Ve3e3 — 0
ve

De191:07 De|e2:07 De]e3:e1;
De,e; =0, De,e; =0, De,e3 = €,

De,e; =0, De,e; =0, De.e3 = e3,
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seklinde yazilir.

M?, R3 uzayma daldirilmus, yonlendirilmis bir yiizey olsun. VX,Y € T’ (TM 2)

veéel (TM 2) + icin V ve D konneksiyonlarina gore Gauss formiilleri, sirasiyla,
VxY = (Vx¥)T+h" (X,Y)E,

\

DxY = (DxY)T+hP (X,Y)E

seklindedir. Burada T, M? yiizeyinin tanjant demeti iizerindeki izdiisiimii gosterir.
Ayrica hY ve hP, sirasiyla, V ve D konneksiyonlarina gére (0,2)—tensor alant olarak
adlandirilir (Nakao, 1976). {ej,e>}, M? yiizeyi iizerinde ortonormal tanjant catisi
olsun. Buna gére M? yiizeyinin V ve D konneksiyonlarina gore ortalama egrilikleri,
sirastyla,

1
HV = 5 [hv (61 ,61) —I—hv (62,62)]

veE

1
HP — 5 [hD (e1,e1) +hP (e2,€2)]

seklinde tanimhdir. Eger HY ve HP ortalama egrilikleri sifir ise, M? yiizeyine,

sirastyla, V—minimal ve D—minimaldir denir.

gij, 1 <i,j <2, kanonik metrikten M? iizerine indirgenmis metrik tensoriin

bilesenlerini gostersin. Buna gore yukarida ifade edilen HY ve HP ortalama egrilikleri,

sirastyla,
g — g22h1V1 — 812 (hlszthl) +g11h§2 (4.2.3)
2detg;;
ve
D — g0hf) —g12 (hy +13)) +guh’ (4.2.4)

2detg; g
olarak diizenlenir. Burada I'(TM?) nin {f1, f>} baz1 icin

hy=(Vifi,&) ve hi=(Dsf;,&)
olarak tanimlidir.

Boylece V ve D konneksiyonlarina gore singiiler minimallik kavrami agagidaki

gibi ifade edilebilir:
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Tamim 4.2.1. ¢ : M> — R3 yonlendirilmis bir M? yiizeyinin diferensiyellenebilir bir
immersiyonu ve u € R3, u # 0, & vektoriine paralel olmayan belirli bir birim vektor
olsun. HY ve HP ile sirasiyla, V ve D konneksiyonlarina gore M? nin ortalama

egrilikleri gosterilsin. Herhangi bir o reel sabiti icin, eger M? yiizeyi,

o1 — 1S (4.2.5)
(@, u)
esitligini saglarsa, M* ye w vektiriine gore V—singiiler minimal yiizey denir. Ayrica,
eger M? yiizeyi,
1P — 1S (4.2.6)
(¢,u)

esitligini saglarsa, M ye u vektoriine gore D—singiiler minimal yiizey denir. Burada

&, M? yiizeyinin birim normal vektor alanidur.

4.2.1 V—Singiiler Minimal Oteleme Yiizeyler

Bu boliimde R? de V—singiiler minimal 6teleme yiizeyleri simflandiracagiz.

Yiizeyin oteleme 6zelligi degistikce, (4.2.5) denklemi farkli denklemler iiretir.

z=f(x)+g(y), y=rf(x)+g(2), x=f0)+sg)

seklinde ii¢ tip 6teleme yiizeyi var oldugundan, her yiizey tiirii i¢in farkli sonuclar elde

edilir.
Teorem 4.2.1. R? de u yatay vektoriine gore z = f(x) + g(y) tipinde bir V—singiiler
minimal Oteleme yiizey, asagidakilerden birini saglayan genellestirilmis bir silindirdir:
1. f(x)=crvegly) = —%ln | cos(2y+c¢) | +c3,
2. g(y) = ¢5+cqy ve f fonksiyonu
2 )

= ( _O‘)x<f/)3+1_

1+Ci +C4

adi diferensiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir, burada cy,...,c7 € R dir.

Ispat: Yiizey, tek degiskenli f ve g diferensiyellenebilir fonksiyonlari i¢in

¢ (x,y) = (x, 9, f(x) + ()
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seklinde parametrize edilsin. Yiizeyin teget diizlemi,

or=¢e;+ fe3
ve
¢y =e€r+ g'es

vektorleri ile gerilir. O zaman yiizeyin & birim normal vektor alani ve birinci temel

formunun katsayilari, sirasiyla,

f’e1 g € +e3)

%l (Y

en=1+() en=rg¢, gm=1+(g)’

vE

ile verilir. Boylece, yiizey iizerinde V yari-simetrik metrik konneksiyonu

Vo0 = fler+(—1+1")es,
V(Px(py = glel’
Vo0 = fle,

Voo = ger+(—1+5")es

olup, ikinci temel formun katsayilari

WU
Viy
/g
h = h =—
12 21 \/1 + <f/>2+ (g/)2
Wy —1-(g)+g"

seklindedir, burada ' = dx, g = dg dir. Dolayisyla (4.2.3) formiiliinden yiizeyin H"

ortalama egriligi, asagidaki gibi elde edilir:
N2| e N2\ 1 \2 2
[+ @7+ 1+ ¢ =2 [T+ (7 + ()

2HY = :
1+ @]
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Genelligi bozmaksizin u = e alinabilir. Boylece, (4.2.5) V—singiiler minimal yiizey

denklemi,
@R 1Y 2 1P @] g
— =—o— (4.2.7)
() +(@) x

sekline doniisiir. Buna gore (4.2.7) denkleminin ¢6ziimii icin, asagidaki durumlar

vardir:

Durum 1. f = ¢; € R olsun. Bu durumda (4.2.7) denklemi
g// . 2g12 -9

seklinde olur ya da buna denk olarak
dg’
1+ (g

denklemine indirgenir. (4.2.8) den integral alinirsa

= 2dy (4.2.8)

arctang’ =2y +c
veya

g =tan(2y+c»)
elde edilir, burada ¢, € R dir. Bu ifadenin integrali alinirsa,

1
g=c3— Eln | cos(2y+c2) |
olur, burada c¢3 € R dir. Bu ise teoremin birinci ifadesini verir.
Durum 2. /' = f; # 0 olsun. Bu durumda (4.2.7) denklemi,
[+ g =21+ 3+ ()] Jx+ah |1+ £+(¢)°] =0

seklinde x in polinomuna indirgenir. o fy # 0 oldugundan dolay1 polinomun sabit
teriminden

1+ f3+(¢)° =0

celigkisi elde edilir. Dolayisiyla f” = 0 olamaz.

Durum 3. f” 0 olsun. (4.2.7) denkleminin y ye gore kismi tiirevi alindi§inda,

2(—2+4f")gd" + [1 +( f’)z} g = —2ag'g”f; 4.2.9)
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bulunur. Boylece (4.2.9) denkleminin ¢6ziimii i¢in iki durum s6z konusudur:

Durum 3.1. ¢’ = gy # 0, go € R olsun. Agik bir sekilde goriilebilir ki g’ = go,
(4.2.9) denklemi i¢in bir ¢oziimdiir. Boylece (4.2.7) denklemi

2 2
{(1+gd) S =2 [ 1488+ (7)) f+as [1+d+ (#)7] =0
denklemine ya da bu denklemin x (1 + g(z)) ile boliinmesiyle

() -—

1+

(04

/!
LN Gy

(7 +Sf-2=0
X
esitligine indirgenir.

Durum 3.2. g” # 0 olsun. (4.2.9) denklemi 2g’g” ile boliindiigiinde

n2l 8" 11 f
[L+U)]%%th+a;—2:0 (4.2.10)

denklemi elde edilir. (4.2.10) denkleminin y ye gore kismi tiirevi,
1+ ()] {%M/ =0
seklindedir. Dolayisiyla bu denklemden
" =255, AMeER (4.2.11)
oldugu elde edilir. (4.2.11) denkleminin integrali
' =M+ (g), MeR (4.2.12)
esitligini verir. (4.2.12) denklemi, (4.2.7) denkleminde yerine yazilirsa,
fﬂ%ﬁ+gﬁﬂ(aé—2—b>:o (4.2.13)

bulunur. (4.2.10) ve (4.2.13) denklemlerinden, asagidaki iki denklem elde edilir:

T
(—a§+2+zy—b>

ve

N3
()»2 — A — 2) (f/)z +a (fx) +4—A =0 4.2.15)
(4.2.15) denkleminin tiirevi,
! I\ 2
{2MQ—Ay—m+QZf}ﬁ%=a(£> (4.2.16)
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denklemini verir. (4.2.14) denklemi, (4.2.16) denkleminde g&z 6niinde bulundurul-

dugunda
f/ 3 f/ 2
o? (1+3a) (—) +afa (=16 —2c+5d)+2+c—d] (—)
X X
f/
2[(—4+d)(—2—c+d—-3(-2+d))|——4(—2—c+d)(-2+d) =0 (4.2.17)
x
seklinde f;/ in polinomu elde edilir. Bu polinomun bagkatsayisinin sifir olmas: o = _Tl

oldugunu verir ve dolayisiyla (4.2.17) denklemi

“ngessd ()" 2(( 4y d)(-2-ctd)-3(-2+d)] L
—4(-2-c+d)(~2+d) =0,

(4.2.18)

denklemine doniigiir. (4.2.18) denklemin saglanmasi i¢in sabit terim sifir olmalidir.

Bunun i¢in kabul edelim ki d = 2 olsun. Bu durumda (4.2.18) denklemi ayn1 anda

c= %6 ve ¢ = 0 celigkisini verir. O halde bu d # 2 ve —2 —c+d = 0 olmasi

demektir ve dolayisiyla birinci dereceden terimin katsayisi sifir olamaz ki bu da g’ # 0

kabuliimiiziin bir ¢eligki oldugunu verir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.
Teorem 4.2.2. R? de u yatay vektoriine gore y = f(x) + g(z) tipinde V—singiiler

minimal oteleme yiizey asagidakilerden birini saglayan bir genellestirilmiy silindirdir:

1. f(x)=cyve

1 1
g(y) =E-arctan [ —/e* —c3 | +c3,
2 (&)

2. g(z2) =cav+csve f,

-
f// _
(

N3 2cq N2 o,
Tci)x(f) () =~ f =2

_l—l—céz1

adi diferensiyel denkleminin ¢oziimiidiir, burada cy,...,cs5 € R, ¢y # 0 dir.

Ispat: Yiizey, tek degiskenli f ve g diferensiyellenebilir fonksiyonlari igin

¢ (x,2) = (x,f(x) +£(2),2)

olarak parametrize edilsin. Buna gore yiizeyin teget diizlemi

or=¢e +fle
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ve
o, =g'er+e3

vektorleri ile gerilir, burada f' = %, g= Zl—ﬁ dir. Dolayisiyla yiizeyin & birim normal

vektor alanm

£ = flei—ex+g'es
I+ + ()

dir. Yiizeyin birinci temel formunun katsayilari

gn=1+(f)?, gu=r¢, sn=1+()’

dir. O halde, yiizey lizerinde V yari-simetrik metrik konneksiyonu agagidaki gibidir:
2
Vo0 = fler— [1 +(f) ] es,
Voo = e+ fex—fdes,
V([)z QDx - _f/g/e37
2
Vo.o. = (§+8")e2—(g)es
Buna gore ikinci temel formun katsayilari
o ] e
hiy = — )
I+ + @)

/(N2
= gy = -
I+ + ()

W g — () +g

2=
I+ + (@)
seklindedir. Dolayisyla, (4.2.3) formiiliinden yiizeyin ortalama egriligi
N2 | 1 N2 | /N2 N2l
@2+ 1] g 2 [T+ () + ()] ¢

3

U]

2HY = —

seklinde bulunur. Buna gore (4.2.5) V—singiiler minimal yiizey denklemi
@y +e 1?21+ P+ @2 le g
: > =—0— (4.2.19)
L+ ()P +() x

denklemine doniisiir. (4.2.19) denkleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki durumlar mevcuttur:
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Durum 1. f = fj € R olsun. Bu durumda (4.2.19) denklemi
n_ N2\
g _—2[1+(g) ]g

denklemine indirgenir. Bu denklemde gerekli diizenlemeler yapildginda

A
1+(g) &

seklinde yeniden yazilabilir. Bu denklemin integrali alindiginda
/

__& = Cle_zz, ci €R
1+(g)°

bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
I 12 (2
| (e Cl)

olur. Boylece (4.2.20) denklemi

4 _ 2y
et —cy=1t°,dz 2(c%+t2)dt
degisken degistirmesi yardimiyla,
dt
de —
Y ey

seklinde yazilip, integrali alindiginda

1 t
g = +—arctan (—) +c3
2C1 C1

denklemi elde edilir ve dolayisiyla da g fonksiyonu

1 1 5
g=t-—arctan | —\/e¥ —c | + 2
26’1 C1

seklinde bulunur, burada ¢, € R dir. Bu ise teoremin birinci ifadesini verir.

Durum 2. /' = f; # 0 olsun. Bu durumda (4.2.19) denklemi

{I+R1g"+2[1+ R +(&)] ¢ fxran |1+ £+()] =0

(4.2.20)

seklinde x in polinomuna indirgenir. o fy # 0 oldugundan, bu deklemin sabit terimi,

1+ f3+(¢)=0

celigkisini verir.
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Durum 3. " # 0 olsun. (4.2.19) denkleminin z ye gore tiirevi alindiginda,
6 (g’)zg" +2 (f” + aé) g+ [1 + (f’)z} (2g" -l-g”') =0 (4.2.21)
elde edilir. (4.2.21) denkleminin ¢oziimii i¢in agsagidaki durumlar mevcuttur:
Durum 3.1. g’ = go € R fonksiyonunun (4.2.21) denklemi igin bir ¢dziim
oldugu aciktir. Boylece (4.2.19) denklemi,

_a
T+ )

denklemine indirgenir. Bu ise teoremin ikinci sikkini verir.

(f/)3+ 280 (f/)2+%f/+2g0:0

/!
_|_ -
! 1+g(2)

Durum 3.2. g” # 0 olsun. (4.2.21) denkleminin 2g’g"” ile boliinmesi,
" 1 /
(%+—,) [1+ (f’ﬂ + (f”+ai) 3¢/ =0 4.2.22)
2¢'¢" g X
denklemini verir. (4.2.22) denkleminin x e gore kismi tiirevi,

(o o o) =

2¢'e" g x

seklinde olup, elde edilen bu denklemin z ye gore kismi tiirevi alinirsa

" /
i 8 1
7 (2g’g”+?) =0

bulunur. Son denklemde f’f” # 0 oldugundan [g"'/(2¢'¢")+ 1/g'] teriminin sabit
oldugu elde edilir. Boylece (4.2.22) denkleminin z ye gore tiirevi g’ = 0 celigkisini

Verir.

Teorem 4.2.3. R> de u yatay vektoriine gire x = f(y) + g(z) tipinde V—singiiler

minimal yiizey asagidakilerden birini saglayan bir genellestirilmis silindirdir:

1. f(y)=civeg

" x / |: / 2i| 7 /

adi diferensiyel denkleminin ¢oziimiidiir;

2. g(z)=cpve

—-1/2

y::I:/[C3(f+C2)2a+C4] / df,

burada cy,...,c4 € R, c3 # 0 dir.
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Ispat: Yiizey, tek degiskenli f ve g diferensiyellenebilir fonksiyonlari igin

¢ (y,2) = (f(y) +&(2),y,2)

seklinde parametrize edilmis olsun. Buna gore yiizeyin teget diizlemi

oy = fle1+e
veE
o, =g'e1+e3

vektorleri ile gerilir. Dolayisiyla yiizeyin birim normal vektor alan1 ve birinci temel

formunun katsayilari, sirasiyla,

(e fez—ge3)

G

ai=1+( gu=r¢, en=1+()

veE

seklindedir. O halde yiizey lizerinde V yari— simetrik metrik konneksiyonu,
Voo, = fler—[1+(f)]e.
Vo @ = fler+ey— fges,
Vo.0y = —fges,
Voo = ('+8)er+(g) e
seklinde olup ikinci temel formun katsayilari
ey [1+<f’> ]

11 - \/1 f/

12_h21_ f< )
VI+()?
WY — g (8) +g

22 — \/1 f/

olarak hesaplanir. Dolayisiyla (4.2.3) formulunden, yuzeyin ortalama egriligi
1+ @]+ [T+ 2 1 P+ ) ¢
1+ ()]
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bulunur. Genelligi bozmaksizin u = e; olarak kabul edelim. Dolayisiyla, (4.2.5)

V —singiiler minimal yiizey denklemi

R R R P RV R CO R PO
5 5 =Q— (4.2.23)
L+ ()" +(g") f+e
denklemine doniisiir. (4.2.23) denkleminde f ve g ayni anda sabit olamaz, aksi halde
o = 0 olur ki bu inceledigimiz bir durum degildir. (4.2.23) denkleminin ¢6ziimii i¢in

asagidaki durumlar mevcuttur:

Durum 1. f = fy € R olsun. Buna gore (4.2.23) denklemi

1+ (g')?
g +2 [1 + (g’)z} ¢ = a% 4.2.24)

seklinde yeniden yazilabilir. (4.2.24) denkleminde, g sabit olmayan bir fonksiyon
olmalidir, aksi taktirde o = O elde edilir. Bu ise teoremin birinci maddesindeki ifadeyi

Verir.
Durum 2. f (y) =d+cy, ¢,d € R, ¢ # 0 olsun. O zaman (4.2.23) denklemi

1 _|_ C2 ! 1
(—)gz p Y . — (4.2.25)
denklemine doniisiir. (4.2.25) denkleminin y ye gore kismi tiirevi alindiginda, acc = 0

celiskisi bulunur.

Durum 3. /” # 0 ve g = g9 € R olsun. Buna gore (4.2.23) denklemi

f// o 1
1+(f)? f+eo

(4.2.26)
denklemine indirgenir. (4.2.26) denklemi 2’ ile ¢arpilir ve integrali alinirsa,
In|1+ (f)?| =2aln|f +go| +Inc

elde edilir. Son denklemde gerekli diizenlemeler yapildiginda,

f’:i\/c(f—I—go)za—l,ceR,c;éO (4.2.27)

bulunur. (4.2.27) denkleminin tiirevi, Emden-Fowler denklemi (Zaitsev ve Polyanin,

2002) olarak bilinen
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seklindeki denklemi verir ve bu denklemin ¢6ziimii
2a —1/2
y= i/ c(f+80)+d| " df+e deeR
olarak elde edilir. Bu ise teoremin ikinci sikkindaki ifadenin ispatini verir.

Durum 4. f” #0and g =d +cz, ¢,d € R, ¢ # 0 olsun. Buna gore (4.2.23),
[1 + 62} f//
L+c2+(f1)°

denklemine indirgenir. (4.2.28) denkleminin z ye gore kismi tiirevi, atc = 0 ¢eligkisini

1
+2c=00— 4.2.28
¢ d+cz+f ( )

Verir.

Durum 5. f”g"” # 0 olsun. O zaman (4.2.23) denklemi

{1+ e )2l @ e}
—a 1+(f’)2+(g’)2} B

olarak yeniden yazilabilir. (4.2.29) denkleminin, y ye gore kismi tiirevi
/ N2 | 1 N2\ n 7 2 N2
f {[H—(g) ]f +[1+(f) ]g +2[1+(f) +(g') ]g}
+(r+a) {[1+(&)] £+ 287 +4g 1"} = 208 f"
seklinde olup, elde edilen bu denklemin z ye gore kismi tiirevi
4f/f//g/g// +f/// {gl [1 + (g/)Z} + Zgg'g"} + (g/// + 2g//> [f/ + <f/)3 +2ff/f”]
Yy f///g/g// + zgg/// f/ f// + 4gg// f/ f// +4 f/ f// (g/)Z +6 f/g// (g/)Z -0
seklindedir. Son denklem f’f”g’g” ile béliiniirse,
i " 2
; | (gg’g” i ?) v

f/f// f”
2 £ 200" 4 40’ 69/
ff/]fcl/ + ggé// + g—(? + g_ﬁ + f;g,, =0 (4.2.30)

bulunur. (4.2.30) denkleminin y ye gore tiirevi
—— +2f

f/// ! g/// z
(f/f//) + (g/g// + gl) f//

seklindedir. Elde edilen bu denklemin z ye gore kismi tiirevi

f/// / ! g/// 2 /
1 + g/g//_'_g
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1+(g)? 1+ (f)

g//

4+ +

_I_

1+(g)’ 1+ ()

g//

!
2 AN 6 il
+28 +( f ) + gf -0

f/ f// ( f,,)z

1+ ()’
f//

1+(g)°

7

_ 6g f2 _0
(f")
(4.2.31)

+2g +2f




olarak hesaplanir.  (4.2.31) denkleminin ¢6ziimii i¢in agsagidaki durumlar soz

konusudur:

Durum 5.1. /" = fy € R, fy # 0 olsun. (4.2.30) denkleminin y ye gore kismi

tiirevi,

"
2
g =0 (4.2.32)
d¢ g

esitligini verir. Dolayisiyla (4.2.30) denklemi,

/1 / /
g8 2  2¢ 3g
o i Y 4 v + o 0 (4.2.33)

denklemine indirgenir. Diger taraftan, (4.2.32) denkleminin integrali alindiginda

2+

g'=-2¢"+¢c, ccR. (4.2.34)
elde edilir. (4.2.34) denklemi, (4.2.33) denkleminde yerine yazildiginda
—6(g")> +(Bc—2f0) g +2cfo=0

seklinde g’ nin ikinci dereceden polinomu elde edilir. Bu polinomun bagkatsayisi sifir

olamayacagindan, kabuliimiiz dogru degildir.
Durum 5.2. /" =2cf'f”, c € R, ¢ # 0 olsun. Bu esitligin integrali
f=c(f)’+ddeR

seklindedir. Buna gore (4.2.31) denklemi

(8 +E/> {%—ht(f')z} —6¢" =0

g'g" g c

esitligine indirgenir. Bu denklemin y ye gore tiirevi alindiginda,

" /
g 2
(g’g” - ?) =0

bulunur. Buise (4.2.31) denkleminde yerine yazildiginda g” /"’ = 0 ¢eliskisini dogurur.

Durum 53. (f”/ff") # 0 olsun. Bu durumda, (4.2.31) denklemi
(f" /£ ") ile boliinerek

A(y)B(z)=C(y)+D(z) (4.2.35)
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formunda yeniden yazilabilir, burada

o [{1+(f’)2}/f”+2f]/ B = (&g e +2/Y ¢
(y) = Gy ,B(z)=(g"/¢'e"+2/¢') /g
N /(f")?
fm f” N2 " "o
C(y):6(f////f/f//)/’D(Z):_[{1+(g) }/g +2g] /g

seklindedir. (4.2.35) denkleminde A, B,C,D fonksiyonlar1 sabit olmalidir. Buna gore
B(y) = Bg ve D(z) = —Dy, By, Dy € R alalim. Dolayisiyla

" 2 !
{;gﬂ—l—g} — Bog" (4.2.36)
ve
/ n2 g/// . "
4 — |1+ (g) ( ”)2 = Dog (4.2.37)
8

esitliklerini elde ederiz. (4.2.36) denkleminin integrali

n

8

2
T = Bog/—{-dl,dl eR (4.2.38)
88

g

!0

esitligini verir. (4.2.38) denklemi g'g" ile carpilip, integrali alindiginda

dy

//_@ n3
¢'==5 () +3

x (¢)°—2¢ +dr,dr €R (4.2.39)

bulunur. (4.2.39) denklemi, (4.2.38) denkleminde yerine yazildiginda,

B, .5 5 4 [(d% 8 3
¢ =3 () + 2B (¢) + (71—330) ()
+ (Body — 3d) (g’)2 +(didy+4) g —2d> (4.2.40)

bulunur. (4.2.39) ve (4.2.40) denklemleri, (4.2.37) denkleminde yerine yazilirsa, 7.
2
dereceden teriminin katsayisi % olan g’ niin polinomu elde edilir. Bu ise By =0

oldugunu verir. Dolayisiyla (4.2.38) denklemi
g/// _ (—Q—I—dlgl) g//

denklemine doniisiir. Bu esitlik (4.2.37) denkleminde yerine yazildiginda,

2

4g'g" — [1 + (g/)2} (—2—|—d1g/) — Dy (g//) (4.2.41)

elde edilir. (4.2.39) denklemi, (4.2.41) denkleminde g6z Oniine alinirsa,

d12 n4 24 N3 did 4 n2 4d/ d2_0
Z<g>_ 1(g)+(12—)(8)— 28 +dy =
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seklinde g’ niin polinomu bulunur. Denklemin saglanmasi igin terimlerin katsayilarinin
sifir olmas1 gerektiginden, iiclincii dereceden terimin katsayist olan d; = 0 olmalidur.

O zaman (4.2.39) ve (4.2.41) denklemleri, sirasiyla,
g =-2¢'+d,
ve
4g'¢"+2(¢) +2=Dy (¢")’
denklemlerine indirgenirler. Birinci denklem, ikinci denklemde g6z Oniine alinirsa,

(4Do+6) (¢')* —4(Do+da) '+ Dod3 —2 =0

seklinde g’ niin polinomu elde edilir. Denklemin sabit terimi sifir olamayacagindan,

kabuliimiiz dogru degildir. Bu ise teoremin ispatin1 tamamlar.

4.2.2 D—Singiiler Minimal Oteleme Yiizeyler

Teorem 4.2.4. R? de bir u yatay vektiriine gire z = f(x) +g(y) tipinde bir D—singiiler

minimal dteleme yiizey, u vektoriine paralel bir diizlemdir ya da g(y) = c1y + ¢ ve

:|:|03|\/1—|—C1/ —c3 1/20,’96,

olan bir genellestirilmiy silindirdir, burada cy,cy,c3 € R, c3 # 0 dir.

Ispat: Yiizey, tek degiskenli f ve g diferensiyellenebilir fonksiyonlari i¢in

@ (x,y) = (x5, f(x) + ()

olarak parametrize edilmis olsun. Buna gore yiizeyin birim normal vektor alani ve

yiizey iizerindeki D—yar1 simetrik non—metrik konneksiyonu, sirasiyla

g%+%

\/1+ ()2

veE

Dope = fer+ |+ ()] e
Do9y = gei+fges,
Dy @r = flea+f'ges,
Dy, @, = ger+ [g"+(g/)2] e3
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seklindedir. Dolayisiyla ikinci temel formun katsayilari
f//
i = 2 2’
I+ +(8)

hy = h3, =0,

g//
hyy = —
VU4 (2)
dir. Boylece (4.2.4) formiiliinden, M? nin ortalama egriligi
N2 1/ 1\ 2 7
@Y [0 g
3
1+ @)

2HP —

dir. Genellligi bozmaksizin u = e; olarak kabul edelim. Boylece (4.2.6) D—singiiler
minimal yiizey denklemi
1+ 1]

=—0— 4.2.42
T+ &) i R

esitligine doniisiir.  (4.2.42) denkleminin ¢Oziimii i¢in asagidaki durumlar soz

konusudur:
Durum 1. f = fj, fo € R olsun. O zaman (4.2.42) denklemi,

g// 0

denklemine indirgenir. Buna gore
g(y) =citcy, cr2€R
olup, yiizey parametrizasyonu
¢ (x,y) = x(1,0,0) +(0,y,¢1+ fo + c2y) (4.2.43)
seklindedir. Bu ise yiizeyin u vektoriine paralel bir diizlem olmasi demektir.
Durum 2. f’ # 0 olsun. (4.2.42) denkleminin y ye gore tiirevi

/

26" !+ [1 + (f/)2] ¢ = _20‘Lg1g1/ (4.2.44)
X

seklindedir. (4.2.44) denkleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki durumlari inceleyelim:
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Durum 2.1. g’ = gy € R olsun. Dolayisiyla (4.2.42) denklemi

(1+g) /"  «a

rlieg+ey] >

esitligine ya da denk olarak

/! ! ¢l
I L — (4.2.45)
f 1+ go (f /) X
denklemine indirgenir. Dolayisiyla (4.2.45) denkleminin integrali alindiginda
/
/ =cx % ceR, c#0,
I+g5+ ()
veya
\/1+g
f =%l ——= (4.2.46)

\/7

esitligi bulunur. Buna gore (4.2.46) denkleminin integrali, teoremin ifadesini verir.

Durum 2.2. g” # 0 olsun. (4.2.44) denklemi 2g’g” ile boliindiigiinde,

i 07 e,

olur. Son denklemin y ye gore tiirevi
" !
72 8
[14077] (55) =0
seklindedir. Elde edilen bu denklem ise
=21g'd", A eR (4.2.47)
oldugunu verir.
(4.2.47) denkleminde A = 0 olursa,
g(y) =citay+ey’, c#0,cp,c0,c3€R
olur. Dolayisiyla (4.2.42) denklemi,
2 f ' 2 f ' 1
4et | o= +f y tdee a4 /7 )y

+ =0

(ch/—Ff ) (l—l—cz) <fl) +2c (f')2—|—2c1
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seklinde y nin polinomuna doniisiir. ¢ # 0 oldugundan, polinomun bagkatsayisi

ocf;/ +f"=0 (4.2.48)
esitligini verir. (4.2.48) denkleminin integrali alinirsa,

ff=cx *ceR (4.2.49)
elde edilir. (4.2.49) esitligi polinomun sabit teriminde goz Oniine alinirsa,

2013 4201 3x T s =0
olur ki bu da ¢y = 0 ¢eliskisini verir.
(4.2.47) denkleminde A # 0O olursa, (4.2.47) denkleminin integrali

g =1 (g’)2 +c3

seklindedir, burada c3 € R dir. Boylece (4.2.44) denklemi

(b [ ] wod @ vt (7] el 1+ (7] =0

seklinde (g’) niin polinomuna déniisiir. Buna gore denklemin saglanmast igin

)« /
f'+3 [1+ (f’)z} +al =0 (4.2.50)
x
ve
2 f N2
fres (14 ()] ol [14 (7)) =0 (4.2.51)
olmalhdir. (4.2.50) denkleminden f” degeri ¢ekilip (4.2.51) denkleminde yerine
yazilirsa
)’ /
c3——+ Otw =0
2 X
bulunur. Bu denklemin ¢6ziimii
A=2
e

seklindedir, burada c4 € R dir ve f sabit bir fonksiyon olmadigi i¢in A — 2¢3 # 0 dur.
f fonksiyonu (4.2.50) denkleminde g6z 6niinde bulunduruldugunda,

+7L—2C3+/1(7L—2C3)2 )

A— =0
“ 20 saZ
seklinde x in polinomu elde edilir. Bu ise A = 0 ¢eligkisini verir. Bu da teoremin

ispatini tamamlar.
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Teorem 4.2.5. R? de bir u yatay vektiriine gire y = f(x)+g(z) tipinde bir D—singiiler

minimal dteleme yiizey, ya bir diizlemdir ya da g(z) = ¢+ ¢z ve

:]:‘C3|\/1—|—C1/ 3 20‘ 12 gy

olan bir genellestirilmiy silindirdir, burada cy,cy,c3 € R, c3 # 0 dir.

Ispat: Yiizey, tek degiskenli f ve g diferensiyellenebilir fonksiyonlari i¢in

¢ (x,2) = (x, f(x) +£(2),2)

olarak parametrize edilmis olsun. Buna goére birim normal vektor alam ve yiizey

tizerindeki D—yar1 simetrik non-metrik konneksiyonu, sirastyla,

flei—ex+g'es

_\/1 .

ve

Do ox = f'e,
Dyp.@. = e+ fey,
Dy ¢y = 0,
Do, = (§'+g)er+es
seklindedir. Dolayisiyla, ikinci temel formun katsayilari,
=L
\/ L+ (1) +

hty = ) =0,

7

V1P )

olarak elde edilir. Boylece (4.2.4) formiiliinden, M? nin ortalama egriligi
[+ @]+ 1+ 0] 8"
3
2
2[1+ (7 + (2]
dir. Genelligi bozmaksizin u = e; olarak kabul edelim. Dolayisiyla, (4.2.6) D—

D
h22

HP =

singiiler minimal yiizey denklemi, (4.2.42) denklemine benzer olarak

P e p

T+ () +(g)? x
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denklemine doniigiir. Dolayisiyla Teorem 4.2.4 e benzer bir sonug elde edilir. Bu da

ispat1 tamamlar.

Teorem 4.2.6. R> de u yatay vektoriine gore x = f(y) + g(z) tipinde D—singiiler
minimal oteleme yiizey f (y) = c| ve

~1/2
7= i/ [c% (c1 +g)2a — 1] dg, ci,c€R,cp#0 (4.2.52)

olan bir genellestirilmis silindirdir.

Ispat: Tek degiskenli f ve g diferensiyellenebilir fonksiyonlart igin

¢ (y,2) = (f(y) +&(2),y,2)

olarak parametrize edilmis olan bir M? yiizeyini alalim. Buna gore M? iizerindeki

yari—simetrik metrik olmayan D konneksiyonu

D‘Py ¢y = f”e17
Dy, 0. = flej+ey,
D(Pz (Py = O’

Dy . = (g” +g/) e t+e3

seklindedir, burada f’ = fl—];, = ?{27];, vb. dir. Dolayisiyla ikinci temel formun
katsayilart,
f//
M = 2 2’
I+ +(2)

hiy = h3, =0,

i

iy = ——2
I+ + ()

olup, (4.2.4) formiiliinden, M? nin ortalama egriligi

e o]
2 (14 (P4 (97

dir. O halde (4.2.6) D— singiiler minimal yiizey denklemi
[1+<g1)2} f”‘|‘ [1 _|_(f/)2} g// o
ERVORES O
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seklinde yeniden yazilabilir. (4.2.53) denkleminde f ve g fonksiyonlari, simetrik
roldedirler ve (4.2.53) denkleminin yalnizca f ya da g sabit iken ¢6ziimii vardir. Aksi
durumda, yani f’g’ # 0 olmasi halinde, (4.2.53) denkleminin ¢6ziimii yoktur, (Lépez,
2016, Teorem 4.1). Simetriden dolay1 f = fo € R olarak kabul edebiliriz. Buna gore
(4.2.53) denklemi,

7

g o
= (4.2.54)
1+(g)* fots
esitligine indirgenir. (4.2.54) denkleminde
dgdg _g"
I s - R - B 4.2.55
§=a0d =g 0= g q(8) ( )

olarak alalim. (4.2.55) esitlikleri, (4.2.54) denkleminde gozoniinde bulundurul-
dugunda,

/

qq 04
= . 4.2.56
1+¢> fo+g ( )

bulunur. (4.2.56) denkleminin g ye gore integrali

1+¢* = (fo+8)™*

denklemini yani
dg

Ve (fotgP 1

esitligini verir ve bu esitligin integrali teoremin ispatini tamamlar.

dz==+

4.3 R3 OKlid ve R} Lorentz-Minkowski Uzayinda Yari-Simetrik Konneksiyon-

lara Sahip Minimal Olan Singiiler Minimal Yiizeyler

Bu boliimde; 3-boyutlu Oklid ve Lorentz—Minkowski uzaylarinda minimal
olan singiiler minimal yiizeylere ait karakterizasyonlar elde edildi. Bu nedenle (3.1.1)
denkleminde o # 0 oldugu kabul edildi. Aksi taktirde, yani &« = 0 durumunda, her
minimal yiizey asikar olarak bizim yaklagimimizi saglamaktadir. Buna gore a # 0

sart1 altinda (3.1.1) denklemi,

(E(p),u) =0

oldugunu verir. Yani yiizeyin her p noktasindaki teget diizlemi u vektoriine paraleldir.
Boyle bir durumda (& (p),u) = 0 oldugundan dolay1 minimal bir yiizey, u vektoriine

paralel bir diizlemdir ve sabit acili yiizeyler adi verilen yiizeyler sinifina aittir
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(Munteanu ve Nistor, 2009, Proposition 9). Buna gore asagidaki Onerme ifade

edilebilir:

Onerme 4.3.1. R3 de M vyiizeyi, keyfi bir u vektoriine gore singiiler minimal bir yiizey

olsun. Eger M?, minimal bir yiizey ise; o zaman M?, u vektériine paralel bir diizlemdir.

R? iizerinde, 6zel bir yari—simetrik metrik konneksiyon kullanilarak (3.1.1)
denklemi yeniden uyarlandiginda bu sonu¢ degisir. Simdi elde edilen yeni sonuglari

acik bir sekilde inceleyelim.

4.3.1 R? Oklid Uzayinda Singiiler Minimal Yiizeyler

Bu boliimde; R3 de diizlemlerin yanisira, (4.2.1) denklemine sahip oOzel
bir yari—simetrik metrik V konneksiyonuna gore minimal olan singiiler minimal
yiizeylerin, genellestirilmis silindirler olduklar1 gosterildi. Ayrica (4.2.2) denklemi
ile verilen 6zel bir yari—simetrik metrik olmayan D—konneksiyonu kullanildiginda bu
yaklasimin yalnizca asikar olmayan sonuclar iirettigi elde edildi.

4.3.1.1 V—Singiiler minimal yiizeyler

Teorem 4.3.1. M2, R? de u = (a,b,c),a® + b* # 0 birim vektiriine gore 7 = u(x,y)
tipinde V—singiiler minimal yiizey olsun. Eger M? V—minimal ise, o zaman
asagidakilerden biridir:

1. u=(0,b#0,c) ve

c 1
u(x,y) = Ey—k mln [cos (2bx + A1)] + Az;

2. u=(a#0,0,c) ve

1
u(x,y) = gx-l— z—azln [cos (2ay + A3)] + Ag;
3. u=(a,b,c),ab#0ve

c 1 b bc b
u(x,y) ng—mln [COS (_2"1\ <)’— ax) +7Ls)} t (y— ;x) + e,

burada Ay, ..., ¢ € R dir.
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Ispat: M? yiizeyi
¢(x,y) = (x,y,u(x,y))

olarak parametrize edilsin. Buna gore ylizeyin teget diizlemi
Oy = €1 + uyes
ve
¢y = € + uyes
vektorleri ile gerilir. Buna gore M? yiizeyinin & birim normal vektor alan

—Uye] — uyez +e3

\/l (1y)* )2

dir. Yiizeyin birinci temel formunun katsayilar

gu=1+(w)?, gn=uwauy, gn=I1+u)
seklindedir. Yiizey iizerinde V yari-simetrik metrik konneksiyonu asagidaki gibidir:
Vo, @r = use + (=1 +ux) €3,

V(py Or = Ux€ t+Uyyes,

V(prDy = uyer+ (—1 + uyy)e3,

burada u, = g” JUgy = 2’2‘ dir. O zaman ikinci temel formun katsayilari
1 - (ux) + Mxx
11 =
\/ 1+ (uy)? )
Uyy uxuy
12 = 21 = >

\/ 1+ ()* + (uy)

—1—(u ) + Uy

h22 -

\/1 (1y)* )2

seklinde elde edilir. Dolayisiyla, (4.2.3) formiiliine gore, ylizeyin ortalama egriligi

[1 n (uy>2] Uy — 2ty + [1 + (ux)z] Uy —2 [1 + ()’ + (”y)z]

2HY = v
1+ () + ()]
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olarak bulunur. Kabul edelim ki M2, V—minimal olsun. ¢ # 0 oldugundan (4.2.5)

formiili
(§,u) =0
esitligini ve dolayisyla

auy +buy = c 4.3.1)
esitligini verir. Diger taraftan ylizeyin V—minimallik sart1
[1 n (uy)z} e — ittty + [1 n (ux)z} lyy —2 [1 )+ ) =0 432
denklemini verir. (4.3.2) denkleminin ¢oziimii i¢in asagidaki durumlar mevcuttur:

Durum 1. a = 0 olsun. Bu durumda, diferensiyellenebilir keyfi bir f

fonksiyonu icin (4.3.1) denkleminin ¢6ziim fonksiyonu,

c
u(x,y)=fx)+y
seklindedir. O zaman (4.3.2) denklemi
b !/
Sl (4.33)
1+ (bf")

olarak yeniden yazilabilir, burada f' = % ve [ = ‘;TJ; dir. (4.3.3) denklemi

bdf'
L+ (bf)?
seklinde yada bf’ =t, bd f' = dt degisken degistirmesi yardimiyla

= 2bdx

dt

42 = 2bdx 4.3.4)

seklinde yeniden yazilabilir. (4.3.4) denkleminin integrali
arctant = 2bx+ A1, A € R

olup, buradan

t = tan (2bx+ ;)

veya

1
f'=tan(2bx+ ) (4.3.5)
elde edilir. (4.3.5) denkleminin integrali

1
f= ﬁln[cos(be—i—ll)] +A,Ah eR
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fonksiyonunu verir ve bu da teoremin birinci ifadesini ispatlar. (4.3.2) denkleminde x
ve y simetrik rolde olduklarindan » = 0 icin de benzer adimlarla teoremin ikinci ifadesi

elde edilir.

Durum 2. ab # 0 olsun. Buna gore (4.3.1) denklemi i¢in ¢6ziim fonksiyonu,

diferensiyellenebilir bir g fonksiyonu i¢in

u(x,y) = §x+g (y — gx) (4.3.6)

seklindedir. (4.3.6) denklemi, (4.3.2) de goz Oniine alinirsa,

¢'—2|a+ (e~ bg)*+ (ag)?] =0, (4.3.7)
elde edilir, burada g’ = %, g = %, F=y— %x dir. (4.3.7) denklemi diizenlendiginde
(@+b%g"
a®+ (bc — (a* +b?) g/)2
seklinde, yani
(@+b)dg 2d5 4.3.8)

a®+ [bc — (a? +b2)g’]2

olarak yeniden yazilabilir.
be—(a®+b*) g =t, —(a*+b*)dg =dt

degisken degistirmesi ile (4.3.8) denklemi

dt

oy =2y (4.3.9)

seklinde yazilabilir. (4.3.9) denkleminin integrali alindiginda

1 t
—arctan — = —27+ A3
|a| |al
yani
t = |a|tan (—=2|a|y + A4) (4.3.10)

bulunur. (4.3.10) denkleminde ¢ degeri yerine yazilirsa,

(a*+b*) g = —|a|tan (—2[aly + As) + be (4.3.11)
elde edilir. (4.3.11) denkleminin integrali
In|cos(—=2|a|y+ Aq)| + bcy + As

C2(a>+b?)
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olur. Dolayisiyla

c 1 b bc b
u(x,y) = ax—mln |:COS (—2|a| (y— EX) —|—)b4):| —I—m (y— ;X) —}—As

olur ve bu da teoremin ii¢iincii ifadesini verir.

Yorum 4.3.1. Teorem 4.3.1 in birinci ifadesinde verilen yiizey, genellestirilmis bir

silindirdir (Gray, 1998, s. 439) ve

1 c
o (x,y) = (x,O,@ln [cos (2bx + Ay)] —l—?Lz) +y (O, 1’5)

seklinde parametrik olarak ifade edilebilir. Bu yiizey, daha onceden Wang (2020)
tarafindan elde edilmis olan z = f(x)+ g(y) tipinde V—minimal bir iteleme yiizeyidir.
Teoremin ikinci ifadesi icin de aynt sonug ifade edilebilir. Ancak Teorem 4.3.1 in

lictincii ifadesinde tanimli olan yiizey,

o) =x(1.7.5) + (0585,

a a

y=y— gx dir. b # 0 oldugundan dolayi, bu yiizey afin dteleme yiizeyler sinifina aittir

ve V—minimal yiizeyler icin yeni bir ornektir.
Teorem 4.3.2. M?, R3 de u = (a,b,c), a® + c* # 0 vektoriine gore y = u(x,z) tipinde
V —singiiler minimal yiizey olsun. Eger M?, V—minimal ise, o zaman asagidakilerden
biridir:

1. M?, (0,0, 1) vektiriine paralel bir diizlemdir;

2. u=(0,b,c), bc #0ve

b 1
u(x,z) = ;Z—F 2—bcln [cos (2bx+ A1)] + Az;

3. u=(a,b,0),a#0ve

b 1 1
u(x,z) = ;xi—larctan (W*/e“z—az) s
2

2|a

4. u=(a,0,c),ac#0ve

1 1 -
u(x,z) = :l:m arctan (m \/e4“2(z_5x) — /’Lf) +As, &g #£0;
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5. u=(a,b,c),ac#0ve
b c
u(x,z) = —x+v<z——x>,
a a

burada v,

¢ 1
a - be (2 _
a 2lal (a*+c?) (a2+b2c2){ c(2lalv+2e)

— |a|In[bccos (2]alv+ Ag) — |a|sin (2]a| v+ Ag)]} + A7,

77—

seklinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve Ay, ...,A7 € R dir.

Ispat: M? lokal olarak, u (x,z) fonksiyonu icin
¢ (x,2) = (x,u(x,2),2)
olarak parametrize edilsin. Buna gore yiizeyin teget diizlemi
Qr = €1 + uxer

\Y&
¢, = uzer +e3

vektorleri ile gerilir. Buna gore M? yiizeyinin & birim normal vektor alan

5 _ Uy€] — €y + uze;3
V1 ()% + ()

dir. Yiizeyin birinci temel formunun katsayilar

(4.3.12)

gun=1+ (Mx)z, 812 = Uxllz, g2 =1 +(uz)2

seklindedir. Yiizey iizerinde V yari—simetrik metrik konneksiyonu asagidaki gibidir:

V‘Px‘Px = Uxx€2 — [1 + (”x)z} €3,

V(Px o, = e+ (ux + uxz) ey — Uyl;€es3,
V(Pz Ox = Uxz€ — Uylz€3,

2
V(Pz ¢, = (”z + ’/‘zz) € — (”z) €3

2 . e
burada u, = %, Uy = % vb. dir. Buradan ikinci temel formun katsayilari

Y — Uz + U (ux)z + Upx
11— )
V1 007+ ()
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AN A Uxz + Uy (uz)2
12 — 21 — > 2’
V1 ()% + ()
u; + (uz)3 + Uz
V1 0% + ()

olarak hesaplanir. Dolayistyla (4.2.3) formiiliine gore ylizeyin ortalama egriligi

v _
h22__

[1 + (”Z)Z] Uyy — 2Uxlizly; + [1 + (”x)z] Uz +2 [1 + (”x)2 + (”z)2 Uz
)2} 3/

2HY = —
1+ () + (e
4.3.13)

seklinde elde edilir. M? yiizeyinin V—minimal oldugunu kabul edelim. « # 0

oldugundan (4.2.5) formiiliinden
(§u)=0

esitligini ve dolayisiyla

auy+cu; =b (4.3.14)

olur. Diger taraftan

u= a(px-l-c(py

olarak yazilabileceginden, M? nin her noktasinda teget diizleminin u vektoriine paralel

oldugu elde edilir. V—minimallik sartindan dolay1 (4.3.13) den
[1 + (uz)z} R [1 n (ux)z} ) [1 )+ () =0 (43.15)
denklemi bulunur. (4.3.15) denkleminin ¢6ziimii i¢in agsagidaki durumlar inceleyelim:
Durum 1. a =0, ¢ # 0 olsun. Buna gore (4.3.14) denklemi
u, = —
c
esitligini verir. b = 0 oldugunda, u, = 0 olup, (4.3.15) den

Uy =0

denklemi bulunur. Bu ise M? nin u vektdriine paralel bir diizlem oldugunu ifade
eder. b # 0 iken (4.3.15) denkleminin ¢oziim fonksiyonu, diferensiyellenebilir bir f
fonksiyonu icin

u(x,z) = lgz-l-f(x)
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seklindedir. O zaman (4.3.15) denklemi,

/!
Lz _
1+ (cf")
yani
/
L;?C02:=—2mu (4.3.16)
C

esitlisi T ) __ df //_dz_f . : ! __
sitligine doniisiir, burada f* = 2 ve f7 = — dir. (4.3.16) denkleminde cf" =1,

cdf' = dr degisken degistirmesi yapildiginda

dt
= —2bd
1 +1¢2 o

olup, bu denklemin integrali alindiginda
arctant = —2bx+ Ay
bulunur, burada A; € R dir. Buna goére
t =tan(—2bx+Ay)
yazilir. Burada r = cf’ degeri yerine yazilirsa
|
f=—tan(—2bx+A;)
c
olur. Bu ifadenin integrali alinirsa
1
flx)= T In[cos (2bx+ A1)+ A2, A2 € R
c

elde edilir ve bu da teoremin ikinci ifadesinin ispatin1 tamamlar.

Durum 2. a # 0, ¢ = 0 olsun. Buna gore (4.3.14) denkleminin ¢dziim

fonksiyonu, diferensiyellenebilir bir g fonksiyonu i¢in

u(x,z):§x+g(z)

seklinde yazilir. Boylece (4.3.15) den

7

g—2 —_2
b+ww]g
denklemi bulunur veya buna denk olarak
" 2,0
g_iﬁﬁj:_; (4.3.17)
8 1+4(ag)
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denklemi elde edilir, burada g’ = ‘é—i, g = % dir. (4.3.17) denkleminin integrali
alindiginda
1
Injg| — 5In |1+ (ag')*| = —2z+ 2a,
ya da denk olarak

gl
— 5 e F (4.3.18)
1+ (ag)?

bulunur, burada A3, A4 € R dir. (4.3.18) denkleminin karesi alinip gerekli diizenlemeler

yapildiginda,
. |Age=2
1 —a?Aje %
ya da buna denk olarak
g=+M (4.3.19)

\/ ¥ — azlf

elde edilir. (4.3.19) denkleminin integrali alinirsa

1 1
= +—arct 2 a2)2 ) + A
g(2) 2a] eurcan(la)L4| e —a 4>—|— 5

olur, bu da teoremin ii¢iincii ifadesinin ispatin1 tamamlar.

Durum 3. ac # 0 olsun. Buna gore (4.3.15) denkleminin ¢ozimii, v

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere
b
u(x,z) =—-x+v (z — Ex) (4.3.20)
a a

seklindedir. (4.3.20) deki u fonksiyonu, (4.3.15) denkleminde g6z oniine alindiginda,

V2 [az + (b - cv')2 + (av’)z} V=0 (4.3.21)
elde edilir, burada v/ = 42, v = €% 7 = 7 — £x dir.

Eger b = 0 olursa, (4.3.21) denklemi
Vi2 [az—i- (v')z] VvV =0

ya da buna denk olan
/! /)
V_/ v 5 = —2d%. (4.3.22)
Va4 (V)

denklemine doniisiir. (4.3.22) den integral alindiginda

1
Inpy| — §1n|a2 + (\/)2 | = —2a%2+ 2
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denklemi ya da bu denkleme denk olan

/

v — Jye 20 (4.3.23)
a?+ (V')
bulunur. Buna gore (4.3.23) denkleminden
|a]

V=t—onao
/e4a22 — 172

seklinde olup, bu denklemin integrali

1 1 B
~\ 4a2 2
v(z)_i—2| |arctan [—| 7|\/e 1—17} + A

elde edilir, burada A7, Ag € R dir. Bu ise teoremin iiciincii ifadesinin ispatini tamamlar.

Eger b # 0 olursa, (4.3.21) denklemi

r (a2 + cz) V!

=2V (4.3.24)
a*+ (be— (a®>+c?) V')

2

olarak yazilabilir. (4.3.24) denkleminde
bc — (a2 +c2) Vs, — (a2 —|—c2) dv' = dt

degisken degistirmesi yapildiginda,

dt

= 2 d3 (4.3.25)

elde edilir. (4.3.25) denkleminin integrali alindiginda,
¢ = [altan (2]a]v+ |al9)

olur ve bu esitlikte 7 ifadesi, yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapildiginda

b
v ¢ ? S tan (2av+aly)

T2+ a2+
denklemi ya da bu denkleme denk olan

(a>+c*)dv
bc — |a|tan (2av + alg)

=dZ (4.3.26)

bulunur. (4.3.26) denkleminin integrali teoremin son ifadesini verir. Bdylece teoremin

ispat1 tamamlanr.
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Yorum 4.3.2. Teorem 4.3.2 nin ikinci ve iiciincii ifadelerinde verilen yiizeyler
V—minimal genellestirilmis silindirledir ve Wang (2020) tarafindan elde edilmig
olan y = f(x) + g(z) tipinde V—minimal oteleme yiizeylerinin érnekleridir. Ayrica
Teorem 4.3.2 nin son iki ifadesinde verilen yiizeyler V—minimal afin oteleme

viizeyleridir.

Son olarak, x = u(y, z) tipindeki yiizeyleri ele alalim.
Teorem 4.3.3. M?, R? de u = (a,b,c), b*> + ¢ # 0 vektoriine gire x = u(y,z) tipinde
V — singiiler minimal yiizey olsun. Eger M?, V—minimal ise, o zaman asagidakilerden
biridir:

1. M?, (0,0, 1) vektiriine paralel bir diizlemdir;

2. u=(a,0,c),ac #0, ve

1
u(y,z) - SZ—F 2_(,chn [COS (2by—|—),1)] —|—A,2;

3. u=(a,b,0),b#0,ve

1 1
u(y,z) = gy:t—arctan (m\/e4z_b2) +23:

2|

4. u=(0,b,c), b #0, ve

l 1 2 _gx
u(y,z) ::l:marctan (W\/e% (=% )-A}) + s, Ag 7 0;

5. u=(a,b,c),bc#0,ve

u(y,z) = gx-l—v (z— £x> ,

burada v,

¢ 1
c S
5 e ) Bt e Cblvi i)

—|b|In[accos (2|b|v+ Ag) — |b|sin (2 |b|v+ Ag)] } + A7,

—

seklinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve Ay, ...,A7 € R dir.
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Ispat: M? lokal olarak, u (y,z) fonksiyonu icin

¢ (%,2) = (u(y,2),52)
olarak parametrize edilsin. Boylece yiizeyin teget diizlemi
¢y = uye; + e
ve
O, = uze; +e;3

vektorleri ile gerilir. Buna gore M? yiizeyinin & birim normal vektor alan

e — uyez — Uz;€3

\/1 uy + (uz)?

dir. Yiizeyin birinci temel formunun katsayilari

(4.3.27)

gu=1+ (“y)za g2 =uyuz, g =1 +(uz)2

seklindedir. Yiizey iizerinde V yari—simetrik metrik konneksiyonu asagidaki gibidir:

Vo, 0y = uyyel—{lJr(uy)z} €3,

V(Py ¢, = (”y + ”yz) €] +ex —uyuzes,
Vo @y = uyel —uyuzes,

2
Vo0, = (uz+uz;)e; — (u;)"es,

burada u, = 3y Uyy = ‘3 vb. dir. Buradan ikinci temel formun katsayilar

Uz +u; (”y) + Uyy

11 - )
\/1 uy + (uz)?

olarak hesaplanir. Dolayisiyla (4.2.3) formiiliinden yiizeyin ortalama egriligi

[1 + (uz)z] Uyy — Uty Uz Uy, + [1 + (uy)z} Uy +2 [1 + (uy)2 + (uz)z] u,

vV _
2= 2]3/2

(1 () + ()
(4.3.28)
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seklinde elde edilir. M? yiizeyinin V—minimal oldugunu kabul edelim. « # 0

oldugundan (4.2.5) formiiliinden
(§,u) =0

esitligini ve dolayisiyla

buy+cu, =a (4.3.29)
bulunur. Diger taraftan

u=>be,+co,
olarak yazilabileceginden, M? nin her noktasinda teget diizleminin u ya paralel oldugu
elde edilir. V—minimallik sartindan dolay1 (4.3.28) denkleminden

[1 + (uz)z] Uyy — iyt + [1 + (uy)z} ) [1 + (uy)>+ (uz)z] =0 (4.3.30)

olur. (4.3.29) ve (4.3.30) denklemleri, sirasiyla, (4.3.14) ve (4.3.15) denklemleri
ile benzer oldugundan x, y ile a da b ile yer degistirildiginde bu tiir yiizeyler i¢in
Teorem 4.3.2 nin ispatindaki adimlar takip edilerek Teorem 4.3.2 ile benzer sonuglar

elde edilir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

4.3.1.2 D—Singiiler minimal yiizeyler

Teorem 4.3.4. M?, R> de u = (a,b,c),a* + b* # 0 birim vektoriine gore 7 = u(x,y)
tipinde bir D—singiiler minimal yiizey olsun. Eger M?, D— minimal ise, o zaman u

vektoriine paralel bir diizlemdir.

Ispat: M? lokal olarak,

¢ (x,y) = (x,y,u(x,y))
seklinde parametrize edilsin. Buna gore yiizeyin teget diizlemi
Ox = €1+ uye3
ve
@y = € +uye3
vektorleri ile gerilir. O zaman M? yiizeyinin & birim normal vektor alam
—Uyxe] —Uyer +e3

V1 0% + ()’
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dir. Yiizeyin birinci temel formunun katsayilari

g =14w)?, gn= uxlty, gn =1+ (“y)z

seklindedir. Yiizey iizerindeki D yari—simetrik metrik olmayan konneksiyon asagidaki
gibidir:

Dy @ = uxe;+ [(ux)2 —|—uxx] es,

Do @y = uyer+ (uity +uyy) €3,

Do, @y = urer+ (uylty +yy) €3,

Dogy = mert ((1) +uy) e

burada u, = g”,uxx 3 vb. dir. Buna gore ikinci temel formun katsayilar

12 - 21 - )
\/1 (1) )2
3 =
\/1 (i) )2

seklinde elde edilir. Buna gore (4.2.4) formiiliinden

D _
2H 1+ () + ()] W

elde edilir. M? yiizeyinin D-minimal oldugunu kabul edelim. o # O oldugundan

(4.2.6) formiiliinden
(u)=0

esitligi ve dolayisiyla
auy +buy, = c (4.3.31)

bulunur, burada a” + b? # 0 dir. Diger taraftan D—minimallik sart:
1+ () st = 2ttty [ 1+ (1) 1y = 0 (4.3.32)

denklemini verir. (4.3.32) denkleminin ¢6ziimii icin asagidaki durumlar mevcuttur:
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Durum 1. g = 0 olsun. (4.3.31) denkleminin ¢oziim fonksiyonu,

diferensiyellenebilir bir f fonksiyonu icin

u(x,y) = F(6) +

seklindedir. u(x,y) fonksiyonu (4.3.32) denkleminde gtz 6niine alinirsa,
1 /!
A

elde edilir, burada [’ = ZZTJ; dir. Bu esitligin integrali alinirsa

f(x) =Mx+A, M, ALeR
elde edilir. Dolayisiyla

1
(P(x7y) = (X,O,)L]X—l—)tz) + Zy(oabac)

olur. Bu ise M? nin u vektdriine paralel bir diizlem olmasi demektir.

(4.3.32) denkleminde x ve y simetrik rolde oldugundan a # 0 ve b = 0 icin ayni

sonug elde edilir.

Durum 2. ab # 0 olsun. Buna gore, diferensiyellenebilir bir g fonksiyonu i¢in,

(4.3.32) denkleminin ¢6ziim fonksiyonu
c b
u(x,y) = -x+g (y - —X>
a a
seklindedir. u(x,y) fonksiyonu (4.3.32) denkleminde yazildiginda

2 . . e . .
3752’7, y=y— gx dir. Bu esitligin integrali alinirsa,

b b
g(y——X> =M+A3 <y——X)
a a

fonksiyonu bulunur, burada A3, A4 € R dir. Dolayisyla M? yiizeyi

elde edilir, burada g’ =

< X .
(p(x,y) = 5 <a7b,c) + (an,13y+l4)
seklinde parametrize edilir. Bu ise yiizeyin u vektoriine paralel bir diizlem oldugunu

gosterir.

y = u(x,z) ve x = u(y,z) tipindeki yiizeyler verildiginde, (4.3.31) ve (4.3.32)
denklemlerine benzer denklemler elde edilir ve dolayisiyla yukarida elde edilen

sonuclar bu yiizeyler i¢in de gecerlidir.
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4.3.2 Ri’ Lorentz-Minkowski Uzayinda Singiiler Minimal Yiizeyler

(R3,(,)), 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 ve {e;,e;,e3} de R] iizerinde
ortonormal bir ¢ati olsun, burada (,); = dx? 4+ dy* — d7? seklindedir. Buna gore,
sirastyla, asagidaki gibi tanimli olan belirli yari—simetrik metrik konneksiyon ve

yari—simetrik metrik olmayan konneksiyonu goz oniine alalim:
VxY = VLY + (Y, e3) X — (X,Y)e3 (4.3.33)

Ve

DxY = VLY + (Y e3)1 X, (4.3.34)

burada V%, R} uzaymin Levi-Civita konneksiyonu ve X,Y € I' (TR;) dir. Buna gore
(4.3.33) ve (4.3.34) denklemleri icin, sirasiyla,

Velel = —€3, Ve1e2 - Oa Ve1e3 = —€],
Ve,e1 =0, Ve, €2 = —e3, Ve, €3 = —e2,

Ve3el — O, Ve3e2 - 0, Ve3e3 - O
ve

Delelz()) De1e2:07 De1e3:ela
De,e; =0,  De,e2 =0,  De,e3 = e,

De3el :OJ De3e2:()7 D83e3:e37

seklindedir. M?, R% uzayina immmers edilmis, yonlendirilmis bir yiizey olsun. V

X, Yel (T]R?) veéel (TR?) + icin V ve D konneksiyonlarina goére Gauss formiilii,
VxY = (VxY)T+1rY (X,Y)E

veE

DxY = (VxY)T+hP (X,Y)E

seklindedir, burada T, M? nin teget demeti iizerine izdiisimii gosterir. Y ve hP,
sirastyla, V ve D konneksiyonlarina gore (0,2) tensor alanlari olarak adlandirilir.
{ey,e;}, M? yiizeyi iizerinde ortonormal tanjant ¢atis1 olsun. Buna gére M? yiizeyinin

V ve D konneksiyonlarina gore ortalama egrilikleri, sirasiyla,

1
HY = 3 hY (e1,e1) +hY (ez,ez)]
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veE

1
HP — > [hD (e1,e1) +hP (e2,€2)]

seklinde tanimhdir. g;;, 1 < i,j < 2, indirgenmig metrik tensoriin bilesenlerini

gostersin. Buna gore HY ve HP ortalama egrilikleri, sirasiyla,

_ 822h1V1 — 812 (hlV2 ‘|—h§1) +g1]h§2

HY rdee (4.3.35)
ij
ve D D D D
P — gnht — g1z (hy +h3)) +811h) (4.3.36)

2detg,-j
seklinde verilir. Burada I'(TM?) nmn {fi, f»} baz1 icin hivj =g (Vfi fj,é) ve hiDj =
g (Dy.fj,€) dir.

R? de Loépez tarafindan tanimlanan singiiler maksimal yiizey tanimi, iigiincii
boliimde Tanim 3.2.1 ile verilmisti. z—koordinati, zaman koordinatini temsil ettiginden
dolay1, yercekim kavraminin bir anlami yoktur. Bu nedenle Riemann durumunun
aksine, (3.2.4) denklemi yalnizca & vektorii ve z—ekseni arasinda tanimli agiya sahip
olan spacelike yiizeyleri tanimlar. Burada dikkat edilmesi gereken bir husus, « # 0 ise,
& ve (0,0, 1) timelike vektorleri i¢in (£, (0,0,1)) # 0 oldugundan, (3.2.4) denkleminde
H ortalama egriligi sifira esit olmaz ve boylece (3.2.4) denklemini dogrudan bu
kisimda yapilacak calismalara uygulayamayiz. Bu nedenle bu kavrami asagidaki
gibi degistirip, V ve D konneksiyonlarina goére singiiler minimallik kavramim

tanimlayabiliriz:

Tanmim 4.3.1. ¢, R? de yonlendirilmis timelike bir M? yiizeyinin diferensiyellenebilir
bir immersiyonu olsun ve & ile H, sirasiyla, M yiizeyinin birim normal vektor alam
ve ortalama egriligi olsun. u € R3, u # 0, & vektoriine paralel olmayan spacelike bir
vektor olsun, oyle ki & ve u vektorleri, spacelike bir 2—uzayini gersin. Eger M? yiizeyi,

<§au>L

2H=«
<(P,u>L

, xR a#0

denklemini saglarsa, M? yiizeyine, u vektoriine gore singiiler minimal yiizey denir:

Bu tamim ile R? uzayinda bir M? singiiler minimal yiizeyi, & ve u
vektorleri arasinda tanimli Lorentz spacelike agisina sahip timelike bir yiizey olarak

diisiinebiliriz. Bu denklem, M? yiizeyinin minimal olmasi durumunda (&,u); = 0
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oldugu sonucunu verir, yani tamml olan a¢1 7 dir ve Riemann durumunda oldugu
gibi, M? yiizeyi diizlem olmak zorunda olan bir timelike sabit acili yiizey olur (Giiler

vd., 2011, Teorem 3.1). Boylece agagidaki 6nermeyi ifade edebiliriz:

Onerme 4.3.2. R? uzayimda M?, spacelike bir u vektoriine gire singiiler minimal
yiizey olsun. Eger M? minimal bir vyiizey ise, o zaman a vektériine paralel bir

diizlemdir.

Bu boliimde (4.3.33) ve (4.3.34) esitlikleriyle verilen V ve D konneksiyonlarina
gdre minimal olan singiiler minimal yiizeyler i¢in elde edilen karakterizasyonlar ifade

edildi.

4.3.2.1 V—Singiiler minimal yiizeyler

Tamm 4.3.2. ¢ : M> — R?, yonlendirilmis bir M? timelike vyiizeyinin diferensiyel-
lenebilir bir immersiyonu; &, M? vyiizeyinin birim normal vektor alam ve HY, V ya
gore M? yiizeyinin ortalama egriligi olsun. w # 0 € R3, & ye paralel olmayan belirli
bir birim spacelike vektor olsun, dyle ki & ve u bir spacelike 2—uzayin gersin. Eger
M? yiizeyi,

2HY — o éfo‘& R, a#0 4.3.37)
/L

esitligini saglarsa, o zaman M? yiizeyine u vektériine gore V—singiiler minimal yiizey

denir.

Teorem 4.3.5. M2, R? de w = (a,b,c) birim spacelike vektiriine gore z = u(x,y)
tipinde bir V—singiiler minimal yiizey olsun. Eger M yiizeyi V—minimal ise, o zaman

asagidaki parametrizasyonlardan birine sahiptir:

1. u=(0,b#0,c) ve

1
u(x,y) = §y+ 53 Infcosh (2bx+41)] + 22,

2. u=(a#0,0,c) ve

1
u(x,y) = gx—i— 2 In[cosh (2ay + A3)]| + A4,
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3. u=(a,b,c),ab#0ve

c bc b 1 b
Lt(x,y) = 5x+m (y— ;)C) —I—WID |:COSh (—2|a’ {y— E.X} +A/5):| +A,6,

burada Ay, ..., A¢ € R, A5 # 0 dir.

Ispat: M? yiizeyi lokal olarak

¢(x,y) = (x,y,u(x,y))
olarak parametrize edilsin. Boylece yiizeyin teget diizlemi
Or = €1 +uye3
ve
@y = € +uye3

vektorleri ile gerilir. Buna gore M? yiizeyinin & birim normal vektor alani

—Ux€] — Uy€) — €3
2 2
V1 ()% + ()

dir. Yiizeyin birinci temel formunun katsayilari

&

gn=1- (Mx)27 g12 = —uxlty, g =1— (”y)z

seklindedir. Yiizey lizerinde V yari—simetrik metrik konneksiyonu asagidaki gibidir:

Vo 0r = —ucer+(—1+uy)e;s,
Vo @y = —uyey+uyes,
V(py Or = —ux€ + lyyes,
Vo, 0y = —uyer+(—1+uy)es,

2, . o
burada u, = %, Uy = % dir. Buradan ikinci temel formmun katsayilari

v ) u

11 — )
VL )%+ ()?

=1 =

VT ()P 4 ()
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1+ (iy)* + 1y

VT )7+ ()

seklinde elde edilir. Dolayisiyla, (4.2.3) formiiliinden, yiizeyin ortalama egriligi

v _
h22_

[1 - (uyﬂ o + 2ttty + [1 _ (ux)z} lyy +2 [_1 + () + (uy)z]

vV _
“ [—1 + (ue)? + (uy)z} V2

seklinde bulunur. M? nin V— minimal oldugunu kabul edelim. « # 0 oldugundan

(4.2.5) formiiliinden
<€7u> =0
olur. Buradan da

auy + buy = c (4.3.38)
elde edilir. Yiizeyin V—minimallik sart1
[1 - (uy)z] e+ ittty + [1 p (ux)z] lyy +2 [—1 + ()2 + (y)?] =0 (43.39)

denklemini verir.  (4.3.39) denkleminin ¢Oziimii i¢in asagidaki durumlar s6z

konusudur:

Durum 1. a = 0 olsun. Bu durumda diferensiyellenebilir bir f fonksiyonu i¢in

(4.3.38) denkleminin ¢6ziimii

C

u(x,y) = f(x)+ 5
seklindedir. Buna gore (4.3.39) denklemi,
b /!
L. A—
1 (bf"
veya
bd f'
—fz = 2bdx (4.3.40)
1—(bf")

olarak yeniden yazilabilir. bf’ =1t, bd f' = dt degisken degistirmesi yapilarak, (4.3.40)

denkleminin integrali alindiginda,
tanh~!(r) = 2bx + A4,
esitligi bulunur ve dolayisiyla

t = tanh(2bx+ )
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oldugu elde edilir. Burada r = bf’ degeri yerine yazilirsa,
;1
f= 5 tanh(2bx + 1)
olup bu esitligin integrali,
: 2|+ A
f= 2—b21n|c0sh(2bx-l- )|+

fonksiyonunu verir, burada A;,A; € R dir. Bu ise teoremin birinci ifadesinin ispatini

tamamlar.

Durum 2. » = 0 olsun. Buna gore diferensiyellenebilir bir f fonksiyonu i¢in

(4.3.38) denkleminin ¢oziim fonksiyonu

u(x,y) = ngrg(y)

seklindedir. O zaman (4.3.39) denklemi,

7

Lz —2a
1—(ag')
veya buna denk olarak
d /
S — 2ady (4.3.41)
1—(ag’)

seklinde yeniden yazilabilir. ag’ = u, adg’ = du degisken degistirmesi yapilarak,

(4.3.41) denkleminin integrali alindiginda,
tanh~! (1) = 2ay + As,

veya

1 = tanh(2ay + A3)
bulunur. Burada g = ag’ yerine yazilirsa
, 1
g = —tanh(2ay + A3)
a
olur. Bu esitligin integrali alinirsa

1
g= ﬁln |cosh(2ay + A3)| + A4

elde edilir, burada A3, A4 € R dir. Bu ise teoremin ikinci ifadesinin ispatin1 tamamlar.
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Durum 3. ab # 0. Bu durumda (4.3.38) denkleminin ¢oziimii,

diferensiyellenebilir bir g fonksiyonu icin
c b
u(x,y) =-x+g (y— —X)
a a
seklindedir. u fonksiyonu (4.3.39) denkleminde yerine yazildiginda,
" 2 n2 N2l
g +2[—a +(c—bg) +(ag) ] =0

veya buna denk olarak

_ (612+b2) dg/
a?— [bc—(a2+b2)g’]2

= —2dy (4.3.42)

elde edilir, burada g’ = Z—iﬁ, g = %, J=y— gx dir. (4.3.42) denkleminde
be—(a®+b*) g =p, —(+b*)dg =du

degisken degistirmesi yapilip integral alinirsa

Ltanh_l (£> =25+ 245

la|
ya da
U = |a|tanh (—2|a|y + A¢) (4.3.43)

bulunur. u degeri (4.3.43) esitliginde yerine yazildiginda
(a2 + bz) ¢ = —la|tanh (—2l|a|§+ Ag) — bc

olur ve bu denklemin integrali alindignda

1 bc

—— in|cosh(—2|al§ __ 5
8 2(a2+b2) n|COS ( |a|y+A‘6)| (a2+b2)y+ﬂ’7

fonksiyonu elde edilir. Bu ise teoremin iiciincii ifadesinin ispatin1 tamamlar.

Yorum 4.3.3. Teorem 4.3.5 nin son ifadesi, ]R? de V—minimal yiizeyler icin yeni bir
ornektir. Ayrica Teorem 4.3.5 nin ilk iki ifadesi, Wang (2020) tarafindan elde edilmis

olan V—minimal oteleme yiizeylerdir.

Teorem 4.3.6. M?, R? de spacelike birim u = (a,b,c) ,a’> + b*> # 0, vektiriine gore
y = u(x,2) tipinde bir V—singiiler minimal yiizey olsun. Eger M? yiizeyi, V—minimal
ise, o zaman asagidaki yiizeylerden biridir:
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1. M?,u=(a,b,0), a# 0, vektoriine paralel bir diizlemdir,
2. u=(0,b,c), bc #0ve

b 1
u(x,y) = Ez+ 2—bcln [cosh (2bx+A1)] + A,

3. u=(a,b,0),a#0ve

b 1
u(x,z) = _x+ 2Tl sinh ™! (A3e%) + A4, A3 #0,

4. u=(a,0,c),ac#0ve

u(x,z) = :I:2L sinh ™! [|7L5|e2“2(z_§x)] + s, As # 0,

al

5. u=(a,x1,c),a==4c,c#0ve

u(x,z) = iTIxi %m [1 izmez(“fz)(m)} +Ag, A7 £0,

6. w= (a,b,c),abc # 0 ve

u(x,z) = gx-l-v(z—gx),

burada v,
c —bc(cz—az)
= o) _
S 2\a\(a2—b2c2)( lalv+2o)
2 —a?
_mln[bccosh(2|a|v+)\9)—|a|sinh(2|a|v+lg)]+),10,

esitligini saglayan diferensiyellenebilir bir fonksiyondur ve Aq,...,A1o € R dir.

Ispat: M? yiizeyi, lokal olarak, u (x,z) diferensiyellenebilir fonksiyonu icin
o (x,z) = (x,u(x,z),z)
olarak parametrize edilmis olsun. Boylece yiizeyin teget diizlemi
Ox = €1 +uyes

ve

¢, = uzer+e3
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vektorleri ile gerilir. Buna gore M? yiizeyinin & birim normal vektdr alan

Uyl —€) —uz€e3

- \/1 Mx z)2

dir. Yiizeyin birinci temel formunun katsayilari

(4.3.44)

gu=1+ (Mx)2, 812 = Uxllz, g =—1+ (”z)2

seklindedir. Yiizey ilizerinde V yari—simetrik metrik konneksiyonu asagidaki gibidir:

V(Px(Px = Uy€) — [1 + (ux)z] e3,

V(qu)z = —e;+ (_Mx + uxz) €y — Uxlz€3,
Vo, 0r = u€)—uyuzes,

2
V(pz(Pz = (_”z+”zz) € — (MZ) €3,

burada u, = 3 Uy = 3 vb. dir. Buradan ikinci temel formun katsayilar

u; +u; (ux) + Uy
\/1 (1y)* — (uz)*

Uyz 1 Uy (”Z)z

VI ) = )

h Uz + (”z)3 + Uz
22 = >
\/1 (ux)? — (uz)

seklinde hesaplanir. Dolayisiyla (4.3.35) formiiliine gore yiizeyin ortalama egriligi

hll__

h12_h21 =

[_1 + (”z)z} Uy — 2UxUzly; + [1 + (”x)z} Uzz —2 [1 + (ux)z - (”‘Z)Z] u;

2HY = —
(14 0~ ]
(4.3.45)
olur. M? yiizeyinin V—minimal oldugunu kabul edelim. « # 0 oldugundan (4.3.37)
formiiliinden
(§,u) =0
bulunur ve dolayisiyla
auy~+cu, =b (4.3.46)
olur. Diger taraftan
u=a@.+co,
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olarak yazilabilmesi, M? yiizeyinin her noktasinda teget diizleminin u vektoriine

paralel oldugunu ifade eder. V—minimallik sartindan dolay1 (4.3.45) denklemi
[_1 + (uz>2] Uy — 2UxzUy; + [1 + (ux)z] Uzz —2 [1 + (”x)z - (”1)2 u; =0 (4.3.47)
denklemini verir. (4.3.47) denkleminin ¢oziimii i¢in asagidaki durumlar mevcuttur:

Durum 1. a =0, ¢ # 0 olsun. u vektorii spacelike oldugundan, b # 0 dir.

Dolayisiyla (4.3.46) denkleminin ¢oziimii, diferensiyellenebilir bir f fonksiyonu i¢in
b
u(x,z) = EZ-I-f(x)

seklindedir. Buna gore (4.3.47) denklemi

/!
Lz _
1= (cf")
ya da buna denk olan
d /
#J;/)z = —2bdx (4.3.48)
—(c

denklemine doniisiir, burada f” = % dir. M? yiizeyi dejenere olmadigindan 1 —
(cf')* £0dir. cf' = i, cdf' = du degisken degistirmesi yapilip (4.3.48) denkleminin
integrali alindiginda,

tanh~!(u) = —2bx+ A

olur. Bu denklemde gerekli diizenlenlemeler yapilirsa,
@ = tanh (—2bx+ ;) (4.3.49)
elde edilir. u degeri, (4.3.49) denkleminde yerine yazildiginda,

1
f= Ztanh(—Zb}H— A1)

bulunur. Bu denklemin integrali alinirsa

1
f= —Z—bcln|cosh(—2bx+7tl) |+ 242

elde edilir. Bu ise teoremin ikinci ifadesinin ispatini tamamlar.

Durum 2. a # 0, ¢ = 0 olsun. Buna gore (4.3.46) denkleminin ¢6ziim

fonksiyonu, diferensiyellenebilir bir g fonksiyonu icin

w59 = Tt
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seklindedir. u (x,z) fonksiyonu, (4.3.47) de g6z oniine alinirsa, bu denklem
g =2 [1 - (ag’)z] §=0 (4.3.50)

denklemine indirgenir, burada g’ = Z—g vb. dir. Acik bir sekilde goriilebilir ki g’ = 0,

7

(4.3.50) denklemi i¢in bir ¢oziimdiir. Bu ise teoremin birinci kisminin ispatin verir.

Diger taraftan g’ # 0 iken (4.3.50) denklemi

7 7 7
¢ al g g
. +§(1_ag,_ 1+ag’) 2 (4.3.51)

seklinde yeniden yazilabilir. (4.3.51) denkleminin integrali alinirsa,

1
ln|g'|—§(ln|1—ag'|—|—ln\l—|—ag'\) =27+ M3

elde edilir. Bu denklemde gerekli diizenlemeler yapildiginda,

/

- SR Y (4.3.52)
1—(ag)®
elde edilir. (4.3.52) denkleminden
53/ il :i: |)a“4‘£?2z
1+ a2 (14622)2

olur. Bu denklemin integrali alinirsa,

1
g=+——sinh~! (Jaks|e®) + As

24|

elde edilir. Bu ise teoremin tligiincii ifadesinin ispatin1 tamamlar.

Durum 3. ac # 0 olsun. (4.3.46) denkleminin ¢6ziim fonksiyonu,

diferensiyellenebilir bir v fonksiyonu i¢in

b c
u(x,z) = ;x—i—v (z— ;x)

seklindedir. Dolayisiyla (4.3.47) denklemi
1 2 "2 N2l s
V'=2la+ (b= o)’ = (av)?]/ =0 (4.3.53)

C ) 2, . .
denklemine indirgenir, burada v/ = Z—;, V= Z—sz, I=z— gx dir.

Eger b = 0 olursa, (4.3.53) denklemi

/! /! /!
1% v

— — = 24? 4.3.54
v/ +2(a—v/) 2(a+V) a ( )




seklinde yeniden yazilabilir. (4.3.54) denkleminin integrali alinirsa,
oo 1 2 "2 2z
In V| —§1n|a — (V)| =2a2+ 26

olur. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapildiginda

V/

a?— (v’)2

— Nye27 (4.3.55)

elde edilir. Buna gore (4.3.55) denkleminden
| a 7L7 | eZaZZ

1+ (2,762“22)2

vV =+

olup bu esitligin integrali alinirsa

1 ;
y=4_——sinh~! <]7L7|@2“22> + g
2|al

elde edilir, burada Ag € R dir. Bu ise teoremin dordiincii ifadesinin ispatini1 tamamlar.
Eger a> = ¢* ve b = +1 olursa, (4.3.53),
V=2 [024— 1 :|:2CV/} VvV =0

denklemine indirgenir. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapildiginda,

V! +2¢v"

2
v Tz 20179 (4350

elde edilir. (4.3.56) denkleminin integrali alnirsa,
In/|—In|l+c*+£2¢V| =2 (1+c*) i+ A

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda, bu esitlige denk olan

vl

S A—— Y ¢ L
1+c2 42V 10¢
denklemi bulunur, burada A;y # 0 € R dir. Buna gore son esitlikten

(1 +Cz) )Lloez(wcz)z
liZClloez(ch)Z

/
Vv =

yazilir ve bu esitligin integrali

1 2)z
V= :|:_2cln |1 :I:2c7Lloez(l+‘2)Z|
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dir. Bu ise teoremin besinci ifadesini verir.

Eger a® # ¢ olursa, o zaman (4.3.53)

. (C2 . a2) V”

a’ — [bc — (c? — a?) v’]2

=2V (4.3.57)

seklinde yeniden yazilabilir. (4.3.57) denkleminin integrali alinirsa

1 bc— (¢ —a?)V
— tanh™! ( ) =2v+ A1
|a |a|

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

/ |a| bc
= — tanh (2 A
v 2 (2|alv+ 11)+02—a2

denklemi veya buna denk olan

(cz—az) dv r
— |a|tanh (2 |a|v+A11) +be

dz

elde edilir. Bu esitligin integrali ise teoremin son ifadesini verir. Boylece teoremin

ispati tamamlanmis olur.

Yorum 4.3.4. Teorem 4.3.6 in son ii¢c ifadesi R? de V—minimal Yyiizeylerin yeni
ornekleridir. Ayrica ikinci ve iiciincii ifadesi, Wang (2020) tarafindan elde edilmis

olan V—minimal oteleme yiizeylerdir.

M? yiizeyi lokal olarak, u (y,z) fonksiyonu igin

¢ (»z) = (,2),52)

olarak parametrize edilsin. Boylece yiizeyin teget diizlemi

veE

¢Q; = uze; +e3
vektorleri ile gerilir. Buna gore M? yiizeyinin & spacelike birim normal vektdr alan

€] — uy€r +uzes

5 =
V1 ()7 ()’

(4.3.58)
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dir. Yiizeyin birinci temel formunun katsayilari

gu=1+), gn=uu, gn=-1+(u,)’
seklindedir. Ayrica ylizey lizerinde V yari—simetrik metrik konneksiyonu asagidaki
gibidir:
2

Vo @y = uyer— [1 + (uy) ] €3,

V(Py(PZ = (_”y + ”yz) €] — € — Uyu€3,

Vo.¢y = uyer —uyuzes,

Vo0 = (—u;tuz)e — (uz)2e3a
burada u, = 3—$, Uyy = 3—?; vb. dir. Dolayisiyla ikinci temel formun katsayilari

Uz + U (”y) + Uy

11 - )
\/1 uy — (u)*

olarak hesaplanir. O halde (4.3.35) formiiliinden yiizeyin ortalama egriligi
[—1 + (uz)z} Uyy — Uyl Uy, + [1 + (uy)z] Uy, — 2 [1 + (uy)2 — (u2)*| uz

2HY = —
14 ()= (]

(4.3.59)
seklinde elde edilir. M? yiizeyinin V—minimal oldugunu kabul edelim. o # 0

oldugundan (4.2.5) formiiliinden

(Eu)=0
olur ve dolayisiyla
buy+cu; =a (4.3.60)
bulunur. Diger taraftan
u=>be,+co,

olarak yazilabileceginden, M? yiizeyinin her noktasinda teget diizleminin u vektoriine

paralel oldugu elde edilir. V—minimallik sartindan dolay1 (4.3.59) denkleminden

[—1+(uz)2} uyy—zuyuzuyﬁ[w(uy)z} uZZ—2[1—|—(uy)2—(uz)2 ;=0 (4.3.61)
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denklemi elde edilir. Dikkat edilecek olursa, (4.3.61) denklemi, (4.3.47) denklemi
ile aymidir. Dolayisyla bir 6nceki teoremin ispatinda x ile y ve a ile b nin rolleri

degistirilecek olursa, ispata gerek duyulmaksizin benzer sonuglar ifade edilir.

4.3.2.2 D—Singiiler minimal yiizeyler

Tamm 4.3.3. ¢ : M> — R?, yonlendirilmis bir M? timelike yiizeyinin diferensiyel-
lenebilir bir immersiyonu; &, M? viizeyinin birim normal vektor alani ve HP, D
konneksiyonuna gore M? yiizeyinin ortalama egriligi olsun. u # 0 € R3, & ye paralel
olmayan belirli bir birim spacelike vektor olsun, éyle ki & ve u bir spacelike 2—uzayin

gersin. Eger M? yiizeyi,

2HP = a@, acR,a#0 (4.3.62)

(¢,u)

esitligini saglarsa, M? yiizeyine w vektériine gore D—singiiler minimal yiizey denir.

Teorem 4.3.7. M?, R3 de spacelike u birim vektiriine gore z = u(x,y) tipinde bir
D—singiiler minimal yiizey olsun. Eger M? yiizeyi, D—minimal ise, o zaman u vektiriine

paralel bir diizlemdir.

Ispat: M? timelike yiizeyi,

¢ (x,y) = (x,y,u(x,y))
olarak parametrize edilsin. Boylece yiizeyin teget diizlemi
Ox = €1 +uye;3
ve
¢y =€) + uyes

vektorleri ile gerilir. Buna gore M? yiizeyinin & birim normal vektor alani

—Ux€] —Uye) — €3
2 2
V1 ()% — ()

dir. Yiizeyin birinci temel formunun katsayilar

£ =

g11 = 1-— (Mx)z, 812 = —Uxly, £22 = 1- (u)’)z
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seklindedir. Yiizey iizerindeki D yari—simetrik metrik olmayan konneksiyon asagidaki
gibidir:
D(Px(Px = ue|+ [(ux>2 "‘%cx] €3,

Dy @y = uyey+ (uylty +uyy) €3,

(
Do, @r = uxer+ (Uxity + Uyy) €3,

Doy = mer+ () +uy] e,

2 . e
burada u, = %7 Uy = % vb. dir. Buradan ikinci temel formun katsayilari

u

hD _ XX
11 ) 27
V1 () = ()
u
= ) =
V1 ()% — ()
u

= ——
V1 (1) = (1)

seklinde elde edilir. Buna gore (4.2.4) formiiliinden

[1 £ (uy)z} Uy + 2ty + [l — (ux)z} Uyy
)2} 3/2

2HP =
1+ () =

elde edilir. M? yiizeyinin D—minimal oldugunu kabul edelim. o # 0 oldugundan

(4.3.62) formiiliinden
<€7u> =0

esitligi ve dolayisiyla
auy +buy, = c (4.3.63)

denklemi bulunur, burada a® + b? # 0 dir. Diger taraftan D—minimallik sart1
1= () s+ 2ttty 1= (1) 1y = 0 (4.3.64)
denklemini verir. (4.3.64) denkleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki durumlar1 inceleyelim:

Durum 1. a = 0 olsun. Buna gore (4.3.63) denkleminin ¢6ziim fonksiyonu,

diferensiyellenebilir bir f fonksiyonu icin

M(xvy) :f(x)+ y

¢
b
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seklindedir. O zaman (4.3.64) denklemi,

1 d*f
b2 dx2

0
denklemine doniisiir. Bu denklemin ¢oziimii

fx) =41+ Ax
dir ve dolayisiyla yiizey

1
(P(X,y) = (X,O,l1 +)LZx) + E}’(O,b,c)

seklinde parametrize edilir, burada A;,A; € R dir. Bu ise yiizeyin u vektoriine
paralel bir diizlem olmas1 anlamina gelir. (4.3.32) denkleminde x ve y simetrik rolde

olduklarindan, a # 0 ve b = 0 i¢in de ayn1 sonug elde edilir.

Durum 2. ab # 0 olsun. O zaman (4.3.63) denkleminin ¢6ziim fonksiyonu,

diferensiyellenebilir bir g fonksiyonu i¢in

c b
u(x,y)=-x+g (y— —X>
a a
seklindedir. Bu durumda (4.3.64) denklemi

ldzg_

_8_
a? dy?

seklinde yeniden yazilabilir, burada § = y — £x dir. Bu denklemin integrali alindiginda
8(F) = A3+ A4y
olur ve dolayisiyla yiizey
o1 . :
¢ (x,y) = ; (Cl,b,C) + (0,)’,13 +7L4y)

seklinde parametrize edilir. Bu ise yiizeyin u vektoriine paralel bir diizlem olmasi

demektir.

y = u(x,z) ya da x = u(y,z) tipindeki yiizeyler alindiginda, Teorem 4.3.7 ye

benzer sonuglar ifade edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bolim 4.1 de, yatay bir u vektorii alinarak; singiiler minimal Oteleme
(hiper)yiizeyler iizerine sonuglar elde edilmistir. Dikkat edilmelidir ki, u vektori,
Xn+1 = 0 hiperdiizlemine paraleldir; burada hiperyiizey, bir grafiktir. u dikey bir vektor
oldugunda yani u, x,;; = 0 hiperdiizlemine dik bir vektér oldugunda, bu grafikler

tizerine inceleme hala agik bir problemdir.

Ayrica boliim 4.1.3 de calisilan 6teleme grafigi, diferensiyellenebilir f1, f2,...,8
fonksiyonlar icin
n—1

Z(xlamvxn):fl (x1)+~--+fn—1 (xn—1)+g<xn+icixi> y n<2 S.D
i=1

seklinde dogrudan yiiksek boyutlara genellestirilebilir. Bu agik bir sekilde, klasik bir
oteleme hiperyiizeyinin keyfi boyutlara bir genellestirilmesidir. u vektoriiniin yatay ya
da dikey bir vektor olarak alinmasi, R"*! de (5.1) formundaki bir singiiler minimal

oteleme grafiginin bulunmasi i¢in 6nemli bir problem verir.

Ayrica bu problemler, keyfi bir u vektorii alimarak da goz Oniinde

bulundurulabilir.

Bolim 4.2 de R Oklid uzayinda daldirilmus yiizeylerin singiiler minimalligi
iizerinde yeni perspektifler ortaya konulmustur. Bu perspektiflikler, bize R iizerindeki
Levi—Civita konneksiyonuna gore elde edilmis olanlardan farkli ve asikar olmayan
sonuglar verir. Elde ettigimiz sonuglar, yatay bir vektore gore cikarilmistir ve
vektor, dikey bir vektor olarak kabul edildiginde, sonuglarda biiyiik bir farklilik

olugmayacaktir.

R? de keyfi bir vektore gore V—singiiler ve D—singiiler minimal &teleme

yiizeylerinin bulunmas1 problemi hala agiktir.

Bolim 4.3 de ise, R3 ve R? de minimal olan singiiler minimal yiizeyler
incelenmistir.  Genellestirilmis silindirler, oteleme yiizeylerin bir alt sinifina ait
olduklarindan, Wang (2020) tarafindan elde edilmis olan V—minimal 6teleme yiizeyler,

baz1 sonuglarimizda gosterilmistir. Ayrica, V—-minimal yiizeylerin yeni ornekleri de
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sunulmustur ve yari—simetrik metrik olmayan D konneksiyonu kullanilarak agsikar

coziimler elde edilmistir.

Diger taraftan R3 de diferensiyellenebilir bir u(x, y) fonksiyonunun lokal olarak
bir M? grafik yiizeyi verilmis olsun ve H ile H", sirasiyla, Levi Civita konneksiyonu
ile (4.2.1) de verilen V yari—simetrik metrik konneksiyonuna gore ortalama egrilikleri

gostersin. O zaman asagidaki esitlik yazilabilir:
HY =H—(£,(0,0,1)), (5.2)

burada &, M? iizerinde birim normal vektor alanidir. Ayrica, (5.2) denklemi, u (x,z) ve
u(y,z) formlarindaki grafikler i¢in de dogrudur. Boylece V—minimal grafik yiizeyler,
ortalama egriligi,

H=(5,(0,0,1)) (5.3)

seklindeki denklemi saglayan otelenen solitonlara doniismiis olur. (5.3) denklemi,
ortalama egrilik akis teorisinde ve yogunluklu manifoldlarda goriilir. Ayrintili bilgi
icin (Hieu ve Hoang, 2009; Huisken ve Sinestrari, 1999; Lépez, 2016, 2018b,c)
referanslar listesine bakilabilir. Sonug olarak, yukaridaki irdeleme V—minimal olan
V —singiiler minimal yiizeylerin, bir silindiriksel 6telenen soliton oldugu anlamina
gelir. Bu tiir ylizeyler, (Hieu ve Hoang, 2009), (Lopez, 2018b) calismalarinda goz
oniinde bulundurulmustur. Bununla beraber Teorem 4.3.1 ve Teorem 4.3.2 deki

sonu¢larimiz, silindiriksel otelenen solitonlar i¢in yeni ornekler teskil eder.
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