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With the introduce of graph energy, studies on energy have increased and many graph parameters

and energies have been defined. Due to difficult calculation of graph energies, information about the

approximate value of energy can be obtained by obtaining lower and upper bounds for energy.
The thesis consists of six chapters. In the first chapter, the history of graphs, their usage areas, basic
definitions and types of graphs are given.
In the second chapter, the studies on various graph energy and parameters made so for are mentioned
and the bounds on the graph energies and parameters are given.

In the third chapter, graph matrices and some linear algebra information are given.
In the fourth chapter graph energy definitions are given.

In the fifth chapter, the lower and upper bounds of s, g,, Laplacian Incidence energy and randic
Incidence energies are generalized.

In the sixth chapter, information and suggestions about the results are given.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

G . G grafi

V(@) : G grafinin nokta kiimesi

E(G) : G grafinin kenar kiimesi

d(v;) . v; noktasinin derecesi

N, : n noktali null graf

Cn : n noktal1 devir graf

K, : n noktali tam graf

P, : n noktal1 yol graf

w, : n noktal1 tekerlek graf

Kip : Iki parcali graf

T : Agag

A(G) : G grafinin Komguluk matrisi

D(G) : G grafinin derece matrisi

L(G) : G grafinin Laplacian matrisi

L(&)* . G grafinin isaretsiz Laplacian matrisi
L(G) : G grafinin normalize edilmis Laplacian matrisi
LT : G grafinin normalize edilmis isaretsiz Laplacian matrisi
R(G) : G grafinin Randic matrisi

1(G) : G grafinin etki matrisi

Ir(G) . G grafinin Randic etki matrisi
IRE(G) : G grafinin Randic etki enerjisi

E(G) : G grafinin enerjisi

viii



IE(G) : G grafinin etki enerjisi

LEL(G) : G grafinin Laplacian tipi enerjisi

LIE(G) : G grafinin Laplacian etki enerjisi

RE(G) : G grafinin Randic enerjisi

Sa : sifirdan farkli normalize edilmis Laplacian 6zdegerlerinin a

kuvvetlerinin toplami1

Oq : stfirdan farkli normalize edilmis isaretsiz Laplacian 6zdegerlerinin
kuvvetlerinin toplam1
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1. GIRIS

1.1.Graflarin Tarihgesi

Graflarin temeli 18.yiizy1lda Konigsberg’in 7 kopriisii problemi ile atilmistir. Bir
giin Konigsbergliler eglence olsun diye bir oyun oynamak istediler. Oyunda sehri 4
bolgeye ayiran 7 kopriidden sadece bir kez gegmek kaydiyla baslangic noktasina geri
doniilebilir mi sorusuna cevap aradilar. Koyliiler farkli noktalardan baslayarak 7 kopriiyti

gecmeyi deneseler de hicbiri basarili olamada.

Sekil 1.1.1. Konigsberg koprii problemi

Halk i¢inde merak uyandiran bu problem {inlii matematik¢i Leonard Euler'in
ilgisini ¢ekti. Sekil 1.1.2 de bolgelerin A,B,C,D harfleri ile kopriilerin ise 1’den 7’ye
kadar olan sayilarla numaralandirildigi semay1 Euler sekil 1.1.3 de bolgeleri noktalar ve
kopriileri noktalar1 birlestiren kenarlar ile temsil ederek graf teorinin temellerini atmis

oldu.

e <

Sekil 1.1.2.K6prii Problemi Sekil 1.1.3. Euler Graf




Euler yayinladig1 bir makale ile problemin ¢éziimiiniin olmadigin1 belirtmistir.
Ciinkii kopriilerden sadece bir kez gecilecegi i¢in tiim bolgelere farkli kopriiler ile
girilmeli ve ¢ikilmalidir (Gurjar, 2012). Bunu yapabilmek i¢in de tiim bolgelerin ¢ift
sayida koprii ile komsu olmasi gerekir fakat bolgelerin tek sayida koprii ile komsu oldugu
bu sebeple tiim kopriilerden yalnizca bir kez gegmek sartiyla tiim bolgeleri ziyaret
etmenin miimkiin olmadig1 asikardir (Gurjar, 2012).

Basit bir gbzlem sonucunda Euler, tim kenarlardan sadece bir kez gecerek
baslangi¢ noktasina yapilacak bir gezintinin ancak ve ancak her noktanin ¢ift dereceli
olmasi ile miimkiin oldugunun farkina varmistir (Gurjar, 2012). Ayni kenardan yalnizca
bir kez gegmemiz gerektigi icin bir noktadan farkli bir kenar ile ¢ikip farkl bir kenar ile
geri donilis saglamaliyiz. Bu sebeple noktanin 2 kenar ile komsu olmas1 gerekir. Eger
gezintiyi tekrar ederse yani ayni noktadan 2 kez gegerse yine 2 kenar kullanilmasi
gerektiginden toplamda gezintide 4 kenar olacaktir (Ahmed, 2019). Bu gezintiler
tekrarlanirsa kenar sayinin her zaman ¢ift oldugu gortliir.

Agag kavrami Gustav Kirchhof tarafindan 1845 yilinda uygulanmistir ve
Kirchhof graf teoriyi elektrik aglarinda ve devrelerinde akimi hesaplamakta kullanmigtir
(Gupta ve Sikhwal, 2014).

1856 yilinda Thomas P. Kirkman ve William R. Hamilton polihidralar {izerinde
devir graflar1 calismis ve her noktadan sadece bir kez gecen ziyaretleri inceledikleri
caligmalarinda Hamilton graf kavramini kesfetmislerdir (Gupta ve Sikhwal, 2014).

Caley, agaclar lizerinde ¢alismak icin diferansiyel kalkiiliisteki belirli analitik
formlar lizerinde ¢aligmalar yapmustir (Gupta ve Sikhwal, 2014).

1852 yilinda Thomas Gutherie {inlii 4 renk problemini bulmustur (Gupta ve
Sikhwal, 2014). Problemi Wang (2020) asagidaki gibi agiklamustir.

Elimizde birbirine komsu olan iilkelerden olusan bir harita olsun. Komsu tilkeler
ayn1 renge boyanmamak sarti ile sadece 4 renk ile tiim tilkeleri boyamak miimkiin miidiir?
(Wang, 2020)

Merak uyandiran bu problem matematikgiler tarafindan ilgiyle karsilanmig ve
bircok matematikg¢i ispatlamaya calismistir. 1878 ve 1880 yillar1 arasinda Alfred Kempe
ve Peter Guthrie Tait problemi ispatladiklarini agiklamiglardir fakat 1890 yilinda Percy
John Heawood, Kempe’nin ispatinda eksiklikler oldugunu sdylemistir bundan kisa siire
sonra da Guthrie’nin ispat1 da begenilmemistir sonrasinda bir¢ok ¢ézlim ortaya atilmis ve

matematikgiler 4 renk ile 1939 yilinda 22 iilkeli bir haritanin, 1950 yilinda 50 tilkeli bir



haritanin, 1960 yilinda 39 iilkeli bir haritanin, 1975 yilinda 52 iilkeli bir haritanin
boyanabilicegini ispat etmislerdir (Wang, 2020).

Slyvester 1878’de nicel sabitler, cebirin ortak degiskeleri ve molekiiler
diyagramlar arasindaki benzerligi gosteren bir ¢izim ile graf terimini ortaya atmistir
(Gupta ve Sikhwal, 2014).

Graf teorideki Oonemli ¢aligmalardan biri de graf renklendirmedir (Gupta ve
Sikhwal, 2014). Bir¢ok renklendirme g¢esidi vardir ve uygun olan renklendirmeler
graflarda kullanilir. Diizgiin renklendirme, noktalarin ve kenarlarin iki nokta ya da iki

kenar ayn1 renkte olmayacak sekilde ve en az renk kullanarak grafin renklendirilmesidir
(Gupta ve Sikhwal, 2014).

Sekil 1.1.4. Grafta noktalarin diizgiin renklendirilmesi (Gupta ve Sikhwal, 2014)

Sekil 1.1.5. Grafta kenarlarin diizgiin renklendirilmesi (Gupta ve Sikhwal, 2014)

Euler graf teorinin temellerini attiktan sonra grafla ilgili yeni problemler ortaya
atilmis ve tanimlar yapilmistir. 19.yy ve 20.yy da yapilan ¢aligmalar sonucu hem ortaya
atilan baz1 problemlerin ¢6ziimleri bulunmus, hem de graf ile ilgili yapilan ¢alismalar

sadece matematik alani ile kisith kalmayarak bir¢ok alanda kullanilmaya baglanmstir.



1.2.Graflarin Kullanim Alanlari

Giinliik yasamda graflar yollari, haritalari, toplu tasima araglarin giizergahlarini

¢izerken kullanilmaktadir.

Sekil 1.2.1.Graflar ile Londra metrosu giizergahi

Kimya alaninda molekiillerle ilgili caligmalarda, fizik alaninda devrelerin
resmedilmesinde, biyoloji alaninda ilag endiistrisinde, genlerin ve proteinlerin temsil
edilmesinde, dil bilim alaninda kelimelerin, hecelerin, ctimlelerin incelenmesinde ve daha

birgok alanda graflar kullanilmaktadir.

they talk- -ed

3 PL talk FPAST

Sekil 1.2.2. Ingilizce ‘They talked’ ciimlesinin graf ile temsili (Piperski, 2014)
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Sekil 1.2.3. Hekzan molekiiliiniin graf olarak temsili
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Sekil 1.2.4. Arkadas agiin graf olarak temsili (Chakraborty ve ark., 2018)

Yoneylem arastirmasi bir problemin en uygun ¢oziimiine yonelik gelistirilen bir
yontemdir. Yoneylem arastirmalarinda yaygin olarak graflar kullanilmaktadir. Simdi

bunlardan bazilan verilecektir.

Zaman Cizelgesi Hazirlanmasi

Bir tniversite diisiiniilsiin. Bu tiiniversitedeki bir dgretmenin belirli bir sinifa
belirli bir zaman araliginda ders vermesi gerekmektedir. Tiim 6gretmenler géz Oniine
alindiginda 6gretmenleri ve 6grencileri farkli birer nokta kiimesindeki noktalar olarak
zaman araliklarin1 ise noktalar1 birlestiren birer kenar olarak diisiiniirsek zaman

cizelgesini iki parcali graf olarak ¢izebiliriz (Bisen, 2017).



Cinli Postaci Problemi

1962 yilinda Cinli matematik¢i Kuan-Mei-Ko bir postacinin belirli bir yerdeki
sokaklardan gegerek tiim postalari en kisa uzaklig: yiiriiyerek nasil dagitabilir sorusuna
cevap aramistir. Bu problemde evleri birer nokta ve sokaklar1 ise posta teslimi yapilacak
evler arasinda birer kenar olarak diisiiniirsek problem asagidaki gibi graf olarak ¢izilebilir
(Bisen, 2017).

Sekil 1.2.5.Cinli postaci problemi (Bisen, 2017)

Ucak Rotas1 Problemi

Ahmet (2019) bu problemi soyle agiklamistir:

Bir is adamu is icin Banglades’teki 4 sehri ucakla ziyaret etmesi gerekiyor. Ayni zamanda
bu is adaminin bolgedeki 6 havayolu sirketinin servislerini degerlendirdigi bir liste
yapmasi gerekiyor (Ahmed, 2019). Bolgedeki havayolu sirketleri asagidaki graf ile temsil
edilsin.
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Sekil 1.2.6. Ucgak rotas1 problemi (Ahmed, 2019)

Cox’'s Bazar

Bu is adaminin Dhaka’dan baglayarak 6 havayolu sirketi ile 4 sehri gezip tekrar Dhaka’ya
donmesi miimkiin midiir? (Ahmed, 2019)

Euler boyle bir gezintinin ger¢eklesmesi i¢in her noktanin ¢ift dereceli olmasi gerektigini
belirtmisti ve yukaridaki grafta da noktalar dereceleri ¢ift oldugundan is adami bu
gezintiyi yapabilir (Ahmed, 2019).

1.3. Graf Tanim ve Temel Kavramlar

Tanmm 1.3.1. G grafi V(G) = {vy, vy, ... ,v} (V #0) nokta kiimesi ve E(G) =
{ei, ey, ... ,em} kenar kiimesinden olusan bir yapidir. G = (V(G),E(G)) bi¢iminde
gosterilir.

Grafta iki noktay1 birlestiren bir kenar varsa bu iki nokta komsudur denir. Bir

grafta v noktasinin komsu oldugu noktalara v nin komsulugu denir. Bir grafta v; ve v;

noktalari birlestiren ey kenar1 v;v; = ej, olarak da gosterilebilir.

Sekil 1.3.1. G grafi



Sekil 1.3.1. deki G grafinda e; = v;v, oldugundan v, ile v, noktasi komsudur.

v; ile v3 noktalarini birlestiren bir kenar olmadigindan v; ile v; noktasi komsu degildir.

Tamim 1.3.2. Grafin kenarlar1 bir yon belirtiyorsa bu graflara yénlii graf eger grafin tim

kenarlar1 bir yon belirtmiyorsa grafa yénsiiz graf denir (Wilson, 1996).

Sekil 1.3.2. Yonlii ve yonsiiz graf 6rnegi

Tamim 1.3.3. Iki nokta arasinda birden fazla kenar igeren graflara multi graf denir.

Sekil 1.3.3. Multi graf 6rnegi
Tanmm 1.3.4. Bir grafda iki nokta arasinda birden fazla komsuluk yoksa ve noktalar

kendilerine komsu degillerse bu graflara basit graf denir (Wilson, 1996).

Sekil 1.3.4. Basit ve basit olmayan graf 6rnegi



Tamm 1.3.5. Bir G grafinda v,v,, v,vs, ... , U,—1V, SONlu kenar dizisine yiiriime denir
ve ard arda gelen noktalar ayni ya da komsu olmak {izere v; = v, = v; ... = v, seklinde
de gosterilir (Wilson, 1996).

Tanmim 1.3.6. Bir yiiriimedeki tiim kenarlar farkli ise bu yiirtimeye iz denir(Wilson, 1996).

Tanim 1.3.7. Tiim noktalar1 farkli olan ize yol denir (Wilson, 1996).

Tamm 1.3.8. En az bir kenar igeren, baslangi¢ ve bitis noktasi ayni olan ize devir denir
(Wilson, 1996).

Sekil 1.3.5. G grafi

Ornegin Sekil 1.3.5. deki grafta x >y > p > t yiirime , t > p o>y >z >t >y iz,

z-o>t-op-o>y->xyol,y—>p-t- yisebirdevirdir.

Tamm 1.3.9. Graftaki her nokta ¢ifti arasinda bir yol varsa bu grafa baglantili graf eger
en az bir nokta ¢ifti arasinda bir yol yoksa baglantisiz graf denir (Wilson, 1996).

Sekil 1.3.6.Baglantili graf Sekil 1.3.7.Baglantili olmayan graf

Tamm 1.3.10. Baglantili graflarin birlesiminden olusan baglantisiz graflarda her bir

baglantili grafa, grafin bileseni denir (Wilson, 1996).
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Sekil 1.3.8. 3 bilesenli graf 6rnegi

Tamm 1.3.11. Grafta bir v noktasinin komsu oldugu kenar sayisina v noktasinin derecesi
denir ve d(v) ile gosterilir (Wilson, 1996).

Sekil 1.3.9. G grafi

Ornek 1.2.1. Sekil 1.3.9. de verilen G grafinin noktalarinin derecelerini bulalim.

div) =1, d(vy) =4,d(v3) =2, d(v,) =3, d(vs) =2

Tamm 1.3.12. G,ve G, graflar1 verilsin. G; ve G, graflarinin noktalar1 arasinda G, de
herhangi iki noktay1 birlestiren kenar sayisinin G, de karsilik gelen noktalari birlestiren
kenar sayisinin aynit olmasi gibi bire bir esleme varsa G, ve G, izomorftur denir ve G; =
G, ile gosterilir (Wilson, 1996).



1 X

Sekil 1.3.10. Birbirine izomorf olan graf 6rnegi

11
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu kisimda graf parametreleri ve enerjileri iizerine yapilan caligmalardan
bahsedilecektir.

20.yy baglarinda Kimya alaninda enerji ¢alismalar1 yapilsada matematik alaninda
enerji ¢alismalart bulunmamaktaydi. Literatiirde pek ¢ok ¢aligmalar yapan ve enerjinin
tamimini verem Unlii Sirp matematik¢i ve kimyaci Prof. Dr. Ivan Gutman kimya
molekiiliiniin molekiiler graf olarak temsil edildiginde Hiickel orbital yaklasimiyla
konjuge hidrokarbonlarin toplam n elektronlarinin enerjisinin temsili grafin enerjisine esit
oldugu farketmistir.

Gutman (1978), "The energy of a graph" isimli ¢alismasinda bir grafin enerjisini
grafin 6zdegerlerinin mutlak degerlerinin toplami olarak tanimlamistir (Gutman, 1978).

Gutman’in enerji tanimindan sonra graf enerjisi alaninda ¢aligmalar hiz kazanmig
ve popiiler bir konu haline gelmistir.

Bir M matrisinin transpozu M7 olmak iizere M matrisinin singiiler degerleri MMT
matrisinin 6zdegerlerinin karekokleridir. Nikiforov (2007), "The energy of graphs and
matrices" isimli ¢alismasinda tim matrisler i¢cin enerji kavramini genisleterek bir
M matrisinin  enerjisinin -~ M matrisinin  singiiler degerlerinin toplami oldugunu
gostermistir (Nikiforov, 2007).

Joodanyeh ve arkadaslar1 (2009), “Incidence Energy of Graphs" isimli
caligmasinda etki enerjisini, etki matrisinin singiiler degerlerinin toplami olarak
tanimlamistir (Jooyandeh ve ark., 2009).

Gutman ve arkadaslart (2009), "On Incidence Energy of Graphs” isimli
caligmasinda etki matrisinin enerjisinin ayni zamanda isaretsiz Laplacian matrisin
Ozdegerlerinin karekoklerinin toplamina esit oldugunu gostermistir (Gutman ve ark.,
2009).

Liu ve Liu (2008), "A Laplacian-energy-like invariant of a graphs™ isimli
caligmasinda Laplacian tipi enerjiyi Laplacian matrisin 6zdegerlerinin karekoklerinin
toplami olarak tanimlamistir (Liu ve Liu, 2008).

Bozkurt ve arkadaslar1 (2010), "Randic Matrix and Randic Energy"” isimli
calismasinda Randic enerjiyi Randic matrisin 6zdegerlerinin mutlak degerlerinin toplami

olarak tanimlamistir (Bozkurt ve ark., 2010).
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Gu ve arkadaglar1 (2014), "Randic Incidence Energy of Graphs" isimli
caligmasinda Randic etki enerjisini Randic etki matrisinin singiiler degerlerinin toplami
olarak tanimlamistir (Gu ve ark., 2014).

Shi ve Wang (2013), "The Laplacian incidence energy of graphs” isimli
caligmasinda Laplacian etki enerjisini normalize edilmis Laplacian &6zdegerlerin
karekoklerinin toplami olarak tanimlamistir (Shi ve Wang, 2013).

Bozkurt ve Bozkurt (2012), "On the sum of powers of normalized Laplacian
eigenvalues of graphs” isimli ¢alismasinda @ # 0 olmak iizere a reel sayisi i¢in sifirdan

farkli normalize edilmis Laplacian 6zdegerlerin o kuvvetlerinin toplamini

olarak tanimlamistir (Bozkurt ve Bozkurt, 2012). « = 1ig¢in s; =nve a = % i¢in S1 /,

Laplacian etki enerjisine esit olur.
Bozkurt (2019), "Note on the Sum of Powers of Normalized Signless Laplacian
Eigenvalues of Graphs" isimli ¢galismasinda, @ # 0 olmak {izere a reel sayisi i¢in sifirdan

farkli normalize edilmis isaretsiz Laplacian 6zdegerlerin a kuvvetlerinin toplamini

n
Oq = Z(yi+)a
i=1

olarak tanimlamistir (Bozkurt Altindag, 2019).a = 1i¢in 0y =n ve a = % icin 01 /,

Randic etki enerjisine esit olur.
Li ve arkadaglar1 (2018), "Bounding the sum of powers of normalized Laplacian
eigenvalues of a graph" isimli calismada s, icin asagidaki alt ve iist sinirlar1 elde

etmislerdir.

Teorem 2.1.(Li ve ark., 2018) G, n > 2 noktali baglantili bir graf ve 1 <k <n—

2 olmak tizere k pozitif bir tam say1 olsun.

()0 <a<1igin
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a a

%aﬂgk““&g%)4{n—1—Km;%T)

esitlik ancak ve ancak G = K,, oldugu durumda saglanir.
(iDa>1

a a

Se(G) = k17¢ (nn__kl) +(n—1-k) (%)

esitlik ancak ve ancak G = K,, oldugu durumda saglanir.

(ii)a <0

nk+J(m—1—kk2(n— DR, —n]\
n—1

54(G) < kl“"<

n—1

+(n_1_k)l—a<n(n_1_k)_\/(n_1_k)k[2(n—1)R_1_n])“

esitlik ancak ve ancak G = K,, oldugu durumda ve baz1 gii¢lii reguler graflar i¢in saglanir.

Teorem 2.2. (Li ve ark., 2018) G,n > 3 noktali m kenarli ve t geren agaclh bir grafi

verilsin. & # 0,1 olmak tizere a gergel bir say1 olsun. k > 0 gergel sayis1 i¢in

e+ D(n—2) (2me\(EDEFDO=DE  k  /2me\iT

+ n— mt\k+1)(n+1)(n—-1 mt\n—1

s¢(G) = P* + = ( > < >
pe e \ ¢

k+1

Q

olur ve esitlik ancak ve ancak G = K,, oldugu durumda saglanir.
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Bozkurt-Altindag (2021), "Sum of Powers of Normalized Signless Laplacian
Eigenvalues and Randic (Normalized) Incidence Energy of Graphs" isimli ¢alismada o,

icin agagidaki alt ve {ist sinirlar1 elde etmistir (Altindag, 2021).

Teorem 2.3. (Bozkurt Altindag, 2021) G, n = 3 noktali, baglantili, iki pargali olmayan

graf olsun.

(o0<ac<1lise

a
(6) <2 + (1 ZR_l)a + (n ot 21’?"_1)
Ta - n (n—2)a1
(Da<Oyadaa=>1ise
a
(G) = 2% + (1 ZR_l)a + (n .l 26‘_1)
Ta - n (n—2)e1

esitlik ancak ve ancak « = 0 yadaa = 1 ve G = K,, oldugu durumlarda saglanir.

Gu ve arkadaslar1 (2014), "Randic Incidence Energy of Graphs" isimli

caligmasinda asagidaki Randic etki enerjisinin alt ve {ist sinirlarini elde etmislerdir.

Teorem 2.4. (Gu ve ark., 2014) G izole nokta icermeyen n noktali bir graf olsun. Buradan

IRE(G) =+n

Esitlik ancak ve ancak G = K, oldugu durumda saglanir.

Teorem 2.5. (Gu ve ark., 2014) G izole nokta igermeyen n (n = 2) noktali bir graf olsun.

Buradan

REG) <V2+/(n—D(n-2)
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esitlik ancak ve ancak G = K, oldugu durumda saglanir.

Shi ve Wang (2013), "The Laplacian incidence energy of graph™ isimli

calismasinda Laplacian etki enerjisi i¢in asagidaki alt ve iist sinir1 elde etmistir.

Teorem 2.6. (Shi ve Wang, 2013) G ,n noktali ve minimum derecesi § olan bir graf

olsun. Buradan

n ’6f_1SLIE(G)Sw/n(n—1)

esitligin iki tarafi da tam graflar i¢in saglanir.
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3.BAZI OZEL GRAF CESITLERI
Nokta sayisi, kenar sayisi, noktalar ve kenarlar arasindaki iliskiye gore
isimlendirilen 6zel graflar vardir. Bu bolimde bazi 6zel graflar ve sembollerinden

bahsedilecektir.

Tamm 3.1. Kenar kiimesi bos kiime olan yani hi¢ kenar igcermeyen graflara sifir(null)

graf denir ve nokta sayisi n olmak tizere N, ile gosterilir (Wilson, 1996).

Sekil 3.1. Null graf

Tanim 3.2. Sadece bir noktadan olusan ve kenar igermeyen grafa trivial graf denir.

o
Sekil 3.2. Trivial graf

Tanmm 3.3. Tiim noktalarmin derecesi ayni olan graflara reguler graf denir. Noktalarin

derecesi r olmak iizere r-reguler ile gosterilir (Wilson, 1996).

o —0

Sekil 3.3. Regiiler graf 6rnekleri
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Tamim 3.4. Tiim noktalarinin derecesi 2 olan baglantili graflara devir graf denir. Devir

graflar aynm1 zamanda regiiler graflardir. n nokta sayis1 olmak tizere C, ile gosterilir

(Wilson, 1996).

o—0
(-':1 fﬂ.| {-‘.',

Sekil 3.4. Devir graf 6rnekleri

Tamim 3.5. Devir grafin bir kenarinin silinmesi ile elde edilen graflara yol graf denir ve

n noktasi sayisi olmak {izere P, ile gosterilir (Wilson, 1996).

P

b

Py £y

Sekil 3.5. Yol graf 6rnekleri

Tamm 3.6. C,,_; grafinda tiim noktalara komsu olan yeni bir nokta eklenmesiyle olusan

grafa tekerlek graf denir ve W, ile gosterilir (Wilson, 1996).

“-_r 11.“

Sekil 3.6. Tekerlek graf 6rnekleri

Tamim 3.7. Tiim noktalar1 birbirine komsu olan graflara tam graf denir ve n nokta sayisi

olmak tizere K,, ile gosterilir (Wilson, 1996).
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FANENR

iy My i
Sekil 3.7. Tam graf 6rnekleri

Tamm 3.8. Devir icermeyen baglantili graflara aga¢ denir ve agaglar T ile gosterilir

(Wilson, 1996).

Sekil 3.8. Agac graf 6rnekleri

Tamim 3.9. X ve Y olarak iki ayrik nokta kiimesinden olusan, tiim komsuluklar X nokta

kiimesinden bir nokta ile Y nokta kiimesinden bir nokta arasinda olan graflara iki parcali

graf denir (Wilson, 1996).

Sekil 3.9. iki parcali graf &rnekleri
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Iki pargal1 graflar bilesenlerindeki nokta sayis1 t ve p olmak iizere K, seklinde

gosterilir.

Tammm 3.10. iki pargali graflarda eger X nokta kiimesindeki noktalar Y nokta

kiimesindeki tlim noktalara sadece tek bir kenar ile komsu ise bu grafa tam iki parcalt

graf denir (Wilson, 1996).

Sekil 3.10. Tam iki parcali graf 6rnekleri

Tanmm 3.11. G grafi verilsin. Tiim noktalar1 ve kenarlar sirasiyla G grafinin nokta ve

kenar kiimesinin elemani olan grafa G nin alt grafi denir (Wilson, 1996).

Tamm 3.12. G grafi verilsin. G grafinin tiim noktalarini igeren ve agac olan alt graflarina

geren agag denir ve geren agaglar t ile gosterilir (Wilson, 1996).
3.1. Graf Matrisleri

Oncelikle lineer cebirden bildigimiz, 6zdeger tanimimi verelim. A nxn boyutlu
bir matris olsun. I, birim matris, A bilinmeyen olmak tizere A — A, matrisine
karakteristik matris, bu matrisin determinatina ise A nin karateristik polinomu denir

(Cetin ve Orhun, 1998).
A — A1, =0
Denklemin karakteristik denklemine ve bu denklemin koklerine matrisin

Ozdegerlerini denir. Matrisin 6zdegerlerinin kiimesi matrisin spektrumu olarak

adlandirilir ve spec ile gosterilir.
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A matrisinde A matrisin bir 6zdegeri olmak tizere
Ax = Ax

kosulunu saglayan sifirdan farkli x vektoriine A matrisinin A 6zdegerine karsilik gelen

0zvektorii denir (Cetin ve Orhun, 1998).

MT | M gergel matrisinin transpozu olmak iizere MMT matrisinin 6zdegerlerinin

karekoklerine M matrisinin singiiler degerleri denir.

Graflar matrisler yardimiyla temsil edilebilir. Bu boliimde graflara ait baz1 6zel

matrislerin tanimlarindan bahsedilecektir.
Komsuluk matrisi

Bir G grafinda V(G) = {vy,v,,...,v,} nokta kiimesi, E(G) = {ej, ey, ...,en} kenar

kiimesi olsun. Buradan A(G) = (Aij) komsuluk matrisi;

_ 1, Ul'Uj EE
(AU) - {O, vivj $ E

olarak tanimlanir (Bozkurt ve ark., 2010).

Derece matrisi

Bir G grafinda nokta kiimesi V(G) = {vq,v,,...,v,} olsun. Derece matrisi D(G) =

(Dij )

— d(vi)' L=]
(DU)_{ 0, i+

olarak tanimlanir (Bozkurt ve ark., 2010).
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Etki Matrisi
Bir G grafinda V(G) = {vq,v,,...,v,} nokta kiimesi, E(G) = {ey, ey, ..., e,n} kenar
kiimesi olmak iizere etki matrisi I1(G) = (Il-j)
(1__) _ { 1, v; ile e; komsu ise
U0, aksi halde
olarak tanimlanir (Fulkerson ve Gross, 1965).

Laplacian Matris

Bir G grafinda A(G) komusuluk matrisi ve D(G) derece matrisi olmak {izere Laplacian
matris L(G) = D(G) — A(G) olarak tanimlanir. Ayn1 zamanda Laplacian matrisi L(G) =

(Ly)

d(vi)ﬂ [ :]
(LU) = -1, vivj EE
0, Uil?j e E

scklinde de ifade edilir (Chung, 1997).
Isaretsiz Laplacian Matris

Bir G grafinda A(G) komusuluk matrisi ve D(G) derece matrisi olmak iizere isaretsiz

Laplacian Matris L(G)* = A(G) + D(G) olarak tanimlanir. Aym1 zamanda L(G)* =

(L))



23

d(vi)' [ =]
(L+ij) = 1, Uin EE
0, ViV; ¢ E

seklinde de ifade edilir (Haemers ve Spence, 2004).
Randic Matris

Bir G grafinda V(G) = {v,v5, ..., ,} nokta kiimesi ve E(G) = {ey, ey, ..., e, } kenar
kiimesi olsun. Randic Matris R(G) = (Rl- j)

1
@ _ Tl viv; €E
( ij)_ O, vivJ-&E
0, i=j

olarak tanimlanir (Bozkurt ve ark., 2010).
Randic Etki Matrisi

Bir G grafinda V(G) = {v4, v, ..., v, } nokta kiimesi ve E(G) = {eq, ey, ..., e}

kenar kiimesi olsun. Randic etki matrisi Iz (G) = (IRU)

1
— v; ile e; komsu ise

(IRij)= Jdi

0, aksi halde
olarak tanimlanir (Gu ve ark., 2014).
Normalize Edilmis Laplacian Matris

Bir G grafinda L(G) Laplacian matris ve D(G) derece matrisi olmak iizere normalize
edilmis Laplacian matris £(G) = D~Y2 L(G) D™'/? olarak tanimlanir. Ayn1 zamanda

normalize edilmis Laplacian matris L(G) = (Ll- j)
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1, v, =vjved(v;) # 0
1
_ _—— v;v; € E(G)
(LU) - d(vl‘)d('l]]') H
\ 0, v & E(G)

seklinde de ifade edilir (Chung, 1997).
Normalize Edilmis Isaretsiz Laplacian Matris

Bir G grafinda L(G)* isaretsiz Laplacian Matris ve D(G) derece matrisi olmak tizere
normalize edilmis isaretsiz Laplacian matris L£(G)* = D~Y2L(G)*D~Y/? olarak

tanmimlanir. Aymi  zamanda normalize edilmis isaretsiz Laplacian matris L(G)*=

(L*4)

( 1, v; =vjved(v;) # 0
I 1
) _—, v;v; € E(G)
(L U) B ’d(vl)d(v]) ]
0, Viv; & E(G)

seklinde de ifade edilir (Chung, 1997).

Ornek 3.1.1. Sekil 3.1.1. de verilen grafin komsuluk, derece, etki, Laplacian, isaretsiz
Laplacian, Randic, Randic etki, normalize edilmis Laplacian, normalize edilmis isaretsiz

Laplacian matrislerinin bulalim.
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Sekil 3.1.1. G grafi

G’nin komsuluk matrisi A(G)

0111
1 010
A(G) = ’
1101
1010
G’nin derece matrisi D (G)
3000
0 200
D(G) = ’
0 03O0
0 00 2
G’nin etki matrisi 1(G)
1 0011
11000
I (G) = ’
01101
00110

G’nin Randic matrisi R(G)
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¢ o s o

™ l_ﬁ o l_FAW
¢ o ¢ o
o 1_ﬁ | l_ﬁ

~
_

R(G) =

G’nin Randic etki matrisi I (G)

A2 o 42 o
2o o s
© o g
o s e o
42 43 o ©

. (G)

G’nin Laplacian matrisi L(G)

1}

-1
-1 0
-1

3 -1

-1 2

-1 -1 3
-1 0 -1 2

i

- O «d O
I - O
— O 1 O

O 1 «—

o O O
o O Mm o
o N O O

M O O O

|

G’nin igaretsiz Laplacian matrisi L(G)*

D(G)- AG)

L(G) =

— O 1 O

O 1 «— i

o O O
o O ™M O
O N O O

M O O O

{

D(G) - AG)

L(G)"
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G’nin normalize edilmis Laplacian matrisi £(G)

G’nin normalize edilmis isaretsiz Laplacian matrisi L(G)*

o O ™m o
O N O O

M O O O

— O +H «
S B P I
- N 4 O
G2 B
BN

O O O N
o o m o
O N ©O o

M O O O

£(G)" {

seklindedir.
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4. GRAF ENERJI CESITLERI

Bir G grafinda komsuluk matrisi A(G) nin 6zdegerleri A, = A, >...> 4,, olmak

tizere Sirp Matematik¢i Gutman 1978 yilinda G grafinin enerjisini

E(G) = Zn:Md
i=1

olarak tanimlamistir (Gutman, 1978).

Ornek 4.1. Sekil 4.1. de verilen grafin enerjisinin bulalim.

Sekil 4.1. G grafi

011

A(G)=|1 0 1| komsuluk matrisinin 6zdegerleri A; = 2, 1, = —1, A3 = —1 olmak
110

uzere

E(G):iw —4.

Laplacian tipi enerji

Bir G grafinda Laplacian matrisin 6zdegerleri u; = u, =...= u,= 0 olarak tanimlansin.

Buradan Laplacian tipi enerji LEL(G) asagidaki gibi tanimlanir (Liu ve Liu, 2008).
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LEL(G) = Z N
i=1

Ornek 4.2 Sekil 4.1. de verilen grafin Laplacian tipi enerjisini bulalim.

2 -1 -1
L(G)=|-1 2 -1| matrisinin 6zdegerleri u; = 3, u, = 3, u3 = 0 olmak lizere
-1 -1 2
n—1
LEL(G) = z Jii =2V3
i=1
Etki Enerjisi
Etki matrisinin singiiler degerleri oy, 05, ... , 0, olmak iizere etki enerjisi asagidaki gibi

tamimlanir (Jooyandeh ve ark., 2009).

IE(G) = ni\/a
i=1

L(G)* = I(G)I(G)Toldugundan isaretsiz Laplacian matrisin 6zdegerleri 8; = 6, > -+ >

0,, olmak tizere etki enerjisi asagidaki gibi de tanimlanabilir (Gutman ve ark., 2009).

IE(G) = ni\/?i
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Ornek 4.3. Sekil 4.1. de verilen grafin etki enerjisini bulalim.

2 11
L(G)"=|1 2 1| matrisinin 6zdegerleri ; = 4,0, = 1,0; = 1 olmak lizere
11 2

n
IE(G) = z 6, = 4
i=1

Randic Enerji

Bir G grafinda Randic matrisin 6zdegerleri p; = p; = -+ = p, = 0 olmak iizere Randic

enerji
n-1
RE =RE(G) = ) Ipi
i=1

olarak tanimlanir (Bozkurt ve ark., 2010).

Ornek 4.4. Sekil 4.1. de verilen grafin Randic enerjisini bulalim.

0 2 2

R(G)=|3 0 3 |matrisinin 6zdegerleri p; = 1, p, = _71, p3 = _71 olmak tizere
110
2 2

n
RE(G) = ) Ipil =2
i=1
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Randic Etki Enerjisi

Bir G grafinda normalize edilmis isaretsiz Laplacian 6zdegerleri y;* <yp,™ <...<

¥,+ olmak lizere Randic etki enerjisi asagidaki gibi tanimlanir (Gu ve ark., 2014).

IRE(G) = Z \/F
i=1

Ornek 4.5. Sekil 4.1. de verilen grafin Randic etki enerjisini bulalim.

12 3

L£(G)=%2 1 %  matrisinin 6zdegerleriy,* = %,yf = %,y3+ = 2 olmak
119
2 2

Uzere

RE(G) = Z‘/F =22

Laplacian Etki Enerjisi

Bir G grafinda y; =y, = :- = y,, = 0 normalize edilmis Laplacian matrisin 6zdegerleri

olmak tizere Laplacian etki enerjisi;

n-1
LIE = LIE(G) = z Jvi
i=1

olarak tanimlanir (Shi ve Wang, 2013).
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Ornek 4.6. Sekil 4.1. de verilen grafin Laplacian etki enerjisini bulalim.

1 4 2

LG)=|3 1 3| matrisinin d6zdegerleri y, = %, Vo = %, y3 = 0 olmak
21 21
2 2

uzere

n-—1
LIE(G) =z\/Z=\/€.
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5.RANDIC ETKi VE LAPLACIAN ETKi ENERJILERININ
GENELLESTIRILMESI

Bu bolimde graflarin s,, o,, Laplacian etki enerjisi LIE , Randic etki enerjisi
IxE degerlerinin genellestirilmesi verilecek ve baglantili iki parcali ve baglantili iki
parcali olmayan graflar incelenecektir. On hazirlik boliimiindeki lemmalar, teorem ve

ispatlarda kullanilacaktir. n noktali m kenarli graflar G (n, m) ile gosterilecektir.
5.1. On Hazirhik

G X K,, G ve K, graflarinin kartezyen ¢arpimi ve G grafindaki geren agag¢ sayisi t =

t(6) olmak uizere;

2t(G X K3)

t; = t;(G) = 6

olarak tanimlanir (Bozkurt Altindag, 2019).

Lemma5.1.1. (Cvetkovic, 1980) G , n noktali, m kenarli ve t geren agacli, baglantili bir

graf olsun. O zaman
n—-1 _ 2mt
i=1Yi = I‘H‘L= d;
olur.

Lemma 5.1.2. (Bozkurt Altindag, 2019) G n noktali, m kenarli, baglantili, iki pargali

graf ise [Tyt = Hiltd , eger G n noktali, m kenarli, baglantili, iki parcali olmayan
i=1 “%i
bir graf ise [T/, v:* = ,_fl - dir.
Hl:l dl

Lemma 5.1.3. (Gu ve ark., 2014) G izole noktasi olmayan n > 2 noktali bir graf olsun.
Ohalde y,* =y3* =...= y,% ancak veancak G = K,.

Lemma 5.1.4. (Bozkurt Altindag, 2019) G iki pargali, baglantili bir graf ise normalize
edilmis Laplacian 6zdegerleri ile normalize edilmis isaretsiz Laplacian 6zdegerleri
aynidir. Yani s, = g, .

Lemma 5.1.5. (Das ve ark., 2015) G grafi izole noktasi olmayan n noktali bir graf olsun.

Ohalde y; =y, =...= y,_;ancakveancak G = K,,.
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Lemma 5.1.6. (Das ve ark., 2015) G izole noktas1 olmayan n > 2 noktal1 bir graf olsun.
Ohalde y; =y, =...= yp_pancakveancak G = K, yada G = K, ,_,,.

Lemma5.1.7. (Zhou ve ark., 2008) a4, a,, ..., ay sifirdan farkli reel sayilar olsun. O halde

1

N %iai—o_[ai)]v SNiZNlai—<i\/E>

2

N N %
<NWN-1) %Zai — (ﬂ%‘)

i=1
Ancak ve ancak a; = a, = ... =a, oldugu durumlarda esitlik her iki tarafta da saglanir.

Lemma 5.1.8. (Mitrinovic ve Vasic, 1970) p reel say1 olmak iizere i = 1,2, ..., p i¢in

ai

p 1
a; > 0olsun. 4, = Z‘;% ve G, = ([T'_, a;) » olmak iizere buradan

p(Ap - Gp) = (p - 1)(Ap—1 - Gp—l)
dir.

5.2. Sonuglar

Teorem5.2.1. G, n = 3 noktali grafi k bilesenden olussun dyle ki bunlardan p tanesi iki

parcali olsun. Buradan

n—k
=2+ (s, — 4+ (n—k—-p—1Dn—-k—p) 1_[ 12
i=p+1
Sq (G) = < (5.1

n—-k-p

2a
n—k n—-k-p
<27+ (n—k—p—1)(s2a—4“p)+(n—k—p)[ [

i=p+1
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Ispat. Normalize edilmis Laplacian matrisin 0 ve 2 6zdegerlerinin kathliginin sirasiyla k ve p
olduguna dikkat edilsin. Lemma 5.1.7. deki esitsizlikte i = p + 1,...,n — k i¢in a; = ;2% ve

N = n — k — p olarak alinirsa agagidaki sonuglar elde edilir.

Ir 1 n—k n—-k (n—llc—p) ]
l p i=p+1 i=p+1 J

olmak tizere

n-k n—-k 2
P <(n—k—-p) Z Viza—lZ W‘ s(h—k-p-1P

i=p+1 i=p+1
olur. ¥1K, 172 = s34 — 4%p oldugundan

P < (n_k_p)(SZa_4‘ap)_(sa_2ap)2S(n_k_p_l)P

Buradan
1
[ 1 n—-k n—k (n—k—p) ]
P = — —_ - 20 __ 1_[ 2a
(n—k—p) (n_k_p>'z Yi JERL
i=p+1 i=p+1

Lemma5.1.6. dan esitlik ancak ve ancak ¢ = K, yada G = K,,_, olduu durumlarda

saglanir.
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Teorem 5.2.1. G, n > 3 noktali grafi k bilesenden olussun 6yle ki bunlardan p tanesi

iki parcali olsun. Buradan

2a
n—k n—-k—p
= 2% + |0q — 4%k +(n—k—p—1(n—k—p) n Vi
i=p+1
04 (G) = 3 (5.2)
2a
n—k n—-k—p
<2%+ |((n—k—p—1D(oze —4°k) + (n—k —p) l_[ Vﬁ]
i=p+1

\

esitlik ancak ve ancak ¢ = K,yada G = K, ,_, oldugu durumlarda saglanir.

ispat. Normalize edilmis isaretsiz Laplacian matrisin 0 ve 2 6zdegerlerinin katliliginin sirasiyla

p ve kolduguna dikkat edilsin. Lemma 5.1.7.deki esitsizlikte i =p +1,...,n—k icin a; =

(]/l."')za ve N = n — k — p olarak alinirsa asagidaki sonuglar elde edilir.

[ n—k n—k
K=m-k- p)i(n_—i_z?) Z (Vi+)2a - 1_[ (Vi+)2a
|

i=p+1 i=p+1

Olmak tlizere

n—k n—k 2
K <(n—k—-p) Z )™ —[Z 1/(yi+)2“] <m-k-p-1DK

i=p+1 i=p+1
Olur. Z?z_pkﬂyiza = 0,4 — 4%k oldugundan
K < (n_k_p)(UZa_4ap)_(aa_2ap)ZS (n_k_p_l)K

Buradan

i=p+1 i=p+1

K=nm—-k—-p) {(n—llc—g) rik (y; ) — ﬁ (yiH)2 J|



37

2a
n—-k—p

i=p+1

n—-k
K =030 — 4“—(n—k—p)[]_[ v

esitlik ancak ve ancak ¢ = K,yada G = K,,_, oldugu durumlarda saglanir.

(5.1)ve (5.2) de a = 1/2 alinirsa asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonu¢ 5.2.3. G, n = 3 noktal grafi k bilesenden olugsun dyle ki bunlardan p tanesi iki

parcali olsun. Buradan

n—k n—;—p
>V2p+ [n—-2p+(n—k—-p—-1)n—k—p) nyi
i=p+1
LIE (G) = A (5.3)
n—k n—;—p
<V2p+ (n—k—p—l)(n—Zp)+(n—k—p)I1_[ Yi
i=p+1
\
ve
1
n—-k n—-k-p
>V2k+ [((n-2k)+(n—k—-p—-1Dn—-k—p)+ vit
i=p+1
IRE (G) = | (5.4)

n-k n—k—p
<2k + (n—k—p—l)(n—Zk)+(n—k—p)[1_[ )/ﬁ]
i=p+1

esitlik ancak ve ancak ¢ = K,yada G = K,,_, oldugu durumlarda saglanir.

(5.1) ve (5.2) de k = 1,p = 0 alinirsa asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonu¢ 5.2.4. G(n,m)(n = 3) t geren agagh, baglantili, iki par¢ali olmayan bir graf olsun.

imii oldugundan buradan

i=1"1

Lemma5.1.1. de [I5}y; =
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( a
- 5 L 2mt %
= S+t (n—2)(n— )[ml
Sa(G) = (5.5)
2a
< (=250 + (n—1) [ cmt l"_l
\ i=1 di

esitlik ancak ve ancak G = K, oldugu durumlarda saglanir.

Sonu¢ 5.2.5. (Bozkurt Altindag, 2019) G(n,m)(n = 3) t geren agacli, baglantili iKi

parcali olmayan bir graf olsun. Lemma 5.1.2. den [[* !y, T = zn’tl_ld olur ve buradan
i=1%i
( 2a
u t n—-1
> 2%+ -4+ n-2)(n—1) |z==—
020 (n )(Tl ) 2 H?—l di
04 (G) = (5.6)
2a
T e e I
<2+ [(n—=2)(020 —4)+ (n— 1) |77
L ( 2a 2 H?=1 di

esitlik ancak ve ancak G = K,, oldugu durumlarda saglanir.
(5.5)ve (5.6) de a = 1/ o alinirsa asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonu¢ 5.2.6. G(n,m)(n = 3) t geren agacgli, baglantili, iki parcali olmayan bir graf

olsun. Buradan

1
2mt |n-1
> n+(m-2)(n-1) =5
1171 di]
LIE (G) = { (5.7)
1
2mt |n-1
< (m=2)n+n—-1) =
L 1=, di)

esitlik ancak ve ancak ¢ = K,, oldugu durumlarda saglanir.
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Sonug¢ 5.2.7. (Bozkurt Altindag, 2019) G(n,m)(n = 3) t geren agagli, baglantili, iki

parcali olmayan bir graf olsun. Buradan

1
> 2 + (n—2)+(n—2)(n—1)+[21_[tn—1d]n—1
i=1%i
IzE (G) = < (5.8)

1
n—1

<V2+ |(n- 2)2+(n—1)[2Hn d]
i=1

esitlik ancak ve ancak G = K,, oldugu durumlarda saglanir.
(5.1) de k = 1 ve p = 1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 5.2.8. (Bozkurt Altindag, 2019) G(n,m)(n = 3) t geren agagli, baglantili, iki

parc;ah bir graf olsun. Lemma 5.1.1.den ve Lemma 5.1.2.den [[I-}'y; = [1’) vt =

olur ve buradan

i=1%i

> 2¢ 4@ 3 2 _—mt _%
>2%4+ (53, —4*+(n—-3)(n—2) + e
5a(G) = 04 (G) = 5 (5.9)
<24 |(n—3)(sp0—49) + (n—2) |- I
< n Soa (n ) _H?:l @
Vea =1/, almirsa
1
-2
>2+ n—2+(n—3)(n—2)[mld]
IgE(G) = LIE (G) = | (5.10)
1
k<\/_+ (n—3)(n—2)+(n—2)[l_[:l1d] 2
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esitlik ancak ve ancak G = K, ,_, oldugu durumlarda saglanir.

Teorem 5.2.9. G, n > 3 noktal grafi k bilesenden olussun 6yle ki bunlardan p tanesi iki

pargali olsun. & # 0,1 olmak iizere bir € reel sayis1 vardir ve buradan;

‘T‘Q
<

n—k n-—

0,(G) = k2 + (n—k —p) l_[ vit + ¢ (5.11)

i=p+1

Ispat. Lemma 5.18. de i=34,..,.n—kicinp=n—k—p, a; = (y,7)%a, =

(¥, )% ve a; = (y;7)% olsun buradan

[ ]
(2 i) N | AN Y
(n—k—p)|< e ) ﬂl(m |22 (0.2 - 0")7)
| e |
n—k n—g—p u a2
@z k2 +m-k-p| | | n* +(02)2 - "2 .
i=p+1
= (42"2 - (yn+)§)zo|sun. O halde
n—z—p
0,(G) =2 k2 +(n—k —p) Vit +¢.

(5.11)dea = % alinirsa asagidaki sonug elde edilir
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Sonug 5.2.12 G, n > 3 noktali grafi k bilesenden olugsun dyle ki bunlardan p tanesi iki

pargali olsun.. Bir € reel sayis1 vardir ve buradan ;

I.E(G) = 2k + (n — k — p) 1—[ yit te (5.12)

i=p+1

(5.11) de k = 1, p = 0 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 5.2.10. (Bozkurt Altindag, 2019) G(n,m)(n = 3) t geren agagh, baglantili, iki

parcali olmayan bir graf olsun. Bir & reel sayisi vardir ve Lemma 5.1.2. den

n-1., + (51 .
YT = olur ve buradan;
=1 L 2 H?zl di

a

0,(G) = 2%+ (n— 1) <2th—1d>m Ty (5.13)

(5.13)dea = % alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 5.2.11. (Bozkurt Altindag, 2019) G (n, m)(n > 3) t geren agach iki pargal bir graf

olsun. Bir ¢ reel sayis1 vardir ve buradan;

1

LEG)=V2+(n—-1) <ﬁ>z(nﬂ) i (5.14)
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6. SONUCLAR VE ONERILER

6.1 Sonuclar
Bu tezde s,, g,, Randic etki ve Laplacian etki enerjileri i¢in genellestirilmis alt ve
tist sinirlar verilmistir. Ayrica iki pargali olmayan graflarin Laplacian etki ve s, degerleri

i¢in alt ve iist sinirlar elde edilmistir.

6.2 Oneriler
Sq» Og gibi yeni bir graf parametresi tanimlanabilir ve bu parametre i¢in alt ve tist
sinirlar elde edilebilir. Laplacian etki ve Randic etki enerjilerine daha iyi alt ve iist sinirlar

bulunabilir.



43
KAYNAKLAR

Ahmed, H., 2019, Graph Routing Problem Using Euler’s Theorem and Its Applications,
Engineering Mathematics, 3 (1), 1-5.

Altindag, S. B. B., 2021, Sum of powers of normalized signless Laplacian eigenvalues
and Randic (normalized) incidence energy of graphs, Bull. Int. Math. Virtual
Inst, 11 (1), 135-146.

Bisen, S. K., 2017, Application of Graph theory in Operations Research, International
Journal of Innovative Science and Research Technology, 2 (5), 162-164.

Bozkurt Altindag, S. B., 2019, Note on the sum of powers of normalized signless
Laplacian eigenvalues of graphs, Mathematics Interdisciplinary Research, 4 (2),
171-182.

Bozkurt, S. B., Glingdr, A. D., Gutman, I. ve Cevik, A. S., 2010, Randic matrix and
Randic energy, MATCH Commun. Math. Comput. Chem, 64 (1), 239-250.

Bozkurt, S. B. ve Bozkurt, D., 2012, On the sum of powers of normalized Laplacian
eigenvalues of graphs, MATCH Commun. Math. Comput. Chem, 68 (3), 917-
930.

Chakraborty, A., Dutta, T., Mondal, S. ve Nath, A., 2018, Application of graph theory
in social media, International Journal of Computer Sciences and Engineering, 6
(10), 722-729.

Chung, F. R., 1997, Spectral graph theory, 92, American Mathematical Soc., p.

Cvetkovi¢, D., Doob. M., ve Sachs, H., 1980, Spectra of Graphs, Academic press, New

York.

Cetin, N. ve Orhun, N., 1998, Lineer Cebir, Anadolu Universitesi, p.

Das, K. C., Gungor, A. D. ve Bozkurt, S. B., 2015, On the normalized Laplacian
eigenvalues of graphs, Ars Combinatoria, 118, 143-154.

Fulkerson, D. ve Gross, O., 1965, Incidence matrices and interval graphs, Pacific
journal of mathematics, 15 (3), 835-855.

Gu, R., Huang, F. ve Li, X., 2014, Randi\'c Incidence Energy of Graphs, arXiv preprint
arXiv:1405.7498.

Gupta, P. ve Sikhwal, O., 2014, A study of vertex-edge coloring techniques with
application, International Journal of Core Engineering & Management, 1 (2),
27-32.

Gurjar, M., 2012, Applications of Euler’s Theorem, International Journal of Modern
Engineering Research (IJMER), 2 (5), 3017-3019.

Gutman, 1., 1978, The Energy of a Graph, Ber. Math-Statist. Sekt. Forschungsz. Graz,
103, 1-22.

Gutman, 1., Kiani, D., Mirzakhah, M. ve Zhou, B., 2009, On incidence energy of a
graph, Linear Algebra and its Applications, 431 (8), 1223-1233.

Haemers, W. H. ve Spence, E., 2004, Enumeration of cospectral graphs, European
Journal of Combinatorics, 25 (2), 199-211.

Jooyandeh, M., Kiani, D. ve Mirzakhah, M., 2009, Incidence energy of a graph, Match,
62 (3), 561.

Li, J., Guo, J.-M., Shiu, W. C., Altindag, S. B. B. ve Bozkurt, D., 2018, Bounding the
sum of powers of normalized Laplacian eigenvalues of a graph, Applied
Mathematics and Computation, 324, 82-92.

Liu, J. ve Liu, B., 2008, A Laplacian-energy-like invariant of a graph, Match-
Communications in Mathematical and in Computer Chemistry, 59 (2), 355-372.

Mitrinovic, D. S. ve Vasic, P. M., 1970, Analytic inequalities, Springer, p.



44

Nikiforov, V., 2007, The energy of graphs and matrices, Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 326 (2), 1472-1475.

Piperski, A., 2014, An application of graph theory to linguistic complexity, Yearbook of
the Poznan Linguistic Meeting.

Shi, L. ve Wang, H., 2013, The Laplacian incidence energy of graphs, Linear Algebra
and its Applications, 439 (12), 4056-4062.

Wang, Y., 2020, A Logical Proof of the Four Color Problem, Journal of Applied
Mathematics and Physics, 8 (05), 831.

Wilson, R. J., 1996, Introduction to Graph Theory (Fourth), p.

Zhou, B., Gutman, I. ve Aleksic, T., 2008, A note on Laplacian energy of graphs,
MATCH Commun. Math. Comput. Chem, 60 (2), 441-446.



