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OZET

CAYLEY CIiZGELERI

Demirci B. Aydin Adnan Menderes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik

Programi, Yiiksek Lisans Tezi, Aydin, 2021.

Amag: Bu tez ¢alismas1 Oklid grubunun boliim uzay1 kompakt olan alt gruplarinin Cayley

cizgelerini belirlemek amaci ile yapilmustir.

Materyal ve Yontem: Cayley cizgeleri yonli ¢izgelerdir ve bir grubun Cayley ¢izgesi
tirete¢ kiimesine baglidir. Grubun her bir iireteci Cayley ¢izgesinin farkli tiirden bir yonlii
kenarina karsilik gelmektedir ve bunlar farkli renklerle gosterilmistir. Bu c¢alismada ele
alman gruplar en fazla dort eleman tarafindan iiretildigi i¢in, bunlarin Cayley cizgelerinde

en fazla dort farkl renkte yonlii kenarlar bulunmaktadir.

Bulgular: Bu c¢alismada, Oklid grubunun béliim uzayr kompakt olan ve duvar kagidi
gruplart olarak adlandirilan alt gruplarmin Cayley cizgeleri belirlenmis ve bunlar sekil
cizilerek gosterilmistir. Ayrica, devirli, dihedral ve simetrik gruplar gibi baz1 sonlu gruplarin

da Cayley ¢izgeleri belirlenmistir.

Sonug¢: Bu ¢aligmada, devirli, dihedral ve simetrik gruplar gibi bazi sonlu gruplar ile duvar
kagidi gruplarinin Cayley ¢izgeleri belirlenmis ve farkli iirete¢ kiimelerine farkli Cayley

cizgelerinin karsilik gelebilecegi gézlemlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Cayley Cizgesi, Cizge, Grup, Yonli Cizge.
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ABSTRACT

CAYLEY GRAPHS

Demirci B. Aydin Adnan Menderes University, Graduate School of Natural and

Applied Sciences, Mathematics Program, Master Thesis, Aydin, 2021.

Objective: This research was carried out in order to investigate the Cayley graphs of the

subgroups of the Euclidean group with compact quotient spaces.

Material and Methods: Cayley graphs are directed graphs and the Cayley graph of a group
depends on the set of generators. Each generator of the group corresponds to a different type
of directed edge of the Cayley graph and they are denoted by different colours. Since the
groups considered in this thesis are generated at most by four elements, their Cayley graphs

contain at most four directed edges with different colours.

Results: In this thesis, the Cayley graphs of the subgroups of the Euclidean group with
compact quotient spaces, which are called wallpaper groups, have been determined and they
have been visualized. The Cayley graphs of some finite groups such as cyclic, dihedral and

symmetric groups have also been determined.

Conclusion: In this thesis, the Cayley graphs of some finite groups such as cyclic, dihedral
and symmetric groups and the subgroups of the Euclidean group with compact quotient
spaces have been determined and it has been observed that different generating sets

correspond to different Cayley graphs.

Keywords: Cayley Graph, Directed Graph, Graph, Group,



1. GIRIS

Oklid diizleminin tiim izometrilerinden olusan kiime, fonksiyonlarda bileske
islemine gére bir gruptur. Bu gruba Oklid grubu denir ve E, notasyonu ile gosterilir

(Armstrong, 1988).

Oklid grubunun elemanlar;; yansimalar, otelemeler, dondiirmeler ve &telemeli
yansimalar olmak iizere dort tiire ayrilirlar. Asagida daha ayrintili olarak agiklandigi gibi,

Otelemeler ve yansimalar iki, 6telemeli yansimalar ise {i¢ yansimanin bileskesi olarak ifade

edilebilirler.

d; ve d, Oklid diizleminde iki dogru olsun. Bu dogrular iizerindeki yansimalar
sirastyla f; ve f, olmak {lizere, eger d; ve d, dogrular1 paralel ise f;f, = f; o f, izometrisi
diizlemdeki her bir noktayr d; ve d, dogrular1 arasindaki uzaklhigin iki kat1 kadar ve d; ve

d, dogrularina dik dogrular boyunca 6teleyen bir 6telemedir, Sekil 1.1.

A
v

v v

Sekil 1.1. Paralel iki dogru iizerindeki yansimalarin bileskesi.

Eger d; ve d, dogrular1 kesisiyorlarsa f;f, izometrisi diizlemdeki her bir noktay1
kesisme noktas1 etrafinda dogrular arasindaki agmin iki kati kadar dondiiren bir

dondiirmedir, Sekil 1.2.



d;
f2

d,
f

Sekil 1.2. Kesisen iki dogru tlizerindeki yansimalarin bileskesi.

Eger f;, d; ve d, dogrularin1 dik kesen bir d; dogrusu tizerindeki yansima ise, f; f,f3

1izometrisi bir 6telemeli yansimadir, Sekil 1.3.

d; d,
A A
fi > > f2
< i » ds
v
f3
\ 4 \ 4

Sekil 1.3. Ug¢ yansimanin bileskesi.

Oklid grubunun béliim uzay1 kompakt olan alt gruplar1 17 izomorfizma sinifina

ayrilir ve bu alt gruplar duvar kagidi gruplari olarak adlandirilir.

Duvar kagidi gruplarindan olan ve diizlemde bir liggenin kdselerini sabit tutan
dondiirmeler ve kenarlarini sabit tutan yansimalarin iirettigi gruplar mevcuttur. Bu gruplar
yukarida bahsedilen 17 aileden 6 sin1 olusturur ve asagida kisaca tanitilmastir.

Oklid diizleminde i¢ acilarinin dlgiileri ?, %ve fradyan olan bir tiggene (I, m,n)

ticgeni denir. Boyle bir liggenin kenarlarini i¢inde bulunduran dogrular iizerindeki iig



yansima fonksiyonlarda bileske islemine goére bir grup olusturur ve bu gruba (I, m,n)

genisletilmis tiggensel grubu denir. Eger bu yansimalar,
a? = b? = c? = (ab)! = (bc)™ = (ac)* =1

bagintilarin1 saglayacak bi¢imde a, b, c ile gosterilebilir. Burada [, m,n birden biiyiik

tamsayilar ve

1 1 1
—+—+-=—=1
Il m n

oldugundan, sadece 3, 3, 3; 2, 4, 4; veya 2, 3, 6 degerlerini alabilirler.

Ornegin (3,2,6), (3,6,2), (6,2,3), (6,3,2), (2,3,6) ve (2,6,3) iiggensel gruplar: birbirine
izomorf oldugu icin yukaridaki listeye muhtemel degerler {igliilerinden sadece bir tanesi
dahil edilmistir. Dolayisiyla E, grubunun (3,3,3), (2,4,4) ve (2,3,6) olmak {izere, {i¢ farkl
genisletilmis tiggensel alt grubu mevcuttur. Bu gruplar, iiglincii boliimde daha detayli ele
almacak olan ve sirasiyla p31m, p4m ve pém notasyonlar1 ile gosterilen gruplara

izomorftur.

Herhangi bir ({, m, n) tiggeninin koselerini sabit tutan ve mertebeleri [, m, n olan iig¢
dondiirme, (I, m,n) tiggensel grubunun indeksi 2 olan bir alt grubunu iretir. Bu grup
yansima ve Otelemeli yansima i¢ermez ve [l, m, n] liggensel grubu olarak adlandirilir. Eger

bu dondiirmeler x, y,z ile gosterilirse,
xt=yM=z"=xyz=1

bagntilar1 saglanir. O halde E, grubunun [3,3,3], [2,4,4] ve [2,3,6] olmak iizere, {i¢ farkli

ticgensel alt grubu mevcuttur. Bu gruplar sirastyla p3, p4 ve p6 gruplarina izomorftur.

Macbeath (1967) tarafindan hiperbolik diizlemin biitlin izometrilerinin olusturdugu
grubun boliim uzayr kompakt olan alt gruplari ve bunlarla ilgili temel cebirsel bilgiler
verilmektedir. Bu gruplar NEC gruplar1 olarak adlandirilir. Duvar kagid: gruplari da Oklid
diizleminin biitlin izometrilerinin olusturdugu grubun bdliim uzay1 kompakt olan alt gruplari

olduklart i¢in, bunlar hakkindaki temel bilgiler ayn1 makaleden elde edilebilir.

Coxeter ve Moser (1980) tarafindan duvar kagidi gruplarinin Cayley ¢izgeleri ve bu
gruplar hakkinda bazi temel bilgiler verilmistir. Cayley cizgeleri belirlenirken gruplarin

irete¢ kiimeleri minimum tutulmustur.



Bu tez calismasmin ikinci boliimiinde c¢izge ve yonlii ¢izge kavramlari1 kisaca
tanmitilmistir. Bu kavramlar hakkinda detayli bilgiler (Bondy ve Murty, 2008) ve (Diestel,
2017) kaynaklarinda yer almaktadir.

Ucgiincii ve son béliimde ise dénce Cayley ¢izgeleri tanitilmis, ardindan devitli,
dihedral ve simetrik gruplar gibi bazi sonlu gruplarin Cayley ¢izgeleri belirlenmis ve sekil
cizilerek gosterilmistir. Son olarak, 17 farkli izomorfizma sinifina ayrilan duvar kagidi

gruplarmin her bir sinifa ait temsilciler se¢ilerek bunlarin Cayley ¢izgeleri belirlenmistir.



2. KAYNAK OZETLERI

Bu boliimde Cayley Cizgeleri olusturulurken kullanilan temel kavramlara ve bazi 6n

bilgilere yer verilmistir.

2.1. Cizgeler

Tanmm 2.1. Sonlu bir V # @ kiimesi ve E, V nin elemanlarinin sirasiz ikililerden
olusturdugu bir kiime olmak tizere G = (V,E) ikilisine ¢izge adi verilir. Burada kose
kiimesi V kiimesinin elemanlar1 ve bazi durumlarda bos olan kenar kiimesi ise E kiimesinin

elemanlaridir.
Bir G cizgesinin kose kiimesi i¢in V(G) ve kenar kiimesi i¢in E(G) gosterimi
kullanilacaktir. Cizgeyi olustururken koseleri noktalar, kenarlari ise bu noktalar1 birlestiren

cizgilerle temsil edilerek gorsel hale getirilebilir. vy, v, € V(G) olmak iizere (v, v,) €

E(G) kenar1 igin e; = (v4, v,)g0Osterimi kullanilacaktir.

Ornek 2.1. V = {v,v,,V3,v,,vs} noktalar kimesi ve E= { e, = (vy,1,), e, =
(v1,v3), e3 = (v, V3), es = (v, 1), es = (v4,V5)} kenarlar kiimesine karsilik gelen G =

(V, E) gizgesi;

€z €s Vs

U3 Vs

Sekil 2.1. Bes koseli bir ¢izge.



Tammm 2.2. Bir e kenar1 v; ve v, koseleri arasinda ise koseler komsudur denir.
Ayrica e kenar1 v, ve v, koseleri ile bitisiktir denir. Bir ¢izgenin herhangi iki e; ve e,

kenarmin ortak kdsesi var ise bu kenarlara komsu kenarlar denir.

Ornegin, Sekil 2.1 de verilen ¢izgede v, ile v, kdseleri komsu degildir ama v, ile v,
koseleri komsudur. e; kenart v; ve v, koseleri ile bitisiktir ama vs , v, Ve vs koseleri ile

bitisik degildir.
Tanmmm 2.3. Bir G = (V,E) ¢izgesinin herhangi bir v; kosesine bitisik olan

kenarlarin sayisina v; kdsesinin derecesi denir. dg (v) veya d(v) ile gosterilir.

Sekil 2.2. Bes koseli ¢izge.

Ornegin, Sekil 2.2 de verilen c¢izge i¢in d(v;) = 2, d(v,) = 3,d(v3) = 3,d(v,) = 3,
d(vg) = 1 dir.

Tamm 2.4. Bir ¢izgede biitiin koselerin dereceleri esit ise bu cizgeye regiiler ¢izge denir.

Biitiin koselerin derecesi k olan ¢izgeye 6zel olarak k-regiiler ¢izge denir.

Gy G, Gs

Sekil 2.3. Regiiler ¢izgeler.



Sekil 2.3 de verilen G, ve G, cizgeleri 2-regiiler ¢izge, G5 ¢izgesi 3-regiiler ¢izgedir.
Tamm 2.5. Bir ¢izgede herhangi bir kenarin her iki ucu da ayn kdseye bitisik ise bu
kenara ilmek denir. Bir ¢izgenin farkli iki kosesini birlestiren kenar birden fazla ise bu

kenarlara paralel kenarlar denir.

€1

€s

U3

Sekil 2.4. Paralel kenar ve ilmek igeren ¢izge.

Ornegin, Sekil 2.4. de e, Ve e, paralel kenarlar, e, bir ilmektir.
Tamm 2.6. Bir ¢izge ilmek ve paralel kenar bulundurmuyorsa bu ¢izgeye basit ¢izge
denir. Paralel kenarlar igeren ¢izgeye ise ¢oklu ¢izge denir.

Tanmm 2.7. Bir ¢izgenin koseleri arasinda herhangi bir kenar bulunmuyor ise bu

cizgeye bos ¢izge denir. N,notasyonu kdse sayisi n olan bos ¢izge i¢in kullanilir. Bos

cizgede kenarlar1 olusturan kiime bostur.

Sekil 2.5. Bos cizgeler.

Tanim 2.8. Basit bir ¢izgede rastgele secilen herhangi iki kosesi arasinda bir kenar

bulunuyorsa bu cizgeye tam c¢izge denir. K,, notasyonu kdse sayisi n olan tam ¢izge icin

kullanilir.



° o—o A E @
K, K; K, Ks

Sekil 2.6. Tam ¢izgeler.

Tanmim 2.9. Bir ¢izgede ardistk kose ve kenarlardan olusan W =
Vpe1V1€5 ... Vp_1€x V) bicimindeki bir diziye yiirime denir. Eger W yiirlimesindeki
e, €y, ..., € kenarlar1 birbirinden farkli ise W ye bir gezi denir. Eger W ylirlimesindeki

Vg, V4, ---, Vi kOseleri birbirinden farkli ise W ye bir patika denir.

%1
€1
e3 eZ
v, Uy
V3 L
65 e

Sekil 2.7. Bir Cizge.

Ornegin Sekil 2.7 de W, = v e3v3e,v5esv, bir yiiriime, W, = v,e;vsesv,e,v, bir gezi,

W5 = v,e3v3esv,e4v, bir patikadir.

Tanimdan ve oOrneklerden anlasilacagi gibi her patika ayni zamanda bir gezidir.
Dolayisiyla yukaridaki 6rnekteki W yiiriimesi bir gezidir ama bir patika degildir. W, ise

hem bir gezi hem bir patikadir.

Tanim 2.10. Baglangi¢ ve bitisi ayni olan patikaya dongii (devir) denir. n tane kosesi
olan bir dongii C, notasyonu ile gosterilir. Sekil 2.7 de wverilen c¢izgede W =

V1 €3V3€5V,64 V4 bir dongiidiir.



Asagida Sekil 2.8 de; C3, Cy, C5 Ve Cg dongiileri verilmistir.

AT (r<

Sekil 2.8. C3, C,, Cs Ve Cq dongiiler.

Tamm 2.11. G; = (V},E;) ve G, = (V5,E;) ¢izgeleri verilsin. Eger G; ve G,
cizgelerinin kose ve kenar kiimeleri arasinda kose ve kenarlarin 6zelliklerini koruyan birebir
ve orten bir 6 fonksiyonu varsa, G, ve G, gizgeleri izomorftur denir ve bu durum G; = G,
notasyonu ile gosterilir. 6 fonksiyonuna da G; ve G, gizgeleri arasinda bir izomorfizma

denir.
Burada asagidaki hususlar dikkate alinmalidir:
i. Eger 6 fonksiyonu G, = (V},E;) ve G, = (V,,E,) ¢izgeleri arasinda bir
izomorfizma ise, her (v;,v;) € E; i¢in (Q(Ui),f(vj)) € E, olmalidr.

ii. G, = G, ise G, ve G, gizgelerinin kenar, kdse ve ayni dereceli koselerinin sayilari

esit olmalidir. Ayrica bir izomorfizma kdselerin derecelerini korumalidir.
2.2. Yonlii Cizgeler

Tanmm 2.11. V # @ sonlu bir kiime ve A,V nin elemanlarinin olusturdugu sirali
ikililerden meydana gelen bir kiime olmak iizere D = (V, A) ikilisine bir yonlii ¢izge denir.
Burada V kiimesinin elemanlarina koseler ve bazi durumlarda bos olan A kiimesinin

elemanlarina da oklar veya yonlii kenarlar denir.



Eger a = (u,v),D = (V,A) yonli ¢izgesine ait bir ok (yonlii kenar) ise u ve v

koselerine sirastyla a nin baglangic ve bitis koseleri denir.

Asagida Sekil 2.9 da a = (u,v) ve b = (v, u) oklar1 gortilmektedir.

Sekil 2.9: a ve b oklart.

Grnek 2.2. V = {vl, 172, U3, U4_, vs} ve A = {al = (vz, 171), aZ = (vl; v3); a3 =
(v3,V2), a4 = (V3,V4), a5 = (Us,V,), a6 = (U6, V1),a7 = (v3,V6)}  kiimelerine  karsilik

gelen D = (V, A) yonlii gizgesi Sekil 2.10 da gosterilmistir.

Sekil 2.10. Alt1 kdseli olan bir yonlii ¢izge.

Cizgeler i¢in verilen alt ¢izge tanimi yonlii ¢izgeler i¢in de benzer sekilde verilebilir.

Asagidaki sekilde bir D yonlii ¢izgesi ve bunun D; ve D, alt ¢izgeleri verilmektedir.
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D
(2
Qe ® VU=
171 /
aq a»
ac a-
V- Va
D, D,

Sekil 2.11. Bir yonlii ¢izge ve alt ¢izgeleri.

Tamm 2.12. D = (V, A) bir yonlii ¢izge olsun. Ardisik kdse ve oklardan olusan

W =voayv1a; -+ V1V

bicimindeki bir diziye yonli yiirime denir. Burada her 1 <i < k i¢in a; = (v;_q,V;)

okunun baslangi¢ kosesi v;_; bitis kdsesi v; dir.

Cizgelerde oldugu gibi bu yonlii yliriime kisaca

W = vovy - Vg1V

olarak yazilabilir. Burada oklarin sayisi olan k pozitif tamsayisina W nin uzunlugu denir.

Yonlii gezi, yonlii patika, yonlii dongii ve yonlii tur tanimlar1 da benzer sekilde verilir.

Ornegin Sekil 2.10 da

W = v1a2v3a7v6a6v1a2v3a3v2

uzunlugu 5 olan bir yonlii ylirimedir. Bu bir yonlii gezi degildir, ¢iinkii a, oku iki kez tekrar

edilmistir. Burada
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T = v,a,V10,V303V,04V,
uzunlugu 4 olan bir yonlii gezidir, ama bir yonlii patika degildir. Ciinkii v, kosesi iki kez
tekrar edilmistir. Ayrica,
P = vgaev1a,V3a30,a,4V,05V5
bir yonlii patikadir,
C = v10,V30,V406V4

bir yonlii dongiidiir.

Tamm 2.13. D; = (V;,4,) ve D, = (V,, A;) yonlii ¢izgeleri verilsin. Eger D; ve D,
cizgelerinin kose ve kenar kiimeleri arasinda kdse ve kenarlarin komsuluk ve bitigiklik

Ozelliklerini koruyan birebir ve orten bir 6 fonksiyonu varsa, D; ve D, yonli ¢izgeleri

izomorftur denir ve D; = D, notasyonu ile gosterilir. & fonksiyonu da G, ve G, ¢izgeleri

arasinda bir izomorfizma denir.
Ornek 2.3. 0(vy) = uy, 0(v;) = u3,0(v3) = uy; 6(ay) = b3, 0(ay) = by, 0(az) =

b; olarak tanimlanan @ fonksiyonu bir izomorfizma oldugu i¢in asagidaki sekilde verilen D,

ve D, yonlii ¢izgeleri izomorfturlar.

V1 Uy
a; as by bs
a, b2
Vo ~ ® V3 U, L Us
D1 DZ

Sekil 2.12. D, ve D, cizgeleri.

(")l‘nek 24. A= {al = (vz, 171), a, = (173, vz), as = (vl, v3)} kﬁmeSinden B = {b1 =
(uy,uqy), b, = (uy,usz), b3 = (us,u,)} kiilmesine birebir ve orten herhangi bir 8 fonksiyonu
V kiimesinden U kiimesine birebir ve Orten bir fonksiyon olmaz. Bu nedenle asagidaki

sekilde verilen D; ve D, yonlii ¢gizgeleri izomorf degildirler.
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aq as bl b3

a; b2
v, @< @ v, u, @< ® u;
D1:(V,A) DZZ(UIB)

Sekil 2.13. D, ve D, yonlii ¢izgeleri.

Tanmim 2.14. D = (V, A) bir yonli ¢izge ve u € V olsun. D gizgesinde bitis kosesi v
olan oklarin sayisina v kosesinin giris derecesi; baslangi¢ kosesi v olan oklarin sayisina ise

v kdsesinin ¢ikis derecesi denir. Bunlar sirastyla id(v) ve od (v) notasyonlari ile gosterilir.
Asagidaki sekilde verilen ¢izgede id(v,) =3, id(v,) =1, id(v3) =1, id(v,) =0,
idlvs) =1 ve od(vy) =2, od(vy) =1, od(v;) =2, od(vy) =1, od(vs) =0 oldugu

kolayca goriilebilir.

%1

Uy @ > >@® Us

1% .: . 1%

Sekil 2.14. Bir yonlii ¢izge.

Teorem 2.1. D = (V, A) kose ve kenar sayilari sirasiyla n ve g olan bir yonlii ¢izge olsun.
Eger V = {v;,v,,v3,++, v, } IS

n n

> idw) =) odw) =g

i=1 i=1

dir.
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3. MATERYAL YONTEM

3.1. Cayley Cizgeleri Temel Tanim ve Ornekler

Bu boliimde cayley cizgesinin tanimi, ¢izge olusturulurken izlenmesi gereken yollar

ve bazi sonlu gruplarin cayley ¢izgeleri verilmistir.

Tammm 3.1. Herhangi bir A grubu vebu grubun bir S ireteg kiimesi verilsin. A
grubunun S iireteg cizgesine karsilik gelen Cayley ¢izgesi, koseleri A nin elemanlarindan
olusan bir D yonlii ¢izgesidir. D nin herhangi bir s = (x, y) yonli kenart; x,y € A, s € S ve
x.s = y olacak sekilde elde edilir. s~ yonlii kenar ise (y, x) ikilisine karsilik gelir, Sekil
3.1.

Sekil 3.1. Yonli kenarlar.

Ornek 3.1. Z, grubu igin Cayley cizgesi olustururken grubun elemanlar {1,2,3,4} ve iireteg

kiimesi S = {1} olsun.

+—O

o—————
0 1

Sekil 3.2. Z, grubunun Cayley ¢izgesi.
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Ornek 3.2. n birden biiyiik bir tamsay1 olmak iizere, Z,, = {1,2,3,---,n} grubunun S = {1}

iiretec kiimesine karsilik gelen Cayley cizgesi Sekil 3.3 te gosterilmistir.

) n—1

LN
|
AN

Sekil 3.3. Z,, grubunun Cayley ¢izgesi.

[
4

Ornek 3.2. (Z,+) grubunun S = {1} ve S = {—1} iiretec kiimelerine karsilik gelen Cayley
cizgeleri Sekil 3.4 te verilmektedir.

o > @ >@—> 0 > @ >@—>0
-3 -2 -1 0 1 2 3
@<« o < @< @< @< L )
-3 -2 -1 0 1 2 3

Sekil 3.4. Z grubunun iki farkl Cayley ¢izgesi.

Gruptaki her eleman i¢in bir kdse vardir (yani her tamsayi) ve her x,y ¢ifti i¢in
(x,y) kenar1 vardir. Ciinkii bu bir Cayley c¢izgesidir, bu kenarlarin her biri o kenari
olusturan iirete¢ ile etiketlenmektedir. Bu cizge i¢in etiketleme oldukg¢a basittir ¢linkii

sadece bir tireteg vardir.
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Ornek 3.3. S; icin Cayley ¢izgesi;

S; ={e, (12),(13),(23),(123),(132)} oldugu bilinmektedir. Sekil 3.5 ve Sekil 3.6 da,
S ={(12),(123)} ve S = {(12),(23)} tirete¢ kiimelerine karsilik gelen Cayley ¢izgeleri

verilmektedir.

(12)
—, (12)
., (123)
e
«—e
(123)  (123) \
° >®
(23) (13)

Sekil 3.5. S5 grubunun Cayley ¢izgesi.

(123)

o (23)
(12) ./ \. (13) :: 12)
e 1 l(123)
\. /

(23)

Sekil 3.6. S; grubunun Cayley ¢izgesi.

Yukaridaki Ornekte de oldugu gibi bir grubun Cayley ¢izgesi lirete¢ kiimesine
baghdir. Urete¢ kiimesi degisirse Cayley cizgesi de degisir. Bu nedenle bir grubun Cayley
cizgesi tek degildir.

16



Ornek 3.4. (a,bla* = b?> = (ab)? = 1) olarak verilen D, grubunun S = {a, b} ve S’ =
{b, ab} tirete¢ kiimelerine karsilik gelen Cayley ¢izgeleri asagidaki sekillerde verilmistir.

ba a’b = ba?

@
A > a
a a?

*—>0

4

¥ TN

b ab = ba?

.

Sekil 3.7. D, grubunun {a, b} tiretecli Cayley ¢izgesi.

e b
.4—».\ > b
/ — ab

ab

a3h

a3 \
oO<+—»0
2
a?b a

o+—» 0
®o<«+—>»0

Sekil 3.8. D, grubunun {b, ab} iiretegli Cayley ¢izgesi.

Ornek 3.5.Z, xZ, = (a® = b* = 1,ab = ba) grubunun {a, b} iiretec kiimesine karsilik

gelen Cayley cizgesi asagida verilmistir.
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Sekil 3.9. Z, X Z, grubunun Cayley ¢izgesi.

3.2. Duvar Kagidi Gruplari

3.2.1. pl grubu

p1 grubu, Oklid diizleminde lineer bagimsiz iki dteleme tarafindan iiretilir ve
rl=(f.glfg = 9f)
bi¢iminde ifade edilebilir. Dolayisiyla p1 grubu Z X Z grubuna izomorftur.

Ornegin karmasik diizlemde f(z) = z+ 1 ve g(z) = z + i ile verilen f ve g otelemeleri

lineer bagimsizdir ve
f9@2) =gf(2) =z+1+i
oldugundan bunlarin bileske islemine gore tirettigi grup p1 grubuna izomorftur.

pl grubunun S = {f, g} lirete¢ kiimesine karsilik gelen Cayley ¢izgesi Sekil 3.1 de

verilmigtir.
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— [ —p | —p [ —p [

q f_lg_l# g_l ﬁ fg—lq fZg—1#

Sekil 3.10. p1 grubunun Cayley ¢izgesi.

3.2.2. p2 grubu

p2 grubu, Oklid diizleminde dért déndiirme tarafindan iiretilir ve

p2 ={(x,y,u,v|x?> =y? =u? =

v? = xyuv = 1)
biciminde ifade edilir.

Ornegin, 0,1,i ve 1 + i karmasik diizlemde bir karenin kdseleridir. Sirasiyla bu koseleri
sabit tutan ve mertebeleri 2 olan x(z) = —z, y(z) = —z+ 2i, u(z) = —z+ 2 + 2i ve

v(z) = —z + 2 dondiirmeleri p2 grubuna izomorf olan bir grup tretirler.

p2 grubunun S = {x,y, u, v} iirete¢ kiimesine karsilik gelen Cayley c¢izgesi Sekil 3.2 de

verilmistir.
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Sekil 3.11. p2 grubunun Cayley cizgesi.

3.2.3. pmm grubu

pmm grubu, Oklid diizleminde bir dikdortgenin kenarlarini sabit tutan dort yansima

tarafindan tretilir ve
pmm = {(a,b,c,d|a? = b? = c? = d? = (ab)? = (bc)? = (cd)? = (ad)? = 1)
biciminde ifade edilir.

Omegin, karmasik diizlemde koseleri 0,1,i ve 1 4+ i olan karenin kenarlar1 iizerindeki
yansimalar, a(z) = z,b(z) = —Z, c(z) = Z + 2ive d(z) = —Z + 2ile verilen a, b, c,d: C -

C fonksiyonlaridir(Alling ve Greenleaf, 1971).
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Burada, ab(z) =—z , bc(z) =—2z+2i , cd(z)=—2z+2+2i ve ad(z) =—-z+2

dondiirmeleri pmm grubunun bir alt grubunu tiretirler ve bu grup p2 grubuna izomorftur.

pmm grubunun S = {a, b, ¢, d} lireteg kiimesine karsilik gelen Cayley ¢izgesi Sekil 3.3 te

verilmistir.

b G—) bc < bca
0 <u—) 1 c =P ca
ad <GP (] €l Gy cda

Pt

Sekil 3.12. pmm grubunun Cayley ¢izgesi.
3.2.4. p3 grubu

p3 grubu, Oklid diizleminde bir eskenar iiggenin herhangi iki kosesini sabit tutan ve

mertebeleri 3 olan iki dondiirme tarafindan iretilir ve

p3 = (xylx}=y*=(xy)?=1)

bi¢iminde ifade edilir.
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Karmasik diizlemde koseleri 0, 1 ve% + \/2—§i noktalar1 olan eskenar tiggenin 0 ve 1 koselerini

sabit tutan ve mertebeleri 3 olan

i)zve y(z) =(%+§i)z+%—§i

x(2) = (l+\/§

2 2

dondiirmeleri p3 grubuna izomorf olan bir grup tiretirler.

p3 grubunun S = {x,y} trete¢ kiimesine karsilik gelen Cayley c¢izgesi Sekil 3.4 te

verilmigtir.

qx
— Y

N/
NN

N/ N/
AN AN

xz h (xy)z ﬁ xy2x2 h

N/
7\

Sekil 3.13. p3 grubunun Cayley ¢izgesi.
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3.2.5. p4 grubu

p4 grubu, Oklid diizleminde bir ikizkenar dik iiggenin herhangi iki kosesini sabit tutan iki

dondiirme tarafindan tretilir ve
p4 = (x,ylx* = y* = (xy)* = 1)
biciminde ifade edilir.

Ornegin, koseleri 0, 1 ve 1 + i noktalar1 olan ikizkenar dik iiggenin 0 ve 1 kdselerini sabit
tutan ve mertebeleri sirasiyla 4 ve 2 olan x(z) = iz ve y(z) = —z + 2 ve dondiirmeleri p4

grubunu tiretirler.

p4 grubunun S = {x,y} trete¢ kiimesine karsilik gelen Cayley cizgesi Sekil 3.5’te

verilmistir.
— X
—
xy qyzx
X~ p— 3y

NSNS

y Y(xy)? m— 2 (xy)?

[ R

y? —y (xy)? = y3(xy)?

SN/ "\

Xy —— iy

T

yixy e yZxy

/ N\

Sekil 3.14. p4 grubunun Cayley ¢izgesi.
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3.2.6. p6 grubu

p6 grubu, Oklid diizleminde i¢ agilarnin dlgiileri gg ve g radyan olan bir dik ii¢genin
herhangi iki kdsesini sabit tutan iki dondiirme tarafindan tiretilir ve

p6 = (x,ylx? =y® = (xy)° = 1)
bi¢iminde ifade edilir.

Ornegin, koseleri O,%ve% + ?i noktalar1 olan dik tiggenin 0 ve % koselerini sabit tutan ve

mertebeleri sirasiyla 3 ve 2 olan

x(z) = (%—?i)z ve y(z2) =—z+1

dondiirmeleri p6 grubunu tiretirler.

p6 grubunun S = {x,y} trete¢ kiimesine karsilik gelen Cayley c¢izgesi Sekil 3.6 da

verilmistir.
— xy*
# ,V
VZ
xy?(xy)* / \ xy?xy
TN e
y? (xy)s\‘7y(xy)5 xv\‘—_/' yixy
(xy)® VXV
v(xv)* ?)2
Y2 (y) e )" 3 (xy) 2t ¥ O
/ 2 2
xy?(xy)? Y(xy)? g (xy)? xy*(xy)
¥ (xy)?
xy?(xy)?

Sekil 3.15. p6 grubunun Cayley cizgesi.
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3.2.7. p31m grubu

p31m grubu, Oklid diizleminde bir eskenar {icgenin kenarlarmi sabit tutan ii¢ yansima

tarafindan tretilmistir ve
p31m = {(a, b,cla®? = b? = ¢? = (ab)? = (bc)3 = (ac)® = 1)

biciminde ifade edilir.

Ornegin, koseleri 0, 1 Ve% + gi olan eskenar iicgenin kenarlar tizerindeki yansimalar,

w = —% + giolmak uzere, a(z) =z, b(z) =wz ve c(z) =w(z—1)+ 1 ile verilen
fonksiyonlardir (Alling ve Greenleaf, 1971). Bu ti¢ yansima p31m grubuna izomorf olan bir

grup tretirler.

ab(z) = wz ve ac(z)= w(z — 1) + 1 elemanlar1 p31m grubunun p3 grubuna izomorf olan

bir alt grubunu iiretirler.

p31m grubunun S = {a, b, c} tirete¢ kiimesine karsilik gelen Cayley c¢izgesi Sekil 3.7 de

verilmistir.

n

—
—
NS
n =P o
h <= 1 nrn <= o
/ N/
he - ro Nnmh
NN S
rhe =P .}, rot =P ok
rho €= hah

;oo\

Sekil 3.16. p31m grubunun Cayley ¢izgesi.
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3.2.8. pAm grubu

p4m grubu, Oklid diizleminde bir ikizkenar dik iicgenin kenarlar1 {izerindeki ii¢ yansima

tarafindan tretilir ve
pdm = (a,b,c|a® = b? = ¢? = (ab)? = (bc)* = (ac)* = 1)
biciminde ifade edilir.

Bu iicgenin koseleri 6rnegin 0, 1 ve 1 + i alinabilir. Dolayisiyla bunun kenarlar iizerindeki
yansimalar, a(z) =z, b(z) =—-Z+2 ve c(z) =iz ile wverilen a,b,c:C- C

fonksiyonlaridir (Alling ve Greenleaf, 1971).

ab(z) = —z + 2 ve ac(z) = iz elemanlari, sirastyla mertebesi 2 ve 4 olan dondirmelerdir

ve dolayisiyla p4m grubunun p4 alt grubunu {iretirler.

p4 grubunun S = {a, b, c} tirete¢ kiimesine karsilik gelen Cayley c¢izgesi Sekil 3.8°de

verilmistir.
# a
—p D
- \ /
Ca <P cha
c ﬁ cb
\ 0 gup 1 chc g chac
ab <4=P ) bchc <= bchbca
bc g bcb
bca <= bcab

SN

Sekil 3.17. p4m grubunun Cayley ¢izgesi.
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3.2.9. pé6m grubu

p6m grubu, Oklid diizleminde {i¢ yansima tarafindan iiretilmistir ve
pém = (a,b,c|la? = b? = ¢? = (ab)? = (bc)® = (ac)® = 1)
bi¢iminde ifade edilir.

Ornegin, koseleri O,%Ve% +§i olan dik iicgenin kenarlar1 tlizerindeki yansimalar, w =

—§+\/2—§i olmak iizere, a(z) =wz, b(z) =z ve c(z)=w(z—1)+1 ile verilen

fonksiyonlardir ve bunlar p6m grubuna izomorf olan bir grup iretirler(Alling ve Greenleaf,

1971).

ab(z) =—z+1ve bc(z) =wz = (—% - gl) z elemanlari, sirasiyla mertebesi 2 ve 3

olan dondiirmelerdir ve dolayisiyla p6m grubunun p6 alt grubunu iiretirler.

p6m grubunun S = {a, b, c} iirete¢ kiimesine karsilik gelen Cayley ¢izgesi Sekil 3.9°da

verilmistir.

4 ja\b;wH

'&acb/ N, oo 116\ 1

A UG S
NN SN

Sekil 3.18. p6m grubunun Cayley ¢izgesi
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3.2.10. cmm grubu

cmm grubu, Oklid diizleminde bir dondiirme ve iki yansima tarafindan iiretilir ve
cmm = {x,a,b|x? = a® = b? = (ab)? = (axbx)? = 1)
bi¢iminde ifade edilir.

Omegin a(z) = —z ve b(z) = Z + 2i yansimalar1 ile mertebesi 2 olan x(z) = —z+1

dondiirmesi cmm grubunu tiretirler.

cmm grubunun S = {a, b, x} lirete¢ kiimesine karsilik gelen Cayley ¢izgesi Sekil 3.10 da

verilmistir.

q a
q b

— - N /"

b <= ab

P 4

1 =P

~N /SN S

aX Sy x xa 4= qxa

P P

bax = abx €= px bxa =P abxa

SN /SN

xbx G axbx

P11

bxbx €= abxbx

/SN

Sekil 3.19. cmm grubunun Cayley ¢izgesi.
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3.2.11. p4g grubu

p4g grubu, Oklid diizleminde bir dondiirme ve bir yansima tarafindan iiretilir ve
p4g = (x,alx* = a? = (ax"tax)? = 1)
bi¢iminde ifade edilir.

Ornegin a(z) = Z + 2i yansimasi ile mertebesi 4 olan x(z) = iz déndiirmesi p4g grubunu

uretirler.

p4g grubunun S = {a, x} lrete¢ kiimesine karsilik gelen Cayley c¢izgesi Sekil 3.11 de

verilmistir.
q n
q Y I I

/\ /\
\/ \/

o
/NN

P xlax3ax axlax < x3ax XAX Gy
x3ax3ax

! 1

Sekil 3.20. p4g grubunun Cayley ¢izgesi.
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3.2.12. p3m1 grubu

p3m1 grubu, Oklid diizleminde bir déndiirme ve bir yansima tarafindan iiretilir ve

p3ml = (x,a|x3 = a? = (ax tax)3 = 1)

bi¢iminde ifade edilir. Ornegin a(z) = Z + 2i yansimasi ile mertebesi 3 olan x(z) =

(—% + ? i) z dondiirmesi p3m1 grubunu iretirler.

p3m1 grubunun S = {a, x} lirete¢ kiimesine karsilik gelen Cayley ¢izgesi Sekil 3.12 de

verilmigtir.

—
q X

A4
|

ax®ax

xax-ax
x2ax?ax w—> \

axax®ax = xax*axa

axa

/ "\

x2axa /’

e

xaxa

ax’axa

\ /

Sekil 3.21. p3m1 grubunun Cayley ¢izgesi.
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3.2.13. pg grubu

pg grubu, Oklid diizleminde birbirine paralel iki dtelemeli yansima tarafindan iiretilir ve
pg = (g,hlg*h? = 1)
biciminde ifade edilir.

Omegin g(z) =Z+2i+1 ve h(z) = Z+ 1 paralel otelemeli yansimalar1 pg grubunu

uretirler.

pg grubunun S = {g, h} iirete¢ kiimesine karsilik gelen Cayley ¢izgesi Sekil 3.13 te

verilmistir.
9
—
—) ghT'g7! hg™!  — h? ey
h7lg™! e—f  g=1 ] e |
— g3 9% e 71 Gh™! —

1 I

Sekil 3.22. pg grubunun Cayley cizgesi
3.2.14. cm grubu

cm grubu, Oklid diizleminde bir 6telemeli yansima ve bir yansima tarafindan iiretilir ve

cm = (g,ala* = ag®ag™® = 1)
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bi¢iminde ifade edilir.

Omegin g(z) = z+ 1 otelemeli yansimasi ile ve a(z) =iz yansimast cm grubunu

uretirler.

cm grubunun S = {g, a} irete¢ kiimesine karsilik gelen Cayley ¢izgesi Sekil 3.14 te

verilmigtir.

S N\

N
e
el "

S EN:
TN\

Q
Q
Q

\\ &
/
N\
/

g~? ag™?

/

Sekil 3.23. cm grubunun Cayley ¢izgesi

3.2.15. pm grubu

pm grubu, Oklid diizleminde bir dteleme ve iki yansima tarafindan iiretilir ve
pm = (e,a,bla’? = b? = eae™'a = ebe b = 1)

bi¢iminde ifade edilir.
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Omegin a(z) = Z+ 2i ve b(z) = Z yansmmalar ile e(z) = z + 1 dtelemesi pm grubunu

uretirler.

pm grubunun S = {e, a, b} iirecteg kiimesine karsilik gelen Cayley ¢izgesi Sekil 3.15 te

verilmistir.
q a
q b
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Sekil 3.24. pm grubunun Cayley ¢izgesi

3.2.16. pgg grubu

pgg grubu, Oklid diizleminde birbirine dik iki 6telemeli yansima tarafindan iiretilir ve
pgg = (g, hl(gh)* = (g7*h)* = 1)

biciminde ifade edilir.

Ornegin g(z) = Z+ 1 ve h(z) = —Z + i 6telemeli yansimalari pgg grubunu iiretirler.

pgg grubunun S = {g, h} iirete¢ kiimesine karsilik gelen Cayley ¢izgesi Sekil 3.16 da

verilmigtir.
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Sekil 3.25. pgg grubunun Cayley ¢izgesi
3.2.17. pmg grubu
pmg grubu, Oklid diizleminde iki déndiirme ve bir yansima tarafindan iiretilir ve

pmg = (x,y,alx? = y* = a* = xaxyay = 1)

bi¢iminde ifade edilir.

Omegin a(z) = Z + 2i yansimas1 ile mertebeleri 2 olan x(z) = —z ve y(z) = —z + 2

dondiirmeleri pmg grubunu tiretirler.

pmg grubunun S = {a, x, y} tirete¢ kiimesine karsilik gelen Cayley ¢izgesi Sekil 3.17 de

verilmistir.
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Sekil 3.26. pmg grubunun Cayley ¢izgesi
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4. SONUC

Bu tez c¢alismasinda ilk olarak c¢izge, yonlii ¢izge ve Cayley ¢izgesi kavramlari
kisaca tanmitilmistir. Daha sonra devirli, dihedral ve simetrik gruplar gibi baz1 sonlu gruplarin
Cayley cizgeleri belirlenmis ve sekil cizilerek gosterilmistir. Son olarak, 17 farkh
izomorfizma sinifina ayrilan duvar kagidi gruplarinin her bir sinifina ait gruplar ve lireteg

kiimeleri secilerek bunlara karsilik gelen Cayley cizgeleri belirlenmistir.

Daha once ylizeyler lizerindeki cizgelerin otomorfizma gruplar1 hakkinda yapilan
bazi caligmalar ile yonlii cizgelerin otomorfizma gruplar1 arasindaki iliskiler sonraki
calismalarda incelenebilir (Jones ve Singerman, 1978),(Melekoglu, 2008), (Melekoglu ve
Singerman, 2016).
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T.C.
AYDIN ADNAN MENDERES UNIiVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BiLIMSEL ETIiK BEYANI

“Cayley Cizgeleri” baslikli Yiiksek Lisans tezimdeki biitiin bilgileri etik davranis ve
akademik kurallar ¢er¢evesinde elde ettigimi, tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan
bu caligmada, bana ait olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiz atif yaptigimi
bildiririm. ifade ettiklerimin aksi ortaya ¢iktiginda ise her tiirlii yasal sonucu kabul ettigimi

beyan ederim.

Berna DEMIRCI
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