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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

PERiIYODIK KATSAYILI LINEER FARK DENKLEM SiSTEMLERININ
SCHUR KARARLIGIVE SALINIMLILIGI UZERINE

Shuaibullah OMARY

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitisi
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Do¢. Dr. Ahmet DUMAN
2024, 40 Sayfa

Juri
Prof. Dr. Kemal AYDIN
Prof. Dr. Nesip AKTAN
Dog. Dr. Ahmet DUMAN

Bu g¢alismada, periyodik katsayili lineer fark denklem sistemlerinin ¢éziimlerinin Schur kararli
ve salimmlilik tanimlart verilip, periyodik katsayili lineer fark denklem sistemlerin hem Schur kararl
hem de sifira yakinsayarak salinimli oldugu durumlar incelenmistir. Ayrica hem Schur kararli hemde
sifira yakinsayarak saliniml olan bir periyodik katsayili lineer fark denklem sisteminin hangi bozunumlar
altinda hem Schur kararli hemde sifira yakinsayarak saliimli kaldigini ifade eden yeni siireklilik
teoremleri elde edilmistir. Ayrica, elde edilen sonuglar niimerik 6rneklerle desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Periyodik katsayili fark denklem sistemleri, Schur kararlihik, Hurwitz
kararlilik, Salimimlilik, Stireklilik teoremleri.



ABSTRACT

MS THESIS

ON SCHUR STABILITY AND OSCILIABILITY OF LINEAR DIFFERENCE
EQUATION SYSTEMS WITH PERIODIC COEFFICIENTS

Shuaibullah OMARY

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCEOF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE

Advisor: Assoc. Prof. Ahmet DUMAN
2024, 40 Pages

Jury
Prof. Kemal AYDIN
Prof. Nesip AKTAN
Assoc. Prof. Ahmet DUMAN

In this study, Schur stable and oscillatory definitions of the solutions of linear difference
equation systems with periodic coefficients are given and the cases where the linear difference equation
systems with periodic coefficients are both Schur stable and oscillate by approaching zero are examined.
In addition, new continuity theorems expressing under which perturbations a linear difference equation

system with periodic coefficients which is both Schur stable and oscillate by approaching zero, remains

both Schur stable and oscillate by approaching zero, are obtained. In addition, the obtained results are
supported with numerical examples.

Keywords: Systems of difference equations with periodic coefficients, Schur stability,
Hurwitz stability, Oscillation, Continuity theorems.
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1. GIRIS

Fark denklemleri bilimin bircok alanindaki problemlerin modellemesinde
kullanilir, 6rnegin, sayisal analiz, kontrol teorisi, biyolojide canli niifus sayisinin
arastirtlmasi, ekonomide ve bir¢ok gercek hayat probleminin modellemesinde
kullanilmaktadir. Modellenen problemin ¢6ziminin nasil davrandigini ve hangi
bozunumlar altinda karakteristik 6zelliklerini korudugunu bilmek uygulama alaninda
onemli kazanimlar saglamaktadir. Elimizdeki problemin “etkilere verecegi tepkinin
sorgulanmast ve yapisint degistirmeyen etkilerin sartlarinin belirlenmesi” hassasiyet
problemi olarak tanimlanmaktadir. Bir problemin hassasiyeti, yani ne kadar bozunuma
dayandiginin bilinmesi, problemin karakteristik Ozellikleri degismeden girdilerinde
uygun bozunumlar yapilmasina olanak saglar. Problemin hassasiyeti, problemin
bozunumlara dayanikliliginin Olgiistiniin  belirlenmesi olarak da degerlendirilebilir
(Duman, 2008).

Periyodik katsayili fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin davranisi (izerine
cok sayida calismalar yapilmaktadir, 6zellikle Shur kararlili ve salinimlilik iizerine ayri
calismalar yapilmistir fakat hem Shur kararlilik hem de salinimli iizerine literatlirde
yeterli ¢alisma yapilmamistir. Calismamiz da literatiirde hem Schur kararlilik hem de
salimimlilik lizerine verilen sonuglar ve hem Schur kararlilhik hem de salinimliligin
hassasiyetini veren siireklilik teoremleri verilmistir. Ayrica bu sonuglar niimerik

ornekler ile desteklenmistir.

Bu ¢alismada;

e Periyodik katsayili fark denklem sistemlerin Schur kararli ve salinimli oldugu
durumlar incelenmis ve bu durumlarin bozunuma ne kadar dayanikli oldugu incelenmis,

e Periyodik katsayili fark denklem sistemlerin Schur kararliligi ve salinimlilig
icin yeni bir kriter bulunmus,

e Oz degerler ve kararlilik parametresi arasindaki baglanti anlatilmis ve
kararlilik parametresine bagli sonug elde edilmis,

e Periyodik katsayili fark denklem sistemlerin Schur kararli ve salinnmliligin

stirekliligi aragtirilmis ve sonug elde edilmistir.



Tezin icerigi

Tez ¢alismamiz 4 kisimdan olugmaktadir.

1. b6élumde; problem tanitilip, tezde neler yapildigi agiklanmustir.

2. boliimde; Sabit katsayili fark denklem sistemlerin Schur kararlilig1 ve
salinimlilig ilgili literatlr bilgisi verilmistir.

3. boliimde; Periyodik katsayili lineer fark denklem sistemlerin Schur kararlilig
ve salinimlilig1 i¢in sonuglar verilmistir.

4. bolimde; Periyodik katsayili lineer fark denklem sistemlerin Schur kararliligi

ve salinimliliginin hangi bozunumlar altinda korundugunu veren bir sonug¢ verilmistir.



2. FARK DENKLEM SISTEMLERIN SCHUR KARARLILIGI ve
SALINIMLILIGI

Bu boliimde, literatiirde bulunan sabit katsayili lineer fark denklem sistemleri ve bu
sistemlerin Schur karaliligi, salinimliligi ve bu iki durumu beraber saglayan sonuglar

verilmigtir.
2.1. Sabit Katsayil Lineer Fark Denklem Sistemleri

a;j € R,i,j =1,2,..,N olmak Gzere N bilinmeyenli N tane denklemden olusan

sabit katsay1l1 lineer homojen fark denklem sistemi
x1(t+ 1) = apx1(6) + agox5(8) + -+ + agyxy (6),

X (t+ 1) = az1x;(t) + azx,(t) + -+ + axnxy(t),

xy(t+ 1) = ayyx1(t) + ayx,(t) + -+ ayyxy (t)

seklinde ifade edilir. Bu sistem,

x(t+1) a1 Q12 . iy x1(t)
a a see a
x(t+1) = xz(t:+ 1) ’ 4= :21 ?2 ; ?N ' x(t) = Xzz(t)
xy(t+1) ayi Anz ** Ann xy(t)
olmak Uzere
x(t+1)=Ax(t), t€Z (2.1)

matris-vektor formunda yazilabilir. (2.1) sistemi x(0) = x, € RY baslangi¢ sart altinda
x(t+1) =Ax(t), x(0)=x, t=0 (2.2)
sistemi de sabit katsayili lineer fark Cauchy problemi olarak adlandirilmaktadir.
I birim matris va A singuler olmayan bir matris olmak tzere

X(t+1) = AX(t), X(©0)=1I, t>0



Cauchy probleminin ¢ozimi olan X(t) = A* matrisine (2.1) sisteminin fundamental
matrisi denir. (2.2) Cauchy probleminin ¢ézimi ise x(t) = A'x, seklindedir ( Akin ve
Bulgak, 1998; Elaydi, 2005; Duman, 2008).

Tanmm 2.1. Her € > 0 icin 36 = §(¢) saywst varsa Oyle ki x(t + 1) = Ax(t) fark
denklem sisteminin ||x(0)|| < & sartin1 saglayan x(t) ¢6zumi icin [|x(t)|| <&t =0

saglanirsa bu taktirde (2.2) sisteminin x(t) ¢ozimune fark kararlidir denir.
Eger (2.2) baslangic deger problemin x(t) ¢6zimd icin;
a) Cozim fark kararli,

b) x(t + 1) = Ax(t) sisteminin her ¢6zimi icin n — oo iken ||x(t)|| — 0 ise bu
takdirde (2.2) sistemin x(t) ¢Ozumune Schur kararlidir denir( Akin ve Bulgak,
1998).

Schur kararhhk: (2.1) sisteminin
x(t+1) = Ax(t), teZ

Schur kararli olmasi igin gerek ve yeter sart |A;(4A)| <1, (i =1,2,...,N). Bu kriter
literatiirde Spektral Kriter olarak adlandirilmaktadir. Bir sistemin Schur kararli olmasi1 A

katsayr matrisinin Schur kararli olmasina denktir. (Duman, 2008; Duman ve Aydin,

2011).

Tanmm 2.2. Her t € N i¢in {y,} dizisi y;y;4+r < 0 olacak sekilde bir k € N var ise {y,}

dizisine salinimlidir denir (Agarwal vd., 2000).
Salinimhhik: (2.1) sistemini
x(t+1)=Ax(t), t€Z
ele alalim. Bu sistemin 6zdegerleri 4; (A) eC,( =12,..,N) olmak tzere,

(2.1) denklem sisteminin salmiml olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart A;(4) =

a; +iB;, (j = 1,2,..,N) olmak lzere

a) Bj=0iken4;(4) =a; <0,(j =1,2,...,N) olmasidur.



b) B; # 0iken;r = /aj-z + B;% olmak izere

1) <1 ise 4(4),(=12..,N) ise x(t) ¢bzUml sifira yakinsayarak
salinimli;

2) r=1ise 4;(4),( =12,..,N)ise x(t) ¢6zimi sabit biylkliikte salimmli;

3) r>1 ise 4;(4),(=12..,N) ise x(t) ¢Ozuml artan baydklikte
salinimlidir (Elaydi, 2005; Cakiroglu, 2019).

Not 2.1. (2.1) sisteminin
x(t+1)=Ax(t), t€Z

ozdegerleri 4;(A) € R, (i = 1,2, ..., N) ise sisteminin hem Schur kararli hem salinimli
olmasi ig¢in gerek ve yeter sart (—1<A;(4A)<0) , (i=12,..,N) olmasidir
(Cakiroglu, 2019).

Hurwitz Kararhhk: A, N boyutlu karesel bir matris (4 € My(R)) ve x(t) =

(1(0), %2 (8), ...,xN(t))T, x;(t) (i = 1,2,..,N) diferensiyellenebilir fonksiyon lar
olmak iizere 6z degerleri A; (A)eC(=12..,N)olan

x'(t) =Ax(t), teR (2.3)

diferensiyel denklem sistemini ele alalim. (2.3) sisteminin Hurwitz kararli olmasi i¢in
gerek ve yeter sart Re(4;(A)) <0, (i=1,2,..,N) (1. Lyapunov Yontemi-Spektral
Kriter) olmasidir (Akin ve Bulgak, 1998; Elaydi, 2005; Duman, 2008).

Herhangi bir A € My (R) matrisini ele alalim. Eger A matrisi simetrik bir matris
ise 6z degerlerinin hesaplanmasi probleminin iyi konulmus problem, A matrisi simetrik
olmayan bir matris ise 6z deger problemi kotii konulmus bir problemdir. Yani, simetrik
olmayan matrislerin elemanlarma kiiciik degisiklikler yapildiginda matrisin 06z
degerlerinde biiyiik degisiklik olabilmektedir. Matris elemanlarindaki yapilan degisiklik
¢ik kuglk olabilir ki yapilan degisiklik matrisin bilgisayardaki gosteriminde degisiklik
olmaz. Fakat yapilan bu degisiklik A matrisinin Schur kararliligini etkileyebilir. Mesela

literatiirde Ostrowski’nin 6rnegine gore



0.5 10 0
A, = 0 05 0
w 0 0.5

bicimindeki N boyutlu w — parametreli A,, matrisi, karakteristik denklemi
det(4, — AI) = (0.5 — DY F 10" 1w.

w =0 igin A, matrisinin 6z degerleri 1;(4,) =0.5(i =1,2,...,N) dir. Eger w =
10N, N = 101 igin A;y-100 matrisinin biitiin 6z degerleri A(A;y-100) = 1.5 olur.

Boylece,
||A10—100 — AO” = 107100 |/1(A10—100) — A(Ao)l =1.

Boylece Schur kararli olan A, matrisinin elemanlarinda yapilan 1071°° kadar bir

degisim, Schur kararli olmayan A, j-100 matrisine doniistiirmektedir.

Simetrik olmayan matrisler i¢in 6z deger problemi iyi konulmus bir problem
olmadigindan Schur kararliligi tespit i¢in Spektral Kriter yerine, Schur kararlilig
karakterize eden bir lineer cebirsel denklemin ¢6ziimii yardimiyla hesaplanan

parametreleri kullanmak daha kullanishdir (Akin ve Bulgak, 1998; Duman, 2008).

Simdi, yukarida bahsetti§imiz parametrelerin tanimi i¢in gerekli Lyapunov

teoremini verelim.

2.2. Schur Kararhlik ve Hurwitz Kararhlik i¢in Oz degerler ve Parametreler

Arasindaki Baginti

Teorem 2.1. (Fark Denklem Sistemi I¢in Lyapunov Teoremi)

Verilen bir A matrisinin ( veya x(t+ 1) = Ax(t) sisteminin x(t) =0 agikar

¢Oziimiiniin) Schur kararli olmasi igin gerek ve yeter sart
A'HA—H+1=0

Lyapunov fark matris denkleminin



H=3Y% ,(A)%A* H =H">0
¢Ozlimiiniin olmasidir (Akin ve Bulgak, 1998; Duman, 2008; Duman ve Aydin, 2014).

Lyapunov fark denklemini saglayan H = H* > 0 pozitif tamimli H matrisi varsa
w(A) = ||H||, aksi halde w(A) = o olarak seg¢ilir. Bu sekilde tanimlanan w(A) matris
fonksiyoneline A matrisinin Schur kararlilik parametresi ya da Schur kararliliginin
kalitesini gosteren parametre denir (Bulgakov ve Godunov, 1988; Bulgak, 1999;
Duman, 2008; Duman vd, 2018).

Ayrica, A = 0 matrisi alinirsa Lyapunov fark denkleminin ¢6ziimii H = I olur
Ki w(A) =1 elde edilir. Bu durum (2.1) sisteminin Schur kararliligi igin Miikemmel

Durum olarak adlandirilir. Buradan w(A) = [|H|| = 1 oldugu ag¢iktir (Duman, 2008).

(2.1) fark denklem sisteminin Schur kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sartin
I4;ADI<1 , (i=12,..,N) olmasi ile Teorem 2.1.°deki Schur kararlilik

parametresinin w(A) < oo olmast birbirine denktir; yani,
LA <1,i=12..,N)o @H=H >03A"HA-H +1=0) & (0(4) < »)
dir.

Simdi de diferensiyel denklem sistemlerinin Hurwitz kararliligmin kalitesini

veren parametreyi tanimlamak i¢in Lyapunov teoremini verelim.

Teorem 2.2. (Diferensiyel Denklem Sistemi I¢in Lyapunov Teoremi)

Verilen bir A matrisinin ( veya x'(t) = Ax(t) sisteminin x(t) = 0 asikar ¢oziimiiniin)

Hurwitz kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
AH+HA+1=0
Lyapunov matris denkleminin

H=[ e edt,H =H" >0



¢Oziimiinlin olmasidir (2. Lyapunov Yontemi) (Bulgakov, 1980; Bulgakov, 1995;
Aydin, 1995; Bulgak, 1999).

Lyapunov matris denklemini saglayan H = H* > 0 pozitif tamimli H matrisi
varsa k(A4) = 2||A|l||H]|, aksi halde k(A) = o olarak seg¢ilir. Bu sekilde tanimlanan
k(A) matris fonksiyoneline A matrisinin Hurwitz kararlilik parametresi ya da Hurwitz
kararliliginin kalitesini gosteren parametre denir (Bulgakov, 1980; Bulgakov, 1995;

Aydin, 1995).

Ayrica, A = —I matrisi alinirsa Lyapunov denkleminin ¢éztimii 2H = I olur Ki
k(A) =1 elde edilir. Bu durum (2.3) sisteminin Hurwitz kararliligi i¢in Miikkemmel
Durum olarak adlandirilir (Bulgakov, 1995).

(2.3) diferensiyel denklem sisteminin Hurwitz kararli olmasi igin gerek ve yeter
sartin Re(4;(4)) <0, (i =1,2,...,N) olmasi ile Teorem 2.2.’deki Hurwitz kararlilik

parametresinin k(A) < oo olmasi birbirine denktir; yani,
Re(A;(A) <0,(i=12,..,N)©3IH=H">03 A"H+ HA+1 =0 & x(4) <
dir.

(2.1) ve (2.3) sistemleri ayn1 A katsayr matrisini kullandig1 takdirde (2.1)
sisteminin hem Schur kararli hemde sifira yakinsayarak salimmli olmasi igin A
matrisinin hem Schur kararli hemde Hurwitz kararli olmasi yeterlidir. Buradan

asagidaki kritigi yazabiliriz.

Kritik 2.1. (2.1) fark denklem sisteminin hem Schur kararli hemde sifira yakinsayarak

saliniml1 olmasi igin
A€e{A]| w(A) < ovek(A) < »}

olmasi yeterlidir (Cakiroglu, 2019).



2.3. Fark Denklem Sistemlerini Hem Schur Kararh Hem Salinnmh Kilan Denk

Sonuglar

(2.1) fark denklem sistemi ve (2.3) diferensiyel denklem sistemi ayn1 A katsay1

matrisine sahip olsun.
(2.1) fark denklem sistemi icin

1. (2.1) fark denklem sistemi Schur kararli ve (2.3) diferensiyel denklem sistemi

Hurwitz kararl: ise;
2. |4A)|<1,(i=12,..,N)veRe(1;,(A)) <0, (i=12,..,N) ise;
3. AHA-H=0,H=H">0veA'H+HA+1=0,H=H">01sg;
4. w(A) < ovek(A) < ooise

(2.1) fark denklem sistemi hem Schur kararli hemde sifira yakinsayarak salinimlidir.

Burada 1., 2., 3., 4. sartlar1 birbirine denktir (Cakiroglu, 2019).
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[ A € My(R) ]

l l

[x(t+1)=Ax(t), tEZ] [ x'(t) = Ax(t), t€eR ]
l l
[ Q)] <1,(i=12,..,N) ] [ Re(1;(A) < 1,(i=12,..,N) ]
[ A'HA—H+1=0, 3H=H">0 } [ A'H+HA+1=0, 3H=H">0 }

I i
(o
N J
\/

x(t + 1) = Ax(t) fark denklem sistemi
hem Schur kararli hem de sifira
yakinsayarak salinimlidir.

Sema 2.1. (2.1) fark denklem sisteminin (x(t + 1) = Ax(t)) hem Schur kararli hem salinimli olmasi igin

elde edilen birbirine denk sonuclar.
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3. PERIYODIK KATSAYILI LINEER FARK DENKLEM SiSTEMLERI

Bu bolimde, periyodik katsayili lineer fark denklem sistemleri ve bu sistemlerin Schur

kararliligi, salinimlilig1 ve bu iki durumu beraber saglayan sonuglar verilmistir.

A(t) = A(t+T), N boyutlu periyodik ( T periyotlu ) karesel bir matris olmak tizere

x(t+1)=A)x(t), te€Z (3.1)
sistemini ele alalim. Bu sistem periyodik katsayil lineer fark denklem sistemi, x(0) =
xo € RVbaslangic sart1 altinda

x(t+1) =A)x(t), x(0) =xy,t =0 (3.2)
sistemi de periyodik katsayili lineer fark Cauchy problemi olarak adlandirilmaktadir. [
birim matris olmak tizere

Xt+1)=A1)X(t), X(0) =1, t=>0

Cauchy probleminin ¢ézimdi olan

t—1
X(6) = HA(i) = A(t — DA(t — 2) ... A(O)
i=0

matrisine (3.1) sisteminin fundamental matrisi ve

T-1
X(T) = HA(i) — A(T = DA(T = 2) ... A(0)
i=0

matrisine (3.1) sisteminin monodromi matrisi denir (Aydm, 1995; Akin ve
Bulgak,1998; Elaydi, 2005; Duman, 2008). (3.2) Cauchy probleminin ¢ézimi x(t) =
X(t)xyvet =kT +m,0 <m < T olmak lzere (3.2) sisteminin ¢bzim

x(kT +m) = X(m)X(T)*x,
seklindedir (Aydin, 1995; Duman, 2008).

Cauchy probleminin ¢6zimu olan X(t) matrisi (3.2) sisteminin fundamental

matrisi, X (T") matrisi de (3.2) sisteminin monodromi matrisidir.

1. Schur Kararhhk: (3.1) sisteminin Schur kararli olmast ile sistemin X(T)
monodromi matrisinin Schur kararli olmasinin denk oldugu agikca goriilmektedir.
Boylece, Spektral Kritere gore (3.1) sisteminin Schur kararlt olmasi i¢in gerek ve yeter

sart |4;(X(T))| < 1, (i = 1,2, ..., N) olmasidir (Duman, 2008; Duman vd, 2016).
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2. Salmmmhhk: (3.1) sisteminin 6zdegerleri 4;(X(T)) € C,(i =1,2,...,N)
olmak Uzere, (3.1) denklem sisteminin salinimli olmasi igin gerek ve yeter sart

LX) =a; +if;, (i =1,2,...,N) olmak lizere

a) Bi=0iken ;(X(T)) =«a; <0,(i =1,2,...,N) olmasidir.

b) B; # 0iken;r = |a;2+ B;%, (i = 1,2, ..., N) olmak iizere

1) r<1ise 1;(X(T)), (i =1,2,...,N) birim diskin icinde olup x(t) ¢dzimi
sifira yakinsayarak salinimlidir;

2) r=1 ise ,;(X(T)),(i=12,..,N) birim diskin Uzerinde olup x(t)
¢cOziimii sabit biiytikliikte salinimlidir;

3) r>1ise 4;(X(T)), (i =12,..,N) birim diskin disinda olup x(t) ¢6zimu
artan biiyiikliikte salinimlidir.

3. Hem Schur Kararhhik Hem Salimimhhk: (3.1) sisteminin hem Schur kararli
hem de salinimli olmasi ile sistemin X (7)) monodromi matrisinin hem Schur kararlt hem
de salinimli olmasinin denk oldugu acik¢a goriilmektedir. Bu sistemin 6zdegerleri
AX(TM) eER,(i=12,..,N) olmak (zere, Boylece, (3.1) sisteminin hem Schur
kararli hem de salinimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart (—1 < A4;(X(T)) <0),(i =
1,2, ..., N) olmasidir.

Simetrik olmayan matrisler i¢cin 6z deger problemi iyi konulmus bir problem
olmadigindan Schur kararliligi tespit i¢in Spektral Kriter yerine, Schur kararlilig
karakterize eden bir lineer cebirsel denklemin ¢oziimii yardimiyla hesaplanan

parametreleri kullanmak daha kullanishdir (Akin ve Bulgak, 1998; Duman, 2008).

Simdi, yukarida bahsettigimiz periyodik katsayili sistemlerin kararlilik parametrelerin

tanimui i¢in gerekli Lyapunov teoremini verelim.

Teorem 3.1. (3.1) sisteminin monodromi matrisi X (T) matrisinin Schur kararli olmasi

icin gerek ve yeter sart her C = C* > 0 matrisi igin
X*(T)HX(T)—H+C =0

Lyapunov fark matris denkleminin
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H =2 (x" (M) c(x(M)* , H=H">0
tek ¢oziimiine sahip olmasidir (Duman,2008).
C = I olmas1 durumunda
X*(T)HX(T)—-H+1=0

Lyapunov fark matris denkleminin tek ¢ézimd
k k
H=Y7(X(M) (X(T)) ,H=H">0 (3.3)

olmaktadir. (3.3) matris serisinin yakinsak olmasi X(T) monodromi matrisinin ((3.1)

sisteminin) Schur kararli olmasina denktir.
(3.1) sisteminin Schur kararliliginin kalitesini gosteren kararlilik parametrsi;
wl(A! T) = ”H”!

seklinde tanimlanmistir. Buna gore w;(A4,T) < oo ise verilen sistem Schur kararli, aksi
takdirde w;(A,T) = o ve sistem Schur kararli degildir ( Duman, 2008; Aydmn vd,
2000).

(3.1) periyodik katsayili fark denklem sisteminin Schur kararli olmasi i¢in gerek
ve yeter sartin |A;(X(T)| <1, (i=12,..,N) olmasi ile Teorem 3.1.’deki Schur

kararlilik parametresinin w; (4, T) < oo olmasi birbirine denktir; yani,
XTI <1,(=12,..,N)e @H=H >03X (THX(T) —H+1=0) & (0,(4,T) < )
dir.

Simdi de periyodik katsayili lineer diferensiyel denklem sistemlerinin Hurwitz
kararliliginin kalitesini veren parametreyi tanimini verebilmek i¢in Lyapunov teoremini

verelim.

A(t) matrisi, elemanlar1 siirekli fonksiyonlar olan T periyodlu (T > 0) N

boyutlu matris olmak tzere

X'(t) = AD)x(t), A(t+T) =A(t), T>0, tER (3.4)
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sistemi verilsin. Bu sistem periyodik katsayili lineer diferensiyel denklem sistemi olarak

adlandirtlir. Eger X (t) verilen sistemin fundamental matrisi ise o zaman,
X(t+T)=X()X(T) t>0

olur.
%X(t) = A(DX(t), X(0) =1

sisteminin X(t) ¢oziimi varlik ve teklik teoremine gore vardir (Aydin, 1995). (3.4)
sisteminin ¢ozumindeki X (T) matrisin sistemin monodromi matrisi olarak adlandirilir
(Aydin, 1995).

Simdi Floquet-Lyapunov teoremini kullanarak periyodik katsayili lineer diferensiyel
denklem sistemlerinin Hurwitz kararlih@imi ve periyodik katsayili lineer diferensiyel
denklem sistemlerinin Hurwitz kararliligin1 kullanarak sabit katsayili lineer fark

denklem sistemlerinin salinimliligini anlatalim.

Elemanlar1 siirekli fonksiyonlar olan T-periyodik, N boyutlu A(t) katsayi
matrisi  ve x(t)=(xl(t),xz(t),...,xN(t))T, x1(t), x5(t), ..., xy(t) tlrevlenebilir

fonksiyonlar olmak tizere (3.4) periyodik katsayili lineer diferensiyel denklem sistemi
x'(t) =At)x(t), At+T)=A(t), T >0,teR
ele alalim.

Floquet-Lyapunov Teoremine gore; (3.4) sisteminin fundamental matrisi Y (t),
M, N x N boyutlu bir matris ve F(0) =1, F(t+T) = F(t), detF(t) # 0 olmak
tizere, Y(t) = F(t)eM! olarak tanimlidir ve (3.4) sisteminin Hurwitz kararliligi M sabit
matrisinin Hurwitz kararlihma veya Y(T) = eM” sabit monodromi matrisinin Schur
kararliligina baglidir. Karsit olarak F(t+T) = F(t), F(0) =1, detF(t) # 0 ise o
zaman Y (t) periyodik katsayili diferensiyel denklem sisteminin fundamental matrisidir
(Keten vd, 2020).
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[ Eger (3.4) sistemi Hurwitz kararl ]

\ 4
[x(t + 1) = eMTx(t) sistemi M matrisi } [ u'(t) = Mu(t) sistemi M matrisi igin }

icin Schur kararlidir. Hurwitz kararlidir.

Sema 3.1. (3.4) fark denklem sisteminin (x'(t) = A(t)x(t), A(t +T) = A(t),T > 0,t € R) Hurwitz
kararli olmasi i¢in elde edilen birbirine denk sonuglar.

Kritik 3.1. (3.1) fark denklem sisteminin hem Schur kararli hemde sifira yakinsayarak

saliniml1 olmasi i¢in
A(t) € {A(t)] w.(A,T) < ove k(M) < oo}

olmasi yeterlidir.

3.1. Periyodik Katsayilh Linear Fark Denklem Sistemlerini Hem Schur Kararh

Hem Salinimh Kilan Denk Sonuclar

(3.1) periyodik katsayili fark denklem sistemi ve 3.4) periyodik katsayili

diferensiyel denklem sistemi ayn1 A(t + T) = A(t) katsay1 matrisine sahip olsun.

X(T), (3.1) periyodik katsayili fark denklem sisteminin monodromi matrisi ve
Y(T), (3.4) periyodik katsayili diferensiyel denklem sisteminin monodromi matrisi

olmak tizere (3.1) periyodik katsayili fark denklem sistemi i¢in

1. (3.1) periyodik katsayili fark denklem sistemi Schur kararli ve (3.4)

periyodik katsayili diferensiyel denklem sistemi Hurwitz kararl ise;

2. |4,X(TM)|<1,(i=12,..,N)veY(T) =eM" olmak lizere Re(};(M)) <
0, (i=12,..,N) ise;

3. X*(MHHX(T)—H+I1=0,H=H*">0 ve Y(T)=eM" olmak uzere
M*H+HM+1=0,H=H">0Iise;

4. w,(AT) <o ve k(M) < o ise
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(3.1) fark denklem sistemi hem Schur kararli hemde sifira yakinsayarak salinimlidir.

Burada 1., 2., 3., 4. sartlar1 birbirine denktir. Bunu bir de sema ile asagida gosterelim:

[A(t+T)=A(t), T>O]

,, l

[ x(t+1) = A(t)x(t), teZ } [ x'(t) = A(t)x(t), teR ]
[X*(T)HX(T)—H+I=0,H=H*>O} [ M*H+HM+1=0,H=H*>0 ]
[ LX) <1,(i=12,..,N) } [ Re(;(M)) <0, (i=12..,N) }

] Il

[ w;(A,T) < ] [ k(M) < o ]

N J
'

periyodik katsayil1 fark denklem sistemi
hem Schur kararlt hem de sifira
yakinsayarak salinimlidir.

Sema 3.2. (3.1) fark denklem sisteminin (x(t + 1) = A(t)x(t), t € Z) hem Schur kararli hem de sifira

yakinsayarak salinimli olmasi i¢in elde edilen birbirine denk sonuglar

—0.5 + sin (%nt) 0

Ornek 3.1. x(t + 1) = x(t), t € Z periyodik

2n
0 —0.5 + cos (? t)
katsayili lineer fark denklem sistemini ele alalim. Verilen periyodik katsayili fark

denklem sisteminin monodromi matrisini hesaplayalim.

a0=(T9" o) 4= L) a=(T5" 5
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X(3) = A(2)A(DA(0) = (0'2049 0(_)5)

seklinde elde edilir. X(3)*HX(3) —H +1 =0 denklemi hesaplayarak H =

(1'(())6 1.033

1.33 < oo olup A(t) Schur kararhidir.

) seklinde elde edilir ve H* = H > 0 dir dolayisiyla w,(4,3) = [|H|| =

Simdi verilen periyodik katsayili fark denklem sisteminin katsayr matrisi ile ayni
. 2
—0.5 + sin (? t) 0

katsayr matrisine sahip y'(t) = o
0 —0.5 + cos (? t)

y(),t €R

periyodik katsayili lineer diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu sistemin

monodromi matrisini hesaplayalim;

T = AOY(©)

= Y(t) = Cel A

<—0.5t—%cos Eo 0 )
3 . 2T
3 2T
Y(t) iy (Cll C12) e—O.St—Ecos (?t) 0
C21 C22 0 e—0.5t+%sin Eo

3
Y(0) =1 oldugundan c;; = e2r,ci5 =0,c51 =0,c5, =1 elde edilir. Dolayisiyla

periyodik katsayili lineer diferensiyel denklem sisteminin fundamental matrisi

3 3 2T
Y(t) _ (e—0.5t+E—ECOS (?t) 0 >

0 e—0.5t+%sin Eo
ve monodromi matisi
_ _ e—1.5 0
ran=vy®=(°," ")

olarak elde edilir. Fundamental matrisin

dy (t)
—= =AY (), Y(0) =1
dt
. . . . - e—0.5t+%—%cos(z?nt) 0
denklemini sagladigin biliyoruz. Buldugumuz v (¢) = < oseade (Z"t)>
0 e— . ESII’) ?

fundamental matrisi i¢cin Cauch probleminin saglandigini1 gosterelim.

mo_sferdEol) o )
)

dt dt _ 3 sin(*®
0 e O.5t+2n_sm(3
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3 3 2T
(—0.5 +sin (& t)) o056+ 57737008 (5 0

3 .. 27T
0 (—0.5 + cos (2?77: t)) g7 0StHsIn (G0

AY(t) =

—0.5t+i—i cos(z—nt)
2m 21 3 0

—0.5 + sin (2?" t) 0 <e
0 —0.5 + cos (2?” t) 0 e—0.5t+%sin(2§t

3

3 271
(—0.5 + sin (z?n t)) e 705t o008 (50 0
3 . 2T
0 (—0.5 + cos (z?ﬂ t)) g~ 0Stsin GO

yukarida d};—(tt) = A(t)Y (t) oldugu goriiliir.

~0.5(0)+—=—=cos (0)
Y(O) _ (e 2T 2T 0 )

0 e—0.5(0)+%sin (0)

_(etzm 0o (1 0)
0 e 0 1
yukaridda Y(0) =1 oldugu gériilir. Simdi Y(T) = eMT esitliginden M matrisini

bulalim;

(8_01.5 e-ol-S) =M =M= (_8'5 —8.5)'

Floquet Lyapunov Teoremindeki Y (t) = F(t)eM* denkleminden F(t) matrisini
bulalim;
3 3 2m
o= (em 0( t) JE @a)
elde edilir. Boyle tiim t'ler igin F(0) = I ve detF(t) # 0 dir.
M matrisinin 6zdegerleri Re(4;(M)) < 0 ayn1 zamanda k(M) =1 < oo olup
verilen periyodik katsayili lineer diferensiyel denklemi Hurwitz kararlidir.

Dolayisiyla sistem
—0.5 + sin (5-¢) 0

x(t+1) = -
0 —0.5 + cos (? t)

x(t),tEeZ
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periyodik katsayili lineer fark denklem sistemi hem Schur kararli hem de sifira

yakinsayarak salinimli olur.

—10000
10000

¢cOziminln grafigi asagida verilmistir. Burada x;(t) mavi ve x,(t) kirmiz1 ile

Verilen fark denklem sisteminin ( ) baslangi¢ sarti altinda x(t)

cizilmistir.
10000 —@
= Tlitj
- x5(t)
5000 — L ]

(=]
]
—o—9
v e
-

5000 — [

10000 —@ I | | 1 I

o 5 10 15 20 25
Sekil 3.1. Ornek 3.1.’teki sistemin hem Schur kararli hem de sifira yakinsayarak salinimli

oldugunu gosteren grafik.

—-0.5 — cos (g t)

Ornek 3.2. x(t + 1) =
cos (g t) —0.5

x(t), t € Z periyodik katsayili lineer

fark denklem sistemini ele alalim. Verilen periyodik katsayili fark denklem sisteminin

monodromi matrisini hesaplayalim.

A(o)=(—°-5 —1)’ A(1)=(_0'5 0 ) A(2)=(_0'5 1 )

1 —-0.5 0 —-0.5 -1 —-0.5
05 0
AQB) = ( 0 —0.5)'

0.312 0 )

X(4)=A(3)A(2)A(1)A(O)=( 0  0.312
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seklinde elde edilir. X(4)'HX(4) —H+1=0 denklemi hesaplayarak H =

(1.107 0
0 1.107

1.107 < oo olup A(t) Schur kararlidir.

) seklinde elde edilir ve H* = H > 0 dir dolayisiyla w,(4,4) = ||H|| =

Simdi verilen periyodik katsayili fark denklem sisteminin katsay1r matrisi ile ayni

-0.5 — Cos (g t)
katsay1r matrisine sahip y'(t) = .
cos (— t) -0.5

y(t), t € R periyodik

katsayili lineer diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu sistemin monodromi

matrisini hesaplayalim;

ar(e)
O - Ay

= Y(t) = Cel A

—05t  —Zsin(5t)

= Y(t) = Ce Zsin(;t) 0.5t

Y (0) = I oldugndan C = I elde edilir, dolayistyla
—05t  —Zsin(5t)
Y(t) = e Zsin(Gt)  —0.5t
< —0.5¢ —%sin(%t))
2 . T

Simdi e @G 75/ matrisini hesaplayalim.

Al)x = A(t)x, x #0

= (A@) —A(t)DHx =0

2 . T

—-0.5t—-1 —;sm(;t) B

aw-a=|, =0
;sm(;t) —-0.5t -1

burada 6zdegerleri 4, = —0.5t +=isin(Gt) Ve A, = —0.5t —=isin(5t) elde edilr,
boylece

f(A®) = 4@, r(A@®) = 1 A(D) + @l

f) =e* r) =ayA+a,
f(A®) = r(A®) oldugundan e4® = a,A(t) + apl ve f(4) =r()

2. . 4
e SHEMGY = g (—0.5t + 2 isin(3 1)) + g

2, . T
e OStESIGY = ¢ (—0.5¢ — %isin(g ) + a,
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bu iki denklem birbirinden ¢ikarsak <y = 5— >

2. . 2. .
0.5te—0-5t (eﬁlstn(%t)_e—ﬁlsm(%t)> 4
T
Esm(;t)

Cost e%isin(gt) +e—%isin(§t) 005t ef—[isin(%t)_e—%isin(gt) N
e vea, =3 : elde edilir.

2 Esin(gt) 2i
e eix+e—ix . eix_ e—ix .
burdan Euler formiliini kullanarak cos(x) = > ve sin(x) = " ki x =
2 . .1 .
- sm(; t) dir, dolayisiyla
0.5te™05t 2 | @ _0.5¢t 2 . . e”05t 2 @

ay = ——sin(=sin(=t)) + e ">t cos(=sin(=t)) ve a; = ———sin(=sin(=t

0= Ty SINGSiG ) GSinGO) ve @ =z msinCsinG L)

olur, e4® = @, A(t) + ayl denklemin yerine yazilirsa

2 yis
-0.5¢ —0.5¢ —=sin(=t)
ed) = = _gin (E sin (E t)) 5 - ™ 2
Zsin(3t) " \m z =sin(5t) —0.5t
0.5te™ %% /2 . ~ 2 o 1 0
msm (; SlTl(E t)) + e~ %3 cos (; sm(i t)) (0 1)
b4 2

dolayisiyla periyodik katsayili lineer diferensiyel denklem sisteminin fundamental

matrisi

e %5tcos (%sin(g t)) —e 05t sin(% sin(g t))
Y(t) =
e~ 05t sin(% sin(g t)) e %tcos (% sin(g t))

dir. Buradan monodromi matisi

rm=vw =" 2%)

olarak elde edilir. Fundamental matrisin

dy (t)
——= =AY (), Y(0) =1
dt
denklemini sagladigini biliyoruz. Buldugumuz Y(t) =

e~ %5tcos (zsin(gt)) —e 05t sin(zsin(gt)) o
? o , fundamental matrisi icin Cauch
e " sin(zsin(;t)) e *%cos (Ssin(51))

probleminin saglandigini gosterelim.
-0.5¢t 2 o T =05t ;2 o T
av® _ d e cos (ﬂsm(2 t)) -—e sm(ﬂsm(2 t))
ac.dt e‘““sin(%sin(%t)) e %5tcos (%sin(gt))

<—0.53‘°'5t cos (% sin (g t)) - cos(g t)e %5t sin (isin (g t)) 0.5e7%5tsin (%sin (g t)) - cos(g t)e %5t cos (%sin (g t)) >

_ =05t gin (2 ci (T T 1N ,—0.5¢t 20 (™ _ -0.5t 2. (T _ T Np=05t gin (2 oin (T
0.5e sin (n sin (z t)) + cos(2 t)e cos (nsm (z t)) 0.5e cos (n sin (2 t)) cas(Z t)e sin (nsm (2 t))




22

AY(t) =
—0.5 —cos ( t) e %5tcos (%sin(g t)) —e 05t sin(% sin(g t))
cos ( ) —-0.5 e 05t sin(% sin(g t)) e %%cos (% sin(g )
<—o 5e=05t cos ( 4 )— cos(Et)e™% sin (Esin (: t)) 0.5¢5¢ sin (%sin (gt)) ~ cos(Ct)e "5 cos (%sin (gt)) )
s () oG o Etn () 0 (2t (3) e o 2]

yukarida };—t = A(t)Y (t) oldugu goriiliir.

2 2
e 030 cos (—=sin(0)) —e %5 sin(=sin(0))
Y(0) = 2 2
e~ 05(0) sin(; sin(0)) e %5cos (E sin(0))

° —e%0)
- (eoe(O) eeo ) - (é (1))

yukarida Y (0) = I oldugu goriiliir.

Simdi Y (T) = eMT esitliginden M matrisini bulalim;

(o Z)=e=m=(3° o5

Floguet Lyapunov Teoremindeki Y(t) = F(t)eM' denkleminden F(t) matrisini

bulalim;

cos (Esin(E t) - sin(E sin(z t))
F(t) = 211 n? Zﬂ 11'2
sin(; sin(; t)) cos (; sin(; t))

elde edilir. Boylece tum t'ler i¢in F(0) = I ve detF(t) =1 # 0dir.

M matrisinin 6zdegerleri Re(4;(M)) < 0 ayn1 zamanda k(M) =1 < oo olup
verilen periyodik katsayili lineer diferensiyel denklemi Hurwitz kararlidir.

Dolayisiyla sistem
-0.5 —cos (g t)

X+ = cos (g t) —-0.5

x(t), t€Z

periyodik katsayili lineer fark denklem sistemi hem Schur kararli hem de sifira

yakinsayarak salinimli olur.
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—10000
10000

¢coziminln grafigi asagida verilmistir. Burada x;(t) mavi ve x,(t) kirmiz1 ile

Verilen fark denklem sisteminin ( ) baslangi¢ sartt altinda x(t)

Cizilmistir.
10000 —ap
. .T: !}
L ] s X5(t)
L
5000 —

5000 —| @
]
10000 —@
15000 - @ | | | | |
0 5 10 15 20 25

Sekil 3.2. Ornek 3.2.’teki sistemin hem Schur kararli hem de sifira yakinsayarak salmiml

oldugunu gosteren grafik.

-0.1+ sin(g t) cos(g t) 0
Ornek 3.3. x(t+1) = cos(g t) —0.1+ sin(g t) 0 x(t),
0 0 —-0.5+ cos(g t)

t € Z periyodik katsayili lineer fark denklem sistemini ele alalim. Verilen periyodik

katsayili fark denklem sisteminin monodromi matrisini hesaplayalim.

01 1 0 09 0 0
A(0) = < 1 -01 0], A= ( 0 09 0 )
0 0 05 0 0 -05

-01 -1 0 -11 0 0
AQ2) = < -1 -0.1 0 AQ3) = < 0 -11
0 0 -15 0 0 -0.5

o
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09801 0 0
X(4)=A(3)A(2)A(1)A(O)=< 0 09801 0 >
0 0  —0.1875

seklinde elde edilir. X(4)*"HX(4) —H +1 =0 denklemi hesaplayarak H =

25.38 0 0
0 25.38 0 seklinde elde edilir ve H*=H >0 dir dolayisiyla

0 0 1.037
w1(4,4) = ||H|| = 25.38 < o olup A(t) Schur kararlidir.

Simdi verilen periyodik katsayili fark denklem sisteminin katsay1r matrisi ile ayni

katsay1 matrisine sahip y'(t) =
(—0.1 + sin (g t) cos (g t) 0 \
cos (g t) —0.1 + sin (g t) 0 y(t),teR periyodik
0 0 —0.5 + cos (% t)

katsayili lineer diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu sistemin monodromi

matrisini hesaplayalim;

T =AY (©)

= Y(t) = Cel AWM

~0.1t—2cos(3t) Zsin(Gt) 0
Zsin(Gt) ~0.1t-2cos(5t) 0
= Y () = Ce 0 0 ~0.5t+=sin(5t)
e—0.1t+%sin (n?t) + e_0_1t e—0.1t+%sin (n?t) _ e_0_1t
oD @) e D) 0
Y(t) =C e—0.1t+%sin (n?t) —e—01t e—0.1t+%sin (n?t) + @01t
Ze%(cos(n?t)+sin (n?t)) Ze%(cos(n?t)+sin (%t)) 0
0 0 e—0.5t+%sin )
2
e 0 O
Y(0) =1 oldugundan C = 0 e% 0 elde edilir. Dolayistyla periyodik
0 0 1

katsayilt lineer diferensiyel denklem sisteminin fundamental matrisi



25

e—o.1t+5+isin ("—t) —0.1t+72—r e—0.1t+72—[+%sin Eh e—o.1t+72—r 0
Tt Tt
26727'_(cos( )+sm (—)) Zei(cos( )+sm (—))

2 4 . 2
Y(t) — e—0.1t+7—r+ﬁsm(—) o0+

2,4 . 2
e—O.1t+—+—sm (—) —O.1t+ﬁ

0

\ 26727'_(cos( t)+sm (—)) Zei(cos( t)+sm (—))
2 . Tt
0 0 8—0.5t+551n (7)
ve monodromi matisi
e -0.4 0 0
Y =y®= 0 % o0
0 0 e?
olarak elde edilir. Fundamental matrisin
dy (t)
7 = A(t)Y(t), Y(O) =1
denklemini sagladigini biliyoruz. Buldugumuz Y(t) =
2.4 . mt 2 2.4 . mt 2
e—0.1t+ﬁ+ﬁsm (7)+e—0.1t+ﬁ e—0.1t+ﬁ+ﬁsm (7)_6—0.1t+ﬁ O
2 Tt . Tt 2 Tt . Tt
ZeE(COS(7)+Sll’l (7)) ZeE(COS(T)"'Sln (—))
| o0 1t+;+;t,sm (—) —e o.1t+% o0 1t+i+;}rsm G ) o.1t+% 0 | fundamental
\ Zei(cos(zt)+sm (—)) Zei(cos(n;t)+sm (—)) /
2 Tt
0 0 e—0.5t+Esm (7)
matrisi i¢in Cauch probleminin saglandigin1 gésterelim.
2,4 . . mt 2 2,4 .  mt 2
e—0.1t+;+Esm (7) + e—0.1t+; e—0.1t+1—1+1—151n (7) A e_O'1t+1T[
0
dy(t) 4 Den (cos( )+sm (—)) 2en(cos( )+sm ( ))
4 . 2 4 . 2
dt a e—0.1t+E+Esm (7) _ e—0.1t+; e—O.1t+E+ESln (7) + e—O.1t+E 0
2
2en (cos( )+51n (—)) 26,n(cos( )+sm (—))
2 . t.
0 0 e—0.5t+;sm (n?)
(70_“5“1 (7!7!))( —oat+2+ eln(z)+e—01t+3)+cos(ﬂt)(e—n1[+%+’%sin(%[)76—()”#'%) (70_“51“(nj:))(e-unaf%-;ﬂm &) e-un+5>+ms(n:)(e-un+ Asin (25 )+e—nn+ ) o
ZEn(cos( E)+sin &) 2ea( 2(cos(Z)+sin )
— (_0_1+Sin(%f))(E*OJH%,%sm( ) _g—01t+E )+cos( )(e—o.xc+%+,‘—(sin("7‘>+e—o.n+%) (—0.1+sin("f))(e’“‘”%*:r*‘“( ) po0tE )+CDS( )( —01t+2+sin (25 _ —un+) .
o2 {cos(D)esin () o 2{cos(D)esin (D) v
0 0 (—0.5 + cos (ﬂ?t)) 9_0'5“%5‘" @
ARY (@) =
e " / —0. 1t+£+ism (—)+e—o 1t+— e O 1t+3+isin ("—t) e 1t+% 0 \\
/_01 + Sln(E t) cos (E t) 0 \ 237_[((:05 +sin (—)) 2e"(cos( )+sm (—))
Cgs(g t) —-0.1+ Sin(g t) I o0 1t+£+ism (—) o0 1t+% e—0.1t+3+ism (—)+e—0 1t+% I
0 0 _0 5 + COS(— t) 237_[((:05 +sin (—)) Zefzt(cos( )+sm (—))
0 —0 5t+—sm (—
(—o1esin (29)(701R 40 3 601642 ) o) (0105250 B 03642) - (—o.1asin (29) (60268 (B0 ¢m0164E ) con(2) 0264540 B gm0t

225(cos(’57t)+sm )

2,4 mt 2 24 mt 2 )
(—0.1+sin("f))(e"’-“*%*ﬁs‘"(ﬂ ’°”*?>+cos("7‘)(e’“’“??"‘(21+e “’“n) (-0a+si

z T T
peslcos(G)rsin D)
2,4, mt 2 2,4, mt 2
n ("f))(e’“ 1t zagsin () | =0 ’”’)+cos( )(e’“ 1t++sin (TJ_E—MH;)

cos(%E)+sin (&)

zen(

0

2e2{cos(F)+sin (5)

0

( 05+cos( _DSH Zin (- )]
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yukarida dl;—(tt) = A(t)Y (t) oldugu goriiliir.

2z 2 2
en+emn en—emn
z — 0
2em 2em
yo)=|2 2 2 2 —(1 0
en—emn en+emn 0 1
= —z 0
2em 2em
0 0 e°

yukarida Y (0) = I oldugu goriiliir.

Simdi Y (T) = eMT esitliginden M matrisini bulalim

e 0% 0 -01 0 0
0 e% o |=eM">M= 0 -01 0 |
2

0 0 e” 0 0 -0.5

Floguet Lyapunov Teoremindeki Y (t) = F(t)eM* denkleminden F(t) matrisini

bulalim;
2 4 . mt 2 2, 4 . . mt 2
eﬁ+ﬁsm (7)+e7TL_ eﬁ+7T[Sln (7)—37? 0
Ze%(cos(%t)+sin (n?t)) Ze%(cos(%t)+sin (n?t))
2 4 . mt 2 2 4 . . mt 2
F(t) = | et Sin (7)—877-' e tRSin (7)_'_8;[ 0
Zeﬁ(cos(%t)+sin (%t)) Ze%(cos(%t)+sin (T[Tt))
Zsin (&
0 0 er 2

elde edilir. Boylece tum t'ler i¢in F(0) = I ve detF(t) # 0 dir.

M matrisinin 6zdegerleri Re(4;(M)) < 0 ayn1 zamanda k(M) =5 < oo olup
verilen periyodik katsayili lineer diferensiyel denklemi Hurwitz kararlidir.

Dolayisiyla sistem

m T
—0.1 + sin (E t) cos (E t) 0
x(t+1) = cos (g t) —0.1 + sin (g t) 0 x(t),tEZ
0 0 —0.5 + cos (g t)

periyodik katsayili lineer fark denklem sistemi hem Schur kararli hem de sifira

yakinsayarak salinimli olur.

—1000
Verilen fark denklem sisteminin (1000) baslangic sarti altinda x(t)
1000

¢cozimuniln grafigi asagida verilmistir. Burada x; (t) mavi, x,(t) kirmizi1 ve x5(t) yesil

ile cizilmistir.
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1500 —

= xy(t)
» x5(t)

1000

&00

500

=1000

1500 (I l | | | |

0 20 40 1] 80 100

Sekil 3.3. Ornek 3.3.’teki sistemin hem Schur kararli hem de sifira yakinsayarak salmiml

oldugunu gosteren grafik.

0.1+ sin(g t) cos(g t) 0
Ornek 3.4. x(t + 1) = cos(Et) 01+sinCe) 0 x(t), t € Z periyodik
2 2
0 0 0.25

katsayilt lineer fark denklem sistemini ele alalim. Verilen periyodik katsayili fark

denklem sisteminin monodromi matrisini hesaplayalim.

01 1 0 1.1 0 0
A(0) = < 1 01 O ), A1) = ( 0 11 O ),
0 0 0.25 0 0 0.25
01 -1 O -0.9 0 0
AQ2) = <—1 01 O ), AQ(3) = ( 0 -09 0 )
0 0 0.25 0 0 0.25

0.9801 0 0
X(4) =AB)A(2)A(DA(0) = ( 0 0.9801 0 )
0 0 0.003
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seklinde elde edilir. X(4)'HX(4) —H+1=0 denklemi hesaplayarak H =

25.38 0 0
< 0 2538 0 > seklinde elde edilir ve H* = H > 0 dir dolayisiyla w,(4,4) =
0 0 1,01

||H|| = 25.38 < oo olup A(t) Schur kararlidir.

Simdi verilen periyodik katsayili fark denklem sisteminin katsayr matrisi ile ayni

0.1 +sin (g t) cos (g t) 0
katsay1 matrisine sahip y'(t) = cos (E t) 0.1 + sin (g t) 0 y(t), teR
02 0 i 0.25

periyodik katsayili lincer diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu sistemin

monodromi matrisini hesaplayalim;

ar(e)
dat

= Y(t) = Cel A

ADY ()

2 T 2 . T
O.1t—7—Tcos(Et) ;sm(;t) 0
Zsin(Gt)  01t——cos(zt) O
= Y(t) = Ce 0 0 0.25¢
4 . Tt 4 . Tt
eo.1t+551n (7) +eo,1t eOJHESln(?) —eo'lt ;
2 Tt q Tt 2 Tt h Tt
2en(cos(FIHsinG)  pgz(cos(F)+sin )
— 4 . Tt 4 . Tt
Y(t) =C 80.1t+;sm (7) _ eo,1t eO.1t+Esm (7) + e°'1t
2 Tt . Tt 2 Tt . Tt
2ex(os(F)Hsin ) pgr(eos(F)+sin )
0 0 eO.ZSt
2
ec 0 O
Y(0) =1 oldugundan C = 0 e% 0 elde edilir. Dolayistyla periyodik
0 0 1
katsayilt lineer diferensiyel denklem sisteminin fundamental matrisi
eo.1t+%+%sin (%t)+eo.1t+% eo.1t+%+%sin (%t)—eo'lt-'-%
Ze%(cos(n?t)+sin (%t)) Ze%(cos(n?t)+sin (%t))
Y(t) = eo.1t+%+%sin (%t)_eo.u+% eo.lt+%+%sin (%t)+eo.1t+%
Ze%(cos(%t)+sin (%t)) Ze%(cos(n?t)+sin (%t))

0 0 eO.ZSt

ve monodromi matisi

eO.4- O O

Y()=Y@) = 0 €% 0

0 0 e

olarak elde edilir. Fundamental matrisin



dy(t)—A Y(t),Y(0) =1
— == AQY©,Y(0) =

denklemini sagladigini biliyoruz. Buldugumuz
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2. 4 . mt 2 2 4 . mt 2
eo.1t+ﬁ+ﬁsm (7)+eo'1t+ﬁ eo.1t+ﬁ+ﬁsm (7)_80.1t+ﬁ 0
2 t . t 2 t . t
Zeﬁ(cos(%)+sm (HT)) Zeﬁ(cos(n?)+sm (n?))
Y(t) = eo.1t+%+%sin (%t)_eo.lt+% eo.1t+%+%sin (%t)+eo.1t+% 0
2 t . t 2 t . t
Zeﬁ(cos(%)+sm (HT)) Zeﬁ(cos(n?)+sm (n?))
0 0 eO.ZSt

fundamental matrisi i¢in Cauch probleminin saglandigini gésterelim.

dY (t) B
dt

eo.1t+%+%sin (%t)+eo.1t+%, eo.1t+%_+%sin (%t)_eo-l”%
Ze%(cos(%t)+sin (%t)) Zeé(cos(%t)+sin (T[Tt))

- eo.1t+%+%sin (%t)_eo.1t+%, eo.1t+%_+%sin (%t)+eo.1t+%
2e%‘_(cos(n:?t)+sin (%t)) Ze%(cos(%t)+sin (%t))

0 0

2,4 mt 2 2,4 mt 2 2,4
. omt. 2+ 2sin (&5 24 t 24 2sin (&5 2 . omt. 242,
(0.1+sm (n?))<eo.1t+"+nsm (6 )+e0,1t+n>+ms(n7)(eo.1t+n+nsm (6 )_eo,1t+n> (0.1+sm (n?))(emt+n+n

e0.25t

. Tt 2 2., 4_.  mt 2
sm(7)_20.1[+E>+Cos(ﬂ?t)<e0.1t+i+ﬁsm (7)+eo.1t+i>

29%((:05("7:)+sin (%t)) 22%(cos(%t)+sin (%t)) 0
(0.1+sin (ﬂ?t))<eo.1t+7—2!+%sin(%t)_eo.lH% +Cos(n7t)(eo.1t+%+%sin (”7‘)+eo.1c+%> (0.1+sin (n?t))(eo.lt+%+%sin("7[)+e0.1t+% +cos("7t) 30.1t+%+%sin (”7‘)_20.1”%)
\ Ze%(cos(%t)+sin (%t)) Ze%(cos(%[)+sin (%t)) 0 }
0 0 0.25e0%-25¢
AY(6) =
2 4 . . mt 2 2 4 . mt 2
- - eo.1t+E+Esm (7)+eo.1t+E eo.1t+E+Esm (7)—60'1“7 0
7 — — 2 Tt . 7t 2 Tt . Tt
0.1+ sm(2 t) COS(2 t) 0 ZeE(cos(7)+sm (7)) 23;(c05(7)+sm (7))
T . T 2 4 . mt 2 2 4 . 1t 2
COS(E t) O 1 + Sln(; t) O eo.1t+E+Esm (7)_80.1t+E eo.1t+E+Esm (7)+eo'1t+ﬁ 0
2 Tt . 7t 2 Tt . Tt
0 0 0.25 2ex(cos(F)+sin () 2ex(cos(F)+sin (5))
0 0 e 0.25¢t
(0.14sin (%t))<eu.1t+%+%sin ("7[)”o,1t+%)+ms(n7t)(eo.1t+%+%sin ("{)_Eovué) (0.1+sin (n?t))<eo.1t+%+%sin(%[)_50.1[+%>+605(n?t)<e0.1t+%+%sin ("7‘)+eo.n+%>
2e(cos(Z)+sin &) 2o 2(cos(Z)+sin &) 0
(0.1+sin (%t))<eo.1t+%+%sin ("75)_eo,1t+%)+cos(n7t)(eo.1t+%+%sin (%t)+eo,1t+%> (0.1+sin (n?t))(eo.lt+%+%sin(%[)+eu.1[+%)+cos(ﬂ7t)<e0.1L+%+%sin (%[)—30'1”%)
Ze%(cos(%t)+sin (%t)) 28%(cos(n7[)+sin (%[)) 0
0 0 0.25e0-25¢

yukarida d;—(tt) = A(t)Y (t) oldugu goriiliir.
Y(0) =

2 4. 2 2 4. 2
O 1O +478In (0) | ,01(0)+5  ,01(0)+7+7sin (0) _ ,0.1(0)+5

2e%(cos(0)+sin o)) 2e%(cos(o)+sin (0))

2 4. 2 2 4. 2
O 1O +478In (0)_ ,01(0)+5  ,01(0)+7+7sin (0)  ,0.1(0)+5

2e%(cos(0)+sin o))

0 0

2e%(cos(o)+sin (0))

£0-25(0)
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2 2z 2 2
em+emn em—en
2 2 0
2erm 2erm
= 2 2 2 2 = o0
em—em  emn+em 0 0 1
2 2
2erm 2erm
0 0 e°

yukarida Y (0) = I oldugu goriiliir.
Simdi Y (T) = eMT esitliginden M matrisini bulalim
e’ 0 0 01 O 0
0 e o|=e™M>M=(0 01 0 |
0 0 e 0 0 0.25

Floquet Lyapunov Teoremindeki Y(t) = F(t)eM* denkleminden F(t) matrisini

bulalim;
et NG L or xS G _gr
( 2en(cos(Fsin () por{cos(3)+sin ) \\
FO=| i@ _gr rtonG) 4 o Oi
\Ze,%(cos(%t)ﬂin%t)) 2ex(cos(3)+sin () /
0 0 1

elde edilir. Boyle tiim t'ler igin F(0) = I ve detF(t) # 0 dir.

M matrisinin igin k(M) = oo olup verilen periyodik katsayili lineer diferensiyel
denklemi Hurwitz kararli degildir.

Dolayisiyla sistem

0.1 4+ sin (g t) cos (g t) 0
x(t+1) = cos (g t) 0.1 + sin (g t) 0 x(t), tEZ
0 0 0.25

periyodik katsayili lineer fark denklem sistemi Schur kararli ama sifira yakinsayarak
salinimli olmaz.

—1000
Verilen fark denklem sisteminin (1000) baslangic sarti altinda x(t)
1000

¢coziimuniln grafigi asagida verilmistir. Burada x; (t) mavi, x,(t) kirmizi1 ve x5(t) yesil

ile cizilmistir.
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Sekil 3.4. Ornek 3.4.’teki sistemin hem Schur kararli hem salinimli oldmadigin1 gosteren grafik.
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4. PERIYODIK KATSAYILI FARK DENKLEM SiSTEMLERIN HEM SCHUR
KARARLILIGIN HEM DE SALINIMLILIGININ HASSASIYETI

Bu béliimde, birinci mertebeden periyodik katsayili fark denklem sistemleri ve
periyodik katsayili diferensiyel denklem sistemlerinin literatiirde ki siireklilik teoremleri
verilip bu teoremler yardimi ile periyodik katsayili fark denklem sistemlerinin hem
Schur kararliligi hemde sifira yakinsayarak salinimliligi i¢in yeni bir kriter elde

edilmistir.

Literatiirde, (3.1) sisteminin Schur kararliliginin hassasiyetini ve (3.4) sisteminin
Hurwitz kararliliginin hassasiyetini veren siireklilik teoremlerini ifade etmeden dnce bu

sistemlerin bozunum sistemlerini tanitalim.

A(t) = A(t+T) ve B(t)=B(t+T), N boyutlu periyodik ( T periyotlu )

karesel matrisler olmak iizere (3.1) periyodik katsayili lineer fark denklem sisteminin
y(t+1)=(A@) +B(t)y(t), teZ (4.1)
bozunum sistemidir. (4.1) Cauchy probleminden elde edilen
Zt+1) =(A@®)+B®)Z(t), Z(0) =1t €L

Cauchy probleminin ¢dzimi olan Z(t) matrisi (4.1) sisteminin fundamental matrisi,

Z(T) matrisi de (4.1) sisteminin monodromi matrisidir. (4.1) sistemi Schur kararl ise
Z*(MHZ(T)—-H+1=0

Lyapunov denklemini saglayan
H=32(z2m) (zm)  B=0 >0

¢6ziimii var ve w; (A + B, T) = ||H|| < oo dur (Duman, 2008).

Teorem 4.1. (3.1) sistemi Schur kararl (w4 (4, T) < o) olmak Uzere

1
w1(AT)

1Z(T) - X(D)|| < J IX(DII2 + —2— — X (D)l
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esitsizligini saglayan B(t) bozunum matrisi igin (4.1) bozunum sistemi de Schur
kararlidir (Aydin vd, 2001;Duman, 2008).

Simdi (3.4) periyodik katsayili lineer diferensiyel denklem sisteminin bozunum

sistemini tanitalim.

A(t) ve B(t) elemanlar1 siirekli fonksiyonlar olan T periyodlu (T > 0) N

boyutlu matrisler ve w(t) = (w;(t), Wy (), .., wy (), wi(t), Wy (8), ..., wy(£)

tirevlenebilir fonksiyonlar olmak Uzere
w'(t) = [A(t) + B(t)]w(t), B(t+T) = B(t), t € R. 4.2)
sistemi (3.4) periyodik katsayili diferensiyel denklem sisteminin bozunum sistemidir.

Teorem 4.2. (3.4) sisteminin fundamental matrisi W (t) = F(t)eM* (burada M,N
boyutlu karesel matris ve F(0) = I, F(t + T) = F(t), detF(t) # 0) olmak lizere (3.4)

sistemi Hurwitz kararli olsun. Bu taktirde [|6M|| < % olacak sekilde herhangi bir 6M

matrisi icin B(t) := F(t)6MF~1(t) olmak lizere,

Tmax(F(8)) IM]|
Omin (F (1)) k(M)

IBOOIl <

B(t + T) = B(t) bozunum matrisi icin (4.2) bozunum sistemi de Hurwitz kararhidir.
Burada oyax(F(t)) Ve 0min(F(t)) sirastyla F(t) matrisinin max ve min singuler
degerleridir (Keten vd, 2020).

Sonu¢ 4.1. (3.1) sistemi hem Schur kararli hem de sifira yakinsayarak salinimli
(yani (t) € {A(t)] w,(A,T) < wve k(M) < }) olmak (izere

B(t) € {B(®)| IB®II < min{s,A}}

sartin1 saglayan herhangi bir B(t) bozunum matrisi i¢in A(t) + B(t) matrisi ((3.4)

bozunum sistemi) hem Schur kararli hem de sifira yakinsayarak salimimlidir. Burada

1
w1(AT)

XTI ve A = ZmaxFE) Ml e
XDl Omin(F()) k(M)

6=$wamu—
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—0.5 + sin (Z?H t) 0

Ornek 4.1. A(t) = .
0 —-0.5+ cos(? t)

, t €EZ  matrisini ele

alalim. A(t) matrisi i¢in (3.1) periyodik katsayili fark denklem sistemi w; (4, 3) = 1.33
oldugundan Schur kararli, (3.4) periyodik katsayili diferensiyel denklem sistemi
k(M) = 1 oldugundan Hurwitz kararhdir.

Simdi &’y1 hesaplayalim; || X (3)|| = 0.5 oldugundan

— 2 1 _ — 24 1 _ —
5 = \/llX(B)II o Ix@)l = (052 +-05=05.

Simdi A’y1 hesaplayalim; ||[M|| = 0.5 oldugundan

3 2T

23 cos =t
F(t) = <eZn ” ’ 3 .0 (Zn't)> hesapladik, simdi Opay(F(t)) Ve opin(F (1))
O eﬂsm 3

hesaplayalim

e%—%eos (%’Tt) 0
FT(t)F(t):< 3. 2m )
0 e;sm (?t)
3 3 2T
FT(t)F(t) matrisinin 6zdegerleri A;(FT(£)F(t)) = exn =G ve ,(FT(OF(t)) =
3 . 2T
e GY dir, t=0 alsak L(FT()F®)) =1 ve A4L(FT®)F@®)=1 olur,

Omax(F(£)) =V1=1 ve opin(F(t)) =V1=1, F(t) matrisinin en buyik ve en
kiguk singiler degerleridir. Dolayisiyla

— Omax(F(1)) lIM]| —
Omin(F()) k(M)

Sonug 4.1. gore
|B(t)|| < min{0.5,0.5}
olan bozunum matrisleri i¢in hem Schur kararli hem de salinimlidir.

—0.01 — 0.2sin (5-¢) 0

B(t) = 27
0 —0.01 — O.ZCOS(? t)

,t EZve
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B(t) matrisi icin r?a})xllB(t)ll = 0.21 < 0.5 sagladigindan (4.1) bozunum sistemi hem

Schur kararli hem de salinimlidir.

—10000
10000

¢coziminln grafigi asagida verilmistir. Burada x;(t) mavi ve x,(t) kirmiz1 ile

Verilen fark denklem sisteminin ( ) baslangi¢ sartt altinda x(t)

cizilmistir.

10000 — » on
- 1lktJ
« x5(t)

S000

5000 —

10000 I_ - | | | | l |
0 2 4 7] B 1m0 12

Sekil 4.1. Ornek 4.1.’teki B(t) bozunum sistemin hem Schur kararli hem de salimmbh

oldugunu gosteren grafik.

-0.5 —Cos (g t)

Ornek 4.2. A(t) =
(®) (cos (gt) -0.5

),t € Z matrisini ele alalim. A(t) matrisi

i¢in (3.1) periyodik katsayili fark denklem sistemi w4 (4, 4) = 1.107 oldugundan Schur
kararli, (3.4) periyodik katsayili diferensiyel denklem sistemi x(M) = 1 oldugundan

Hurwitz kararlidir.

Simdi &’y1 hesaplayalim; || X (4)]| = 0.312 oldugundan

1
w1(4,4)

1.107

5= \/||X(4)||2 + —IX(@)| = \/(0.312)Z +———0.312 = 0.687 .
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Simdi A’y1 hesaplayalim; |[M]| = 0.5 oldugundan

cos (% Sin(g t)) sin(% sin(g t))

F(t) = hesapladik, simdi 7,4 (F(t)) Ve

. 2 . T 2 . .m
sm(; Sln(z t)) cos (; sm(; t))
Omin (F(t)) hesaplayalim

1 sin(% sin(g t))

FFOF@O=| 4
sm(;sm(;t)) 1

FT(e)F(t)  matrisinin  ozdegerleri A, (FT(DF(t)) = sin(% sin(g tH+1 ve
L(FT®F@®) = —sin(%sin(% t)+1 dir. t=1 icin 4 (FT(OF() =195 ve
L (FT(OF()) = 0.05 alirsak, 0yax(F(£)) =V1.95 =139 Ve 0pn(F () =

v0.05 = 0.22, F(t) matrisinin en biylk ve en kii¢ik singuler degerleridir, dolayisiyla

Omax(F (1)) lIM]|
= —=—=—— =315,
Omin(F (1)) k(M)

Sonug 4.1. gore
IIB(t)|| < min{0.687,3.15}

olan bozunum matrisleri i¢in hem Schur kararli hem de salinimlidir.

—0.02 cos G

B(t) = u > ,tELZ
cos (zt)
—2= —-0.02

5

B(t) matrisi icin r{lgoxllB(t)ll = 0.2 < 0.687 sagladigindan (4.1) bozunum sistemi hem

Schur kararli hem de salinimlidir.

—10000
10000

¢coziminln grafigi asagida verilmistir. Burada x;(t) mavi ve x,(t) kirmiz1 ile

Verilen fark denklem sisteminin ( ) baslangic sartt altinda x(t)

Cizilmistir.
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10000 — @
® « x,(t)

= x3(t)

5000 —

-5000 —

L

-

10000 — -
-15000 —

L
-20000 L | I | l | l |

0 2 4 2 g 10 12 14

Sekil 4.2. Ornek 4.2.’teki bozunum sistemin hem Schur kararli hem de salinimli oldugunu

gosteren grafik.

Not 4.1. Calismamizda yapilan drneklerde ki sayisal hesaplamalar ondalik kisimda 3

basamak alinarak kesme hatasi ile hesaplanmistir.
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5. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda literatiirde bulunan periyodik katsayili lineer fark denklem
sistemlerinin ¢6ziimiiniin davranisi veren Schur kararlilik ve salinimlilik kavramlarinin
beraber saglandigi durumlari incelemek ve yeni sonuglar elde etmektir. Elde edilen
sonuglari ana hatlartyla verecek olursak;

- Periyodik katsayili fark denklem sistemlerini hem Schur kararli hem sifira
yakinsayarak salinimli i¢in yeni bir kriter,

- Periyodik katsayili fark denklem sistemlerini hem Schur kararli hem sifira
yakinsayarak salinimliligin siirekliligini veren bir sonug

elde edilmistir.
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