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ABSTRACT

THE PERIODIC FRACTIONAL STURM-LIOUVILLE
PROBLEM WITH TRANSMISSION CONDITION

BILBAY, Dilek
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Abdullah KABLAN
Co-Supervisor: Asst. Prof. Bayram BALA
August 2024
61 pages

Fractional Sturm-Liouville problems are generalized versions of classical Sturm-
Liouville theory using fractional derivatives. In this thesis, spectral analysis of Sturm-
Liouville problems, historical development of fractional analysis and fractional
periodic Sturm-Liouville problems with transition conditions are examined. In
addition, the spectral theory of classical Sturm-Liouville problems is discussed in
detail and basic theorems are presented. At the same time, the basic functions required
for fractional analysis are introduced, fractional derivative and integral concepts are
detailed. Finally, the focus is on the fractional Sturm-Liouville equation with periodic
boundary conditions given with transition conditions and the spectral theorems of this

problem are proved.

Key Words: Periodic Sturm-Liouville Problem, Fractional Derivative, Eigenvalues

and Eigenfunctions.



OZET

GECIS SARTLI PERIYODIK KESIiRLI
STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERI

BILBAY, Dilek
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Danisman: Prof. Dr. Abdullah KABLAN
ikinci Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Bayram BALA
Agustos 2024
61 sayfa

Kesirli Sturm-Liouville problemleri, klasik Sturm-Liouville teorisinin kesirli tiirevler
kullanilarak genellestirilmis versiyonlaridir. Bu tezde Sturm-Liouville problemlerinin
spektral analizi, kesirli analizin tarihsel gelisimi ve gegis sartli kesirli periyodik Sturm-
Liouville problemleri incelenmistir. Bununla birlikte klasik Sturm-Liouville
problemlerinin spektral teorisi detayli bir sekilde ele alinmis ve temel teoremler
sunulmustur. Ayni1 zamanda kesirli analiz i¢in gerekli olan temel fonksiyonlar
tanitilmis, kesirli tiirev ve integral kavramlar1 detaylandirilmistir. Son olarak gecis
sarti ile birlikte verilen periyodik smir sartlarina sahip, Kkesirli Sturm-Liouville

denklemine odaklanilmis ve bu problemin spektral teoremleri ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Periyodik Sturm-Liouville Problemi, Kesirli Tiirev, Ozdegerler

ve Ozfonksiyonlar.
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L (R) Reel sayilarda Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar kiimesi
L (a,b) (a,b) araliginda Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar kiimesi
Cla,b] [a,b] araliginda siirekli fonksiyonlarin uzay1

E (z) Tek parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

E () Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

D7, [a,b] araliginda sol u¢ . mertebeden Riemann kesirli tiirevi
Dy [a,b] arahiginda sag u¢ «. mertebeden Riemann kesirli tiirevi
CD;’“ . [a,b] araliginda sol u¢ a. mertebeden Caputo kesirli tiirevi
‘D [a,b] araliginda sag u¢ a. mertebeden Caputo kesirli tiirevi

[a,b] araliginda sol u¢ «. mertebeden kesirli integrali

a+
I [a,b] arahiginda sag u¢ «. mertebeden kesirli integrali
W/f, g/ f ve g fonksiyonlarinin Wronskiani

I'la) Gama fonksiyonu



BOLUM 1
GIRIS

Sturm-Liouville denklemlerini igeren sinir deger problemlerinin zengin ve ¢esitli
bir tarihi vardir. Bu tiir problemler kuantum mekanigi, niikleer fizik, elektronik,
jeofizik ve doga bilimleri gibi alanlarda ortaya ¢ikmaktadir. Denklemler yalnizca
ikinci dereceden gibi goriinse de, bu tiir problemler {izerine kesirli tiirevler insa edilip
farkli mertebeden tiirevlerle de incelenmektedir. Neredeyse 200 yillik olmasina
ragmen Sturm-Liouville teorisi matematikgiler, fizik¢iler ve miihendislerin ilgisini

ceken oldukca aktif bir arastirma alan1 olmaya devam etmektedir.

Matematigin gelisimi, bilim ve miihendisligin ¢esitli alanlarindaki problemlerin
¢Oziimiine yonelik yeni araglarin ve yontemlerin bulunmasini zorunlu kilmaktadir. Bu
baglamda, klasik diferansiyel denklemler ve integral hesaplari, bircok fiziksel ve
miihendislik probleminin ¢6zlimiinde etkin bir rol oynamistir. Ancak, bazi
durumlarda, bu geleneksel yontemler, karmasikliklar, belirsizlikler ve belirsiz sinirh
ortamlar gibi daha sofistike problemlerin modellenmesinde yetersiz kalmaktadir. Bu
noktada, Kkesirli analiz, kesirli diferansiyel denklemler ve kesirli Sturm-Liouville

problemleri devreye girmektedir.

Kesirli analiz, klasik analizin bir genellemesi olup, diferansiyel ve integrasyon
islemlerinin gergek veya kompleks kesirli mertebelerde yapilmasina olanak tanir.
Kesirli tiirev ve integral kavramlari, fizik, miihendislik, biyoloji ve ekonomi gibi
bircok alanda karmasik sistemlerin modellenmesi ve analizi icin giiglii araglar
sunmaktadir. Bu yontemler, 6zellikle belirsiz ortamlar, uzun siire¢, analiz, inceleme

etkilesimlerinin oldugu durumlarda etkili ¢oziimler sunar.

Kesirli diferansiyel denklemler, klasik diferansiyel denklemlerin kesirli tiirevler
kullanilarak genellestirilmis halleridir. Bu denklemler, daha genis bir ¢oziim
yelpazesine sahip olup, fiziksel siireglerin daha dogru bir sekilde modellenmesini

saglar. Kesirli diferansiyel denklemler, anomal diflizyon, visko elastisite,



elektrokimyasal siirecler ve finansal modellemeler gibi birgok alanda

uygulanmaktadir.

Kesirli Sturm-Liouville problemleri ise, klasik Sturm-Liouville teorisinin kesirli
tirevler kullanilarak genellestirilmis versiyonlaridir. Sturm-Liouville problemleri,
simir deger problemlerinin ¢éziimiinde 6nemli bir rol oynar ve oOzellikle 6zdeger
problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilir. Kesirli Sturm-Liouville problemleri, kesirli
tiirevlerin getirdigi ek esneklik sayesinde, fiziksel sistemlerin daha karmasik

Ozelliklerini ve dinamiklerini modellemek icin kullanilabilir.

Bunun yani sira son yillarda 6zfonksiyonlarin temel araligin i¢ noktalarinda
stireksizliklere sahip oldugu Sturm-Liouville denklemlerini igeren problemlere ilgi
artmaktadir. Bu tiir siireksizlik kosullar iletim (gegis) kosullar1 olarak adlandirilir.
Fiziksel baglamda bu tiir problemler ortamdaki bir degisiklikle iligkilidir. Is1 ve kiitle
transferi de dahil olmak {izere gesitli fiziksel transfer problemlerinde dogal olarak
ortaya ¢ikar. Kesirli tiirev ve integralin sadece diferansiyel denklemde bazen de
problemin sinir kosullarinda ve/veya iletim kosullarinda da yer aldigi durumlar

ozellikle ilgi ¢cekicidir.

Bu tezin amaci klasik Sturm-Liouville teorisinin bazi sonuglarini yukaridaki tiirden

stireksiz problemlere genisletmektir. Bu tezde
L lyl= D; [p(x) "D y] + q(z)y = Ar(z)y (1.1.1)

kesirli Sturm -Liouville problemi, [a,c) U (c,b] aralig1 tizerinde

y(a) = y(b)
(1.1.2)
I (D y) (a)= I (p“D;y) (b)
sinir kogullar1 ve ¢ € (a,b) i¢ noktasindaki
y(e—) = ylet)
(1.1.3)

I'(p“Dly) (=)= I' (p“D’ y) (c+)



iletim kosullar1 ile birlikte incelenmistir. Burada p(z), CD; p(z), q(z) ve r(z)

siirekli, reel fonksiyonlar ve [a,c) U (c,b] araligi lizerinde agirlik fonksiyonu olarak
adlandirilan 7(z) > 0 dir. (1.1.1)-(1.1.3) probleminin asikar olmayan ¢éziimiinii veren
A degerine bu problemin 6zdegeri, asikar olmayan bu y(z) ¢dziimiine de problemin

A Ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu denir.

Sturm-Liouville problemlerinin spektral &zellikleri, kesirli analiz, kesirli
diferansiyel denklemler ve kesirli Sturm-Liouville problemleri {izerinde durulacak,
buna ek olarak temel araligin i¢ noktalarinda siireksizliklere sahip oldugu kesirli
Sturm-Liouville denklemlerini i¢eren problemler ve bu alanlardaki temel kavramlar,
yontemler ve uygulamalar ele alinacaktir. Ayrica, kesirli tiirevlerin ve integral
hesaplarinin teorik temelleri, kesirli Sturm-Liouville problemlerinin analizi detayli bir

sekilde incelenecektir.

Ikinci boliimde, Sturm-Liouville teorisi detayli bir sekilde ele alinarak bu teorinin
temel kavramlari ve uygulama alanlar1 agiklanmaktadir. Ugiincii boliimde, kesitli
analiz ve kesirli tiirevler ilizerine odaklanilmis, bu alandaki onemli tanimlar ve
yontemler sunulmustur. Dordiincii boliimde ise, gegis sartlarina sahip kesirli Sturm-
Liouville probleminin temel spektral teoremleri tartisilmis ve bu teoremlerin
matematiksel sonuglar1 incelenmistir. Son olarak besinci bolimde de elde edilen
bulgular, tartisma ve genel sonuglara yer verilmistir. Bu tez hem teorik hem de pratik
acidan zengin igerikleriyle, ilgili alanlardaki literatiire 6nemli katkilar saglamay1

amaclamaktadir.



BOLUM 2
STURM-LIOUVILLE PROBLEMIi

Bu boliimde, diferansiyel denklemler teorisinin énemli bir pargasi olan Sturm-
Liouville problemi ele alinacaktir. Sturm-Liouville problemi, adin1 Charles-Frangois
Sturm ile Joseph Liouville'den almis olup, genellikle ikinci mertebeden diferansiyel
denklemlerle iliskilendirilir. Bu problemin 6nemi, yalnizca matematiksel analizde
degil, ayn1 zamanda fizik ve miihendislik gibi uygulamali bilimlerde de genis bir
yelpazede uygulamalara sahip olmasindan kaynaklanmaktadir. Sturm-Liouville
problemi, 6zellikle 6zdeger ve 6zfonksiyon analizinde kritik bir rol oynar ve Fourier
serileri, kuantum mekanigi, dalga denklemleri ve ¢esitli miihendislik problemlerinin
¢ozlimiinde kullanilmaktadir. Bu boliimde, Sturm-Liouville probleminin temel tanim
ve teoremleri, 6zdegerlerin ve 6zfonksiyonlarin 6zellikleri, sinir deger problemleri ve

bu teorinin ¢esitli uygulamalar1 ayrintili bir sekilde incelenecektir.
2.1. Sturm-Liouville Problemi

Reel bir I aralig1 tizerinde tanimli ikinci mertebeden Sturm-Liouville denklemi:

M@gg

y +q(z)y = Ar(z)y (2.1.1)
XL

ve ayrik sinir kosullari:

ay(a) +oy'(a) =0, (af +a >0)
(2.1.2)
Byb) +B,y'(0) =0, (B +5; >0)
seklinde ifade edilir. Burada, p(z), p'(z) , q(x) reel fonksiyonlar ve r(z) agirlik

fonksiyonudur ve X bir reel sayidir.



Sturm-Liouville denklemi, (2.1.2) esitliklerinde verildigi gibi genellikle belirli bir
sinir deger problemine bagl olarak ele alinir. Bu sinir deger problemi, uygun sinir

kosullar1 altinda denklemin ¢6ziimlerinin varligini ve tekligini garanti eder.

Bir Sturm-Liouville operatorii

_4d
dx

M@%

L= + q(x) + Ar(z) (2.1.3)

seklinde tanimlanir. (2.1.1) denklemi ayni1 zamanda Ly = 0 olarak da tanimlanir. L

operatori
L(c,a + ¢,B) = ¢, Lac + ¢, L3

lineerlik esitligini saglar. Burada «,(3 € C*(I) herhangi iki fonksiyondur ve
c,,¢, € R herhangi iki sabittir. Dolayisiyla (2.1.1) denklemi, lineer diferansiyel

denklemdir. Burada belirtilen L operatorii, farkli agirlik fonksiyonlarina bagli olarak
cesitli 6zelliklere sahip olabilir. Ornegin, bu operatdr genellikle kendine-es, simetrik

veya normaldir.

Sturm-Liouville denkleminin ¢oziimleri, bir 6zdeger problemi olusturur. Ozdeger
probleminde, denklemin X\ parametresine bagli olarak ¢oziimlerin karakteristik
ozelliklerini inceleyerek, uygun 6zdegerler ve 6zfonksiyonlarini belirlemeye calisiriz.
Lineer denklemlerin temel bir 6zelligi, denklemin ¢dziimlerinin herhangi bir lineer

kombinasyonunun da bir ¢6ziim olmasidir. Simdi ¢ ve ¥, (2.1.1) denklemi saglayan

herhangi iki fonksiyon olsun. ¢, ve c, keyfi sabitler olmak iizere,
Lo=0, Lp=0
dir. Agiktir ki,
Licyp +cp) = ¢ Lp +c,lap = 0

olur. Bu, siiper pozisyon ilkesi olarak bilinir.



Lineer diferansiyel denklemler i¢in varlik ve teklik teoremine gore [1], eger p(x),
p'(x), q(z) ve r(z) fonksiyonlarimin timii I arahig: iizerinde siirekliyse ve z,, I da

bir noktaysa, 0 zaman herhangi iki ¢ ve ~ sabitleri i¢in (2.1.1) denklemi, I tizerinde
p(z) =9,  ¢'(z)=", (2.1.4)

sartlarin1 saglayan tek bir ¢oziime sahiptir. (2.1.4) esitliklerinde verilen esitlikler,
baslangi¢ sarti, (2.1.1), (2.1.4) problemi de baslangic deger problemi olarak

adlandirilir.

Buradan itibaren verilen bazi tanim ve teoremlerde kolaylik agisindan (2.1.1)

denkleminin bazi 6zellestirilmis halleri kullanilacaktir.

Tanmim 2.1: f,g € C' herhangi iki fonksiyon olmak iizere,

determinant1 f ve g nin Wronskian’i olarak adlandirilir. W(f, g)(z) veya W(z)

seklinde gosterilir.

Yardimer Teorem 2.1: ¢ € C(I) olmak iizere, y, Ve y,
y" + q(z)y + r(z)y = 0, z €l (2.1.5)

homojen denkleminin iki ¢dziimii olsun, 0 zaman ya tim » € I igin W(y,,y,)(z) = 0

dir ya da herhangi bir = € I igin W(y,,y,)(z) = 0 dur.
Ispat: Tanim 2.1 den
W' =y, = vy,

oldugu aciktir. Ayrica y, ve y,, (2.1.5) denkleminin ¢dziimleri oldugundan,



Y, +ay +ry, =0
Y, +aqy, +ry, =0

esitlikleri saglanir. Ilk denklemi y, ile, ikinci denklemi y ile carpip; elde edilen

denklemleri birbirinden ¢ikartirsak,
YUY — Yo¥y + Y,y — Ypy,) =0
W' +qW =0

ifadesine ulasilir. Bu bir diferansiyel denklemdir ve ¢6ziimii
W(x) = cexp [—fy q(t)dt], zel (2.1.6)

seklindedir. Burada ¢ herhangi bir sabittir. Ustel fonksiyon herhangi bir (reel veya

kompleks) iis igin sifir olamayacagindan W (x) = 0 ancak ve ancak ¢ = 0 oldugunda

gerceklesecektir.

Yardimcr Teorem 2.2: (2.1.5) denkleminin herhangi iki ¢6ziimii olan y (z) ve y,(z)

lineer bagimsizdir ancak ve ancak [ {izerinde W(y,,y,)(x) = 0 dur.

Ispat: y (z) ve y,(z) lineer bagimliysa, o zaman biri digerinin sabit katidir ve bu
nedenle I iizerinde W(y,,y,)(z) = 0 olur. Tersine, eger I iizerindeki herhangi bir
noktada W(y,y,)(x) =0 ise, o zaman Yardimci Teorem 2.2 ye gore
W(y,,y,)(z) =0 dir. Determinantin ozelliklerinden (y,,y/) ve (y,,v,) vektor
fonksiyonlarinin lineer olarak bagimli oldugu anlamina gelir ve dolayisiyla y (z) ve

y,(z) lineer bagimhidur.

Ornek 2.1:

y"+y=0 (2.1.7)



denklemi iki lineer bagimsiz ¢oziime sahiptir ki bunlar sinz ve

fonksiyonlaridir. Dolayisiyla genel ¢ozim
y(z) = ¢, cosx + ¢, sinz
bi¢imindedir. A¢iktir ki her z € R i¢in
W(cosz,sinz) = cos’ x +sin’z = 1

dir. (2.1.7) denklemi [0,7] araliginda

baslangi¢ kosullar ile birlikte verilirse, tek ¢oziim olarak,
y(z) = sinz

elde edilir. Ancak homojen baslangi¢ kosullari,

sinir kosullar tek bir ¢6ziim vermez ¢iinki,
y(0) = ¢, cos0 +c¢,sin0 =¢c, =0

y(m) = c cosm + ¢, sinm = —c, =0

denklem ¢ifti ¢, sabitini belirleyemez. Bu sistemdeki katsayilarin determinanti,

cosO sin0

CoOST sinT

olur.

COS T



Bu son &rnek (2.1.4) baslangig¢ kosullarinin her durumda, genel ¢6ziimde, ¢, Ve c,

katsayilarini belirleyemedigini gosterir. Ancak herhangi iki £ ve n sabitleri igin

baslangig sartlari,

her zaman tek bir ¢6ziim verir, ¢linkii
oy, (z,) + ¢y, (3) = &
¢ ¥,(2,) + ¢, (z,) =1
denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinanti

v (7,)  uy(7,)

MESIRES I

dir. Bu determinant Yardimci Teorem 2.2 ye gore sifirdan farklidir.

Genel olarak [a,b] tizerinde ikinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklem

verildiginde, y = c;y, + ¢,y, genel ¢oziimiine

ay(a) + a,y'(a) = &
By®) + By () = n,
ayrik sinir kogullart uygulanirsa
cleny,(a) + oy (@)] + ¢,[ony, (a) + a,y,(a)] = &,
¢[8,y,(6) + By ()] + ¢,[8,3,(b) + By, (0)] = n,

sistemini verir. Dolayisiyla ¢, Ve c, sabitleri tek bir sekilde belirlenir, ancak ve ancak,

(ay, + ay))(a) (ay, +a,y,)(a)

B, +By)B) B, + By )| " (2.1.8)



dir.

2.2. Coziimlerin Sifirlan

y" +q(@)y +r(x)y =0, z€l, (2.1.9)

seklinde verilen bir diferansiyel denklemin ¢6ziimlerinin 6zelliklerini incelemek igin
¢ozmek, ne gerekli ne de her zaman miimkiindiir. Belirli kosullar altinda, denklemin

q(z) ile (z) katsay1 fonksiyonlari ve sinir kogullari, bu 6zellikleri tamamiyla ortaya

cikarir. Ayrica, elde edilen ¢oziimiin sifirlarinin (koklerinin) sayist ve dagilim, tekil
noktalari, asimptotik davranist ve Ozfonksiyonlarin ortogonallik 6zellikleri gibi
niteliksel 6zelliklerinin tamami, katsayilar ve verilen siir kosullari ile belirlenir.

Dolayisiyla, ¢(x) ile r(z) katsayilarinin ¢oziimiin davranigi lizerindeki etkisi analiz
edilerek, bu ozelliklerden bazilar1 ¢ikarilmaya c¢alisilabilir. Bu bolimde ¢ ve r

fonksiyonlarmin, ¢éziimlerin sifirlarinin dagilimi tizerindeki etkisi incelenecektir.

y” +y = 0 denkleminin R iizerindeki iki ¢dziimiiniin,
s m 3
T <= <<= < T < <
2 2 2

tarafindan verilen, esit sekilde dagilmis sonsuz bir degisken sifir dizisine sahip oldugu

bilinmektedir;  burada {nm:n€Z}, sinz  fonksiyonunun  sifirlar,

{n/2 +nm:n € Z} ise cosz fonksiyonunun sifirlaridir.

Bir f:I— C fonksiyonu igin, f(z,)=0 1ise ve =z, noktasmnin tiim
relInU\{z,} icin f(z)= 0 olacak sekilde bir U komsulugu varsa, f

fonksiyonunun z, € I noktasinda izole (yalitilmig) bir koke sahip oldugu sdylenir.

Yardimer Teorem 2.3: Eger y(z), (2.1.9) ifadesindeki homojen denklemin agikar

olmayan bir ¢oziimii ise, o0 zaman y(z) fonksiyonunun sifirlar1 / araliginda izoledir.

Ispat: y(z), (2.1.9) denkleminin bir ¢dziimii olmak iizere varsayalim ki y(r,) =0

olsun. Eger y(z,) = 0 ise o zaman Teklik Teoremine gore y(x) sifira denktir. Eger
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y'(z,) = 0 ise 0 zaman y'(z), I iizerinde siirekli oldugundan z, noktasinin Syle bir

U komsulugu vardir dyle ki U (1] aralig1 lizerinde y'(x) = 0 dir [2]. Sonug olarak

y(z), U arahig lizerinde kesinlikle ya artandir ya da azalandur.
Teorem 2.1: (Sturm Aywrma Teoremi) y,(z) Ve y,(z),
y' +al@y +ry =0 zel

olarak verilen denklemin lineer bagimsiz ¢dziimleri ise o zaman y, () fonksiyonunun
kokleri, y,(x) fonksiyonunun koklerinden farklidir ve iki kok dizisi doniisiimliidiir;
yani y () fonksiyonu, y,(x) fonksiyonunun birbirini takip eden iki sifir arasinda tam

bir sifir noktasina sahiptir ve bunun tersi de gegerlidir.

Sekil 2.1 y ve y, ¢oziimlerinin donitistimlii kokleri

Ispat: y (z) ve y,(z) lineer bagimsiz oldugundan, Wronskian,

Wy, 9,)(2) = y,(2)y,(2) — v, (2)y(2)

sifirdan farklidir ve bu nedenle I {izerinde bir isarete sahiptir (Yardimci Teorem 2.2).

Oncelikle belirtelim ki y (z) ve y,(z) ¢oziimleri ortak bir koke sahip degildir. Aksi
takdirde W, o noktada sifir olur. Simdi 2z, ve z, noktalarmin, y (z) ¢dziimiiniin

birbirini izleyen iki kokii oldugunu varsayalim. Dolayisiyla
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dir. O halde y,(z,), y,(z,), y)(2,), y.(x,) degerlerinin tamamu sifirdan farklidir. y,(z)
fonksiyonu, I iizerinde siirekli oldugundan z, noktasmin, y,(z) fonksiyonunun
isaretini degistirmedigi bir U, komsulugu vardir ve benzer sekilde y.(z)
fonksiyonunun isaret degistirmedigi x, noktasimin bir U, komsulugu vardir. Ancak
U NI ve U,NI arahgmda bulunan y,(z) fonksiyonunun isaretleri ayn1 olamaz
¢linkii eger y,(r), araliklarin birinde artiyorsa birinde azaliyor olmak zorundadir.
W(z) in I tizerinde ayni isarete sahip olmasi i¢in y,(z,) ve y,(z,) fonksiyonlarinin
z1t igaretlere sahip olmas1 gerekir. Dolayisiyla y, (z) fonksiyonu siirekli oldugundan
x, Ve z, arasinda en az bir sifira sahiptir. Bu aralikta y (=) fonksiyonunun birden
fazla sifin olamaz giinkii eger z, ve z,, y,(x) fonksiyonunun z, ve x, arasinda yer
alan iki sifir1 ise ayn1 argiimam kullanarak su sonuca varilir: y,(x) fonksiyonu z, ve

xz, arasinda yer almaz. Ancak bu z, ve z, noktalarimin y,(z) fonksiyonunun ardigik

sifirlart oldugu varsayimi ile celisir.

Sonug 2.1: y” + q(2)y’ + r(z)y = 0 denkleminin iki ¢6ziimii de I aralifinda ortak

koke sahipse, bunlar lineer bagimhidir. (2.1.9) denkleminin koklerinin dagilimini

incelemek i¢in denklem déniistiiriilerek ortadaki ¢y’ teriminden kurtulmak daha iyi

olacaktir. Bu amagla

doniislimiinii yapalim. Buradan,
y'(@) = u'(@)v(@) + u(@)v'(z)
ve

y"(x) = u"(z)o(z) + 20/ (2)v'(z) + u(z)o"(z)

12



tiirevleri (2.1.9) denkleminde yerlerine yazilirsa,
v + (20" + qu)u’ + (V" + qv’ + rv)u =0

olur. Boylece,

o(2) = exp| = J‘q(t)dt],
(2.1.10)
_ L1, 1
o) = (o) ')~ Lo
dir. Ve 20’ + qv = 0 almursa,
u” + p(x)u =0 (2.1.11)

denklemi elde edilir. v(z) fonksiyonu R iizerinde asla sifir olamaz, dolayisiyla u(z)
fonksiyonunun kokleri, y(x) fonksiyonunun kokleriyle ¢akisir ve (2.1.9)

denklemindeki koklerin dagilimini arastirmak amaciyla dikkatimizi (2.1.11) denklemi

ile sinirlayabiliriz.

Teorem 2.2: (Sturm Karsulastirma Teoremi) ¢ Ve 1,

y" + 1 (z)y =0,
y”+7’2(x)y =0, =z€l,

olarak verilen denklemlerin sirasiyla asikar olmayan ¢oziimleri olsun ve her z € T

i¢in 7, (z) > 7, (=) olsun. Budurumda, . (z) = r,(x) ve ¢, ¢ ¢dziimiiniin sabit bir kat1

olmadikga, 1 ¢oziimiiniin her iki ardisik kokii arasinda, ¢ ¢dziimiiniin en az bir kokii

vardir.

Ispat: x Ve z,, I arahif iizerinde ¢ ¢Oziimiiniin ardisik herhangi iki sifir1 olsun.
Ayrica ¢ ¢oziimiiniin (z,7,) araliginda kokiiniin olmadigim ve ¢ ile o

fonksiyonlarmimn her ikisinin de (z,z,) iizerinde pozitif oldugunu varsayalim. '
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fonksiyonu siirekli oldugundan v'(z,) > 0 ve 9'(z,) < 0 sonucu gikar ve bu nedenle
wronskian,

W(z,) = ¢(z,)0'(2,) 20,  W(z,) = ¢(z,)¢'(z,) <0 (2.1.12)

= [1(2) =, @)p(2)p(x) 20 Vo€ (z,z,),

dir. W, (,,x,) tizerinde artan bir fonksiyondur. Bu r,(z) —r,(z) =0 ve W(z) =0
olmadikga, denklem (2.1.12) ile gelisir ki bu durumda Yardimci Teorem 2.2 den ¢ ve

¢ lineer bagimlidir.

Sonug 2.2: ¢, I araligi iizerinde y” + r(z)y = 0 denkleminin agikar olmayan bir

¢Oziimii olsun. Eger r(z) < 0 ise, 0 zaman ¢, I lizerinde en fazla bir ¢oziime sahiptir.

Ispat: ¢ ¢oziimiiniin, I araligi iizerinde iki kokii z, Ve z, olsun. O zaman Teorem

2.2 ye gore u” = 0 denkleminin (z) = 1 ¢dziimii olmamalidir ki bu imkansizdir.
Ornek 2.2: (i) R iizerinde y” = 0 denkleminin asikar olmayan herhangi bir ¢6ziimii,
o(z) =cx +c,,

bi¢iminde bir dogru ile ifade edilir ve en fazla bir koke sahiptir.
(i) y” — y = 0 denkleminin asagidaki bi¢imde genel ¢oziimii vardir:
p(x)=ce" +ce’, zeR

Eger c, ve c, her ikisi de sifir degilse ¢, = —c, olmadikga herhangi bir z € R igin

¢(z) = 0 olur. Budurumda z = 0 bir koktiir.

(iii) ¥” + y = 0 denkleminin ¢dziimii su sekilde verilir:
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(z) = c cosx + ¢, sinx = asin(z —b),

burada a = /¢ + ¢ ve b:—arctan(cl/CQ) dir. Eger a =0 ise ¢ ¢ozlimi,

r = b+ nm n € Z bigiminde sonsuz koke sahiptir.
y" +r(z)y =0, zel, (2.1.13)

denkleminin asikar olmayan bir ¢ziimii Ornek 2.2, (iii) deki gibi sonsuz sayida koke
sahipse salinimli olarak adlandirilir. Teorem 2.2 ye gore bu denklemin salinimli

¢Oziimlerinin olup olmadigi r(z) fonksiyonuna baglidir. Eger r(z) < 0 ise 0 zaman

Sonug 2.2 den ¢ozlimler salinim yapmayacaktir. Ancak eger bir pozitif k£ sabiti i¢in

r(z) >k >0, e I,

ise 0 zaman I iizerindeki (2.1.13) denkleminin herhangi bir ¢oziimii, y" + k*y = 0

denkleminin asin k(z — b) formundaki herhangi bir ¢oziimiiniin

x —p+ 2
n k

bicimindeki sifirlar1 arasinda dagilmis sonsuz sayida sifira sahiptir. Boylece, 7T/ k

uzunlugundaki I araligmin her alt araligr (2.1.13) denklemindeki en az bir kdke

sahiptir ve dolayisiyla % arttik¢a, kok sayisinin artmasi beklenir.

Aciktir ki r sabit oldugunda gegerlidir. Sturm ayirma teoreminden, eger / araligi

sonsuzsa ve denklemin bir ¢oziimii salinim yapiyorsa, 0 zaman
y" +a(@)y’ +r(z)y =0
denkleminin tiim ¢ézlimlerinin salinim yaptig1 sonucuna vartlir.
2.3 Kendine Es Diferansiyel Operator
Ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem ayni zamanda

p(x)y" + q(z)y’ + r(z)y =0, (2.1.14)
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bi¢iminde yazilabilir. Bu boliimde verilen denklemin ¢oziimlerinin - dikligi

arastirilacaktir. Bu da (2.1.14) denkleminin [° uzay: iizerinde C” uzaymdaki

¢Ozlimlerinin aranmasi anlamina gelir. (2.1.14) denklemi,
Ly=0
seklinde yazilabilir. Burada

d’ d
L = p(x)— + q(z)— + (), (2.1.15)
dx dx
ikinci mertebeden lineer diferansiyel operatordiir ve y fonksiyonu 2°(I) N C*(I)

vektdr uzayma ait bir fonksiyondur. leride baz avantajlar sunacak olan kendine es

olma 6zelligini
L: (I)nC*(I) — LX(I)

bigiminde tanimlanan (2.1.15) operatorii igin gostermeye ¢alisacagiz. Baslangig olarak

p, gve r katsayilarmin I araligi iizerinde C” uzayndan olsun. L operatdriiniin

simetrigini L  olarak  gosterelim. L  operatoriinin  tanimindan,  her

frg € C*(I)n I*(I) igin

(Lf,9) = (/L) (2.1.16)

esitligi saglamir. I sonlu veya sonsuz olmak tizere I = (a,b) diyelim. Diferansiyel
operatorii f fonksiyonunun tizerinden g fonksiyonuna almak igin (2.1.16) esitliginin

sol tarafinda kismi integral kullanalim. Bdylece,
b
(Lf.9) = | (of "+ of' +rf)gda

i —f:f'(p?)'dx +qf§‘i —j;bf(qﬁ)/dm + j;bfrgdz

=pf'g
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”dx+gfg‘ —f f(q9) dx+f frgdx

b

= (1.9)" — @) +79) +|p(/'T ~ £T) + (0~ )/ 7] .

elde edilir. Burada (a,b) sonsuzsa veya integrali alinacak fonksiyonlardan herhangi
biri a veya b noktasinda sinirsizsa, bu durumda integraller genellestirilmis integral
olur. Eger p € C*(a,b), q € C'(a,b) ve r € C(a,b) ise yukaridaki esitligin sag tarafi
iyi tamimlhidir. Buradaki son terim, a ve b noktasindaki limitlerinin farkidir. Bu
nedenle her f,g € I*(I) N C*(I) igin,

b

(f.9)=(f.L* )+ |p('T ~ £7) + (a 27|

(2.1.17)

olur. Burada
L*g=(pg)" —(a9) +7g
=pg" + 20" —9)g'+(P" —T +T)g
dir. Bu operator

* d’ — —d —n
*=p—+@20 )+ @ -7 +7)
dz’ dx

bicimindedir ve L operatoriiniin bicimsel eslenigi olarak adlandirihr. L =L *

oldugunda, yani

oldugunda L bigimsel olarak kendine estir denir. Bu ii¢ esitlik ancak ve ancak p, ¢

ve r fonksiyonlarinin reel olmasi durumunda ve ¢ = p’ oldugunda saglanir. Bylece
Lf = pf" +p'f +rf

= (pf") +1f
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olur. Dolayisiyla, L bi¢imsel olarak kendine es oldugunda,

+r

d| d
L =—|p=
dx [p dz
formuna sahip olur ve (2.1.17) denklemi,
b

(Lf.9)=(f.Lg)+p(f'T+ 17 (2.1.18)

ifadesine indirgenmis olur.
(2.1.16) ve (2.1.18) denklemlerini karsilastirdigimizda, artik bigimsel olarak

kendine es olan L operatdriiniin, her f,g € C*(I) N L*(I) igin,

w717 =0 (2.1.19)

oldugunda, kendine es olur. Bu noktada ¢ = p’ oldugunda, L * ifadesindeki p” — 7’
ifadesinin ortadan kalktigini ve bu durumda p” ve ¢’ ifadelerinin siirekliligine ihtiyag

duyulmadigini belirtmekte fayda vardir.
—L operatorii i¢in 6zdeger problemi,
Lu+Au=0 (2.1.20)

seklindedir. v = 0 oldugunda bu denklem A 6zdegerinin her degeri igin saglanir.
v = 0 oldugunda A Ozdegerinin belirli degerleri i¢in saglanabilir. Bunlar —L

operatoriiniin 6zdegerleridir. Bazi kompleks A\ degerleri i¢in (2.1.20) denklemini

saglayan C* N I” uzayinda bulunan herhangi bir u = 0 fonksiyonu, \ 6zdegerine
karsilik gelen —L operatoriiniin bir 6zfonksiyonudur. Ayrica —L operatoriiniin
Ozdegerlerine ve Ozfonksiyonlarina, (2.1.20) denkleminin 6zdegerleri ve
Ozfonksiyonlar1 olarak adlandirtlir. Bu denklem homojen oldugundan —L
operatoriiniin 6zfonksiyonlar katli sabite kadar belirlenir. (2.1.20) denklemine, uygun
siir kosullar1 eklendiginde ortaya ¢ikan sistem Sturm-Liouville 6zdeger problemi
olarak adlandirilir. Agiktir ki —L operatorii (bigimsel olarak) kendine estir ancak ve

ancak L operatorii (bi¢imsel olarak) kendine estir. L operatorii yerine —L
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operatoriiniin 6zdegerlerini aramamizin nedeni, p pozitif oldugunda L operatoriiniin

negatif 6zdegerlere sahip olmasidir. Asagidaki teoremin (i) ve (i7) ozellikleri,

yukaridaki 6zellikleri sonlu boyutlu uzaydan, sonsuz boyutlu /* NC* uzayina

genisletilerek, simdiye kadar elde edilen sonuglar1 6zetlemektedir.

Teorem 2.3: L: [*(a,b) N C*(a,b) — I*(a,b) asagidaki sekilde tanimlanan ikinci

mertebeden bir lineer diferansiyel operator olsun:

Lu = p(x)u” + q(@)u’ + r(z)u, z € (a,b).

Ayrica burada p € C*(a,b), ¢ € C'(a,b) ve r € C(a,b) olsun. O halde,

(1) L operatorii bigimsel olarak kendine estir, yani p, gve r Kkatsayilarn reel ve

qg=p'ise L* = L dir.

(77) Eger L operatorii bigimsel olarak kendine eg ise ve (2.1.19) denklemini sagliyorsa

L operatorii kendine estir, yani L = L dir.
(173) L operatorii kendine es ise, 0 zaman,
Lu+Au=20

olarak verilen denklemin 6zdegerlerinin tiimii reeldir ve L’(a,b) uzayinda farkh

0zdegerlere karsilik gelen herhangi bir 6zfonksiyon cifti ortogonaldir.

Ispat: (i) ve (ii) daha 6nce ispatlandi. (iii) ifadesini ispatlamak icin kabul edelim ki
A € C, —L operatdriiniin 6zdegeri olsun. O zaman bir f € *(a,b) N C*(a,b), f = 0

fonksiyonu vardir ki

Lf+M\f=0

= A = (M f) == (Lh.1)

olur. L operatorii kendine es oldugundan

19



(L) = =(r.21) = {£20) = XAl
yazilabilir. Dolayistyla A H fH2 = /\H f”2 dir. Ciinkii H f” =0, A =\ dr.

Eger pu, —L operatoriiniin g € I*(a,b) N C*(a,b) 6zfonksiyonunun Kkarsilik

geldigi baska bir 6zdegeri ise, 0 zaman
Mt.g9) =—(Lf9) = —(f.Lg) = n{f.g)
(A= p)(f.9) =0
A= p=(fg)=0

olur.

Ag¢iklama 2.2: Yukarida belirtildigi gibi, L i¢in ¢ = p’ oldugunda, bu teoremin
sonuglar1 p’ fonksiyonunun siirekli olma kosulu gibi daha zayif bir kosul altinda da

gecerlidir.

Sonu¢ 2.3: L: I*(a,b) N C*(a,b) — [*(a,b) kendine es bir operatdr ve p, [a,b}
tizerinde pozitif ve siirekli ise, o zaman

Lu+Xpu =20
olarak verilen denklemin tim 6zdegerleri reeldir ve farkli 6zdegerlere karsilik gelen

herhangi bir 6zfonksiyon ¢ifti [/)Q(G, b) uzayinda ortogonaldir.

Ac¢iklama 2.3: 1. Sonu¢ 2.3 de Lu+ Apu =0 denkleminin 6zdegerleri ve

ozfonksiyonlar aslinda —p 'L operatoriiniin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlaridir.

2. (a,b) araliginin sonlu oldugunu varsayalim. p agirlik fonksiyonu siirekli ve [a,b]

tizerinde pozitif oldugundan, minimum ve maksimum degerleri sirasiyla « ve [

olmak tlzere

O<a<plz)<fB<oo
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esitsizligi saglanir. Bu, su anlama gelir:

Vo] <

= a

Bu nedenle Hu” < oo ancak ve ancak, Hu” < oo dur. Bu iki normun esdeger oldugu
P

soylenir ve bu iki uzay [i(a,, b) ve [*(a,b), farkli i¢ ¢arpimlara sahip olmalarina

ragmen agikca ayn1 fonksiyonlar igerir.

3. Sonu¢ 2.3 iin ispatindaki hicbir sey, L operatoriiniin ikinci mertebeden bir
diferansiyel operator olmasini gerektirmez. Aslinda bu sonug, bir i¢ ¢arpim uzayindaki

herhangi bir kendine es lineer operatdr i¢in dogrudur.
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BOLUM 3
KESIRLI ANALIiZ

Bu boliimde, kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlarina detayli bir sekilde
deginilecektir. Kesirli tiirev ve integral, klasik tiirev ve integral kavramlarinin bir
genellemesidir ve son yillarda ¢esitli bilim ve miihendislik alanlarinda 6nemli bir

aragtirma konusu haline gelmistir.

Kesirli tiirev ve integral kavramlarinin anlasilmasi ig¢in gerekli olan baz1 6zel
fonksiyonlar da bu béliimde ele alinacaktir. Bu fonksiyonlar arasinda Mittag-Leffler
fonksiyonu, Mellin-Ross fonksiyonu, Gama fonksiyonu, Beta fonksiyonu ve hata
fonksiyonu bulunmaktadir. Her bir fonksiyonun tanimi, Ozellikleri ve kesirli

hesaplamalarla iliskisi agiklanacaktir.

Mittag-Leffler fonksiyonu, kesirli diferansiyel denklemler ve kesirli kontrol teorisi
gibi alanlarda 6nemli bir rol oynar. Melin-Ross fonksiyonu ise ozellikle analitik
fonksiyon teorisi ve uygulamalar1 acgisindan kritik 6neme sahiptir. Gama ve beta
fonksiyonlari, olasilik teorisi ve istatistik gibi alanlarda temel araglar olup, kesirli tiirev
ve integral hesaplamalarinda da sik¢a kullanilir. Son olarak hata fonksiyonu ise Gauss
integrali ile yakindan iliskili olup, kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde

kullanilmaktadir.
3.1 Baz1 Ozel Fonksiyonlar

Bu boéliimde kesirli integral veya kesirli tiirevin tanimina bakmadan once, kesirli
analize bagli olan ve siklikla karsilagilacak bazi gerekli tanimlar verilecektir. Bunlar;
Gama fonksiyonu, Beta fonksiyonu, Mittag-Leffler fonksiyonu, Melin-Ross
fonksiyonu ve hata fonksiyonudur.

3.1.1 Gama Fonksiyonu

Gama fonksiyonu genel olarak, tiim reel sayilar i¢in faktoriyelin bir genislemesi olarak

diisiiniilebilir. Gama fonksiyonu
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[(z) = j;x e't"'dt, zeR" (3.1.1)

bi¢iminde tanimlanir. Bu fonksiyonun bazi 6zellikleri ise

I(z+1)=2z(z), z€R" (3.1.2)
I(z)=(x—-1)!, z€eN (3.1.3)
dir. Ayrica (3.1.3) denkleminden I'(1) = 1 oldugu goriiliir.

Simdi I'(}) = \/; oldugunu gosterelim. (3.1.1) tanimindan,

() = fo Ce'tidt (3.1.4)

T() =2 fo T e dy (3.1.5)
bulunur. (3.1.5) esitligi
T() =2 fo Y e de (3.1.6)
seklinde de yazilabilir. (3.1.5) ile (3.1.6) esitlikleri taraf tarafa garpilirsa
) =4 [ e Ddaay (3.1.7)

elde edilir ki aslinda bu integral birinci ¢eyrek tizerinde iki kath bir integraldir. Bu

integral kutupsal koordinatlarda hesaplanirsa
2 5 [ 2
nt=41" = =
[F(Q)J = 4f0 fo e " rdrdd =7 (3.1.8)

olur. Boylece I'(}) = \/; elde edilir. Bunun yani sira tamamlanmamis Gama

fonksiyonu
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I(v,t) = —vj: e “z"'dr, Re(v)>0 (3.1.9)

seklinde ifade edilir.
3.1.2 Beta Fonksiyonu

Gama fonksiyonu gibi beta fonksiyonu da bir integralle tanimlanir. Beta

fonksiyonunun tanima,

1
Bz,y)= | t"'01—2)"'dt, z,yczeR" (3.1.10)

0

bi¢cimindedir. Beta fonksiyonu ayni zamanda Gama fonksiyonu cinsinden de
[(x)I
B@wﬁ=i@f%,ay6xeR+ (3.1.11)

seklinde ifade edilebilir.
3.1.3 Hata Fonksiyonu

Hata fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir ve Erf(.) bigiminde gosterilir:
Mﬂ@:iif%*ﬁ,xeR (3.1.12)
\/; 0

Tamamlayici hata fonksiyonu ( Erfc ), hata fonksiyonu tiiriinden su sekilde yazilabilir:
Erfe(x) =1— Erf(x). (3.1.13)
(3.1.12) ifadesinden kolayca goriilebilir ki Erf(0) = 0 ve Erf(co) =1 dir.

3.1.4 Mittag-Leffler Fonksiyonu

Mittag-Leffler fonksiyonu admi 1903 yilinda onu tanimlayan ve inceleyen Isvecli

matematik¢iden almistir [3]. Bu fonksiyon e” iistel fonksiyonunun bir genellemesidir
ve kesirli analizde 6nemli bir rol oynamaktadir. Mittag-Leffler fonksiyonunun bir ve

iki parametreli gosterimleri bir kuvvet serisi cinsinden sirasiyla,
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Zr k'+ a>0 (3.1.14)
k=0 O‘

O k

T
E’(Lﬂ(x) = - 5 0 @ > 07 /8 > 0 (3-1.15)

= Lok + )

seklinde ifade edilir. (3.1.15) ifadesinde tanimlanan kuvvet serisi, (3.1.14) serisinin bir

genellemesidir. Bu serinin farkli genellemeleri [4] de bulunabilir.

(3.1.15) esitliginden

E (1)=—=—=+2E  _ (2) (3.1.16)

o,

d
E (x)=pPE_, (v)+ a:z:%EMM(x) (3.1.17)

esitliklerinin dogru oldugu goriiliir. Ayrica burada (3.1.17) esitliginden

d

1
% E{\,73+1 (:1:) - @[Eﬂ,’g (x) - ﬁEu,!erl (IE)}

yazilabilir. Yani

Lp @)=

—|EB, ()~ BE, ()| (3.1.18)
de ar'

esitligi elde edilir ki bu da (3.1.16) ifadesine denktir. (3.1.15) esitliginden

k+1

Basl ;Fak+6 ; alk+1) + )
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olur. Ayrica burada E_ (0) =1 dir. Ayn1 zamanda « ve [ nin bazi 6zel degerleri
icin Mittag-Leffler fonksiyonu bazi bilindik fonksiyonlara indirgenebilir. Bununla
ilgili,

00 k o0 k

z z

E (z)= =y —=¢"

1’1() ;F(k‘—i—l) k!

X xk ,

Eil(x): =e" Erfc(—x)

2 N L
2

> k 1 50 ZC +1 .L‘ 1
12()_kzﬂr(k+2 _x,; k+1)! z

ornekleri verilebilir.

3.1.5 Mellin-Ross Fonksiyonu

E (v,a) ile gosterilecek olan Mellin-Ross fonksiyonu e* iistel fonksiyonunun

kesirli integrali bulunurken ortaya ¢ikar. Fonksiyon hem tamamlanmamis Gama hem

de Mittag-Leffler fonksiyonu ile yakindan iligkilidir. Tanimi

E (v,a) = t"e"T" (v,1) (3.1.19)
seklindedir. Ayrica
Bva) =13 Y L _1'E (at) (3.1.20)
—Lk+v+1) bt

bi¢ciminde de yazilabilir.
3.2 Riemann-Liouville Kesirli integrali

v pozitif bir reel say1 olsun. f, (0,00) aralig1 iizerinde pargali siirekli ve [0,00]

araliginin her sonlu alt araliginda integrallenebilir olsun. O halde ¢ > 0 olmak iizere
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I'f(x) = ﬁ [ @ty fioydt, v>0 (32.1)

ifadesine f fonksiyonunun z ekseni boyunca keyfi bir v. mertebeden Riemann-

Liouville kesirli integrali denir [5]. Bu ifade aym1 zamanda D “f(z) olarak da

gosterilebilir. Bazi durumlarda @ ve 2z indislerinin kaldirilmasiyla gosterim

basitlestirilecektir. (3.2.1) esitligi ¢esitli yollarla elde edilebilir.

Simdi lineer diferansiyel denklemler teorisini kullanan bir yaklagimi ele alalim.
y"(z) = f(z) 3.2.2)
y(a) =0, y'(a) =0,..., y" (a) = 0 (3.2.3)

seklinde baslangi¢c kosullar ile birlikte verilen n. mertebeden diferansiyel denklem

icin Cauchy fonksiyonunun

_ (="
H(z,t) = — (3.2.4)

formu kullanilarak (3.2.2) - (3.2.3) baslangi¢ deger probleminin tek ¢éziimii

y(z) = f % F(t)dt (3.2.5)

olarak bulunur. (3.2.5) ifadesini ispatlamak i¢in tiimevarim yontemi kullanilacaktir.

Fakat 6ncesinde bu ispat i¢in gerekli olan Dirichlet formiiliinii tanitalim.

Tamm 3.1: (Dirichlet formiilii) /(z,y) siirekli, 1 ve v pozitif olsun. O zaman

[e—ay e [ @ =y )y

0

(3.2.6)
= [lay [t=ay@ =y hap)o

Y

bigimindeki esitlik Dirichlet formiilii olarak adlandirilir. h(x,y) sec¢imine gore

Dirichlet formiiliniin bazi 6zel durumlari vardir. Bunlardan biri
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hz,y) = 9(z)f(y), g(z)=1

olmak tlizere

[t =oydn [ @ -y fo)dy

(3.2.7)
= Blu,0) [ (¢ =9y f(y)dy
dir. Burada B(y,v) Beta fonksiyonunu ifade eder.
Simdi n tlirevin mertebesi olmak iizere, n = 1 igin
y'(z) = f(z), yla)=0 (3.2.8)

olur. (3.2.8) ifadesinde verilen baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii (3.2.4) denklemi

yardimiyla

f y'(t)dt = f Z__tl)) Ft)dt

olarak bulunur. y(a) = 0 oldugundan (3.2.8) ifadesinin ¢6ziimii

= f fbdt

dir. Simdi (3.2.5) ifadesinin n =k igin dogru oldugunu varsayarak denklemin
n=~k+1 i¢cin de dogru oldugunu gosterelim. n =k +1 icin baslangic deger

problemi

(3.2.9)

olur. Buradan 4"""(z) = (/)" () olarak yazilabilir. y'(z) = u(z) oldugu kabul
edilirse (3.2.9) problemi
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(3.2.10)
u(a) = u'(a) = ... = u" (a) = 0
seklinde yeniden yazilabilir. Tiimevarimdan
[ ywa= [ [ [ (Gl f(t)dt]dz
a e=a|Ji=a (k —1)!
[ emn

= Lz%f(t)dt

olarak bulunur. y(a) = 0 baslangi¢ sart1 kullanilirsa

o) = [

elde edilir. Dolayisiyla (3.2.5) ifadesi dogrudur. Burada (3.2.11) denkleminde (3.2.6)
Dirichlet formiilii kullanilmustir. (3.2.2) - (3.2.3) baslangi¢ deger problemindeki f(z)

fonksiyonu, y(z) fonksiyonunun n. tiirevi oldugundan, y(x), f(z)fonksiyonunun n.

integrali olarak yorumlanabilir. Boylece

n 1 I n-1
g f@):(n_l)! f (z — )" f(t)dt (3.2.12)

olur. Son olarak, n tamsayisi herhangi bir v pozitif reel sayisi ile degistirilirse ve
(3.2.12) ifadesinde bulunan faktoriyel bir Gama fonksiyonuna doniistiiriiliirse o zaman

(3.2.12) ifadesi Riemann-Liouville kesirli integrali olur.

Ornek 3.1: v > 0, p > —1 olmak iizere I'z" integralini hesaplayalim. (3.2.12) deki

tanimdan,

v—1
1 e , 1o, t]
I'gh =—— | (z—t)"'t"dt=——| |1——=| az"'¢"dt
r@)ﬁ = r<v>f; [ ]
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. t
bulunur. Bu son integralde v = — doniistimii yapilirsa

x
1 1
'y = — 1— )" 2" (au)" zdu
T o e e
1 1
— _m/1+’u u/l 1 —u v—ldu
[(v) fO ( )

1
e —.fL'/[+UB + 1,7]
0 (1 )

— F(/J/ + 1) ZL’“JH}
D(p+v+1)

elde edilir. Yukaridaki 6rnekte kolaylikla goriiliir ki,

F(:u + 1) xuﬂ)

, v>0, p>—-1 >0 (3.2.13)
I(p+v+1)

I's" =

olur ve bu kuvvet kuralini ifade eder. Kuvvet kurali ile sabit bir £ degerinin .

mertebeden kesirli integrali

I'k = i x’ (3.2.14)
['(v+1)
seklinde ifade edilir. Ozel olarak v = = secilirse
Iz = (1) ot = 2\/Z
2
\ , 3
2
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elde edilir. Yukaridaki 6rneklerin hesaplanmasi kolay goriilebilir, fakat aslinda iistel

fonksiyonlar, siniis ve kosiniis gibi temel fonksiyonlarin bile bazi kesirli integralleri
daha karmagik fonksiyonlara déniisebilir. Ornegin, a sabit olmak iizere f(t) = e

olsun. (3.2.13) tanimindan

I'e" = ﬁj: (t—y) 'edy, v>0 (3.2.15)

olur. Eger (3.1.19) ve (3.1.20) tanimlar1 hatirlanirsa (3.2.15) ifadesi

I'e" = E (v,a) =t"E

1Lu+1 (

at) (3.2.16)

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde kesirli integralin taniminin dogrudan uygulanmast

ve ardindan degiskenlerde baz1 degisiklikler yapilmasi

I" cos(at) ' cosla(t — y)dy =: C,(v,a), Re(v)>0 (3.2.17)

I" sin(at) ——f y"" sinfa(t — y)dy = S,(v,a), Re(v) >0 (3.2.18)

S 1 .
sonucunu verir. Ozellikle eger v = 2 secilirse

ve
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olmak tlizere

t

e = E [%,a] = of%eatErf(at)é (3.2.19)

r cos(at) = C, |=,a|= \/g[C’(x) cos(at) — S(z)sin(at)] (3.2.20)

N | —

I sin(at) = C

t

,a|= \/%[C’(:z:) sin(at) — S(x) cos(at)] (3.2.21)

N | —

sonugclari elde edilir. Baz1 durumlarda, diger bazi trigonometrik fonksiyonlarin kesirli

integrallerini hesaplamak icin basit trigonometrik 6zdeslikler kullanilabilir. Ornegin

cos(2z) = 2cos’(z) —1 = 1 — 2sin*()

0zdesliginden,
t’U
I' cos’(at) = +—=C (v,2a 3.2.22
@) =50, + 502 (3222
ve
I"sin(at) = _t 10 (v,2a) (3.2.23)
oM (w+1) 2 " o

ve

y (t)y=D"e" =E__ (at) (3.2.24)

T e

esitliklerinin ¢ =1 ve v = 0.1, v =0.5, v = 0.9 olmak {izere farkl1 degerlerdeki

karsilagtirmalart verilmistir, sekilde y, en alttaki grafik; y ise en istteki grafiktir.
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Kesirli integralin mertebesi biiyiidilkce grafigin 1. mertebeden klasik integrale

yaklastig1 goriiliiyor.

y(t)

7

6F

5F

t

0.5 1.0 1.5 2.0

Sekil 3.1 Farkli mertebeden kesirli integrallerin 1. mertebeden klasik integrale

yaklagimu.

3.2.1 Kesirli Integraller icin Mertebe Kural

Teorem 3.1: f fonksiyonu, J iizerinde siirekli ve u,v > 0 olsun. O halde her ¢ igin

DD f(t)] = D" f(t) = D' [DT(t)] (3.2.25)

esitligi dogrudur.

Ispat: Kesirli integralin tanimindan,

DD (1)) = ﬁ [t =)D pe )
1 t | 1 g v-1
:mj;(t—x) %j; (w —y)"" fy)dy|da
1 ! u—1 ’ o1
— F(U)F(v)j; (t —x) dxj; (z—y)" fly)dy
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olur. Buradan

Sy gy L Lo use ,
DO = g J v

= Bluyw) [ (¢ =) f(y)dy
elde edilir. (3.2.7) esitliginden (3.2.25) ifadesinin dogru oldugu goriilmektedir.
3.2.2 Kesirli Integralin Tiirevi ve Tiirevin Kesirli Integrali
Kesirli integraller i¢in
D[D™f(t)] = D" [D" f(t)]

esitliginin saglandigi bir 6nceki boliimde gosterildi. Simdi tiirevleri iceren benzer bir

ifade gosterilecektir. Ancak burada
DD f(t)] = D" [Df(1)]
dir.

Teorem 3.2: f fonksiyonu, J {izerinde siirekli ve v > 0 olsun. Eger Df siirekli ise

0 zaman her t igin

DID 'f(t)] = D "[Df(t)] + %t”—l (3.2.26)

esitligi dogrudur.
Ispat: Kesirli integral tanimindan

D f(t) = ﬁ [lt—2 )

: 1
dir. A = = olmak iizere z = t — 2" doniisiimii yapilirsa
v
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D7) = s [ @

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse kolaylikla gortiliir ki

,,U . 1 t! o
D f(t)_F(v—i—l)j; f(t — 2)da
dir. Leibniz integral kurali
%U;m fit.x)dz| = fEBOW O + [ bm%f(t, z)dx (3.2.27)

dir. (3.2.27) kullanilarak

1
L(v+1)

DD f(t)] = $Our "+ [ e —

elde edilir. Simdi tersine ¢ — 2" = z doniisiimii yapilirsa

D (U SRS SR JN G
DD f(t)]_vf(v) ! +UF(v)f0 atf( )[/\ ]d

1 1
bulunur. Son olarak, A = — ve z = (t — z)* oldugundan denklem
v

oo )] = L2 L [y

T(o) T() PTRAA

ifadesine doniismiis olur. Bu da (3.2.26) esitliginin dogrulugunu gosterir.

3.3 Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi

0<u<1 ve feCab] olmak iizere f(z) fonksiyonunun u. mertebeden

Riemann-Liouville kesirli tiirevi

R (3:3.1)

Dofw) = Il —u) dzJo
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seklinde tanimlanir. Kesirli tiirev, ayn1 zamanda kesirli integral tanimi yardimu ile
tanimlanabilir. Bu amagla, 0 < v < 1 olmak iizere v = n — v oldugunu varsayalim.
Burada n, u tamsayisindan biiyiik en kiiglik tamsayidir. Dolayisiyla u. mertebeden

f(z) fonksiyonunun kesirli tiirevi

D" f(x) = D"[D" f(z)] = D"[I" f(x)] (3.32)
seklinde tanimlanir.
3.3.1 Ornekler

p >0 olmak tizere f(zx)=z" fonksiyonunun v. mertebeden kesirli tiirevini

bulmak i¢in (3.3.2) taniminda w ve v degerlerinin yerlerini degistirmek yeterli
olacaktir. Yani 0 < u <1 olmak iizere © =n —v olsun. Ozel olarak n =1 igin

u = 1 — v olur. Dolayistyla
D'f(z) = D'[D""" f(x)]
— Dl [Df(lfv)x;t]

D+l e
T((n—v+1)+1)

= D!

—(—v Llp+1) e
= +1)(u—v+1)1“(u—v+1)
R VT o) B

I(p—ov+1)

olur. Yukaridaki 6rnekte goriildiigii tizere,

I(p+1)
I(p—v+1)

D’z" = 2 p>0, 0<wv<l1 (3.3.3)

dir. Bu denklem, (3.2.13) denkleminde segti§imiz kuvvet kuralina benzer. Ozellikle

. 1
p=0,1,2 icin f(r)= 2> fonksiyonunun 3 mertebeden tiirevi (3.3.2) tanimi ve
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(3.3.3) esitligi kullanarak bulunabilir. Her iki ifade de tamamen ayni sonucu

verecektir. Ayrica bir sabitin 7 mertebeden tiirevinin Riemann-Liouville tanimi

kullanilarak sifir olmadig1 goriilecektir.

f(z) = 2" fonksiyonu igin,

Dzt = F(:u + 1) ny
1
Tlp—=+1
H 2
f(x) = z° fonksiyonu igin,
1 1
D'z = D'[2,|% | =
s NI
Dz’ = I r = L
e N
2
f(z) = z' fonksiyonu igin,
3
pizt = p'|2 |2 :2\/g
3N s

f(z) = 2* fonksiyonu igin,




at

bulunur. Benzer sekilde 0 <wv <1 olmak tizere f(t)=e" fonksiyonunun u.

mertebeden tiirevi bulunurken (3.3.2) esitliginden yararlanilacaktir. Yani
D'e" = D'[D "e"]
olur. (3.2.16) ifadesi géz Oniine alindiginda
D'e" = D! [t”EL,UH(at)]
bulunur. Son olarak (3.1.18) denklemi kullanilirsa

D'e" =t"E _  (at) (3.3.4)

i 1
elde edilir. Ozel olarak v = pr ve a = 1 segilirse

Dee' = t7Elé(t)
olur. Asagidaki grafikte
d at at
t)=—e =ae
y,(t) y7
ve a = 1 olmak tizere
y (t) = D'e" = t'E, . (at) (3.3.5)

ifadesinin - v =0.1,0.5,0.9 degerlerindeki farkli davraniglariin karsilastirilmasi

verilmistir. Sekilde y, en alttaki grafiktir. Goriildiigii tizere v — 1 iken y fonksiyonu

y, fonksiyonuna yaklasmaktadir.
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y(t)

0.5 1.0 1.5 20
Sekil 3.2 Farkli mertebeden kesirli tilirevlerin adi tiireve yaklasima.

3.4 Caputo Kesirli Tiirevi

0<n—-1<wv<n, f:la,b]— R ve f fonksiyonu en az n. mertebeden
tiirevlenebilen bir fonksiyon olmak tizere f(x) fonksiyonunun ». mertebeden Caputo

kesirli tirevi

C 1 « f(7)dT
D = 3.4.1
a If(.T) F(U _ ’I’L) ﬁ (l‘ _ 7_)1/+17n ( )

seklinde tamimlanir. Ote yandan Caputo kesirli tiirevi ile Riemann-Liouville kesirli

tlirevi arasinda
D) = D)~ = ) (3.4.2)

iliskisi bulunmaktadir.

f(z) fonksiyonu ile birlikte verilen kosullar altinda, v — n iken Caputo tiirevi

f(z) fonksiyonunun klasik bir n. tirevi haline gelir. Bunu goéstermek adina
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0<n—-1<wv<1olsunve f(x) fonksiyonu her T > a i¢in [a,T] araliginda smirl,

stirekli ve n + 1. dereceden tiireve sahip olsun. Daha sonra (3.4.2) ifadesinin v — n

iken limiti alinirsa

[, 1

lim D’ f(z) = lim
“ “’f() I(n—v+1) Fn—v+1

v—n V=N

) [ @m0 rydr

= f"a) + fz fU(T)dT
= f"z), n=12..

olur.
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BOLUM 4
GECIS SARTLI PERiIYODIK KESIRLi STURM-LIOUVILLE
PROBLEMLERI

Kesirli Sturm-Liouville problemleri, klasik Sturm-Liouville problemlerinden
¢Oziim yontemleri, tanimlar1 ve Ozellikleri bakimindan farklidir. Bu tiir problemler
bir¢ok uygulamada ortaya ¢ikar ve matematiksel fizik, miihendislik ve diger bilim
dallarinda 6nemli bir yer tutar [6]. Bu boliimde kesirli Sturm-Liouville problemleri ile
Klasik Sturm-Liouville problemlerinin karsilagtirmasi yapilacak, klasikte kullanilan
kismi integrasyon yonteminin kesirli hali ele alinacaktir. Devaminda ikinci bolimde
verilen Sturm-Liouville problemleri i¢in temel spektral teoremler, {igiincii bolimde
tanitilan kesirli integral ve tiirevlerin yardimu ile kesirli Sturm-Liouville problemleri

icin yeniden ele alinip ispatlanacaktir.
4.1. Kesirli Sturm-Liouville Problemleri

Klasik Sturm-Liouville problemi

p(z) el

y +q(x)y = Ar(x)y (4.1.1)
x

dir. Burada p(z), ¢(z) ve r(z) incelenen calismalara bagl olarak farkli sartlari

saglayan fonksiyonlardir. Bu tip problemler diizenli Sturm-Liouville problemleri

olarak adlandirilir ancak p, ¢ ve r Katsayilari sonsuz oldugunda veya [a,b] araliginin

uzunlugu sonsuz oldugunda tekil Sturm-Liouville problemi olarak adlandirilir.
Diizenli ve tekil Sturm-Liouville problemlerine iliskin sonuglar Naimark [7] ve
Levitan ve arkadaglar1 [8] tarafindan verilmektedir. Bazi sinir deger problemlerinin
¢Oziimiinde veya tiirevinde bir i¢ noktada siireksizlikler olabilir. Bu durumda kosullar
genellikle ¢oziimlerin ve tiirevlerinin o i¢ noktadaki sol ve sag limitlerine uygulanir.
Bu tiir kosullara genellikle iletim kosullar1 denir. Bu tip Sturm-Liouville problemleri
[9]-[11] de oldugu gibi bir¢ok yazarin dikkatini ¢ekmistir. Son olarak, periyodik
katsayilara veya periyodik sinir kosullarina sahip olan Sturm-Liouville problemlerine

periyodik Sturm-Liouville problemleri adi verilir. Bu teorinin biiyiik bir kismi
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Eastham'in kitabinda [12] verilmistir, ayrica [13] ve [14] e bakilabilir. Cok uzun
siiredir Sturm-Liouville problemlerinin diizenli ve tekil formlar1 ¢alisgilmaktadir.
Ancak kesirli analiz teorisinin gelisimi bu tiirdeki problemler i¢in yeni perspektifler

agmustir. Kesirli analizin tarihsel gelisimi igin [15] ve [16] ya bakilabilir.

Kesirli Sturm-Liouville problemleri klasikte bulunan sag ve soldaki adi tiirevlerin
aym sekilde incelenenen c¢alismalara bagli olarak Riemann-Liouville, Caputo,
Griinwald Letnikov vb. gesitli tiirevlerle degistirildigi Sturm-Liouville problemleridir
[17]. Son yillarda kesirli Sturm-Liouville problemi literatiirde biiyiik ilgi gérmeye
baglamistir. Kesirli Sturm-Liouville problemlerinin sayisal ¢oziimii [18]-[20] de, [21]
de ise diizenli kesirli Sturm-Liouville problemleri incelenmistir. Son zamanlarda
Akdogan ve arkadaslar1 [22] de, Yakar ve arkadaslari [23] de tekil kesirli Sturm-
Liouville problemlerini analiz etmistir. Kesirli Sturm-Liouville problemleri igin birgok
cesitli 6rnek bulunmaktadir. Ornegin ilk tiirev kesirli, ikinci tiirev adi secilebilir, her
iki tiirev kesirli secilebilir ya da her iki tlirev birbirinden farkli olarak Griinwald

Letnikov ve Caputo vb. tiirev cinsinden segilebilir. [21] de

L ly] = —D"(u(z)D"y) + v(x)y, z € (a,b) (4.1.2)

bi¢iminde, her iki kesirli tiirevi de « mertebeden Riemann-Liouville cinsinden olan

bir problem ele alinmustir.

Diger yandan problemin incelendigi aralik da kesirli tiirevin ¢6ziimiinii biiytik
oranda etkilemektedir. Siirekli bir aralikta incelenen kesirli Sturm-Liouville problemi
ile incelenen araligin icinde bir veya birden fazla siireksiz noktalar iceren Sturm-
Liouville problemleri, ¢ézlimleri ve sinir sartlar1 agisindan farklilik gosterir. Buna ek
olarak siireksizlik noktasinda probleme uygun olarak secilen ge¢is sartina ihtiyag
duyulur. Klasik Sturm-Liouville problemleri i¢in ayrik sinir sartlar1 ve gecis sartlar
problemin durumuna goére adi tiirev icerirken kesirli Sturm-Liouville problemlerinde
sinir sartlar1 ve gecis sartlar1 problemin tliriine gore farkli tlirlerde kesirli tiirev ve

integraller igerebilir. Ornegin [22],
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CDofp(:B)Dny + (J(IIT)y = _ﬂ’ya T e [_]—7 0) “ (07 ]-]

1

I'7y(-1)=0, D" y(-1)=1
(4.1.3)
I"“y()=1 D y(1)=0

w 1. « a
I 7y(+0) = ;Ifr y(=0), D*.y(+0) = kD*.y(-0)

bicimindeki bir problemi incelemistir. Goriildiigii izere bu problemde ilk tiirev «
mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi, ikinci tiirev « mertebeden Caputo
kesirli tiirevidir. Yine sinir ve gegis sartlarinda kesirli tiirev ve integraller icermektedir.
Problem [-1,0) U (0,1] araligi tizerinde bir siireksizlik noktasma sahip oldugundan
gecis sartlarina sahiptir. Yukaridaki her iki ornekte de n € Z olmak tizere
n<a<n-+1dr a=mn+1 oldugu durumda tiirev ifadesi kesirli tiirev olmaktan
¢ikip adi tiireve doner. Bazi durumlarda 0 < o <1 se¢imi ile kesirli tiirevin mertebesi

daha 6zel segilir.

Bu tezde incelenen Kkesirli Sturm-Liouville probleminin ilk tiirevi Riemann-
Liouville, ikinci tiirevi Caputo olarak segilmistir. Incelendigi aralikta bir siireksizlik
noktas1t mevcuttur, sinir sartlarinda ve gecis sartlarinda probleme uygun olarak secilen

kesirli integral ve tiirevler bulunmaktadir.

Klasik Sturm-Liouville teorisinde Ozfonksiyonlarin ve 0&zdegerlerin temel
Ozellikleri, birinci dereceden tiirevler igin kismi integrasyon formiilleri ile
baglantilidir. Kismi integrasyon yontemi ¢oziimlerin bulunmasi agisindan biiyiik
kolaylik saglar ve problemlerde siklikla kullanilir. Ayni durum kesirli tiirevler i¢in de
gecerlidir. Bu boliimiin devaminda teoremlerin ispatlarinda kesirli tiirevler i¢in siklikla
kullanilacak olan kismi integrasyon yontemini verelim. Daha fazlasi igin [24] e

bakilabilir.

Yardimer Teorem 4.1: o € (m —1,m), m € Z, v € L [a,b] olsun ve varsayalim ki

v, |a,b] aralig1 lizerinde mutlak siirekli olsun. O halde (3.2.1), (3.3.1) ve (3.4.1) kesirli

diferansiyel operatdrleri asagidaki
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(4.1.4)
m-1
£ (<1 u® (@)D ()|
k=0 =
J.b w(z)D? v(x)dr = Ibv(x) ‘D u(z)dx
(4.1.5)
m—1 b
+ (_1)A: u(k:) (x)Dm—k—lll:rJLr—a,U(x) I/_

k=0

bagintilarin1 saglar.

4.2. Spektral Ozellikler

Bir Sturm-Liouville probleminin periyodikligi genel olarak iki farkli durumdan
kaynaklanmaktadir. Bunlardan biri verilen problemin katsayilarinin periyodik
olmasidir ki bu durum bu g¢alismada ele alinmayacaktir. Diger durum ise sinir
kosullariin periyodik olmasindan kaynaklanir. Bu boliimde asagida verilen periyodik

Sturm-Liouville problemi incelenecektir.
L [y]:= D [p(z)" D¢,y + q(z)y = Mr(z)y (4.2.1)

olmak tuzere

(4.2.2)
I (p“D.y) (a)= I (p“D.y) ()

kesirli sinir kogullari ve ¢ € (a,b) olmak tlizere

y(c—) = y(e+)
(4.2.3)

I'(p“D’y) (c—)= I (p“Dly) (c+)

kesirli gecis sartlanidir. Burada p(z), CD;p(x), q(z) ve r(z) siirekli, reel

fonksiyonlar ve [a,c) U (c,b] aralig1 izerinde agirlik fonksiyonu olarak adlandirilan
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r(xz) > 0 dir. (4.2.1)-(4.2.3) probleminin agikar olmayan ¢oziimiinii veren \ degerine
bu problemin 6zdegeri, agikar olmayan bu y(z) ¢6ziimiine de problemin \ 6zdegerine

karsilik gelen 6zfonksiyonu denir. Simdi Boliim 2 ve Bolim 3 1s18inda gegis sarth

kesirli periyodik Sturm-Liouville problemleri i¢in temel teoremleri verelim.

Ik olarak simetriklik (kendine eslik) teoremi, Sturm-Liouville problemlerinin
¢oziim uzaylarinin 6nemli bir 6zelligini ifade eder. Bu 6zellik 6zdegerlerin reel
olmasin1 ve 6zfonksiyonlarin dik olmasini saglar ki bu da fiziksel problemlerde kritik

bir 6neme sahiptir.

Teorem 4.1: (4.2.1)-(4.2.3) gegis sarth periyodik kesirli Sturm-Liouville problemi

[a,¢) U (c,b] araligi tizerinde kendine estir.

Ispat: 0 ve ¢, (4.2.1)-(4.2.3) probleminin iki farkli 6zfonksiyonu olsun. (4.2.1) daki

L operatoriiniin tanimindan

o >= [ D [p(2)° D b@)p(w)dz + [ a@)f(x)p(a)d
(4.2.4)

+ f D(v C’D(v d:l? + f q
olur. Bu esitlikteki birinci ve tiglincii integrallere (4.1.4) bagintis1 uygulanirsa

<L,16l¢ >= [ p@) D! 0() D! () — o) [p(x) D, ()]

a

+ | q(2)0(z)p(z)dx + ﬁb p(x)CD;“+0(a:)CD;"+<p(x)dx

— @)} p(x) D ()]

elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse,

< L0 >= [ p@) Dy 0)" D! plw)dz — (e [ple=) Dy, 6(c-)

b a
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+ [ (@) D2 0) D7 olw)da — o)1 [p(b)° Dy, 0(D)]
(4.2.5)

b
+ (e [p(e) DL 0] + [ a@)(w)el(a)da
olur. Bu son esitlikte, (4.2.2) smur kosullar1 ve (4.2.3) gegis sartlar1 kullanilirsa

< L0 >= [ p() D 0() Dy dx+f e

b (4.2.6)
—|—f p(:z:)CD;‘ 0(z) CD“ dx—i—f q(z

esitligine ulasilir. Burada yine (4.1.4) bagintis1 birinci ve tgiincli integrallere

uygulanirsa

o >= [ 0@)D; [p(x) D, olw)ldz + 0(a) = [p(2) DL p(a)]

a

—I—fcq(:v)e( dx+f O(x ) D p(z)]dx
@I @) D2 ()] + [ ata
sonucuna ulasilir. Bu esitlik diizenlenirse,

< L,161.p >= [ 0@)D; [p(x)" D}, (@) + 6(c=) " [p(c=) D}, ()]

— 0(a)" [p(a) D" p(a)] + f ¢(z

=

(4.2.7)
+ f 0(x)D; [p(2) D’ p(a)ldz + 0(0) = [p(b) D" o (b)]

(e [p(eH) D o)) + [ a@)f(ape(a)de

olur. Burada yine (4.2.2) siir kosullar1 ve (4.2.3) gecis sartlar1 kullanilirsa
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c

< L0l >= [ 0@)D; [p(x) D! p(@)lde + [ a(@)0@)p(x)da

a

+ [ 0D () Do)l + [ o))l (4.2.8)

c

=<0,L [p] >

elde edilir. Sonug olarak

<L [0],p >=<0,L [p] >

[e%

esitligi elde edilmis olur. Dolayisiyla (4.2.1)-(4.2.3) problemi [a,c) U (c,b] aralig

tizerinde kendine estir.

Reellik teoremi, periyodik kesirli Sturm-Liouville problemlerinin 6zdeger ve
ozfonksiyonlarmin 6zelliklerini belirten temel bir teoremdir. Bu teorem, periyodik
sinir kosullar1 altinda tanimlanan Sturm-Liouville operatorlerinin 6zdegerlerinin
gercek sayilar oldugunu ve 6zfonksiyonlarinin da gergek fonksiyonlar oldugunu ifade
eder. Reellik teoremi, bu tiir problemlerin ¢oziimlerinin fiziksel anlamda
yorumlanabilir ve analiz edilebilir olmasini saglar. Bu teorem, periyodik kesirli Sturm-
Liouville problemlerinin matematiksel ¢oziimlemelerinde ve gesitli uygulamalarda
¢ozlimlerin gercekligini ve gegerliligini giivence altina alir. $imdi ele alinan problemin

0zdegerlerinin reellik durumunu ifade eden asagidaki teoremle devam edelim.

Teorem 4.2: [a,c) U(c,b] araligi tizerinde (4.2.1)-(4.2.3) probleminin 6zdegerleri

reeldir.

Ispat: )\, (4.2.1)-(4.2.3) probleminin 6zdegeri, ¢ fonksiyonu da bu 6zdegere karsilik

gelen 6zfonksiyon olsun. Bu durumda
L [p(2)] = Mr(z)p(a) (4.2.9)

ve dolayisiyla

L, [p(2)] = Mr(a)p(x) (4.2.10)

olur. (4.2.9) esitligini (x) ile (4.2.10) esitligini de o(x) ile garpip ortaya gikan

ifadeleri birbirinden ¢ikarirsak

47



(@)L, [9(2)] - o)L, [o(@)] = (A = V(@) r(a) (4.2.11)

esitligi elde edilir. Devaminda bu esitlik [a,c) U (¢,b] aralig1 {izerinde integrallenirse

esitligin sag tarafi

[ @@L, o)) - o)L [9()] da

+ [ H@L, o)) — o)L, [(a)] de

(4.2.12)
+ [0y [v() Dl el + [ a(a)e(e)plape
— [ D7 [p(2) D7, p(@)e(@)dz — [ g(a)p(zpo(z)da
— [ D [p(@) D, e@p(@)dz — [ q(m)elakp(s)d
biciminde bulunur ve bdylece
[ e@L, lo@) - e@)L, [o(x)] do
+ [ P, [e@) - ol@)L, o) do
(4.2.13)
= [ D p@) D o(r)dz + f D! [p(x) D () )
—f D d{E—f D" go(x)da:

elde edilir. (4.2.13) ifadesinde (4.1.4) bagintis1 kullanilirsa,

[ ek, [o@)] — e@)L, [e(@)] da

+ [ HDL (o)~ @ (@) ds
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= [ p@)° D2, 9l0) D2, ks — ) [(2)° D ()]

+ [ p@) D2, 0(@) D7, o — o) [p() D2, o)
(4.2.14)

— [ ple) D @)D @) + o) [p(2) D, ()]

b

= [ pla) Dz (@)D pla)ds + (@) [pla) D ()]

bulunur ki bu ifade de diizenlenirse,

[ $@)L, [p(a)] - elo)L, [p(a) d

+ [ p@)L, o)) - (@)L [p(w)] da

+(c—)1, " [ple—) D7 p(c=)] = pla)l, "[p(a) D’ ¢(a)]

+ @(b)I, " [p(b) “D? @(b)] — @lc+H)I, “[p(c+) D’ p(c+)]

esitligine ulasilir. Bu esitlikte (4.2.2) ve (4.2.3) sartlar1 kullanilirsa

J P@IL @) - o)L [ do + [ G(@)L, [p(a)] - o), [o(a)] do =0

elde edilir. Boylece (4.2.11) esitliginden

j; ,C o(z)L [¢(z)] — ¢(z)L [p(z)] dz

[ Q@)L [p(a)] ~ (@)l [o(@)] da (4.2.16)
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oldugu aciktir. Dolayistyla

=3[

olur. ¢(z) = 0 ve r(z) > 0 oldugundan

i

dir. Dolayisiyla A = A olur yani 6zdegerler reeldir.

go(x)r r(z)dx + j;b

o) r(ac)d:v] ~0

go(x)r r(z)dx + fcb ap(z)r r(x)dx >0

Ortogonallik (diklik) teoremi, periyodik kesirli Sturm-Liouville problemlerinin
ozfonksiyonlarinin birbirine ortogonal oldugunu belirten temel bir teoremdir. Bu
teorem, Sturm-Liouville operatoriine ait farkli Ozdegerlere karsilik gelen
ozfonksiyonlarin, belirli bir agirlik fonksiyonu altinda ortogonal oldugunu ifade eder.
Yani, bu ozfonksiyonlar, i¢ carpimlar1 sifir olacak sekilde birbirlerine dikdir.
Ortogonallik teoremi, Sturm-Liouville problemlerinin ¢dziimlerinin analizi ve bu
¢Oziimlerin ¢esitli uygulamalarda kullanimi agisindan kritik 6neme sahiptir. Bu
teorem, 0zfonksiyonlarin bir ortogonal baz olusturmasini saglar ve bdylece ¢oziim

uzayinin tam ve eksiksiz bir sekilde tanimlanmasina olanak tanir.

Teorem 4.3: [a,c)U(c,b] arahg iizerinde (4.2.1)-(4.2.3) probleminin farkli

Ozdegerlerine ait olan 6zfonksiyonlar,
c b
< f@),9(2) >, = [ f@)g@)r@)de+ [ f@)g(@)r(z)de

seklinde tanimlanan i¢ ¢carpima gore diktir.

Ispat: @ Ve @ ,sirastyla A ve A farkli 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar

olsun. Bu durumda

L g, ]=Ar()e,(2) (4.2.17)
Lo, 1= A r(x)p, () (4.2.18)

esitliklerine sahip oluruz. (4.2.17) esitligi ¢ ile (4.2.18) esitligi de ¢, ile carpilir ve

birbirinden ¢ikartilirsa
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¢, (@)L [, (@] = ¢, (@)L [, (@)] = (A, =), (@), r(z) (4219
olur. Devaminda (4.2.19) esitligi [a,c) U (c,b] araliginda integrallenirse
[ e, @Lle,@]-¢,@L[, @) dn
+[" o, @Lp, @] ¢, @)1, [, (@) d
= [ ¢, @D [p@) DL (@) + [ a(@)p, (2)p,(2)d
(4.2.20)
+ [0, @D @)Dt ¢, @z + [ a@)g, (@), ()

—f ¢ (z)D;' [p CD” e ( dl‘—f q(x ¢ (7)dw

~ [ o, @Dy [p(e) D2, @iz~ [ a(@p, (@, (@)

ifadesi elde edilir. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilip (4.1.4) bagmtisi

kullanilirsa

f ¢ ()L [p, (z)] =, (v)L [p (7)]dv
+ f b ¢ (2)L [ (z)]— ¢ (2)L [ (2)]dz
= [ o@D, @) D2, (e =, (D) DL, ()]
(4.2.21)

b
+ [ p@) D, (@)Dl e, (@) — ¢, ()] [p(@) DL, ()],

— [ p@) D} ¢, (@)D}, (@)dr + ¢, () [p(@) D, ()]

— [ @)D, (1) D, (1) + o, () [p(@) DL, (2]

bulunur ve buradan
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(4.2.22)
— o (O [p®)°D: o, (0)]+ ¢, (I, “[p(c+) D ¢, (c+)]

+ ¢ (c=), " [p(c=) "D ¢, (c=)]— ¢ (a)]} *[p(a) D’ ¢ (a)]
+ o, (D)1, " [p(b) D’ o, (b)] =, ()" [p(c+) D o (c+)]

m

esitligi elde edilir. Burada (4.2.22) esitligine, (4.2.2) sinir sartlar1 ve (4.2.3) gecis

sartlar1 uygulanirsa

f ¢, (@)L [, (2)] =, (2)L [p, (z)] d

(4.2.23)
+[ ¢, @, e, @] ¢, @)L ¢, @) dz = 0
bulunur. (4.2.19) esitliginden agiktir ki
| e @)L I, @)~ 0, @)L, o, @) do
+ f "o, @)L [p,(@)] - ¢, (@)L [o, (2)] da (4.2.24)

=\, - Am>[ [ e, @e @@z + ["o, (x)wm(x)f‘(i‘)dx]

dir. Bu da

(A, — )\m)[fcgon(:zr)gom(x)r(x)dx + j;b gon(x)gom(x)r(x)d:z:] =0 (4.2.25)

a

oldugu anlamma gelir. A = A = oldugundan <y ,¢ > 0 dir. Dolayisiyla

Ozfonksiyonlar diktir.
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Siradaki teoremde 6zdegerlerin katli oldugu durum ispatlanacaktir. Geleneksel
Sturm-Liouville problemleri, ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerle tanimlanir
ve bu problemlerde 6zdegerlerin basit yani tek katli oldugu sik¢a gozlemlenir. Ancak,
periyodik kosullara sahip kesirli Sturm-Liouville problemleri ele alindiginda, durum
farkli bir hal alabilir. Bu problemler, kesirli tiirev operatorleri ve periyodik kosullar
icerdiginden onlarin klasik Sturm-Liouville problemlerinden ayrilmasina neden olur.
Kesirli tiirev operatorlerinin kullanilmasi, problemin karmasikligini artirir ve

0zdegerlerin basit degil, katl1 olabilecegi durumlar1 ortaya ¢ikarir.

Teorem 4.4: [a,c) U (c,b] aralig1 lizerinde (4.2.1)-(4.2.3) probleminin 6zdegerleri basit
degildir.

Ispat: )\, (4.2.2) smir sartlari ile elde edilmis ¢, Ve ¢, ozfonksiyonlarina karsilik

gelen 6zdeger olsun. Sinir sartlarindan

@ (a) = ¢, (b), I'(pDtp) (a)= I} (p°D’ @) (b)  (4.2.26)
©,(a) = ¢, (b), I'(pDl ) (a)= I' (p“Dl ) (b)  (4227)

dir. Ote yandan, z = a noktasinda Wronskian,

v (a) @,(a)
Woleralle) = ‘D¢ (a) DI g,a)

W [p,,0,](a) = ¢,(a) “D* ¢,(a) — ¢,(a) ‘D" ¢ (a) (4.2.28)

bigiminde tanimlanir. Kesirli wronskian igin [25]-[27] ye bakilabilir. (4.2.26) ve
(4.2.27) siir kosulu (4.2.28) denklemine uygulanirsa kolaylikla goriilebilir ki

W [¢,,¢,] sifir olmak zorunda degildir. Dolayisiyla ¢, ve ¢, lineer bagimli olmak

zorunda degildir. Yani 6zdegerlerin lineer bagimsiz iki 6zfonksiyona karsilik gelme

olasilig1 vardir. Dolayisiyla 6zdegerler basit degildir.

Sturm ayirma teoremi, periyodik kesirli Sturm-Liouville problemlerinin ¢6ziim
uzayinda yer alan 6zfonksiyonlarin sifir noktalarinin davranigini agiklayan 6nemli bir
teoremdir. Bu teorem, farkli 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlarin kdklerinin

sirayla yer aldigini belirtir. Yani, bir 6zfonksiyonun kokleri, bir bagska 6zdegere
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karsilik gelen 6zfonksiyonun kokleri ile sirali bir bigimde i¢ i¢e geger. Sturm ayirma
teoremi, Sturm-Liouville problemlerinin ¢6ziimlerinin yapi taslarini anlamak ve bu

¢Ozlimleri analiz etmek icin kritik bir aragtir.

Teorem 4.5: 6 ve ¢, (4.2.1) denkleminin [a,c)U (c,b] arahigi ilizerinde lineer
bagimsiz ¢oziimleri ve 0 < a <1 olsun. Bu durumda 6 ve ¢ ¢6ziimlerinin ¢ den
kiiciik (veya biiyiik) sifirlar1 birbirinden ayrilir. Bagka bir ifadeyle 6 ve ¢ ortak sifira

sahip degildir ve herhangi birinin arka arkaya gelen iki sifir1 arasinda digerinin tam

olarak bir sifir1 vardir.

Ispat: Coziimler lineer bagimsiz oldugundan, z € [a,c) U (c,b] igin
W[0,¢](x) = 0(z) D’ p(z) — ¢(x) D’ O(z) = 0 (4.2.29)

olur. Wronskian z ten bagimsiz oldugu i¢in isareti ya pozitif ya da negatiftir. Yani

W1[0,¢] nin [a,c) U (c,b] araligi lizerinde isareti degismez. Bu durumda wronskianin
pozitif oldugunu varsayalim. Teorem wronskianin negatif oldugu durumda da
ispatlanabilir. Diyelim ki z,,z, €[a,c), ¢ ¢dziimiiniin ardisik iki kokii olsun. Ayni
durum z,, 7, € (c,b] icin de gegerlidir. Simdi z, ve =z, degerleri(4.2.29) denkleminde
yazilirsa,

W16, ¢3,) = 6(0,) DL o) > 0

(4.2.30)
Wi0,¢](z,) = 0(x,) "D’ o(z,) > 0

sonucuna ulagilir. Her 4 = 1,2 igin CD;QO(QL'{) = 0 oldugunu belirtmekte fayda vardir.

(4.2.30) ifadesindeki esitsizlikler garpilirsa,

O(x

)°D* p(z)0(z,) D ¢(z,) > 0. (4.2.31)

1 a+ a+

elde edilir. Genelligi bozmadan CD;;QO(l'l) > 0 oldugunu varsayalim. Boylece ¢,
noktasinda artandir. ¢ stirekli oldugundan ve z, noktasi z, noktasinin yanindaki ¢

¢Oziimiiniin diger sifir1 oldugundan ¢, z, de azalandir. Sonug olarak CD;’+90(x2) <0

: C Nna - C na
dir. Benzer sekilde "D (7)) <0 oldugunda "D’ ¢(z,) >0 olur. Dolayisiyla

a+
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C na C o ETr
D o(x,)" D! ¢(x,) <0 olur. Bu durum (4.2.31) esitsizliginden 6(z )0(z,) <0

a+t

oldugu anlamina gelir. 6 ¢dziimiiniin siirekliligi z, € (x,z,) lin varligim saglar oyle
Ki 0(z,) =0 dir. [a,c) araliginda 0 ¢oziimii yalmzca bir sifira sahiptir. Aslinda, eger
(z,,z,) de 6O(z,)=0 olacak sekilde z, = z, olsaydi, o zaman yukaridaki
argiimanlardan z_ € (z,,7,) veya z, € (z,,r,) noktasinin varhig ile sonuglanirdi.

Oyle ki @(x,) = 0 olurdu. Yani z ve z, arasinda ¢ ¢Oziimiiniin bagka bir sifirt

oldugu anlamina gelirdi. Fakat bu z ve z, noktalarinin ¢ ¢dziimiiniin birbirini takip

eden iki sifir1 olmasiyla celisir.
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BOLUM 5
SONUCLAR

Bu tez kapsaminda oncelikle Sturm-Liouville problemlerinin spektral analizi,
kesirli analizin tarihsel gelisimi ve gecis sartli kesirli periyodik Sturm-Liouville

problemleri hakkinda bilgilerden s6z edilen giris boliimii verilmistir.

Ikinci boliimde, klasik Sturm-Liouville problemlerinin spektral teorisi detayli bir

sekilde incelenmis ve temel teoremler sunulmustur.

Ucgiincii béliimde ise kesirli analiz i¢in gerekli olan temel fonksiyonlar tanitilmas,
kesirli tiirev ve integral kavramlari detaylandirilmistir. Ayrica ikinci ve lglincii
boliimde, dordiincii boliimde ele aldigimiz problemin spektral teorisinin kesirli olarak

incelenmesine olanak saglayan temel yap1 insa edilmistir.

Son olarak bu tez ¢alismasinda dordiincii blim verilmistir. Bu boliimde gegis sarti
ile verilen periyodik sinir sartlarina sahip, kesirli Sturm-Liouville problemine

odaklanilmis ve bu problemin spektral teoremleri ispatlanmustir.

Calismamizin sonucunda, kesirli analiz ile klasik Sturm-Liouville problemleri
arasindaki iliskilerin daha 1yi1 anlagilmasina yonelik Onemli adimlar atilmistir.
Ozellikle, kesirli periyodik Sturm-Liouville problemlerinin spektral yapisi hakkinda
elde edilen sonuglar, bu alandaki teorik bilgi birikimini artirmis ve gelecekteki

caligmalar i¢in bir temel olusturmustur.

Bu tezde elde edilen bulgular hem teorik hem de uygulamali matematik alanlarinda
cesitli potansiyel arastirma konular1 igin bir temel teskil etmektedir. Gelecekteki
calismalar, bu problemlerin daha genel durumlarini inceleyerek, daha genis kapsamli
sonuglar elde edebilir. Ozellikle, farkli tiirde gegis sartlar1 ve sinir kosullar1 altinda
kesirli Sturm-Liouville problemlerinin analizi, bu alanin daha derinlemesine

anlasilmasina katki saglayabilir.
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Sonu¢ olarak, bu tez calismasi, kesirli analiz ve Sturm-Liouville problemleri
arasindaki etkilesimleri ortaya koyarak hem matematiksel teorinin ilerlemesine hem
de pratik uygulamalara yonelik oOnemli katkilar sunmaktadir. Bu alandaki
arastirmalarin devam etmesi, kesirli analiz ve spektral teori konularinda daha genis ve

derinlemesine bilgiye ulagmamiza olanak taniyacaktir.
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