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FOURIER DONUSUMU BILINEN FONKSIYONUN TOPLANABILIRLIK
METODLARI iLE OLUSTURULMASI

Melih ERYIGIT

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Agustos-1998, 33 Sayfa

Tiim ree] eksende Lebesgue anlaminda integrallenebilir bir fonksiyonun Fourier
doniigiimi verildiginde fonksiyonun kendisinin olugturulmasi meselesi ve benzer gekil-
de, [0, 27] arhifinda integrallenebilir bir fonksiyonun Fourier katsayilarn verildiginde,
bu katsayilar vasitasiyla fonksiyonun kendisinin olugturulmas: meselesi Harmonik
Analizin 6nemli problemi olarak ortaya ¢ikmig ve bir ¢ok #inli matematikginin,
ornegin, Hardy ve Littlewod, Cesaro, Poisson, Bochner, Riesz, Zygmund’un v.s ilgi
odag olmusgtur.

integrallenebilir bir fonksiyonun Fourier doniigiimii integrallenebilir olmaya-
bilir. Dolayisiyla, bu durumlarda Fourier doniisimii vasitasiyla fonksiyonun ken-
disini olugturmak icin Ters Fourier dontigiimiinii uygulamak miimkiin olmayabilir.
Fakat fonksiyon hakkinda tlim bilgiler, onun bir anlamda duali olan Fourier doni-
stimiinde bulundugundan, matematikgiler bu bilgileri Fourier doniigimiinden edin-
menin yollarin: diiglinmiisler ve béylece degisik toplanabilirlik (summability) metod-
lar1 ortaya cikmigtir. Bu metodlann i¢inde en Ginliileri Abel-Poisson, Gauss-Weierstr-
ass ve Riesz-Bochner metodlardir.

Biz bu ¢aligmada adi gegen toplanabilirlik metodlarini ayr1 ayn inceleyerek
onlarin Harmonik Analizde oynadiklari 6nemli rolii ortaya koyduk. Ayrica tezimizin
bulgular kisminda Riesz-Bochner ortalamalarinin fonksiyona bir tiir piiriizsiizlik
noktalarinda yakinsama hizini gosterdik.

ANAHTAR KELIMELER : Fourier Déniisiimii, Abel-Poisson Toplanabilirlik,
Gauss-Weierstrass Toplanabilirlik, Riesz-Bochner
Toplanabilirlik, y-piiriizsiizliik, Lebesgue noktalar:,
Yakinsama hiz.

JURI : Dog. Dr. Ilham ALIYEV
Prof. Dr. Halil . KARAKAS
Prof. Dr. Dogan COKER



ABSTRACT

THE RECONSTRUCTION OF A FUNCTION WHOSE FOURIER
TRANSFORM IS KNOWN BY MEANS OF SUMMABILITY METHODS

Melih ERYIGIT

M.S. in Mathematics
Advisor: Dog. Dr. Ilham ALIYEV
August, 1998, 33 pages

The question “ Given the Fourier transform of a Lebesgue integrable function
f, how do we obtain f back again from its Fourier transform, similarly given the
Fourier coefficients of a Lebesgue integrable function at [0,27%], how do we obtain f
back again from its Fourier coefficients ? ” was an important problem of harmonic
analysis and its applications, and it has drawn many famous mathematicans’ atten-
tions, for example, Hardy and Littlewod, Cesaro, Poisson, Bochner, Riesz, Zygmund
etc.

The Fourier transform of a Lebesgue integrable function may not be integrable
therefore we could not obtain f back again by inverse Fourier transform of f. In order
to get rid of this difficulty, mathematicians reached different summability methods.
The most well-known ones of these methods are Abel-Poisson, Gauss-Weierstrass
and Riesz-Bochner.

In this work we concentrate on the above mentioned summabilitiy methods.
We have olso pointed out their significant role in harmonic analysis. In the last
section, we study Riesz-Bochner means’ convergence rate at some kind of smoothness
point of the function in details.

KEY WORDS : The Fourier transform, Poisson-Gauss Summability,
Gauss-Weierstrass Summability, Riesz-Bochner Summability ,
p-Smoothness, Lebesgue point, Convergence rate.
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ONSOZ

Fourier doniiglimii verilen fonksiyonun, gesitli toplanabilirlik metodlariyla olug-
turulmasinin incelendigi bu tez ¢alismas {i¢ boliimden olugmaktadir.

Tezin birinci béliimiinde ilerki boliimlerde kullanilacak olan baz kavramlar
hakkinda 6n bilgi ve tammlar verilmisgtir. Ikinci béliimde Fourier doniigimiiniin
giri-gim operatorii ile arasindaki onemli iligkiler incelenmis ve Fourier déniigimii
verilen fonksiyonun toplanabilirlik metodlariyla belirlenmesi igin yeterli kogullar ver-
ilmigtir. Tezin son boliimiinde 6zel bir toplanabilirlik metodu olan Riesz-Bochner
metodu incelenmis ve Riesz-Bochner ortalamalarinin fonksiyona bir tiir pliriizsiizlik
noktalarinda yakinsama hizi belirlenmistir.

Bu tez calismasi boyunca ilgi ve destegini benden esirgemeyen danigman hocam
Dog. Dr. Ilham ALIYEV’ e sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRiS
1.1. Cahgmanin Kapsam

Tiim reel eksende Lebesgue anlaminda integrallenebilen bir fonksiyonun Fourier
doniigiimii verildiginde fonksiyonun kendisinin olugturulmas: meselesi Harmonik Ana
lizin ve onun uygulamalarinin 6nemli bir problemi olarak ortaya ¢ikmugtir,

Bu calsmada esas olarak, “ f € LY(R™) fonksiyonunun Fourier donigimi F
verildginde, acaba f’den yararlanarak f’yi nasil elde ederiz?” sorusuna cevap veren
degisik toplanabilirlik (summability) metotlar1 tamtilmig ve 6zel olarak Bochner-
Riesz metodu i¢in Bochner-Riesz ortalamalarinin bir tiir piiriizsiizliik noktalarinda
sozkonusu fonksiyona yakinsama hizi incelenmisgtir.

1.2. Temel Kavramlar ve Gosterimler.

Bu boliimde tez boyunca sik¢a kullanilan baz kavramlarin tanimi ve gosterimleri
verilecektir. Bagka 6zel kavramlarin tanimi ve gosterimleri, tez boyunca konu icerisinde
aciklanacaktir.

R* ile n-boyutlu (reel) oklid uzayni ve z = (z1,%2,...,%s) ile bu uzaymn
n
elemanlarim gosterecegiz. z.y = ) z;y; sayis1 z,y € R™ nin i¢ ¢arpim, |z} = Vzz

sayis1 z € R™ nin normudur. dz ;=da:1 dz,...dz, ile R®’ de bilinen Lebesgue dl¢iimii
kastedilmigtir.

I? = I*(R"),1 < p < o, ile R® iizerinde tammh ve ||f|], = ( f |f|”)% < 00
R»

olan 6lgiilebilir fonksiyonlar uzaymn gosterecegiz. Burada ||f||, saysma f’ in L7
normu denir. L® = L®(R") ile de R iizerinde tamimli ve ||f|],, = ess.sup|f(z)| <
oo olan fonksiyonlar uzayini gosterecegiz. Cop = Co(R™) ile sonsuzlukta sifira giden
siirekli fonksiyonlar uzay:1 gosterilecektir. Ayrica aksi belirtilmedigi takdirde bu
tez boyunca tiim fonksiyonlarimiz kompleks degerli diigiiniilecektir. Eger an f(z) dz

integrali var ve sonlu ise, bu integrale yakinsak, aksi halde iraksak denir. Ayrica bir
6zellik hemen hemen her z icin saglaniyor denildiginde, bu 6zelligin saglanmadig: =
noktalan kiimesinin 6l¢limiiniin sifir oldugu anlagilacaktir.

® € Co(R*)NLY(R™) ve ®(0) = 1 olmak iizere [ f(z)dr integralinin (1raksak
R»
veya yakinsak) ®-ortalamalan

Ma(f) = M(f) = [ ®(ea)f(z)da , (e > 0)

geklinde tamimlanir. Bu takdirde, eger
lim M.(f) =1
sonlu limiti varsa, (iraksak) [ f(z)dz integrali I'ye yakinsar denir. @ fonksi
Rn

yonunun bu veya bagka sekilde secimi degisik toplanabilirlik (summability) metodlar

1



doguruyor. Ornegin, @(z) =e !, ®(z) = el ve § > 0 olmak iizere,

lz] <1

o) = au(a) = { ¢ 7FO <]

alindiginda, sirasi ile klasik Abel, Gauss-Weierstrass ve Bochner-Riesz ortalamalar:
ve uygun toplanabilirlik (summability) metodlar: elde ederiz.

Sézkonusu toplanabilirlik metodlarimin uygulandifi en 6nemli problemlerden
birisi, f fonksiyonunun, Fourier déniigiimii (ki onu f ile gosterecegiz) f ye gore
olugturulmasi (restoration) problemidir.



2. KURAMSAL BIiLGILER VE KAYNAK TARAMALARI
2.1. Fourier Doniigiimii ve Girigim.

Bu kesimde f € L!(R®™) fonksiyonun Fourier déniigiimii ve iki olgiilebilir
fonksiyonun girisimi tanimlarim verip, Girisim ve Fourier doniigiimiiniin onemli
ozelliklerini inceleyecegiz.

Tanmm 2.1.1: f € L!(R™) fonksiyonunun Fourier d6niigiimii
f@) = [ ferm=tar
Rn
seklinde tanimlanan fonksiyondur.

Teorem 2.1.2: (a) f —> ]fd(")nii:;‘iimii LY(R™) den L*(R"™) igine dogrusal ve sinirh
bir déniigimdiir. Dahast ||f||e < ||f]l1 olur.

(b) Eger f € L (R™) ise, f diizgiin siireklidir.

ispat: (a) Sézkonusu doniisiimiin dogrusal oldugu agik, simirlihig igin;

F@) = 1] feeedt
< S IOl dt
R‘n

< J1f@ldt = ||l
gin

Dolayisiyla esitsizligin sag tarafi 2’ den bagimsiz oldugu igin ess.sup,|f(2)] = || Flles <
l1£l|, olur.

(b) Bunun i¢in li_r’% sup |f(z — y) — Fi (z)] = 0 oldugunu gostermemiz yeterli
Y z
olacaktir. O halde, '

|f(:1:—-y) - f(z)l = | an F(t)e2mila—v)+ it — an f(t)e2miet gt

—_ I f f(t)e—21ri:c.t(e21riy.t _ 1) dtl
Rﬂ

IA

J 1f@©)lle?™! — 1] de.
R»

Buradan Lebesgue’nin integral altinda limite gegme teoremini uygularsak ve son
egitsizlikte sag tarafin z’den bagimsiz oldugunu goz oniinde tutarsak,

: Flo —a\ _ F : 2wyt _ 1] —
ligsup (e ~4) = Flo)l < [ iyl 1] =0 ol

3



Teorem 2.1.3: (Riemann-Lebesgue): Eger f € L'(R") ise, |z] =& oo iken
J(z) = 0 olur.

Ispat: (Stein and Weiss, 1971.)
Bu iki teoremden agagidaki sonucu hemen gorebiliriz:
Sonug 2.1.4:f € L'(R™) fonksiyonunun Fourier déniigiimii Cy(R™) simfindandur.

Tanim 2.1.5: f ve g gibi R® iizerinde taniml iki fonksiyonun girigimi (convolution),
agagidaki integralin yakinsak oldugu z’ler igin

(F9)@) = [ f(e—4)ow)dy

Rﬂ

biciminde tanimlanir.

Asagida, soz konusu girigsimin varlifini garanti eden ve Young esitsizligi olarak
bilinen teoremi veriyoruz.

Teorem 2.1.6: (Young Esitsizligi) f € L'(R®) ve g € L*(R*)(1 < p < o0)
olsun. Bu durumda (f * g)(z) hemen hemen her z € R i¢in iyi tammhdir. Ayrica,
(f *g) € LP(R?) ve ||f = gll, < |If]l1llgllp dr.
Ispat: (Folland, 1984)
Onerme 2.1.7: Yukandaki teoremin kogullarini saglayan f ve g igin

frg=gxf
dir.

ispat: Asagida z = z — y dontigiimii uygulanarak,

(F*9)@) = [ fla—gw)dy = [ f()gla—2)dz = (g% )(z)
Rr Rr

oldugu goriliir.
Simdi, harmonik analizde Gzel bir yeri olan bir teoremi veriyoruz:

Teorem 2.1.8: f ve g € L}(R™) olan iki fonksiyon olsun. Bu durumda,

(f +9) = fa.

ispat: Teoremin ispat1 dogrudan Fourier déniiglimii ve girigim tanimlar kullanilarak
kolayca yapilabilir.



Tamm 2.1.9: f(z), R® lizerinde tanimh herhangi bir fonksiyon ve h € R ol-
sun. Bu durumda 7,(f(z)) ile

(&) = f(z — b)
fonksiyonunu tanimliyoruz. Bu doéniigim kayma déntsiimii olarak adlandirihir.
Onerme 2.1.10: f(z) € L'(R®) ve h € R olsun. Bu durumda,
(@) (mf)le) = flz)
(b) (™)) = (nf)(2)

egitlikleri saglanir.

Ispat: (a)

o~

(mf)(z)

f (Thf(t))e-*%riz.t dt = f f(t - h)e—21riz.t dt
R» R»

R{; f(t)e-21ri:c.(t+h) dt = 6—21:':'13.::)?(1:);

(b)

-~

(erhif())(z) = [ e htf(t)e ?mi=tdt = Rf e~ 2miE=R £ (1) dt
R» "

= (mf)(@) =Ff(z~h)

Onerme 2.1.11: Kayma, I? (1 < p < o) normuna gore siireklidir. Yani,

lim |1 f — fllp =0

Ispat: (Folland, 1984.)



3. MATERYAL VE METOD
3.1.Toplanabilirlik (Summability) ve Abel Ortalamalar:

Bu kesimde toplanabilirlik kavram: ve degisik toplanabilirlik metodlarini verece-
giz. Bunun icin 6nce gOyle bir soruya cevap arayahm:f € LYR™) fonksiyonunun
Fourier déntigimi f verilmig olsun. Acaba f’den yararlanarak f’yi nasil elde ede-
riz? Fourier serileri ve integralleri teorisinden az gok bilgisi olan bir kisi, bu sorunun
cevabi olarak f(t) nin,

f(t)=an Flz)e?™i=t dg (3.1.1)

integraline esit olmasim diisiinecektir. Fakat L' (R“)’den olan f(z) fonksiyonu i¢in
f (a:) integrallenmeyebilir (Ornek olarak n = 1 igin f, [e,b] araligimn karakter-
istik fonksiyonu alinabilir). Dolayisiyla, (3. 1.1) integrali iraksak olabilir. Simdi
yukaridaki soruya cevap bulmak i¢in, integraller i¢in toplanabilirlik metodlarini kul-
lanacagiz. Bunun icin ilk olarak Abel metodunu tamitiyoruz.

Tamm 3.1.2: Her ¢ > 0 i¢in,

Af) = A. = / f(z)e=<¥! dz

R»

integraline Abel ortalamas: denir.

f € L'(R™) olmas: durumunda lim A, = f f(z) dz oldugu agiktir (Lebesgue’nin

majorant yakinsama teoremlnden) Dlger yandan Abel ortalamalan, f fonksiyonu
integrallenebilir olmasa bile iyi taniml olabilir (Ornek olarak, f’yi sinirh fonksiyon
olarak diigiinsek, her € > 0 i¢in A.(f) iyi tanimhdir). Hatta bu ortalamalarin limiti,

li_I)I&As(f) =li~1)r(}nf7z f(z)eel=l dz (3.1.3)

f Lebesgue anlaminda integrallenebilir olmasa bile, var olabilir. Bu soylediklerimizi
dogrulayan bir teorem verelim.

Teorem 3.1.4: Her z > 0 igin f f(¢t) dt var olsun ve le f ft)dt= :fo f(t) dt sonlu
0 z—0 g

limiti olsun. Bu halde,
limy o/ e f(z) dz = o/ f(z) dz

dir.



ispat:

Z‘Oe"“ f(z)dz = 'fe-“ d(of £(2) df)

- [e—“’(z () dt)] +e?(§' f(t) dt)e™ dz

=0

(; f(t)dt)e =" d(ez) = -+ [ex = ul:-- = °f(:f/ef(t) dt)e " du

I
o—g

p(z) = Z f(t) dt fonksiyonu [0,00) ’ da siirekli fonksiyondur ve lim ¢(z) =
T F(t)dt = ¢ sonlu limiti var oldugundan, ¢(z) fonksiyonu [0, c0)’da sirhdir:

0
IM = sabit ¥ z € [0,00) igin |p(z)| < M.

f)yleyse,

uje
| / f(t)dt| < M (Yu ve Ve igin)

0

ufe
Dolayisiyla, yukaridaki T( [ f(t) dt)e™™ du integraline Lebesgue’ nin integral altinda
00

limite gegme teoremini uygulayabiliriz. Bu durumda,

lim FCr f@)dt)edu = T(lim " £t dt)e du
e—=0g "o 0 e—0 ¢

Il
o

(‘Of F(t) dt)e du

(b[ f(®) dt)(bf'e"‘ du) = ({f(t) dt.
Yukaridaki teoremden sonra f mutlak il}tegralinebilir olmadig halde, (3.1.3) esitliginin
saglandigs fonksiyona, R’ de f(z) = 3“5@ fonksiyonu ornek gosterilebilir.

Tanm 3.1.5: (3.1.3) limitinin var ve sonlu oldugu durumlarda | f(z) integrali bu
Rﬂ

limite Abel toplanabilir diyoruz.



3.2. Gauss-Weierstrass Ortalamalar
Tanim 3.2.1: Her £ > 0 igin

G(f) = / F(z)eel dz

R»

integraline Gauss- Weierstrass ortalamas: denir.
Tanim 3.2.2: Eger,

. RT "elzfz
lm Go(f) =lim | f(a)e " do (3.2.3)

limiti var ve ye esitse, [ f(z)dz, integrali I’ye Gauss toplanabilir diyoruz.
Rﬂ

Iyi bir gozlemle (3.1.3) ve (3.2.3)iin, ®(z) € Cy(R™) ve ®(0) = 1 olmak iizere,

M. s(f) = M.(f) =ﬁ£ ®(ex) f(z) dz (3.2.4)

formunda yazilabilecegini gorebiliriz.

Tamm 3.2.5: Eger, H_I)%A’Is_@( f) = lise, [ f(z)dz, I’ ye ®-toplanabilir denir.
& R»
M. o(f)’ye de integralin ®- ortalamas: diyecegiz.

Calismalarimizda bu e~ ve e~¢l#l fonksiyonlarmin Fourier déniigiimlerine
ihtiyacimiz olacak. Asagida bu doniigiimleri hesaplarken bize yardimci olacak iki
teoremi veriyoruz.

Teorem 3.2.6: T : R®* — R"’e lineer bir doniisiim olsun. bu durumda,

ff(“v‘) dz = |detT| / foT(z)dx
R» Rn»

egitligi saglanr.
Ispat: (Folland, 1984)

Teorem 3.2.7: B > 0 igin,

D

w —
e P = l/e u'e“’z/'*“ du
T3

esitligi saglanir.



Ispat: Teoremi ispat etmek igin

2 cos(ﬂa:)
_w/ 1422 dz

(ii) 1+ > _/ —(1+:2)udu

esitliklerinden yararlanacagiz. Bu esitliklerin ikincisinin saglandig: acik, birincisini
ise e=#+/(1+) fonksiyonuna Rezidii Teoremini uygulayarak elde edebiliriz. Boylece,

eh=2
T

osgz — g
1422 dr = x

onﬁg
ow.g

cos ,B:z:[‘j'oe"“e‘“zz duldz
0

)
o

e‘“[j‘oe"‘zz cos Bz dz]du = 2 T “[1 (f e~=" ¢z dy]du
0 0

-0

]
Al
8

o

2 —u —4nluy? =278y Jo)d =2oo ufl f= “ﬁ2/4“d
e T oo e dyjdu = 2 Tervlg Fes1o)

bu teoremi ispatlar.

Teorem 3.2.8: Her a > 0 igin,

- 29 — 2 _9x; — —rltl2
(e walz| ) — / e wa|y| e 2wit.y dy= a n/2e =|t]? /o
Ril

dir.

Ispat:
. no oo s
I 6—41\'2'2]2 e=2mite dn  — InJ e—4r %} g—2ritizi dz;

R» i=1-00
n

_ 1 —t2/4 _ 9—n_—n/2 ,—|?/4
H _T2 1re i = 2 V(Y [

i=1
Simdi, (y/a/2/7)y = = doniigiimi yapihirsa Teorem (3.2.6)’dan istenilen sonug elde
edilir.

Teorem 3.2.9: Her a > 0 igin,

2
(az + ltl2)(n+1)/2

(6—21\-0:[::[) = / e—21ra[y[ e~ 2mity dy =c,
n»

dir. Burada, ¢, = I'[(n + 1)/2]/(x{"+1/2)'dir.

Ispat: Uygun degisken degistirilmesi yaparak, ispat1 a = 1 igin yapmak yeterli
olacaktir. Bu durumda, Teorem (3.2.7) ve (3.2.8)"ii kullanarak,

9




f e-—27ra|y|e-—21rit.y dy — [% T%e“‘"’lyl’/‘l“ du]e—27rit.y dy
R= R 0
1 Feu pLINL 2mit
= 7 f 67:[ e~ 4y [4u o —2mit.y dy]du
0 R=
- R
1T o-u, (n=1)/2 —ult]?
= GEOE of € u € du

-—ss(n—-l)/z ds

il

1 1 ‘f e
<D (IH]eE) 07T

I{(n+1)/2] 1
(A2 (14 [E2)(FFD72

elde edilir. e~4ml ve e~2mell fonksiyonlarinn Fourier déniisiimlerini sirasiyla
W(t, @) = (4ma)~"2(e /4 ve P(t, @) = c,[af(a?+|t|2)"+1/?] ile gbsterecegiz. Bu
fonsiyonlardan ilki “ Weierstrass (ekirdegi”, ikincisi de “Poisson (ekirdegi” olarak
adlandirilir.

Bundan sonraki ¢alismamizda ilk olarak (3.1.1) integralinin Abel ve Gauss-
Weierstrass ortalamalarimin f’ye yakinsadigini gosterecegiz (hem norma gore, hem
de hemen hemen her z i¢in). Bunun igin agagidaki hazirhklara ihtiyac olacaktir:

Teorem 3.2.10: f,g € L'(R®) olsunlar. Bu halde,
[ f@)g(@)dz = [ @)3(z) da
Rn Rn

esitligi saglanir.

Ispat: Fubini Teoremini uygulayarak,

| fl@)g(z)dz = [[[ f)e "= dt]g(z) do
R» R® R

[ glz)e~>m"= da]f(t) dt
R” R»

J f(t)g(t) dt
R~

egitligi elde edilir.

Teorem 3.2.11 f,® € L'(R®) ve & = ¢ olsun. Bu halde her ¢ > 0 igin
[ f@e=a(ex)ds = [ f@)pe(c - t)do
R» R»
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esitligi saglamir. Burada ¢.(z) = e™"¢(£) olarak tanimlanmigtir.

ispat: Oncelikle Fourier doniigiimiiniin direkt tanimini kullanarak (®(ez)) = ¢. (z) =
e p(£) esitliginin saglandigin kolayca gorebiliriz. Simdi f(x) ve e>™*®(ex) fonksi-
yonlarina Teorem (3.2.10)’ i uygulayarak ve 6nerme (2.1.10)’un (b) kismindan

Rj; f(z)e? =P (ex) dx = an f(z)(e”“"‘b(ez)fda:

an F(z)pe(z —t)dz

egitligi bulunur.

Sonug 3.2.12: f € L!'(R™) olsun. Bu halde her & > 0 icin,
/ f(z)ezﬂ'it.te—2ﬂ'€|xl dx = / f(m)P(x -— t, E) dx
Rn» R»

ve
/ f(x)e2ﬂ'it.ze—41fzalzlz dx - / f(x)W(m —_ t, 8) dz
R7 R»

esitlikleri saglanir.

Ispat: Teorem (3.2.11)’de ®(y) = e~2*W¥! alarak birinci esitlik, ®(y) = e~ alyl?
alarak ikinci esitlik goriiliir.

Lemma 3.2.13: Poisson ve Weierstrass gekirdekleri igin

(a) /W(a:,a)dx:l her a>0;
Rr

(b) /P(a:,e)d:v =1 her €¢>0;
Rn
esitlikleri saglanir.

ispat: Oncelikle uygun degisken degistirilmesiile [ W(z,o)dz = n{ W(z,1) dz ve
Rﬂ n

[ P(z,e)dz = [ P(z,1)dz esitliklerinin saglandifin1 gorebiliriz. Yani Lemma’y1
R~ R"

a =1 = ¢ igin gostermek yeterli olacaktur.

Boylece, (a) igin esitlik Te‘”z/“ dx = 2/7 olmasindan hemen goriilir (n
—00

boyutlu integral, boyle n tane integralin carpim: olarak yazlabilir). (b)’yi elde
etmek icin dncelikle sunu belirtmeliyiz ki 1/¢, = (x{"+1/2)/T{(n+1)/2] say1s1, R**!
de birim kiire £,,’in yiizey alaninin yarisidir. Bu alam wj, ile gosterip, (b)’nin

/ dz _ Wn
J PR = 2
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oldugunu gorecegiz.

Bunun iginr = |z|, 2'=z/r;(z#0), T,a={z:ze€R"; |z]|=1}
ve r = tanf koyarak,
dz e

— 1
o wEmer = [LT e

dz'lr""1dr

n-1

[~<]
= Un-t [ ppyeor O
= w ﬂfzsin"‘leda
= n-1

0

egitligini elde ederiz. (Yukanda dz' ile ¥,_; in alan elamanim gosterdik).

Fakat w,_,sin™"10, sayiss X, in z, = cosf hiper diizlemine kisitlanarak
elde edilen, sinf yan gapl kiirenin yiizey alamidir. Boylece, bu (n — 2)-boyutlu
alanlar1 8 y1 [0, 7/2] arasinda degistirerek “toplarsak” ¥, nin iist yar1 diizlemindeki
alanin elde ederiz. Yani,

/2
Wney / sin" "9 do = %’1;
0

bu da istenilen egitliktir.

Teorem 3.2.14: ¢ € L'(R"), [ ¢(x)dz =1vehere > 0igin, p.(z) = e"p(2)
Rn

olsun. Eger f € LP(R®), (1 < p <o) veya f € Co(R®) C L®(R") ise f xp.(x)
fonksiyonlar ailesi f’ye L, normunda yakinsar. Yani e — 0 iken ||f . — f][, — 0.

Ispat: Oncelikle Teorem (3.2.6)’dan
e N _
[etyat= [emp(Dydt= [ o(p)dt=1
R» R» R»

esitliginin saglandigh goriilir. Boylece,

(f#@e)2) = fle) = [ flz—t)pe(t)dt— | f(z)pe(t) dt

= [lfe=-9-f@le)d

Buradan, integraller icin Minkowski esitsizligi uygulanirsa,
If+pe=flle < JLI(f(z—2)= f)P dz]'/Pe"|p(d)] dt

]

JLJ | (z — et) = f(z)]P dz]/7)(t)] dt
R» R®
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Diger yandan, ||7e:f (z)—f(z)|| < 2||]| oldugundan, Onerme (2.1.11) ve Lebesque’nin -
integral altinda limite gegme teoreminden istenilen sonug elde edilir.

Sonug 3.2.15: u(z,e) = an F(@)P(z — t,e) dt ve s(z,e) = rg‘ FOW(z — t,¢) dt,

€ =+ 0 iken L, normunda f fonksiyonuna yakinsarlar.

Buradaki u(z,€) ve s(z,¢) fonsiyonlarina sirasiyla f’nin Powson integrali ve
Weierstrass integrali denir.

Ispat: &(z) = e~*I=" icin Teorem (3.2.8) den B(er) = p.(z) = W(z,e?) ,
®(z) = =27 i¢in Teorem (3.2.9)’dan ®(ez) = ¢ (z) = P(z, ) oldugu gozoniine
alinarak ve Lemma (3.2.13) den istenilen sonug elde edilir.

(3.2.10) ve (3.2.14) Teoremlerinden bu kesimin bagindaki sorumuz i¢in agagidaki
¢o6ziimi elde ederiz:

Teorem 3.2.16: & ve onun Fourier déniigiimii ¢ integrallenebilirve [ p(z)dz =1
Rn
olsun. Bu durumda [ f(t)e?™*< integralinin ®- ortalamalar f(z) fonksiyonuna L!
R»

normunda yakinsar. Ozel olarak bu integralin Abel ve Gauss-Weierstrass ortala-
malar1 f(z) fonksiyonuna L! normunda yakinsar.

Gozlem 3.2.17: s(z,a) = [ f(t)e*™t=e~4w*elt? dt o — 0 iken f(x) fonksiyonuna
R=»

L, normunda yakinsadifindan, bu o’lardan 6yle {a4} altdizisi segebiliriz ki, s(z, o)
dizisi hemen hemen her z igin f(z) fonksiyonuna yakinsar.

Sonug 3.2.18: f ve f her ikisi de integrallenebilirse,

f@) = [ Fyere= a
Rn
esitligi hemen hemen her r i¢in saglanir.

Ispat: Gézlem (3.2.17)’den dolay1, f(z) fonsiyonuna hemen hemen her z i¢in yakinsayan
bir s(z,04) dizisi vardir.

Bu durumda, Lebesgue’nin integral altinda limite gegme teoreminden,
f(:t:) — hm i f( ) itz g—dmioglt? Jp — [ lim f(t)e2mtze—4arzak|t[2 dt

ar—0 R» Rr ai—0

— f f(t) e21‘rit.z dt
R»

diye istenilen egitlik g5sterilir.

Gozlem 3.2.19: Teorem (2.1.2)'den biliyoruz ki, F siirekli bir fonksiyondur. Diger
yandan, eger f integrallenebilirse, f f (t)e2’“‘ % dt fonksiyonu da siireklidir (aslinda,
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bu fonksiyon F| (=z)’e egittir). Boylece, f’nin degerlerini dl¢iimi sifir olan kiimede
diizenleyerek Sonug (3.2.18)’deki esitligin tiim z’lerde saglandigim sdyleyebiliriz.

Gozlem 3.2.20: Sonug (3.2.18)’i kullanarak Teorem (3.2.13)’ii uzun hesaplamalar

yapmadan ispatlayabiliriz. Bunun icin Sonug (3.2.18)’ii f(z) = e~2"*l*l fonksiyonuna

uygulayarak ve Teorem (3.2.9)u kullanarak [ P(t,c)e?"* dt = e~2"I2l elde ederiz.
R»

Esitlikte z = 0 konursa [ P(t,e)dt = 1 esitligi kolayca elde edilir. Aym yolla (a)
Rn
sikki da gosterilebilir.

Sonug 3.2.21: f;,f» € LY(R") ve her z € R" igin f;(z) = fo(z) olsun. Bu
durumda hemen hemen her z igin fi(t) = fo(t) esitligi saglanir.

ispat: Teorem (3.2.14)’den efer f(z) = 0 ise hemen hemen her z igin f(z) = 0

oldugu agiktir. Bunu f = f; — f, fonkiyonuna uygulayarak istedigimiz sonucu elde
ederiz.
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3.3. Lebesgue noktalar: ve Yakinsama

Tamm 3.3.1: f, R® {izerinde lokal integrallenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda

hm;;.- f [f(z —t) - f(z)]dt =0 ' (3.3.2)

r—0

esitliginin saglandig z noktalarina f fonksiyonunun integralinin diferansiyellenebildigi
noktalar denir.

Teorem 3.3.3: Lokal integrallenebilir her fonsiyon icin (3.3.2) esitligi hemen hemen -
her z noktasinda saglanir.

Ispat: (Folland, 1984)
Tamim 3.3.4: f, R® iizerinde lokal integrallenebilir olsun. Bu durumda

lim L f \f(z — t) — f(z)]dt =0 (3.3.5)

r—0 "n

egitliginin saglandif1  noktalar1 kilmesine f’nin Lebesgue kiimesi denir ve Ly ile
gosterilir.

Teorem 3.3.6: f lokal integrallenebilirse, hemen hemen her « igin (3.3.5) esitligi
saglanir.

Ispat: Teoremi ispat etmek icin énce ¢ € C igin g.(z) = |f(z) — ¢| fonksiyonunu
tammlayahm. f lokal integrallenebilir oldugu igin g. de lokal integrallenebilirdir,
boylece g.(z) = |f(z) — c| fonksiyonuna Teorem (3.3.3)’u uygularsak, ol¢iimii sifir
olan bir E, kiimesi disinda

lim — / [9:(z — £} — ge(z)]dt =0

r—0 rn
kl<r

esitligi veya
llm—— / |f(z —t) — c|dt = w,|f(z) — €]

r=0 0
Jti<r

saglanir. Burada w, birim yuvarin hacmidir.

Simdi R’ C, nin yogun bir alt kiimesi olmak iizere, F = UR E, kiimesini

c€
diigiinelim. Bu durumda, E kiimesinin 6l¢iimiiniin sifir oldugu agiktir.

Buradan, eger z € R™\E ise, (3.3.5) esitliginin saglandifin1 iddia ediyoruz. Bu
iddiay: ispatlamak icin; her ¢ > 0 verildiginde | f(z) — ¢| < 35~ olacak gekilde c € R
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secebiliriz. Bu durumda,

w S -t f@)ldt < & [ |fle—1)-cldt
ftl<r [ti<r

+% [ le— f(z)|dt.

ltj<r

Esitsizligin sagindaki ilk terim r — 0 icin 2’in se¢iminden dolay1 wy|f () —c| sayisina
yakinsar (ki bu saymnmim da § den kiigiik oldugunu biliyoruz). Ikinci terim de ¢’'nin
seciminden (jc— f(z)] < €/2w,,) istenilen kadar kiigiik yapilabileceginden, yeterince
kiigiik r > 0 i¢in

= [ -0 - f@ld<e

Jtj<r

olur ki bu da istenileni ispatlar.

Teorem 3.3.7:¢(z) € L}(R") olsun ve bu ¢p(z) fonksiyonu i¢in ¥(z) = ess. sup [p(t)]
ltf2]=|

fonksiyonunu tanimlayahm. Eger 1 < p < oo igin ¥(z) € L}R") ve f(z) € f74 (R")

ise, f(z) fonksiyonunun Lebesgue kiimesinden olan her z igin (6zel olarak f ’nin

siireklilik noktalarinda) li_%( Fxp)(z) = f(z) [ ¢(t) dt esitligi saglamir. Yani (3.1.1)
& Rn

integrali, Lebesgue kiimesindeki her ¢ icin f(¢) ye ®-toplanabilirdir.
Ispat: (Stein and Weiss, 1970.)

Sonug 3.3.8: f(z) € L?(R") fonksiyonun Poisson ve Gauss-Weierstrass integralleri,
T f@)P(z—t,e)dt ve [ f()W(z —t,e)dt, & — 0 iken hemen hemen her z i¢in
R» Rr

f(z)’ e yakinsar.
Ispat:Sonucun direkt ispatin1 Teorem (3.3.7)° den gérmek icin p(z) = P(¢,1)

cal1/ (1 4 [¢2)+D12] ve o(z) = W(t,1) = (47)~™/2(e"1t"/* fonksiyonlan i¢in ¥(z)
ess. sup |p(t)| fonksiyonlarinin integrallenebilir oldugunu gormeliyiz. P(z, 1) ve W (z, 1)
| ;

(!

lt21=
fonksiyonlar1 radyal ve |t| nin azalan fonksiyonlar: olduklan igin
1
z) = sup P(t,1) = sup ¢ = P(z,1) € L}(R"
Vi) = oup P(b1) = Sup eni ey = P ) € LRD

olur. Ayn: diigiinceyle /(z) = sup W (¢, 1) fonksiyonunun integrallenebildigi gériiliir.
[t1>]=|

Onerme 3.3.9: Eger f(z) € L'(R") fonksiyonu 0 noktasinda siirekliyse
: F ~2nelz| =
lim [ Fle)e e dz = £(0)
Rn
esitligi saglanir.
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ispat: Teorem (3.2.10) da g(z) = ®(ezx) = e~? Il alarak , Teorem (3.2.11) i
uygulayarak

[ F@een)ds = [ f@)8(ec)ds = [ F@)pe(e)do = (f * 2)(0)
R» Rn R»

olur. Simdi Teorem (3.3.7) den
lim( % ¢)(0) = £(0)
egitligi elde edilir.

Onerme 3.3.10: f(z) € L}(R") ve f(z) > 0 olsun.Eger f(x) fonksiyonu 0 nok-
tasinda siirekliyse f(x) fonksiyonu integrallenebilirdir ve

f(t) — f(x)e%iz.t dx
/

esitligi hemen hemen her ¢ icin saglanir. Ozel olarak

F0)= [ f@)de

Rn

olur.

Ispat:g,.(z) = f(x)e~?™"! ailesine ¢ — 0 igin Fatou Lemmasini uygularsak (f(z) >
0 oldugunu unutmayahm)

[ Fe)dz <tim [ e = 50
Rn Rn

dolayisiyla, f(:c) € L}(R™) oldugu ve Sonug (3.2.18) den

f(t) — /f(x)emriz.t dz

Rﬂ
esitligi goriiliir.
Sonug 3.3.11:Her a > 0 igin

(a) / "V(:II, a)e21riz.t dr = e-~4‘k"o:]t|2
R

(b) / P(I, a)eZﬂ-iz.t dr = e-—21ra[t|
R»

egitlikleri saglanir.

Ispat: Teorem (3.2.8) , Teorem (3.2.9) ve yukaridaki 6nermeden istenilen esitlikler
gorildir,
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Sonug 3.3.12: oy ve ap pozitif reel sayilar olmak iizere,Weierstrass ve Poisson
gekirdekleri igin,

(a) W(z,a1+02)= / Wz —t,01)W (¢, az) dt = Wa, * We,
Rn

(b) Plz,oa+an)= [ Ple—t,0n)P(t,cn)dt
Rn
esitlikleri saglanir.

ispat: (a) icin ispat, Sonug (3.2.21) ’den egitligin her iki yaninindaki fonksiyonlarin
Fourier doniigiimlerinin esit oldugunu gostermekle bitecektir. Bunun icin Teorem
(2.1.8) 'den

-~

( LWt dt) — (W) W (00

— e—41r2a1 J¢12 e-41r2 az|t)?

— e—41t‘2(u1+02)ltl2 — (W(.,Cn + 012))A

bulunur.
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4. BULGULAR
4.1 Bochner-Riesz Toplanabilirlik.

Tezin bu kesiminde integraller i¢in bagka bir toplanabilirlik metodu olan Bochner-
Riesz metodu tanitilacak ve bize, daha ¢ok bu béliimiin ikinci kesimi igin lazim olan
Bessel fonksiyonlar: 'nin asimtotik davraniglar incelenecektir.

Tezin (3.1) kesiminde ® € Co(R*)NL'(R") ve &(0) = 1 kosullarim
saglayan ® fonksiyonu icin Rj; h(z) dz integralinin ¢-ortalamalarim

M. o(h) = M.(h) = / (ex)h(z) dz

olarak tanmimlamigtik.

®(z) = e~1#l alarak Abel ortalamalari, ®(z) = e~1*I" alarak Gauss-Weierstrass
ortalamalar: elde edilmigti. Toplanabilirligin bagka bir 6nemli metodu da § > 0 igin
® yi
o [ QPP ST ise
() = 24() = { 0 , |z|>1 ise

secerek elde edilir.

Tanim 4.1.2: Yukaridaki ®5(z) = ®(z) fonksiyonunun dogurdugu toplanabilirlik
metoduna Bochner-Riesz toplanabilirlik metodu denir.

Tamm 4.1.3: ¢ = 1/R alarak [ h(z)dz integralinin Bochner-Riesz ortalamalar:
R~

M, (k) = My/pya(h) = / (1-%122-)51;(9;) dz

[z|<R
olarak yazilabilir.

Eger f € L'(R®), & = ¢ ve h(z) = f(z)e?™** ise, bu durumda (bakinyz
Teorem (3.2.11) h(z) = f(z)e?™=* fonksiyonunun Bochner-Riesz ortalamalan icin

|=I”

So(t, f) = / fla)e?mi=t (1 ﬁ)" h(z)dz = / f(z)R*p(R(z—t))dz  (4.1.4)

lzI<R

formiiliini elde ederiz. Sayet ® = ¢ fonksiyonu L' (R®) uzayindan ise Teorem(3.2.14)
’den S% nin f ye norma gore yakinsadigin biliyoruz; ek olarak eger ¢ Teorem (3.3.7)
‘nin hipotezlerini saglarsa,

lim Sp(t) = f(t)

R—co
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e§itli§inin hemen hemen her ¢ i¢in saglandigim biliyoruz. Asagidad > ((n—1)/2) icin
, ¢ nin Teorem (3.2.14) ve Teorem (3.3.7) ’nin hipotezlerini sagladifim gosterecegiz.

Bunun icin ilk olarak ® ’nin Fourier doniigiimii & = ¢ yi hesap edecegiz. ® yi hesap

etmek icin bize yardimci olacak bazi lemmalar1 agagida veriyoruz.

Not:(n — 1)/2) sayisina Bochner-Riesz metodu igin kritik indeks denir.

Lemma 4.1.5: p > 3t ise Ji bessel fonksiyonlan igin ([ Stein and Weiss, 1971],
sf:171)
tr/+1

u+1 2\v
PTGED) /J (ts)s - s“)ds

Jﬂ+u+1 (t)
esitligl v > —1 ve t > 0 igin saglanir.

Ispat: Lemma ’ y1, reel k > 3L igin Ji(t) fonksiyonunun seri gosterimi olan

=] k+z
Jelt) = 3 (-1 b 2 (4.1.6)

esitligini kullanarak ispat edecegiz. Boylece (4.1.6) y1 kullanarak

Ada e T

FIT(j+u+1)

Ju(ts)s*t(1 — s?)vds = fl [Z( 1)7 M] "1 — s?)v ds
b [i=

00 . +25 1 . Y
= Z(~1)13.§,{§J%§brrﬂ+1(1 — ) dr

j=0
2'T(v+1) (¢/2)pty+1+2i

= vl E( 1) N (p+v+i+2)

. 2T(v+1
= —#T—wal(t)

olur ki bu da lemmanin ispatini bitirir.

Teorem 4.1.7: f € L'(R") fonksiyonu, n > 2, radyal ise onun Fourier doniisimii
f de radyaldir ve

Fo(|z]) = Fo(r) = 2nr—ln=2)/2] / fo(8) Jn-2)2(2mr5)s™2 ds
0

olmak iizere, f(z) = Fy(|z|) formundadir. Burada fy(s) = £(|2|)|je}=s dir

ispat: r = |z|, ¢ = r|#| , s = Ju| ve u = su’ olmak iizere Fy(r) = f(z) =

J fu)e =8 dy = f fo(s) { J 6_2’"”(’" w') du] s 1ds esitligi elde edilir.Esitlikte
R»

-1

icerideki integrali hesap edelim: Oncelikle 0 < 6 < 7 olmak fizere w'.z' = Cosf
alarak @’ y1 tammlayalim. Simdi, z' ye dik olan Ly = {v' € X, : v'.2' = Cosf}
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paralelini diigiinelim. Boylece igerideki ¥,,_; lizerinden integrali, 6nce Ly iizerinden

alarak, 6 nin, [0,7] aralifinda integrallenebilen fonksiyonunu elde ederiz, . Bu

gergekleri ve Ly’ min Slciimiiniin (R™* ’de Sinf yarigaph kiirenin yiizey alani)

Wn—2(Sind)"Pye esit oldugunu kullanarak, d¢' Ls nin yiizey elamam olmak fizere,
k3

f e—21rirs(a:’.u') du' = f l: f g—2mirsCosf d&’] de
I 0 |Lg

e—21rir.sC‘osB Wp—g ( Sme) n—2 dé

il
Sy

1
= W,y f eZ?r'rse(l - 62)(7:-—3)/2 df
-1

2z{2=1)/20[(n~1)/2]0(2) -
= T MG (e g) =212 J_gyja(2rs)

= 27r(rs)'(“‘2)/2J(,,_2)/2(27rrs)

elde ederiz ki bu da ispat1 bitirir.

Not: Bu teoremin n = 1 igin ispat1 [ Stein and Weiss,1970.] sf:172 (Sonug:1.2) ’de
gorilebilir.

Teorem 4.1.8: § > 0 igin,

1-]z]?)? , |z|<1 ise
‘I’(“’)=q"’("’)={( H)o , {:c{;l ise

fonksiyonunun Fourier doniigiimii
B(a) = 7T + 1)|o| /DT, 5, (2la])
dir.

Ispat: ® fonksiyonu radyal oldugundan Teorem (4.1.7)’den
1
&(z) = 2rjx|("-2/2 /(1 — |82 J(n—2)/2 (27| z|5)s™/% ds
0

egitligi elde edilir. Simdi Lemma (4.1.5)'i wv=6 ve p=(n-—2)/2 alarak son
egitlige uygularsak

Ba) = 2nla-(o=DVA(2m)12D(S 4+ 1) 2]~ Juoay 2441 (2]

= (0 + D)fa| (/D4 5, 5 (2m]o])

esitligi elde edilir ki bu da ispat1 bitirir.
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Teorem 4.1.9: m € (—},00) olsun. Bu takdirde

() r— 0t igin Ju(r) ~er™ (4.1.10)

ve dolayisiyla

r— oo igin Jn(r) = 0@ %)
(4.1.11)

asimptotik formiilleri saglanr.

Ispat: (a) Yukaridaki kogullar altinda (4.1.6)’dan

Ji(r) = (%)k;(*l)jﬂr‘((;ff; 1) - (g)k(cl +er® +egrt o)

ve dolayisiyla
Ji(r)
(r)*

elde edilir. Son esitlikte r — 0% icin limite gegerek istedigimiz sonucu elde ederiz.

- ~ 2 o
L+ Gr? + Grt -

(b) Burada bizim igin asil gerekli olan (4.1.11) esitligi oldugu i¢in ilk kismin
ispatin1 burada vermiyoruz. Bu ispat (Stein and G.Weiss, 1971. sf:158) ’de bulun-
abilir.

Sonug 4.1.12: § > (n — 1)/2 olmak fizere,

1—|z|?)¢ ] <1 ise
@(z):@dz):{( A , H% i

fonksiyonunun Fourier doniigiimii |

&(z) = 78 + 1) o] 1207, 5 5(2r2])
integrallenebilirdir. Yani &(z) = ¢ € L'(R®)dir.
ispat: &(z) = ¢ € Co(R®) ve Ju(t) , (m € (—3,) , t > 0) fonksiyon-
larimin asimptotik 6zellikleri goz oniinde tutulursa, ¢ 'nin integrallenebilir oldugunu

gostermek icin, ¢ 'nin Jz] — 0  ve || — oo i¢in nasil davrandifim incelememiz
yeterli olacaktir. Bunun igin (4.1.10) ve (4.1.11)’den

% clz|~#+|a| % = |o|*F+ o] oo
&(z) ~ { cle|"Fb|z|itd =¢ , |z| =0

oldugunu sdyleyebiliriz ki bu da da &(z) = ¢ € L'(R") oldugunu gdsterir.
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Sonug 4.1.13: R>0 , §> 21 | pym)(z) = R"p(Rz) ve S = pu/m * f
olmak iizere eger f € L?(R"®),1 < p < oo ise

(a) 1ISz=fll,—0 , R— oo

(b) }%grgo S3(xz) = f(z) esitlikleri f 'nin tiim Lebesgue noktalarmda (yani
hemen hemen her z icin) saglanir.
Ispat: &(z) = o(z)'nin (3.2.14) ve (3.3.7) Teoremlerinin hipotezlerini sagladigim

gostermemiz ispat1 bitirecektir. Bunun igin, Gozlem (3.2.25) ve Sonug (4.1.12)’den
[ o(z)dz = ®(0) =1 oldugu goriilir. Diger yandan ¢’nin radyal ve Cy sinifindan
Rn

oldugu gbz 6niinde tutulursa ¥(z) = ess. sup |p(t)| = sup lo()| = o(z) € L*(R?)

[#1>]z] lt[>lz|
oldugu goriiliir. Boylece ispat igin gerekli hipotezlerin saglandigini gostermis olduk.

4.2 p-piriizsiizliik ve Onemli Sonuglar

Ugtincii boliimden buraya kadar S%-Bochner-Ries ortalamalarimin f (x)’e nok-
tasal olarak yakinsadigim gosterdik. Bu kesimde esas amacimiz S¢-Bochner-Ries or-
talamalarinin f(x)’e , f nin bir tiir piiriizsiizlik (smoothness) noktalarinda yakinsama
hizini incelemektir. Burada f nin lokal plirizsiizliigii 6zel bir maksimal fonksiyonun
terimlerinde ifade edilecektir.

Tamim 4.2.1: p(r), (0,00) aralifinda pozitif, siirekli ve 11_1}% p(r) = 0 6zelliklerini
saglayan bir fonksiyon olsun. Eger lokal integrallenen f fonksiyonu i¢in bir g € R®
noktasinda

= 1

my(To) = SUp =i zo— ) — f(zo)|dz < o0 4.2.2

(e0) = sup iy ] 1f(z0 =) = f(zo) (422)

saglanirsa, f fonksiyonu |zo| noktasinda p -piiriizsiizlik (smoothness) 6zelligine
sahiptir diyecegiz.

Gozlem 4.2.3: p -piiriizsiizliik (smoothness) 6zelligini saglayan her nokta f fonksi-
yonunun Lebesgue noktalar: kiimesine aittir.

ispat' Tamm (3.3.4) i kullanarak,
< rn f |f(z =) - f(z)|dt = #(T),—,(—,lyﬁltl{ |f(z — ) — f(z)| dt

< ulr) sup s I V(e = 1) f)]

0<r <1“

Yukaridaki egitsizlikte r — 0 igin limite gegerek

0<lim— [ 1@~ - f(z)|ds < limp(r)e=0

fti<r
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esitligi elde edilir ki bu da ispati bitirir.
Simdi, bu ¢aligmanin 6nemli sonuglarindan ilkini verelim:

Teorem 4.2.4: f € L'(R") fonksiyonu bir zy € R® noktasinda p-piiriizsiizlik

ozelligine sahip olsun. Ayrica § > %51 olmak iizere,

lim r*5 =% p(r) = 0 (4.2.5)

=300

saglansin. Bu takdirde,c ve d, ¢ 'dan bagimsiz sabitler olmak fizere
n— oy n
|S8(20) — f(o)| < ce® "5 +d ({ pler)rs~®|Ja 541 (2r)| dr (4.2.6)

esitsizligi saglanir.

Tk &nce, klasik Hardy-Littlewood Maksimal Fonksiyonunun bir genellegmesini
tanimlayalim, onunla ilgili ve Teorem (4.2.4)’iin ispatinda 6nemli rol oynayacak olan
bir Lemma ispatlayalim.

Tanm 4.2.7: Negatif olmayan v(z) , z € R® ve pozitif p(r) , (0 < 7 < o)
fonksiyonlar: verildiginde

(M) = sup_ st [ [b(e,y)v(@)]|de (4.2.8)
<r<oo lz|<r

seklinde tamimlanmig m,, ¥ fonksiyonuna ¢(z,y), (z,y) € R® fonksiyonunun (g, v)-
maksimal fonksiyonu diyecegiz.

v =1, p(r) = sabit = {R® 'nin birim yuvaninin hacmi} ve ¢(z,y) = ¥(y—=z)
olmas: durumunda klasik Hardy-Littlewood Maksimal fonksiyonu (Stein and Weiss
, 1971. sf:53) elde edilir.

Lemma 4.2.9: m,, ,% maksimal fonsiyonu (4.2.8) ’deki gibi tanimlansin ve diferen-
siyellenen ¢(r), (0 < r < oo) fonksiyonu

Jim ru(r)e(r) =0 ve ,l_i,%}k ru(r)e(r) =0 (4.2.10)
kogullarini saglasin. Bu takdirde her y € R® icin
I @ u)ella)lv(e) o < (mu @) frumld (ldr - (4211)
esitsiziligi saglanir.

Ispat: Lemmanin ispatinda Stein ve Weiss'in kitabindaki ( sf:64) baz fikirleri kul-
lanacagz.
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Degigkeni, z =1, (0 <r < o0), 8= z/|z|)seklinde degistirerek ve |§] = 1
birim kiiresinin alan elemanina do(#) diyerek ‘

10) = J WenpleD@)ds = Fr{ [ 6(r0,0)p(r)lv(r0) do()}dr

:for"‘llgo(r)l{lo If= W8 9)lw(r6) do(6)}ar

elde ederiz. §imdi, 0 <t < oo ve 0 < r < oo olmak iizere
A(t) = / [0(t6, y)|v(t6) do(6) ve Afr)= / At dt
[ol=1 0

dersek,
Ify) =

ow.g

o)\ dr = T lo()] dA(r)

I (IAWIE = T Alr)sgnp(r)e/(r) dr

olur. Ote yandan
A = [Aotdt= [ [w(e,g)lv(E)de < rulr) (mud))
0 jeisr
egitsizlifinden ve (4.2.10) kogullarindan
le(r)IA(r)[g° =0

olur ve bucgadan da - o
I(y) =~ J A(r)sgnp(r)¢'(r)dr < J A(r)@' (r) dr < (my,¥)(y) { ru(r)|¢ (r)| dr
elde edilir. :

Bu hazirliktan sonra artik Teorem (4.2.4)° iin ispatim yapabiliriz.

Not:Biz agaida v = 1 alacagiz ve bu halde m,, i simgesi yerine (m,%) simgesini
kullanacagz:

(mu)() = sup o5 [ (o, y)lde (4.2.12)
o<r<oe M7 |aigs
Teorem 4.2.4 ’iin ispati: § > 0 olmak iizere
— =), Je| <Y ise

<I>(:c) = @5(3:) = { (1 0, |$| >1; ise
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fonksiyonu igin, € > 0 ig¢in ¢ (|z[) = (i—)"cp(%[) olmak iizere Gozlem (3.2.20) ve
Teorem (4.1.7) ’den

$(a) = ¢(lol) / eelal)dz = [ p(je])do = 2(0) = 1

olur. Bunu ve $¢ lerin (4.1.4) deki tanimim géz Sniine alarak sunlar1 yazabiliriz:

$8:) = 60 < T Teelallf(e® — )~ F(a")]ds

+ L loeDllf(a" = 2) = )] do
= A1 (€) + Axle) (4.2.13)

flk 6nce Lemma (4.2.9) ’dan yararlanarak A, (¢) 'nun tahminini yapahm:

0 flz®—z)—~ f(z%) , |z| <1
\P(z,x)={ S 3 : {${>1
dersek,
1) = [ leellz1¥(z,2")] do

olur. A;(¢)’na, lemmadaki (4.2.11) egitsizligini » = 1 icin uygulayarak, (Lemmanin
kosullarinin saglandigini daha sonra agagida gosterecegiz)

[=.o]

41(e) < (my¥)(zo) [ ru(r) i)l dr

0

esitsizligi elde edilir. f fonksiyonu, teoremin varsayimina gore z, noktasinda pu-
piiriizsiizliik ozelligine sahip oldugundan (m,¥)(z) < oo olur ve dolaysiyla, bir
¢; > 0 sabiti igin,

Ai) S &0 Tru)lhtr)l | (4.2.14)

dir.
2nr

TE+1) 1.,
_(__l o2, (220

1., .
ee(lr) = (2)" o(= )= ("
formiiliindeki Bessel fonksiyonlan icin iyi b111nen ( [Stein and Weiss, 1971], sf:111)

(—;E)(t—me(t)) = T4 ()
ozdegligini kullanarak sunlan yazabiliriz:

Aile) < 02{T"I‘(")(%)"%(Z‘)(-nﬂ_&)|Jn/2+5+1(?%5)|dr
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=c3 Zo p(er)r™/?=8)J, py 501 (27| dr (4.2.15)

Simdi Lemmanin kogullarinin saglandiini gosterelim. Bunun igin Bessel fonksiy-
onlarinin (4.1.10) ve (4.1.11) ’deki asimptotik formiilleri kullanacagiz. r — 0’a
gittiginde, (4.1.10) dan dolay r"p(r)p(r) ~ cgr™p(r) olur ve sonuncu ifade ise teo-
remde p(r) nin seciligine gore sifira gidiyor. r — oo’a gittiginde (4.1.11)’e teoremin
(4.2.5) sartina gore r"u(r)|p(r)] < ca(e)r™pu(r)r—2"8r—12 = ¢y(e) p(r)rn-D/2-5
0 ve dolayisiyla, 7" u(r)|p:(r)] — 0 dur.

Simdi de (4.2.13) deki A,(e) ifadesinin tahminini bulahm. p + ¢ = pq olmak
izere Holder esitsizligini kullanirsak,

Ay(e) < lf(fvo)llzlf> NeellzD]de

+( [ 1o = a)as) ” (.1 el " (4:2.16)

>1
elde ederiz. z =18 , (0 < 00, |0] = 1) dersek,

I lodleblde = Fri{ S lo(aDldo(9)} dr = cs (el dr

lz1>

= cge ! Tr'"/z"‘lJn/g.,_s(%rr)ldr
1/e

J(r) fonksiyonunun, r — oo igin (4.1.11) deki asimptotunu kullanirsak, sonuncu
ifadeden

I lee(lzl) de < e+ T rn/2-8p=12 gr = ¢y~ 002 (4.2.17)
l=]>1 1/e

olur.

Benzer gekilde, 7 — oo igin (4.1.11) deki asimptotik formiil kullamlarak

l/q oo 1/q
(l f l%(-’”)lqdl‘) = cge™" (,/f [r=/278 J 245277 %€ dr)
l/e

z|>1

/g
S clos—‘n+1/q (T lr"(n+1/2+delta)" dr) — 01158;[('1—1)/2] (4.2.18)
1/e

27



elde edilir. Simdi (4.2.17), (4.2.18) tahminlerini ve

1/p
(/ _/ |f(zo — x)lpd-"f) <|Ifllz, < o0
z|>1

oldugunu (4.2.16) 'da gézéniine alarak,
sonucuna variriz. Nihayet, A;(¢) ve A,(e) igin buldugumuz tahminleri (4.2.13)
’de g6z oniine alarak teoremin ispatini bitiriyoruz.
Sonug 3.2.19: Teorem (4.2.4) *iin kogullan altinda p(r) = r*|Inr})?, (>0, 8>
0) alimirsa, § > a + (n + 1/2) saglandiginda

|82 (z0) = f(z0)l = O(*| Inel’) , (= 0)
olur.Ozel olarak p(r) = r* icin

|2(z0) — f(20)] = O(e%) , (6 > 0)

olur.
ispat p(r) = r*|Inr|’ ; (@ > 0, 8 > 0) olsun, § parametresi iizerine konulmug
0 > a + [(n + 1)/2] kosulunu kullanarak teoremin (4.2.5) kosulunun saglandgin

gormek kolaydir. Simdi p(r) = r*|Inr|® i¢in (4.2.6) esitsizliginin sag tarafinin iistten
tahminini bulahm.

Integralde p(r) = r*|Inr[? koyarsak, yeteri kadar kiigiik € > 0 icin

o0 o0
{ pler)r™?=3|Jp a4 s41(27r) < €|lnel? { rot(n/2=5(1 4 |BLNE| T o641 (2mr)| dr

< ¢*|hnel? zor"‘“‘(”/z)“’(l + | In7)®| Jn /24541 (2nr) | dr.

Sonuncu integralin yakinsak oldugunu gorelim. Bunun igin integral altindaki fonksi-
yonun (ki ona I(r) diyelim.) r - 0 ve r — oo i¢in davramglarimi incelemek
yeterli olacaktir. Bessel fonksiyonu Jy,(¢)’nin (4.1.10) ve (4.1.11) deki asimptotlarim
gozoniine alirsak, » — 0 icin

I(r) ~ c13r**™ | Inr)?

ve r — o0 i¢in
I(r) ~ cyqr®HE—D/A=81 11 118

olur. Sonucundan goriniiyor ki, § > a+[(n+1)/2] olursa a+[(n—1)/2] -6 < -1
olur ve dolayisiyla I(r)’nin integrali yakinsak olur. Béylece, § > a + [(n + 1)/2]
esitsizligini saglayan her ¢ icin

|S8(z0) — f(zo)] < c1se® 1V L cioe®|Inel? < 176 Inef®
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olur.

Sonug 4.2.20: Teorem’ in kogullar: altinda pr) =r* 1P (r + 1), (@20, 820
ahmirsa, § > a4+ 8 + (n + 1/2) saglandifinda

152 (20) = f(20)] = O(e**F) , (¢ — 0)
olur.Ozel olarak p(r) =1°(r+1), 8> 0igin
1S¢(z0) = £(o)] = O(°) , (¢ — 0)
olur.
ispat: p(r) =r*10®(r+1), (>0, 8> 0) olsun. a, 8 ve & parametrelerinin
sagladifn 6 > o + B + (n + 1/2) kosulunu kullanarak teoremin (4.2.5) kogulunun

saglandifini gérmek zor degildir. Simdi (4.2.6) esitsizlifinin sag tarafindaki integ-
ralde p(r) = r* In®(r + 1) koyarak

o [>2]
/ p(eryr™* | J o501 (207) dr = [ er* 1P (1 + er)r™/ 28\ Jn 2441 (27m) | dr
0 0

Her ¢ > 0 icin In(1 +t) < ¢ oldugundan B > 0 icin In®(1 + &r) < €rf ve
dolayisiyla

o0 [= o]
/ p(er)r™ 8 T jag g1 (207) dr < 2P / rotBEm/2-8) 5 J2+6+1(27r)| dr
0 0

Yine Bessel fonksiyonunun r =+ 0 ve r — oo igin (4.1.10) ve (4.1.11) ’deki
asimptotlarin1 goz oniine alirsak § > o+ 8 + (n + 1/2) esitligini saglayan her § igin
sonuncu integralin yakinsak oldugunu gérebiliriz.

Boylece,d > a+f+(n+1/2), (>0, 8> 0) olunca
‘Sg(m()) - f(xo)l < 01856—[(n_1)/2] + 019€a+p = Czo€a+p

saglanur.
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4. TARTISMA VE SONUC

Fourier doniigiimii bilinen bir fonksiyonun olugturulmasinda kullanilan 6nemli
toplanabilirlik metotlarinin incelendigi bu ¢aligmanmin bulgular kisminda Bochner-
Riesz oratalamalarinin fonksiyona yakinsama hizi incelenmigtir.

Caligmada da goriilecegi gibi (3.1.1.) integralinde, ®(z) = e~1*l alarak Abel-
Poisson, ®(z) = eI alarak Gauss-Weierstrass ve

- =P, |zl<1 ise
d(z) = Bs(z) = { 0 | [l>1 ise

alarak Bochner-Riesz toplanabilirlik metotlari olugturulmug ve Bochner-Riesz or-
talamalarinin fonksiyona ait p-piiriizsiiz noktalarinda yakinsama hizi incelenmistir.
Burada tartigmaya agik olarak, Teorem (3.3.7) ’nin hipotezlerini saglayan fonsiy-
onlar segilerek degisik toplanabilirlik metotlar: olugturabiliriz ve Bochner-Riesz or-
talamalar igin buldugumuz fonksiyona yakinsama hizlari bu fonksiyonlar igin de
bulunabilir,
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5. OZET

Bu galgmada esas olarak: “Lebesgue anlaminda integrallenen bir fonksiyonunun
Fourier donigimi verildiginde, acaba verilen bu donigimden yararlanarak fonksi-
yonun kendisini nasil elde ederiz? ” sorusuna cevap veren degisik toplanabilirlik
(summability) metotlar: tanitilmig ve Bochner-Riesz metodu igin Bochner-Riesz or-
talamalarinin birtiir pliriizsiizlik noktalarinda sézkonusu fonksiyona yakinsama hiz
incelenmigtir.

Tezin ilk iki béliimiinde, Abel, Bochner-Riesz ve Gauss-Weierstrass ortalamalari-
nin fonksiyona noktasal olarak yakinsadiklar: ispat edilmig daha sonra bu ortala-
malarin fonksiyona yakinsamasi icin saglamalar gereken yeterli kogullar daha genel
olarak gosterilmistir.

Ayrica tezin son bolimiinde Bochner-Riesz ortalamalarimin fonksiyona yakinsa-

ma hizimin belirlenmesinde 6nemli bir rol oynayan Birinci tip Bessel fonksiyonlary’
nin asimtotik davraniglar: incelenmigtir.

31



6. SUMMARY

One of the main problems of Harmonic analysis is the question “ given the
Fourier Transform of a Lebesgue integrable function f, how do we obtain f back
again from its Fourier transform ¢ ”

In this work, we introduce some of the summability methods which answer
this question.

In the first two parts of this work we prove that Abel-Poisson, Bochner-Riesz
and Gauss-Weierstrass means converge to the function and we obtain sufficient con-
ditions for the convergence of more general types of means.

In the last part of this work, we investigate and determine the rate of con-
vergence of the Bochner-Riesz means to the function at some points of smoothness
(u-smoothness).
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