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OZET
BULANIK PARAMETRELI BULANIK ESNEK OLCU UZAYLARI

Deniz FIDAN
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Serdar ENGINOGLU
03/06/2024, 56

Bu calismada, ilk olarak, bulanik parametreli bulanik esnek kiime (fpfs-kiime)
siiflar1 tanimland1 ve fpfs-siiper-cebir (fpfs-s-cebir) kavrami ortaya atildi. Ayrica bahsi
gecen fpfs-kiime siiflarinin 6zellikleri arastirildi ve birbirleri ile olan iligkileri incelendi.
Daha sonra, fpfs-s-cebir temelli fpfs-Ol¢ti kavrami ortaya atildi, orneklendirildi ve bazi
temel Ozellikleri arastirildi.  Ardindan, bu galismada fpfs-dis Ol¢ii kavrami tanimlandi,
orneklendirildi ve bazi temel oOzellikleri incelendi. Ek olarak, m™*-fpfs-Ol¢iilebilir kiime
kavrami tanimlandi ve temel 6zellikleri incelendi. Son olarak, gelecek ¢alismalarla ilgili bir

tartismaya yer verildi.

Anahtar sozciikler: fpfs-kiimeler, fpfs-kiime Siniflar1, fpfs-s-cebir, fpfs-Olcii, fpfs-dis
Ol¢ii, m*-fpfs-6lciilebilir Kiime
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ABSTRACT

FUZZY PARAMETERIZED FUZZY SOFT MEASURE SPACES

Deniz FIDAN
Canakkale Onsekiz Mart University
School of Graduate Studies
Master of Science Thesis in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Serdar ENGINOGLU
06/03/2024, 56

This study first defines classes of fuzzy parameterized fuzzy soft sets (fpfs-sets) and
propounds the concept of fpfs-super-algebras (fpfs-s-algebras). Moreover, it researches some
properties of the aforesaid classes of fpfs-sets and investigates their relationships with each
other. Later, this study suggests fpfs-measures based on fpfs-s-algebras, exemplifies them,
and investigates some of their basic properties. Afterward, it defines fpfs-outer measures,
exemplifies them, and studies some of their basic properties. Besides, this study describes
m*-fpfs-measurable sets and analyzes their basic properties. Finally, it includes a discussion

about future studies.

Keywords: fpfs-sets, Classes of fpfs-sets, fpfs-s-algebras, fpfs-measures, fpfs-outer

measures, m*-fpfs-measurable Sets
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BIRINCI BOLUM
GIRIS

Olgii teorisinin temel kavramlarindan biri olan 6lcii kavrami, integralin temelini
olusturur. Bu kavram, bir kiime ailesi olan o-cebir kavramina dayanmaktadir. Olgii
teorisinde kullanilan diger bazi kiime aileleri de halka, o-halka, cebir, 7-sistem ve A-sistem
olarak siralanabilir. Olgii kavrami ve bahsi gecen kiime siniflar1 disinda 6n 6lcii, m-bos
kiime, tam 0Ol¢ii uzayi, dis ol¢ii ve m*-6lgiilebilir kiime kavramlar1 da 6l¢ii teorisinde 6nem
arz etmektedir. Klasik kiimelerde yaygin olarak calisilan Olgii teorisi bulamik kiimeler
(Zadeh, 1965) ve esnek kiimeler (Molodtsov, 1999) gibi yeni kavramlar yoluyla da

incelenmistir.

Bulanik kiimeler Zadeh (1965) tarafindan belirsizliklerle basa ¢ikmak i¢in ortaya
atilan bir matematiksel aractir. Bu kavram iizerine karar vermeden Ol¢ii teorisine kadar
bircok alanda uygulamali ve teorik ¢alismalar yapilmistir. Bu tez ¢alismasinin da temelini
olusturan bulamik ol¢ii kavramiyla ilgili alan yazindaki bazi caligmalar asagidaki gibi

Ozetlenebilir:
* Sugeno (1974) bulanik 6lcii ve bulanik integral kavramlarin1 6nermistir.
* Klement (1980) bulanik-oc-cebir ve bulanik olciilebilir uzay kavramlarin1 6nermistir.

* Ralescu ve Adams (1980) yeni bir bulanmik 6l¢ii kavrami tanimlamis ve monoton

yakinsaklik teoremi ve Fatou Lemma’y1 incelemistir.

e Mesiar ve Piasecki (1993) bir bulanik o©-cebirden R’ye tanimli fonksiyonlar

araciligryla Carathéodory anlaminda 6lciilebilir kiime kavramini incelemistir.

* Al-Mayahi ve Hamzah (2017) bulanik kiimeler iizerinde bulamk oOl¢ii kavramini

caligmis ve ozelliklerini incelemistir.

Esnek kiimeler Molodtsov (1999) tarafindan belirsizlikleri modellemek amaciyla
ileri stiriilmiistiir. Aktas ve Cagman’in (2007) esnek gruplar ile ilgili ¢alismasi, esnek
kiimelerde uzaklik ve benzerlik 6lctimleri (Majumdar ve Samanta, 2008), esnek yari-halka

(Feng vd., 2008), esnek modiill (Sun vd., 2008), esnek kiimelerin temellendirilmesi



(Cagman ve Enginoglu, 2010) ve esnek topoloji (Cagman vd., 201 1c; Shabir ve Naz, 2011)
gibi bircok yeni ¢alismaya oOnciiliik etmistir. Bahsi gecen alanlardaki calismalara ek olarak

Olcii teorisindeki ¢aligmalar asagidaki gibi 6zetlenebilir:

Khameneh ve Kiligman (2013) esnek-o-cebir kavramini tanimlamig, 6rneklendirmis

ve temel Ozelliklerini incelemistir. Ayrica esnek olasilik Sl¢iisii kavramini ¢alismastir.

* Mukherjee vd. (2015) esnek dis 6l¢ii ve esnek oOlciilebilirlik kavramlarini incelemigtir.

* Riaz vd. (2017) esnek halka, esnek-o-halka ve esnek cebir kavramlarini1 tanimlamig

ve esnek Ol¢ii kavramini aragtirmagtir.

* Rao ve Srinivasa Kumar (2018) esnek 6l¢iilebilir kiimeler iizerine ¢aligmigtr.

* Goldar ve Ray (2022) esnek reel sayilar1 tanimlamig ve bu sayilarin yardimiyla esnek
Lebesgue ol¢iisiinii ¢calismistir.  Ayrica klasik Lebesgue oOlciisii ve esnek Lebesgue

Olciisii kavramlarini karsilagtirmasgtir.

S6z konusu calismalarin haricinde esnek kiimeler ve bulanik kiimelerin hibrit
versiyonlar1 da bir ¢alisma konusudur. Bu baglamda, Maji vd. (2001) bulanik belirsizlige
sahip alternatifleri parametrelendirmek ic¢in bulanik esnek kiimeler kavramini onermistir.
Bu hibrit versiyonun tanimlanmasindan sonra diger hibrit versiyonlar olan bulanik
parametreli esnek kiimeler (Cagman vd., 2011a) ve bulanik parametreli bulamik esnek
kiimeler (fpfs-kiimeler) (Cagman vd., 2011b) kavramlar1 ¢alisiimistir. Hem parametrelerin
hem de alternatiflerin bulanik belirsizliklere sahip oldugu problemleri modelleme yetenegi
olan fpfs-kiimeler bu hibrit versiyonlarin en genelidir. fpfs-kiimelerin matris temsilleri olan
Jpfs-matrisler ile ilgili yapilan calismalar sayesinde, fpfs-kiime kavraminin ¢alismaya de8er

bir kavram oldugu gozlemlenebilir:

* Enginoglu ve Memis (2018a) fpfs-matrisler aracilifiyla 18 esnek karar verme (SDM)

metodunu yapilandirmistir.

* Enginoglu ve Memis (2018b) (Maji vd., 2001)’de verilen karar verme metodunu fpfs-
matrisler uzayina yapilandirmis ve bu metodunun siire bakimindan bir sadelestirmesini

calismusgtir.



Enginoglu vd. (2018a) EMA18an ve EMA18on SDM metotlarint 6nermis ve bu

metotlar1 goriintii islemede bir karar verme problemine uygulamistir.

Enginoglu vd. (2018b) EMO18a ve EMO180 SDM metotlarini dnermis ve performans

bazli bir deger atama problemine uygulamisgtir.

Memis vd. (2019) Hamming Pseudo-Benzerlik Temelli Bulanik Parametreli Bulanik
Esnek Smiflandirict (FPFSNHC)’y1 tbbi teshis alanindaki dort veri setine

uygulamistir.

Enginoglu vd. (2019b) Bulamik Esnek Max-Min Karar Verme Metodu’nu

fpfs-matrisler uzayina yapilandirmstur.

Enginoglu vd. (2019c) TOPSIS karar verme metodunu fpfs-matrisler uzayinda

caligmustir.

Enginoglu vd. (2019a) fpfs-matrisler yoluyla Kuzeybati Anadolu Troad ve Mysia
bolgelerinde yer alan antik granit ocaklarinda iiretilen monolitik siitunlarin

siniflandirmasi iizerine ¢aligsmistir.

Enginoglu ve Memis (2020) EM20a ve EM200 SDM metotlarini 6nermis ve goriintii
islemedeki son teknoloji iiriinii yedi tuz ve biber giiriiltii kaldirma filtresinin

performans bazli deger atama problemine uygulamustir.
Enginoglu ve Ongel (2020) 20 SDM metodu fpfs-matrisler uzayina yapilandirmistir.
Enginoglu ve Cagman (2020) Yayginlik Etkisi Metot (PEM)’u 6nermistir.

Memis vd. (2021) Euclidean Pseudo-Benzerlik Temelli Bulanik Parametreli Bulanik
Esnek Smiflandirici (FPFSEC)’y1 18 veri setine uygulamisgtir.

Enginoglu vd. (2021a; 2021b) 2013-2019 yillar1 arasindaki bazi SDM metotlari
yapilandirarak toplamda 84 tane SDM metot yapilandirmislardir.

Memis vd. (2022a) Hamming pseudo-benzerlik, Chebyshev pseudo-benzerlik,



Euclidean pseudo-benzerlik, Hamming-Hausdorff pseudo-benzerlik ve Minkowski
pseudo-benzerlik fonksiyonlar1 araciligiyla Karsilastirma Matrisi Temelli Bulanik

Parametreli Bulanik Esnek Siniflandirici (FPESCMC)’y1 6nermistir.

* Memis vd. (2022b) Birlestirme Operatorii Temelli Bulanik Parametreli Bulanik Esnek
Smiflandiric1 (FPFSAC) isimli bir siniflandirma algoritmasi onermis ve 15 veri setine

uygulamistir.

* Memis vd. (2022c) Bulanik Parametreli Bulanik Esnek k-En Yakin Komsu (FPFS-

kNN) Siniflandiricisi’n1 6nermistir.

* Parmaksiz vd. (2022) fpfs-matrisler araciligryla COVID-19 teshisi, tedavi onceligi ve

ag1 Onceligi planlamasi problemleri iizerine ¢alismistir.

Hem fpfs-kiimelerin calismaya de8er olmasi hem de bulanik ve esnek kiimelerin hibrit
versiyonlar1 aracilifiyla oOl¢ii teorisinde yapilan calismalarin erigilebilir alan yazinda
(Ulucay vd., 2016) ile smirli olmasi fpfs-kiimeler aracilifiyla olcii ve dig olgii gibi

kavramlar1 ¢calismaya deger kilmaktadir.

Boliim 2’de bir sonraki boliimlerde ihtiya¢ duyulacak bazi temel tamimlar ve
ozellikler sunuldu. Bolim 3’te fpfs-halka, fpfs-o-halka, fpfs-cebir, fpfs-o-cebir,
Jpfs-m-sistem, fpfs-A-sistem ve fpfs-siiper cebir (fpfs-s-cebir) kavramlar1 tanimlandi, bazi
ozellikleri ve birbirleriyle olan iligkileri incelendi. Boliim 4’te fpfs-6lcii kavrami tanimlandi,
bazi temel Ozellikleri incelendi ve Orneklendirildi. Boliim 5°te fpfs-dis Ol¢ii kavramina
odaklanild1 ve bazi temel 6zellikleri incelendi. Son bolimde gelecek calismalar icin bir

tartismaya yer verildi.



IKINCI BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde bulanik kiimeler, fpfs-kiimeler ve ol¢ii uzaylan ile ilgili bazi temel

kavramlar sunuldu.
2.1. Bulanik Kiimeler

Bu alt boliimde Zadeh (1965) tarafindan ortaya atilan bulanik kiimeler kavraminin bu

calismada ihtiya¢ duyulan 6zellikleri verildi.

Tamm 2.1. E bostan bagka bir kiime ve y : E — [0, 1] bir fonksiyon olsun. O halde,
p’niin grafigi olan graf(u) := {(x, i (x)) : x € E}’ye E iizerinde bir bulanik kiime denir ve
{“(X)x x€E } ile gosterilir.

Burada graf(u) ve u birbirini tek tiirlii belirlediginden bu notasyonlar birbiri yerine
kullanilabilir. Bu nedenle, bir karigsikliga yol agmadigi siirece, bir graf(u) bulanik kiimesi

kisaca p ile gosterilir.

Aksi belirtilmedigi siirece, bu ¢alismanin devaminda, E bir parametre kiimesi, u, £
tizerinde bir bulanik kiime, F(E), E tizerindeki tiim bulanik kiimelerin kiimesi ve u,v,p €
F(E) olsun. Ayrica bir bulanik kiimede, bir karisikliga yol agmadig siirece ' x bicimindeki

elemanlar kisalik icin x olarak gosterilirken x bi¢imindeki elemanlar kiimede gosterilmez.

Ornek 2.2. u(x) = |sin (x)| ile tamimli p : R — [0, 1] fonksiyonu verilsin. O halde,
{‘Si“(x)‘x IX € R} kiimesi R tizerinde bir bulanik kiimedir.

Tanmm 2.3. 4 € F(E) olsun. Eger her x € E i¢in pu(x) = 0 veya p(x) = 1 oluyorsa

w’ye keskin bulanik kiime denir.

Tamm 2.4. i, v € F(E) olsun. Eger her x € E i¢in p(x) < v(x) oluyorsa, i’ye v’niin

bir altkiimesi denir ve uCv ile gosterilir.

Ornek 2.5.E = {x1,x2,x3,x4} fiizerinde u = {0'3x1,0'1x2,0'5x3,0'6x4} ve



VvV = {0'4x1,x2,0'9X3,0'8x4} bulanik kiimeleri verilsin. Her x € E igin u(x) < v(x)

oldugundan uCv bicimindedir. Burada, %3x; € u oldugu halde *3x; € v olmadigina dikkat

edilmelidir. Bu bakimdan, bulanik kapsama adi kapsamadan farklidir.

Tamm 2.6. 1, v € F(E) olsun. Eger uCv oldugu halde u # v ise y’ye v’niin bir 6z

altkiimesi denir ve uCv ile gosterilir.
Tanim 2.7. u € F(E) olsun. Eger her x € E i¢in p(x) = A oluyorsa, u’ye E iizerinde
A bulanik kiime denir ve *E veya Ag ile gosterilir. Ozel olarak, Oz bos bulanik kiime ve 1g

evrensel bulanik kiime olarak adlandirilir.

Tamm 2.8. i, v € F(E) olsun. Eger her x € E i¢in pu(x) = v(x) oluyorsa, i ve v

esittir denir ve yu = v ile gosterilir.

Tanm 2.9. i, v € F(E) olsun. O halde, p(x) := max{(x),v(x)} ile tammh p €

F(E)’ye u ile v’niin bulanik birlesimi denir ve p = uUOv ile gosterilir.

Onerme 2.10. u,v,p € F(E) olsun. O halde, uOu = u, u00g = u, uOlg = 1g,
pOv = vOu, (uOv)Up = u0(vUp) ve uCv = u0v = v bigimindedir.

Tamm 2.11. u,v € F(E) olsun. O halde, p(x) := min{pt(x),v(x)} ile tammh p €

F(E)’ye p ile v’niin bulanik kesisimi denir ve p = uNv ile gosterilir.

Onerme 2.12. u,v,p € F(E) olsun. O halde, ufu = u, uf0g = Og, uNlg = U,
unv = v, (unv)Np = un (vip) ve uCv = uMv = u bigimindedir.

Onerme 2.13. Bulanik birlesim ve bulanik kesisim birbiri iizerine dagilmalidir.

Tamim 2.14. u,v € F(E) olsun. O halde, p(x) := max {0, u(x) — v(x)} ile tammh
p € F(E)’ye u’niin v’ye gore bulanik farki denir ve p = p\v ile gosterilir.

Onerme 2.15. i, v € F(E) olsun. O halde, u\0g = u, u\1g = 0g, u\u = Og ve
,uiv = 0g = uCv bigimindedir. Ayrica bulanik fark islemi degismeli ve birlesmeli degildir.



Tamm 2.16. u,v € F(E) olsun. Eger her x € E i¢in v(x) = 1 — u(x) oluyorsa, v’ye

'’ niin bulanik tiimleyeni denir ve u¢ ile gosterilir.

Onerme 2.17. i, v € F(E) olsun. O halde, u\v € ufve® bicimindedir. Ayrica her
x € E igin p(x) = 1 veya v(x) = 0 ise u\v = uMv¢ bicimindedir.

Onerme 2.18. Bulanik birlesim ve bulanik kesisim De Morgan kurallarini saglar.

Ayrica uOu® = 1g ve uNu® = O esitlikleri u keskin bulanik kiime oldugunda saglanur.

Tamm 2.19. u, v € F(E) olsun. O halde, p(x) := max {u(x) — v(x),v(x) —u(x)} =
| (x) — v(x)] ile tanimli p € F(E)’ye p ile v’niin bulamik simetrik farki denir ve p = uAv

ile gosterilir.

Onerme 2.20. u,v,p € F(E) olsun. O halde, uAu = 0g, uAv =vAu, uAOg = u
ve uCv = pAv = v\u bicimindedir.

Tamim 2.21. u,v € F(E) olsun. Eger her x € E igin min{(x),v(x)} = 0 oluyorsa

u ile v ayriktir denir.
2.2. fpfs-Kiimeler

Bu alt bolimde Cagman vd. (2010) tarafindan ortaya atilan fpfs-kiimelerin bu

caligsmada ihtiya¢ duyulan 6zellikleri verildi.

Tanim 2.22. (Cagman vd., 2010) U bir evrensel kiime, u € F(E) ve o, u’den
F(U)’ya bir fonksiyon olsun. O halde, a’nin grafigi olan {(“(")x,a (“(x)x>> | xeE }
kiimesine U iizerinde E ile parametrelendirilmis (kisaca U iizerinde) bir bulanik parametreli

bulanik esnek kiime (fpfs-kiime) denir.

Bu c¢alismada, U iizerindeki tiim fpfs-kiimelerin kiimesi FPFSg(U)
(kisaca FPFS(U)) ile gosterili. ~ FPFS(U)’da graf(a) ve o birbirini tek tiirlii
belirlediginden bu notasyonlar birbiri yerine kullanilabilir. Bu nedenle, bir karigikliga yol

agmadig1 siirece, bir graf(a) fpfs-kiimesi kisaca « ile gosterilir.



Tamm 2.23. (Cagman vd., 2010) o € FPFS(U) olsun. Eger her x € E igin u(x) =
Ave a (’lx) = AU oluyorsa @, U iizerinde bir A-fpfs-kiime olarak adlandirilir ve A ile

gosterilir. Burada, 0 ve T sirasiyla bos fpfs-kiime ve evrensel fpfs-kiime olarak adlandirilir.

Tanim 2.24. (Cagman vd., 2010) o, 3 € FPFS(U) olsun. Eger her x € E i¢in p(x) <
v(x) ve a (”(x>x> cp ("(x)x> oluyorsa o’ya 8 nin bir fpfs-alt kiimesidir denir ve aCf3 ile

gosterilir.

Tamm 2.25. (Cagman vd., 2010) o, B € FPFS(U) olsun. Eger her x € E i¢in p(x) =
v(x) ve o (“(x)x> =p ("(")x> oluyorsa o ve B’ya esit fpfs kiimeler denir ve o = f3 ile

gosterilir.

Tanmm 2.26. (Cagman vd., 2010) o, 3,y € FPFS(U) olsun. Eger her x € E i¢gin
p(x) =max{u(x),v(x)} vey (p (x)x) =q (“(x)x> 0B ("(")x> oluyorsa y’ya & ve 8’ nin fpfs-

birlesimi denir ve aUp ile gosterilir.

Tanim 2.27. (Cagman vd., 2010) o, 3,y € FPFS(U) olsun. Eger her x € E i¢in
p(x) =min{u(x),v(x)} vey (p(x)x> =0 (“(")x> NB ("(’C)x> oluyorsa y’ya o ve B’ nin fpfs-

kesisimi denir ve oM ile gosterilir.

Tanim 2.28. (Cagman vd., 2010) o, B,y € FPFS(U) olsun. Eger her x € E igin

p(x) =max{0,u(x) —v(x)} ve }/(p(x)x> = (“(x)x> \B ("(x)x> oluyorsa Y’ya o ve ’nin
Jpfs-farki denir ve aiﬁ ile gosterilir.

Tanim 2.29. (Enginoglu, 2012) o, € FPFS(U) olsun. Eger her x € E i¢in v(x) =
1—pu(x) ve B ("(")x> =1\ (“(x)x) oluyorsa B’ya o’nin fpfs-tiimleyeni denir ve af ile

gosterilir.

Tanmm 2.30. o, f € FPFS(U) olsun. O halde, BCa iken o\ B’ya iist kiimeye gore
Jpfs-timleyen denir.

Tamm 2.31. (Enginoglu, 2012) &, B,y € FPFS(U) olsun. Eger her x € E igin p(x) =
|u(x) —v(x)| ve y (p (")x> = (“(")x> AB (V(x)x) oluyorsa y’ya a ve 3’nin fpfs-simetrik
farki denir ve aAB ile gosterilir.



Onerme 2.32. (Cagman vd., 2010; Enginoglu, 2012) «, B,y € FPFS(U) olsun. O

halde,

i. 0Call

i. aCa

iii. aCBABCa=o=p

iv. aCBABCY= aly

vi. afB = Bha

vii. (0B)0y = ad(BUY)

viii. (anB)Ny=an(BNy)

ix. oJo=o=aNo

x. ad(BNy) = (a0p)N(ady)

xi. aN(BOy) = (anB)0(anp)

xii. aCB e alB =B = afB =«
xiii. af =1\«

xiv. aCBf < a\p=0

aw 06 =1

wi. () =a

xvii. (a0B) = afrpe

wiii. (afB)¢ = af0B°

Onerme 2.33. o, 8,y € FPFS(U) olsun. O halde,

i. aNBCalalp

i. aCf = B°Caf

iii. afB=0= (any)N(BNy)=0
iv. af=0= alp°

v. (ada)Na=a

vii. a0 =0=a=8=0

vii,. aff=1=a==1

viii. aU(anp)=oaon(alp) =«

IX. OCKOC =0

x o\0=o

xi. o\B =Bl

xii. a\BCa

xiii. o\BCaMBe
xiv. o\(aMB) =a\pB
xv. (a0B) o =Bl

xwi. (a0B)\y= (a\y)O(B\Y)

xvii. (arB)\y= (a\y)n(By)

wiii. \(BOy) = (a\B)A(a\y)



xix. o\(BNy) = (a\B)0(a\y) xxv. aABCalp

. ala =0 i, B = (a5B)I(BNa)

xxi. a0 =« xwii. aAB = (a0B)\(anB)

xxii. oA = af xwiii. anB = (a0B)\(aAB)

xxiii. aAB = BAa wiix. al(BOy) = (@A) @) A ((@byopia)

xxiv. aAB = alApE v @b (Br) = ((@A8)0(a) 0 ((@br)oeip)

KANIT. «,B,y <€ FPFS(U) olsun. O halde, Onerme 2.33 (xviii) igin kamt

ueu}) er}

er}
ueu})

a\(BUy) = af { (maX{V(x),p(x)}x7 {max{g(v<x>x)(u)7y(p<x>x)(u)}u

- {<max{o,u(x)—max{v(xxp(x)}}x,

[0 )0 -man (OO | e 1))

- {(max{o,min{w)—v(xw(x)—p(x)}}x,

{max{O,min{a(“(x)x) () =B (Yx) () e (M) () =y (POx) () } 3,

xEE}
xEE}

- {(min{max{o,w)—v(x)}},max{o,u<x)—p<x>}}x,

{min{max{o,(x("<x)x)(u)fﬁ(V(X>x)(u)},max{O,a(”(")x)(u)fy(p()‘)x)(u)}}u ‘ uc U})

= (\B)N(er\y)

bigimindedir. Ayrica Onerme 2.33 (xxix) igin kanit

bi¢imindedir. 0
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Not 2.34. fpfs-fark ve fpfs-simetrik fark birlesmeli degildir. Ayrica fpfs-fark degismeli
de degildir.

Ornek 2.35. E = {x} ve U = {u} olmak iizere 0.7, 0.6 ve 0.4 icin
(77706) 107 = 0 £ = 7% (67073)

veE
((ﬁ&(ﬁ) A04=03+405=07A (63&6&)

oldugundan fpfs-fark ve fpfs-simetrik fark birlesmeli degildir. Ayrica

oldugundan fpfs-fark degismeli de degildir.

Tamm 2.36. [ bir indis kiimesi, a, € FPFS(U) ve her i € [ i¢in o; € FPFS(U)
olsun. Eger aff = 0 ise a ve B ayrktir denir. Ayrica her i,k € I igin i # k iken ooy = 0

oluyorsa @; fpfs-kiimeleri karsilikli ayriktir denir.

Tamm 2.37. [ bir indis kiimesi, o, € FPFS(U) ve her i € [ i¢in o € FPFS(U)
olsun. Eger aC B¢ ise a ve B zayif ayriktir denir. Ayrica her i,k € I igin i # k iken Oé,-éoc,f

oluyorsa o; fpfs-kiimeleri karsilikli zayif ayriktir denir.

Ornek 2.38. U = {uy,u>,u3} ve E = {x1,x,} olmak iizere

o — {(0.7)”,{0.6”3}) ’ (0x2, {0.4u] 07 uz})}

B— {<0x1,{0'3u1,0‘5 uz}) 7 (0.1x2,{0.2u3})}

olsun. O halde, af\f = 0 bigimindedir. Dolayisiyla, & ve 8 ayriktir. Ayrica

Be— {(xl’ {0.7u1’0.5 u27u3}> , (0‘9x2, {M1,M270'8 ”3})}

bicimindedir ve aC B¢ saglanir. Dolayisiyla, o ve 8 zayif ayriktir.
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Not 2.39. Onerme 2.33 (iv.)’ten ayrikhigin zayif ayriklig1 gerektirdigi goriilmektedir.

Ornek 2.40. U = {u} ve E = {x} olmak iizere

a= {4 ("))} ve B = {2 ("}

Jpfs-kiimeleri zayif ayriktir ancak ayrik degildir. Dolayisiyla, zayif ayriklik ayrikligi

gerektirmez.
2.3. Olcii Uzaylar

Bu alt bolimde (Gut, 2013; Halmos, 1974; Royden ve Fitzpatrick, 2018)’den
yararlanilarak 6l¢ii uzaylarinin bu ¢alismada ihtiya¢ duyulan 6zellikleri verildi. Bu calisma

boyunca I C N bir indis kiimesi ve R := R U {—oo, 0} olsun.

Tanim 2.41. X bostan bagka bir kiime ve K, X’in alt kiimelerinin bos olmayan bir
koleksiyonu olsun. Eger K, fark ve sonlu birlesim altinda kapal1 ise X {izerinde bir halka

olarak adlandirilir.

Tanim 2.42. X bostan bagka bir kiime ve K, X’in alt kiimelerinin bos olmayan bir
koleksiyonu olsun. Eger K, fark ve sayilabilir birlesim altinda kapali ise X iizerinde bir

o-halka olarak adlandirilir.

Ornek 2.43. X bostan baska bir kiime olsun. O halde, {0} ve P(X) smiflar1 X

tizerinde bir o-halkadir.

Tanim 2.44. X bostan bagka bir kiime ve K, X’in alt kiimelerinin bog olmayan bir
koleksiyonu olsun. Eger K, tiimleyen ve sonlu birlesim altinda kapali ise X lizerinde bir

Boolean cebir ya da cebir olarak adlandirilir.
Tanim 2.45. X bostan bagka bir kiime ve K, X’in alt kiimelerinin bog olmayan bir

koleksiyonu olsun. Eger K, tiimleyen ve sayilabilir birlesim altinda kapali ise X iizerinde bir

o-cebir olarak adlandirilir.
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Ornek 2.46. X bostan bagka bir kiime olsun. O halde, {0,X} ve P(X) smiflart X

tizerinde bir o-cebirdir.

Tanimm 2.47. X bostan bagka bir kiime ve K, X’in alt kiimelerinin bog olmayan bir
koleksiyonu olsun. Eger K, sonlu kesisim altinda kapali ise X iizerinde bir 7-sistem olarak

adlandirlir.

Tamm 2.48. X bostan bagka bir kilme ve K, X’in X’i iceren alt kiimelerinin bir
koleksiyonu olsun. Eger K, iist kiimeye gore tiimleyen ve sayilabilir artan birlesim altinda
kapali ise X iizerinde bir Dynkin sistem ya da A-sistem olarak adlandirihr. Burada
sayilabilir artan birlesim, kapsama bagintisina gore ige ice kiimelerin artan sirada sayilabilir

birlesimini ifade eder.

Cizelge 1’de s6z konusu kavramlarin ozellikleri sunuldu. Burada, v* yapinin

tanimindan gelen 6zellikleri ve + bunlar yoluyla elde edilen 6zellikleri belirtir.

Cizelge 1
Bos olmayan bir X kiimesi iizerindeki kiime siniflar1 ve kiime iglemleri arasindaki iligkiler
Simiflar Fark Birlesim Tiimleyen Kesigim Simetrik Fark X 0
Halka v Sonlu v/ Sonlu + + +
o-halka v Sayilabilir v/ Sayilabilir + + +
. v
Cebir + Sonlu v/ Sonlu + + + o+

Ust Kiimelerdeki Alt Kiimeler +

. Sayilabilir v/ v Sayilabilir +
G-cebir *  Sayilabilir Artan +  Ust Kiimelerdeki Alt Kiimeler +  Sayilabilir Azalan + + ot
T-sistem Sonlu v/
. Sayilabilir Artan v*  (Jgt Kiimelerdeki Alt Kiimeler v/ -

A-sistem Sayilabilir Ayrik + + Sayilabilir Artan + v+
B Sonlu v/

7o A-sist . Sayilabilir + Ust Kiimelerdeki Alt Kiimeler v/ Sayilabilir + . o

sistem Sayilabilir Artan v/ + Sayilabilir Azalan +

Sekil 1’de s6z konusu kiime siniflarinin aralarindaki iligkileri sunuldu. Burada Cj,
C;, ve G5 sirasiyla sayilabilir ayrik birlesim, sayilabilir artan birlesim ve sayilabilir azalan

kesisim altinda kapalilig1 ifade eder.
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> T-sistem

A

Cebir ve

C; veya C; veya
C

A-sistem A- ve T-sistem a-Cebir

Sekil 1. Kiime siniflar1 arasindaki iligkiler

Tamim 2.49. X bostan bagka bir kiime ve A, X iizerinde bir o-cebir olsun. O halde,
(X, A) siral ikilisine bir 6l¢iilebilir uzay denir ve .A’nin her bir eleman1 A-6l¢iilebilir kiime

olarak adlandirilir.

Tamm 2.50. R bir halka ve mg : R — [0, o] bir fonksiyon olsun. Eger
i. my(0)=0
ii. heri€ Iigin R; € R kiimeleri karsilikli ayrik iken my <UIR,~) = %}I mo(R;)

[AS 1

sartlar1 saglamyorsa mp’a ‘R iizerinde bir 6n Ol¢ii denir.

Tammm 2.51. (X, A) bir &l¢iilebilir uzay ve m : A — R bir fonksiyon olsun. Eger
i. m(0)=0
ii. herA € Aiginm(A) >0
iii. her i € I igin A; dlgiilebilir kiimeleri kargilikli ayrik iken m <.UIA,~) = Elm(A,-)

[AS 1

sartlar1 saglaniyorsa m’ye (X, .A) tizerinde bir 6l¢ii ve (X,.4,m) sirali iicliistine bir 6l¢ii uzay1

denir.

Ornek 2.52. (X,P(X)) bir olgiilebilir uzaydir. Ayrica m(A) = 0 ile tanimh
m: P(X) — R fonksiyonu (X,P(X)) iizerinde bir 6lciidiir. Boylece, (X,P(X),m) bir 6lgii

uzayidir.
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Ornek 2.53. (X, A) bir ol¢iilebilir uzay olsun. O halde,

0, A=0

m(A) = - A£D

ile taniml1 m : A — R fonksiyonu (X, .A) iizerinde bir &l¢iidiir.

Tamm 2.54. (X,.A,m) bir 6l¢ii uzayi olsun. O halde,
i. Her A € Aigin eger m(A) € R ise m’ye bir sonlu 6l¢ii denir

ii. |JA; =X olacak bigimde bir {A; € A|m(A;) € RAi € I} ailesi varsa m’ye bir o-sonlu
icl
Olcii denir

iii. Eger m(X) = 1 ise m’ye bir olasilik ol¢iisii denir
Tamm 2.55. (X,.A, m) bir 6l¢ii uzay1 ve B C P(X) olsun. Eger BC A ve m(A) =0
olacak bi¢imde bir A € A varsa B’ye bir m-bos kiime denir. Eger B € A ise m(B) =0

bicimindedir.

Tanim 2.56. (X,.A,m) bir dl¢ii uzay1 olsun. Eger A tiim m-bos kiimeleri i¢eriyorsa

(X,.A,m)’ye bir tam 6l¢ii uzay1 denir.
Tamm 2.57. m* : P(X) — R bir fonksiyon olsun. Eger
i. m*(0)=0
ii. her A € P(X) icinm*(A) >0
iii. her A,B € P(X) i¢cin A C B iken m*(A) < m*(B)
iv. i € I olmak iizere her A; € P(X) i¢in m* (UIAi> < gm* (A))
ic i

sartlar1 saglamiyorsa m*’a X iizerinde bir dis ol¢ii ve (X, m™) sirali ikilisine bir dis 6l¢ii uzay1

denir.
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Ornek 2.58.
0, A=0

1, A£0

m*(A) =

ile tammli m* : P(X) — R fonksiyonu X iizerinde bir dis 6lgiidiir. Boylece, (X,m*) bir dis

Olcii uzayidir.
Tamm 2.59. (X, m*) bir dis 6l¢ii uzay1 ve A € P(X) olsun. Her B € P(X) igin
m*(B) =m"(BNA)+m"(BNA)

oluyorsa A’ya m*-dis Olciistine gore Ol¢iilebilirdir (ya da kisaca m*-6l¢iilebilirdir) denir.
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UCUNCU BOLUM
BULANIK PARAMETRELI BULANIK ESNEK KUME SINIFLARI

Bu boliimde, fpfs-halka, fpfs-c-halka, fpfs-cebir, fpfs-c-cebir, fpfs-n-sistem, fpfs-A-

sistem ve fpfs-s-cebir kavramlar1 tanimland1 ve baz1 temel 6zellikleri verildi.

Tamim 3.1. R, U lizerindeki fpfs-kiimelerin bostan bagka bir koleksiyonu olsun. Eger
R, fpfs-fark ve sonlu fpfs-birlesim altinda kapali ise /R’ye U iizerinde bir fpfs-halka denir.
Eger bir R fpfs-halkas1 ayn1 zamanda sayilabilir fpfs-birlesim altinda kapali ise R’ye U

lizerinde bir fpfs-o-halka denir.

Bu calisma boyunca, U iizerindeki tiim fpfs-halka ve tiim fpfs-c-halkalarin kiimesi

sirastyla R(U) ve R (U) ile gosterilir.
Ornek 3.2. {0}, {0,1}, FPFS(U) € R5(U) bigimindedir.
Ornek 3.3. E = {x} ve U = {u} olmak iizere
R = {6, 0.1,0.2, (T?,}

kiimesi U {izerinde bir fpfs-o-halkadir. Gergekten,

§ 0 01 02 03

S (e}
[E—

) o
—_—

St D
O Ot
St D

=
[\
-
[\
o
—
(@]}
(@]

03 | 03 02 0.1

Ve
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(e}
(@)}
e
—_
e
[\
e}
(98]

bi¢imindedir. Islem tablolarindan da goriilecegi iizere R, fpfs-fark ve fpfs-birlesim altinda
kapalidir.

Onerme 3.4. Her fpfs-c-halka bir fpfs-halkadur.

Onerme 3.5. R € R(U) olsun. O halde, her a, 8 € R icin
i. 0eR
ii. aABeR
ii. afBER
bicimindedir.

KANIT. R € R(U) olsun. O halde, R # 0 oldugundan bir o € R vardir. Boylece,
o\ o = 0 € R bicimindedir. Ayrica her o, f € R icin o\ B, B\ € R oldugundan

(a\B)O(B\a@) =aABER
ve a0B, aAB € R oldugundan
(a@0B)\(aAB)=afBeR

bicimindedir. U

Tammm 3.6. A, U iizerindeki fpfs-kiimelerin evrensel fpfs-kiimeyi iceren bir
koleksiyonu olsun. Eger A, fpfs-tiimleyen ve sonlu fpfs-birlesim altinda kapali ise A’ya U
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tizerinde bir fpfs-cebir denir. Eger bir A fpfs-cebiri ayn1 zamanda sayilabilir fpfs-birlesim
altinda kapali ise .A’ya U iizerinde bir fpfs-c-cebir denir.

Bu calisma boyunca, U iizerindeki tiim fpfs-cebir ve tiim fpfs-o-cebirlerin kiimesi

sirastyla A(U) ve A (U) ile gosterilir.
Ornek 3.7. {0,1}, FPFS(U) € As(U) bigimindedir.
Ornek 3.8. E = {x} ve U = {u;,u} olmak iizere

A= {()717{(0.1x7{0.3u17o‘6u2})}’{(0.1x7{0.3uho.4u2})}7{(0.9)(7{0‘7”170.4”2})}7{(0.9)67{0.7”1’0.6”2})}}

kiimesi U iizerinde bir fpfs-o-cebirdir. Gergekten, I € A, o = { (*1x, {%%u1,"ur})}, 0 =

{((“x, {0.3u170.4 Mz}) } 0 = {(0.9367 {0.7u170.4 uz})} ve Oy = {(0.9367 {0.71/“70.6 uz})} olmak

uzere

0°=1, 1°=0, of =03, &k =0, O =00y, Of =0

ve
d (~) i (04] (04) o3 (0]
6 6 I (04] (0%) (04} (0]
1 T 1 1 1 1 1

oy o 1 oy oy oy oy
o [0%) 1 oy [0%) o3 oy
(04] o3 1 Oy o3 o3 Oy

(0] (0] 1 (0] (0] (0] (0]

bi¢imindedir. Islem tablolarindan da goriilecegi iizere A, fpfs-tiimleyen ve fpfs-birlesim

altinda kapalidir.

Onerme 3.9. Her fpfs-c-cebir bir fpfs-cebirdir.

Onerme 3.10. A € A(U) olsun. O halde, her a, 8 € A igin
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i. aNpeA
bicimindedir.

KANIT. A e A(U) olsun. 1 € A oldugundan 1¢ = 0 € A bicimindedir. Ayrica her
a,B € Aigin af, B¢ € A oldugundan o°0B¢ € A elde edilir. Buradan,

(0B =arfB c A

saglanir. [

Onerme 3.11. A € A, (U) olsun. O halde, i € I olmak iizere her «; € A igin ﬁ oA
icl
bicimindedir. l

KANIT. A € Ag(U) olsun. i € I olmak iizere her o; € A igin & € A oldugundan
U of € Aelde edilir. Boylece, (O af) = () a; € A bicimindedir. 0
iel iel

il

Onerme 3.12. & € FPFS(U) olsun. O halde, {0,1, a,a®, a0afaMac} U iizerinde
bir fpfs-o-cebirdir.

Tamm 3.13.a € FPFS(U) olsun. O halde, {0,1,a,0f a0o‘anac},

Jpfs-o-cebirine « tarafindan iiretilen fpfs-c-cebir denir ve A, ile gosterilir.

Not 3.14. A, = A,c oldugu agikti.  Ayrica eger aCa’ veya a‘Ca ise
Ag ={0,1,a, 0} bigimindedir. Ustelik, eger a = a® ise Aq = {0,1, a} bi¢imindedir.

Ornek 3.15. & € FPFS(U) olsun. O halde, A; = {(), '1‘,/1,15} bicimindedir. Ek
olarak, A = {6, I,(Ts} bicimindedir.

Onerme 3.16. fpfs-o-cebirlerin keyfi kesisimi bir fpfs-c-cebirdir.

KANIT. J indis kiimesi verilsin ve her j € J i¢in A; € A(U) olsun. O halde, her
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j € Jigin T € A; bigimindedir. Boylece, T € (] A; saglanir. Her & € N A; igin a € A;
jes jeJ
bicimindedir. Buradan, her j € J igin o € A; saglamr. Dolayisiyla, a® € ) A; elde edilir.
jet
I C J olmak lizere her i € I i¢in o; € ] A; iken ¢; € A; bicimindedir. Boylece, her j € J
jel
icin J o; € A; elde edilir. Buradan, J o; € (N A; saglamr. Sonug olarak, () A; € As(U)
icl icl jeJ jel
bicimindedir. 0

Not 3.17.1ki fpfs-c-cebirin birlesimi her zaman bir fpfs-c-cebir olmayabilir.
Ornegin, E = {x} ve U = {u} olsun. O halde, a = {(®3x,{*%u})} ve
B ={(°*x,{%%u})} i¢cin Not 3.14’ten

Ao = {0.1{ (e {*4u}) }{ (“x{°u}) } ]

veE

dy= {01 (% ) (% o))

iki fpfs-o-cebirdir. Boylece,

AcAp = 0T {20 (M) b (V0 {0 1A (30 ) 1AL (0 {00 )}

bicimindedir. Ancak

(ol ) () et

oldugundan Aq U Ag bir fpfs-o-cebir degildir.

Onerme 3.18. 0 # A C FPFS(U) olsun. O halde, A’y1 iceren en kiiciik fpfs-o-cebir

vardir.

KANIT. A*={Ae€ As(U):AC A} olsun. AC FPFS(U) ve FPFS(U) € As(U)
oldugundan FPFS(U) € A* bigimindedir. Yani, A* # 0 bi¢imindedir. Boylece, AC ) A

AcA*
elde edilir. Onerme 3.16’dan () A € As(U) bigcimindedir. Boylece, (| A€ A* saglanir.
AeA* AecA*
Sonug olarak, () A, A’y1igeren en kiigiik fpfs-o-cebirdir. 0
Ac A*

Tanmm 3.19. P, U iizerindeki fpfs-kiimelerin bostan bagka bir koleksiyonu olsun.
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Eger P, sonlu fpfs-kesisim altinda kapali ise P’ye U {lizerinde bir fpfs-m-sistem denir.

Tanim 3.20. D, U izerindeki fpfs-kiimelerin evrensel fpfs-kiimeyi iceren bir
koleksiyonu olsun. Eger D, iist kiimeye gore fpfs-tiimleyen ve sayilabilir artan fpfs-birlesim

altinda kapali ise D’ye U iizerinde bir fpfs-Dykin-sistem veya fpfs-A-sistem denir.

Bu calisma boyunca, U iizerindeki tiim fpfs-m-sistem ve tiim fpfs-A-sistemlerin

kiimesi sirastyla w(U) ve A(U) ile gosterilir.

Ornek 3.21. {0},{0,1},FPFS(U) € n(U) bigimindedir. Ayrica {0,1} ,FPFS(U) €
A(U) bigimindedir.

Ornek 3.22. E = {x} ve U = {u;,us} olmak iizere

D {{ (0.1x’ {0.6u1,0.4u2}> },{(o.zx7 {0.9u1,043 w})}, { (0.1x7 {0'%1,0‘3 uz}) }}

U iizerinde bir [fpfs-m-sistemdir. Gergekten, o = {(%1x, {%0u;,"ur})},

o = {(°%6, {2923 u,}) } ve a3 = { (“1x, {®€u1 %31y} ) } olmak iizere

M (04] (0%) (07

(04} 04 o3 o3

(07) (04} (07) o3

o3 o3 o3 (04}

bi¢imindedir. Islem tablolarindan da goriilecegi iizere P, fpfs-kesisim altinda kapalidur.
Ornek 3.23. E = {x} ve U = {u} olmak iizere
D= {0,02,04,06,08,1}

U iizerinde bir fpfs-A-sistemdir. Gergekten, 1 € D,
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tist kiimeye gore fpfs- timleyen 0 02 04 06 08 I
0 0 02 04 06 08 1
0.2 - 0 02 04 06 08
0.4 - - 0 02 04 06
0.6 - - - 0 02 04
0.8 - - - - 0 o2
1 - - - - — 0
ve y y - - A i
artan fpfs-birlesim 0 02 04 06 0.8 1
0 0 02 04 06 08 1
0.2 ~ 02 04 06 08 1
0.4 - - 04 06 08 1
0.6 - - - 06 08 1
0.8 - - - - 08 1
1 - - - - - 1

bi¢imindedir. Islem tablolarindan da goriilecegi iizere D, iist kiimeye gore fpfs-tiimleyen ve

artan fpfs-birlesim altinda kapalidir.

Onerme 3.24. Her fpfs-cebir ve her fpfs-halka bir fpfs-m-sistemdir.

Onerme 3.25. D € A(U) olsun. O halde, asagidakiler gecerlidir:
i. 0eD

ii. Her v € Dicin o€ € D

iii. Her o, € Dicin aCp = aAB €D
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KANIT. D € A(U) olsun. O halde, T € D bigimindedir. Boylece, 1\1 =0 € D elde
edilir. Ayrica her o € D igin 1\t = a € D bigimindedir. Her o, B € D icin eger aCf ise
aNB = a €D, alf = B € D ve dolayisiyla, NS CaUB oldugundan

(a0B)\(aMB) = aAB e D

bicimindedir. 0

Onerme 3.26. D € A(U) ve i < k iken o;C oy veya o Co; olmak iizere her i,k € I
icin ¢&; € D olsun. O halde, ﬁ ¢; € D bicimindedir.
iel
KANIT. D € A(U) ve i < k iken o;C 0y veya o Co; olmak iizere her i,k € I igin
a; € D olsun. Eger her i,k € I i¢in i < k iken o;C oy ise N iyi siral1 bir kiime oldugundan
ﬁ 0 = Omin7 € D bicimindedir. Benzer bigimde, her i,k € I i¢in i < k iken oqCoy; ise
iel

her i,k € I igin i < k iken aCaf ve of € D oldugundan (J of € D elde edilir. O halde,
icl

C
(U ch) = () a; € D bi¢imindedir. [

iel i€l

Tamim 3.27. S, U tizerindeki fpfs-kiimelerin bostan bagka bir koleksiyonu olsun ve
evrensel fpfs-kiimeyi icersin. Eger S, fpfs-fark ve sayilabilir fpfs-birlesim altinda kapali ise
S’ye U tizerinde bir fpfs-siiper-cebir (kisaca fpfs-s-cebir) denir.

Bu ¢aligma boyunca, U iizerindeki tiim fpfs-s-cebirlerin kiimesi S(U) ile gosterilir.

Ornek 3.28. {0,1}, FPFS(U) € S(U) bigimindedir.

—~

Ornek 3.29. E = {x} ve U = {u} olmak iizere S = {(), T,O.S} kiimesi U tizerinde
bir fpfs-s-cebirdir. Gercekten, 1 € S,

—
[e)}
—i
)
(9)]

(@]}
(@]
(@]}
=)

—1
[@»)]
()
(9]

0.5 | 05

]
]

24



veE

(@
(e}
[
-]
()]

(@]
(@)}
—
-
(o)

—
—
[

05 |05 1 05

bi¢imindedir. Islem tablolarindan da goriilecegi iizere S, fpfs-fark ve fpfs-birlesim altinda
kapalidir.

Onerme 3.30. S € S(U) olsun. O halde, her «, 8 € S icin
i afeS
i. 0eS
iii. aABeS
iv. i €I olmak tizere her ¢; € S igin ﬁl oG eS
ic

bicimindedir.

KANIT. S € S(U) olsun. O halde, 1eS bicimindedir. Boylece, her o € S igin
i\a = af € S olur. Buradan, 1¢ =0 € S saglamir. Her o, € S icin o\B, Bla € S
oldugundan

(\B)O(B\o) = el eS

bigimindedir. Ayrica i € I olmak iizere her @; € S i¢in @ € S oldugundan O af € S saglanr.
icl
Buradan,

(Qa;)lﬁaies

icl il

elde edilir. O]

Onerme 3.31. fpfs-s-cebirlerin keyfi kesisimi bir fpfs-s-cebirdir.
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KANIT. J indis kiimesi verilsin ve her j € J i¢in S; € S(U) olsun. O halde, her

j € Jigin 1 € S; bigimindedir. Béylece, 1 € N S; saglamir. Her o, f € N S;igin @, B € S;
jeJ jeJ

elde edilir. Boylece, her j € J i¢in a\B € S; saglamir. Buradan, a\ € ( S; bigimindedir.
jeJ

I C J olmak iizere her i € I igin ¢; € [ S ise her j € J i¢in o; € S; bicimindedir. Boylece,

jel
her j € J igin |J o; € S; elde edilir. Buradan, |J o; € (] S; bigimindedir. Sonug olarak,
icl icl jes
N Sj € S(U) saglanur. O
jeJ

Onerme 3.32.0 # S C FPFS(U) olsun. O halde, S’yi iceren en kiigiik fpfs-s-cebir

vardir.

KANIT. $*={Se€S(U):SC S} olsun. SC FPFS(U) ve FPFS(U) € S(U)

oldugundan S* # 0 bicimindedir. Boylece, S C () S saglanir. Onerme 3.31’den
Ses*

N S € S(U) elde edilir. Buradan, (| S € S* bigimindedir. Sonug olarak, (| S, S’yi

Ses* L e Ses* Ses*
iceren en kii¢lik fpfs-s-cebirdir.

Tamm 3.33. 0 # S C FPFS(U) olsun. O halde, S’yi igeren en kiigiik fpfs-s-cebir, S
tarafindan iiretilen fpfs-s-cebir olarak adlandirilir ve S ile gosterilir. a € FPFS(U) olmak

iizere eer S = {a} ise Sg notasyonu yerine Sy notasyonu kullanilir.

Not 3.34. Iki fpfs-s-cebirin birlesimi her zaman bir fpfs-s-cebir olmayabilir. Ornegin,
E = {x} ve U = {u} olsun. O halde,

S = {0, 1,0.2,0.4,0.6,0.8}

ve

iki fpfs-s-cebirdir. Buradan,

~ o~ ~— o~~~ ~—

S5 USs= = {0, 1,0.2,0.4,0.5,0.6,0.8}

elde edilir. Ancak

oldugundan S, U S bir fpfs-s-cebir degildir.
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Onerme 3.35.Her [fpfs-s-cebir bir fpfs-o-halka,

Jpfs-A-sistemdir.

Onerme 3.4, 3.9, 3.24 ve 3.35’ten asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.36. Asagidaki kapsamalar gecerlidir:

i. S(U)CRe(U)SR(U)C n(U)

Cizelge 2°de yukarida tanimlanan kavramlarin 6zellikleri sunuldu.

bir fpfs-o-cebir ve bir

Burada, v

yapinin tanimindan gelen 6zellikleri ve + bunlar yoluyla elde edilen 6zellikleri belirtir.

Cizelge 2

Jpfs-kiime siniflart ve fpfs-kiime islemleri arasindaki iligkiler

fpfs-simetrik

fpfs-simflar  fpfs-fark fpfs-birlesim Jpfs-tiimleyen Jpfs-kesisim fark 1 0
R(U) v Sonlu v/ Sonlu + + +
Ro(U) v Sayilabilir v/ Sonlu + + +
A(U) Sonlu v/ v Sonlu + v+
Savilabilir v Sayilabilir +
aytlabtlir Sayilabilir Azalan +
As(U 0 v y v o+
o(U) Sayilabilir Artan + Sayilabilir Artan +
n(U) Sonlu v/
- + Sayilabilir Azalan +
A(U) Sayilabilir Artan v {jgt Kiimelerdeki Alt Kiimeler v Sayilabilir Artan + Artan + oo+
N Sayilabilir +
Sayilabilir + Sayilabilir Azalan +
S() v Ust Kiimelerdeki Alt Kiimeler + Y + oo+

Sayilabilir Artan +

Sayilabilir Artan +

Sekil 2’de yukarida tanimlanan kavramlarin aralarindaki iliskiler sunuldu.
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fpfs-s-cebir

Jpfs-o-halka [fpfs-o-cebir

fofs-A-sistem

fpfs-halka fpfs-cebir

fpfs-m-sistem

Sekil 2. fpfs-kiime siniflar1 arasindaki iligkiler

Tamm 3.37. a € FPFS(U) olsun. O halde, { € FPFS(U): BCo} kiimesine a

fpfs-kiimesinin fpfs-kuvvet kiimesi denir ve P(a) ile gosterilir.

Tamm 3.38. H, fpfs-kiimelerin bostan bagka bir smifi ve f € FPFS(U) olsun. Eger
her « € H i¢in BCa iken B € H oluyorsa H’ye kalitsaldir denir.

Ornek 3.39. P ((Tz) ve FPFS(U) kalitsal kiimelerdir.

Teorem 3.40. H kalitsal olsun. O halde, H bir fpfs-m-sistemdir.

KANIT. H kalitsal olsun. Her a,f8 € H i¢cin aNBCa ve H kalitsal oldugundan
aNP € H bi¢imindedir. Dolayisiyla, H bir fpfs-r-sistemdir. O

Teorem 3.41. H kalitsal olsun. Eger H sayilabilir fpfs-birlesim altinda kapali ise H
bir fpfs-o-halkadir.

KANIT. H kalitsal olsun ve H sayilabilir fpfs-birlesim altinda kapali olsun. Her
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a,B € H icin a\BCa ve H kalitsal oldugundan a\B € H bicimindedir. Béylece, H bir

Jfpfs-o-halkadr. [

Lemma 3.42. H kalitsal bir kiime ve 1 € H olsun. O halde, H = FPFS(U)

bicimindedir.

Sonug 3.43. FPFS(U) kalitsal / fpfs-halka / fpfs-c-halka / fpfs-cebir / fpfs-c-cebir /
Jpfs-A-sistem / fpfs-m-sistem / fpfs-s-cebirdir.
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DORDUNCU BOLUM
BULANIK PARAMETRELI BULANIK ESNEK OLCU

Bu boliimde, fpfs-0lcii kavrami onerildi ve bazi temel 6zellikleri verildi.

Tanim 4.1. S € S(U) olsun. O halde, (U,S) sirali ikilisine bir fpfs-6l¢iilebilir uzay

ve S’nin her elemanina S-fpfs-olciilebilir kiime (kisaca fpfs-olciilebilir kiime) denir.

Ornek 4.2. FPFS(U) bir fpfs-s-cebir oldugundan (U, FPFS(U)) siral ikilisi bir fpfs-
olgiilebilir uzay ve FPFS(U ) nun her elemani fpfs-6l¢iilebilir kiimedir.

Ornek 4.3. S, bir fpfs-s-cebir oldugundan (U,S;) swral ikilisi bir fpfs-dl¢iilebilir

uzay ve Sﬂ’nln her elemani fpfs-olciilebilir kiimedir.

Tanmm 4.4. R € R(U) ve mp : R — |0, 0] bir fonksiyon olsun. Eger
i. my (6) =0
ii. heri€ligin a; € R kiimeleri kargilikli ayrik iken mg (LNJI a,-) = %mo(%‘)
ic i
sartlar1 saglaniyorsa mg’a R iizerinde bir fpfs-0n ol¢ii denir.
Ornek 4.5. {0, 1} bir fpfs-halkadir. O halde,
mo(at) = (1)7

(04
, o

I
—_t Ot

ile tamiml my : {6, I} — R fonksiyonu {(~), I} izerinde bir fpfs-6n oOlciidiir.
Tamm 4.6. (U, S) bir fpfs-6lciilebilir uzay ve m : S — R bir fonksiyon olsun. Eger
i m(0) =0

ii. her ¢ € Sicinm(ax) >0
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iii. her o, € S icin aCf iken m(a) < m(pB)
iv. heri €I i¢in o fpfs-olciilebilir kiimeleri karsilikli ayrik iken m <LNJ OC,') =Y m(o)
i€l i€l

sartlar1 saglaniyorsa m’ye (U,S) iizerinde bir fpfs-0l¢ii ve (U,S,m) siral tigliistine bir fpfs-

Ol¢ii uzay1 denir.
Onerme 4.7. Her fpfs-6l¢ii bir fpfs-on olciidiir.

Ornek 4.8. (U, FPFS(U)) bir fpfs-olciilebilir uzaydir. Ayrica m(o) = 0 ile tanimh
m : FPFS(U) — R fonksiyonu (U,FPFS(U)) iizerinde bir fpfs-clciidiir. ~ Boylece,
(U,FPFS(U),m) bir fpfs-6l¢ii uzayidir.

Ornek 4.9. (U, S) bir fpfs-olciilebilir uzay olsun. O halde,

o=0
o, a#0

ile tamimli m : S — R fonksiyonu (U,S) iizerinde bir fpfs-olciidiir. Béylece, (U,S,m) bir
Jpfs-6lgii uzayidir.

Ornek 4.10. (U,S) bir fpfs-olciilebilir uzay, m; ve my (U,S) iizerinde iki fpfs-ol¢ii
ve k,I € RZ9 olsun. O halde,

m(a) =kmy(a)+Imy(a)
ile taniml1 m : S — R fonksiyonu (U, S) iizerinde bir fpfs-olciidir.

Sonuc 4.11. Bir fpfs-0lcii fonksiyonunun negatif olmayan bir kat1 da bir fpfs-olciidiir.

Ornek 4.12. (U, S) bir fpfs-6lciilebilir uzay olsun. O halde,

m(o) =Y )+ ¥ Y a(H0x) @)

x€E xeEuclU

ile tanimli m : S — R fonksiyonu (U,S) iizerinde bir fpfs-olciidiir. Burada, Tamim 4.6’daki
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i.-iii. sartlarinin saglandig1 agiktir. iv. sarti kanitlamak icin o fpfs-Olciilebilir kiimelerinin
kargilikli ayrik oldugu kabul edilsin. O halde, i # k olmak iizere her i,k € I, her x € E ve her
uc U igin

min{;(x), W (x)} =0

ve
min {oc,- (”i(x)x> (u), 0y, (”"(x)x> (u)} =0
bicimindedir. Diger bir deyisle, her i,k € I icin

(Mi(x) # OA g (x) # 0) = i = k

ve

(Oci (“i(x)x) (u) # 0N o (“"(x)x> (u) # O) =i=k

bicimindedir. Boylece, her x € E ve her u € U i¢in

w(x), kelsmx)£0 | ZHix), KIS u(x)#0

TR =0T e L) =0 gui(x), Vke L) =0 ;;“i(x)
ve p
max {al. ([,Li(x)x> (u)} _ O <#k(x)x> (u), Ikel> o (uk(x)x) (1) #0
i<l | o vk € 1o (M0x) (u) = 0
) ’% o (#0x) (), F € 15 ay (M) (u) 0
N kig] o (“"(x)x) (u), Vkel, o (“k(x)x) (u)=0
— Y <ui(x)x> (u)
iel

elde edilir. Dolayisiyla,

m (O ai) = ¥ maxu(@}+ £ ¥ max{os (400x) (1))

icl xeE i€l x€EuelU i€l

= L T u@+ ¥ T X o (h0x) W)

xeEiel xeEucUiel
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=¥ <2 K+ X ¥ o (“f“)x) (u>>

iel \x€E xeEuclU

= Y m()

icl

saglanir. Boylece, iv. sart gecerlidir.
Ornek olarak, E = {x1,x2,x3} ve U = {uy,uz,u3} igin

0.3 0.8, 0.5 0.2 0.9 04 0.6 0.1 0.5 0.7, 02 0.3
ﬁ:{< )Ch{ Uy, uz, l/t3}),( xz;{ up, up, u3})7( )C3,{ up, " uy, M3})}

fpfs-kiimesinin ol¢iisii

m(B) = (0.3+0.9+0.5)+ ((0.84+0.5+0.2) 4+ (0.4+0.6+0.1)+ (0.740.2+0.3))
=1.7+3.38
=55

bi¢imindedir.
Ayricamy (o) = Sm(a) ile tanimli m; : S — R fpfs-6lgiisii goz oniine alinirsa

mi(B) = 5((0.340.940.5) + ((0.84+0.5+0.2) + (0.4 +0.6+0.1) + (0.7 4 0.2 4+ 0.3)))
= 5(1.7+3.8)
=275

bi¢imindedir.

Ornek 4.13. (U,S,m) bir fpfs-6lcii uzay, B € S ve m; : S — R, my (o) = m(afp)

ile taniml1 bir fonksiyon olsun. m bir fpfs-6lcti oldugundan her &,y € S igin

i. my (0) =m(0NB)=m(0) =0
ii. m(a)=m(anp)>0
iii. aly= mi(a)=m(anp) <m(yB)=m(y)

iv. i €I olmak iizere her kargilikli ayrik o fpfs-ol¢iilebilir kiimeleri i¢in o; N fpfs-lciilebilir
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ve karsilikli ayrik oldugundan

bicimindedir. Boylece, m; (U,S) tizerinde bir fpfs-ol¢iidiir.

Sonug 4.14. Ornek 4.8-4.13’ten sonsuz ¢oklukta fpfs-lcii var oldugu goriiliir.

Onerme 4.15. (U, S, m) bir fpfs-6lcii uzay1 olsun. O halde, her a, 8 € S igin

vi. m(a)+m(B)—m(anf) <2m(aUf)
bicimindedir.

KANIT. (U,S,m) bir fpfs-ol¢ii uzay1 ve a, 8 € S olsun.
i. Onerme 2.33 (xii.)’den agiktir.

ii. Onerme 2.33 (xiii.)’ten agiktir
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iii. Onerme 2.33 (xii.)’den m(a\B) < m(a) ve m(B\et) < m(B) bicimindedir. O halde,
m(a\B) +m(B\a) < m(a)+m(B) elde edilir.

iv. Onerme 2.33 (i. ve xxvi.)’den m(o\B) < m(aAB) ve m(B\ o) < m(aAB) bigimindedir.
Boylece, m(a\B) +m(B\a) < 2m(aAB) elde edilir.

v. Onerme 2.33 (i.)’den m(anB) < m(a) < m(aUB) ve m(afB) < m(B) < m(aUp)
bigimindedir. Boylece, m(arif) < ™AmB) < () elde edilir.

vi. Onerme 2.33 (i.)’den m(a) + m(B) < 2m(a0UB) bicimindedir. Dolay1styla,
m(a)+m(B) —m(anB) <2m(a0f) elde edilir.
O

Ornek 4.16. E = {x} ve U = {u;,us} olmak iizere

o= {(‘”x, {0'3u1,0'6 uz})} ve  B={(""%{"%u,"?uw})}

fpfs-kiimeleri ve Ornek 4.12’deki fpfs-ol¢ii fonksiyonu verilsin. Burada,

{Mu})}

={(™x,
={( )]

o\
Bla

veE

bigimindedir. O halde,

i. m(a\B)=0.7<1.6=m(c)

ii. m(o\B)=0.7 < 1.4=m(anp’)

ii. m(a\B)+m(B\a)=074+05=12<3=1.6+14=m(a)+m(B)
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iv. m(a\B)+m(Bla) =0.74+0.5=12 < 2.4 =2m(alAB)

v m(aff) =09 < 1.5 = mermb) o m@imPB) _ 15.<21=m(adp)

vi. m(a) +m(B) —m(anf) <1.6+1.4—-09=2.1<42=2m(alp)
saglanir.

Tamm 4.17. (U, S, m) bir fpfs-l¢ii uzay1 olsun. O halde,
i. Her a € S igin eger m(a) € R ise m’ye bir sonlu fpfs-6l¢ii denir

ii. Uo; =1 olacak bigimde bir {o; € S|m(c;) € RAi €I} ailesi varsa m’ye bir s-sonlu
icl
Jpfs-0lcii denir

iii. Egerm (T) = 1 ise m’ye bir fpfs-olasilik 6l¢iisii denir

Ornek 4.18. E ve U sonlu kiimeler olmak iizere Ornek 4.12°de verilen fpfs-olcii
fonksiyonu bir sonlu fpfs-olciidiir.

Ornek 4.19. E = U = N olmak iizere Ornek 4.12’de verilen fpfs-olcii fonksiyonu
goz oniine alindifinda {{(i,{j})} [i,j € N} ailesi i¢in O {(i,{j})} = 1 bigimindedir ve
her i,j € N i¢in m({(i,{j})}) = 2 € R oldugundan ml’]lfilj s-sonlu fpfs-6l¢iidiir. Burada,
{('i,{"j})} yerine kisalik i¢in {(i,{j})} yazildigina dikkat edilmelidir.

Ornek 4.20. n,m € Z igin |[E| = n ve |U| = m olmak iizere Ornek 4.12°de verilen

fpfs-6lcti fonksiyonu g6z Oniine alinsin. m’nin sonlu 6l¢ii oldugu ve maksimum degerinin

m (1) = n+ nm oldugu dikkate alindiginda onug¢ 4.11°den m () = ile taniml1 m; :
i ldugu dikkate alindiginda Sonug 4.11°d o) ) 1

S — R fonksiyonu bir fpfs-olgiidiir. Buradan, m; (1) = 1 elde edilir. Dolayistyla, (U,S,m;)
bir fpfs-olasilik olcti uzayidir.

Tamim 4.21. (U, S) bir fpfs-lgiilebilir uzay ve f : S — R bir fonksiyon olsun. O
halde, her a, 8 € S ve i € I olmak iizere her o; € S igin
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i. anB =0iken f(aUB) = f(a)+ f(B) oluyorsa f’ye toplamsaldir denir

n n
ii. a; fpfs-olciilebilir kiimeleri karsilikli ayrik iken f ( U (xi> = Y f(o;) oluyorsa f’ye
i=1 i=1

sonlu toplamsaldir denir

iii. o; fpfs-Olciilebilir kiimeleri karsilikli ayrik iken f (O OCl) =Y f(a;) oluyorsa f’ye
i€l i€l
sayilabilir toplamsaldir denir l l

v. f(B)=0iken f(axUB) = f(a) oluyorsa f’ye sifir toplamsaldir denir

v. f(a)=f(B)=0iken f(axJB) =0 oluyorsa f’ye zayif-sifir toplamsaldir denir
vi. f(aOB) < f(o)+ f(B) oluyorsa f’ye alt toplamsaldir denir

vii. f(aUB) > f(a)+ f(B) oluyorsa f’ye iist toplamsaldir denir

viii. BCa ve f(B) € Riken f(a\B) = f(a)— f(B) oluyorsa f’ye farksaldir denir
ix. BCo ve f(B)=0iken f(a\B) = f(c) oluyorsa fye sifir farksaldir denir

Onerme 4.22. (U,S) bir fpfs-olciilebilir uzay ve f : S — R bir fonksiyon olsun. O
halde, asagidaki ifadeler gecerlidir:

i. f sayilabilir toplamsal ise sonlu toplamsaldir

ii. f sonlu toplamsal ise toplamsaldir

iii. f sifir toplamsal ise zayif sifir toplamsaldir

iv. f alt toplamsal ve iist toplamsal ise sonlu toplamsaldir

v. f farksal ise sifir farksaldir

KANIT. Tamim 4.21°den agiktir. [
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Onerme 4.23. (U, S) bir fpfs-ol¢iilebilir uzay, fi, f> : S — R iki fonksiyon ve k,/ € R
olsun. Eger f| ve f, toplamsal (sirasiyla sonlu toplamsal, sayilabilir toplamsal ve farksal)

ise f = kf +1f> toplamsal (sirastyla sonlu toplamsal, sayilabilir toplamsal ve farksal) dir.

KANIT. (U,S) bir fpfs-olciilebilir uzay, fi, f> : S — R iki fonksiyon, k,/ € R ve fj

ve f> toplamsal olsun. Her &, 8 € S icin eger B = 0 ise

f(aOB) = kfi(aOB) +Lf2(a0B)
= k(f1(a) + f1(B)) +1(f2(a) + f2(B))
= kfi(a)+1f(a)+kfi(B) +1(B)
= fla)+£(B)

bicimindedir. Boylece, f toplamsaldir. Diger kanitlar da benzer bicimdedir. [

Onerme 4.24. (U, S) bir fpfs-olciilebilir uzay, f : S — R bir fonksiyon, o, 8 € S ve
f(B) = 0 olsun. Eger f sifir farksal ve BCa ise f(aAB) = f(«a) bicimindedir.

KANIT. (U,S) bir fpfs-olciilebilir uzay, f : S — R bir fonksiyon, o, 8 € S, f(B) =
0, f sifir farksal ve [3@06 olsun. O halde,

f (@) =7 ((«\B)0(Ble)) = £ ((aB)00) = £ («18) = f(@)

bi¢imindedir. 0
Onerme 4.25. (U,S,m) bir fpfs-6l¢ii uzayi olsun. O halde, m sayilabilir toplamsaldir.
KANIT. Tanim 4.6 (iv.)’ten aciktir. ]

Sonug 4.26. (U,S,m) bir fpfs-6l¢ii uzay1 olsun. O halde, m sonlu toplamsal ve

toplamsaldir.

Onerme 4.27. (U,S,my) ve (U,S,my) iki fpfs-6l¢ii uzay1 ve k,I € R* olsun. Eger

my ve my sifir toplamsal (sirasiyla zayif-sifir toplamsal ve sifir farksal) ise m = kmj + lm;
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sifir toplamsal (sirasiyla zayif-sifir toplamsal ve sifir farksal) dir.

KANIT. (U,S,m;) ve (U,S,m,) iki fpfs-Olgiilebilir uzay, k,l € R* ve my ve my
sifir toplamsal olsun. Her 8 € S igin

m(B) =0 = kmy(B)+Imy(B) =0
= kmi(B) = Imy(B) =0

= mi(B) =m(B) =

()

bicimindedir. Boylece, her o, B € S i¢in eger m(f) = 0 ise
m(a0B) = km (0OB) +Imy(a0B) = km; (&) +Ima(o0) = m(ar)

saglanir. Boylece, m sifir toplamsaldir. Diger kanitlar da benzer bicimdedir. [

Tamim 4.28. (U,S,m) bir fpfs-ol¢ii uzay1 ve B € FPFS(U) olsun. Eger BCa ve
m(a) = 0 olacak bicimde bir o € S varsa 3’ya (U, S,m)’de bir m-bos kiime denir.

Bu ¢alisma boyunca, (U,S,m)’deki tiim m-bos kiimelerin kiimesi A/ (U,S,m) ya da

kisaca \V,, ile gosterilir.
Ornek 4.29. (U, Sofs) fofs-Slciilebilir uzay1 verilsin. O halde,

0, a#1

m(e) = I, a=1

ile tammli m : S5 — R fonksiyonu <U ,8(775) iizerinde bir fpfs-olciidir. 0.4 € FPFS (U)
icin OAZLQ(% ve m ((SVS) = 0 oldugundan 0.4 bir m-bos kiimedir. Acikca P (()N5> kiimesinin
her eleman1 bir m-bog kiimedir. Ek olarak, 8(75 Jpfs-kapsamaya gore tam sirali oldugundan
fpfs-ol¢tiniin tanim1 g6z Oniine alindiginda 3 §Z6v5 sartin1 saglayan bir § € FPFS(U), m-bos
kiime olamaz. Dolayisiyla, \;, = P (()Ag) elde edilir.

Onerme 4.30. (U, S, m) bir fpfs-6lcii uzay1 ve B € S olsun. O halde, B € N, olmasi

icin gerek ve yeter kosul m(f) = 0 olmasidur.
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Onerme 4.31. (U, S, m) bir fpfs-olcii uzayi olsun. O halde, asagidakiler gecerlidir:
i 0eN,
ii. Her o € N, ve her B € FPFS(U) igin B« iken B € N, bicimindedir
Sonug 4.32. (U, S, m) bir fpfs-6l¢ii uzayi olsun. O halde, asagidakiler gegerlidir:
i. Her oo € N, ve B € FPFS(U) igin aNf € N, bicimindedir
ii. Her a, 8 € N,y icin N\ € N, bicimindedir
iii. Her a € N, ve B € FPFS(U) icin a\B € N, bicimindedir
iv. Her o, B € Ny, icin a\B € N,, bicimindedir

Sonug 4.33. (U, S, m) bir fpfs-6l¢ii uzay1 olsun. O halde, N,, kalitsaldir ve bir fpfs-

m-sistemdir.

Tanmm 4.34. (U,S,m) bir fpfs-6l¢ii uzay1 olsun. Eger S, tiim m-bos kiimeleri
iceriyorsa (U,S,m)’ye bir tam fpfs-l¢ii uzayi denir.

Ornek 4.35. (U, FPFS(U)) fpfs-olgiilebilir uzay verilsin. O halde,

ile tanimh m : FPFS(U) — R fonksiyonu bir fpfs-ol¢iidiir.  Agikca, N, = F((ﬁ)
bicimindedir. Dolayisiyla, P((ﬁ) C FPFS(U) oldugundan (U,FPFS(U),m) bir tam
Jpfs-6lcii uzayidir.
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BESINCI BOLUM
BULANIK PARAMETRELI BULANIK ESNEK DIS OLCU

Bu boliimde fpfs-dis ol¢ii kavrami 6nerildi ve temel 6zellikleri verildi.

Tamm 5.1. m* : FPFS(U) — R bir fonksiyon olsun. Eger
i. m* (()) =0
ii. hera € FPFS(U) igin m*(a) >0
iii. her o, € FPFS(U) icin aC B iken m*(a) < m*(B)
iv. i € I olmak iizere her o; € S igin m* <OI (xi) < Elm*(oci)
ic i

sartlar1 saglaniyorsa m*’a U iizerinde bir fpfs-dig ol¢ii ve (U, m*) sirali ikilisine bir fpfs-dis

Olcii uzay1 denir.

Not 5.2. Tanim 4.6 ve Tanim 5.1’den goriilecegi lizere fpfs-ol¢li ve fpfs-dig Ol¢ii

kavramlari birbirini gerektirmez.

Ornek 5.3.

(@]

ma)={" ¢
o

N
o

ile taniml1 m* : FPFS(U) — R fonksiyonu U iizerinde bir fpfs-dis l¢iidiir ancak bir fpfs-olcii
degildir.

Ornek 5.4.

(@)=Y ux)+Y Y (”(x)x> (u)

xekE x€E uclU

ile tammli m* : FPFS(U) — R fonksiyonu U iizerinde bir fpfs-dis olciidiir. Burada, Tanim
5.1°deki i.-iii. sartlarinin saglandigi aciktir. iv. sartt kamitlamak i¢in o € FPFS(U) verilsin.
O halde,
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w (Do) = £ maxtuco) + 5,5 max o (4000

il xeE i€l x€Eucl i€l

<Y Y ux)+Yx (): Y a (“i(x)x(”)>)

i€l xeE i€l \xeEucU

=X (z wx)+ L ¥ o (ﬂf@x(u)))

iel \x€E xeEuclU

= Y m"()

iel

saglanir. Boylece, iv. sart gecerlidir.

Ornek olarak, U = {uy,us,u3} ve E = {x1,x2,x3} olsun. O halde,

0.5 03 0.1 0.7 0.4 02, 05 0.6 0.9 0.8, 0.1 0.3
a:{( Xl,{ uy, Uz, M3}>,< x23{ uy, —ua, l/t3}>,( X3,{ uy,  uz, I/l3})}

kiimesinin fpfs-dis Olciisii

m*(a) = (0.5+0.4+0.9)+ ((0.3+0.140.7) 4 (0.240.5+0.6) + (0.8 + 0.1 +0.3))
= 18+36
—54

bicimindedir.
Ornek 5.5.

m (@) = max{u()}+ ¥ Y o ("0x) ()

xeEucU

ile tanimhi m* : FPFS(U) — R fonksiyonu U iizerinde bir fpfs-dis ol¢iidiir. Ornek 5.4’te

verilen ¢ i¢in

m* () = max {0.5,0.4,0.9} + ((0.340.14+0.7) + (0.240.5+0.6) + (0.8 +0.1+0.3))
=09+36
=45

bicimindedir.
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Ornek 5.6.

m(@)=Y Y a (W)x) (u)

x€E uclU

ile tanimhi m* : FPFS(U) — R fonksiyonu U iizerinde bir fpfs-dis ol¢iidiir. Ornek 5.4’te

verilen o i¢in

m* (@) = (0.340.1+0.7) + (0.2 +0.5+0.6) + (0.8 4+ 0.1 +0.3)
~36

bicimindedir.

Onerme 5.7. (U, m") bir fpfs-dis 6l¢ii uzayi olsun. O halde, m* sifir toplamsal, zay1f-

sifir toplamsal ve alt toplamsaldir.

KANIT. (U,m") bir fpfs-dis 6l¢ii uzay1 ve m*(f) = 0 olmak iizere a, 8 € FPFS(U)
olsun. O halde,
m*(a0B) < m*(at) +m"(B) =m" ()

bi¢imindedir. Ayrica BCaJpB oldugundan

m* (o) <m"(aUP)

elde edilir. Boylece, m*(aUf) = m*(o) bigimindedir. Buradan, m* sifir toplamsaldir ve
dolayisiyla Onerme 4.22 (iii)’ten zayif sifir toplamsaldir. Ayrica Tanim 5.1 (iv)’ten alt

toplamsal oldugu goriiliir. O
Not 5.8. Onerme 4.15’teki esitsizlikler fpfs-dis ol¢ii icin de gecerlidir.

Tanm 5.9. (U,m*) bir fpfs-dis ol¢ii uzayr ve o € FPFS(U) olsun.  Her
B € FPFS(U) igin
m*(B) = m*(BMe) +m*(BMoc)

oluyorsa a’ya m* fpfs-dis oOl¢iisiine gore Olgiilebilirdir (ya da kisaca m*-fpfs ol¢iilebilirdir)

denir.

Ornek 5.10. Ornek 5.4’te verilen fpfs-dis 6l¢ii uzay1 ve a0 = T sartim saglayan bir
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a € FPFS(U) verilsin. O halde, o m*-fpfs 6lgiilebilirdir. Gergekten, aUa¢ = 1 oldugundan
her x € E ve her u € U i¢in

max{p(x),1 —pu(x)} =1

max {Oc <“(x)x> (), — o <“(x)x> (u)} =1

bicimindedir. Buradan, her x € E ve her u € U i¢in

p(x)=1vux)=0

o (W)x) W) =1Va (Mx)x) () =0

elde edilir. B € FPFS(U) olsun. O halde, her x € E ve her u € U i¢in

p1(x) = min{v(x),u(x)} =

\(

0, o (”(X)x) (u)=0
ve
: 0, pukx) =1
x)=min{V(x),l —u(x)} =
p2(x) {v(x),1—px)} {v(x% 1) =0

veE
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elde edilir. Sonug olarak,

m (Brio) +m* (Bra®) = ¥ pi()+ £ E 1 (AWx) @)+ L po()+ £ ¥ 1 (P0x) ()

=X
x€E x€EuclU x€E x€EuclU
= T +p()+ L T (1 (70x) @)+ (P0x) ()
= v+ L 1 (")
x€E
= m*

xeEucU

(B)

bigimindedir. Ornegin, E = {x1,x,} ve U = {uy,up} olmak iizere

o= {(x1,{u1}), (°x2, {ur,u2})} € FPFS(U)

veE

oldugundan

45



m (Brio) = vn)+B () () +B (a2 ) () +B (2 ) (12)

m* (BA) = v(x2) + B (V@fl)xl) (u2)

elde edilir. Boylece,

m (Bier) +m* (Brec) = vixr) +v() +B (Y00 ) () + B (0 ) ()
+B (Y2 )+ B (V)2 (1)
— ' (B)

bicimindedir. Dolayisiyla, a bir m*-fpfs-6lciilebilir kiimedir.
Onerme 5.11. (U, m*) bir fpfs-dis 6l¢ii uzay1 olsun. O halde, 0 m*-fpfs-6lgiilebilirdir.

KANIT. (U,m"*) bir fpfs-dis 6l¢ii uzayi olsun. O halde, her B € FPFS(U) i¢in
m*(BM0) +m*(BN0°) = m* (0) +m*(BNT) = 0+m"(B) = m*(B)

bicimindedir. Boylece, 0 m*-fpfs-ol¢iilebilirdir. O

Sonug 5.12. (U, m*) bir fpfs-dis 6lcii uzay1 ve o, 8 € FPFS(U) olsun. Eger aCf3 ise
o\ B, m*-fpfs-olgiilebilirdir.

Teorem 5.13. (U,m") bir fpfs-dis ol¢ii uzay1 ve @ € FPFS(U) olsun. Eger o, m*-fpfs
olciilebilir ise o, m*-fpfs-olciilebilirdir.

KANIT. (U,m*) bir fpfs-dis ol¢ii uzayr, @ € FPFS(U) ve o, m*-fpfs-6l¢iilebilir
olsun. O halde, her B € FPFS(U) i¢in

m*(B) = m*(BMa) +m* (BAac) = m* (BNo) +m* (Bice) = m* (Bra) +m* (BA(a)°)
bicimindedir. Boylece, o m*-fpfs-ol¢iilebilirdir. [
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Sonug 5.14. (U,m*) bir fpfs-dis 6lcii uzayi olsun. O halde, 1 m*-fpfs-6lciilebilirdir.

Not 5.15. (U,m*) bir fpfs-dis 6l¢ii uzay1 ve aJa® = 1 olmak iizere o« € FPFS(U)
olsun. Her B € FPFS(U) igin

m*(B) = m"(BN1) = m" (BN (a0a)) = m*((Bha)O(BNac)) < m*(BMa) +m"(BHac)
oldugundan Tanim 5.9’daki esitligi kanitlamak i¢in
m* (Brier) +m* (Briat) < m"(B)
esitsizligini kanitlamak yeterlidir.

Teorem 5.16. (U, m*) bir fpfs-dis 6lcii uzayi olsun ve 0o = 1 olacak bicimde bir
a € FPFS(U) verilsin. Eger m* (o) = 0 veya m*(af) = 0 ise &, m*-fpfs-6l¢iilebilirdir.

KANIT. (U, m*) bir fpfs-dis 6l¢ii uzay1 ve aUa’ = 1 olmak iizere o« € FPFS(U) ve
m*(o) = 0 veya m* (o) = 0 olsun. Eger m* () = 0 ise her B € FPFS(U) igin BRaCa ve
BrafCP oldugundan m* (BNa) < m*(a) ve m*(BAa’) < m*(B) bicimindedir. Boylece,

m* (Ba) +m* (BHa®) < m*() +m"(B) = m" ()

elde edilir. Not 5.15’ten
m*(BNa) +m* (BHoc) = m*(B)

bicimindedir. O halde, o, m*-fpfs-6lciilebilirdir. Diger sart icin de kanit benzer bi¢cimdedir.
[

Teorem 5.17. (U, m*) bir fpfs-dis ol¢ii uzayr ve a € FPFS(U) olsun. Eger o, m*-

fofs-olgiilebilirse m* (aNaf) = 0 ve m*(aUac) = m*(1) bigimindedir.

KANIT. (U,m*) bir fpfs-dis dl¢ii uzay1, @ € FPFS(U) ve o, m*-fpfs-6l¢iilebilir
olsun. O halde,
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= m*(aNa®) + m*(aNa®)
= 2m*(aNac)

bigimindedir. Buradan, m*(aNa¢) = 0 elde edilir. Benzer bigimde,

elde edilir. Dolayisiyla, m*(a0af) = m*(1) bigimindedir.

[

Teorem 5.18. (U, m*) bir fpfs-dis 6l¢ii uzay olsun ve m* (aNat®) = 0 ve m* (aJac) =
m*(1) olacak bigimde bir o € FPFS(U) verilsin. Eger her B,y € FPFS(U) igin m*(B) +
m*(y) = m*(BNy) +m*(BUy) oluyorsa o, m*-fpfs-ol¢iilebilirdir.

KANIT. (U,m*) bir fpfs-dis olgi uzayr olsun, m*(afaf) = 0 ve
m*(a0af) = m*(1) olacak bigimde bir a € FPFS(U) verilsin ve her B,y € FPFS(U) icin
m*(B) +m*(y) = m*(BNy) + m*(BUy) olsun. Boylece, her B € FPFS(U) i¢in

elde edilir. Burada,

ve

oldugundan m* (BMA(anac)) = 0 ve m* (BU(alac)) = m*(1) bi¢imindedir. ~ Ayrica
hipotezden
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oldugundan
m*(B)+m" (1) = m" (BA(a0a)) +m" (1)
bicimindedir. Buradan,
m"(B) =m" (BN(adaf))

elde edilir. Boylece, her B € FPFS(U) i¢in Denklem 5.1°den
m*(Bra) +m*(Brac) = m"(B)

saglanir. Dolayisiyla, o m*-fpfs-6l¢iilebilirdir. 0

Teorem 5.19. (U, m*) bir fpfs-dis 6l¢ii uzayi olsun ve o, f € FPFS(U) verilsin. Eger
o ve B m*-fpfs-olciilebilir ise aNf m*-fpfs-6l¢iilebilirdir.

KANIT. (U,m") bir fpfs-dis 6l¢ii uzayi olsun ve m*-fpfs-olgiilebilir olacak bicimde
o, € FPFS(U) verilsin. O halde, her y € FPFS(U) i¢in

m’*(y) = m" (Y1) +m" (y1e) = m* (yanB) +m* (yanife) +m* (yoc)
bicimindedir. Buradan,

m* (Y(aNB)) = m" (y) —m* (Y Be) — m" (yhac) (5.2)

elde edilir. Ayrica a, m*-fpfs-6l¢iilebilir oldugundan

m* (7(anB)?)

m* ((7Na)O(y1Be))
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bigimindedir. m* sifir toplamsal oldugundan ve Onerme 2.33 (i.)’den

m* (y(anB)F) = m* (YABENQ) +m’ (yac) (5.3)

elde edilir. O halde, Denklem 5.2 ve 5.3’ten

m*(y) —m*(YanB®) —m* (yac)
+m* (yNBNa) +m* (ynad)

m* (yN(anB)) +m* (y(anB)°)

m*(7y)

saglanir. Dolayisiyla, N\, m*-fpfs-6l¢iilebilirdir. O]

Sonug 5.20. (U, m*) bir fpfs-dis 6l¢ii uzayi olsun ve «, B € FPFS(U) verilsin. Eger
o ve B m*-fpfs-olgiilebilir ise aUB, m*-fpfs-olgiilebilirdir.

KANIT. Onerme 2.32 (xvii.) ve Teorem 5.13 ve 5.19’dan agiktir. L]
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ALTINCI BOLUM
SONUC VE ONERILER

Bu calismanin ilk boliimiinde fpfs-halka, fpfs-o-halka, fpfs-cebir, fpfs-o-cebir,
Jpfs-m-sistem ve fpfs-A-sistem kavramlar1 tanimlandi.  Ardindan, fpfs-6l¢ii kavramina
olanak saglayan fpfs-s-cebir kavrami ortaya atildi. Ayrica bir fpfs-halka {izerinde fpfs-6n
Ol¢ii tanimlandi. Daha sonra, fpfs-s-cebir temelli fpfs-0l¢ii kavrami Onerildi ve bazi temel
ozellikleri incelenerek orneklendirildi. Ek olarak, m-bos kiime kavrami ve bu kavram
yoluyla tam fpfs-Ol¢cli uzay1 tanimlandi. Calismanin sonraki boliimiinde, fpfs-dis Olci
kavrami Onerildi ve bazi temel 6zellikleri incelendi. Son olarak, m*-fpfs Olciilebilir kiime

kavrami tanimlandi ve temel Ozellikleri incelenerek orneklendirildi.

Bu calisma, bulanik ve esnek kiimelerin hibrit veya daha genel versiyonlar
aracilifiyla ol¢ii kavramim calisacak aragtirmacilar i¢in bir kaynak niteligindedir. Buradaki
kavramlardan yararlanarak fpfs-Olciilebilir fonksiyon kavrami ve buna bagli olarak bir
klasik kiimenin veya fpfs-kiimenin fpfs-integrali calisilabilir. Ayrica fpfs reel sayilarla
Jpfs-s-cebir inga etme, Carathéodory genisleme teoremi ve fpfs-Ol¢iiye gore yakinsaklik gibi
konular da calismaya degerdir. Ustelik, sezgisel bulanik kiimeler, aralik degerli bulanik
kiimeler, aralik degerli sezgisel bulanik kiimeler ve esnek kiimelerin hibrit versiyonlar1

aracilifiyla bu ¢alismadaki kavramlar genigletilebilir.
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