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ABSTRACT

OF ALMOST CYMETRIC NUMERICAL SEMIGROUPS
ANALYSIS WITH RF (ROW-REDUCED) - MATRICES
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M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Belgin OZER
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46 pages

Almost symmetric numerical semigroups, a natural generalization of symmetric
numerical semigroups, were defined by Barucci and Froberg and have remarkable
properties. RF-matrices are derived by using elements from pseudo-Frobenious sets of
numerical semigroups. These matrices were first studied by Alessio Moscariello in
2016. RF-matrices of the obtained almost symmetric numerical semigroups are found.
By decomposing these RF-matrices into row vectors, generator sets of ideals of almost
symmetric numerical semigroups are obtained. In this study, almost symmetric
numerical semigroups are analyzed and these numerical semigroups and RF- matrices
are considered separately. By using RF- matrices, their contribution to the formation
of almost symmetric numerical semigroups is given. The main idea is to analyze
almost symmetric numerical semigroups with their matrices and draw attention to the

relations between them.

KeyWords: Numerical Semigroup, Pseudo-Frobenious, Almost Symmetric, RF —

Matrix, Ideal.



OZET

HEMEN HEMEN SIMETRIK SAYISAL YARIGRUPLARININ
RF (SATIRCA INDIRGENMIS) - MATRISLERIYLE INCELENMESI

TUTAR, Rabiya
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Damisman: Prof. Dr. Belgin OZER
Temmuz 2024
46 sayfa
Simetrik sayisal yarigruplarin dogal bir genellemesi olan hemen hemen simetrik
sayisal yarigruplar, Barucci ve Froberg tarafindan tanimlanmistir ve dikkat ¢ekici
Ozelliklere sahiptirler. RF-matrisler, sayisal yarigruplarin sozde Frobenyus
kiimelerindeki elemanlar kullanilarak tiretilen matrislerdir. Bu matrislerle ilgili
calismalari ilk olarak Alessio Moscariello 2016 yilinda gerceklestirmistir. Elde edilen
hemen hemen simetrik sayisal yarigruplarin RF-matrisleri bulunmustur. Bu RF-
matrisler, satir vektorlerine ayrilarak hemen hemen simetrik sayisal yarigruplarin
ideallerinin iirete¢ kiimeleri elde edilmistir. Bu ¢alismada hemen hemen simetrik
sayisal yarigruplari incelenmis ve bu sayisal yarigruplarla RF — matrisleri ayr1 ayr1 ele
alimmistir. RF- matrisleri kullanilarak hemen hemen simetrik sayisal yarigruplarin

olusumundaki katkilar1 gorilmiistiir. Temel fikir, hemen hemen simetrik sayisal

yarigruplarini, RF — matrisleriyle inceleyip aralarindaki bagintilara dikkat ¢ekmektir.

Anahtar Kelimeler: Sayisal Yarigrup, S6zde- Frobenyus, Hemen Hemen Simetrik,
RF — Matris, Idealler.
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BOLUM 1
GIRIS

Son yillarda, cebir alaninda sayisal yarigruplar 6ne ¢ikmistir ve Ozellikle cebirsel
geometri ile bilgisayar bilimleri gibi alanlarda genis uygulama potansiyeline sahiptir.
Sayisal yarigruplar, basitce dogal sayilarin sonlu bir alt kiimesidir ve her elemanin
tiimleyeni de bu kiimede yer alir. Bu yapilar degismeli monoidlerdir ve bu 6zelligiyle
sayisal monoidler olarak bilinirler.

Sayisal yarigruplar, Ferdinand Frobenyus ve James Joseph Sylvester tarafindan 19.
yiizyilda incelenmeye basglanmistir. Tarihte, "Frobenyus'un para takasit problemi"
olarak da bilinen ve ayn1 zamanda "Frobenyus'un lineer diyafont denklemi" olarak da
adlandirilan bu durum, "ortak bir bolene sahip olmayan bozuk paralar1 kullanarak elde
edilmeyen en biiyiikk miktar para nedir?" sorusuyla ortaya ¢ikmistir. Frobenyus
problemi, temelde "a ve b negatif olmayan tamsayilar, p ve q ise 1'den biiyiik ve
aralarinda asal olan sayilardir. Bu durumda, lineer kombinasyonu olarak ifade
edilemeyen en biiyiik F(R) sayist nedir?" sorusunu ele alir. Iki adet say1 igin, p ve q
gibi, bu problemi ¢ézmenin formiilii F(R) = pq — p — q seklindedir. Sylvester,
1884 yilinda "Educational Times" dergisinde, iki sayr ic¢in [0, F(R)] araligindaki
sayilarin p ve q'nun lineer kombinasyonu olarak yazilabilen ve yazilamayan sayilarin
esit ve tam olarak (F(R) + 1)/2 adet olduguyla ilgili teoremin ispatini sunmustur.
Sayisal yarigruplarin minimal {irete¢ kiimesinin ne olacagr ve bu kiimenin nasil
belirlenecegi, bu alanda yapilan ¢aligmalarin odak noktalarindan biridir. Bu konudaki
aragtirmalar, yeni tanimlarin ortaya c¢ikmasina ve sayisal yarigruplar hakkindaki
anlayisimizin derinlesmesine katki saglamistir. Sonradan tanimlanan Frobenyus,
S6zde-Frobenyus ve hemen hemen simetrik sayisal yarigrup cesitleri, sayisal
yarigruplara yeni bir eleman eklendiginde veya bir eleman c¢ikarildiginda elde edilen
yeni kiimelerin sayisal yarigrup kosullarini saglama sartlarinin ne oldugu gibi konular,

bu alanda genis bir uygulama alan1 bulmustur. Bu ¢aligmalar, temel bosluklardan yola



cikarak sayisal yarigruplarin yapisal Ozelliklerini daha derinlemesine anlamamiza
katk1 saglamaktadir.

Sayisal yanigruplarla ilgili calismalar, sadece burada bahsedilen konularla sinirli
degildir. Bu konudaki aragtirmalar, birgok alanda devam etmektedir ve matematik,
bilgisayar bilimi, kriptografi ve optimizasyon gibi farkli disiplinlerde genis bir
yelpazeye yayilmistir.

Barucci ve Froberg [1] tarafindan tanimlanan hemen hemen simetrik yarigruplar,
simetrik sayisal yarigruplarin dogal bir genellemesidir ve oldukca ilging 6zelliklere
sahiptirler. Bu yarigruplar, Nari [2] tarafindan kesfedilen s6zde-Frobenyus sayilarinin
simetrisi ile ayrilirlar.

RF-matrisler, sayisal yarigruplarin soézde Frobenyus kiimelerindeki elemanlari
kullanilarak tretilen matrislerdir. Bu konudaki ilk ¢alismalar1 Alessio Moscariello
2016 yilinda gerceklestirmistir.

Tezde, hemen hemen simetrik sayisal yarigruplarin RF-matrislerinin olusumundaki
durumlar ele alimacaktir. RF-matrisleri, ilk olarak Alessio Moscariello tarafindan
incelenmistir. T. Numata da hemen hemen simetrik sayisal yarigruplar iizerinde
calismustir.

Tezin ikinci boliimiinde, ihtiya¢ duyulan temel tanimlar ve teoremlerden
bahsedilmistir.

Tezin tigiincii boliimiinde, hemen hemen simetrik sayisal yarigruplar ele alinmistir.
Tezin dordiincii boliimiinde, RF — matrisleri ve bu matrislerden yola ¢ikarak hemen
hemen simetrik sayisal yarigrubun idealleri elde edimistir.

Tezin besinci boliimiinde, hemen hemen sayisal yarigruplarin RF —matrisleriyle ile
incelenmesi ile ilgili edilen teorem ve sonuglar verilmistir.

Tezin altinci boliimiinde ise sonuglar ve onerilerden bahsedilmistir.



BOLUM 2
TEMEL TANIMLAR
Bu boliimde gerekli temel tanimlar ve teoremlere yer verilmistir.

Tanim 2.1
R # @ bir kiime ve "' o "’ bir ikili islem olsun.
1) Vx,y,Z€R igin
xo(yez)=(xey)oz
ise (R,o) ikilisine bir yarigrup,

i) R bir yarigrup ve Vx € R i¢in
Xoe=eox =x

olacak sekilde e € R birim elemani varsa, R yarigrubuna bir monoid,

Iii) R bir monoid ve Vx € R igin

xox l=xlox=c¢e

olacak sekilde x~! € R ters elemani var ise , R monoidine grup adi verilir.
@ # T, R’nin bir alt kiimesi olsun. Vx,y € T igin
xoy leT

ise , T kiimesine R’nin alt grubu denir.

Tanim 2.2.

(R,°) bir monoid ve T c R olsun.

i) e €T,
i) Vx,y € Tiginx oy € T

ise T’ ye R’ nin alt monoidi denir



Ornek 2.3
Z — {0} kiimesi carpma islemine gore bir yarigruptur. 1 elemani ¢arpmaya gore birim

eleman oldugundan Z — {0} kiimesi ¢arpma islemine gore bir monoiddir.

Ornek 2.4

Z tamsayilar kiimesi toplama islemine gore bir yarigruptur.

Tamm 2.5

N dogal sayilar kiimesi ve R < N olsun.
) 0 ER
i) Vx,y € Riginx +y € R
11)) N \ R sonlu bir kiime

kurallarini saglayan R alt monoidine bir sayisal yarigrup denir.

Ornek 2.6
R = (2,3) = {2x; +3x, | x1,x, € N}kiimesinin bir sayisal yarigrup olup
olmadigini inceleyelim.
i) x,=x,=0€Nve0 = 2.0 + 3.0 oldugundan 0 € R’ dir.
i) x,y € R olsun. Bu durumda,
x = 2x;+3x;
y = 2y1 13y,
olacak sekilde x4, x,, y1,y, € N vardir.
x +y = 2(x +y1) + 32 + y2)
X, +y, =x"€ N,x, +y, =y €N
oldugundan x + y € R’dir.
i) R = (2,3) ={0,2,3,4,5,6,8,9,10,11,... } oldugundan
N\R = {1} kiimesi olur ki, bu sonlu bir kiimedir.

Boylece R kiimesi, bu li¢ kosullarini sagladigi i¢in bir sayisal yarigruptur.
Tanim 2.7

R bir yarigrup olsun. T’ de R’nin bostan farkli bir alt kiimesi ise R’nin T’yi kapsayan

en kiigiik alt yarigrubuna T'nin iirettigi yarigrup denir. O halde T kiimesine R



kiimesinin iirete¢ kiimesi denir. R = (T') ile gosterilir. Eger T lirete¢ kiimesinden daha
kiiglik bir iirete¢ kiimesi bulunamiyorsa o zaman T kiimesi R’'nin minimal iireteg

kiimesi olur.

Ornek 2.8
R = (3,7) = { 3x; + 7x, | x1,x, €N} = {0,3,6,7,9,10,12,13,14,15,- }
kiimesini alalim,

) 0€eR

i) Vx,y €Ri¢inx = 3x; + 7x, ve y = 3y, + 7y, olacak sekilde,
X1,%2,V1,Y2 € Nvardrve x +y = 3(xy + y41) + 7(x, + y,) €R dir.

iii) N\ R ={1,2,4,5,8,11} sartlarin1 sagladig1 i¢in R sayisal yarigruptur.

Lemma 2.9
®+RcNveR = {r,n, ..,1,} kiimesi i¢in ;
R = (r,1y...,1m) = {Xju 1 rix;: x; € N} bir sayisal yarigruptur ancak ve ancak

ebob(ry, 1y ..., 1) = 1’dir.

Ispat

d = ebob((R)) olsun. Agiktir ki, eger r, (R)'ye aitse, 0 zaman d|r. (R) sayisal bir
yarigrubu, N \ (R) sonludur ve dolayisiyla d|r olacak sekilde pozitif bir x tam sayisi

vardir ve d|x + 1. Buradan da d, 1 olmalidir.

Tersi igin, N \ (R)nin sonlu oldugunu kanitlamak yeterlidir. ebob({R)) =1
oldugundan, z, ..., z, Ve a4, ..., a, € R tam sayilarinin k;a; + -+ + kpa,, = 1 olacak
sekilde kiimede oldugunu varsayalim. Burada k; negatif terimlerini sag tarafa alirsak,

i1, L j1r 0 J1 € {1, ..., n} olmak iizere,
ki, + ot kyay =1—kga; = —kj,a,
esitligi elde edilir.

Dolayisiyla r + 1 € (R) olacak sekilde r € (R) vardir. n € (R) oldugundan,



n=r-Dr+@r-1)
esitsizligi ispatlanmalidir.
0 < x <rikenn = q.r + x olacak sekilde g, x € Z olsun. Bu durumda,
q =r—1=xoldugunda,n = (r — 1)r + (r — 1) oldugu sonucuna varilr.
Buradan,
n=&r+x)+(@—x)=x(r+1)+(q—x)r € (R)
elde edilir.

Ornek 2.10
R = (34,5)={0,3,4,5,6,7,8,— } bukiime i¢cin ebob(3,4,5) =1
N\ R = {1,2} oldugundan, R bir sayisal yarigruptur.

Ornek 2.11
R =(23,7)={0,2,3,4,5,6,7,8,— } olup

N\ R = {1} sonlu kiimedir & ebob(2,3,7) = 1

Tanim 2.12

G(R) = N \ R kiimesi bos olmayan sonlu bir kiimedir. Bu kiimenin elemanlarina, R’

nin bosluklar1 denir. G (R)’ nin eleman sayisina R ’nin cinsi denir ve g(R) ile gosterilir.

Tanim 2.13

Bir iiretec kiimesinin en kiigiik elemanina sayisal yarigrubunun katliligi denir ve m(R)

ile gosterilir. Ayni zamanda sayisal yarigrubu tlireten minimal {irete¢ kiimesinin eleman

sayisina, sayisal yarigrubun gomme boyutu denir ve e(R) ile gosterilir.

Tanim 2.14

R’ nin boslugundaki en biiyiik sayiya, R’ nin Frobenyus sayisi denir ve F(R) ile

gosterilir.



Ornek 2.15
R = (5,9,11) = {5x; + 9x, + 11x3| x4, x5,x3 € N}
= {0,59,10,11,14,15,16,18,19,20, 21, 22, - }
sayisal yarigrubuna bakilirsa; R’nin bosluklarinin kiimesi,
G(R)=N/R =1{1,2,3,4,6,7,812,13,17} , g(R) =10
R’ nin Frobenyus sayisi
F(R) = maks(N\R) = 17

olarak bulunur.

Tanim 2.16
R = (r, 1y ..13) bir saysal yarigrupve f € N\Rolsun.Vi = 1,2,...,t i¢in
f + 1, € Rise, f elemanina bir sdzde - Frobenyus sayisi denir. S6zde - Frobenyus
sayilarinin kiimesi PF (R) ile gosterilir. Bu kiime,

PF(R) ={f ¢ R|f +1, € S,Vi =1,2,...,t}
olarakta yazilabilir. R’ nin Frobenyus sayist F(R)’ yi alalim. F(R) = maks(N\R)
oldugundan,
Vi =1,2,...,t icin F(R) + r; € R olur. Bu Frobenyus sayisinin bir sézde-
Frobenyus sayisi oldugunu gosterir.

f, R’ nin sdzde - Frobenyus sayist olsun. Tanim 2.12° den f € G(R) dir.

Ornek 2.17
R = (5,9,21) = {0,5,9,10,14,15,18,19,20,21,23 —} sayisal yarigrubunu ele
alalim.
R’ nin sozde - Frobenyus sayilarini bulalim.
R’ nin bosluklari,
G(R) = N\R = {1,2,3,4,6,7,8,11,12,13,16,17,22 } kiimesidir.
Bu kiimenin eleman sayis1
g(R) = |G(R)| = 13

R’ nin Frobenyus sayist,

F(R) = maks(N\R) = 22
olarak bulunur.
Diger elemanlar i¢in;

1+5=6¢R



2+5=7¢R

3+5=8¢R
4+9 =13 ¢R
6+5=11¢R
7+5=12¢R
8+5=13¢R
11+5=16€R
12+5=17¢R

13+9=22¢R
16 + 5 =21€ R
16 + 9 = 25€R
16 + 21 =37 € R
17 + 5 = 22 & R oldugundan s6zde-Frobenyus sayis1 olamaz.

16 € PF(R) 'dir. Ayrica F(R) = 22 € PF(R) oldugu bilinir.
Bu durumda,
PF(R) = {16,22}

olarak elde edilir.

Onerme 2.18
t ve s pozitif tam sayilar kiimesinin bir elemani ve aralarinda asal sayilar olmak iizere,

F({t,s))=ts—t—s

ts—t—s+1 _ F((t,s)+1

g(ts) = == -
ifadeleri elde edilir.
Ispat: Bakiniz[9].
Ornek 2.19
R = (5,8)



sayisal yarigrubunun Frobenyus sayisini ve cinsini yukaridaki dnermeden

faydalanarak bulalim.

F((58)) =58—-5—-8=27,F(R) =27

58-5-8+1
- =

g(R) = 14,

R sayisal yarigrubunun sézde-Frobenyus kiimesinin eleman sayis1 14 tiir.

Lemma 2.20

R bir sayisal yar1 grup olsun. O zaman;

Dolayisiyla, esitligin gecerli oldugu sayisal yarigruplar, miimkiin olan “en az” sayida

bosluga sahip sayisal yarigruplardir. [5]

Tanim 2.21

PF(R) kiimesinin eleman sayisina, R’ nin tipi denir ve t(R) ile gosterilir.

Ornek 2.22

R = (5,9,21) = {0,5,9,10,14,15,18,19,20,21,23 -}
PF(R) = {16,22}

oldugundan t(R) = 2 olur.

Ornek 2.23
R = (4,7,9) = {0,4,7,8,9,11,12,13,14,15,16,17,18 -}

e e¢(R)=3

e m(R)=4

e G(R) = N\S ={1,2,3,56,10}
e F(R) = maks(N\R) = 10



e gR) = [G(R)| = 6
e PF(R) = {5,10}
e t(R)=2

Sayisal yarigruplar teorisinde Apery kiimeleri 6nemli araglardan birisidir. R
sayisal yarigrubu ikiden fazla eleman tarafindan iiretildiginde, bu gruplarin Frobenyus
sayilarin1 ve cinslerini veren genel bir formiil bilinmemektedir. Bununla birlikte,
yarigrubun sifir olmayan bir elemaninin Apery kiimesi biliniyor ise Frobenyus sayisi

ve cinsi hesaplanabilmektedir.

Tanim 2.24
R sayisal yarigrup ve k # 0 € R olmak iizere,
Ap(R, k) ={r€eR: r—k & R}

seklinde ifade edilen kiimeye R‘nin Apery kiimesi denir ve Ap(R, k) ile gosterilir.
Ornek 2.25

R =(3,4,7) = {0,3,4,6, >}

sayisal yarigrup olsun,

* r=3€Ricn
Ap(R,3) = {r € R : r — 3 & R} kiimesini bulalim:
0-3¢R=0€Ap(R,3)
3—3€eR=3¢Ap(R,3)
4—-3¢R=4¢€Ap(R,3)
6—-3€ER=6¢Ap(R,3)
7—3€R=7¢Ap(R,3)
8—-—3¢R=8¢€Ap(R,3)
8’den biiyiik olan tiim tam sayilar R sayisal yarigrubunun elemant olacaktir. O halde,
Ap(R,3) = {0,4,8}

olur.

R sayisal yarigrubunun diger tiim elemanlar1 i¢in ayni islemler yapilarak Apery

kiimeleri yazilabilir.

10



Yardimc Teorem 2.26
y € R\ {0} i¢in Ap(R, y)kiimesinin eleman sayis1 y tanedir.
Yukaridaki ornekte goriildigii tizere Ap(R, 5)kiimesinin eleman sayisi 5 tir.
R bir sayisal yarigrup ve y € R olsun. Heri € 1,2,...,y igin, w(i),
w(i) = i(mod y)
olacak sekilde R’nin en kiigiik eleman1 olsun. Bu durumda,
Ap(Ry) =10 = w(0),w(1),...,w(y — 1)}
olur.
Ispat:
0 <i <y — 1olsun. Tanimdan, w(i) € R ve
w(i) = i(mod y)
= ylw(@) — D)
> w() —i=ykke (2
> wi) —i=y+yk -1,k € (2
> wl) —y=i+yk - 1),k € (2

i(mod y)

= w() -y
elde edilir. w(i), R sayisal yarigrubunun
w(i) = i(mod y)
olan en kiigiik elemani oldugundan, bu
w(i) €& R

anlamina gelir. Boylece Ap(R, y) ’nin tanimindan,

11



w(i) € Ap(R,y)
elde edilir. Simdi m,n € Ap(R,y) olsun. Ap(R, y)’nin tanimindan,
m—yé&R
n—ye&R
olur.m,n € R veR yarigrup olmasindanm + n € R.
m = n(mod y)
oldugunu varsayalim.

= y|(m — n)

> m n+y-kke€lZ
>m=n+y+y-(k-1),ke€eZ
>m-—-y=n+y-(k-—-1)

n € R,m € R veson esitlikten, m — y € R
olur. Bum € Ap(R,y) olmasi ile gelisir.

Boylece Ap(R, y) kiimesi icinde m = n(mod y)

olacak sekilde m,n € Ap(R, y) elemanlar1 yoktur.
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BOLUM 3
HEMEN HEMEN SIMETRIK SAYISAL YARIGRUPLAR

Simetrik sayisal yarigruplar, olduk¢a kullanish 6zelliklere sahip olmalarindan dolay1
tizerinde c¢alisilmaktadir. Simetrik sayisal yarigruplarin dogal bir genellemesi olan

hemen hemen simetrik sayisal yarigruplarinda ¢ok ilging 6zellikleri vardir.

Tanim 3.1

R sayisal yarigrup olsun. Her h € R igin R’ nin her boslugu, F(R) — h formunda ise,
R’ ye simetrik sayisal yarigrup denir.

Bir bagka deyisle,

R simetriktir& {a € R © F(R) — a€ R}

ve buradan,

R simetriktir & g(R) = |{h € R|h < F(R) }

elde edilir.

Teorem 3.2
R bir sayisal yarigrup olsun.

R simetriktir & g(R) teksayive 2g(R) = F(R) + 1

ispat:
t(R) , R sayisal yarigrubunun tipi olmak iizere,
29(R) = F(R) + t(R)
oldugu biliniyor, Teorem 3.2 den dolayi, t(R) = 1 olan sayisal yarigruplar
simetriktir. [5]
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Onerme 3.3
R bir sayisal yarigrup ve r € R olsun,
Ap(R, 1) = {xg < x1 < X3 ... < Xg_1}
olsun.
R sayisal yarigrubunun simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
vi € {0,1,2,...,r — 1} igin
XitXr—1-i = Xr—1
olmasidir.
Ispat:
= R’nin bir sayisal yarigrup oldugunu kabul edelim. Selmer Formiiliin’den
F(R) = max(Ap(R,7)) — 1
oldugu biliniyor. Boylece, F(R) = a,_;— T
olur.0 <i <r—1igin, a; € Ap(R,r) ve Apery kiimesi tanimindan,
a,-ré&R
= a;— 1 € Z\R
R simetrik oldugundan,
F(R)— (a; —r)=FR)—a; + r
=a,1—Tr—a; +71
=a_, —a;€R
elde edilir. a,_; — a; = t € R diyelim.

= a1, =aq; +t € Ap(R,1)
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t € Ap(R,1)
elde edilir. Bu durumda,
t = a; olacak sekilde j € 0,....(r — 1) bulunabilir.
Her 0 < i < r — 1 i¢in bu dogru oldugundan

j=r—1-1i
elde edilir. Heri € 0,...,(r — Di¢in,a; + a,_1_; = a,_1
oldugunu varsayalim. Hipotezden, max <p t Ap(R,r) = a,_; olur.
R’nin simetrikligini ispatlamak i¢in, Vx € Z\R = F(R) — x € R
oldugunu gorelim. R’
PF(R) = {w — r|w € max <i Ap(R,7)}
= {a,., — 71}
= max(Ap(R,r)) — r dir.
Selmer Formiillerinden,

PF(R) = F(R)
bulunur.

PF(R) = max <z (N\R) = F(R)

olur.
x €EZ\R = x€&R
= x <z F(R)

<g stralama bagintisinin tanimindan, F(R) — x € R elde edilir.
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Ornek 3.4
R = (5,8) ={0,5,8,10,13,15,16,18,20,21,23,24,25,26,28 —}
sayisal yarigrubunun simetrik olup olmadigini Onerme 3.3 yardimu ile gosterelim.

8 € R i¢in Apery kiimesini bulalim

0-8=—-8¢R
5—-8=-3¢R
10-8=2¢R
15-8=7¢R
20—-8=12¢R
25—-8=17¢R
30—-8=22¢R
35—-8=27¢R

Ap(R,8) = {0,5,10,15,20,25,30,35}
#(Ap(R,8)) =8
Xo = 0,x1 = 5, Xy = 10, X3 = 15, X4 = 20, X5 = 25,X6 = 30,X7 = 35

[ = 01igin, Xg+txg_1-0 = Xg—1

0+35=35
i =1i¢in, x;+Xg_1_1 = Xg_1

5+4+30=35
[ =21¢in, Xo+Xg_1_5 = Xg_1

10+ 25 =35
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[ =3igin, X3+txg_1-3 = Xg_1

15+20=235
i =4i¢in, X4+Xg_1_4 = Xg_1

20+15=35
i =5i¢in, x5+txg_1_5 = Xg_q

25+ 10 =35
[ = 6i¢in, XgtXg_1_¢ = Xg_1

30+5=35
i =7i¢in, X;+txXg_1_7 = Xg_q

354+0=35

Biitiin i ler i¢in sartimiz saglandigindan R simetrik sayisal yarigruptur.

Tamm 3.5
R bir sayisal yarigrup olsun. Eger,
2g(R) = F(R) + t(R)

esitligi var ise R’ ye hemen hemen simetrik sayisal yarigrup denir.

Ornek 3.6
R = (6,7,9,10) sayisal yarigrubunu ele alalim.
R = (6,7,9,10) = {0,6,7,9,10,12, -} olarak yazilir.
R’nin bosluklarini olusturdugu kiime;
G(R) = N\S = {1,2,3,4,5,8,11}

olarak bulunur.

gR) = |GR)| =7
F(R) = 11 ‘dir.

PF(R) = {3,8,11}
oldugundan t(R) = 3’dir.
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2g(R) = 2.7 = 11 + 3 = F(R) + t(R)

olduguna gore; R, hemen hemen simetrik sayisal yarigruptur denir.

Ornek 3.7
R = (4,9, 14) sayisal yarigrubunu ele alalim.
R = (4,9,14) = {0,4,8,9,12,13,14,16,17,18,20,-}
olarak yazilir.
R’nin bosluklarini olusturdugu kiime;
G(R) = N\R = {1,2,3,5,6,7,10,11, 15,19}
olarak bulunur.
gR) = |G(R)| = 10
F(R) = 19 ‘dir.
PF(R) = {19} oldugundan t(R) = 1’dir.
2g(R) = 210 = 19 + 1 = F(R) + t(R)

olduguna gore; R, hemen hemen simetrik sayisal yarigruptur.

Yardimei Teorem 3.8
X < Xy < x3 < -+ < xp_q olmak lizere
PF(R) = {x1<x; <x3<-<x¢_1,F(R) }
olsun.
Bu durumda,
R’ nin hemen hemen simetrik sayisal yarigrup olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

i =12,...,t — 1licin x; +x;_1 = F(R) olmasidir.

Ispat: Bakiniz [5]

Onerme 3.9

R simetrik bir sayisal yarigrup ise hemen hemen simetriktir.

Ispat:

R simetrik sayisal yarigrup ise PF(R) = {F(R)} oldugunu gostermeliyiz. Yani; R
simetrik sayisal yarigrubunun Frobenyus sayisindan baska S6zde-Frobenyus sayisi
olmadigini1 géstermeliyiz.

Kabul edelim ki; F(R) # t € PF(R) olsun.
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t € G(R) ve R simetrik sayisal yarigrup oldugundan F(R) — t € R olmalidur.

t € PF(R) ve R nin sifirdan farkli her elamaniyla toplami R sayisal yarigrubunun
eleman1 olmalidir. Oyleyse; R nin sifirdan farkli elemani olarak F(R) — t elemanini
secelim.

t+(F(R)—t)=x+F(R)—x=F(R)ER

celigkisi elde edilir. Dolayisiyla; R simetrik sayisal yarigrubunun Frobenyus
sayisindan baska S6zde-Frobenyus sayis1 olmadigindan hemen hemen simetrik sayisal

yarigrup olma sart1 gosterilmis olur.

Ornek 3.10
Yukaridaki yardimci teoremi 3.8’1 6rnek iizerinden incelersek,
R = (6,7,9,10) 6rnegini ele alalim. Ornek 3.6 ‘ten R’nin Frobenyus sayisinin
F(R) = 11 ve sozde - Frobenyus sayilarinin PF(R) = {3, 8,11} oldugu biliniyor.
x,; = 3ve x, = 8 olacak sekilde,
i = 1igin
X1+ x3.1=x1+x,=3+8=11=F(R)
[ = 2igin
Xy +Xx3_,=x,+x;,=8+3=11=F(R)

Elde edilir. Dolayistyla R hemen hemen simetrik sayisal yarigruptur.

Lemma 3.11
a € Rver € Ap(a,R) olsun. O zaman asagidakiler gecerlidir:
i) Egerr,r* € Rveegerr + r* € Ap(a,R)ise,0zamanr,r* € Ap(a,R).
i) R'nin hemen hemen simetrik oldugunu varsayalim. Eger r € Ap(a, R) ise,
ozamanya (r + F(R))— r € Ap(a,R)
yada r — a € PF'(R)
Ikinci durumda, (r + F(R)) — r € PF(R).

Ispat:
Eger (a + F(R)) —r & Rise,baz1 r'* € R vardirve f € PF(R)
Oyle ki;
f = (a + F(R))— r+ r.
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r — a & Roldugundan f # F(R).
ff=FR)-f=FR)—[(a+ FR)—r + 1]
= (r —a)— r'€e PF(R).
Varsayim geregir — a & R oldugundan,r = Over — a € PF'(R) olmalidir.
R = (nq,n,, ns, .. n.)enazteleman tarafindan iretilen bir sayisal yarigrup olsun.

Heri,1 < i < tig¢in, @;'yi minimum pozitif tamsay1 olarak tanimliyoruz, dyle ki

t

ain; = Z ainj

j=l J#i
Ancak a;'nin minimallik 6zelligi su anlama gelir, a; 'nin genel olarak tekil olarak

belirlenmedigini unutulmamalidir.

Onerme 3.12
R, g cinsine sahip bir sayisal yar1 grup olsun ve F, 2F (R)'den biiyiik bir pozitif

tamsay1 olsun.
G ={1,...,F}\{F —ala € N\R}

‘F’ Frobenyus ile hemen hemen simetrik bir sayisal yarigrubun bosluk kiimesidir,
F — 2gtipive F — f ¢oklugu,
PF(N\G) ={a € R|I0 <a <FR}V{FR)+ 1,....F — F(R)— 1}
U{F —ala € Rn{0,...F(R)}.
Ispat:
f = F(R) olarak alalim. Oncelikle sunu gézlemleyelim.

G¢G={,....F—f -1} U{F —ala € Rn{0,...f}.
G'nin aslinda bir bosluk kiimesi oldugunu gorelim.
Bunu yapmak i¢in
rvet € N\{0}iler + t € G; ozellikle,r + t < F.
Simdi,eger;r < F — f —1veyat < F —f —1,
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elde edilir.
r =2 F—fvet = F — f oldugunu varsayalim;
budurumda, r+t > 2F = 2f = F + (F — 2f)
ve (F - 2f) > 0 oldugundan,
r + t > F sonucuna varirizki bur + t € G kosulu ile ¢eligkidir.
R',N \ G sayisal yar1 grubu olsun; F(R") = F oldugundan
r € G verildiginde, F — r € R'ise,
F=r+((F —-1r)¢ R
yanir & PF(R")olur.

Dolayisiyla, R 'nin hemen hemen simetrik oldugunu gérmek i¢in, F — r € R olmak

lizere r € G verildiginde, r € PF(R’") oldugunu kanitlamamiz gerekir.

Ohalde,r € Golsunki F — r € G olsun, r € R oldugunu iddia edilir;

gercekten,eger F —r < F — f-1

ise, 0 zamanr = f + 1 ve dolayisiylar € R olur. Aksi takdirde,
F—-—ref{F—-f..F}n{F—r|r €R}

ve agik¢a, ¥ € R olur.

Simdi, t € R"\ {0}olsunver + t € R oldugunu ispatlayalim.

Egerr + t > F ise, kanitlanacak bir sey yoktur. Aksi takdirde,

bazis € N igin

r+t=F-s

olur.

r+t & Rise,
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F—-—s€G

olur.

Yukaridaki gibi tartisarak, s € R oldugunu kanitlayabiliriz.

Boylece,r + s € R oldugundan, t € R ile ¢eliskili olarak
t=F—-(r+s)eaG

sonucuna varilir.

Dolayisiyla, R" = N\G nin hemen hemen simetrik bir sayisal yarigrup oldugunu

sOyleyebiliriz.

Ayrica, g(R") = #G = F — g ve R hemen hemen simetrik oldugundan, elimizde
t(R) = 2g(R)—F =F —2g

esitligi olur.

Ayrica en kiigiik pozitif degerin G de olmayan tamsay1 F — f dir, dolayisiyla R nin
coklugu F - f dir.

Son olarak, sunu gorelim;

PF(R) ={reS|0<r < flu

{f +1,....,F —=f =1} U{F —r|r €e Rn{0,...f}

[lk olarak, sag tarafin kardinaliteye sahiptir

-+ F-2f -D+(f+1-9) =F -29.

Dolayisiyla, sag taraftaki tiim elemanlarin PF(R") i¢inde oldugunu gormek yeterlidir.

Sag taraftaki her ricin r ¢ R’ ve ayrica F - r € R’ oldugundan hemen hemen

simetrik sayisal yarigrup tanimi geregi r € PF(R") olur.
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3.1 Sayisal Yarigruplarin icindeki Idealler
Tamm 3.1.1

Bir k sonsuz cismi iizerindeki M vektor uzayi, Vx,y,z € M ve a, f € k igin,

) xy=yx

i) x(yz) = (xy)z

i) x(y +2) =xy + xz

V) a(xy) = (ax)y = x(ay)
V) a(Bx) = (aP)x

ozelliklerini sagliyorsa, M’ye degismeli k — cebiri denir.

Tanim 3.1.2

M ve N, bir k cismi tizerinde k — cebirleri ve f:M — N bir fonksiyon olsun.

Vx,y € M ve c € k igin,

) fx+y)=f)+f»)
i) fCe.y) =7fC).f(y)
i) f(c.x) =c.f(x)

ozelliklerini saglayan f fonksiyonuna k — cebir homomorfizmasi denir.[18]

t, k cismi iizerinde bir bilinmeyen olsun. R = (n,, ..., n,) sayisal yarigrubunun k[R]

yarigrup halkasi,
k[R] = k[t™, ..., t"e] c k[t]
olarak tanimlanir.
k[x1, ..., x¢], k cismi lizerinde x4, ..., X, bilinmeyenli polinom halkas1 olsun.
T: k[xq1, %5, ..., x.] = k[R]
x> th,i=12,..,e

bir orten k — cebiri homomorfizmasidir.
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(;ekT = {f € k[xll "'Ixe]lT(f) = 0}
ideali, cekt = Iy olarak gosterilir.

Tamm 3.1.3. I idealine F[R] halkasinin tamamlayici ideali denir. I homojen bir

idealdir ve binomlar tarafindan tretilir.

Not: ¢ = [T, x; — [15-, xiﬁi binomunu alalim.
P ElR © ¢ €Ecekt

S () = Ogg)

o 1(xf Lxle —xPixbe = 0

& (tM)% , (the)% — (tM)B1  (tTe)Pe =0
& Mt e@e — gN1frt o nefe

e Xina; = Xinp;

burada, ¢’nin derecesi,

der(¢) = z#niai

olur.

Ornek 3.1.4

R = (4,10,11,13) sayisal yarigrubunu alalim. Burada,
n,=4,n,=10,n; =11,n, = 13 olur.

I 1dealinin elemanlar1

4 4
pelR = Z,niai = Zlniﬂi
L

seklinde bulunur.
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14+211=0.10+2.13
esitliginden,

nya; + nzas = nyf; +nyfy
elde edilir. Bu,

_ a1 a3 B2 PBa
¢ =x1"x3 Xy Xy
_ 1
b = x1x35 — X3X4
demektir. Boylece,

¢ =xix2—x2€ly

bulunur. Ayn1 sekilde diger polinomlar da elde edilebilir. Elde edilen bu polinomlar

verilen sayisal yarigrubun ideal kiimesinin iireteclerini olusturur.
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BOLUM 4
RF — MATRISLERI

Bu boliimde, sayisal yarigrub i¢in, A.Moscariello [11] tarafindan verilen ve hemen
hemen simetrik sayisal yarigruplarin siniflandirilmasinda oldukga kullanisl olan

RF —matrisler kavrami acgiklanacaktir.

Tamm 4.1
f € PF(R)olsun. f’nin RF — matrisi, heri icina; = —1,heri # jigin, a;; € N

t
=

olarak tanimlanan bir txt- boyutlu A = (a;;) matrisidir.

veheri = 1,...,t icin

Ornek 4.2
R = (6,7,9,10) sayisal yarigrubunu ele alalim.
R = (6,7,9,10) = {0,6,7,9,10,12,-} olarak yazilir. Boylece F(R) = 11°dir.
R’nin s6zde-Frobenyus sayilarinin kiimesi,
PF(R) ={f ¢ R|f + n; € R, Vi = 1,2,3,4}
oldugunu biliyoruz.
R’nin bosluklar1 kiimesi,
G(R) = N\R = {1,2,3,4,5,8,11 } kiimesidir.

n=6,n,=7,n;=9, n, =10 dur.

f =1olsun

1+7=8¢R=f=1¢PF(R)
f = 2olsun

2+6=8 ¢R=f=2¢PF(R)
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f = 3igin

f+6=9€R
f+7=10€R
f+9=12€R

f+10=13 €R
oldugundan f = 3 PF(R)’dir.
Benzer sekillerle f = 8 € PF(R) ve F(R) =11 PF(R) dir.
PF(R) ={3,8,11}

elde edilir.

f =8 € PF(R) yiele alalim. a;; = —1 olmak iizere;

8 =0a41.6+aq3.7+a43.9 + a44.10
olacak sekilde a;,, a,3, a14 € Nsayilarini bulalim.

8 = (-1).6 + 2.7 + 09 + 0.10
esitliginden a;, = 2, a;3 = 0, a;4, = 0 bulunabilir.

Boylelikle f = 8 € PF(R) eleman1 i¢in RF —matrisinin ilk satirin1 elde edilmis olur.

Yine a,, = —1 olmak iizere;
8 = ayq. 6 + ars. 7+a23. 9 + Aoy 10
8 = 1.6 +(=1).7 + 1.9 + 0.10

Oldlgundan a1 = 1, ay3 = 1, Ayyg = 0 bU|UnUI‘

asz3z = -1 lg:ln
8 = asq. 6 + a32. 7+a33. 9 + a3y 10
8 = 0.6 +1.7 +(=1).9 + 1.10

Oldugundan az, = 0, asz, = 1, A34 = 1
agq = —1

8= ayq- 6+ Ayp. 7+a43. 9+ Ayg. 10

8 = 0.6+ 07 + 29 + (—1).10
Ay = 0, Ayp = O, Au3 = 2 bU|UnUI‘

Boylelikle f = 8 € PF(R) i¢in RF — matrisi;
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-1 2 0 1
11 -1 1 o
4= 0o 1 -1 1

0 0 2 -1

olarak yazilir.
f =8 € PF(R) i¢in,

8 =36+ 07+ 09 + (-1).10
esitliginden a4, = 3, a4, = 0, a43 = 0 alinabilir.

Boylece f = 8 € PF(R) igin RF — matrisi;

-1 2 0 1
1 =1 1 o0
8 0o 1 -1 1
3 0 0 -1

olarak da yazilabilir. Bu bize, f = 8 € PF(R) i¢in RF —matrislerinin tek olmadigini

gostermektedir.

Lemma 4.3

R hemen hemen simetrik sayisal yarigrup ve e = 4 alalim.
f € PF(R) olsun,

f =F(R)ve A= (a;;) = RF(f).

O zaman her i ve j igin a;; > 0 olacak sekilde i = j vardur.

Yani, A'nin herhangi bir siitunu bazi pozitif bilesenler igermelidir.

ispat:
a;j = 0 oldugunu varsayahm i = 2,3,4. d = gcd(ny, nz, ny) olsun.
f = Ny + axniz+ axn,
denkleminden d|f elde edilir.
f = + apn,+ a;znz+ any

denkleminden d|n; elde edilir.
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Buradan d = 1 olur. Dolayisiyla Ry = (n,, n3, n,) saysal bir yarigruptur ve son
tic situn Anin f € PF(R;) oldugunu gosterir. R; iUi¢ eleman tarafindan
tiretildiginden, t(R;) < 2 ,ve F(Ry) > F(R) > f oldugundan,
PF(Ry) = {f,F(R)}
oldugu sonucuna varilir.
Dolayisiyla F(R,) — f € Ry ve F(Ry) — f < R, yada
F(R) - f < R..F(Ry).

Ikinci durum gerceklesemez, ciinkii aksi takdirde f € R; olur. Bdylece
F(R)) — f < R,.f olur. Ote yandan,

F(RY€R,vef < F(R) < F(Ry)
oldugundan, F(R) — f < R, eldeedilir F(R;)— f < R, f.
Ayrica, F(R) — f € PF(R) oldugundan, F(R) — f = f sonucuna varilir.
Onceki argiimanlar F(R) = F(R;) oldugunu ve R;'in sdzde simetrik oldugunu
gostermektedir.
Ikincisi, g(R;) = F(R;)/2 + 1anlamina gelir. Bu nedenle,

F(R;) F(R)
2 2

9B < g(R)— 1 =
¢linkii R © R; U {n4}. Bu bir ¢eliskidir.
Eger e = 5 ise, Lemma 4.3 dogru degildir.

Sonug 4.4

R'nin hemen hemen simetrik sayisal yarigrup oldugunu varsayalim ve f € PF(R)
alalim.

O zaman her satirin en az bir 0'1 vardur.

Dabhas, her i i¢in, RF( f )'nin (i, j) bileseni herhangi bir RF ( f ) se¢imi i¢in 0 olacak
sekilde j = i vardur.

Yardimei Teorem 4.3
f,ft€ PE(R)ve f + f* & R olsun.
PF(f) = A= (a;;)ve RF(f) = B = (b;)
olacak sekilde alalim. Boylelikle, her i # jigin a;; = 0 veya b;; = 0 'dur. Ozellikle,

F(R)

RF (T) = (ay;) ise, her i # j i¢in a;; = 0 veya b;; = 0 'dur.
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Ispat:
f € PF(R) igin, f'in RF-matrisi A = (aij) ise, Tannm 4.1’deni = 1,...,t ve
f=aung + apn; +--- tagn; +--- +agn,
ve her i i¢in a;; = —1 oldugundan,
f=aun + apn; +--- +(=Dny +- -0 +agny

=f+n=aun + apny; +- - Fag-pn-1 + ANy T F ey

t
:>f+nl- = Z a;mn;
l#i
elde edilmis olur. Benzer sekilde, f* € PF(R) igin, f*'in RF-matrisi B = (bl-j) ise,

tamim 4.1°den ,

= ft+n; = Yisibjpny bulunur.
a;j = 1veb;; > 1ise,

f=aun + apny +--- +(=Dny +-0- +ageny
fl — bjlnl + bjznz + .- +(—1)n] + - + bjtnt
Esitliklerini taraf tarafa toplarsak;

fHfr=(an+bpng+- o +(bi = ng -+ (@ — )y + -+ (@i + b,

t
f+ 1= (bji—n; + (a;; — Vnj+= Z #i (aip +bjp)my
p*FL]

elde edilen esitlik R’nin bir elemani olur. Bu f + f*' € R olmas1 durumu ile celisir.
Boylelikle a;; = 1 ve b;; = 1 ise varsayimi yanlistir.

Bu durumda her i # j igin a;; = 0 veya b;; = 0 olur.

F®)
2

F(R)

F®) F®)
2

> vef‘=@

Eger, >

€ PF(R) ve, RF( ) = (aij) ise , ustteki ifadede f =

F(R)

= (a;;) , RF(f") = RF (T) = (bij) = (a;;) yazabiliyor

oldugumuzdan her i # j i¢cin a;; = 0 veya b;; = 0 elde edilir.

ve RF(f) = RF (F(R))

2

Not: PF'(R) = PF(R) — F(R)
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4.1. RF-Matrisler ile ideallerin Bulunmasi ve RF Bagintilar
Bu kisimda, ideallerin minimal iirete¢ sistemlerini, ideallerin RF — matrislerini

kullanarak elde edecegiz.
I, idealine R sayisal yarigrubunun idealinin tireteg kiimesi diyecegiz. Asagida

bir sayisal yarigrubun idealinin RF — matrisleri ile iirete¢ kiimesini elde etmek i¢in

gerekli tanim ve lemmalar verilmistir.
Tamm 4.1.1

r = (ry,..,1,) € Z™ vektorii olmak lizere, r* vektorii 0 = i = n i indis olmak {izere

r; = 0 icin, r* vektorii;
r* =(0,..,0,1;,0,...,0)

olarak ve r~ vektori;

olarak tanimlansin. O zaman,

olur.

Ornek 4.1.2

r = (2,—1,3,0,—5) € Z° vektoriiniin 6rneginde r+ ve r~ vektdrlerini bulalim.
n=2,13=3,1=20vernr,=-1,15=-5 <0 oldugundan

r* =(2,0,3,0,0) olarak bulunur.

r~- =rt—r= (20300 — (2,—-1,3,0,-5)
= (2 -20—-(=1),3 - 3,0 — 0,0 — (=5))

r~ = (0,1,0,0,5) € N°

vektorudur.
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Tanim 4.1.3

R = (r,, 1, ..1:) sayisal yarigrup ve f € PF(R) olsun. by, b, ... b, vektorleri RF(f)

‘nin satir vektorleri ve 1 < i < j < ti¢in b;; = b; — b; iken
__ vbf b
¢l]_X j—X UEIR
formundaki binom bagmtisina RF(f) — bagint1 veya RF — bagint1 denir.

Lemma4.1.4

r,7,...,T, vektorleri RF — matrisinin satir vektorleri olsun. Sayisal yarigrubun iireteg

kiimesinin idealinin her eleman1 asagidaki gibi sirastyla bulunabilir.
1 < i <j < e olacak sekilde Vi, icin,
Ty =1 =1
r."f o
p=Xu-XU€Ely
olur. Ayn1 zamanda der(¢;;) < f + n; + n;’ dir.
ispat

r,7,..., 1, vektorleri RF — matrisinin satir vektorleri olsun. Bu durumda,

1 < i <j < e olacak sekilde Vi, j igin,

f=rang +-- +rmym oo 41N,
f=rmn +--- +rn +--- 1.0,
ve

yazilabilir. r;; = —1 ve rj; = —1 oldugundan,
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f=rany ke HDng e Hrn,
= f+n =rng e FaenNiog T 0.1 F TgenNie T TN
+ o TN,
Bu esitligin her iki tarafini n; ile toplarsak,
= f+n+n=rmn + Frigenni-c+ 000 + TigepNig o0+
(rj+Dnj + -+ +7ene
elde edilir. Boylece, f + n; +n; * nin bir faktorizasyonunun katsay1 vektori
(ril, e Tig+1) O i), T + 1, ...rie)
olarak yazilir. Simdi, bu vektoriin r; + e; + e; vektortine esit oldugunu gorelim.
o+ e + g
= (T, - Tig=1 =L Tig41) o Tijp - Tie) + (0, .., 1,...,0) + (0, ..., 1, ..., 0)
= (Tip wTii-1), — 1+ Ly, 1 + 1, ...rie)
= (ril, e Tigi=1) 0, Tiig1), 1 + 1, ...rl-e)
olarak bulunur. Benzer sekilde;
f=rmng ++rm - Frm e g0,
= f+n =m0+ Fyng e+ gopgnioe+ 0ony 4+ TGN
R ol PV (%
Bu esitligin her iki tarafin1 n; ile toplarsak,
> f+n+n=mrmn ++ (i +)n +-- +rjGopn- + 0.y +

TiG+1)Mj+1 +--- TjeNe
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Boylece, f + n; +n; * nin bir faktorizasyonunun katsay1 vektori

(rjl, T 1, e Tj(j=1)» O,rj(]-ﬂ), T 1, ...rje)
olarak bulunur. Yine,
7t oe t g
= (171,72, - Tjiy oy =1, u1e) + (0, ..., 1, ...,0) + (0, ..., 1, ..., 0)
= (ajp,rai + 1,0, -1 + 1,...,a)
= (ajl,..., aj; + 1,...,0,...,aje)
oldugundanr; + e; + e; vektoriide bu katsay1 vektortine esit olur.
(n+e+e)—(+e+e)=ri—rn=r;
T = (ril,riz, =1, .. 4 ...,rie) = (751, Tjgh o, oo, — 1,508,
= (T — TjuTiz — 2o e —1 + 155, 0,15 — 1,1, 14 — T Ol

(Til - rjl)nl' (TiZ - 7}'2)”21 LN (_1 + T}'i)ni' LN (rij - 1)le, 1y (Tie - ne)ne

= (ryng +--- +(=Dn; + -+ +1en,e) — (rjlnl + - t+rn oo H(=Dny + -

' +7'jene)

olmasindan py, = (ry — 7j%) sayilar r;; vektoriiniin bilesenleri iken Y.%_; pxny olan

1;j vektori elde edilir. Buradan;
r.": T
:>¢l] =XU-—-X'u EIR
olur. Yine f + n; + n; ‘nin iki faktorizasyonu olmasindan,

der(¢;j) < f + n; + n; elde edilir.
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Ornek 4.1.5

R

(7,12,13, 22) sayisal yarigrubunu 6rnek olarak ele alalim.

R = {0,7,12,13,14,19, 20, 21, 24, 25, 26,27, 28,31,32,33 — } oldugundan
PF(R) = {15, 30} olarak bulunur.

f =15 € PF'(R) i¢in RF — matrisini bulalim.

15 = (-1).7 + 0.12 + 0.13 + 1.22

15 = 2.7 + (-1).12 + 1.13 + 0.22

15 = 47 + 012 + (—1).13 + 0.22

15 = 0.7 + 212 + 113 + (—1).22

olmasindan,

-1 0 0 1
2 -1 1 0
REGF=15) =, o 1 o
o 2 1 -1

olarak bulunur.
RF — matrisinin satir vektorleri

b,=(1001),b,= (2,-1,1,0),b3 = (4,0,—-1,0),b, = (0,2,1,-1)

vektorleridir.
(ru1o,13,1) = (X,¥,2,w)
olarak diislinelim. RF (15) matrisindeki birinci ve ikinci satirlarin farklarini alirsak,
b, =b;— b, = (-1,00,1) — (2,-1,1,0) = (-3,1,—-1,1)
elde edilir.

by, = (—3,1,—1,1) € Z* vektorii igin
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bf, = (0,1,0,1) olur.

by, = bfz— by,

b, = (0101 - (-3,1,-1,1) (3,0,1,0) olarak bulunur.

Bu durumda;
xbiz = x0y1z0w1
XPiz = x3y071y0
oldugundan,
¢1, = yw — x3z € I iiretecini elde etmis oluruz.
Ayni sekillerle diger vektorlerden;
biy3=b; —b3=(-1001) — (4,0,—-1,0) = (-5,0,1,1)
b= (0,0,1,1)
biz; = b3i; — by3=(0,0,1,1) — (=5,0,1,1) = (5,0,0,0) vektorlerinden,
P13 =2zw —x° €I,
biy=b; —b,= (-1,00,1) — (0,2,1,-1) = (—-1,-2,-1,2)
= (0,0,0,2)
bis, =bf, — by = (0,0,0,2) — (-1,-2,—-1,2) = (1,2,1,0)
$1a =W? —xy’z € Iy
b,3=b, —b;=(2,-1,-1,0) — (4,0,—-1,0) = (-2,-1,2,0)
b3 = (0,0,2,0)
by; = b3; — b,; = (0,0,2,0) — (-2,—-1,2,0) = (2,1,0,0)

$a3 = 2% —x*y €Iy
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b,, = b, —b,= (2,-1,1,0) — (0,2,1,-1) = (2,-3,0,1)
b3, = (2,00,1)
bys = b3, — b, = (2,0,0,1) — (2,-3,0,1) = (0,3,0,0)
¢4 = x*w —y° € I
bsy = b3 — b,= (40,-1,0) — (0,2,1,-1) = (4,—-2,-2,1)
b3, = (400,1)
b3y = b3, — bsy= (40,01) — (4,-2,-2,1) = (0,2,2,0)
P34 = x*w —y?2% € I
Bu esitliklerle tiretecleri elde etmis olduk. Buradan,
b3a = x*'w —y?2% € I
ureteci,
P34 = x*w —y?2% = x2(x*w — %) — y*(2% — x%y) = x°Pps — Y? P23
Bu sekilde yazilabildigi i¢in ¢34 , Iz in minimal iireteci degildir.
Boylelikle, Iy ideali i¢in 5 adet minimal iirete¢ elde edilmis olur.
Lemma4.1.6
®1, ..., Ps € Ig Ve her k igin, u ve v monomlar x; /u Ve x; /v olacak sekilde

¢r = u— v veder(¢y) = f +n; + n; olacak sekilde f € PF(R) ve i < j oldugunu

varsayalim. Bu durumda, I, RF — bagintilar tarafindan iiretilir.
Ispat:
¢ = u — v binomu, her k i¢in u ve v monomlari i < j i¢in x;/u, x; /v ve

f € PF'(R)iginder(¢y) = f + n; + n; olacak sekilde tanimlansimn. u’ = %Olsun' Bu

durumda,
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der(u') = der (xl) = der(u) — der(x;)

l

olmasindan der(u) = (f + nj) +n; ve der(u’) = f +n; olur. der(v') =f+mn;

olan bir v’ binomu alalim.
der(x; - v') = der(x;) + der(v') = n; + (f + n;)

Yr =u—x;-v' binomu icin der(y) =(f+n)+n; ve P’ nmn yapisi
Lemma5.3.3’deki binomlarin formunda oldugundan ¥, =u —x;-v" bir RF —

bagintidir.

v
der <—> = f +n; = der(v')

Xj

olmasindan dolay1,

4 el
— =V
X R

elde edilir.

v v
¢k+xj<;—v’>=u—xjv’+xj<f—v'>=u—v=¢k

j Xj

bulunur. Boylece, m = (x4, ..., x,) maksimal ideal olmak {izere

v

]

bulunur. Buradan,

(P1) oo Prm) +mlp = Py, o0, Yp) + il

yazabiliriz.

Ip = (71[’1' ---me)

elde edilir.
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BOLUM 5
HEMEN HEMEN SIMETRIK SAYISAL YARIGRUPLARIN
RF —MATRISLERIYLE iNCELENMESI

Bu bolimde hemen hemen simetrik sayisal yarigruplarin RF — matrisleriyle

incelenmesi verilmistir.

Teorem 5.1
R = (n4,n,, n3,n,) hemen hemen simetrik bir sayisal yarigrup olsun,
f € PF(R) \ {F(R)} ve bir stitununda hi¢ pozitif elemani olmayan f i¢in

M ' RF — matrisi olsun. Boylece,

f= @ olur.

Ispat:
Genel RF — matrisini kaybetmeden
-1 k12 k13 k14

_ O _1 k23 k24
REDI=10 kyy =1 ks
O k42 k4,3 —1

oldugunu diistinelim. t = obeb(n,, n3, ny) olsun.
RF — matristen

f=(=Dny + kigng + kizng + kyang

f=0.n + (—D)n, + kyzng + kyyn,  yazabiliriz.

t = obeb(n,, n3,n,) olmasindan t/nz, t/ns, t/n4 “tiir.

t
=z /(—1)n2 + ka3nz + kaang
= t/f olur.
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Yine ;
f=(Dny + kiong + kizng + kygny

= ny = (kipng + kygng + kygng) + (=1 ve t/klznz + leyang + kygny t/f

olmasindan t/nl elde edilir.

t/nl, t/nz' t/n3, t/n4 ve ebob(ny,n,,n3,n,y) = 1 olmasindan t = 1 olmahdir.
ebob(n,,n;,n,) =t =1den R = (n,, nsn,) bir sayisal yarigruptur.

f & PF(R,) oldugunu goérelim.

PF(R;) ={x € R{|x + n; € Ry ,i = 2,3,4} oldugunu biliyoruz.

f'in M RF — matrisinden

f +n, = kysng + kyun, € Ry bulunur.

Benzer sekilde;

f+ng =ksny +kzan, € Ry

f+ny=kyn, + kysng € Ry yazilir.

f+n, f+ns f+n,, Ry ‘ineclemanlar: oldugundan f € PF(R,) olur.
R, € R = (N\R) c (N\R,)

= max(N\R) < (N\R;)

= F(R) < F(R,) olacaktir.

f € PF(R)\F(R)ve F(R) < F(Ry)‘den f # F(Ry)’dir.

R = (ny,ns,n,) saysal yarigrubu ii¢ tireteglidir.

Bu durumda R’nin tipi en fazla 2’dir. [5]

f € PF(R,) ve F(R,) € PF(R;) ‘den t(Ry) = 2 olur.

Simdi F(R,) — f ‘i diistinelim.
f € PF(R,) oldugundan f € PF(R;)/{F(R,)} dir.
F(Ry) — f € R, olsayd:
l,, 13, 14 negatif olmayan sayilar i¢in;
F(R) — f =lyn, + I3ng + Iyn,
F(Ry) = f + (LLny, + I3ns + I4ny)
olurdu.
f € PF(R,) olmasindan x € R;/{0}i¢in f + x € R, dir.
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= (Iyn, + I3nz + lyny) € Ry’den

= f+ (Ln, + 3ns + 4n,) €ERy

= F(R,) €ER,

celiskisi elde edilir. Boylelikle F(R,) — f € R; “dir.

Son olarak R hemen hemen simetrik oldugundan,
= F(R) — f € PF(R)

= FR)-f=f

= F(R) = 2f

F(R)
>f==

elde edilir.

Not: R = (nq,n,, ng, ny, ns) oldugunda teorem 5.1 dogru degildir. Bu durumu bir

ornekle aciklayalim.

Ornek 5.2
R = (10,11,15,16,28) sayisal yarigrubu igin bakalim. R’nin sozde-Frobenyus
sayilarinin kiimesi PF(R) = {5,17,29,34} tiir. Boylece R tipi 4 olan hemen hemen
sayisal bir yarigruptur.
f =5 € PF(R) igin

5= (-1).10 + 0.11 + 1.15 + 0.16 + 0.28

5 =010 + (-1).11 + 0.15 + 1.16 + 0.28

5 =210 + 0.11 + (-1).15 + 0.16 + 0.28

5= 110 + 1.11 + 0.15 + (-1).16 + 0.28

5 =010 + 3.11 + 0.15 + 0.16 + (—1).28

oldugundan
-1 0 1 0 ©
[ 0O -1 0 1 0 ]
RF(f=5)=|2 0 -1 0 O
1 1 0 -1 0
0o 3 0 o0 -1
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olur. Goriildiigi tizere RF(f = 5)'in 5. Siitununda hig pozitif bilesen yoktur ifadesiyle
celisir.

Yardimei Teorem 5.2

R = (nq,n,, nz,n,) hemen hemen simetrik bir sayisal yarigrup olsun.

f € PF(R),f # F(R) ve M = RF(f) = (k;;) alahm. Boylelikle her j i¢in k;; > 0
olacak sekilde i # j vardir. Bir baska deyisle M matrisinin herhangi bir siitunu bir

pozitif bilesen icermelidir.

Ispat:

Genelligi bozmaksizin i = 2,3,4 igin n;; = 0 oldugunu diisiinelim. Teorem 5.1’in
ispatindan F(R) = F(R;) ve R;’in s6zde simetrik oldugu goriiliir.

R = (ny, n3, ny) sozde simetrik oldugundan,

F(Ry)

g(Ry) = > +1
R D> Ry U {n}
oldugundan
F(R) _ F(R)

gR) = gR)—-1= > >

Bu durum ise geligki olusturur. O halde varsayim yanlistir. Boylelikle M matrisinin

1. Siitununda mutlaka pozitif bilesen igermelidir.
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BOLUM 6

SONUCLAR

Bu ¢alismada, sayisal yarigruplarin tanimi ve elde edilme yontemleri {izerine bilgiler
sunulmustur. Elde edilen sayisal yarigruplarin belirli 6zellikleri agiklanmustir.
Herhangi bir sayisal yarigrubunun hemen hemen simetrik sayisal yarigrup olabilmesi
icin gerek ve yeter kosullar verilmistir. Hemen hemen simetrik sayisal yarigruplar,
sayisal yarigruplarda verilen Ozelliklerin hepsinin gegerli oldugu 6zel bir smiftir.
Hemen hemen simetrik sayisal yarigruplarla RF — Matrisleri elde edilmistir. RF —
Matrisleri sayisal yarigruplarin tipinin ispatinda kullanmilmistir. RF — Matrisleri
olusturulurken s6zde-Frebenyus elemanlarim1 kullanilmistir. RF — Matrislerinden
yararlanarak hemen hemen simetrik sayisal yarigruplarin idealleri elde edilmistir. Son

olarak, hemen hemen simetrik sayisal yarigruplar RF — Matrisleriyle incelenmistir.
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