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OZET

Bu tezde, kardiyovaskuler sistemdeki akisi modellemek igin kullanilan Navier-Stokes
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar:1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

Hz Hertz

kg/m3 Kilogram/metrekip
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Qhc @ Basing sonlu eleman alt uzaylar1
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(uh, p™ € (X", Q"M Hiz ve basing yaklasik ¢oziimleri
v Viskozite

\' Test uzayi

Xhc X Hiz sonlu eleman alt uzaylar
[|v]| v vektorinin L?(Q) normu

°C Celcius

G¢,.) L*(Q) uzaymda tamimli i¢ carpim
Q Damar alani

o Cauchy gerilim tensori
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ALE
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KDD
LBB
NSD
SEY
Re
WSS

Aciklamalar

Arbitrary- Lagrangian-Eulerian
Hesaplamali Akigskanlar Dinamigi
Kismi Diferensiyel Denklem
Ladyzenskaya-Brezzi-Babuska
Navier Stokes Denklemleri

Sonlu Elemanlar Metodu
Reynolds Sayisi
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Xiii



1.GIRIS

Akiskanlar dinamigi, durgun ve hareket halindeki gazlarin ve sivilarin davraniglarini
inceleyen, uygulamali bir bilim dalidir [1]. Akigskanlar dinamigi, viicut kan damarlarindaki
kanin akisinin incelenmesi, ucgaklar Uzerindeki kuvvet ve momentlerin hesaplanmasi, boru
hattindaki petroliin kiitle akis oraninin belirlenmesi, hava tahmini, yildizlararasi
ortamda bulunan bulutsularin anlamaya ¢alisilmas1 ve fisyon silahlarinin patlamalarmin

modellenmesi gibi ¢ok genis bir uygulama yelpazesine sahiptir [2-3].

Bir akigkanlar dinamigi probleminin ¢6ziimii; akiskanin hiz, basing, yogunluk ve
sicaklik gibi ¢esitli  6zelliklerini uzay ve zaman fonksiyonlariolarak hesaplamay1
icermektedir. Bu durumda akiskanin hareket ve davramiglarmi incelenmek igin birinci
mertebe diferansiyel denklem olarak verilen Euler denklemleri veya Navier-Stokes
denkleminin (NSD) kullanilmas: gerekmektedir.

NSD; sivinin konumu, basinci ve yogunlugunun nasil baglantili oldugunu agiklamak igin
Claude-Louis Navier ve George Gabriel Stokes tarafindan tiiretilmis denklemlerdir. Bu
denklemler ¢ozimlerin varligy, tekligi ve kararliligi agisindan gok karmasik denklemlerdir.
Bu denklemin ¢oziilmesi ¢ok zordur ve ¢ok dar aralikta analitik ¢oziimlere izin verdigi igin
sayisal ¢oziimlere ihtiyag duyulmustur. Sayisal algoritmanin gelismesi ve bilgisayar
sistemlerindeki gelismelerle artik bu denklemler bir¢ok karmasik alanda ve sinir
kosullarinda ¢oziilebilmektedir. NSD’nin yani sira, bircok kismi diferansiyel denklemin
sayisal ¢Oziimii i¢in en yaygin yontem, alani elemanlara bolmeyi ve ¢éziime bu 6geler
tizerindeki temel fonksiyonlarm dogrusal bir kombinasyonu olarak yaklagmay1 iceren
sonlu elemanlar yontemidir (SEY) [4]. Bu yontem, bir bolge tizerinde tamimli bir
problemin nlmerik ¢6ziminu veren bir yontemdir ve sonsuz boyutlu bir fonksiyon
uzaymdaki fonksiyonlari, sonlu boyutlu bir fonksiyon uzaymdaki fonksiyonlara ve

ardindan sayisal yontemlerle vektdr uzayinda izlenebilen vektorlere doniistiirme islemidir

[5].

NSD, akigskan icerisindeki birim kiitleye etki eden momentum degisimlerinin, basing
degisimleri ve siirtlinme kayiplarma neden olan viskoz kuvvetlerin toplamina esit

oldugunun dogrulugunu ortaya koymaktadir. Bu viskoz kuvvetler molekiiller arasi


https://tr.wikipedia.org/wiki/Kuvvet
https://tr.wikipedia.org/wiki/Moment_(fizik)
https://tr.wikipedia.org/wiki/Petrol_hatt%C4%B1
https://tr.wikipedia.org/wiki/Petrol_hatt%C4%B1
https://tr.wikipedia.org/wiki/Petrol
https://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%BCtle_ak%C4%B1%C5%9F%C4%B1
https://tr.wikipedia.org/wiki/Hava_tahmini
https://tr.wikipedia.org/wiki/Y%C4%B1ld%C4%B1zlararas%C4%B1_ortam
https://tr.wikipedia.org/wiki/Y%C4%B1ld%C4%B1zlararas%C4%B1_ortam
https://tr.wikipedia.org/wiki/Bulutsu
https://tr.wikipedia.org/wiki/N%C3%BCkleer_silah_yap%C4%B1m%C4%B1
https://tr.wikipedia.org/wiki/Fonksiyon

etkilesimlerden meydana gelmekte ve akiskanin akmaya ne kadar direngli (viskoz)

oldugunu gostermektedir.

Bu formiilasyonda, bazi akiskan 6zelliklerindeki biiyiik degisiklikler sayisal yontemlerin
kararliligimmi1 olumsuz yonde etkileyebilir. Dolayisiyla yapay viskozite yontemi bu gibi
durumlarda stabilizasyonu saglamak i¢in kullanilan bir tekniktir. Bu yontemde kullanilan
a parametresi diistik secilirse yapay viskozite etkisi daha az olur ve daha dogru sonuglar
elde edilebilir. Ancak a parametresi yiiksek segilirse akista daha fazla yapay viskozite
etkisi olusur ve ¢oziim daha kararh hale gelir ancak ayn1 zamanda daha fazla fiziksel akis
detay1r kaybolabilir. Bu nedenle dogru sonuglara ulasmak igin aparametresinin dengeli
secilmesi Onemlidir. Yapay viskozite, akiskan yapisini stabilize ederek dalgalanmalari
kontrol eder ve sayisal ¢oziimiin stabilitesini arttirmaktadir. Yapay viskozite teknikleri,
Hesaplamali Akiskanlar Dinamigi (HAD) simiilasyonlarmin daha dogru sonuclar
tiretmesine ve gercek diinyadaki akiskan dinamigine daha yakin tahminler (retmesine

yardimc1 olmaktadir.

Bu tezde, NSD’nin SEY ile numerik analizi yapilmakta ve bu denklemlerin
kardiyovaskuler sistem {izerindeki uygulanabilirligi incelenmektedir. Ayni1 zamanda
kardiyovaskuler sistemdeki bazi islev bozukluklar1 ile meydana gelen hastaliklar
durumunda kan akismin nasil etkilendigi arastirilmakta ve kan akisini modellemek i¢in
NSD kullanilmaktadir. Istenilen modellerin daha dogru ve gercege yakin elde edilebilmesi

icin NSD’ye yapay viskoziteyi temsil eden kararlilastirma terimi eklenmektedir.

Kan akisinin matematik modelleri Newtonyen modeller ve Newtonyen olmayan modeller
olarak ayrilabilir. Newtonyen modeller, kayma incelemesi ve viskoelastik etkileri ihmal
eden ve biylk damarlara uygulanabilen modellerdir. Aort gibi damarlar, damar biiyiikligi
ve kan akig davranisi ile Newtonyen modellere 6rnek verilebilmektedir. Newtonyen
olmayan modeller ise viskoelastik etkilerin dikkate alindig1 ve ¢ap1 1 mm’den kii¢iik olan
damarlara uygulanabilen modellerdir. Newtonyen olmayan davranis viskoziteyi kayma
hizina bagli hale getirdiginden hesaplama maliyetini artirmaktadir bu yiizden kolay olmas1

adma genellikle Newton modelleri kullanilmaktadir.

Kardiyovaskuler sistem; kalp, damar ve kan bilesenlerinin birbiri ile uyumlu ¢aligsmasini ve

islevlerin devamliligmi saglamaktir. Kardiyovaskiiler hastaliklar ise kalp, damar ve



kandaki fonksiyon bozukluklari olarak tanimlanabilir. Bu vakalar damarlarin daralmasi,
tikanmasi, zayiflamasi veya geniglemesi, kalp yetmezligi ve felci icermektedir. Diinya
Saghk Orgiitii verilerine gore kalp-damar hastaliklar1 diinya genelinde dliimlerin onde
gelen nedenlerinden biri olmustur [6-7]. Her y1l 17,9 milyon insan 6Imektedir ve bu diinya
capmdaki tiim 6limlerin %31’ine tekabul etmektedir [7-8]. Bunun baslica nedenlerinde
tiitin ve alkol kullanimi, hareketsiz yasam tarzi ve sagliksiz beslenme aligkanliklar1 yer

almaktadir.

Kardiyovaskiiler hastaliklara iliskin istatistikler, gergekleri acikca goOsterse de
kardiyovaskiiler sistemin daha 1yi anlagilmasi onemli bir gerekliliktir. NSD’nin sayisal
¢cOziimleri kan akiginin dinamiklerini, damar duvarlarindaki basing degisikliklerini ve akis
hizlarin1 anlamak i¢in kullanilir. Algoritmalar ve simiilasyonlar, baz1 davraniglar1 gozde
canlandirabilmek i¢in oldukca faydaliyken; matematiksel modellemeler de bazi durumlarin
matematiksel kavramlar agisindan tanimlanmasi i¢in oldukg¢a kullanmighidir. Kan akisinin
matematiksel modellenmesi ve simiilasyonu, kardiyovaskiiler hastaliklar durumunda

sistemin igleyisini etkileyen kosullarin daha iyi anlagilmasini amaglamaktadir.

Bu tezin iki ana amaci1 vardir. Bunlardan birincisi NSD’yi ¢6zerek sayisal olarak kararl bir
sema olusturmaktir. Diger amag ise elde edilen ¢Ozlimiin kardiyovaskiiler sistemde ne
kadar etkili oldugunu arastirmaktir. Bunu dogru bir sekilde arastirmak icin bélimlerde

nasil bir yol izlenildigi asagida ifade edilmistir.

Bolum 2: Bu bolimde, konunun tamaminin anlasilmasina yonelik olarak kardiyovaskiiler

sistem ile ilgili baz1 kavramlar sunulmustur.

Bolum 3: Bu bdlimde, daha sonra FreeFem++ programu ile analiz edilecek olan bazi

kardiyovaskiiler hastaliklar tanitilmistir.

Bolim 4: Bu bolumde, kardiyovaskiiler sistemi matematikle iliskilendirmek amaciyla

kardiyovakiiler sistemin matematigi anlatimustir.

Boliim 5: Bu boliimde, 6nerilen semanin kararlilik ve hata analizlerinde siklikla kullanilan

bazi tanimlar, teoremler, lemmalar ve ac¢iklamalar sunulmustur.



Bo6lim 6: Bu bolimde, Navier-Stokes denklemleri sunulmus ve onerilen semalarmn kararlik

ve hata analizleri yapilmistir.

Bolim 7: Bu bolimde, teorik sonuglar1 dogrulamak igin sayisal testler ve kardiyovaskiler
sistemdeki ateroskleroz ve anevrizma gibi bazi kardiyovaskiler hastaliklarin

simiilasyonlar1 sunulmustur. Ayrica kan akisinin davranisi ve pulsatil dogas1 aragtirilmistir.

Boliim 8: Bu boliimde, tez boyunca yapilan ¢aligmalar ve arastirmalar ile elde edilen bazi

sonuglar sunulmustur.



2. KARDIYOVASKULER SISTEM

Bu tezde daha ¢ok kardiyovaskiler sistem akiglarinin matematiksel olarak incelenmesi ile
ilgilenilecektir. Ancak konunun tamaminin anlagilmasina yonelik olarak bu bdliimde

kardiyovaskiiler sistem ile ilgili baz1 kavramlar fazla detaya girilmeden tanitilacaktir.

Kardiyovaskiiler sistemin gorevi; oksijeni, besin maddelerini ve hormonlar1 vilcut
hiicrelerine ve dokularna iletip hiicreler tarafindan {iretilen atik maddeler ile
karbondioksidi ayni yoldan uzaklastirarak islevlerin devamliligini saglamaktir. Bu sistemin
isleyisinde meydana gelen aksamalar damar tikanikligi, anevrizma gibi cesitli hastaliklara

sebep olur. Bu da kardiyovaskiiler sisteminin patolojisi ile ilgilidir [9].

Anatomi, fizyoloji ve patoloji tibbin dallaridir. Anatomi bilimi canlilari yapilari ile bu
yap1y1 meydana getiren ¢esitli organlar1 ve sistemleri arastirirken; fizyoloji bilimi bunlarin
isleyisi ve aralarindaki iliskiyi inceler. Patoloji ise hastaliklar hakkinda bilgi saglayan bilim
dahdir, hastaligim nedenini, yapisini ve hastaligin viicutta meydana getirdigi etkileri
inceler. Kardiyovaskdiler sistemin bu (¢ dalda incelenmesi, arkasindaki mekanizmanin

anlasilmasi ve daha dogru model ve ¢ozlimlerin ortaya konmasi agisindan énemlidir.

Kardiyovaskiiler sistem kan, kani1 viicuda pompalayan kalp ve pompalanan kani viicuda
dagitan damarlar olmak iizere {i¢ ana bilesenden olusmaktadir. Simdi sirasiyla bu ¢

bilesen anlatilacaktir.

2.1. Kan

Kan, atardamar, toplardamar ve kilcal damarlardan olusan damar aginin i¢inde dolasan,
stirekli hareket halinde olan hayati bir stvidir. Bu hayati sivinin; viicudun enfeksiyonlardan
korunmasi, viicut 1sisiin ve pH seviyesinin dengede kalmasi, proteinler - karbonhidratlar
gibi hayati 6neme sahip maddelerin doku ve hiicrelere tasinmasi, oksijenin akcigerlerden
viicuda taginmasi, viicutta olugan karbondioksidin akcigere tagmarak viicuttan atilmasi gibi
onemli gorevleri bulunmaktadir. Normal bir eriskinde ortalama 5 litre kan bulunmaktadir

[10]. Kanin %40-50’si kan hicrelerinden (alyuvarlar, akyuvarlar ve trombositler), %50-



60’1 plazmadan olusmaktadir. Plazmanin ise %90-92’si sudan olusurken geriye kalan kismi1

organik (¢cogunlukla proteinler) ve inorganik (elektrolitler) maddelerden olusur [11].

2.2. Kalp

Kalp, yaklagik 300 gram agirliginda olan kasli yapida hayati bir organdir. Bu organ,
sternum olarak adlandirilan gogiis kafesi kemiginin arkasinda, akciger loblar1 arasinda ve
diyafram kasi tizerinde yer alip, licte ikisi orta hattin sol tarafinda, licte biri orta hattin sag

tarafinda bulunmaktadir.

Metabolizma eylemleri sonucunda olusan atik iirlinlerin viicuttan uzaklastirilmasi, viicut
isisinin diizenlenmesi, asit-baz dengesinin korunmasi, hormonlar ve enzimlerin viicudun
gerekli bolgelerine tagmmasi gibi gorevlere sahip olan kalbin temel gérevi kani viicuda
pompalamak ve kanmn dolasim sistemi boyunca siirekli olarak dolasmasi i¢in gereken

basing egimini korumaktir.

Septum olarak adlandirilan kas duvari kalbi sag ve sol olmak tizere 2 kisma ayirir. Bu
kisimlar da kendi iglerinde atriyumlar (kulak¢iklar) ve ventrikiillerden (karinciklar)
olusarak kalbin 4 odasmi olusturur. Sag atriyum ve sol atriyum kanin alindig1 diisiik basing
noktalar1 olan iist odaciklardir. Sag ventrikiil ve sol ventrikiil ise kanin bosaltildig1 yiiksek
basing noktalar1 olan alt odaciklardir. Ventrikiiller yiiksek basing noktalar1 olduklarindan
kalin duvarlara sahiptirler ve bu odaciklarin bosaltilmasi daha fazla kas aktivitesi gerektirir
[12-13]. Atriyum viicudun farkli bolgelerinden gelen kirli kani alirken, ventrikiil
temizlenmis kani viicut dokularma geri gonderir. Kalbin dort odas1 ve bunlar1 birbirine
baglayan damarlar Sekil 2.1’de gosterilmektedir. Kalp, kanin yiliksek basing bolgelerinden
(ventrikiiller) alcak basing bolgelerine (atriyumlar) dogru hareket edebilmesi icin bir

basing gradyani olusturur.
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Sekil 2.1. Kalbin dort odasi ve bunlar1 birbirine baglayan damarlar

Kalbin odaciklarini birbirinden ayiran dort kapagi vardir. Bu kapaklar; Triktspid kapak,
Pulmoner kapak, Mitral kapak ve Aort kapagi olarak adlandirilmaktadirlar. Kanin dolagimi1
esnasinda kapaklar geri akis1 onleyerek odaciklardaki diisiik ve yiiksek basicin korunmasi

icin kalbe yardimc1 olmaktadir bu yiizden basing gradyanini korurlar.

Pulmoner ve aort kapaklar1 kapanip, trikiispit ve mitral kapaklar acildiginda ventrikiiller
gevser ve kan almaya hazir olur. Ventrikiillerin kanla dolmasiyla sonuclanan bu gevseme
durumuna diyastol ad1 verilir. Mitral ve trikiispit kapaklar kapaninca ventrikiiller basing
olusturmak ve kani viicuda pompalamak i¢in kasilir, daha sonra pulmoner ve aort

kapakgiklar agilir. Bu kasilma durumuna sistol denir [12, 14-16].

Kan basincin1 anlamak kardiyovaskiiler sistemin mekanigini arastrmak acgisindan
onemlidir. Kan basinci, kanin damar duvarlarinda yaptigi basing olarak tanimlanir.
Ventrikiiller gevsediginde (diyastol) damarlarin i¢inde kalan kan basinci diyastolik kan
basinci olarak tanimlanirken, kasilan ventrikiiller (sistol) tarafindan {iretilen en yiiksek

basinca sistolik kan basinci denir.



a) b)

Sekil 2.2. Sistolik ve diastolik kan basinci (a:Sistolik evre-Kalbin kasilmasi, b: Diastolik
evre-Kalbin gevsemesi)

Kalp debisi, kalp atis hiz1 ve atim hacmi, kalp fizyolojisini ve kalp mekanigini anlamak
icin 3 6nemli kavramdir. Kalp atis hizi, kalbin dakikadaki atim sayis1 olarak tanimlanirken;
atim hacmi, kalbin atim basma pompaladig1 kan hacmi olarak tanimlanir. Son olarak kalp
debisi, kalbin belirli bir zaman araliginda pompaladigi kanin hacmi olarak tanimlanir. Kalp
debisi kalp hizi ve atim hacminin ¢arpimi ile hesaplanir [12, 17]. Geng bir yetiskinin kalp
atis hizi tipik olarak 75 atim/dk (1,25 Hz) ve atim hacmi tipik olarak 80 mL/atim oldugu
diistiniiliirse kalp debisi yaklasik 6 L/dk ‘dir [12]. Kalp debisinin anormal élcimi bir

kardiyovaskiiler hastaligin gostergesi olabilir.

2.3. Damarlar

Kardiyovaskiiler sisteminin organlarindan olan kan damarlari, viicutta kani tasiyan
kanallardir. Kan damarlarmin, kani viicudun farkli bdéliimlerine tagimak ve organlarin

ihtiyac1 olan oksijeni tagimak gibi gérevleri vardir.

Kani1 viicuda tasityan damarlara atardamar (arter) ve vicuttan kalbe geri getiren damarlara
toplardamar (ven) denir. Arterler oksijenli kan1 kalpten alip viicudun farkli boliimlerine

tagirken, venler oksijeni giderilmis kan1 viicudun farkli boliimlerinden kalbe tagirlar.



Kan damarlar1 3 katmandan olusmaktadir. En distaki katman Tunika Adventisya veya
Tunika Externa olarak adlandirilir. Bu katman kollejen ve elastik liflerden olusup basinca
kars1 direng saglamaktadir. Ortada bulunan ikinci katmana Tunika Media denir. Tunika
Media en kalin tabakadir, damar tipine gore elastik lif veya diiz kas yapiya sahiptir. Bu
yapistyla birlikte damarlarm tasimasi gereken kan hacmine gore genislemesini ve
daralmasmi saglar. Son olarak Tunika Intima en igteki katman olup kanla ilk temasi

saglayan endotel hiicrelerden olusur [12].

Endotel hiicreler kardiyovaskiiler sistemin temel bilesenlerinde biridir. Kan damarmin i¢
kismi liimen olarak adlandirilir. Damar liimenini i¢ten saran endotel hiicrelerinin bir¢ok
onemli fonksiyonu vardir. Endotel hiicrelerinin can alic1 fonksiyonu trombosit yapismasini
ve pihtilagsmay1 onleyen antitrombotik bir yiizey saglayarak kan akimini kolaylastirmaktir.
Endotel hiicreleri, sadece dolasim ve g¢evre dokular arasinda yapisal bir bariyer degildir.
Ayni zamanda kan akimi degisikliklerine, gerilmeye ve inflamasyon mediyatorlerine yanit
olarak cesitli maddeler salgilayarak kan akimini diizenler [13]. Endotel hiicreler akisin
biiyiikliigline ve yoniine bagh olarak yonlerini degistirirler. Damar tizerindeki akisa bagl
olarak endotel hiicrelerin sekli dairesel (diisiik akisl) veya genis (yliksek ve tek yonli akis
icin) olabilmektedir.Bu ayn1 zamanda kardiyovaskiiler sistemin arastirilmasi agisindan da
olduk¢a onemlidir. Ornegin, endotel hiicrenin akis yoniinde hizalanmamasi nedeniyle

ateroskleroz olusumu olasilig1 artabilmektedir.

Damarlarin sayisi, biiylikliigi ve basmcindaki degisiklikleri anlamak i¢in 6nemli

damarlarin baz1 6zellikler Cizelge 2.1 ve Cizelge 2.2°de verilmistir.

Cizelge 2.1. Sistemik damarlarin bazi1 6zellikleri [12]

Damar Ldmen Duvar Kalinlig1 | Ortalama Basing | Damarlarin
Cap1 (mm) (mm) (kPa) Sayisi

Aort 25 2 12.5 1
Buyuk Arterler 1—-10 1 12 50
Kiiclk Arterler 5—1 1 12 103
Arteriol .01-.5 0.03 7 10*
Kilcal Damar .006 —.01 0.001 3 10°
Toplar Damarcik | .01 —.5 0.003 1.5 10*
Toplar Damar .5—15 0.5 1 103

Ana Genis 30 1.5 0.5 2

Toplardamar
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Cizelge 2.2. Pulmoner damarlarin bazi 6zellikleri [12]

Liimen Cap1 Damarlarin Ortalama Hiz

(mm) Sayisi (mm/s)
30 1 110
8 —30 10 155
1-8 103 104
01-1 0.25 x 10° 44
0.02-10.1 0.20 x 10° 23
0.01 300 x 10° 2
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3. KARDIYOVASKULER HASTALIKLAR

Bu bolimde daha sonra FreeFem++ programi ile benzetim yapilip incelenecek olan bazi

kardiyovaskiiler hastaliklar tanitilacaktir.

Kardiyovaskdler sistemdeki fonksiyon bozukluklarma (damarlarda, damar duvarlarinda
meydana gelen morfolojik degisikliklere veya hipertansiyon gibi mekanik degisikliklere)
kalp damar hastaliklar1 denir. Bu hastaliklar diinya ¢apinda 6liimlerin en biiylik nedenidir
[6]. Kalp krizi, kalp yetmezligi, kalp kapak hastaligi, kalp kasi hastalig1 (kardiyomiyopati)
ve damar hastaliklar1 bazi 6nemli kardiyovaskiiler hastaliklardir. Ateroskleroz (damar
sertligi) ve anevrizma en sik goriilen damar hastaliklarindan ikisidir ve literatiirde bu

sorunlarla ilgili pek ¢cok ¢alisma mevcuttur. Simdi bu hastaliklar kisaca tanitilacaktir.

3.1. Ateroskleroz

Atar damarlarin i¢ tabakalarinda yag, kolestrol, kalsiyum veya diger maddelerin birikmesi
ile plak olarak adlandirilan yapisal bozukluklar meydana gelmektedir. Ateroskleroz, plak
olugmas1 sonucu atar damarin esnekligini kaybederek sertlesmesi olarak tanimlanmaktadir.
Plak ilk baslarda iyi huylu olup kendiliginden normale donme egiliminde olsa da
biiylidilkce damar liimenini istila edip kan akim hizin1 yavaslatmaktadir. Kanin akisinin
yavagslayarak sinirlanmasi, kanm gerekli doku ve organlara zamaninda ve yeterli miktarda
ulagamamasina neden olur. Bunun sonucu olarak felg, kalp krizi, beyin kanamasi gibi
Oliimciil hastaliklar meydana gelebilmektedir. Bunlar ise gelismis iilkelerdeki tiim
oltimlerin yaklagik yarisini olusturmaktadir. Aterosklerozun gelisim asamalar1 Sekil 3.1°de

verilmistir.
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Normal Hafif ileri
Ateroskleroz Ateroskleroz

7

Damarin igi Plak

Sekil 3.1. Plak olusumuna bagli olarak aterosklerozun ilerleyisi

3.2. Anevrizma

Anevrizma, damar duvarlarinin bazi nedenlere bagl olarak zayiflamasi sonucu damarn bir
balon gibi genislemesi olarak tanimlanmaktadir. Anevrizmanin duvari, normal bir damar

duvarina gore ¢ok daha ince ve zayif yapidadir.

Anevrizmalar, gelisim sekillerine gore sakkiiler anevrizma ve fusiform anevrizma olarak
ikiye ayrilirlar (Sekil 3.2.). Damar duvarinin sadece bir tarafinin zayiflamasi sonucu
genislemenin tek tarafa dogru meydana geldigi ve nispeten kese bigiminde olan
anevrizmalara, sakkiiler anevrizma denir. Hizl1 bir sekilde gelisen, yirtilmaya ve kanamaya
meyilli olan bu anevrizma genellikle beyinde goriilmektedir. Bu anevrizmanin yirtilmasi
Olimcil hastaliklara neden olabilmektedir. Damar duvarmin simetrik bir sekilde
zayiflamasi ile genislemenin her iki tarafa dogru meydana geldigi ve ig bigiminde olan
anevrizmalara ise fusiform anevrizma denir. Bu tiir anevrizmalar sakkiler anevrizmalara

gore daha yavag gelisim gostermektedir ve kanamalar da daha azdir.



sakkiiler anevrizma

fuziform anevrizma

Sekil 3.2. Sakkdler anevrizma ve Fusiform anevrizma

13






15

4. KARDIYOVASKULER SISTEMIN MATEMATIKSEL OLARAK
INCELENMESI

Bu boliimde, kardiyovaskiiler sistemle ilgili baz1 matematiksel hususlar tanitilacaktir.

Bir olgunun modellenmesi gozlemlenen bir problemden kaynaklanir. Problemi anlamak
icin bir matematiksel modelin kurulmasi gerekir. Kurulacak model i¢in uygun geometri
tanimlanmali, uygun denklem segmeli ve uygun sayisal yontemler uygulanmalidir. Ayni
zamanda bu model, sonuglar1 gercek deneysel verilerle karsilastirmak i¢cin simiile etmeyi

de icermelidir.

Kardiyovaskiiler sistemin modellenmesinde gergek deneysel verilerle karsilastirildiginda
iki tiir veri vardir. Bu verilerden biri gercek hastalardan alinan, daha giivenilir sonuglar
veren ancak maliyeti yliksek ve zaman alic1 olan in vivo yontemi iken, digeri kontrollii bir
ortamdan Uretilen, daha az kesinlik iceren ancak daha az maliyetli ve zaman tasarrufu
saglayan in vitro yontemidir.Bu tiirlerden herhangi birini kullanan bir arastirmaci, modelin

giivenilir olup olmadigini anlayabilir aksi takdirde modelin degistirilmesi gerekir.

Ozelden genele dogru, tek arterdeki stvinin incelenmesine lokal akis analizi ad verilirken,
stvinin arteriyel deformasyon ile etkilesiminin incelenmesine ise sivi yapi etkilesimi adi
verilmektedir. Tek bir arterin modellenmesinden tiim sitemin davranisimin anlasilmasina,
geometrik ¢ok Olcekli modelleme denir ve kiiresel bir senaryonun anlasilmasi

matematiksel modellemenin arzu edilen amacidir.

Swvi alaninm tek bir arter temsilini modellemeden Once uygun yaklagimi arastirmak
onemlidir. Lagrangian gosterimi, kardiyovaskiiler sistemin karmasik yapisi nedeniyle
uygun olmayan tek bir sivi parcacigimi takip etmeyi amacglamaktadir. Euler yaklasimi
arterin belirli bir kismmdaki siv1 pargaciklarin, arterin deformasyonunu gozden kagiran
davranigini arastirmayi amaglamaktadir. Cok yaygm bir yaklasim ise arterin belirli bir
alanmin giris ve ¢ikigini sabitleyen ve duvarlarin deforme olmasina izin veren Arbitrary-
Lagrangian-Eulerian (ALE) yaklagimidir. Bu yaklasim diger iki  gdsterimi
birlestirmektedir. Modellemelerin dogru sonuglar verebilmesi igin en uygun yaklasim

secilerek kanmn ve damarin yapisi incelenmelidir.
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Kan, temel olarak su ve kan hiicrelerinden olusan bir plazmadir. Bu plazmanin belirgin
ozelligi, kayma gerilimi altinda viskozitesi azalan akigkanlarin davranigi olan kayma
incelmesidir. Bu etki, artan deformasyon hiziyla daha akiskan hale gelerek kanin viicuda
niifuz etmesini saglar. Ozellikle damar capi kiiciildiikge, kayma incelme etkisi daha
belirgin hale gelir. Bu durumun arkasindaki en 6nemli bilesen ise kirmizi kan hiicreleridir,

clinkii onlar kanin kayma inceltme 6zelligi ile dogrudan iligkilidirler.

Damar ¢api kiigiildiikge kayma incelme etkisi artar [12]. Cap1 1 mm’den kiigiik damarlarda
kanin viskozitesi azalir ve damar ¢apina bagli hale gelir. Bu kadar kii¢iik damarlarda,
plazma damar duvarina temas eder ve eritrositler damarm merkezinden kolaylikla hareket
eder. Bu nedenle viskozite aniden azalir. Bu durum Fahraeus-Lindqvist etkisi olarak
bilinmektedir. Ustelik eritrositler en kiigiik kilcal damarlardan bile daha biiyiik olmalidir.
Bu noktada eritrositler deformasyona ugrar ki bu da kanin arastirilmasi gereken bir diger
viskoelastik davranisidir. Bu durumda kan siirekli bir siv1 olarak degerlendirilemeyebilir.
Bu 6zelliklerin anlagilmasiyla, kan akiginin matematik modelleri Newtonyen modeller ve
Newtonyen olmayan modeller olarak ayrilabilir. Newtonyen modeller, kayma incelemesi
ve viskoelastik etkileri ihmal eden ve blyik damarlara uygulanabilen modellerdir.
Newtonyen olmayan modeller ise viskoelastik etkilerin dikkate alindigi ve ¢ap1 1 mm’den
kiicuk olan damarlara uygulanabilen modellerdir. Newtonyen olmayan davranis viskoziteyi
kayma hizina bagl hale getirdiginden hesaplama maliyetini artirir bu yilizden kolay olmasi

adina genellikle Newton modelleri kullanilir.

Kan akigin1 yoneten sikistirilamaz Navier-Stokes denklemleri su sekilde verilmektedir:

u; + (u.V)u —vAu + Vp = f, (0,T] x
V.u=20 (0, T] xQ
u(x,0) =uy(x) x € Qigin
u=0 Twan (4.1)
n.oc=0 Tout
u=c Tin

Burada u akigkanin hizini, p basmcini, fsivinin birim kiitlesi basina olan dig kuvveti, v

viskoziteyi ve ¢ Cauchy gerilim tensorini temsil etmektedir. Q ile damar alam
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verilmektedir. Tj, kalbe yakin oldugu i¢in yakin sinir olarak adlandirilirken Ty, kalpten
daha uzak oldugu igin uzak smir olarak adlandirilmaktadir. Ty, Uzerinde, n.o uzak
smirinda normal gerilim ve kaymaz sinir kosulu ile sabit oldugu varsayilmaktadir. V.u, =
0 esitliginin saglanmasi gerektiginden hizin baslangi¢ kosulunun akillica belirlenmesi
gerekir. Yanlig baglangic verilerinin etkisini azaltmak icin ¢ok yaygin bir yaklasim, sabit
Stokes problemini ¢oézmek ve ¢dzumleri NSD’de baslangic kosulu olarak kullanmaktir
[12].

(4.1) denkleminde (u.V)u konvektif terimi kardiyovaskiiler sistemde kiiclik &lceklerde
olusabilecek tiirbiilans gibi degiskenliklere-kararsizliklara neden olabilir. Reynolds
sayist (Re) akis oOzellikleri agisindan ¢ok onemlidir. Akis geometrisine de baglh olarak,
Re < 1000 olan bir akisin kararli kalmas1 gerekir ve buna laminer akis rejimi denir. Daha
yiiksek Reynolds sayilar: tiirbiilansa neden olabilir. Reynolds sayisinin kardiyovaskiiler
sistemdeki Olcegini daha net anlamak i¢in farkli damarlardaki Reynolds sayilar1 Cizelge

4.1°de verilmistir.

Cizelge 4.1. Farkh damarlardaki Reynolds sayilar1 [10]

Damar Reynolds Sayisi
Ascending Aort 4000
Torasik Aort 2500
Brakiyal Arter 1000
Karotis Arter 800
LAD Koroner Arter 400
Kiglk Arter 100
Kilcal Damar 0.003
Buyuk Damar 1700

Aort cikiginda sistolik fazda bazi dengesizlikler olussa da kardiyovaskiiler sistemde tam
kapsamli bir tiirbiilans olugmaz [18]. Diger olas1 tiirbiilans durumlar: ise kalp atis hizinin
artmasi, darlik olusumu, implant, anevrizma varligi, arterlerin dallanmasi ve anemi gibi

0zel durumlarda viskozitenin azalmasi olacaktur.

Kardiyovaskdler sistemde bir diger dnemli hesaplama,kanin damar duvarina siirtiinmesinin

veya endotel ylizeydeki gerilimin tegetsel bileseninin neden oldugu birim alan basina
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karsilik gelen duvar kayma gerilimidir (WSS). Bu gerilim ile ateroskleroz olusumunun

onemli bir iliskisi oldugu iyi bilinmektedir [19].WSS degeri su sekilde formiile edilebilir:

u
WSS =v—.

Navier-Stokes denklemleri basing ve hiz hakkinda bilgi igerir ve in vitro kayma gerilimi
degerlerinin hesaplanmasina olanak tanir. 0,5 ile 1,2 Pa aras1t WSS degerleri normal kabul
edilirken bu araligin disindaki degerler diisiik ve yiiksek duvar kayma gerilimi degerleri
olarak kabul edilir. Laminer akis rejimine sahip diiz geometride pulsatil akis durumunda
WSS degerleri 1,7-7 Pa arasinda degismektedir [20]. Burada Pulsatil akim, akistaki

periyodik degisikliklere maruz kalan akim olarak tanimlanabilmektedir.

Viicut sicakligindaki yerel degisikliklerde akis diizenlerini etkileyebilir. Biiyiik ve orta boy
damarlarda etkilerin daha az olmasi gerekirken, daha kiigiik damarlarda kanin viskozitesi
sicaklik degisikliklerinden etkilenebilir. Normalde sicaklik degisimini tanimlamak ig¢in

NSD ile birlestirilmis baska bir KDD gerekir [12].

Tez boyunca kanin homojen bir sivi oldugu varsayilmistir. Kan, 0,0035 Pa.s sabit
viskoziteye sahip olup Newtonyen akis tipindedir ve damar yaricapil mm’ den biiylk
olacak sekilde segilmistir. Ayrica kan yogunlugu 1060 kg/m?3 seklinde segilmis olup

genel viicut sicaklig1 ortalama 37°C olarak ele alinmustir.
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5. GOSTERIMLER VE MATEMATIKSEL ON HAZIRLIKLAR

Bu bdlimde, tezin matematiksel analiz kisminda kullanilacak bazi 6nemli tanimlardan,

lemmalardan ve teoremlerden bahsedilecektir.
5.1. Tanim (LP (Q) Uzay1): Q c R™ oélculebilir, u(x) reel veya kompleks degerli Lebesgue

dlculebilir bir fonksiyon olsun. 1 < p < o olmak tizere eger |u(x)|? fonksiyonu Q

tizerinde Lebesgue anlaminda integrallenebiliyor ise yani
() = {u: [lueorax < oo}
Q

sart1 saglantyorsa LP (1) uzayina aittir denir [21].

LP () uzayinda norm,
1
p
lullvay = | [ luGPax
Q
esitligi ile saglanir.
5.1. Aciklama: Bu tezde genel olarak L?(Q) uzay1 kullanilacaktir. Bu uzayda norm,
1
2
lell 2y = ( f Iu(x)lzdx)
Q

esitligi ile saglanirken, i¢ carpim

(w,v) = f u(x)v(x)dx

Q

olarak ele almacaktir.
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5.2. Tanim (L (Q) Uzay1): L uzayi Q lizerinde hemen hemen her yerde sinirl

fonksiyonlarin uzayidir.
L® = {u:|lu(x)| < K Q dahemen hemen her yerde}
bigiminde ifade edilir [21]. L* () uzayinda norm,

llull o) = suplu(x)l
X€Q
esitligi ile saglanir.

5.3. Tanim (Sobolev Uzayi): 1 < p < oo,k negatif olmayan tam say1 ve |a| < k olmak
uzere, u:Q — R k. mertebeden zayif manada tiirevleri LP({)) uzayma ait olan

fonksiyonlarin uzayma Sobolev uzay1 denir ve WX (Q) ile gosterilir [21].
wkr(Q) = {u € LP(Q): D%u € L?P(Q),|al| < k}

olup bu u uzayinin normu,

( 1
| Z P
ID%ull? ,1<p <o
“u“Wk'P(Q) = { <|a|sk L

max||D%u = o0
|a|sk” Loy, P

biciminde tanimlanir [21].

5.2. Agiklama: p = 2 olmasi halinde W*?2(Q) Sobolev uzay: bir Hilbert uzay1 yapisi
tasimakta olup ve W*2(Q) = H*(Q) notasyonlariyla ifade edilir. Bu en ¢ok kullanilan
uzaylardan biridir. O halde

HY(Q) =w2(Q) = {u € L2(Q):D'u € L?(Q)}

olarak tanimlanir. Buradan norm
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||u||f,1(m = f(uz + |Vul?)dx
Q

seklinde yazilabilir.

5.4. Tanim (Banach Uzay1): Eger bir (X, || . ||) normlu lineer uzay: tam ise yani X ’deki her

bir Cauchy dizisi bir noktaya yakinsiyor ise, buna bir Banach uzay1 denir.

5.5. Tanim (Hilbert Uzay1): Eger bir i¢ ¢arpim uzayi i¢ ¢arpimdan elde edilen norma goére
tam ise yani ayn1 uzaydaher bir Cauchy dizisi bir noktaya yakinsiyor ise,bu uzaya Hilbert

uzay1 denir.

5.3. Agiklama: Smirlandirilmis Hilbert uzayi,
Ho(Q) = {u € H'(Q):usq = 0}

olarak tanimlanabilir.

5.1. Teorem (Divergens Teoremi): O c R4 ve 912 , Q bdlgesinin smir1 olsun. A, 92’ya

birim dis normaldir, ds yiizey alan elemanidir ve u yeterince diizgiindiir, o0 zaman

fV-udxz fu-ﬁds

Q B9}
esitligi saglanir.

5.6. Tanm: @ = (@, @y, ..., A4), bircok indisli olmak {izere negatif olmayan kismi «;

olarak gosterilsin. O halde,

d

ol =)

i=1

olup, kisma tiirevi
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olarak tanimlanir [21].

5.7. Tanim (Zayif Tiirev): Lokal integrallenebilir fonksiyonlarin uzay1

L,. = {v:v e L}(K),VK c Q} olmak lzere, u,w € Lj,, Ve , bir ¢ok indisli olsun. Eger

loc

her @ € Cy°(Q) test fonksiyonu igin,

j w.D*@dx = (—1)! fw-(z)dx,

Q Q

esitligi saglaniyorsa w’ye u’nun a. dereceden zayif tiirevi denir ve
D%u =w
olarak yazilir [21].

5.8. Tanim (Dual Norm): f € L2(Q) fonksiyonunun H~1(Q) dual uzaymda tanimlanmus

normu

Iflli= sup J2

vert( IVl

seklindedir ve dual norm adi verilir.

5.2. Teorem (Hélder Esitsizligi): u € LP(Q) ve v € L4(Q) ile p,q € [0, ] ve %+ g =1

olsun. O halde,
”uv”Ll(Q) < ”u”LP(Q)”U“Lq(Q)

esitligi saglanir [21]. Buradan,
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1/p 1/q
f uCv()ldx < ( f |u(x)|v> ( f |v<x>|q)
Q Q Q

esitligi yazilabilir.

5.4. Acgiklama: (Cauchy-Schwarz Esitsizligi):Teorem 5.2°de p = q = 2 alinirsa Cauchy-

Schwarz esitsizligi elde edilir.
”uv“Ll(n) = ”u”LZ(Q)”V”LZ(Q)
59fnmmuvmnggmﬂ@DnLaez0,1<p4<:mve%+$=1obw10hmm

-r
gaaP &bl

q

ab <

esitsizligine Young esitsizligi denir [21]. Ayrica, Young esitsizliginin en sik kullanilan hali

p = q = 2 durumudur:

b<lazype
=54 773

5.1. Lemma (Poincaré Esitsizligi): u € H] ise,C pozitif sabit olmak tizere
”U—”LZ(Q) < C(Q)llvu”LZ(Q)
esitsizligine Poincaré Esitsizligi denir.

52. Lemma (Gronwall Esitsizligi): f(¢),g(t),a(t) > 0 ve [0,T] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar olsun dyleki f(t) hemen hemen her t igin,

d
L <207 + 90
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diferensiyel esitsizligini saglasin. Bu durumda hert € [0, T] igin
t t

f(t) <exp jx(s)ds f(0) +fg(s)ds

0 0

saglanir.

5.3. Lemma (Ayrik Gronwall Esitsizligi): n > 0 ve a,, b,, c,, d,, e, negatif olmayan tam
sayilar olsun dyleki

N+1 N+1 N+1

an+1 +Atz bnSAtZandn+Athn+H, N=0
n=

0 n=0 n=0

esitsizligi saglanir ve Vn igin ke, < 1 varsayilirsa,

N+1 N+1 N+1
e
aN+1+AthnSexp Atz = Athn+H , N=0
1—ke,
n=0 n=0 n=0

olur [19].

5.4, Lemma: u € H*(Q) icin,

V. ull < Vd||Vull

esitsizligi yazilabilir [22].

5.10. Tanim: Kararlilik ve hata analizinde sonlu elemanlar yontemi kullanildigindan dolay1

hiz alan1 ve basing uzaylar i¢in standart fonksiyon uzaylar1 asagidaki gibi se¢ilmektedir:

X = Hy(Q),
Q = L3
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X’ in zayif bir alt uzay1 V olsun, o halde

Vi={veX (V.qv) =0,Vq € Q}

seklinde tanimlanir.

Uzaysal ayriklastirmada sonlu elemanlar yonteminin uygulanmasi nedeniyle Q alaninin 7,
seklinde ince bir aginin olusturulmasina ihtiya¢ duyulur. mr;, ise tanimlanan sonlu elemanlar

uzaylari ile asagidaki gibi gosterilebilir:

X, cX,
Qn < Q.

5.5. Lemma: Hiz ve basing uzaylarinin uygun sonhlu eleman uzaylarinin ayrik inf-sup
kosulunu yani Ladyzenskaya-Brezzi-Babuska (LBB) kosulunun sagladigi varsayilir.

Ornegin, B bir sabit olmak uizere,

,V.v
inf sup w =p>0
vethth IVvllligll

sart1 saglanir [22].

Ayni zamanda hiz ve basing sonlu eleman uzaylar1 asagidaki iyi bilinen yaklagim

Ozelliklerini sagladigi varsayilir [22].

inf llu —vll < ChA** Y u|y, ,  u € HY(Q),
vexh

inf 1V(u —v)ll < Ch¥|ulpsy ,  u € HF(Q),
VEXR

inf lp — gl < Chs*|plssr p € HT1(Q).
qeQn

5.6. Lemma (Skew Simetri): Eger 0Q Uzerinde u.n = 0, u, Vu € L?(Q) ve V.u = 0 ise

u, v, w igin



26

fu.v.wdx= —fu.w.vdx
Q Q

olur.

Tanim 5.11. (Skew-simetrik trilinear form): b: X X X X X - Rve u,v,w € X olmak

uzere skew-simetrik trilinear form su sekilde tanimlanir:

b(u,v,w):=1 (u.Vyv,w —1 (u.Vyw,v
2 2

Asagida b’nin daha sonra hata analizinde kullanilacak bazi1 6zellikleri verilmistir.
5.7. Lemma: u,v,w € X icin trilinear terim b asagidaki gibi smirlandirilabilir:

|b(u, v,w)| < Co(@IVullllvoll IVwl,

1 1
|b(w,v,w)| < Co( llullzllVullzlVull [Vwl.

Ispat: Ug fonksiyon igin genellestirilmis Holder esitsizliginden yararlanilir:

1 1 1
[ telloliwl < lallalishislilly 4547 =1 1<pgr<e
Q

IIk esitsizlik icin ¢ = 2vep = r = 4 olan genellestirilmis Holder esitsizligi kullanilr.
q=4rp= % ve dolayisiylam = Z ile Sobolev gdmme teoremini ve ardindan s ; = 0,
s;=1ve 0 = i ile enterpolasyon esitsizligi kullanilarak, L* —normlar1 i¢in bir tahmin
elde edilir:

1 3
llull s < Cllull = < Cllull}, Tl
H4

Poincaré esitsizligi nedeniyle, H' normu ve || Vv ll,2, Hy’ da esdegerdir. Degerleri

yerlestirilirse;
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|b(u, v, w)| < [[ull IVl 2llwll + [lull 1YWl 2wl

1 3 1 3 1 3 1 3
< Cllull=l[Vull=|IVvl[llwll=lVwilz + llull«]|Vul[=||Vwll|v]|[=|| Vv«
olur.

Poincaré esitsizliginin gradyan icermeyen terimlere bir kez daha uygulanmasi, istenen

sonucu vermistir. Son esitsizlik i¢in genellestirilmis Holder Esitsizligi kullanilir ve p =

3, = 2 ver = 6 olarak alinrr. ¢ = 3,p = 2 ve dolayisiyla m =% ile Sobolev
gdmme teoremini ve ardindan s, = 0,s, = 1ve O = % ile enterpolasyon esitsizligi

kullanarak, L3 — normu igin

1 1
llullis < Cllull o< Clieell7 lull

ve g = 6, p = 2 ve dolayisiyla m = 1 olan Sobolev gomme teoremini kullanarak L°-

normu igin

llulls < Cllully

elde edilir.

Yine yukarida belirtilen normlarm denkligini kullanarak,

1b(w, v, w)| < llullz[IVvll zllwlls + llull 2 IVwll 2]l s

1 1
< CA)llullzl|vullzl|voll IVwll

esitsizligi elde edilir.






29
6. NAVIER-STOKES DENKLEMI VE SAYISAL ANALIZI
Bu Dbolimde, oncelikle kullanilacak olan zamana bagli Navier Stokes denklemi ve
kullanilacak olan semalar verilecektir ve bu denklemin yari-ayrik (semi-discrete) ve tam-
ayrik (fully-discrete) yaklagimlarinin ¢éztiimlerinin kararl oldugu gosterilecektir. Kararlilik
ozelliginin bir sonucu olarak ¢oziimlerin varligindan ve tekliginden bahsedilecektir. Daha

sonra aynt denklemin yari-ayrik (semi-discrete) ve tam-ayrik (fully-discrete)

yaklagimlarmin hata analizleri sunulacaktir.

Navier Stokes Denklemleri, ¢Oziimlerin varligi, tekligi ve kararliligi agisindan ¢ok
karmagik denklemlerdir. Bu denklemleri analitik olarak ¢ozmek cok zordur ve analitik
¢cozimleri smirli oldugu i¢in sayisal ¢Oziimlere ihtiyag duyulmustur. Bilgisayar
sistemlerindeki ilerlemeler ve sayisal algoritmalardaki gelismeler ile birlikte ¢oziimlere

daha rahat ulasilabilmektedir.
X ve Q, hiz ve basing uzaylari, V uzay1 X’in alt uzay1 olmak tizere su sekilde tanimlanirlar:

X :=Hi(Q) =={veH(Q):v|sy =0}
Q= L5(Q) = {q € L2(Q) : fqu = 0}
)

V={veX: (qV.v) =0,Vq € Q}

O halde (v,q) € (X,Q) icin, Kullanilacak olan Navier Stokes denkleminin zayif hali

asagida verilmistir:
(ue, v) +v(Vu, Vo) + b(u,u,v) — (p,V.v) + (V.u, q) = (f,v) (6.1)

(6.1) denkleminde genel homojen dirichlet sinir sartlar1 géz Oniine almarak analiz

yapilmistir.
6.1. Yann Aynik Yaklasim ile Sayisal Analiz

Tanim 5.10°da verildigi sekilde m;, i¢ggenlemesi igin,
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X c x,Q" c Que vh = {v" € X": (g™, V.v") = 0,vg" € Q"} olsun.
Bu yaklagim i¢in kullanilacak sema,

(ul, v") + v(Vul, Vo) + b, ul, v") — (p", v.v") = (f,v") (6.2)
V.aul,gM) =0 (6.3)

seklinde formiile edilir.

X" izerinde verilen sema (6.2) ve (6.3) olmak Uzere, V" iizerindeki esdeger

formilasyonu;

(ul, v") + v(Vul, Vol) + b(ul, ut, v") = (f,v") (6.4)
seklindedir.

6.1.1. Kararhhk analizi

6.1.1. Teorem (Coziimiin Kararhligr): f € L2(0,T; H~1()) olsun, sema (6.2) kosulsuz

olarak kararlidir ve bulunan ¢oézim herhangi bir A > 0 ve u”, v" € X"; p", g™ € Q" i¢in

asagidaki denklemi saglar:

I (DI + VIV 2 2 2y < VI ey + (O (65)
Ispat: (6.4) esitliginde v — u" alinrsa, b(u", u, u") = 0 olacagindan,

(ul, uh) + v(Vul, vuh) = (f,v") (6.6)
elde edilir.

(6.6) esitligindeki terimler ayri ayr1 incelenir:

h,hY_1d . h2
i (ut,u )—Eallu Il
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o v(Vul, vuh) = v||vuh|?

e Oncelikle Dual norm tanimi daha sonra Young esitsizligi uygulanmustir:

(f,v")
(f) vh) = ”Vuh” ”Vuh” S ”f”—l”vuhll
£ 1
< — h||2 4 2
< I + o IIflls
<l + SHFLE (e = v icin)
=72 2y W1 ¢

Hesaplanan yeni terimlerin (6.6) esitliginde yerinde yazilmasiyla,

1d v 1
Z h||2 h2 < Z h||2 2
S 12+ VIVt (12 < St 12 + o=l f 1l

1d v 1
2 lyhn2 o 2 h2 <« 2
= S I 2 + S 1Vt < o= 1l

esitsizligi elde edilir. Esitsizligin 2 ile ¢arpilmasi sonucu

d 2
o I 12+ vVt iz < vl

olur. Son olarak esitsizligin her iki tarafina [0, T'] {izerinden integral uygulanir:

T T

d
[ Gt + vty < [ vipi e
0

0

= It (DI = " O + VIV 2 g 12y < VI 200 -1,
= [t (DI + VU2 2 072y < VI g ey + IO

O halde istenilen (6.5) esitsizligi elde edilmis olur.
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6.1.1. Sonug: Yukarida ispatlanan enerji kararlilig1 teoreminin bir sonucu olarak sunulan

NSD sisteminin zayif ¢oziimlerinin varlig1 ve tekligi de dolayli olarak gosterilmistir [23].
6.1.2. Hata analizi

6.1.2. Teorem: (u,p),(4.1) Navier Stokes denkleminin bir ¢c6zimi olsun. O zaman sema

(6.2)’nin e = u — u™ seklinde tanimlanan hatas asagidaki esitsizligi saglar:

T
T
lell2 +v [ el < el IO, [
0
T
+ [y 2, + Rl + R Il
0
+h2|IVul [l AullZ ., + R*=vHIpllI2)de] (6.7)

Ispat: Dogru ¢oziim ile yaklasik ¢oziim arasindaki fark hesaplanarak hata igin bir iist sinir

elde edilmeye calisilir. O halde (6.2) ve (6.4) denklemlerinin farki hesaplanirsa,

((u —u"),, vh) +v(V(u —uh), ") - (p — ¢", V.v")

+b(u,u,v") = b(u", ", v") =0 (6.8)
elde edilir. Teoremde verilen e = u — v’ hata tanim1 (6.8) de yerine yazilir:
(e, v") + v(Ve,v0") + b(u,u,v") — b(u",u",v") — (p — q",V.v") = 0 (6.9)
Burada hata i € V" interpolasyonu ile ayristirilirsa,
e=u—u'=u—-d+ia-uv=pu-0";u—-ti=p,i—u =-0" (6.10)
elde edilir. v* - @" secilerek ve (6.10) esitligi kullanilarak (6.8) esitligi,

(pe, ) — (2", 0") + v(Vp, Vo) —v(VQ", V0") + b(w,u, @) — b(ut, u", 9")
_ (p _ qh'vlwh) =0
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seklinde yeniden formiile edilir. Gerekli diizenlemeler ile,

= (0", 0") +v(ve",ve')
= (ue, ") + v(Vi, v0") + b(u,w, ") — b(W", ", 0") — (p — q",V.0")

olur. Esitligin sol tarafi norm yardimiyla diizenlenirse,

1d
- h|l2 h||2
=5 1017 +vive'|
= (1, 8") +v(V, VO") + b(u, u, 0") — b(u", u", ")

- (-q"v.0") (6.11)

esitligi elde edilir. Burada esitligin sag kisminin diizenlenebilmesi i¢in terimler ayr1 ayri

incelenmelidir.

1. terim i¢in; Tanim 5.8 ve Tanim 5.9 yardimiyla gerekli diizenlemeler yapilir:

(l‘tf @h)
Vel

(ﬂt' Q)h)
Vel

1
V01l = sup V0"l = el [907] = 51907 [ + - lhel2, (6.12)

2. terim i¢in; Tanim 5.9°daki Young Esitsizligi yardimiyla gerekli diizenlemeler yapilir:
ny £ nyz 4 L 2
vV, Ve?) = S IVOHI® + o viivull (6.13)

3. ve 4. terimler igin;dogrusal olmayan bu terimlere b(uh,u, (Dh) eklenip ¢ikarilir.

b(u,u, ") — b(u™,u, ¢")
= b(u,u, ") — b(u,u, @") + b(u", u, ") — b(u™, u", @")
= b(u — u",u, ") + b(u",u — u, o)
=b(u—0"u 0" +bu", u - 0", 0"
= b(u,u, ") — b(@",u, ") + b(u", u, 8") — b(u", @", ")

Yapilan iglemlerin sonucunda elde edilen terimler sirasiyla diizenlenecektir.
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. b(,u, u, (Z)h) terimi icin Lemma 5.5 ve Tanim 5.9 kullanilir:

1b(w,w, @) < ClIVEIIVullIVER ] < el 112 + ClIVull? || Vull?

J b(@h,u, @h)terimi icin Lemma 5.5vep = Zve q = 4 secilerek Tanim 5.9 kullanilir:

Ib(@",u, @M)| < Cllo™|2|IVer || 2 IvullIVver|l < Cllen|l/2lIver|| /2| vul
< £[|[VOR|12 + C||Vul|*]| 0|2

e b(u™, u, ") terimi icin Lemma 5.5 ve Tanim 5.9 kullanilir:

1 1
Ibuh, w, @) < Cllut (I /2]|vut || 72|Vl IVe" || < ellVaR 12 + Cllw [ IVu” [ Vl|?
Kararlilik sinirindan,

sup ”uh” + ”Vuh”LZ(o,T;LZ) < C(f: uo:V)
0<t<T

olup,
|bu”, p, @) < llVB™ 17 + ClIVU | 1Vpll?
elde edilir.
e b(u™, @", @") terimi Lemma 5.4 yardimiyla,
Ibu", 8", 8")| =0
olarak hesaplanir.

O halde (6.11) esitligindeki 3. ve 4. terimler,
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|b(u, u, @) — b(u", u", o")|
< ellV@"™|? + ClIVull?IVull® + ellV@"]|? + ClIVull*|[@" [ + el[Va"||?
+ ClIVu [Vl
< 3el|[Vo" 12 + ClIVull?IVull? + Cllvull*|lg" |2 (6.14)

seklinde diizenlenir.

5. terim i¢in; Tanim 5.9 kullanilir:

|(p — q" v.8M) < llp — q"IllIV. 2"l
<llp — q"lICllve"

C
< ellVoP |12 + < llp — g1 (6.15)

Dizenlenen (6.12),(6.13),(6.14) ve (6.15) ifadeleri (6.11) esitliginde yerlerine

yazilirsa,

1d
S I19M1% + vIIVe”|?

2dt
< EIV0H I + =l I2, + S IVOR 1% + —vIIVull? + 3¢llven ]2
=2 2¢ TS 9 2¢
+ CIIVIZNIVull? + ClIVul* 9™ 12 + ClIVur|[IVal? + el Vo2
C
_ _ ~h|2
+£IIp q"ll

1d
—_llah|12 _ h||2
= S l18"12 + (v = 52)|IVo*|
1 2 1 2 2 2 4 hyl2
< o= lueli2y + v IVll? + CIVRIZIVul? + ClIvull*liot)

C
+ ClIVu|[|[vull? + < lp — q"1I2

esitsizligi elde edilir. € = % secilirse,
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1d %
% nennz o 2 h2
S l10M12 + 5 190"

< [1Vull* 8™ 112 + Cv=Hluell2, + CNIVull? + CHVRI IVull?
+ CIIVe lvell? + cv=tip — q"II7

olur. Esitsizligin her iki tarafi 2 ile carpilarak [0,T] icin Lemma 5.2°deki Gronwall

esitsizligi uygulanirsa,

T
T
16"]12 + v j IVORII2 < CelaITutolac jj6n (0)|2
0
T
4 f W lel2s + IVal2 + 19l ITull? + vt | Vl?)
0
+v71p — q"lI?)dt]

elde edilir ve burada Lemma 5.5 uygulanur.

T
T
0% +v [0 < ce IO gt o)
0
T
+ f(hz"”V"lIIutllil + R Aullf sy + RFIVull? ] Al

0

+RZ[Vut |l Aull . + h* v IplI3)de]
Son olarak yaklasim &zellikleri kullanilarak |le]| < |lu — @] < |lull + [|@"]] tcgen
esitsizligi hata terimlerine uygulanirsa Teorem 6.1.2°deki (6.7) esitsizligi elde edilmis

olur.

6.2. Tam-Ayrik Yaklasim ile Sayisal Analiz

Tanim5.10°da verildigi sekilde m;, Gggenlemesi igin,

XhtcXx, QhcQvevh:={v" e X" (g",v.v") = 0,vq" € Q""} olsun.

Bu yaklagim i¢in kullanilacak sema,
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h _ ,h
(%,v’) +v(Vult,, voh) + b(ul,, ul ") — (Pt 1, V. 0M)
+ a(Vul,, Voh) = (fren, vM) (6.16)
(V.ulty,q") =0 (6.17)

seklinde formiile edilir. Burada a(Vul,,, Vo) terimi ¢oziimiin kararhligmi artiracak olan

kararlilagtirma terimidir ve yapay viskoziteyi temsil etmektedir.
6.2.1. Kararhhk analizi
6.2.1. Teorem (Coziimiin Kararhligr): f € L2(0,T; H~1(Q)) olsun, sema (6.16) kosulsuz

olarak kararlidir ve bulunan ¢oziim herhangi bir A > 0 ve u®, v"* € X*; p", q" € Q" icin

asagidaki denklemi saglar:

N-1 N-1
v At
lhll” + > 8¢ G+ @) [wadall” < [l + > W2 (6.18)
n=0 n=0

Ispat: X" {izerinde verilen sema (6.16) ve (6.17) olmak lzere, V" iizerindeki esdeger

formilasyonu;

ul,, —ul
( n+1At - vh) +v(Vul g, Vo) + b(uf g, uly g, v") + a(Vug,,, Vol)
= (fn+1: Uh) (6.19)
seklindedir.

(6.19) esitliginde v" > ul,, almwsa Lemma 5.6°dan b(ul,,ul,,,ul,;) =0

olacagidan, denklem

h h
(un+ 1~ Un

At ) u2+1> + V(Vu’,hl, Vu:}wl) + a(vulrhl; VuZ+1) = (fn+1' u2+1)
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halini alir. Burada dncelikle denklemin her iki tarafi At ile ¢arpilir ve sonra terimler

dizenlenirse,

(b, ul ) — (Wb uly,) + Acv(Vul, vl ) + Ata(Vul, , Vul, )
= At(fn+1' u2+1)

= ”uQHHZ +At(v + a)||Vuﬁ+1||2 = (uﬁ,uﬁ+1> + At(fn+1: u1f’ll+1) (6.20)

olur.
(6.20) esitligindeki terimler ayr1 ayr1 incelenir:

e Sirasiyla Cauchy-Schwarz ve Young esitsizlikleri uygulanir:
1 1 2
(ult ) < Wt | < 5 I+ 5 ke

e Oncelikle Dual Norm tammi, daha sonra swasiyla Cauchy-Schwarz ve Young

esitsizlikleri uygulanir:

At(frar, Upa)
”Vu2+1”
< Atllfa oIl ||Vl |

Atv 1
= N ”Vu1q+1“2 + ZAt”fn+1”31

(g

At(fn+1»u7’;+1) =

Hesaplanan terimler (6.20)¢da yerlerine yazilirsa,

Aty

1 1
s ll” + ae + lIVats |* < 5 Il + 5 I + = vl
1
+ZAt”fn+1“31
1 2 v 1 At
> 2 luball + 8¢ (5+ @) [k < S I + 2l fsali2, (6.21)

esitsizligi elde edilir.
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(6.21) esitsizliginde n = 0,1, ..., N — 1 zaman aralig1 i¢in toplam alinirsa,

2

1 2 v 2 Atv 2 1 At
Sl + 8¢ (G + @) [vdl]* + -+ S v |* < 5 ushl* + 1A 1124

At At
+Z I&ll2, + -+ Z”fN”ﬂ

=

-1

N-1
At
= [l + " e 5+ @) Vadhaall” < a” + D" = a2
0 n=0

3
1]

olur. O halde Teorem 6.2.1°de istenilen (6.18) esitsizligi elde edilmistir.
6.2.2. Hata analizi
Ayrik inf-sup kosulunun yami smra hiz-basing uzaylarmin secilebilmesi ig¢in

Lemma 5.5°deki yaklasimlarin da gegerli oldugu varsayilir. Ayrica asagidaki normlar da
kabul edilir.

vl = max [l

1
D

Nt
ol = | 8¢ ) llwnll;
n=0

Diizenlilik varsayimlari

u e L4(0,T; H(Q)) n L4(0,T; L2()) 0 L(0, T; 1())
p € L2(0,T; HS*1(Q))
u, € L°(0,T; L2(Q))

seklindedir.
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6.2.2. Teorem (Hata Analizi): (u, p), (4.1) Navier Stokes denkleminin bir ¢c6zimi olsun.

O zaman sema (6.16)’ nin e, ; = U, — u",, seklinde tanimlanan hatas1 asagidaki

esitsizligi saglar:

N-1
lell? + A6 +@) ) llensa
0

n=

tnt1

N-1
<|cviac )y (At)_1h2k+2f ellfade + A Vit 121l
n=0 tn

tht1
2
+ h?|| vt || ||u||i+1+h2"||pn+1||i+(At)2J w12t
tn
tn+1 tn+1
 @0)? f latee 12t (1 Vet 1 17 + 1V011) + (AD)? j Ipecl2dt
th in
th+1
+ (AD)3 f Ifcll2dt | + Cvaen® (ullZ,, + Cv(AD)*||Vuy,|I?
tn
+ aAt(/’lZI{”u”iH + “Vun+1”2) exp( Cv3AL|[Vuy, 4 I*) (6.22)

Ispat: Gergek ¢oziim ile yaklasik ¢oziim arasindaki fark hesaplanarak hata igin bir {ist smir
elde edilmeye ¢alisilir. Navier Stokes denklemlerinin (6.1) gercek ¢oziimiinde t — t, 4

yazilarak ve a(Vun+1, Vvh) kararlilastirma terimi eklenip ¢ikarilarak,

(un+1 —Up

At :Uh) + V(Vitgy1, V) + DUy 1, Ungr, V) = @1, Vo 0") + (Vo q™)

+ a(Viyr, V") = (frg1, ") + a(Vitgyy, V0©) (6.23)
esitligi elde edilir.

(6.23) esitliginden (6.16)’daki sema cikarilir ve e, = Up4q — Ul ; uygulanirsa,
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(en+1 —én

At ) Uh) +v(Veni1, Vo) + b(Unyq, Upyq, V") — b(uﬁﬂ,uﬁﬂ, vh)

— (Pn+1 — 4" V0" + a(Veyyq, Vo) = T(uy, v") (6.24)

elde edilir. Burada t(u,,, v"*) terimi, artik terimlerden olusan tutarlilik hatasini ifade

etmektedir ve

u —u
Tt ") = (S~ 1 7") = G = PV + (F = fran, M)

+ v(V(Upy1 — Up), VO + DUy — Up, Uns 1, V™) + DU, Uy — u, 1)

+ a(Vipgq, VV©)

seklinde formiile edilir.

(6.24) esitligin sol tarafina b(uﬁ’lﬂ,unﬂ,v”) eklenip ¢ikarilirsa dogrusal olmayan

terimler,

b(Unt1, Upsr, V") — b(uﬁﬂ: Un+1, Vh) + b(uﬁ+1, Un+1) Vh) - b(uﬁ+1' Ui, Vh)

— h h h
= b(ens1 Uns1, V") — b(un+1: en+1 V )
seklinde diizenlenir.

O halde (6.24) hata denkleminde v"* — @" ., secilmesi ve

_ R _ ~ ~ o h
ent1 = Uny1 — Upyq = Upgq — Upiq + Upig — Uniq = Unir — O

ayristirmast ile denklem

<@¢1+1 - Qg

At ) ¢g+1> + V(VQZH'VQZH) + b(®g+1'un+1' ®g+1) + (pn+1 - qh'v- ®Z+1)

+ a(V@le, V@,’Ld)

= (%, ®7’}L+1) + V(V‘u.n+1, V®Z+1) + b(.u-n+1' un+1' ®¢1+1)

+ b(u2+1'ﬂn+1' ®ﬁ+1) + a(V,u,Hl, V®2+1) + T(un' ®Z+1)(6-25)
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olur.

a’+(a-b)%2-b?

(6.25)’de elde edilen ilk terim igin, a? — ab = esitligi kullanilarak,

(01 = 0, 00%41) = 5 (08l + 1000 — 017 — H2)

diizenlemesi yapilir. Yapilan bu diizenleme ve norm tanimi yardimi ile (6.25) denklemi,

2At(llczs all + 1080 = 0517 = 105117) + v[|VeL,, || +a|[vel, |
u
— (% ¢n+1) y V(V“nﬂlvwﬁﬂ) + b(nun+1run+1’ ¢ﬁ+1)

+ b(uﬁ+1'/in+1: ¢2+1) - b((bﬁﬂl Up+1) Qﬁﬂ) = (Pn+1 - qh,V. ¢ﬁ+1)
+ a(Vitner, VO 1) + T(tn, @) = Ty + Ty + -+ Ty (6.26)

halini alir. Esitligin sag tarafinda elde edilen terimler swrasiyla Ty,T,,...,Tg oOlarak

adlandirilmistir ¢iinkii her terim ayr1 ayr1 incelenerek gerekli diizenlemeler yapilacaktir.

T; : Swrastyla Cauchy Schwarz ve Young esitsizligi uygulanir.

tn+1 tnt1

u — U 1 Cv_l
(Brefnon )< ol | el okl < S [ welizae + o [0k
tn

tn

T, : Young esitsizligi uygulanir.
V(Vﬂn+1'V¢g+1) < VIV 12 + ”V(D +1”
T; : Once Lemma 5.5 sonra Young esitsizligi uygulanr.

b(tpsrs st @ 41) < CV IV (2 IV i 12 + ||v¢ all’



43

T, : Once Lemma 5.5 sonra Young esitsizligi uygulanir.

b(uﬁ+1»ﬂn+1; ®ﬁ+1) < CV—1”V”2+1”2”V%+1”2 ”V(b +1||

T : Once Lemma 5.5 sonra Young esitsizligi uygulanir.

b(®n+1'un+1' n+1) = CV_3”¢ +1|| IV lI* + ”VQ) +1||

T, : Young esitsizligi uygulanir.

(Pns1 = 4" V. 0741) < Cv 7t Ippss — 4" 12 +_“V® +1||

T, : Young esitsizligi uygulanir.
a(vﬂnﬂ; V®g+1) < CallVinll* + _”V¢ +1||

Tg:‘r(un,@,’iﬂ) ifadesinde verilen terimler S;,S,,...,S; olarak adlandirip ayr1 ayri

incelenir.

u —u
T(un: @gﬂ) = (% — Uy, ®g+1) + V(V(un+1 — Uyp), V®ﬁ+1)

+ b(un+1 — Up, Un+1, ®1};+1) + b(u, Un+1 — U, ®ﬁ+1)

- (Pn+1 -p, V. ®2+1) + (f = o+t ®2+1) + a(VunH,V(DﬁH)
251+Sz+"'+57

S; : Taylor Seri agilimi ve Young esitsizligi uygulanir.

tn+1

— Uy, ®,’i+1) < Cv1(Ap)? f lluel12dt + —||v¢ all

tn

(un+1 — Up
At
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S, : Taylor Seri acilim1 ve Young esitsizligi uygulanir.

V(V(un+1 Up), V®n+1) < CVIV(upsq — up)I? + 55 ”VQ) +1||
tn+1

< Cv(at?) f 1Vueli2de + - 90, |
tn
S3 : Taylor Seri acilim1 ve Young esitsizligi uygulanir.
tn+1
b(un+1 — Up, Un+1, ¢1’;+1) < CV_l(At)3llvun+1”2 j ”uttllzdt + By} ”V@ +1||
tn
S, : Taylor Seri agilimi1 ve Young esitsizligi uygulanir.
tn+1

b(u, Upyy —u, 08 ;) < cV-l(At)3||Vu||2f IIuttIIZdt+ ||v¢ all’

S5 : Taylor Seri agilim1 ve Young esitsizligi uygulanar.

th+1

(Pns1 — P, V.0,,) < CVTL(AD)3 f ||ptt||2dt+—||\7® all’

S¢ : Taylor Seri agilimi1 ve Young esitsizligi uygulanir.

(f_fn+1'¢¢1+1) S CV_]'“f—fn+1”2 ”V@ +1||
tn+

< Cv—l(At)3f Ifeell?de + 7 IIW) all’

S, :'Young esitsizligi uygulanir.
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(Vi 1, VO 41) < Call Vi, |12 + ||\7<2> all’

Elde edilen bitin terimler (6.26) esitliginde yerlerine yazilirak ve esitligin sol tarafindaki

negatif olmayan terim ¢ikarilarak diizenlenirse,

ZAtll@ ll’ Z—Atllcz)hllz —||V(z> all” + ||vcz> all’
tn+1
2
< v @O [ el + 1T b P [V [ 2
tn
th+1
+ 1pss — g2 + Q62 j e 12dt
th
tn+1 tnt1
+(At)3f IIuttIIZdt(IIVun+1||2+||Vu||2)+(At)3J e lI2dt
tn A
th+1

+ (At)? f Ifie e |+ ClIVan o l12 + Cv3]|0k, |* Vet 1#

7’1

tn+1

+ CalllVitg I + [Vunes 2) + Cv(AE) f Va1 2de (6.27)

olur. (6.27) esitsizligi 2At ile ¢arpilip Lemma 5.5 uygulanir:
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25,1117 = NBLI1Z + Ac(v + @)||[Vel,, ||

tn+1
< Cviat (At>-1h2k+2_f g 12, dt + h2X |V 212
th
tn+1
2
+ h2k||vul || ||u||i+1+h2"llpn+1lli+(At)2f e |1 2dt
tn
tTL+1 tn+1
+ma3fummmaw%HW+ﬂwmﬂ+mw3jnmmmt
tn tn
tn+1
2
+(At)3f felI2dt | + CvAth?*||ullZ,, + Cv73At||@ 1 || IV 11
tn
tht1
AP [ul2,, + [IVaps 1) + Cr(AE3)AL j Ve l?de (628
tn

(6.28) esitsizliginde n = 0,1, ..., N — 1 zaman aralig1 i¢in toplam alinirsa,

N-1
ok * + e+ ) ) [[V0a I
n=0

th+1

N-1
<|ovae Y [ @pae? f g2 dt + h2K |V 1212,
n=0 tn

tn+1

2
+ h2|| vl || ullZ g + 22 (Ipnsq 12 + (A)? f Il l|2dt
tn

th+1 tn+1
+(At)3f IIuttIIZdt(IIVun+1IIZ+IIVu|I2)+(At)3f Ipeell®dt
tn tn
tn+1
+(At)3f I fieI2dt | + CvAth?*||ull2,, + Cv(AL)*||Vugl|?
tn

+ aAt(h®*lullz, 1 + Vi1 112 [ exp( Cv 3 AL VU, (1%) (6.29)
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elde edilir. Son olarak yaklagim 6zellikleri kullanilarak,
llensall < ||ﬂn+1 - ¢ﬁ+1” < llptnsall + “®2+1” lggen esitsizlii  hata  terimlerine

uygulanirsa Teorem 6.2.2°deki (6.22) esitsizligi elde edilmis olur.

6.2.1. Sonug: Teorem 6.2.2°de elde edilen hata yaklasimi optimal bir hata yaklasimidir.
Ornegin k = 2 secilecek olursa, (P?,P') polinom secimlerine gore hatanm mertebesi 2
olur ki bu da beklenen mertebedir. Ayrica h,At,a@ — 0 iken u = u,; oldugu da teorem

ifadesinden agiktir.
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7. SAYISAL DENEYLER

Bu boliimde, teorik sonuglart dogrulamak ig¢in bazi simiilasyonlar sunulmustur. Sayisal
test, ele aldigimiz (6.16)’daki semanin yakinsama davranisini Ortaya ¢ikarmak ve Teorem

6.2.2°de elde edilen sonucu dogrulamak amaciyla yapilmustir.

Stenoz (kanal darligi) ve anevrizma gibi kardiyovaskiiler sistemin farkli tipteki
patolojilerinin kan akisina olan etkisi Navier Stokes denklemleri yardimiyla arastirilarak

modellenmistir.

Bu tezde tiim simulasyonlar herkese agik lisansli bir sonlu eleman yazilim paketi olan

FreeFem++ [24] kullanilarak yapilmustir.

Deneylerde, kan ve viicut sicakliginin sabit oldugu, kanin sikistirilamaz bir sivi oldugu,
kan yogunlugunun (p), 1060 kg/m3 ile sabit oldugu, kan viskozitesinin (v),
0,0035 mPa.s ile sabit oldugu, kanin Newtonyen bir sivi oldugu varsayilmaktadir. Arter
duvarlarinda kaymaz sinir kosulu uygulanmaktadwr. Giris hizi ¢ = Rev/pl olarak
almmaktadir. Burada [ limen ¢apmi, Re kontol paratmesi olan Reynolds sayisini ifade

etmektedir.

[Ik 6nce uzaysal hatanin mertebesi incelenmistir. Burada Sonug 6.2.1°de bahsedilen k=2
oldugunda hata icin beklenen mertebe 2°dir. Model problem hesaplama bélgesi 2 = (0,1)2
dir. Hesap bolgesi, gesitli kaba ag ¢oziintirligii ile tiggenlenmistir. Farkli h segimleri,
yakimsama oranlarini1 dogrulamak ve modeller arasindaki hatalar1 karsilastirmak i¢in yeterli
Olmustur. Yakmnsayan ¢oziim [0,1] zaman araliinda hesaplanmistir. Uzaysal hatanin
etkisini en aza indirmek ve hata lizerindeki zamansal etkiyi tam olarak ortaya ¢ikarmak
icin At = 0.000625 alinmustir.v=1 ve a =0,01li¢gin hatann H; normlari
degerlendirilmistir. Bu test problemi i¢in gercek hiz ve basing degiskenleri asagidaki gibi

ele almmustir:

[ - e o
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Bu degerler (4.1)’de yerine yazilarak f fonksiyonu elde edilmistir. f’nin hesaplanmasinda
Wolfram Mathematica [25] programindan faydalanilmistir. Sayisal ¢oziimiin sonuglari

farkli h degerleri i¢in Cizelge 7.1°de verilmistir.

Cizelge 7.1. Yakinsama testi sonuglarindaki hiz hatalar1 ve oranlari

h |v@—uh|| |  Oran
21 6,46611e-4 -
272 1,57286e-4 2,03
273 3,85477e-5 2,02
2~ 9,56907¢-6 2,01
275 2,385666-6 2,00
276 5,96731e-7 2,00

Bu cizelgeden de goriildiigii lizere, uzaysal anlamda yakinsama derecesi 2’dir ve beklenen

optimal yakinsama derecesidir.

Benzer sekilde zamansal hatanin derecesini bulmak icin ayni bolgede ayni 6zel ¢6ziim
fonksiyonlar1 ve sag taraf kullanilarak bu kez sabit bir A = 27 ag kalinlig1 alinmis ve
[0,1] zaman arahginda degisen At degerlerine gore hatalar kiyaslanarak zamansal hata

ayrt edilmistir. Elde edilen sonuglar Cizelge 7.2°de sunulmustur.

Cizelge 7.2. Farkli zaman araliklarmdaki hiz hatalar1 ve oranlari

At [v(u — uh| Oran
271 1,98947e-1 -

272 1,70164e-2 3,55
273 2,91767e-3 2,54
274 7,37701e-4 1,98
275 2,17324e-4 1,76

Goriildiigii izere zamansal boyutta da optimal hata derecesi olan 1’e fazlastyla ulagilmigtr.

Verilen gizelgelerden de goriildiigi iizere Teorem 6.2.2°de elde edilen teorik yakinsama
oranlart model bir problem {iizerinde de dogrulanmis olup, c¢aligmada tanimlanan

algoritmanim dogrulugu ve etkinligi sayisal olarak goz oniine konulmustur.
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Simdi farkli Reynolds degerleri i¢in hesaplanan hata oranlarina a kararlilastirma teriminin

etkisi Cizelge 7.3 ile Cizelge 7.4°de karsilastirilacaktir.

Cizelge 7.3. @ = 0 i¢in Re sayilarina gore hatalar

Reynolds Sayisi Hata

100 0,0903558
200 0,140067
300 0,186865
400 0,233123
500 0,27908

Cizelge 7.4. « = 0,01 igin Re sayilarma gore hatalar

Reynolds Sayis1 Hata

100 0,0797131
200 0,11151
300 0,134197
400 0,151754
500 0,165875

Cizelge 7.3 ile Cizelge 7.4’ten anlasilacagi lizere yapilan karsilastirma sonucu yapay
viskoziteyi temsil eden a parametresinin eklenmesi ile hatanin azaldigi goriilmiistiir. O
halde sayisal deneylerde a parametresinin géz oniine alinmasinin ger¢ege daha yakin ve

dogru sonuglar verecegi agiktir.

7.1. Bogumlu Damarlarda Sayisal Deneyler

Bolum 3.1°de anlatilan kardiyovaskiiler sistem hastaliklarindan olan Ateroskleroz (damar
sertligi-tikaniklig1), bogumlu damarlara 6rnek olarak verilebilir. Bu bolimde, ¢ift bogumlu

ve tek bogumlu damarlardaki kan akisi1 ayr1 ayr1 ele alinacaktir.

7.1.1. Cift bogumlu damarlarda sayisal deneyler

Damarda plak olusumu sonucu damarm alt ve lst yiizeyinde karsilikli veya karsilikli
olmayacak sekilde bogumlar yani sertlikler meydana gelebilir. Bu durum kan akisini
olumsuz yénde etkilemektedir. Yapilan sayisal deneylerde kararlilastirma terimi ile birlikte

gercek kan akigina en yakin ve en dogru ¢oziimler elde edilmeye ¢alisilmistir. Bunun igin



52

farkli Reynolds degerlerine gore incelemeler yapilarak en dogru sonucu verecek «

parametreleri se¢ilmistir. Simdi bazi durumlar ayr1 bagliklar altinda incelenecektir.

Cift bogumlu damarlarda kararlilastirma teriminin etKkisi:

Bu bolimde a kararlagtirma teriminin, kan akiginin hizin1 ve basincini analiz etmek igin

yapilan ¢oziimlerdeki etkisinden ve yine bu terimin nasil secildiginden bahsedilecektir.

JeaVake Jl2aValue

- 3 ‘/
g) Re =400, = 98 h)Re = 500, = 127

Sekil 7.1. Farkli Reynolds degerleri i¢in a Kararlilastirma teriminin ¢ift bogumlu
damardaki kan akis hizina etkisinin karsilastirilmasi

Sekil 7.1’den anlasilacagi gibi « kararlilastrma terimi kan akisinin hizin1 analiz ederken
¢ozlim lizerinde oldukga etkili olmaktadir. Reynolds sayist 100 iken gergek ¢OzUm ve
yapay viskozite ile kararlilastirilmis ¢6ziim arasinda ¢ok fazla fark gérilmemektedir ancak
Reynolds sayis1 biiyiidiik¢e ¢oziim dogru ve anlasilir sonuglar vermemeye baglamaktadir.
Ornegin, Sekil 7.1°de belirtilen f) gosterimi, kararlilastirilmamis bir ¢dziimiin dogru ve
anlagilir sonuglar vermedigini gosterirken; h) gosterimi, ayni Reynolds sayisi1 {izerinde
yapay viskozitenin nasil etkili oldugunu ayni zamanda dogru, anlagilir ve gergege en yakin

sonuglar elde edildigini gostermektedir.
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JloVpe

Eég; _@@f

a)Re =100, =0 b) Re =300,a =0

Iw)lalve Lo Mae

L ict
- w
‘ I

c) Re =100,a = 12 d) Re = 300,a = 69

e)Re =400, =0 f)Re =500, =0

JlseVaio

g) Re =400, = 98 h) Re = 500,a = 127

Sekil 7.2. Farkli Reynolds degerleri i¢in a kararlilastirma teriminin ¢ift bogumlu
damardaki kan basmcina etkisinin karsilagtiriimasi

Sekil 7.1°de anlatilan kan akis hizt durumdaki gibi Sekil 7.2’de de kan akiginin basincini
analiz ederken yapay viskozitenin ¢dzim Uzerinde oldukca etkili oldugu goriilmektedir.
Reynolds sayist 100 iken gergek ¢oziimile kararlilastirilmis ¢oziim arasinda ¢ok fazla fark
gorilmezken Reynolds sayis1 biiyilidiikkge ¢oziim dogru ve anlasilir sonuglar vermemeye
baslamaktadir. Ornegin, Sekil 7.2°de belirtilen f) gosteriminden kararlilastirilmamis bir
¢Oziimiin dogru ve anlagilir sonuglar vermedigi anlagilirken; h) gdsterimi ile ayn1 Reynolds
sayis1 iizerinde a kararlilagtirma teriminin nasil etkili oldugu ayn1 zamanda dogru, anlagilir

ve gercege en yakin sonuglar elde edildigi gorulmektedir.

Sekil 7.3’te, a kararlilagtirma teriminin etkisini agiklamak igin farkli a degerlerinin Re =

500°deki hatalar1 gosterilmistir.
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Re=500

2.5

——alp=20

alp=50
—E—alp=100
—=—alp=127 | ]

hata

1 15 2 2.5 3 3.5 4 45 5
iterasyon

Sekil 7.3. Re = 500 i¢in farkli a degerlerinde hata

Belirli bir Re sayist i¢in farkli a degerleri ile iterasyonlar elde edilir. Bu iterasyonlar
sonucunda meydana gelen hata oranlar1 g6z 6niine alinarak minimum hatay1 verecek olan
a degeri se¢ilir. Grafikten goriildiigii gibi Re = 500 i¢in farkli yapay viskozite degerleri
ele alinarak hata oranlar1 hesaplanmis, minimum hatay1 veren a = 127 degeri segilerek

Sekil 7.1 ve Sekil 7.2°deki gibi gerekli analiz islemleri yapilmistir.

Cift bogumlu damarlarda duvar kayma gerilimi (WSS):

Bu bolumde 6ncelikle ¢ift bogumlu bir damardaki kan akis hizi ve kan basinci igin gergek
¢oziim ile yapay viskoziteli ¢oziim arasinda karsilastrma yapilacak daha sonra da duvar

kayma geriliminden bahsedilecektir.

Bundan sonraki kisimlarda koordinat diizleminde verilen grafikler icin; x ekseni damar

uzunlugunu (m), y ekseni ise WSS (Pa) degerlerini belirtmektedir.



55

-59”%4

|

Z

n 3P0

2
%

T T T T s
[R5 Y e

a) Gercek Cozim

EEEEEEEEEE NN
(=2 N =+ 1iN

b) Yapay Viskozite Cozimii

Sekil 7.4. Re = 500 degeri i¢in ¢ift bogumlu damardaki kan akis hizi

Sekil 7.4.‘den anlasilacagi lizere kan akis hizinin simiilasyonunda Reynolds sayis1 500 iken
gercek ¢ozlim ile yapay viskozite ile kararlilastirilmis ¢oziim arasinda ¢ok fazla fark
gorilmemektedir. Bu durum yapay viskozitenin nasil etkili oldugunu ayn1 zamanda dogru,

anlagilir ve ger¢ege en yakin sonuglar verdigini gostermektedir.

alspalue

;

|

lsoMolup

a) Gercek Cozim

b) Yapay Viskozite Cozumi

Sekil 7.5. Re = 500 degeri icin ¢ift bogumlu damardaki kan basinci
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Sekil 7.5‘de goriildiigii lizere kan basincinin modellenmesinde Reynolds sayist 500 iken
gercek ¢cOziim ile yapay viskozite ile kararlilagtirilmis ¢6ziim arasinda ¢ok fazla fark
gorilmemektedir. Bu durum yapay viskozitenin nasil etkili oldugunu ayn1 zamanda dogru,

anlagilir ve ger¢ege en yakin sonuglar verdigini gostermektedir.

Cift bogumlu bir damarmn alt ve tist duvarmdaki WSS degerleri Sekil 7.6 ve Sekil 7.7°de

verilmistir.
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I & —— R300
185 J ) F X ——R400
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g v \/ \/
S 104
é) .
o 0.8
A ]
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N P g
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00 T T T T 1
0,000 0,004 0,008 0,012 0,016 0,020
Damar Uzunlugu

Sekil 7.6. Farkli Reynolds degerleri i¢in ¢ift bogumlu bir damarm alt duvarindaki WSS
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Sekil 7.7. Farkli Reynolds degerleri i¢in ¢ift bogumlu bir damarin iist duvarindaki WSS

WSS, damar duvarlarinin {izerindeki akiskanin olusturdugu kuvvetlerin bir Olgiisii
oldugundan Re degeri arttikca WSS degeri de artis gostermistir. Sekil 7.7°de gorildiigii
Uzere WSS degerlerinin alt sinirda L = 0,008 degerinden ve Sekil 7.8’de goriildiigii iizere
st smnirda L = 0,012 degerinden sonra stabil hale gelmesi damar ile uyumlu bir davranis

sergiledigini gostermektedir.

Karsilikli bogumlu damarlarda duvar kayma gerilimi (WSS):

Bu bolimde oncelikle karsilikli bogumlu bir damardaki kan akis hizi ve kan basinci i¢in
gercek ¢Ozlim ile yapay viskoziteli ¢6ziim arasinda karsilagtirma yapilacak daha sonra da
duvar kayma geriliminden bahsedilecektir. Bu incelemeler iki farkli derinlik igin ele

almacaktir.
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0,0018 derinlik ile WSS:

y P

a) Gercek ¢6zim
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b) Yapay Viskozite Cozimii

Sekil 7.8. Re = 500 degeri i¢in karsiliklt bogumlu damardaki kan akis hizi

Kan akis hizinin simiilasyonunda Reynolds sayisi 500 iken gergcek ¢Ozim ile yapay
viskoziteli ¢6ziim arasinda ¢ok fazla fark gorilmedigi Sekil 7.8’de agiktir. O halde yapay

viskozite ile anlasilir ve ger¢ege en yakin sonuglar elde edildigi gérilmektedir.
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b) Yapay Viskozite Cozimii

Sekil 7.9. Re = 500 degeri i¢in karsilikli bogumlu damardaki kan basinci

Kan basincinin modellenmesinde Reynolds sayis1 500 iken gercek ¢Ozim ile yapay
viskoziteli arasinda ¢ok fazla fark gorulmemektedir. O halde yapay viskozite ile anlagilir

ve gercege en yakin sonuglar elde edildigi goriilmektedir.

WSS Degerleri

] - il

0,0 T T T T
0,000 0,004 0,008 0,012 0,016 0,020

Damar Uzunlugu

Sekil 7.10. Farkli Reynolds degerleri i¢in karsilikli bogumlu bir damarin alt duvarindaki
WSS
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Sekil 7.11. Farkli Reynolds degerleri i¢in karsilikli bogumlu bir damarin iist duvarindaki
WSS

0,0018 derinlige sahip karsilikli bogumlu bir damarin alt ve iist duvarindaki WSS
degerleri Sekil 7.10 ve Sekil 7.11°de verilmistir. Re degeri arttikca WSS degeri de artig
gosterdigi acgiktir. Elde edilen WSS degerlerinin damarin alt duvarinda L = 0,012 ve st
duvarinda L = 0,010 degerlerinden sonra stabil hale gelmesi damar ile uyumlu bir

davranis sergiledigini gostermektedir.



0,0010 derinlik ile WSS:
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b) Yapay Viskozite Cozimii

Sekil 7.12. Re = 500 degeri igin karsilikli bogumlu damardaki kan akis hizi

Sekil 7.12°de verilen kan akis hizinin simiilasyonunda gercek ¢oziim ile yapay v

iskoziteli

¢Ozlim arasinda ¢ok fazla fark goriilmemektedir. Sonug olarak « kararlilastirma terimi ile

anlagilir ve gercege en yakin sonuglar elde edildigi goriilmektedir.
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Sekil 7.13. Re = 500 degeri i¢in karsiliklt bogumlu damardaki kan basinci

Sekil 7.13‘de verilen kan basmcinin simiilasyonunda gergek ¢6ziim ile yapay viskoziteli
¢oziim arasinda ¢ok fazla fark goriilmemektedir. Yapay viskozite ile anlasilir ve gercege en

yakin sonuglar elde edildigi goriilmektedir.
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Sekil 7.14. Farkli Reynolds degerleri i¢in karsilikli bogumlu bir damarin alt duvarindaki
WSS
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Sekil 7.15. Farkli Reynolds degerleri i¢in karsilikli bogumlu bir damarin {ist duvarindaki
WSS

Sekil 7.14 ve Sekil 7.15’te; 0,0010 derinlige sahip karsilikli bogumlu bir damarin alt ve
ist duvarindaki WSS degerleri verilmistir. Re degeri arttikca WSS degeri de artis
gosterdigi gorilmektedir. Elde edilen WSS degerlerinin alt sinirda L = 0,010 ve Ust
simirda L = 0,012 degerlerinden sonra stabil hale gelmesi damar ile uyumlu bir davranig

sergiledigini géstermektedir.

7.1.2. Tek bogumlu damarlarda sayisal deneyler

Tek duvarinda meydana gelen yapisal bozukluklar ile damar, tek bogumlu damar olarak
adlandirilabilir. Bu yapisal bozukluklar sonucu kan basinci ve akis hizi etkilenmektedir.
Tek bogumlu damarlarda boyle bir durumla karsilagildigindaki kan akis1 incelenmis ve

simiilasyonlar1 verilmistir.
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Sekil 7.16. Re = 500 degeri i¢in tek bogumlu damardaki kan akis hiz1

Sekil 7.16°daki kan akis hizinin simiilasyonunda goriildiigii tizere gergek ¢oziim ile yapay
viskoziteli ¢oziim arasinda ¢ok fazla fark gorilmemektedir. O halde yapay viskozite ile

anlagilir ve gercege en yakin sonuclar elde edildigi agiktir.

lspValue

|

a) Gercek Cozlim

b) Yapay Viskozite Cozumi

Sekil 7.17. Re = 500 degeri igin tek bogumlu damardaki kan basinc1
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Sekil 7.17‘deki simulasyonunda goriildiigii {izere gercek ¢oziim ile yapay viskoziteli
¢oziim arasmnda kan basinci karsilagtrmasinda ¢ok fazla fark gorulmemektedir. «

kararlilastirma terimi ile anlagilir ve gercege en yakin sonuglar elde edildigi agiktir.
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Sekil 7.18. Farkli Reynolds degerleri i¢in tek bogumlu bir damarm alt duvarindaki WSS
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Sekil 7.19. Farkli Reynolds degerleri i¢in tek bogumlu bir damarm iist duvarindaki WSS
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Sekil 7.18 ve Sekil 7.19°da tek bogumlu bir damarin alt ve {ist duvarindaki WSS degerleri
farkli Reynolds degerleri i¢in verilmistir. WSS degerlerinin alt smirda L = 0,009
degerinden ve st sinirda L = 0,008 degerinden sonra stabil hale gelmesi damar ile

uyumlu bir davranis sergiledigini gostermektedir.

7.2. Beyin Anevrizmasinda Duvar Kayma Gerilimi (WSS)

Asagidaki sekilde, tezde incelenen beyin arterine ait sakkiler anevrizma modelinin akis1

gOrulmekte ve her bolge isimlendirilmektedir.

Sekil 7.20. Beyinde meydana gelen Sakkiiler anevrizmanin simiilasyonu

Re = 200 ve a = 205 degerleri i¢in bolgelere ait kararlilastirilmis ve kararlilagtilmamis

grafikler asagida ayr1 ayr1 verilmistir.
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0,00015 -
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—f2
——f2_alpha

0,0

Zaman

Sekil 7.21. f2 bolgesine ait grafik
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Bu bolgedeki maksimum WSS degeri yaklasik 0,000355 Pa olup @ = 0 degerine yakin

sonuclar vermistir.

Beyin damarlarindaki akis genellikle pulsatil (dalgali) bir sekle sahiptir. Bu, kalp atislariyla

birlikte arterlerin genisleyip daralmasi nedeniyle olusan bir olaydir. Bu durum, arterlerin i¢

duvarlarindaki kanimn akis yoniindeki degisimlere bagh olarak ortaya ¢ikar.

0,005 -

0,004

0,003

WSS
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0,000

—— 7
— f7_alpha

05
Zaman

1,0

Sekil 7.22. f7 bolgesine ait grafik
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WSS degerinin en yiiksek oldugu yani gerilimin en ¢ok oldugu bolge f7 bolgesidir. Bunun
sebebi akigin bu bolgede yogunlagsmasi ve bogum noktasini barindirmasidir.

—f3
——f3_alpha

0,00006

oy 0,00004 1

WS

0,00002 - { / 4

05 1,0

Zaman

Sekil 7.23. f3 bolgesine ait grafik

f3 bolgesine ait grafikte goriildiigii gibi kararlilagtirilma yapilmadigi zaman akisim genel
yapisindan daha uzak bir sonu¢ elde edildigi aciktir. Bu bolgedeki WSS degerinin 2 ve
f7’ye gore daha az olmasmin sebebi, modelden (Sekil 7.22) goriilecegi iizere bu

bdlgelerdeki akisin yavaslamasindan kaynaklanmaktadir.
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Sekil 7.24. f1 bolgesine ait grafik
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Sekil 7.25. f8 bolgesine ait grafik
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Sekil 7.26. f9 bolgesine ait grafik

f1,f8 ve f9 bolgelerine ait grafikleri inceledigimizde kararlilastirma etkisini en ¢ok
gorecegimiz yer f9 bolgesidir. Bunun sebebi akisin daha karmasik bir durum igerisinde
bulunmasidir. f9 grafiginden de gorildigi gibi yapay viskozite oldugu zaman WSS

degerleri daha diizenli bir sekilde kan akigina uygun olarak sonug¢ vermistir.
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8. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, kardiyovaskiiler hastaliklar sonucu damar akiginda meydana gelen degisimler
NSD modeli ile analiz edilmistir. Olusturulan yar1 ayrik ve tam ayrik semalarin kararlilik
ve hata analizleri yapilmis olup, kararlilik ve yakinsaklik 6zellikleri gosterilerek sayisal
¢Oziimiin varlik ve teklik durumu ele alinmistir. Tam ayrik sonlu elemanlar semasinda
stabilizasyonu saglamak igin yapay viskoziteyi temsil eden a(Vu, Vv) kararlastirma terimi
kullanilmistir. Teorik yakimsama oranlarini dogrulamak i¢in Onerilen semanin etkinligini
gosteren sayisal yakimsama testleri sunulmustur. Ayrica bahsedilen kardiyovaskiiler
hastaliklar sonucu kan akis hizinin, kan basincinin ve damarda meydana gelen duvar
kayma geriliminin nasil etkilendigi FreeFem++ programi araciligiyla modellenmistir. Elde
edilen modeler ile kararlilagtirmanin nasil etkili oldugu ve bu terim yardimiyla dogru,

anlasilir ve gercege en yakin sonuglar elde edildigi gosterilmistir.

Bu tezdeki calisma, kardiyovaskiiler saglik alaninda yeni arastirma olanaklarini
vurgulamaktadir. Mevcut calismanin Otesinde, kardiyovaskiiler hastaliklarin genetik
yatkmligi, tedavi stratejilerinin karsilagtirmali analizi, yagam tarzi degisikliklerinin etkisi,
yeni tedavi yontemlerinin gelistirilmesi ve goriintiileme teknolojilerinin iyilestirilmesi gibi
cesitli arastirma alanlar1 6nerilmektedir. Bu oneriler, kardiyovaskiiler saglik alaninda bilgi
derinlestirmeyi ve klinik uygulamalara katki saglamayir amaglamaktadir. Ayrica yapay
viskozite disindaki niimerik kararlilastirma yontemlerinin benzer yapidaki damarlar

Uzerinde akisa etkisi ileride yapilabilecek arastirma konularindan birisidir.
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