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Bu aragtirmada Witch of Agnesi egrisinin karar ve teori uygulamalari incelenmistir. Maria
Gaetana Agnesi'nin bu egriyi tanimlamasmin ardindaki matematiksel ozelliklere yer
verilmigtir. Arastirmanin odak noktasi, bu egrinin karar teorisi alaninda nasil
kullanilabilecegi ve bu kullanimin karar verme stireglerine nasil katkida bulunabilecegi
tizerinedir. Witch of Agnesi’nin beklenen degerini belirleme zorluklarina odaklanarak,
cesitli karar teorisi yaklasimlarini incelenmistir. Arastirmanin problem climlesi; Witch of
Agnesi egrisi, karar teorisi i¢inde nasil degerlendirilebilir ve bu degerlendirme karar alma
siireclerine nasil entegre edilebilir olarak belirlenmistir. Arastirma kapsaminda, benzer
matematiksel zorluklarla karsilasan diger oyunlarin (6rnegin, Pasadena oyunu) nasil
degerlendirildigi de karsilastirilmistir ve bu konudaki bilgi bosluklarini doldurmaya
caligmaktadir. Sonug¢ olarak, bu tez, Witch of Agnesi'nin karar teorisi baglamindaki
potansiyel uygulamalarin1 kesfetmek amaciyla matematik ve karar teorisi arasindaki

etkilesimi inceleyen bir arastirmadir.

Anahtar Kelimeler: Agnesi, Couchy, karar teori, Pasadena, Witch of Agnesi.
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THEORY
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In this research, the applications of the Witch of Agnesi curve in decision theory have been
examined. The mathematical properties behind Maria Gaetana Agnesi's definition of this
curve have been highlighted. The focus of the study is on how this curve can be utilized in
the field of decision theory and how such utilization can contribute to decision-making
processes. By addressing the challenges in determining the expected value of the Witch of
Agnesi and focusing on various decision theory approaches, the research aims to explore
how the Witch of Agnesi curve can be evaluated within decision theory and how this
evaluation can be integrated into decision-making processes. The research problem
statement has been formulated as: How can the Witch of Agnesi curve be assessed in
decision theory, and how can this assessment be integrated into decision-making processes?
The study also compares the evaluation of other games facing similar mathematical
challenges, such as the Pasadena game, aiming to fill gaps in knowledge on this subject. In
conclusion, this thesis represents a comprehensive exploration of the potential applications
of the Witch of Agnesi in the context of decision theory by examining the interaction

between mathematics and decision theory.
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1. GIRIS

Matematiksel caligmalarda, 6zellikle analiz veya olasilik teorisi gibi konularda hem egri
modelleri hem de olasilik dagilimlar1 siklikla karsimiza ¢ikmaktadir. Egri modelleri, karar
teorisi iginde belirli baglamlarda kullanilabilir ve karar alma siire¢lerinde analiz i¢in bir arag
olabilmektedir. Egri modelleri, belirli bir veri setini analiz etmek ve gelecekteki sonuglari
tahmin etmek icin kullanilabilmektedir. Ozellikle, Witch of Agnesi gibi egri modelleri, veri
setinin belirli bir olasilik dagilimini temsil edebilir ve bu dagilimin tahminlenmesinde karar
alma siirecine yardimeci olabilir. Bu arastirmada Witch of Agnesi egrisinin genel 6zellikleri

incelenmistir. Oncelikle Witch of Agnesi ile ilgili gériilen temel bilgilere yer verilmistir.

1.1.  Olasihk Dagilimlar:

Olasilik dagilimlari, bir olaymm veya sonucun olasiligini temsil eden bir matematiksel
modeldir. Bernoulli, binom, normal, poisson ve uniform gibi temel olasilik dagilimlar1 yan
sira olasilik teorisinde pek ¢ok dagilim bulunmaktadir. Witch of Agnesi ile iligkili goriilen

onemli bir dagilim Cauchy dagilimidir.

1.2. Cauchy Dagilim

Cauchy dagilimy, siirekli bir olasilik dagilimidir ve genellikle diger dagilimlardan farkli olan
ozellikleriyle dikkat ¢cekmektedir. Kokenini Augustin Cauchy'den alan Cauchy dagilimi,
beklenen degerin var olmadigi bir dagilim ailesidir. Ayrica, aile bagimsiz rastgele
degiskenlerin toplami olusturuldugunda kapalidir ve bu nedenle sonsuz bdliinebilir bir
dagilim ailesidir. Cauchy dagilimi, Stigler (1989) tarafindan standart iki degiskenli normal
dagilimi takip eden (Z1, Z2)T i¢in P(Z1 < 0, Z» < 0) ifadesini elde etmek i¢in kullanilmistir.
Cauchy dagilimi, mekanik ve elektrik teorisi, fiziksel antropoloji, 6l¢iim problemleri, risk ve
finansal analiz gibi bir¢ok uygulamada kullanilir. Ayrica, nokta kaynagindan yayilan
parcaciklarin sabit diiz ¢izgiye olan etki noktalarin1 modellemek i¢in de kullanilmistir

(Johnson, aktaran Alzaatreh vd., 2016).

X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,



f(x)—1 ! xell

CZ1+(x—6)2

seklinde ise, X Cauchy dagilimina sahiptir denir ve X ~ Cauchy(0) ile gosterilir. Bu

fonksiyon,
< <1 1 1 1] 7 7
f(X)dx= | ————— dx =—(arctan(c0) —arctan(— =—|=—=-=1|=1
L () I ooy ~(arctan() (—0)) EL ( Zﬂ

oldugundan bir olasilik yogunluk fonksiyonudur. Cauchy dagiliminin en belirgin 6zelligi

higbir momentinin olmamasidir. Dagilim 6 ya goére simetrik olup =3 igin olasilik

yogunluk fonksiyonunun grafigi asagida Sekil 1’de verilmistir.
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Sekil 1.1: € =3 i¢in Cauchy dagilimmin olasilik yogunluk fonksiyonu

X rasgele degiskeni Cauchy dagilimma sahip olsun. P(4 <X <6) glagilig

6 6
P(4< X <6):j f(x)dx=1 ;dx=larctan(x—3)|i_4
- -

4 7 31+ (x—3)?
=£(arctan(3)—arctan(1));1 T =i:0.15
V4 T\ 5 4) 20

olarak hesaplanmistir. Bu olasilik Sekil 1’de belirtilen tarali bolgenin alanidir. Benzer

sekilde,
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Cauchy dagiliminin en 6nemli 6zelliklerinden biri, ortalamasi ve varyansi olmayan bir
dagilim olmasidir. Bu nedenle, standart istatistiksel tekniklerle karsilastirildiginda bazi
zorluklarla karsilasilmaktadir. Ozellikle, kiigiik orneklemlerle calisirken, outlier (aykiri
deger) olarak nitelendirilebilecek degerlerin etkisi belirgin olarak gozlenebilmektedir.
Ayrica, Cauchy dagilimi, merkezi limit teoremi gibi bazi énemli olasilik teoremlerinin
varsayimlarini karsilamadigi i¢in, bu tiir teoremlerle yapilan ¢ikarimlar sirasinda dikkatli
olunmasi gereken bir dagilimdir. Ancak, bazi istatistiksel modellerde ve teorik ¢alismalarda

onemli bir rol oynar.
1.3. Karar Teorisi

Karar verme teorisi, bireylerin ve gruplarin nasil karar verdiklerini anlamak ve bu kararlarin
nasil verilmesi gerektigi konularinda ekonomistler, matematikgiler, filozoflar, sosyal
bilimciler ve istatistik¢ilerin ortak ¢cabasidir. (Resnik, aktaran Kogi, 2009). Karar teorisi, risk
ve belirsizlik altinda nasil karar verilecegini anlamak i¢in kullanilir. Karar alicilar, farkl
kararlarin sonuglari ve bunlarin olasiliklar1 hakkinda bilgi sahibi olmadiklarinda, kararlarini
nasil optimize edeceklerini belirlemeye calisirlar. Egri modelleri, veri setinin dagilimini ve
belirsizlik seviyesini analiz etmek igin kullanilabilir. Bu, karar alicinin risk toleransini
degerlendirmesine ve farkli kararlar arasinda se¢cim yapmasina yardimeci olabilir. Karar

teorisi, genellikle farkli karar alma modelleri ve yontemlerini igerir. Ornegin:

Belirsizlik Altinda Kararlar: Bilgi eksikligi veya belirsizlik durumunda karar alma stirecini

ele alir.

Risk Altinda Kararlar: Olasiliklarin  bilindigi ancak sonuglarin tam olarak tahmin

edilemedigi durumlarda karar alma siirecini ele alir.

Fayda-Kayip Analizi: Farkli aksiyonlarin sonuglarina yonelik fayda ve kayiplari analiz eder.
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Oyun Teorisi: Birden fazla karar verenin birbirleriyle etkilesim halinde oldugu durumlari

inceler.

Karar teorisi, bir karar vericinin farkli segcenekler arasinda nasil se¢im yapacagini ve bu
secimlerin sonuglarini degerlendirmesini inceler. Bu, genellikle belirsizlik, risk ve fayda gibi
kavramlar1 ele alir. Karar teorisi, bir kararin ne zaman ve nasil alinmasi gerektigi, farkl
alternatifler arasinda nasil tercih yapilacagi ve bu tercihlerin sonuclar1 hakkinda nasil
degerlendirme yapilacagi gibi konular1 kapsar. Karar teorisi, genellikle asagidaki temel

bilesenlerden olugur:

Karar Veren (Decision Maker): Karar veren, belirli bir durumda karar vermeye yetkili olan

kisidir. Bu kisi, belirsizlik altinda bir dizi olas1 sonug arasindan se¢im yapar.

Aksiyonlar (Actions): Karar verenin, belirli bir durumda alabilecegi farkli segeneklerdir. Her

aksiyonun, belirli bir sonuca yol agma olasilig1 vardir.

Durumlar (States): Karar verenin karsilasabilecegi farkli durumlar veya kosullardir. Bu
durumlar genellikle belirsizlik altindadir ve gelecekte gergeklesebilecek farkli olaylar

temsil eder.

Sonuglar (Outcomes): Her aksiyonun, her durum altinda ortaya ¢ikabilecek sonuclar
kiimesidir. Bu sonuclar, genellikle bir fayda veya kayip Olgiitiine dayali olarak

degerlendirilir.

Bu bilesenler bir 6rnekle soyle agiklanabilir:
Bir restoran sahibi, meniisiine yeni bir yemek eklemek istemektedir. Ancak hangi yemegi

ekleyecegi konusunda kararsizlik yagamaktadir.

Aksiyonlar (Actions):
Secenek 1: Yeni bir vegan yemegi eklemek.
Secenek 2: Yeni bir etli yemegi eklemek.

Segenek 3: Yeni bir deniz {irlinleri yemegi eklemek.
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Durumlar (States):
Durum A: Toplumda vegan yemege olan talep artiyor.
Durum B: Etli yemeklerin popiilerligi sabit kaliyor.

Durum C: Deniz iiriinleri yemeklerine olan talep artiyor.

Sonuglar (Outcomes):

Her secenek i¢in belirli durumlarda olast sonuglar:

Secgenek 1:

Durum A'da: Miisteri memnuniyeti artabilir, yeni bir miisteri segmenti kazanilabilir.
Durum B'de: Vegan segeneklere olan talep artmasina ragmen, etli yemeklere olan talep
azalabilir.

Durum C'de: Vegan yemeklere olan talep artabilir, ancak deniz iiriinleri yemeklerine olan

talep de artabilir.

Secenek 2:

Durum A'da: Belki yeni miisteriler kazanilabilir, ancak vegan miisteriler kaybedilebilir.
Durum B'de: Mevcut miisteri kitlest memnuniyetle karsilayabilir, ancak yeni bir miisteri
segmenti kazanilmamais olabilir.

Durum C'de: Deniz iiriinleri yemeklerine olan talep artabilir, ancak etli yemeklere olan talep

azalabilir.

Secgenek 3:

Durum A'da: Belki yeni miisteriler kazanilabilir, ancak vegan miisteriler kaybedilebilir.
Durum B'de: Miisteri memnuniyeti artabilir, ancak yeni bir miisteri segmenti kazanilmamis
olabilir.

Durum C'de: Deniz iiriinleri yemeklerine olan talep artabilir, ancak etli yemeklere olan talep

de azalabilir.

Restoran sahibi, karar teorisini kullanarak hangi yemegi meniiye ekleyecegine karar
verirken, olasi durumlar1 ve sonuglar1 dikkate alarak en uygun segenegi belirleyebilir. Bu
stiregte, belirsizlik altinda bile en iyisini yapmaya yonelik rasyonel bir karar alma siireci

izlemis olur.



1.3.1. Fayda Fonksiyonlari:

Belirsizlik altinda, her bir sonucun olasiligiyla carpilip toplanarak beklenen deger

hesaplanir.

E(Yeni Yemek)=P(Durum A)xU(Yeni Yemek | Durum A)+P(Durum B)xU(Yeni Yemek |
Durum B)+P(Durum C)xU(Yeni Yemek | Durum C)

1.3.2. Fayda Fonksiyonu Maksimizasyonu:

Karar verenin elde etmek istedigi maksimum faydayi saglamak icin segenekler arasindan en
uygun olanini segme islemidir. Ornegin, restoran sahibinin yeni bir yemek ekleyip eklememe

kararini, maksimum beklenen fayda elde etme hedefiyle almasi gibi.

1.3.3. Karar Agaclar::

Karar agaglari, bir karar problemi icin belirsizlik altinda alinacak adimlar1 ve sonuglar
gosteren agac yapisidir.
Ornegin, restoran sahibinin yeni bir yemek eklemesi durumunda alabilecegi adimlar1 ve

sonuglar1 gosteren karar agact:

1 1 1
(Durum A) (Durum B) (Durum C)
L 1| I L |

L——(1.segenek) L——(1.segenek) L——(1.segenek)
L——(2.segenek) L——(2.secenek) L——(2.secenek)
L——(3.secenek) L——(3.secenek) L——(3.segenek)

1.4. Regresyon

Regresyon analizi, bir bagimli degisken ile bir veya daha fazla bagimsiz degisken arasindaki

iliskiyi modellemek i¢in kullanilir. Bu iligki genellikle dogrusal veya dogrusal olmayan bir



fonksiyonla ifade edilir. Regresyon analizi, sadece dogrusal iliskileri modelleyebilirken,
Witch of Agnesi gibi egri modelleri, dogrusal olmayan iligkileri de yakalayabilir. Regresyon
analizine O0rnek olarak; bir perakende sirketi, satiglarini artirmak i¢in reklam harcamalarini
optimize etmeyi hedefledigi disiiniilstin. Sirket, farkli donemlerdeki reklam harcamalarini

ve ayn1 donemdeki satislar1 soyle kaydetmistir:

Reklam Harcamalari (x)  Satislar (y)

1000 TL 120 birim
2000 TL 180 birim
3000 TL 210 birim
4000 TL 240 birim
5000 TL 290 birim

Regresyon analizi igin bir model sdyle kurulur
y=p,+Bx+ €
y satislar, x reklam harcamalari, B0 ve B1 regresyon katsayilari, € hata terimidir.

Egim katsayisi, bagimsiz degiskenin bagimli degisken lizerindeki etkisini 6lger. En kiigiik

kareler yontemi kullanilarak B: asagidaki formiille tahmin edilir:

2 = ()
p. =
| Z?:l(xi_})z

esitliginde degerler yerine yazilirsa B;= 0.04 olarak elde edilir.
B;:} - [;T;c esitliginden B; = 88 olarak hesaplanr.

Elde edilen degerler yerine konuldugunda;

Satiglar=88+0.04xReklam Harcamalari olarak bulunur.



1.5. Bayes Teoremi

Bayes teoremi, bir olayin olasiligini, olayin meydana gelmesi durumunda bazi gozlemler
elde edildiginde bu olayin olasiligin1 giincelleyen bir olasilik teoremidir. Bayes teoremi,

belirsizlik altinda bilgi giincellemesi yapmak i¢in kullanilmaktadir.

Uygulama Ornegi: Bir sirketin insan kaynaklar1 miidiirii, saglik bakanliginin istatistiklerine
ve gecmis is bagvurularina dayanarak, sirkete is basvurusu yapan adaylarin %10'unun HIV
viriisii tasiyicisi oldugunu bilmektedir. Sirketin saglik sigortasi giderlerini en aza indirmek
icin insan kaynaklar1 miidiirii, adaylarin ise alinmadan 6nce HIV viriisii tasiyici olup
olmadiklarini belirlemek icin bir test uygulanmasma karar vermistir. insan kaynaklari
miidiirii tarafindan segilen test, %90 dogruluk oranina sahiptir. Yani, bir kisi icin test pozitif
cikarsa, o kisinin HIV pozitif olma olasilig1 %90'dir ve ayn1 sekilde bir kisi i¢in test negatif
cikarsa, o kisinin HIV negatif olma olasilig1 %90'dur.

H1: Kisi HIV pozitiftir.

H2: Kisi HIV pozitif degildir.

T1: Test kisinin HIV pozitif oldugunu soyler.
T2: Test kisinin HIV pozitif olmadigin1 sdyler.
Olaylarin olasiliklar1 soyledir:

P(H,)=0.10 P(H,) =090
P(T,|H,)=0.90 T,|H, ) =0.10
P(T,|H,)=0.10 T,|H,)=0.90

P(T))=P(T\nH\)+P(T\nH,)=(0.90) (0.10) +(0.10) (0.90) =0.18

(
(
(
(
P(Tz)—l—P(T ) =1- (Tl):1—0.18=0.82

Insan kaynaklar1 miidiirii test sonuglarinin dogru ¢ikma olasiliklarini ifade eden P(T, |H L)

ve P(T,|H,) olasiliklari ile ilgilenmektedir. Bayes teoremine gore;

PATY[H)PCHD  (0.90) (0.10)

= =0.50
P(T)) 0.18

P(H,

T)=



P(T,

H)PCHY) — (0.90) (0.90)
P(T,) 082

P(H|T,) = =0.988

Bu sonuclara gore; eger test kisinin HIV pozitif oldugunu sdylerse %50 olasilikla dogrudur

ve eger test kisinin HIV negatif oldugunu sdylerse testin sonucu %98 olasilikla dogrudur.

Ozellikle, egri modelleri gibi parametreli modellerde, Bayes teoremi parametrelerin
belirlenmesi i¢in bir ¢erceve saglamaktadir. Veri setinden elde edilen bilgiler kullanilarak,
parametrelerin olasilik dagilimlar1 giincellenebilmektedir. Witch of Agnesi gibi egri
modelleri, belirli bir fonksiyon formu kullanilarak belirlenen parametrelere sahiptir. Bu
parametreler, egrinin seklini ve davranisini belirler. Veri seti gdzlemleri kullanilarak, bu
parametrelerin degerleri tahmin edilebilir. Bu tahminde, Bayes teoremi ve Bayesci istatistik

yontemleri kullanilabilir.

2. WITCH OF AGNESI

Witch of Agnesi, Italyan matematik¢i Maria Gaetana Agnesi'nin adini tasiyan bir
matematiksel egriyi ifade eder. Egri, resmi olarak Italyanca'da "versiera" olarak bilinir ve
Ingilizce'de "cadi" anlamma gelir. Ilk kez Agnesi tarafindan 1748'de yayimlanan
"Instituzioni analitiche ad uso della gioventu italiana" (italyan Gengligi icin Analitik
Kurumlar) adli kitabinda incelenmistir. "Witch of Agnesi" adi, mistik veya dogaiistii bir
seyle herhangi bir baglantis1 olmayan, tamamen matematiksel bir kavram olan egrinin adidir.
"Witch" terimi, Italyanca kelime "versiera"nmin yanlis bir g¢evirisinden ortaya ciktig

diistiniilmektedir.

Maria Gaetana Agnesi, Oncii bir matematikg¢i olarak diferansiyel ve integral hesaplama ile
matematiksel analizdeki sonraki gelismelerin temelini atmistir. Witch of Agnesi, tarihsel
Ooneme sahip bir matematik egridir, matematik analizi ve hesaplama baglaminda ilging

ozelliklere sahiptir.



Sekil 1.2: Witch of Agnesi egri grafigi

Yukaridaki sekilde merkezi C = (0, a) noktasinda bulunan a yarigapli bir ¢ember
gosterilmektedir. (x, y) noktalar1 su sekilde elde edilir: O = (0, 0) noktasindan y = 2a
dogrusu tizerindeki herhangi bir noktaya bir ¢izgi ¢izildiginde cemberi A noktasinda keser.

B den indirilen dikmenin kesistigi nokta egrinin (X, y) noktasidir.

o

0
Sekil 1.3: Witch of Agnesi egri grafigi

Yukaridaki sekil incelendiginde, Pozitif'y ekseni ile OB ¢izgisi arasinda 0 agis1 cinsinden (X,

y) noktalar1 i¢in parametrik denklemler elde edilebilir. Y degeri, a+ |CD| = a cos( 20) 'ya

esittir. DCA =20 ve |CA|=a oldugu goriilmektedir.

y=a+ acos(20) Vex =2atanf
vy =a + acos(20) =a( 1+ cos20— sin20) =a( 1+ cos20— (1 cos20))

y= 2a cos’ 0
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x vey i¢in parametrik denklemler;

x = 2atan 6 Ve y = 2a cos2 @ olarak bulunmustur.

Y degerini tanimlayan x fonksiyonunu elde edelim.

1
x? = 4a’ tan’f = 4a2( sec?f — l) :4([2( - 1)

2
x2=4a2(_a_ 1)
)F

Denklem ¢oziimlendiginde;

8a’

x2+ 4a?

elde edilir.

Yukarida bu egriyle ve asagida x ekseniyle sinirlanan alan1 bulalim.

, S VK , MIZ gy
Area = lim ———dx=lim —(2a) dy

M— oo _Mx2+4a2 M — oo _M/24a2}'2+4612

M/ 2a
. M M
=4a? lim dy=44? lim [tan~!|— |-tan~!| —
M — oo —M/Zay2+l M— oo 2a 2a

= dga?
Bu alan egriyi olusturmak i¢in kullanilan dairenin alaninin 4 katidir.

a, egrinin genisligini belirleyen bir parametredir. Egri, can seklinde olan bir egridir ve
genellikle iki ucu sonsuza giden simetrik bir yapiya sahiptir (Agnesi, 1801).

Agnesi'den Once, egriye farkli bir bakis acisiyla Pierre de Fermat tarafindan incelenmistir
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(Quadratures Uzerine Inceleme, 1659). S. Stigler, Newton'un bu egri iizerinde 1718'den énce
calistigini, ancak bu ¢alismanin 1779'a kadar yayimlanmadigini belirtir. (Magnaghi-Delfino,
Norando, 2020).

Fermatn Quadratures Uzerine Inceleme'si (1659), her bir durumda uygun
integrasyon sinirlariyla daha yiiksek bir parabol veya daha yiiksek bir hiperbol altindaki
alanmn hesaplanmasinin ilk bilinen kanitini igerir. Incelemenin ikinci boliimii, Fermat'm
cagdaslan tarafindan genellikle fark edilmeyen, okunmasi zor bir kisimdir. Fermat, ortiilii
formdaki ¢ok sayida cebirsel egrinin karelemesini, bilinen egrilerin kareleme islemine
indirgedi. Digerleri ise dairenin kareleme islemine indirgedi. Fermat, o donemde oldukca
yeni olan iki prosediirii zekice kullandi: degiskenlerin degistirilmesi ve bdliimlerle
integrasyon formiiliiniin 6zel bir durumu. Bu araglarla Fermat, Descartes'in folium'u,
Diocles'in cissoid't veya Witch of Agnesi gibi bazi iyi bilinen egrileri kareleyebilmistir
(Noranda, Magnaghi-Delfino, 2020). Fermat, Witch of Agnesi'nin incelemesinde ti¢lincii

dereceden denklem yoluyla tanitmistir:

b3=x24 xb? (Esitlik 1)

b
Sekil 1.4: Esitlik 1 denklemin grafigi

Burada b, pozitif bir parametredir. Denklem (1) ile uyumlu grafigi Sekil 4'te goriilmektedir.
Fermat, egri ve asimptot igeren diizlem bdlgenin alanini belirlemistir. Sekil 5’te benzer bir

grafik verilmistir. Bu sekilde, x ve y ekseni degismis olarak goriiliiyor, ki bu donemin
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matematik caligmalarinda yaygin bir durumdur. Sekil, degiskenlerin ilk degisimini agiklar.

N

Esitlik 1°1 suna doniistiiriir.

b4 — ZZyZ _l_ZZbZ

\

Sekil 1.5: Fermat Grafigi

Sonrasinda, Fermat ikinci degisken doniisiinii kullanir.

ub
Z

y:

Esitlik suna doniisiir:

pl=y2=72

Fermat, tiglincii dereceden egrinin Kkarelemesini (quadrature) dairenin karelemesine
(quadrature) indirgedigini iddia etmistir.
Modern bir bakis agisindan, Fermat sonucu iki boliimdeki integrasyon yontemi kullanarak

elde eder.
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Grandi'nin Quadratura Circuli et Hyperbolae adli kitabinda, Maria Gaetana Agnesi ile
iliskilendirilen yer egrisine Scala, yani Ol¢ek egrisi adin1 verdi. Grandi, bu egriyi 151k
yogunlugunu 6lgmek i¢in bir 6l¢ii olarak kullanilabilecegini diistindiigii i¢in Scala adin1 hakli
¢ikardi. Bunu Claude Francois Milliet Dechales'in Opticae, Liber III'de agiklanan 1s181in
1isinlarina ait dzelliklerle akilda tutarak yapmistir (Alexander, 2012)

N B
i \ ; L
D? \.P

Sekil 1.6: Grandi Onerme 111

Grandi, yer egrisinin ilk tanimin1 Onerme I1I'te vermistir (Sekil 6). Ardindan, Onerme I'V'te,
Grandi, Scala'nin Cartesian denklemininden tiiretilir. ICH = ¢, KI =a, KG=x, GD=LI=y

olarak alarak, sunu kanitlar:

a a’

a
Il = —(1 — cos = —Versgy = ————
2( ¢) 2 =1 + a?
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Versin veya versiniis kullanimi 6nemlidir ¢linkli versin, o6zellikle hesaplamalarda,
logaritmas1 her zaman hesaplanabilen ve modern hesaplama araglar1 olmadan, logaritmik
tablolar araciligiyla islemleri basitlestiren en 6nemli trigonometrik fonksiyonlardan biri
olarak kabul ediliyordu. Versin, Ptolemy tarafindan tiiretilen yar1 ag¢1 formiiliiniin
uygulanmasinda ara bir adim olarak ortaya ¢ikar. Versin kullanimi, Diinya yiizeyindeki
noktalar arasindaki mesafelerin hesaplanmasinda ¢ok 6nemlidir. Bu hesaplama, enlem ve
boylam bilgisi temel alinarak haversin formiilii olarak adlandirilan formiille yapilmistir.
Grandi, egrinin ikinci bir tanimi yaklasik otuz yil sonra Maria Gaetana Agnesi tarafindan

yapilacaktir (Noranda, Magnaghi-Delfino, 2020).

M

w
o

Sekil 1.7: Agnesi Versiera

Maria Gaetana, egrinin kartezyen denklemini ve ¢izim yontemini bulur. II. Tomo'da, tepe
noktasini, asimptotik ¢izgiyi, diferansiyel yontemi ve integral yoluyla esnek noktalar
geometrik ve diferansiyel yontemleri birlestirerek bulur. Maria Gaetana, versiera ve asimptot
arasindaki alani, integralin bir fonksiyonun belirli bir aralik iizerinde hesaplanabilecegini
ifade eden hesaplamalarin ikinci temel teoremi olarak bildigimiz diferansiyel yontemi ile
hesaplayamaz. Ancak 1825 yilinda Augustin-Louis Cauchy, fonksiyon ve limit kavramini

infinitesimal analize tanitma projesine baslamistir (Noranda, Magnaghi-Delfino, 2020).

Maria Gaetana'nin versiera i¢in hatirlanmasinin, kitabindaki bir¢ok egriden biri olmasindan
kaynaklanan bir ilginglik oldugu goriilmektedir. Bu ilginglik tiim ¢alismasinin 6nemi yerine
one cikan tek bir egri {izerinden hatirlanmasina isaret eder. Italyan matematikgilerinin
Agnesi'nin versiera'sini "Witch" olarak diisiinmediklerine dair baska bir kanit, G. Peano'nun
Applicazioni geometriche del calcolo infinitesimale adli eserindeki ilging bir hata ile

sunulur. Peano, belirli bir denklemin yer egrisinin "Agnesi'nin visierasi” olarak
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adlandirildigini belirtir ve bu egrinin kutup koordinatlarindaki denklemini verir. Ancak bu,
Peano'nun hafizasinda cift bir hata gibi goriinmektedir. Cilinkii bu egri Agnesi'nin versiera's
degildir. Gino Loria sdyle sonug ¢ikarir: "Bu, versiera'dan oldukga farkli bir egridir ve Peano
tarafindan verilen visiera adini koruyabilir”. Cauchy dagilimi, normal dagilima gorsel olarak
benzeyen bir tepe dagilima sahiptir, ancak agir kuyruklari, simetrisine ragmen, normal
tanimlamalara gore beklenen bir degere sahip olmasimi engeller. Witch egrisi, egri ve
asimptotik ¢izgi arasindaki bolgenin merkez kiimesinin koordinatinin, bu bdlgenin

simetrisine ve sonlu alanina ragmen iyi tanimlanmamis oldugu anlamina gelir.

Versiera, 0zellikle rezonans fenomenlerinde fizikte bircok uygulama bulur. Bir 6rnek, bir
atoma c¢arpan dogrudan monokromatik 1siktir: atom tarafindan yayilan 1smin yogunlugu,
frekans farkina bagli olarak bir versiera seklinde olup, cesitli tibbi goriintiilleme
uygulamalarinda X-1s1mm1 spektrumunun yaklasik enerji dagilimii olusturur. Elektrik
devrelerinde ve akiskan dinamiklerinde de baska uygulamalar bulunmaktadir. Diiz bir
tepenin kesiti, Witch egrisine benzer bir sekle sahiptir. Bu sekle sahip egriler, matematiksel
modellemede akistaki genel topografik engel olarak kullanilmistir. (Noranda, Magnaghi-
Delfino, 2020).

Witch of Agnesi, diferansiyel ve integral hesaplamalari gibi matematiksel analiz konularinda
onemli bir rol oynamustir. Bu egri, diferansiyel ve integral konularinda 6grenilmesi gereken
bazi temel kavramlarin anlasilmasina yardimci olabilir. Egrinin genisletilmis formu, ¢esitli
matematiksel konularda ortaya ¢ikan cesitli matematiksel 6zelliklere sahiptir. Bu 6zellikler
arasinda sonsuz kare kokler ve limit degerleri gibi konular bulunmaktadir. Witch of Agnesi,
matematiksel bir egri olmanin Otesinde, geometrik bir anlam tasir. Bu egri, belirli
matematiksel sorunlar1 anlamak ve ¢dzmek icin kullanilabilecek bir aractir. Egri ilging
ozelliklere sahiptir ve genellikle matematikte ve diferansiyel geometride kullanilir. Witch of

Agnesi’nin bazi baglamsal kullanim alanlar s6yledir:

Matematiksel Analiz: Diferansiyel ve integral hesaplamalar1 gibi matematiksel analiz
konularinda 6grenim materyali olarak kullanilabilir. Egrinin denklemi ve &zellikleri,
ogrencilere matematikteki karmasik fonksiyonlari ve egrileri anlamada yardimei olabilir.

Gorsellestirme ve Egitim: Matematik 6gretiminde ve gorsellestirmede kullanilabilir. Belli
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bir matematik konseptinin veya fonksiyonun nasil davrandigini anlamak i¢in grafikler

olusturmak amaciyla kullanilabilir.

Istatistiksel Modelleme: Regresyon analizleri veya veri modelleri olusturulurken benzer

egrilerin matematiksel temsilini anlamak i¢in referans olarak kullanilabilir.

Miihendislik Uygulamalari: Miihendislikte, matematiksel modeller ve egriler genellikle
c¢esitli mithendislik problemlerini ¢ézmek icin kullanilir. Matematiksel 6zellikleri, belirli

miihendislik uygulamalarinda modelleme veya analizde kullanilabilir.
3. WITCH OF AGNESI VE KARAR TEORISI

(1,1) noktasindan (— % Z) de rastgele secilen 0 agisiyla x eksenine bir dogru ¢izildigini

varsayalim. x>0 ise, X b kazandiginiz ancak; x<0 ise X b 6dediginiz bir sans oyununda, bu
sans oyununa katilmak i¢in ne kadar 6demeye istekli olmalisiniz? Bu sans oyununa bir fiyat

koymak i¢in olasilik dagilimi belirlenmelidir.

x—1
6=artan[ 0 )

ve

4__ 1
dx 14 (x=1)2

X-1 degeri, X yerine yazilir. Ciinkii ¢izgi (0,1) yerine (1,1) noktasindan ge¢mektedir.

(— % %) aralig1 secildigi i¢in bu degeri r ye bolersek olasilik dagilimi sdyle olur:

1 1
Tl+(x=1)2
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Sekil 1.8: Olasilik dagilim1

Sekil 8, olasilik dagilimimin bir grafigini gosterir. Grafikte iki dikkate deger sey
bulunmaktadir. Ilk olarak, dagilim normal dagilima benzer goriinse ve her ikisi de "¢an

seklinde" olsa da belirgin bir sekilde daha agir kuyruklara sahiptir. ikinci olarak, dagilim

Witch of Agnesi'nin formunu almistir, tek degisiklik saga bir birim kaydirilmasi ve 1
T

yeniden normallestirme sabiti ile carpilmasidir. Bir olasilik dagilimi olarak goriildiigiinde,
Witch of Agnesi daha ¢ok "Cauchy dagilim1" olarak bilinir, bununla birlikte, onu tanimlayan
geometrik egri  hakkindaki bilgi, Cauchy'den o6nce Onemli bir Ol¢iide varligini
stirdiirmekteydi. Fizikte, Cauchy dagilimi, harmonik osilatoriin rezonans denklemine

yaklasim olarak yaygin bir sekilde kargimiza ¢ikar (Alexander, 2010).

Dagilimin dogast goz oniine alindiginda, temsil ettigi oyunun dikkate alinmaya deger bir
oyun oldugu goriinmektedir. Varsayalim ki dagilim 1 yerine 0'da merkezlenmis olsun. Bu
durumda, dagilimin O etrafindaki simetrisi, bir miktar kazanma sansinin (n— €, n+ €)
araliginda, bazi n, € > 0 igin, tam olarak (- (n— € ), — ( n+ €)) araliginda bir miktar
kaybetme sansina esit oldugu anlamina gelmektedir. Dagilimin 0O etrafindaki simetrisi adil
bir bahis olusturur. Dagilim1 bir birim saga kaydirmak, sadece 1 etrafinda simetrik hale
getirmek, oyunu lehimize ¢evirir: Simdi bir miktar kazanma sanst (n— €, n+ €)
araliginda bir miktar kaybetme sansini (- (n— €), —( n+ €)) araligin1 agmaktadir.
Bagka bir sekilde ifade etmek gerekirse: Eger Witch 0 noktasinda olsaydi, rasyonel bir kisi
oynamaya kars1 duyarsiz olacakti, ancak Witch 1 noktasinda oldugunda oynamak oldukc¢a

cekici goriinmektedir. Heniiz bu oyunu oynamak i¢in ne kadar 6demeye istekli olunmasi
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gerektigi bilinmese de, 6demeye istekli olunmasi gerektigine dair kesin bir izlenim var gibi
goriinliyor. Burada onemli soru “ne kadar?” dir. Ne kadar ddemeye istekli olmamiz
gerektigini anlamanin dogal yolu, oyunun beklenen degerini hesaplamaktir. Oyunun

beklenen degerini belirlemek, asagidaki diizensiz integralin degerini hesaplamay1 gerektirir:

1 oo X
_f T S
n l+(x—12

— 0

Ancak,

X 1
f—dx= artan(x— 1) + —log( 1+ (x— 1) 2)
14+ (x—1)2 2

beklenen degeri veren integral, belirsiz form co — oo'e sahiptir ve tanimsizdir. Bu nedenle,

ilging bir sekilde, oyunun beklenen degeri yoktur.

Degerlendirilmesi zor olan oyunlar, genellikle farkli nedenlerden dolay1 karar teorisinde
yabanci degildir. Belki de en bilinen zor degerlendirilebilen oyun tiirii belirsizlik altinda
secimle ilgili olanidir. Burada sonuglar bilinir, ancak bunlar iizerine bir olasilik dagilimi
yoktur. Bu durumda, oyun i¢in ne kadar 6demeye istekli olacaginizi kolayca séylemenin
miimkiin olmamas1 sasirtict olmamalidir. Baska bir zor degerlendirilebilen oyun tiiri,
sonuglarin bilinmedigi durumlari igerir. Elimde kahverengi bir kagit torba varsa onun igin
ne kadar 6demeye istekli olmalisiniz? Bu durumda, torbanin iginde iyi veya kotii her sey
olabilir. Ancak s6zii edilen sans oyunu, ¢ok farkli nedenlerle degerlendirmesi zordur. Tiim
ilgili olasiliksal bilgilere sahip olundugu ig¢in bu bir belirsizlik altinda karar problemi
degildir. Tiim olas1 sonuglarin neler oldugu bilinmektedir; belirli bir miktar para kazanilir

veya kaybedilir. Ancak, yine de beklenen bir degerin var olmamasi durumu mevcuttur.

Birgok oyunun beklenen degerleri yoktur. Belki de en {inlii 6rnek, Daniel Bernoulli'yi
1738'de beklenen fayda teorisini gelistirmeye yonlendiren, Petersburg paradoksuna yol agan
sans oyunudur. Daha yakin bir 6rnek, 2004'te Nover ve Héjek tarafindan icat edilen Pasadena

oyunudur. Pasadena oyununda, bir madeni para atarsiniz, ilk kez tura gelene kadar devam

.. 9 . 2n e .. -
edersiniz; eger n. kez tura gelirse, sonug ( — 1) "~ 1. — ile ifade edilir ki; pozitif degerler
n
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kazandigimmiz parayi, negatif degerler ise O0demeniz gereken parayr gosterir. Pasadena
oyunuyla ilgili ilging olan sey, 6demelerin sirayla gelen harmonik serisinin terimlerini
tiretecek sekilde dikkatlice olusturulmus olmasidir. Bu nedenle, olas1 6demelerin toplamak
icin dogal bir siralamalarinin olmamasi ve sirayla gelen harmonik serisinin kosullu olarak
yakinsak olmasi, terimleri uygun bir sekilde yeniden diizenleyerek herhangi bir degere (veya

hatta ayrilmaya) yakinsatilabilir olmasindan dolay1 beklenen bir degere sahip degildir.

Ancak, sadece Pasadena oyununun beklenen bir degere sahip olmamasi nedeniyle ona bir
deger atamanin prensipte miimkiin olmadiginm diisiinmek bir hata olur. Kenny Easwaran'in
son makalesinde, Pasadena oyununa "zayif beklentiler" yontemi kullanarak sezgisel olarak
etkileyici bir deger atanabilecegini savunmustur. Bu yontem, Pasadena oyununa makul bir
deger atamakla kalmaz, bu degeri ayn1 zamanda oyunun ¢esitli varyasyonlarina uygulanan
{istiinliik mantigina sayg1 gsteren bir sekilde atar. Ornegin, Pasadena oyunuyla ayn1 sekilde
tanimlanan ancak her bir sonug i¢in 6deme +1 eklenmis olan Altadena oyununu diigiiniin.
Ustiinliik mantig1, Pasadena oyununu nasil degerlendirirsek degerlendirelim, Altadena
oyununu "bir daha iyi" degerlendirmemiz gerektigini 6nerir. Ve gergekten de Easwaran'in

zay1f beklentiler yontemi, Altadena oyununa log( 2) + 1 degerini atar.

Alexander (2010), zayif beklentilerin, daha 6nce degerlendirmesi zor olan oyunlara deger
atamada basarili olmasi gbz Oniine alindiginda, zayif beklentileri Witch of Agnesi'yi
degerlendirmek i¢in kullanamayacagimizi ifade etmistir. Zayif beklentilerin uygulanmasin
engelleyen matematiksel diisiincelerin oldugunu ve Witch of Agnesi'ye deger atamanin

alternatif yontemlerini ele almistir.

Zay1f beklentiler neden yeterli degil?

Zay1f Biiylik Sayilar Yasasinin asagidaki seklini kullanarak, Easwaran, Pasadena oyunu i¢in
bir zayif beklenti oldugunu kanitlar:

Y1, Yo, ... [bagimsiz, ayn1 dagilima sahip rastgele degiskenler] olsun,

YPr([V[ > y) = 0 as y - 0.

Sn =Y+ -+ Ypolsun ve My rastgele degiskenin beklentisi olsun.

Ayrica, IY 1> n oldugunda 0 olan ve aksi takdirde Yi'e esit olan bir rastgele degisken olsun.

n

— — u,— 0 olasilik i¢inde
n
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Bu durum saglandiginda ve n = oo oldugunda M, w'ye yakinsarsa, sinir(limit) w'nin zayif
bir beklenti oldugu sdylenir. Bdylece, bir zayif beklentinin var olup olmadigi, bagimsiz ve
ayni dagilima sahip rastgele degiskenlerin toplaminin yakinsama davranigina bagl oldugunu
goriiliir. Bu durumu s6z konusu oyun i¢in degerlendirelim.

X ve Y iki bagimsiz ve ayn1 dagilima sahip rastgele degisken olsun, her biri merkezi 1 olan
Cauchy dagilimina sahip. Gordiigiimiiz gibi, X ve Y i¢in olasilik yogunluk fonksiyonlari

sOyledir:

P =Py(0) =y

Simdi, Z = X + Y rastgele degiskenini diisiinelim. Olasilik teorisi bize, Z'nin yogunluk

fonksiyonunun X ve Y'nin yogunluklarinin integrali tarafindan verildigini soyler.

(2) fm 1 F 4 =
pvz [rp— . y:
S awd e (zmy-D2 1+ (-2 (8- dz+22)

X+Y

Oyleyse X ve Y'nin ortalamasi nedir? Eger M= =EZ ortalamay1 ifade ediyorsa,

olasilik teorisi tekrar yogunluk fonksiyonu M'nin Z'nin yogunluguna gore p , (x) =2p (2x)
iligkili oldugunu sdyler. Bu nedenle, merkezi 1 etrafinda Cauchy dagilimina sahip iki
bagimsiz ve ayni1 dagilima sahip rastgele degiskenin ortalamasi oldugu bulunur.

1 1

P =2' =
ul®) n(8—4(2x) +(2X2)) =1+ (X-1)

Yani, iki rastgele degiskenin ortalamasi, bir bireysel rastgele degiskenle ayni dagilima

sahiptir.

Cauchy dagilimi i¢in, bu gercek genel olarak gegerlidir. Eger X1, Xz,..., Xn merkezi 1 olan
Cauchy dagilimina sahip bagimsiz ve ayn1 dagilima sahip rastgele degiskenler ise, dyleyse
S =(X,+ ...+ X ) /n ortalama da Cauchy dagilimina sahiptir. Bu, problemimiz i¢in birkag
onemli sonu¢ dogurur. Oncelikle, tekrarlanan bir oyunun degerini belirlemenin, ortalama

kazancinizla ilgilendiginiz durumun, bir oyunun tek bir oynanisinin degerini belirlemekle
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esdeger oldugu anlamina gelir. Bu nedenle, bir oyunu ¢ok sayida tekrarlamak, ortalamasini
ve beklenen degerini yaklasik olarak vermesi bakimindan avantajlidir. Diyelim ki [0,1]
araliginda uniform olasilikla tanimlanan bir oyunu diisiiniiyorsaniz, burada sadece segilen
miktar1 kazanirsiniz. Bu bahsin beklenen degeri, elbette, 1/2'dir. Simdi diyelim ki oyunu 10,
100 veya 1000 kez tekrar etmeyi diisiiniiyordunuz. Ortalama kazanglariizin dagilimi nasil
olurdu? Sekil 9(a), bu ti¢ dagilimin karsilastirilmasi vardir. Merkezi limit teoremi, oyunu
tekrar etmenin, ortalama kazancinizin oyunun beklenen degeri etrafinda yaklasik olarak
normal dagilmasimi sagladigimi ve daha da 6nemlisi, ortalama kazancinizdaki varyansi
onemli Olgiide azalttigin1 sdyler. Bu nedenle, 6rnek ortalamayir oyunun beklenen degeri
Ol¢iisii olarak kullanabiliriz. Ancak, 9(b) ve 9(c) sekilleri gosterdigi gibi, bu durum Cauchy
dagilimi icin gecerli degildir. 0 sekli, 1 merkezli simetrik Cauchy dagilimindan yapilan
100.000 ¢ekimden olusan simiilasyonla belirlenen deneysel dagilimi gosterir. 0 sekli, her
biri 1 merkezli simetrik Cauchy dagilimindan yapilan 1.000 ¢ekimden olusan 100.000 6rnek
ortalamasinin dagilimimi gosterir. Daha 6nce belirtildigi gibi, 6rnek biiyiikligiinii artirmak
hicbir fayda saglamaz, ¢iinkii 6rnek ortalamalarinin dagilimi, bir bireysel rastgele degiskenin
dagilimiyla tamamen aymidir. Kisacasi, bir oyunu ne kadar 6demeye istekli olmaniz
gerektigini belirlemeye c¢aligmak icin, eger oyunu n kez tekrarlarsaniz ortalama

kazanclarinizin dagilimin diisiinerek bir sonuca ulasmak imkansizdir.
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Sekil 1.9: Cauchy dagilimi i¢in merkezi limit teoremine gore incelenmesi

Son olarak, giiglii ve zayif biiyiik sayilar yasalarmin da gegerli olmadigi incelenmelidir.
Giiglii yasa, 6rnek ortalamasinin dagilimin beklenen degerine yakinsadigini sdyler; ancak,
gordiigiimiiz gibi, Cauchy dagiliminin beklenen bir degeri yoktur. Ancak bizim i¢in dnemli
olan, zayif biiyiik sayilar yasasinin gegerli olmamasinin, bu 6zel oyunda zay1f bir beklentinin

de bulunmadigi anlamina gelmesidir.

Zayif bir beklentinin var olmamasmin nedeni olduk¢a kolay goriilebilir, ¢ilinkii Sn
dagiliminin tiim n'ler i¢in normal bir Cauchy dagilimi oldugu gercegiyle baglantilidir. Bir
zay1f beklenti W'nin var olabilmesi i¢in, rastgele degiskenler dizisinin Sn'nin W'ye olasilikla
yakinsamasi gerekmektedir. Ancak, Sn dizisi W'ye olasilikla yakinsayamaz ¢iinkii her Sn,
yukarida belirtildigi gibi, orijinal Cauchy dagilimina gore dagitilmaktadir. Bu, herhangi bir

gercgel r i¢in Sn'nin r'den biiyiik olma olasiliginin, higbir sekilde n'ye bagl olmayan sabit

N 1
— f ————dx tarafindan verildigi anlamina gelir. Dolayisiyla, olasilikta
n I+ (x=1)?

yakinsama olamaz ve bu nedenle oyuna bir deger atamak icin zayif beklentiler yontemini
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kullanamay1z.

Ozetlemek gerekirse: Agnesi'nin karar teorisi ile bulustugunda, acikca faydali goriinen ancak
bir rasyonel kisinin oynamak i¢in ne kadar Odemeye istekli olmasi gerektigini
belirleyemedigimiz bir oyununda ilging bir durumla kars1 karsiyayiz. Ne giiclii ne de zayif

beklentiler ise yaramamaktadir ve bagka alternatifler diistintilmelidir.

3.1. Fayda fonksiyonunu stmirlamak

Smirsiz kazanglart hem pozitif hem de negatif olanlar1 miimkiin kildi§imiz i¢in sorunun
ortaya ¢iktig1 goriillmektedir. Sinirsiz kazanclar, St. Petersburg paradoksu olusturmak igin
kullanildigindan beri sorunlu oldugu bilinmektedir. Benzer sekilde, sinirsiz kazanglar hem
pozitif hem de negatif olanlari, Pasadena oyununa bir deger atama sorununu olusturmada
onemli bir rol oynamustir. Tartisilan oyunun formiilasyonunda yapilan en 6nemli hata, agikca
siirsiz kazanglarin, para veya fayda agisindan, miimkiin oldugunu varsayarak yapilmis
olabilir. Nover ve Hajek'in Pasadena oyunu ile ilgili ayni itiraza verdigi yanit, sinirsiz
kazanglar (veya fayda) ile ilgili sikayetin ger¢ekte ne anlama geldigi sorusuyla baslar. Eger
bu, insanlarin fayda fonksiyonlarinin kavramsal bir zorunluluk olarak siirli olmasi gerektigi
anlamina geliyorsa, iddia olasi goriinmektedir. Eger bu, insanlarin fayda fonksiyonlarinin
olasiliga bagli bir ger¢ek olarak sinirli olmasi gerektigi anlamina geliyorsa, bu, bir sans
oyununa rasyonel bir deger atamanin ne anlama geldigini anlamada basarisiz oldugunu
gosterir. Bir seyin rasyonel olup olmadigi, gercek fayda fonksiyonlarinin simirlt olup

olmamas1 gibi insan dogastyla ilgili keyfi veya tesadiifi ger¢eklere bagli olmamalidir.

3.2.  Yaklasimlarin beklenen degerinin limitini kullanmak

Burada yapilan oneri,

f -
dx
a( 1+ (x=12)

— 00

sonsuza giderken, her seferinde daha biiyiik yaklagimlarin limitini diisiinmek miimkiin

olabilir.
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Integral sinirlar1 simetri noktasi 1 birim kaydirildig1 igin -n'den n'ye degil, -(n-1) ile n + 1

arasinda alabiliriz.

n+1
X
lim dx=1

nooc? _ oy 714+ (x=1)2)

Farkli bir yaklasim olarak pozitif kuyrugu negatif kuyruktan iki kat daha fazla igermeye
karar vererek sinirlar1 degistirecek olursak,
n+1

al dx

oty W 14+ (x=1)2)

log( 4)

2

n — o oldugunda limit degeri 1— olarak ortaya cikar. Eger iyimser bir yaklagim

gosterirsek ve negatif kuyruktan pozitif kuyruga gore iki kat daha fazlasini igermesini

log(4)
21

sagladigimizda limitin 1 + oldugunu buluruz. Bu sonug, beklenen degerin

yaklasimlarini oyunun gercek degeri olarak kullanmanin olasiligini zayiflatir.

3.3.  Medyam kullanmak

Oyunun beklenen bir degeri olmasa da temel olasilik dagiliminin bir medyani1 vardir, ki bu
da 1'e esittir. Bu degeri oyunun degeri olarak kullanma 6nerisi, simetrik bir dagilimin hem
bir ortalama hem de bir medyan1 oldugunda, bu iki degerin ortiistiigii durumda olduk¢a 6nem
kazanir. Bu nedenle, bir ortalama olmayan ancak bir medyani olan simetrik bir dagilima
sahip oldugumuz i¢in, oyunun degeri olarak dagilimim medyanini 6nermek mantikli olabilir.
Bu Onerinin ilk sorunu, tamamen gecici olmasidir. Bu ¢6ziimiin ikinci sorunu, olasilik
dagilimmin  simetriye agirlik  vermesidir.  Dolayisiyla  asimetrik  dagilimlara

genellestirilemez.

Bagka bir 6neri ise degerlendirilen oyun igin, olasilik dagilimini olusturan nedensel siireg

hakkinda bilgi sahibi oldugumuzu isaret eder. Hatirlayalim ki kazanilan veya kaybedilen

miktar, (— % %)’den rastgele se¢ilmis bir ag1 8 tarafindan belirlenir. 8 agisinin beklenen
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degeri elbette ki basit¢e 0'dir ve @ = 0 oldugunda kazanilan miktar 1 dolardir. Bu durumda
iki sorun mevcuttur. Ik olarak, bu &neri, oyunun degerini belirlemek igin gereken tiim
bilginin olasilik dagilimi ve sonuglarin degerleri tarafindan saglandigini savunan geleneksel
karar teorik bakis agisindan ayrilir. Bu Oneri bir deger belirler, ancak neden bu degerin ve
yalnizca bu degerin rasyonel oldugunu belirtmez. ikinci olarak, bu durumda nedensel

mekanizmay1 biliyor olmaliyiz.

1920'lerde, Fransiz matematik¢i Paul Lévy, bagimsiz ve ayni dagilima sahip rastgele
degiskenlerin toplamlarini inceleyerek, etkileyici bir olasilik dagilimi ailesi kesfetmistir. Bu
dagilimlarin belirleyici 6zelligi, stabilitesidir. Eger X; ve X,, X tipinde iki bagimsiz rastgele
degisken ise, o zaman X, X; 'in dagilimina gore esit oldugu bir ¢X + d formunda ek sabitler
¢ ve d bulunan herhangi pozitif sabitler a ve b i¢in stabil olarak adlandirilir. Sabit d = 0
oldugunda, dagilim X kesin olarak stabil olarak adlandirilir.

Stabil dagilimlarin en iyi bilinen 6rnegi normal dagilimdir. Eger X; ve X, iki bagimsiz
normal dagilima sahip rastgele degisken ise, X; + X, toplami da normal dagilima sahiptir
ve toplamin ortalamasi, X1 ve Xz'nin ortalamalarinin toplamidir. Bu gergek, genellikle
olasilik teorisi 6grencilerine verilen bir egzersiz olarak sunulur ve normal dagilimin bir stabil

dagilim oldugunu gosterir.

Daha 6nce gordiiglimiiz gibi, Cauchy dagilimi da stabildir. Bu iki 6rnek, olasilik yogunluk
fonksiyonlar kapali bir formda yazilabilen stabil dagilimlarin kiimesini neredeyse tamamen
tiiketir. Cogu stabil dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonlar1 yazilamasa da dort parametre

icin sayisal degerler belirterek karakterize edilebilirler.

Bu parametreler dagilimin énemli 6zelliklerini kontrol eder: karakteristik iistel o seklini
etkiler, simetri B egilimini belirler, 6lgek parametresi y dagilimin gergel dogru iizerinde ne
kadar yayildigini belirler ve konum parametresi ddagilimi sola veya saga kaydirir. Buna
gore, bir stabil dagilim genellikle 5( a, g, y, 8) ile gosterilir. Klasik Agnesi egrisi, 0 merkezli
olan, 6(1,0,1,0) stabil dagilimidir. Degerini belirlemeye calistigimiz oyunun temelini

olusturan, 1 merkezli olan Agnesi, §(1,0,1,1) stabil dagilimidir. Her ikisinin de ana egrilik

parametresi 'nin degeri sifirdir. B'y1 sifirdan farkli bir degere, mesela g = % oldugunda, sekil

10'da gosterilen egri Cauchy dagilimini elde ederiz.
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Sekil 1.10: Stabil dagilima karsilik gelen "egik Cauchy" dagilimi

Gergek bir say1 r, sekil 8'de gosterilen olasilik dagilimina gore rastgele segilir. Eger r > 0 ise,

o miktarda para kazanirsiniz ve eger r < 0 ise, o miktarda para kaybedersiniz. Agnesi egrisi

. . 1
kullanilarak tanimlanan onceki oyununun aksine, 5[1, Py 1,1) dagiliminin olasilik

fonksiyonu kapali bir formda ifade edilememektedir.

[k soru: Oyunu oynanmali midir? Olasilik dagilimi artik simetrik olmasa da agik¢a oyunu
oynamak mantiklidir. Sag kuyruk, sol kuyruktan onemli olgiide daha agirdir, bu da
(n— €, n+ €) araliginda bir miktar kazanma olasiligmin (-(n—-€), —(n+ €))
araliginda bir miktar kaybetme olasiligin1 agmasina neden olur. Kazanma olasiligina dair bu

istlinliik, oyunu oynamay1 mantikli gosterir.

Ikinci soru: Bu oyuna katilmak igin kisi ne kadar ddemeyi kabul etmelidir? Daha énce
simetrik Cauchy dagiliminin bir beklenen degere sahip olmadigi gosterilmistir. Karakteristik
istel « < 1 oldugunda, genel olarak stabil dagilimlarin beklenen degerlere sahip olmadigi

gosterebilir. Dolayisiyla, oyunun beklenen bir degeri yoktur.
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Sekil 1.11: Egik Cauchy dagilimindan ti¢ farkli biyiiklikteki Orneklerin  6rnek
ortalamalarinin dagilimi

Xl+ L+ X

Zayif bir beklenti w, n — o oldugunda Sn=—"'nin w'ye olasilikla yakinsamast
n

durumunda var olur. Sekil 11, oOrneklerin egik Cauchy dagilimindan c¢ekildiginde
S10,S100 V€ S1000 i¢in Ornek ortalamalarmin dagilimini gdstermektedir. Bu dagilimlari
diisiinmenin yolu soyledir: Diyelim ki 100.000 kisi her biri 10 kez (sekil 9(a) i¢in), veya 100
kez (sekil 9(b) i¢in) veya 1.000 kez (sekil 9(c) i¢in) oyun oynar. Her kisi oyunu uygun sayida
oynadiktan sonra, her kisi ortalama ddemesini hesaplar ve sonra sonuglarin bir histogrami
cizilir, ¢ubuklarin yiiksekligini normallestirerek bir olasilik dagilimi haline getirilir. Bu,
oyunun 10 veya 100 veya 1000 kez oynandiginda HX kazanma veya kaybetme olasiligi

dagilimini gosterir.

Ornek ortalamalarin dagiliminda buldugumuz en garpici sey, dagilimin seklinin egik Cauchy
dagilimiminki gibi kalmasidir ancak 6rnek biiytikliigii arttik¢a dagilimin daha da saga dogru
kaymasidir. Bu, simetrik Cauchy dagilimimna dayali olarak tanimladigimiz oyununun
durumuyla karsilagtirildiginda dikkat ¢ekicidir; ¢linkii 6rnek ortalamalariin dagilimi, 6rnek
bliyiikliiglinden bagimsiz olarak her zaman orijinal dagilima esittir. w, bir zayif beklenti
aday1 olarak onerilebilir. Clinkdi S,,'nin dagilimi n — o oldugunda giderek daha fazla saga
kayar, S,,'nin w'ye olasilikla yakinsamasi miimkiin degildir. Herhangi bir k > w i¢in S,, > k
olma olasilig1, aslinda n — o oldugunda 1'e yakinsar. Ayrica, bu sans oyunu i¢in 6demeniz
gereken fiyati belirlemede S,,'yi kullanmanin aslinda yaniltici olacagi anlamina gelir. n ne
kadar biiytik olursa, S,, i¢in dagilim o kadar saga kayar. Eger S,,, bir kumar oyununun tek bir

oyunu i¢in fiyat rehberi olarak alinsaydi, sizi ¢ok yiiksek bir fiyat belirlemeye yonlendirirdi.

Oneri olarak temel dagilimmn medyanmin oyun fiyati i¢in kullanilmasi, simetrik durumda

baz1 sezgisel desteklerle gelebilir, ancak bu destek asimetrik durumda kaybolur. Dagilim
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51, 7 1,1) bir ortalama olsaydi, medyana esit olmazdi. Sekil 11'de kesikli dikey ¢izgi ile

belirtilen medyan, dagilimin sadece baska bir 6zelligi haline gelir ve kumar oyununun fiyati

olarak tamamen mantiksiz hale gelir.

Son olarak, dagilim1 olusturan nedensel slirece bakma 6nerisinin burada gegerli olmadigi
aciktir. Nasil olusturuldugunu bilmeden sunulan sans oyununu degerlendirmek ve ilgili
olasiliklar ve sonuglar hakkinda tam bilgiye sahip olmamiza ragmen sonu¢ hakkinda kesin

bilgi verilememektedir.

Karar teorisi, risk altinda yapilan se¢imler igin basit bir kural olarak beklenen faydayi
maksimize etmektir. Bu kurali sans oyunlarinin fiyatlandirmasina uyguladigimizda, riskten
kaginmayan bir rasyonel kisinin oyunun beklenen degerini fiyat1 olarak kabul edecektir. Bu
kural genellikle miimkiin olan sonuglarin ve ilistirilmis olasiliklarin tam bilgisine sahip
oldugumuz durumlarda gegerlidir, ancak bazen beklenen bir degerin olmamasi durumunda

bir rasyonel kisi i¢in bir tavsiye veremeyebilir.

Bazen deger atamak i¢in alternatif yollar bulunabilir. Pasadena oyunu, karar teorisinin bir
deger atayamadigi oyunlarindan biridir. Ancak, Easwaran'in gosterdigi gibi, tekrarli
oyunlarin yakinsama davranisini diisiinerek Pasadena oyununa makul bir deger atayabiliriz.
Karar teorisi, oyunlara deger atama yetenegini genisleten zayif beklentiler yontemiyle
desteklenmesine ragmen, hala eksiklikleri bulunmaktadir. Agnesi egrisi, su anda bilinen tiim

yontemlerle degerlendirilemeyen 1yi tanimli sans oyunlarinin var oldugunu gostermektedir.

Karar teorisinin bu yondeki eksikligi 6nemlidir ¢iinkii bu dagilimlar (simetrik ve egik
Cauchy dagilimi1) sadece matematiksel ilginglikler degildir. Cesitli tiirlerdeki istikrarl
dagilimlar, hisse senedi fiyatlarindan bugday piyasalarima kadar cesitli durumlar
modellemek i¢in finansta kullanilir. Bu dagilimlarin agir kuyruklar sira dis1 olaylarin hala
sasirticl derecede sik goriildiigli durumlart modellemek i¢in uygundur. Ancak, bu dagilimlar
iceren oyunlar1 degerlendirmek mevcut yontemlerle zor, hatta imkansiz olabilir. Ancak,
genellikle pratik Oneme sahip nedenlerle degerler atamak gerekmektedir. Medyam
kullanarak ya da fayda fonksiyonunu sinirlayarak boyle oyunlara degerler atayabiliriz. Bu
yontemler bir deger atama konusunda basarili olabilir, ancak gercekten bilmek istedigimiz
sey, bir rasyonel degerin ne anlama geldigi ve neden oldugudur (Alexander, 2010).
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4. WITCH OF AGNESI’NIN ISTATISTIKTE KULLANIMI

Witch of Agnesi, istatistikte kullanilan fonksiyonlar ve matematiksel konseptlerle

iliskilendirilebilir. Witch of Agnesi'nin istatistikle iliskili birka¢ baglam sunlardir:

Olasilik Dagilimlari: Olabilirlik fonksiyonlari veya olabilirlik dagilimlar, istatistikte
kullanilan temel kavramlardan biridir. Witch of Agnesi'nin egrisi, bu tiir dagilimlarin
matematiksel analizinde veya gorsellestirmesinde kullanilabilir. Ancak, bu daha ¢ok egrinin
matematiksel 6zellikleri ve genel matematiksel baglam ile ilgilidir, istatistiksel bir baglam

degildir.

Regresyon Analizi: Regresyon analizi, bir bagimli degisken ile bir veya daha fazla bagimsiz
degisken arasindaki iliskiyi inceleyen bir istatistiksel yontemdir. Witch of Agnesi egrisi,
belirli bir parametre ile kontrol edilebilen bir egri oldugu i¢in regresyon analizlerinde benzer

egrilerin modellenmesi veya gorsellestirilmesi i¢in kullanilabilir.

Kernel Yogunluk Tahminleri: Kernel yogunluk tahminleri, veri dagiliminin diizgiin bir
fonksiyon yardimiyla tahmin edilmesini saglar. Witch of Agnesi'nin egrisi, bu tiir

tahminlerin gorsellestirilmesinde kullanilabilir.

Ancak, Witch of Agnesi'nin dogrudan istatistiksel bir uygulamasi olmadigini belirtmek
onemlidir. Bu egri, daha ¢ok diferansiyel, integral ve matematiksel analizle ilgili konularda

kullanilir. Istatistiksel analizlerde genellikle farkli yontemler ve modeller kullanilir.

5. LITERATUR OZETi

Alexander (2010), witch of Agnesi egrisini karar teorileri baglaminda ele almistir. Makalede
Witch of Agnesi egrisi hakkinda bilgi verilmistir ve Cauchy dagilimi ile baglantisi
irdelenmistir. Karar teorisinin beklenen deger elde edilmedigi durumlarda alternatif yontem
olarak Pasadena oyununa Easwaran'in gosterdigi gibi, tekrarlanan oyunlarin yakinsama
davranigini dikkate alarak makul bir deger atanabilecegine deginmistir. Karar teorisinin,
tekrarlanan oyunlarin degerlerini atama yetenegini genisleten zayif beklentiler yontemiyle

desteklendiginde bile eksik kaldig: belirtilmistir. Agnesi Cadisi'nin karar teorisi baglaminda
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nasil kullanilabilecegi ve karar alma siireclerine nasil etki edebilecegi tartisilmistir. Ayrica,
karar teorisi ve Agnesi Cadist arasindaki iligki, karar teorisinin belirli kumar oyunlarini
degerlendirme yetenegi lizerindeki etkileri lizerine odaklanmistir. Makale, bu iligkinin karar
teorisi literatiirtindeki bosluklar1 doldurabilecegi ve karar verme siireclerine yeni bir bakis

ac1s1 sunabilecegi konusunda onerilerde bulunmustur.

Yankova(2015) Agnesi'nin cadis1 tarafindan parcali akilci enterpolasyon baslikli
makalesinde; Witch of Agnesi tarafindan parcali akilc1 enterpolasyon yontemini,
diizlemdeki nokta dizisinden gecgen diizgilin bir egri olusturmak icin sunmustur. Her boliim
icin, iki nokta arasinda bir enterpolasyon, Agnesi'nin egrisini tanimlayan bir akilct fonksiyon
ile yapilmistir. Bir boliimde egrinin var olma kosullar1 ve parametrelerinin belirlenmesi

metodolojisi kurulmustur. Enterpolasyon hatasi tahmin edilmistir.

Norando ve Magnaghi-Delfino (2020) editorliginde yazilan kitapta Agnesi'den
Mirzakhani'ye kadar geometrinin gesitli yonleri ve tarihsel gelisimine yer verilmistir.
Agnesi, bir matematik¢i ve bilim insani olarak ele alinmistir, eserleri hakkinda bilgi

verilmistir.

6. MATERYAL VE METOT

Bu aragtirma, Witch of Agnesi egrisinin karar ve teori uygulamalarini incelemektedir.
Arastirmanin odak noktasi, bu egrinin karar teorisi alaninda kullanimi ve karar verme
stireglerine katkisi iizerinedir. Maria Gaetana Agnesi'nin egriyi tanimlamasinin ardindaki

matematiksel 6zellikler detayl1 bir sekilde incelenmistir.

Arastirma, Witch of Agnesi'nin beklenen degerini belirleme zorluklarina odaklanmis ve
cesitli karar teorisi yaklasimlarini ele almistir. Temel problem ciimlesi Witch of Agnesi
egrisinin karar teorisi i¢cinde nasil degerlendirilebilecegi ve bu degerlendirmenin karar alma
stireclerine nasil entegre edilebilecegidir. Ayrica, arastirma kapsaminda benzer
matematiksel zorluklarla karsilasan diger oyunlarin, 6rnegin Pasadena oyunu gibi, nasil
degerlendirildigi de incelenmis ve bu alandaki bilgi bosluklarini doldurmaya yonelik ¢cabalar

gosterilmistir.
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Sonug¢ olarak, bu tez, Witch of Agnesi'min karar teorisi baglamindaki potansiyel
uygulamalarin1 kesfetmek amaciyla matematik ve karar teorisi arasindaki etkilesimi
incelemigtir. Materyal ve metod olarak, egrinin matematiksel Ozellikleri, karar teorisi

yaklasimlar1 ve benzeri oyunlarin incelenmesi gibi yontemler kullanilmistir.

7. BULGULAR VE TARTISMA

Aragtirma sonuglari, Witch of Agnesi egrisinin karar teorisi ve uygulamalar1 agisindan
onemli potansiyellere sahip oldugunu gostermektedir. Maria Gaetana Agnesi'nin bu egriyi
tanimlamasinin ardindaki matematiksel 6zelliklerin detayl1 bir sekilde incelenmesi, egrinin
karar verme slireglerine nasil entegre edilebilecegi konusunda Onemli bir temel

olusturmustur.

Arastirmanin odak noktas1 olan Witch of Agnesi'nin beklenen degerini belirleme zorluklari,
cesitli karar teorisi yaklasimlariyla ele alinmistir. Bu yaklasimlarin incelenmesi, egrinin

karar alma siireglerine nasil katki saglayabilecegini anlamak agisindan 6nemlidir.

Ayrica, benzer matematiksel zorluklarla karsilagan diger oyunlarla yapilan karsilastirmalar,
Witch of Agnesi'nin degerlendirilmesinde yeni bakis agilari sunmustur. Ozellikle, Pasadena
oyunu gibi benzeri oyunlarin incelenmesi, bilgi bosluklarini doldurmak ve egrinin karar

teorisi igindeki yerini daha iyi anlamak i¢in 6nemli bir adim olmustur.

Bu arastirma, Witch of Agnesi'nin karar teorisi baglamindaki potansiyel uygulamalarini
kesfetmek amaciyla yapilmigtir. Matematik ve karar teorisi arasindaki etkilesimi
incelemesiyle, egrinin karar verme siireglerinde nasil kullanilabilecegi konusunda 6nemli bir

katki saglamaktadir.

Sonug olarak, Witch of Agnesi'nin karar teorisi alaninda degerlendirilmesi, bu egrinin
matematiksel 6zelliklerini daha iyi anlamak ve karar alma siire¢lerinde kullanilabilirligini
aragtirmak i¢in Onemli bir adimdir. Bu ¢alisma, ileride yapilacak arastirmalara yol

gosterecek potansiyel uygulamalari ortaya koymaktadir.
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8. SONUC VE ONERILER

Bu arastirma, Witch of Agnesi egrisinin karar ve teori uygulamalarini derinlemesine
incelemistir. Maria Gaetana Agnesi'nin bu egriyi tanimlamasimin ardindaki matematiksel
Ozelliklerin detayli bir sekilde ele alinmasi, egrinin karar teorisi alaninda kullanim
potansiyelini ortaya koymustur. Arastirmanin odak noktasi, bu egrinin karar verme
stireglerine nasil katki saglayabilecegi ve cesitli karar teorisi yaklagimlarinin nasil

uygulanabilecegi tizerinedir.

Witch of Agnesi'nin beklenen degerini belirleme zorluklarina odaklanarak, c¢esitli karar
teorisi yaklasimlari incelenmis ve bu yontemlerin egrinin degerlendirilmesinde nasil
kullanilabilecegi tizerinde durulmustur. Arastirmanin ana problem ciimlesi olan Witch of
Agnesi egrisinin karar teorisi i¢inde nasil degerlendirilebilecegi ve bu degerlendirmenin

karar alma siireglerine nasil entegre edilebilecegi iizerinde dnemli bir vurgu yapilmistir.

Arastirma ayni zamanda, benzer matematiksel zorluklarla karsilasan diger oyunlarin,
Ozellikle de Pasadena oyunu gibi, nasil degerlendirildigini inceleyerek bu alandaki bilgi
bosluklarini doldurmaya ¢alismistir. Bu karsilagtirmalar, Witch of Agnesi'nin karar teorisi

baglamindaki yerini daha 1yi anlamak i¢in 6nemli bir referans noktasi saglamistir.

Sonu¢ olarak, bu tez, Witch of Agnesi'nin karar teorisi baglamindaki potansiyel
uygulamalarin1 kesfetmek amaciyla yapilmistir. Matematik ve karar teorisi arasindaki
etkilesimi inceleyerek, egrinin karar verme siireclerinde nasil kullanilabilecegi konusunda

onemli bir adim atilmustir.

Witch of Agnesi egrisinin karar teorisi alanindaki potansiyel uygulamalarini daha detayli bir
sekilde inceleyen gelecek caligsmalarin yapilmasi onerilir.

Benzer matematiksel zorluklarla karsilasan diger oyunlarin daha kapsamli bir sekilde
incelenmesi ve bu oyunlarin Witch of Agnesi'nin degerlendirilmesine nasil katki
saglayabileceginin daha iyi anlagilmasi Onerilir.

Witch of Agnesi'nin karar teorisi igindeki roliinii test etmek i¢in gercek diinya
uygulamalarinda kullanilabilecek potansiyel senaryolarin belirlenmesi 6nerilir.

Witch of Agnesi egrisinin karar teorisi agisindan avantajlarini ve smirlamalarini daha iyi
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anlamak i¢in deneysel ¢alismalarin yapilmasi 6nerilir.
Bu 6nerilerin uygulanmasi, Witch of Agnesi'nin karar teorisi alanindaki kullaniminin daha

iyi anlagilmasina ve potansiyel uygulamalariin gelistirilmesine katki saglayacaktir.
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