T.C.
SULEYMAN DEMIREL UNiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

IFLAS DURUMLARI VE OYUN TEORIiSi ILE MODELLENMESI

Ertugrul SALIHCAVUSOGLU

Damisman )
Prof. Dr. Sirma Zeynep ALPARSLAN GOK

YUKSEK LiSANS TEZi
MATEMATIK ANABILIM DALI
ISPARTA — 2024



© 2024 [Ertugrul SALIHCAVUSOGLU]



ICINDEKILER

Sayfa
ICINDEKILER ......ocviiiiiitcceteeteeeee ettt s e, i
(074 = [OOSR i
ABSTRACT ..ottt ettt ettt s et es et ettt s ettt sn st e, iii
TESEKKUR .....oovitiiiieieteet ettt es sttt s s tese st eete s enaaens iv
SEKILLER DIZINT ...oooviiiiiiiieceeee et v
CIZELGELER DIZINT ....ooiviiiiieceeeeeeeee et Vi
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI........cccooiiiiriieeeceeeeceeee e, vii
1. GIRIS ettt ettt ettt 1
2. KOOPERATIF OYUN TEORISI.....ccocviiiirieeececeeeeceeeeeeeeee e, 4
3. IFLAS DURUMLARI VE OYUNLARI ......covoviiieereeeeeeeeer e 15
A UYGULAMA ..ottt es sttt n e n e, 28
B. SONUGC .ottt ettt s et n ettt n et et s st eete s eeeeens 34
KAYNAKLAR ..ottt et sttt en et es st essaese s s sereas 35
(077463 200 | 1SR 36



OZET
Yuksek Lisans Tezi
IFLAS DURUMLARI VE OYUN TEORISi iLE MODELLENMESI
Ertugrul SALIHCAVUSOGLU

Suileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsi
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Sirma Zeynep ALPARSLAN GOK

Oyun teorisi; akilct bireylerin verdikleri kararlarin toplumsal sonuglarini inceleyen ve
bu incelemeleri matematiksel temellere dayandiran matematigin alt disiplinlerinden
biridir. Bu disiplin bireylerin karsilikli etkilesimde bulunduklar1 ¢esitli durumlari
analiz ederken, onlarin stratejik tercihlerini ve bu tercihlerin topluma olan etkilerini
detayli bir sekilde ele alir. Oyun teorisi; ekonomik, sosyal ve politik bir¢ok alanda
uygulanabilen kapsamli bir analiz yontemidir. Kooperatif oyun teorisi, oyuncularimn bir
araya gelerek olusturduklar1 koalisyonlar araciligiyla elde edilen getirilerin
paylasildig1 ve bu siirecte karar verme mekanizmalarini analiz etmeyi amaglayan oyun
teorisinin alt dallarindan bir tanesidir. Bu teori, oyuncularin bireysel ¢ikarlarini ve
koalisyon i¢indeki etkilesimlerini dikkate alarak, optimal stratejilerin belirlenmesi i¢in
kapsaml bir ¢ergeve sunar. Boylece, kooperatif oyun teorisi, igbirligi ve ortak karar
alma sureclerinin matematiksel analizini yaparak, farkli senaryolarda en uygun
stratejilerin tespit edilmesine yardime1 olur. Iflas problemleri, cesitli oyuncu gruplari
arasinda paylastirilmasi gereken belirli bir kaynagin, oyuncularin taleplerine gore en
adil sekilde nasil dagitilacagini arastiran ve bu karmasik durumlari oyun teorisi ile
matematiksel modeller kullanarak ¢6ziimlemeyi amaglayan bir alandir. Bu alan,
kaynak dagitimmin adil ve etkili bir sekilde gergeklestirilmesini saglamak amaciyla
gelistirilen ¢ozumleri incelemektedir. Iflas problemlerinin ¢dziimleri, paylasim
stirecinin her bir oyuncunun taleplerini géz oniinde bulundurarak adil bir sekilde
yiiriitiilmesine yardimci1 olur ve bu siirecin matematiksel temellere dayanan bir ¢erceve
icinde ele alinmasmi saglar. Bu tez, iflas durumlar1 ve bunlarm oyun teorisi ile
modellenmesi sonucu olusturulan iflas oyunlar: iizerine bir ¢ahigmadir. lk olarak,
kooperatif oyun teorisinin temel kavramlari hakkinda kapsamli bilgilere deginilmistir.
Daha sonra iflas durumlar1 sonucu elde edilen iflas oyunlar1 ve ¢6ziim ydntemleri
verilmistir. Son olarak, iflas durumlarinda sik¢a kullanilan ¢6ziimlerden RUN kural,
PROP kurali, Shapley degeri, Banzhaf degeri, CIS degeri ve ENSC degeri
kullanilarak, ii¢ farkl sirketin bir bankadan talep ettigi kredi miktarlarmin bankanin
tamamini karsilayamamas1 sonucunda, sirketlerin talepleri ve bankanin sahip oldugu
kaynaklar gbz Oniine almarak en adil sekilde paylasim yapilmasini amaglayan bir
model lizerinde ¢alisilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kooperatif oyun teorisi, verimlilik, Shapley degeri, Banzhaf
degeri, CIS degeri, ENSC degeri, RUN kurali, PROP kuraly, iflas oyunlari
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis
BANKRUPTCY SITUATIONS AND MODELING WITH GAME THEORY
Ertugrul SALIHCAVUSOGLU

Stleyman Demirel University
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Sirma Zeynep ALPARSLAN GOK

Game theory is a sub-discipline of mathematics that examines the social consequences
of decisions made by rational individuals and bases these investigations on
mathematical foundations. This discipline analyzes various situations in which
individuals interact with each other, and examines in detail their strategic choices and
their impact on society. Game theory is a comprehensive method of analysis that can
be applied in many economic, social and political fields. Cooperative game theory is
one of the sub-branches of game theory that aims to analyze the decision-making
mechanisms through which players come together to form coalitions in which the
payoffs are shared. This theory provides a comprehensive framework for determining
optimal strategies, taking into account the individual interests of the players and their
interactions within the coalition. Thus, cooperative game theory helps to identify
optimal strategies in different scenarios by mathematically analyzing the processes of
cooperation and joint decision-making. Bankruptcy problems are a field that
investigates how to allocate a given resource among various groups of players in the
fairest way according to the demands of the players and aims to solve these complex
situations using game theory and mathematical models. This field examines the
solutions developed to ensure that the allocation of resources is fair and efficient.
Solutions to insolvency problems help to ensure that the sharing process is conducted
in a fair manner, taking into account the demands of each player, and that this process
is handled within a framework based on mathematical foundations. This thesis is a
study on bankruptcy situations and bankruptcy games modeled by game theory. First,
a comprehensive overview of the basic concepts of cooperative game theory is
presented. Then, the bankruptcy games and solution methods obtained as a result of
bankruptcy cases are given. Finally, by using the RUN rule, PROP rule, Shapley value,
Banzhaf value, CIS value and ENSC value, which are commonly used solutions in
bankruptcy cases, a model is worked on that aims to make the fairest allocation
considering the demands of the companies and the resources of the bank as a result of
the fact that the loan amounts demanded by three different companies from a bank
cannot be fully covered by the bank.

Keywords: Cooperative game theory, efficiency, Shapley value, Banzhaf value, CIS
value, ENSC value, RUN rule, PROP rule, bankruptcy games
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

R™ n-boyutlu reel vektor uzayi

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

) Bos kiime

= Reel sayilar lizerinde “esittir” bagintisi
= Reel sayilar tizerinde “biiylik veya esittir” bagintisi
N Oyuncularin kiimesi

GN Tiim kooperatif oyunlarm kiimesi
<N,v> Kooperatif kazang oyunu

<N,c> Kooperatif maliyet oyunu

v Karakteristik fonksiyon

v(S) S koalisyonuna ait kazang degeri

c(S) S koalisyonuna ait maliyet degeri

U Iki kiime birlesimi

N Iki kiime kesisimi

2N N’nin alt kiimelerinden olusan kiime
(N) N’nin tim permiitasyonlarmm kiimesi
me(v) Marjinal katki vektorii

\ Fark sembolu

®(v) Shapley degeri

o Permutasyon

d° Oyuncularin taleplerine ait permiitasyonlar
|S| S koalisyonunun eleman sayisi

maks Bir kiimenin maksimum degeri

x Odeme vektor

cGV Konveks oyunlar smifi

CIS Kisit kiimesinin agirlik merkezi ¢6ziimii
ENSC Esitlik¢i boliinemeyen katki degeri

B Banzhaf degeri

RUN Srralanis kurali

PROP Orantil1 kural

(E; d) [flas problemi

X Kartezyen carpim
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1. GIRIS

Oyun teorisi, karsilikli bagimlilik i¢inde bulunan akilct bireylerin kararlarina dayali
olarak ortaya ¢ikan toplumsal sonuglar1 inceleyen, matematiksel temellere sahip bir
disiplindir. Bunun yani sira 6zellikle ekonomi alanindaki ihale diizenlerinden rekabet
analizlerine, sosyal, siyasi vb. problemlere uygulanmasi nedeniyle matematiksel
Ozellikleri biiyiik ilgi géren bir yontem ve karar kurami ¢ergevesinde bu teori ortaya
¢ikmistir. Giiniimiizde, bu teorinin ekonominin ¢esitli alanlarinda yaygm olarak
uygulandigi ve uygulama alanlarmin hizla genisledigi gozlemlenmektedir. Oyun
teorisi ve ekonomi sentezi, ekonomik meselelere bakis acisin1 ve bu konular1 anlama
yetenegini onemli Olciide gelistirmistir. "Oyunlar Teorisi ve Ekonomik Davranis" adli
kitap, J. von Neumann ve O. Morgenstern (1944) yilinda yazilip yayimlanan oyun
teorisine dair ilk 6nemli kaynaktir. Bu donem i¢inde, oyun teorisi bilimi bir dizi farkli
alanda, 6rnegin ekonomi, biyoloji, fizik, mekanik gibi, ¢esitli uygulama sahalarinda
yer bulmus ve uygulamali matematigin 6nemli alanlarindan biri olmustur. Bir oyun,
birbirine bagli stratejilere sahip iki veya daha fazla bireyin etkilesimini ifade eder.
Ovyun teorisi, kendi stratejilerine sahip olan ve kaderleri birbirine bagli olan; diger bir
deyisle birbirlerinin eylemlerinden etkilenen iki veya daha fazla oyuncunun oyununu
analiz eder ve bir kisinin kaderinin diger kisilerin eylemlerine bagh oldugu durumda

izleyebilecegi stratejileri gelistirir.

Miicadele igeren herhangi bir etkinlik oyun olarak adlandirilir ve oyun teorisi, bu tiir
mucadele iceren etkinliklerin analizi ile ilgilenir. Oyunda kararlar alan taraf ve
gruplara oyuncu adi verilir. Oyun, miicadele eden oyuncu sayisina bagli olarak iki
kisilik, t¢ kisilik, dort kisilik vb. seklinde adlandirilir. Oyunun herhangi bir
asamasinda ortaya ¢ikan duruma, oyun i¢i pozisyon denir. Herhangi bir oyuncunun,
oyunun ilerleyen siirecinde meydana gelebilecek tim farkli pozisyonlar igin
alabilecegi kararlara ise strateji denir. Oyun siirecinin her agamasinda, her bir oyuncu
kendi belirledigi stratejiyi izleyerek oyunu tamamlar ve oyun sonunda, her oyuncu,
kendi uyguladig1 stratejisi ile diger oyuncularin izledigi stratejilerin sonuglarina
dayanarak belirli bir kazang elde eder. Bir oyuncunun elde ettigi kazang reel say1

olarak ifade edilir ve bu say1 oyuncunun kazanci olarak tanimlanir.



Bu baglamda, oyuncularin hepsi ya da bir kismi, diger oyuncularin davraniglaria gore
sekillenen eylemlerde bulunurlar. Oyuncular, stratejik bir yaklagimla hareket etme
gerekliligini hissederler ve kendi hamlelerinin diger oyuncularin hamlelerini nasil
etkileyecegini dnceden tahmin etmeye ¢alisarak stratejik kararlar almaya c¢aligirlar.
Dolayisiyla, her bir oyuncu en uygun sonucu elde edebilmek icin optimal bir karar

vermeye calisir.

Oyun teorisi, kararlar1 belirleme sorunuyla ilgilenir, bu kararlar iki veya daha fazla
birimin kars1 karsiya geldigi durumlarda ortaya c¢ikar. Bu birimlerin tercih ettikleri
stratejiler, karsi tarafin tercih edecegi stratejiyi etkiler. Oyun teorisi, ¢ikarlar1 ¢atigan
kisilerin en iyt durumu belirlemek i¢in nasil diisliniip hareket etmeleri gerektigini
matematiksel bir teknikle agiklar. Ancak, oyun teorisi bireylerin kazang¢larini garanti
etmez; bunun yerine, i¢inde bulunulan durumdan en yiiksek fayda saglamayi veya
zarar durumunda en az zararla g¢ikmayi hedefler. Oyun teorisi, temelde ¢ikar
catigmalarina bagl olarak iki ana kategoriye ayrilir: kooperatif ve kooperatif olmayan.

Bu ¢alisma kapsaminda, 6zellikle kooperatif oyun teorisine odaklanilacaktir.

Kooperatif oyun teorisinde, oyuncu grubu ve oyuncularm kazang veya maliyetlerini
belirleyen bir karakteristik fonksiyon bulunmaktadir. Oyuncular arasinda isbirligi
yapilirken, oyunun kurulmasimin ardindan elde edilen kazancin veya maliyetin adil bir

sekilde nasil dagitilacagi incelenir.

Uygulamali matematigin bir yOntemi olarak, oyun teorisi insan ve hayvan
davranislarmin analizinde kullanilmaktadir. Baslangicta 6ncelikle ekonomi alaninda,
firma ve tiiketicilerin davraniglarini belirlemek amaciyla kullanilan bu teori, daha
sonralar1 politik, sosyolojik ve psikolojik davranislar1 da incelemek igin genis bir
uygulama alani bulmustur. Oyun teorisi 6zellikle tutsak ikilemi gibi ¢esitli oyunlar,
siyaset bilimi ve etik alanlarindaki diislinceleri agiklamak i¢in kullanilmistir. John
Maynard Smith, 1982 yilinda 'Evolution and the Theory of Games' adli kitabiyla oyun
teorisini biyolojiye aktarmis ve bu ¢alismasiyla Crafoord odiiliine layik goriilmiistiir.
Ek olarak John Maynard Smith, ekonomi alaninda sekiz oyun kuramcist Nobel 6duli
kazanmustir ve sadece akademik ilgi degil, ayn1 zamanda popiiler kiiltiirde de dikkat

cekmistir. Nobel 6diillii oyun kuramcisi John Forbes Nash'in 1988 tarihli biyografisi



ve 2011 yapimi 'A Beautiful Mind' filmi, oyun teorisini konu edinmistir. Ayrica, 1983

yapimi1 War Games filmi de oyun teorisini ana tema olarak islemistir.

Televizyonda yayimlanan bazi yarigma programlarinda, drnegin Friend or Foe ve

kismen Survivor gibi, oyun teorisinin izlerine rastlamak miimkiindiir.

Tarihsel ag¢idan oyun teorisinin izleri, eski ¢aglara kadar gitmektedir. Yaklagik 2000
yil 6ncesine dayanan Babylon-Talmud problemleri(tartigmali giysi, haklar tahkimi, bir
adam ve 6luminden sonra bosanmis oldugu {i¢ hanimi arasindaki miras davasi),
gunimiz oyun teorisi ¢O6ziim yontemlerinin temelini olusturan ¢esitli sorunlari
icermektedir (Aumann ve Maschler, 1985). iflas problemleri, literatiirde genis bir
sekilde incelenmis ve giiniimiizde bir¢ok arastirmacinin dikkatini ¢eken bir alan
olmustur (O’Neill, 1982; Aumann ve Maschler, 1985; Curiel vd., 1992). Guiasu
(2011), Talmud problemlerini kooperatif oyun teorisi kullanarak modellemis ve
Shapley (1953) degerini kullanarak ¢6ziim gelistirmistir. Alparslan Gok ve Sariarslan
(2012) tarafindan, Talmud problemlerinin Alexia degeri ile de ¢oziilebilecegi

gosterilmistir.



2. KOOPERATIF OYUN TEORISi

Kooperatif oyun teorisi, koalisyon kurma ve maliyet ya da kazanglarin en uygun
sekilde nasil dagitilacagi gibi sorulara yanit arar. Bu boliimde, tez boyunca kullanilan
kooperatif oyun teorisi ile ilgili temel kavramlardan bahsedilecektir. Kooperatif oyun
teorisi hakkinda detayl bilgiye Tijs (2003), Branzei vd. (2008) ve Tizln (2021)

referanslarindan ulasilabilir.

Simdi kooperatif oyun teorisinin sistematik bir sekilde incelemesine yer verilecektir.
Kooperatif oyun teorisi, oyuncularin bir araya gelerek olusturduklar1 koalisyonlar
tizerinden kazanglarini paylastigi bir analiz yontemidir. Bu teori, oyuncular arasindaki
is birligi ve etkilesimleri inceleyerek, bireylerin kendi ¢ikarlarmi gozetirken grup
icindeki iligkilerini de goz Oniinde bulundurur. Oyuncular, stratejik hamlelerini
belirlerken sadece kendi kazanglarmi degil, ayn1 zamanda koalisyonlar i¢indeki diger
oyuncularin kazanglarmi da dikkate alarak hareket ederler. Bu sayede kooperatif oyun
teorisi, oyun icindeki dinamik iliskileri daha kapsamli bir sekilde ele alarak
oyuncularin optimal stratejilerini belirlemelerine yardimci olur. Kooperatif oyun
teorisinin 6nemli bir sorunu da bu kazancin koalisyona giren oyuncular arasinda nasil
paylasilacagidir. Bu tezde kullanilacak olan kooperatif oyun teorisi ile ilgili temel

kavramlar ve ¢6ziim yontemleri i¢in Tiiziin (2021) referansi incelenebilir.

Tamm 2.1 n-kisilik bir kooperatif oyun < N, v > swral ikilisinden olusur. Burada
N = {1, 2, ...,n} oyuncu kiimesi, v: 2N — R Kkarakteristik fonksiyondur. Karakteristik
fonksiyon VS © N koalisyonunu bir reel sayiya gotiiriir yani V'S € 2N icin v(S)
koalisyon degerini belirtir ve v(@) =0 olarak tanimhdir. N nin alt kimeleri

koalisyonlar ve v(S) de her S koalisyonu i¢in S nin degeri olarak tanimlanir.

Daha agik olmak gerekirse N = {1, 2, ..., n} bos olmayan farkli koalisyonlar1 olusturan
sonlu elemanli oyuncu kiimesi olsun. N kiimesi blylk koalisyon, @ de bos koalisyon
olmak Uzere her bir S € N net koalisyon olarak tanimlanir. N nin alt kiimelerinin
olusturdugu kiime 2V ile gosterilir. Her S € 2V kiimesi i¢in koalisyona katilan

elemanlarin sayist |S| ile tanimlanir.



Ornek 2.2 Ug farkh kirtasiye satis yapmak amactyla bir kagit fabrikasi ile anlasma
talep etmektedirler. Fabrika, satis stratejisi geregi ne kadar ¢ok ton kagit satilirsa o
kadar indirim yapmaktadir. Fabrika, 1 ton kagidi 10 birime satmaktadir. Eger talep
edilen kagit; 50-74 ton olursa %10 indirim, 75-99 ton olursa %15 indirim, 100 tondan
fazla olursa %20 indirim uygulanmaktadir. A kirtasiyesinin talebi 40 ton, B
kirtasiyesinin talebi 40 ton ve C kirtasiyesinin talebi 30 tondur.

A kirtasiyesi kagidi tek basma alirsa 400 birim 6der.

B kirtasiyesi kagidi tek basina alirsa 400 birim oder.

C kartasiyesi kagidi tek bagina alirsa 300 birim 6der.

A ve B kirtasiyeleri beraber almaya karar verirlerse toplamda 800 birim 6deme yerine
%15 indirimden faydalanir ve 680 birim oderler.

A ve C kirtasiyeleri beraber almaya karar verirlerse toplamda 700 birim édeme yerine
%10 indirimden faydalanir ve 630 birim dderler.

B ve C kartasiyeleri beraber almaya karar verirlerse toplamda 700 birim 6deme yerine
%10 indirimden faydalanir ve 630 birim dderler.

A, B ve C kirtasiyeleri beraber almaya karar verirlerse toplamda 1100 birim édeme
yerine %20 indirimden faydalanir ve 880 birim ¢derler.

N = {4, B, C} oyuncularin kiimesi ve ¢(S) oyuncularin maliyeti olmak iizere

< N, ¢ > maliyet oyununu kuralim (Cizelge 2.1).

Cizelge 2.1. Koalisyon degerleri

S
c(S)

{4} | {B} | {C} | {A,B} | {A,C} | {B,C} | {A,B,C}
400 [ 400 300 | 680 | 630 | 630 | 880

o

Eger ii¢ kirtasiye birlikte satin almaya karar verirlerse, minimum maliyet ile toplam

maliyet 880 birim olacagindan birlikte hareket edilmesi tercih edilir.

Tamm 2.3 TUm kooperatif oyunlar GV ile gosterilir.
Ornegin v € GN veya ¢ € GV yazildiginda < N,v > veya < N, ¢ > oyunu anlatilmis

olunur.

Tamm 2.4 (Toplanabilir Oyun) VS, T € 2V icin S N T = @ sart1 altinda
v(SUT) =v(S)+v(T)



oluyorsa, bu oyuna toplanabilir oyun olarak isimlendirilir.

Tamm 2.5 (Stpertoplamsal Oyun) vS, T € 2¥ icin S N T = @ sart1 altinda
v(SUT) =v(S)+v(T)
oluyorsa, bu oyuna stipertoplamsal oyun (superadditive game) olarak isimlendirilir.
Kazang oyunlarinda koalisyona tesvik eden bir durumdur.
Tanim 2.6 (Shapley Degeri) v € GV icin,
d(v) = % Z m?(v)
oem(N)

ile verilen degere Shapley (1953) denir.
Ornek 2.7 Ug kisilik < N, v > oyunu verilsin. Karakteristik fonksiyonlar

Cizelge 2.2. Koalisyon degerleri

S 101} {2} {3} {1,2} | {1,3} | {2,3} | {1,2,3}
v(s$)]0] 0Jo 0] 6 |10 [ 21 | 30

Cizelge 2.2 deki gibi olsun. Koalisyon degerlerinden marjinal vektorlere gegis
yaparken onemli bir adim ise permiitasyonlardir. N = {1, 2, 3} kiimesi elemanlari i¢in
permutasyonlar

o,=01,23),0,=(0,3,2), 05 =(2,1,3),

o, =(2,3,1),0,=03,1,2), 0, =(3,2,1)

bulunur.

o, = (1,2, 3) icin marjinal vektorler;

mi* = v({1}) =0,

myt = v({1,2}) —v({1}) =6,

ms' = v({1,2,3}) —v({1,2}) =24

bulunur.

o, = (1,3, 2) icin marjinal vektorler;

mi? = v({1}) =0,

my? = v({1,2,3}) —v({1,3}) = 20,

ms? = v({1,3}) —v({1}) = 10



bulunur.

o3 = (2,1, 3) icin marjinal vektorler;
m* =v({1,2})) —v({2}) =6,

m3* = v({2}) = 0,

my® =v({1,2,3}) —v({1,2}) = 24
bulunur.

o, = (2,3,1) icin marjinal vektorler;
m{* =v({1,2,3) —v({2,3}) =9,
my* = v({2}) = 0,

mg*t = v({2,3}) —v({2}) = 21
bulunur.

os = (3,1, 2) icin marjinal vektorler;
m{® = v({1,3}) —v({3}) = 10,
my® = v({1,2,3}) — v({1,3}) = 20,
my® =v({3}) =0

bulunur.

Sonolarak ¢ = (3,2, 1) icin marjinal vektorler;
m7® =v({1,2,3}) —v({2,3}) =9,
my® = v({2,3}) —v({3}) = 21,
mg6 =v({3}) =0

bulunur. Elde edilen marjinal vektorler Cizelge 2.3 te gosterilmektedir.

Cizelge 2.3. Marjinal vektorler

a m7 (v) m; (v) m3 (v) mg(v)

0,=(1,23)| m*)=0 | my'(v) =6 | my'(v) =24 | m?(v) = (0,6,24)

o, =(1,3,2) | m{?(v) =0 | my*(v) =20 | my*(v) = 10 | m°2(v) = (0,20,10)

05=(2,1,3)| m*(w)=6 | my*(v) =0 | my3*(v) =24 | m?3(v) = (6,0,24)

0,=(2,31D | m*w)=9 | my*@) =0 | my*(v) =21 | m?(w) = (9,0,21)

05 =(3,1,2) |m®*(w) =10 | my°(v) =20 | m3°(v) =0 | m°(v) = (10,20,0)

0e=03,21D | m*W =9 [m°(w)=21| my°(w) =0 | m%(v) = (9,21,0)

Shapley degeri ise marjinal vektorlerin ortalamasi oldugundan,




CD(v)=% z m°(v)

gem(N)

= 2{(0,6,24) + (0,20, 10) + (6,0,24) + (9,0,21) + (10,20, 0) + (9,21,0)}

17 67 79

1
= 3(34, 67,79) = G olarak bulunur.

Tamm 2.8 (Verimlilik) vv € GV igin

n

le- = v(N)

i=1
oluyorsa ¢éziime verimlidir denir. Burada x = (x4, x5, ..., x,) Olup 6deme vektori

olarak adlandirilir.

Tanim 2.9 (Banzhaf degeri) Banzhaf degeri, S (v) ile gOsterilir ve

p:GN - RN olmak tizere Vi € N ve Vv € GV icin

B = s . 0(S) ~ v(S\ED)
i€ES

olarak tanimlanir. Banzhaf degeri verimlilik sartin1 saglamaz.

Ornek 2.10 Oyuncularm kiimesi N = {1,2,3}, v € GNolmak (zere koalisyon
degerleri (Cizelge 2.4)

Cizelge 2.4. Koalisyon degerleri

S 10 {1} {2} | {3} {12} | {1,3} | {2,3} | {1,2,3}
v()|o0] 70017 [ 7 [0 29

olarak verilsin. Buna gore bu oyunun B(v) degerini bulalim.

fiv) = ZLZ v($) — v(S\(L)
= 3 (01D — v(@) +v([1,2) ~ (2D + v((1,3) ~ v((3D + v((1,2,3)
- v({2,3))



1
=Z(7+17_0+7_0+29_0)

— 1 —
=60 =15
Ba(0) = 555 ) v(S) — v(S\(2D)
2€S
1
=7 (v({2}) — v(@) + v({1,2}) — v({1}) + v({2,3}) — v((3}) + v({1,2,3})
-v({1,3}))
=%(o+17—7+29—7)
— 1 —
=,32=8
1
B®) = 35 ;vm ~ v(S\(3D)
= %(U({3}) —v(®) +v({1,3}) —v({1}) + v({2,3}) —v({2})) + v({1,2,3})
—v({1,2])
1
=2 (0+7-7+0+29-17)
— 1 —
=12=3

Bu durumda, B(v) = (15,8, 3) olarak bulunur.

Tamim 2.11 (Kisit kiimesinin agirhk merkezi ¢oziimii) CIS-degeri, Driessen ve
Funaki tarafindan 1991 yilinda bulunmustur. CIS-degeri,
vv € GV, Vi € N igin CIS: GV - RY olmak lzere

CIS;(v) = v({i}) + W(U(N) — Z v({]D)

JEN

olarak tanimlanir.

Ornek 2.12 Oyuncularm kiimesi N = {1,2,3} , v € GNolmak (zere koalisyon
degerleri (Cizelge 2.5)



Cizelge 2.5. Koalisyon degerleri

S
v(S)

{1} | {2} | {3} | {1,2} | {1,3} | {2,3} | {1,2,3}
1110 4 1 3 5

o

olarak verilsin. Bu oyunun CIS(v) degerini bulalim.
1
18, () = v({1) + 5 (v({1, 2.3 — (LD + v({2D) + v({3D))

=1+%@—{1+1+0D

=1+1=2

C15,(0) = v((2D) + 3 (4((1,2,3) ~ (L(L) + v(2D) + v(3D))
1

=1+ § (5—-2)

=1+1=2

CIS;(v) = v({3)) + % (v((1,2,3) — (v((1) + v(2) + v({3D))

1
_0+§G—2)

=04+1=1
Bu durumda, CIS(v) = (2,2,1)

olarak bulunur.

Tamm 2.13 (Esitlikci Boliinemeyen katki degeri) ENSC-degeri, Driessen ve Funaki
tarafindan 1991 yilinda bulunmustur. ENSC-degeri,
vv € 2Nicin ENSC: GN - RY olup Vi € N igin
1 :
Wil P+ v NG

JEN

ENSC;(v) = —v(N\{i}) +

olarak tanimlanir.

Ornek 2.14 Oyuncularin kiimesi N = {1, 2, 3} ve koalisyon degerleri (Cizelge 2.6)
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Cizelge 2.6. Koalisyon degerleri

S | @[} {2} | {3} | {12} | {1,3} | {2,3} | {1,2,3}
vS)[o[2 ]2 ]0] 7 4 5 9

olarak verilsin. Buna gére ENSC (v) degerini bulalim.
1 .
ENSC,(v) = —v(N\{1}) + 5| v(N) + Y v (VD)
JEN

1
ENSC,(v) = —5+§(9+7+4+5)

= 5+1(25)—25 5—10
= 3 3 3

ENSC,(v) = —v(N\{2}) + % v(N) + Z v (N\{j})

JeN

1
=—44+-(094+7+4+5)

3
= 4+1(25)—25 4—13
N 3 3 3

ENSC;(v) = —v(N\{3}) + % v(N) + Z v (N\{)D)

Jen
__,,2_ 2 4

- 3 3 3

Bu durumda, ENSC (v) = (??g)

olarak bulunur.
Tamm 2.15 (Konveks Oyun) v € GV verilsin.
vS,T € 2V igin
v(SUT)+v(SNT)=v(S) +v(T)

sart1 saglaniyorsa oyun konvekstir denir. Konveks oyunlar sinifi CG" ile gosterilir.

Ornek 2.16 Oyuncular kiimesi N = {1, 2, 3} ve koalisyon degerleri (Cizelge 2.7)
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Cizelge 2.7. Koalisyon degerleri

S |9 {1} {2} | {3} {1,2} | {1,3} | {2,3}

{1,2,3}

v(§)|]0]15]25]35 ] 60 60 60

115

olarak verilsin. Buna gore oyunun konveks oyun oldugunu gosterelim.

Bu durumda, tanima gore VS, T € 2V icin
v(SUT)+v(SNT)=v(S)+ v(T)

sartinin saglanmasi gerekir. N nin butun alt kimelerinin kiimesi

2V = {@,{13,{2},{3},{1,2},{1, 3},{2,3},{1, 2, 3}} olmak izere

S={1},T = {2} icin
v({1,2}) + v(®) = v({1}) + v({2})
60 > 40
bulunur.
S={1},T = {3} icin
v({1,3}) + v(®) = v({1}) + v({3})
60 > 50
bulunur.
S ={2},T = {3}icin
v({2,3}) + v(®) = v({2}) + v({3})
60 = 60
bulunur.
S={1},T ={1,2} icin
v({1,2}) +v({1}) = v({1}) + v({1,2})
75>=175
bulunur.
S={1},T = {1,3}icin
v({1,3D) +v({1}) = v({1}) + v({1,3})
75 =75
bulunur.
S={1},T = {2,3}icin
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v({1,2,3}) + v(®) = v({1}) + v({2,3})
115> 75
bulunur.
S=1{2},T ={1,2}icin
v({1,2}) +v({2}) = v({2}) + v({1,2})
85> 85
bulunur.
S=1{2},T ={1,3}icin
v({1,2,3}) + v(®) = v({2}) + v({1,3})
115> 85
bulunur.
S=1{2},T ={2,3}icin
v({2,3}) + v({2}) = v({2}) + v({2,3})
85> 85
bulunur.
S=1{3},T ={1,2}icin
v({1,2,3}) + v(@) = v({3}) + v({1,2})
115> 95
bulunur.
S=1{3},T ={1,3}icin
v({1,3}) + v({3}) = v({3}) + v({1,3})
95> 95
bulunur.
S=1{3},T ={2,3}icin
v({2,3}) +v({3}) = v({3D) +v({2,3})
85> 85
bulunur.
S =1{1,2},T ={1,3}icin
v({1,2,3}) + v({1}) = v({1,2}) + v({1,3})
130 =120
bulunur.
S=1{1,2},T ={2,3} icin
v({1,2,3}) + v({2}) = v({1,2}) + v({2,3})
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140 = 120
bulunur.
S={1,3},T ={2,3} icin
v({1,2,3}) +v({3) = v({1,3}) + v({2,3})
150 = 120

bulunur.

Sonug olarak < N, v > oyunu konvekstir.

14



3. IFLAS DURUMLARI VE ILGILi OYUNLAR

Oyun teorisinin uygulamali matematik i¢indeki bir alt dali olan iflas durumu, bir
oyuncu grubu arasinda belirli bir miktarin oyuncularin taleplerine en adil sekilde nasil
dagitilacagi sorununu ele alir. Bu oyuncular, bireyler, kurumlar, firmalar, bankalar,
iilkeler vb. olabilir. Mevcut miktar genellikle miilk olarak adlandirilir ve bu miilk fon,
para, mal vb. olabilir. Bu tiir problemlerde odak noktasi, miilkiin oyuncularin toplam
taleplerini karsilamak igin yetersiz olmasidir. Literatirde bilinen 3 antik problem
vardir. Bunlar {ic es problemi, giysi cekismesi problemi ve miras paylagsma

problemidir.

Ug es problemi, bir adamn ii¢ farkli evliliginden kaynaklanan ve her birinde belirli bir
miktarda mal birakma konusundaki vasiyetnameleri igeren bir durumu ele alir (Gura,
2009). Bu adam, ilk evliliginde 100 birim, ikinci evliliginde 200 birim ve {¢iincii
evliliginde 300 birim para birakma karar1 almistir. Ancak, adamin vefatinda mal
varliginin 600 birimden az oldugu tespit edilmistir. Talmud'da sunulan ¢6ziim, adamin
mal varhigmin sirasiyla 100 birim, 200 birim ve 300 birim oldugunu varsayarak
gelistirilmigtir. Bu durum, ii¢ esin miras alma hakkindaki karmasikligi ve
vasiyetnamelerin sonuglar1 iizerinde diislinmeye yoOnlendiren bir senaryoyu

icermektedir. (Bkz. Sekil 3.1).

Mal varlig1 Talep
100 200 300
100 33.33 33.33 33.33
200 50 75 75
300 50 100 150

Sekil 3.1. Talep-Mal varlig1 tablosu (O’Neill, 1982)

Bugulnki modern yasaya gore alacaklilar orantili bir sekilde paylagim yapar. Sekil 3.1
de hem 100 birim hem de 300 birim mal varligi i¢in orantili bir paylagim sekli
gorilmektedir. Ancak, 200 birim mal varlig1 igin yapilan paylasim, tartigmalara ve
itirazlara neden olan belirsizliklerle doludur. Aumann ve Maschler (1985) tarafindan
belirtildigi gibi bu paylasim orantisal paylagimin ya da esit paylasimin herhangi agik

bir ifadesine uygun degildir. Bu {i¢ durumun ortak mantig1 hala belirsizdir.
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Talmud'da ele alinan antik problemlerden bir digeri, giysi ¢cekismesi olarak bilinen bir
problemdir. Bu problem, iki kiginin ayn1 giysiyi paylasma konusunda anlagsamadiklar1
bir durumu igerir. Birinci kigi, giysinin tamaminin kendisine ait oldugunu iddia
ederken, ikinci kisi giysinin yarisinin kendisine ait oldugunu savunmaktadir. Bu
durum, giysi Uzerindeki hak iddialar1 arasinda bir anlasmazhgi temsil etmektedir.
O’Neill (1982)’e gore paylasim birinci kisiye giysinin dortte tiglinii verir, ikinciye ise

dortte birini verir (Bkz Sekil 3.2).

Mal varlig1 Talep
0.5 1
1 0.25 0.75

Sekil 3.2. Talep-Mal varligi tablosu (O’Neill, 1982)

Talmud’da ele alman antik problemlerden bir digeri, miras paylasim problemidir.
O’Neill(1982)’e gore 1140 yili civarinda, Abraham Ibn Ezra tarafindan asagidaki
miras sorunu formiile edilmistir. Problem Jacob o6ldiikten sonra dort ¢ocugunun
istekleri dogrultusunda mirasinin paylagimi iizerinedir. Bu paylagimda ¢ocuklar1 30,
40, 60, 120 birim mal talep etmektedirler. Fakat Jacob 6ldiikten sonra biraktigi miras

100 birim mal oldugundan paylasim asagidaki tabloda verilmistir (Sekil 3.3).

Mal varlig1 Talep
30 40 60 120
100 7.5 10.83 20.83 80.83

Sekil 3.3. Talep-Mal varligi tablosu (O’Neill, 1982)

Iflas problemleri, ger¢ek diinyada sik¢a karsilasilan durumlar arasinda yer almaktadr.
Bu durumlar, iflas eden bir sirketin veya bankanin tasfiye edilmesi gibi ekonomik
cokiintiileri igerebilecegi gibi, dlen bir kisinin taahhiitlerini yerine getirememesi
durumunda ortaya ¢ikan miras problemlerini de igerir. Bu tip durumlar, mal varliginin
boliistiiriilmesi, miras¢ilara diisen kisitlamalar ve adaletli bir paylagim diizeninin nasil
kurulacagi gibi karmasik konulari icerir. Daha agik bir sekilde ifade edecek olursak,

bir kisinin sahip oldugu varlik miktarinin, toplam talebin {istiine ¢ikmas1 durumuna
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iflas problemi denir. Bu durum, genellikle bir bireyin ya da kurumun maddi
yiikiimliiliklerini yerine getirememesi ve sahip oldugu varliklarin toplam talebi
karsilamamasi durumunda ortaya ¢ikar. Iflas problemi kisaca (E;d) ikilisi ile
gosterilir. Burada; E elde bulunan miktar (milk, hazine), d = (dy,d,, ..., d,) ise
talepleri gosteren vektordir. Burada (1,2,...,n) tane oyuncu igin genelleme
yapilmaktadir. Iflas durumlari, iflas problemlerini ortaya ¢ikarir. iflas problemi sirali
bir (E; d) € RXR" ikilisi olarak ifade edilir. Burada; 0 <d; <d, <---<E <
d, + d,+...+d,, = D seklinde tanimlanir. E, n-tane alacakli arasinda boliistiiriilmesi
gereken hazinedir. iflas problemlerini ¢dzmek icin cesitli yontemler asagida ele

alinmaktadir.

Tamim 3.1 (Siralams Kural) Siralanis kurali, oyuncularin olasi tiim siralaniglarini
bulan ¢6ziim yéntemine denir. i1k oyuncu basta olmak {izere sirastyla birinci oyuncu
talebini karsilar, sonraki gelen oyuncular kalan miktarlara gore taleplerinin tamamini
veya taleplerinin bir kismimi karsilar. Olasi tiim siralaniglarin ortalamasi paranin
oyuncular arasindaki paylasimin1 verir. Smralanig kuralina kisaca RUN kurali
denilmektedir. Oyunu kurmaya gerek kalmadan siralanis kurali kullanilarak sadece
iflas durumundaki oyuncularm talepleri dogrultusunda ¢O6zim OGnerisinde
bulunulabilir.

RUN kural

1
RUN(E; d) = — Z o
s ogemn(N)

bulunur. Burada d? oyuncularm taleplerine ait permiitasyonlardir.
RUN kurali oyuncularin talep degerlerine, Shapley ¢6ziimi ise oyuncularin talepleri
sonucu olusturulan koalisyon degerlerine ait tUm permiitasyonlarin ortalamasini aldig1

icin ayni sonucu verir.

Tanmim 3.2 (Orantih Kural) Orantili kural, hazinenin (E") her bir oyuncunun talebi ile
dogru orantili olarak bolinmesine denir. Orantili kurala kisaca PROP kural
denilmektedir.

(E; d) iflasoyununda, E = 0 ve d € R%

ZdiZE
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olmak Uzere, 0 < f(E; d) < d ve Yiey f: (E; d) = E her bir iflas sorunu ve tim i €
N icin

PROP,(E; d) = d;

Yien d;
bulunur. Orantili kuralda da ayni siralanig kuralinda oldugu gibi oyunu kurmaya gerek
kalmadan hazine ve oyuncularin talepleri dogrultusunda ¢6zUml elde etmek

mUmkundr.

Simdi hem RUN kuralint hem de PROP kuralini kullanarak bir iflas durum 6rnegini

inceleyelim.

Ornek 3.3 iflas etmis olan bir insaat sirketini ele alalim. Firmanm elinde 750 milyon
birim hazine ve sirkete ait 3 tane kurum olsun. Bu kurumlarin talepleri sirasi ile 250
milyon birim, 300 milyon birim ve 350 milyon birim olsun. Sirketin tasfiyesi sonucu
750 milyon birimin alacaklilara en adil sekilde dagitimini saglayalim. Toplam talep
900 milyon birim olup iflas durumu olusmustur.

Bu durumu (E; d) = (750; 250,300, 350) ile gosterebiliriz. Ug oyuncu oldugu igin

3! = 6 farkli swralanis vardir.

Cizelge 3.1. Her bir siralanis i¢in oyuncularin alacagi miktarlar

Stralaniglar | 1. Oyuncu | 2. Oyuncu | 3. Oyuncu
(1,2,3) 250 300 200
(1,3,2) 250 150 350
(2,1,3) 250 300 200
(2,3,1) 100 300 350
(3,1,2) 250 150 350
(3,2,1) 100 300 350
Toplam 1200 1500 1800

Cizelge 3.1’e gore RUN ¢OzUminii bulmak i¢in siralaniglarin ortalamasini alalim.

1200 1500 1800
6 6 ' 6

RUN(E; d) = ( ) = (200,250,300)

olarak bulunur.
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PROP ¢6ziimiinii her bir oyuncu i¢in ayr1 ayr1 hesaplayalim.

750
—) 250 = 208.33

PROP(E; d) = (d1 ¥d, + d3> di = (900

)d —(750)300—25000
d, +d, +ds) 2 \900 T

)d —(750)350—29166
d, +d, +ds/) > \900 T

Sonug olarak; PROP(E; d) = (208.33,250.00,291.66) olarak bulunur.

PROP,(E; d) = (

PROP,(E; d) = (

Cizelge 3.2. iflas durumuna ait oyunculara énerilen ¢oziimler

Cozumler | 1.0yuncu | 2.0yuncu | 3.0yuncu
RUN 200 250 300
PROP 208.33 250 291.66

Tamm 3.4 (Iflas Oyunu) Klasik bir iflas olaymda, elimizde bulunan belirli bir miktar
para E, n tane oyuncunun talebi d; i € N,N ={1,2,...,n} olsun. Toplam talep,
hazineden gelen kaynaklarm iistiinde bir seviyeye ulasirsa ortaya ¢ikan duruma iflas
oyunu denir ve (E; d) seklinde gosterilir. Her bir koalisyon icin 6zel olarak
belirlenmis olan ilgili iflas oyunu, kooperatif oyun teorisindeki temel kavramlardan
biridir. Koalisyon, oyuncularin bir araya gelerek olusturdugu bir grup olarak
tamimlanir ve bu grup, belirli bir iflas oyunu ¢ergevesinde degerlendirilir. Her bir
koalisyonun kendine 6zgu iflas oyunu vardir. Bu nedenle, kooperatif oyun teorisinde
her bir koalisyonun ayr1 bir iflas oyunu ile iliskilendirilmesi, oyun i¢indeki dinamikleri
daha derinlemesine anlamamiza ve analiz etmemize olanak saglar. Her bir iflas oyunu
vg a(S) = maks{E — Z d;,0}
{EN\S

olarak tanimlanir.

Teorem 3.5 iflas oyunlar1 konveks oyunlardir.
Teorem 3.5 in ispati i¢in Sariarslan (2013) referansi incelenebilir.
Simdi Ornek 3.4 te verilen &rnegi iflas oyununu kullanarak modelleyelim ve oyun

teorisine ait ¢oztimleri bulalim.
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Ornek 3.6 Ornek 3.4’ kullanarak koalisyon degerlerini bulalim ve ¢dziimleri
hesaplayalim.
(E; d) = (900; 400,300,500) E =900,d,; = 400,d, = 300,d; = 500 olmak

Uzere
Vg a({1}) = maks {900 _ z d;, o} — maks{900 — d, — d5,0} = maks{100, 0}
i€{2,3}
=100
Vg ({2)) = maks {900 _ Z d;, o} — maks{900 — d, — ds, 0} = maks{0, 0}
i€{1,3}
=0
vg 4 ({3}) = maks {900 — Z d;, 0} = maks{900 — d, — d,, 0} = maks{200, 0}
i€(L,2)
= 200
vg a({1,2}) = maks [900 — Z di,O} = maks{900 — d3, 0} = maks{400, 0}
i€(3}
= 400
vg 4({1,3}) = maks [900 — Z di,O} = maks{900 — d,, 0} = maks{600, 0}
i€z}
= 600
vg 4({2,3}) = maks {900 — Z d;, 0} = maks{900 — d,, 0} = maks{500, 0}
ief1)
=500

vg 4({1,2,3}) = maks {900 — Z di,O} = maks{900, 0} = maks{900,0} = 900
ie{0}

Cizelge 3.3. Koalisyon degerleri

§ 10 {1} {2} {3} |[{1L,2}|{1,3}{2,3}|{1,23}
v(S) | 0100 | 0 |200| 400 | 600 | 500 | 900

Olusturdugumuz iflas oyununa ait ®(v) degerini bulalim.

N = {1, 2,3} kiimesinin elemanlar1 i¢in permitasyonlar
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o, =01,2,3),0,=(1,3,2), 05 =(2,1,3),
o,=(2,3,1),05=(3,1,2), 0, =(3,2,1)
bulunur.

o, = (1,2, 3) icin marjinal vektorler;
m7* = v({1}) = 100,

my* = v({1,2}) —v({1}) = 300,
ma' = v({1,2,3}) —v({1,2}) = 500
bulunur.

o, = (1,3, 2) icin marjinal vektorler;
m7? = v({1}) = 100,

my? = v({1,2,3}) — v({1,3}) = 300,
ma? = v({1,3}) — v({1}) = 500
bulunur.

o3 = (2,1, 3) icin marjinal vektorler;
m?* = v({1,2}) —v({2}) = 400,
my* = v({2}) =0,

ms® = v({1,2,3}) —v({1,2}) = 500
bulunur.

o, = (2,3,1) icin marjinal vektorler;
mi* = v({1,2,3}) — v({2,3}) = 400,
my* = v({2}) =0,

ma* = v({2,3}) — v({2}) = 500
bulunur.

os = (3,1, 2) icin marjinal vektorler;
m;® = v({1,3}) — v({3}) = 400,
my® = v({1,2,3}) — v({1,3}) = 300,
m3® = v({3}) = 200

bulunur.

Sonolarak g, = (3,2, 1) icin marjinal vektorler;
m;® = v({1,2,3}) — v({2,3}) = 400,
my® = v({2,3}) — v({3}) = 300,
m3°® = v({3}) = 200
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bulunur. O halde marjinal vektorleri Cizelge 3.4°te gOsterelim.

Cizelge 3.4. Marjinal vektorler

o mi (v) m3 (v) ms (v) mg(v)
o, =(1,2,3) | m{*(v) = 100 | m3*(v) = 300 | m3'(v) = 350 | m°*(v) = (100,300,500)
o, = (1,3,2) | m7*(v) = 100 | my%(v) = 300 | m32(v) = 350 | m?2(v) = (100,300,500)
03 =(2,1,3) | m*(v) = 250 | m3*(v) = 150 | m3*(v) = 350 | m?(v) = (400,0,500)
o, =(2,3,1) | m{*(v) = 250 | my*(v) = 150 | m3*(v) =350 | m°(v) = (400,0,500)
o5 = (3,1,2) | m7*(v) = 250 | my®*(v) = 300 | m7°(v) = 200 | m?s(v) = (400,300,200)
0s = (3,2,1) | m{*(v) = 250 | my°(v) = 300 | m7¢(v) = 200 | m?s(v) = (400,300,200)

Shapley degeri, marjinal vektorlerin ortalamasi oldugundan,

d(v) =

1

1! Z m? ()

gem(N)

=-{(100,300,500) + (100,300,500) + (400, 0,500) + (400,0,500) +

6

(400,300,200) + (400,300,200)}

= % (1800,1200,2400) = (300,200,400)

olarak bulunur.

Bu iflas oyunumuzun B (v) degerini bulalim.

D v(®) = v(s\1p

B1 (v) =

23-1

1

1€§

= 2 (1) — 0@ +v((1,20) ~ v(@D) + v((1,3) ~ v(B)) +v((1,2,3)
- v((2,3))

4

1
=—1300 = 325
4

po(v) =

23—1

1

2€S

> () - v(s\2)

1
=—(100 -0+ 400 — 0+ 600 — 200 + 900 — 500)

= 3 (502D = v(®) + v((1,2D) ~ v((1D) + v((2,3) ~ v(BD +v((1,2,3)
- v((1,3))
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1
=Z(O—O+4OO—1OO+500—200+900—600)

1
= ZSOO =125

Bo0) =y ) () ~ v(S\(3D

3€ES
= %(v({B}) —v(@) +v({1,3) —v({1}) + v({2,3}) —v({2) + v({1,2,3})
-v({1,2}))

1
=Z(200_0+600_100+500_0+900_400)

1
=—1 =42
2 700 5

Buradan da B(v) = (325,125,425)

olarak bulunur.

Bu iflas oyunumuzun CIS(v) degerini bulalim.

CI1S,(v) = v({1}) + % (v((1,2,3D) — (v + v({2D) + v({3D))
=100 +%(900 — (100 4 0 + 200))

=100+ 200 = 300

CIS,(v) = v({2}) + % (v((1,2,3) = (v((1) + v(2) + v({(3D))
=0 +%(900 —300)

=0+ 200= 200

CIS;(v) = v({3}) + % (v({1,2,3) = (¥({(1) + v((2D + v((3D))

1
=200+ 3 (900 — 300)

=200+ 200 =400
Buradan da CIS(v) = (300,200,400)

olarak bulunur.

Bu iflas oyunumuzun ENSC (v) degerini bulalim.
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1
ENSC,(v) = —v(N\{1}) + 3 v(N) + z v (N\{j}

jeN
1
ENSC,(v) = =500 + 3 (900 + 400 + 600 + 500)

1
= =500 +§(2400) =800 —500 = 300

ENSC,(v) = —v(N\{2}) + % v(N) + Z v (N\{j})

jen
1
= —600 + 3 (900 + 400 + 600 + 500)

1
= —-600 +§(2400) =800 — 600 = 200

ENSC;(v) = —v(N\{3}) + % v(N) + Z v (N\{jD

JeN

1
= —400 + 3 (900 + 400 + 600 + 500)

1
= —400 + 5(2400) =800 —400 =400

Buradan da ENSC(v) = (300,200,400)

olarak bulunur.

Tanim 3.1°e gére RUN degeri Shapley degerine esit oldugundan,
RUN = (300,200,400)

olarak elde edilmis olur.

Bu iflas oyunumuzun PROP degerini bulalim.

900
= (—) 400 = 300

PROP,(E; d) = ( i

——\d
d, +d, +d3> !
900

—) 300 = 225

PROP,(E; d) = (m) dy = (1200

PROP,(E; d) = (#) dy = (ﬂ) 500 = 375
d, +d, + ds 1200
Sonu¢ olarak; PROP(E; d) = (300,225,375) olarak bulunur. Bu durumda,
tablomuz Cizelge 3.5 seklinde olur.
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Cizelge 3.5. Modele ait ¢dzum tablosu

Cozlmler 1. Oyuncu | 2. Oyuncu 3. Oyuncu
Shapley degeri 300 200 400
Banzhaf degeri 325 125 425
CIS degeri 300 200 400
ENSC degeri 300 200 400
RUN degeri 300 200 400
PROP degeri 300 225 375

Simdi ise bu iflas oyunumuzun konveks oldugunu gosterelim.
Bunun igin vS, T € 2V igin
v(SUT)+v(SNT)=v(S)+ v(T)
sartinin saglanmasi gerekir. N nin bittn alt kiimelerinin klimesi
2V = {g,{13,{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}, {1, 2, 3}} olmak iizere
S={1},T = {2} icin
v({1,2}) + v(9) = v({1}) + v({2})
400 = 100
bulunur.
S={1},T = {3} icin
v({1,3}) + v(@) = v({1}) + v({3})
600 > 300
bulunur.
S ={2},T = {3}icin
v({2,3}) + v(0) = v({2}) + v({3})
500 = 200
bulunur.
S={1},T ={1,2}icin
v({1,2}) +v(1) = v({1}) + v({1,2})
500 = 500
bulunur.
S={1},T = {1,3}icin
v({1,3}) +v(1) = v({1}) + v({1,3})
700 = 700

bulunur.
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S={1},T = {2,3}icin
v({1,2,3}) + v(®) = v({1}) + v({2, 3})
900 = 600
bulunur.
S=1{2},T ={1,2}icin
v({1,2}) +v(2) = v({2}) + v({1,2})
400 = 400
bulunur.
S=1{2},T ={1,3}icin
v({1,2,3}) + v(®) = v({2}) + v({1,3})
900 = 600
bulunur.
S=1{2},T ={2,3}icin
v({2,3}) +v(2) = v({2}) + v({2,3})
500 = 500
bulunur.
S=1{3},T ={1,2}icin
v({1,2,3}) + v(@) = v({3}) + v({1,2})
900 = 600
bulunur.
S=1{3},T ={1,3}icin
v({1,3}) + v({3}) = v({3}) + v({1,3})
800 = 800
bulunur.
S=1{3},T ={2,3}icin
v({2,3}) +v({3}) = v({3D) +v({2,3})
500 = 500
bulunur.
S =1{1,2},T ={1,3}icin
v({1,2,3}) + v({1}) = v({1,2}) + v({1,3})
1000 = 1000
bulunur.
S=1{1,2},T ={2,3}icin
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v({1,2,3}) +v({2}) = v({1,2}) + v({2,3})
900 =900
bulunur.
S =1{1,3},T = {2,3} icin
v({1,2,3}) + v({3}) = v({1,3}) + v({2,3})
1100 = 1100

bulunur.

Sonug olarak bu oyun konvekstir.
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4. UYGULAMA

Bu boliimde iflas durumu ile modellenen bir oyun 6rnegi verilmektedir.

Uc farkli sirket bir bankadan fabrika kurmak amaciyla kredi cekmeyi talep
etmektedirler. Ancak banka sahip oldugu nakte bagli olarak toplamda sadece 100
milyar birimlik kredi verebilecektir. A sirketi 10 milyar birim, B sirketi 35 milyar
birim ve C sirketi ise 75 milyar birimlik kredi talep etmektedirler. Bankanin kasasinda
yeterli miktarda nakit olmadigi i¢in, sirketlerin talepleri dogrultusunda en uygun
sekilde kredi miktart dagitilmasi1 gerekmektedir. Bu durumda, sirketlere kredi
dagitimini gerceklestirmek i¢in bir plan yapilmasi gerekmektedir. Talepler goz Oniinde
bulunduruldugunda, en Oncelikli adim hangi sirketin ne kadar miktarda kredi
alabilecegini belirlemektir. Daha sonra, kasadaki mevcut nakit miktar1 ve taleplerin
karsilanma orani gz oniinde bulundurularak dagitim yapilmalidir. Bu siirecte, her bir
sirketin belirlenen miktar1 almasini saglayacak bir dengeleme yapilmalidir. Bu sekilde,

tiim sirketlerin ihtiyaclar1 karsilanarak adil bir dagitim gergeklestirilebilir.

Simdi bu durumu iflas oyunlarini kullanarak modelleyelim

(E; d) = (100; 10,35,75), E =100, d, = 10, d, = 35, d3 = 75 olmak Uzere
vg ¢ ({1}) = maks {100 - Z d;, 0} = maks{100 — d, — d3,0} = maks{—10, 0}
i€(2,3)
=0
vg ¢ ({2}) = maks {100 - Z d;, 0} = maks{100 — d; — d3, 0} = maks{15, 0}
ie{1,3}
=15
vg ¢ ({3}) = maks {100 — Z d;, 0} = maks{100 — d; — d,, 0} = maks{55, 0}
ie{1,2}
=55

vg 4({1,2}) = maks {100 — z d;, 0} = maks{100 — d3, 0} = maks{25,0} = 25

ie{3}

vg 4({1,3}) = maks{100 — z d;, 0} = maks{100 — d,, 0} = maks{65,0} = 65

ie{2}
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vg 4({2,3}) = maks {100 — z d;, 0} = maks{100 — d,, 0} = maks{90,0} = 90
ie{1}

vgqa({1,2,3}) = maks {100 — Z d;, 0} = maks{100,0} = maks{100, 0}
i€{2,3}

=100

Cizelge 4.1 Koalisyon degerleri
S 1@]{13 {2} {3} {12} {1,3}] {23} | {123}
v(§)|0] 0 | 15|55 | 25 65 90 100

[flas oyununa ait koalisyon degerleri Cizelge 4.1 de verilmistir. Simdi iflas oyunumuza
ait ®(v) degerini bulalim.

N = {1, 2, 3} kiimesinin elemanlari i¢in permitasyonlar
o,=01,23),0,=(01,3,2), 05 =(2,1,3),
0,=(231),0:=3,12), 0o = (3,2,1)
bulunur.

o, = (1,2, 3) icin marjinal vektorler;

mJ* = v({1}) =0,

my* = v({1,2}) —v({1}) = 25,

ma' =v({1,2,3}) —v({1,2}) =75

bulunur.

o, = (1,3, 2) icin marjinal vektorler;

m7* = v({1}) = 0,

my? = v({1,2,3}) —v({1,3}) =35,

ms? = v({1,3}) —v({1}) = 65

bulunur.

o3 = (2,1, 3) icin marjinal vektorler;

m7® = v({1,2}) —v({2}) = 10,

my® = v({2}) = 15,

ms® =v({1,2,3}) —v({1,2}) =75

bulunur.

o, = (2,3,1) i¢in marjinal vektorler;
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mi* =v({1,2,3}) —v({2,3}) = 10,
my* = v({2}) = 15,

ma* = v({2,3}) —v({2}) = 75
bulunur.

os = (3,1, 2) icin marjinal vektorler;
m7® = v({1,3}) - v({3}) = 10,
my® = v({1,2,3}) —v({1,3}) = 35,
mg® = v({3}) =55

bulunur.

Sonolarak ¢ = (3,2,1) icin marjinal vektorler;
m;°® = v({1,2,3}) —v({2,3}) = 10,
my® = v({2,3}) —v({3}) = 35,
mgé =v({3}) =55

bulunur.

Marjinal vektorleri Cizelge 4.2°de g6sterelim.

Cizelge 4.2. Marjinal vektorler

a mi (v) m3 (v) m3 (v) mg(v)

o0 =(1,23) | m*(v) =0 | my*(v) =25 | m3*(v) =75 | m?(v) = (0,25,75)

o, =(1,3,2) | m?(v) =0 | m>*(v) =35 | m32(v) = 65 | m?2(v) = (0,35,65)

03 =(2,1,3) | mP*@w) =10 | m>*(v) = 15 | m3*(v) = 75 | m®:(v) = (10,15,75)

o, =(2,3,1) | m{*(v) =10 | m3*(v) = 15 | m3*(v) = 75 | m°*(v) = (10,15,75)

o5 = (3,1,2) | m{*(v) =10 | m;*(v) = 35 | my°(v) = 55 | m?s(v) = (10,35, 55)

0 = (3,2,1) | m{*(v) = 10 | my°(v) = 35 | m2°(v) = 55 | m?s(v) = (10,35,55)

Shapley degeri, marjinal vektorlerin ortalamasi oldugundan,

1
d(v) = aa;mm )

= %{(0,25, 75) + (0,35,65) + (10,15,75) + (10,15,75) + (10,35,55) +
(10,35,55)}
= % (40,160,400) = (6.66,26.66,66.66) olarak bulunur.
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Bu iflas oyunumuzun B (v) degerini bulalim.

Fi(0) = 53 D 0(S) — v(S\(1))

1€S$

1
=7 (v{1}) — v(®) + v({1,2}) — v({2}) + v({1,3}) — v((3}) + v({1,2,3})

- v({2,3))
=%(O—O+25—15+65—55+100—90)
1
= Z3O =75
Bo(0) = 535 D 0(S) — v(S\(2))
2€S8
= %(v({Z}) —v(@) +v({1,2}) —v({1}) + v({2,3}) —v({3}) + v({1,2,3})
-v({1,3})
=%(15—0+25—0+90—55+100—65)
1
= 1110 =27.5
Bo0) = 53y D 0(8) — v(S\(3))

= 2 (03D — v(®) + v((1,3) — w1} + (2, 3D — v((2D) + v({1,2,3)
—v({1,2))

=%(55—0+65—0+90—15+100—25)

= %270 = 67.5

Buradan da g(v) = (7.5,27.5,67.5)

olarak bulunur.

Bu iflas oyunumuzun CIS(v) degerini bulalim.
1
CI8,(v) = v({1) + 3 (v((1,2,3) ~ () +v(2) + v(3))

1
=o+§(100—(0+15+55))

=0+10=10
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C15,(0) = w2 +5 (v((1,2,3) ~ (1) + (2D +v((3D))

1
=15 +§(100—70)
=15+10=25

CIS;(v) = v({3}) + % (v({l, 2,3) — (v{1D) + v({2}) + v({S})))

1
=55 +§(1OO —70)

=55+10 =65
Buradan da CIS(v) = (10, 25,65)

olarak bulunur.

Bu iflas oyunumuzun ENSC (v) degerini bulalim.

ENSC,(v) = —v(N\{1}) + %(v(N) + Z v (N\{j})>

JEN
1
= —90+§(100+25+ 65+ 90)

1
=-90 + 5(280) =93.33-90=3.33

JEN

ENSC,(v) = —v(N\{2}) + %<v(1v) + Z v (N\{i})>
= —65 +%(100+ 25+ 65+ 90)

1
= —65+ 5(280) =93.33 - 65 = 28.33

ENSC;(v) = —v(N\{3}) + %(U(N) + Z v (N\{j})>

jEN

1
= —25+§(100+25+65+90)

1
=-25+ §(280) = 93.33 — 25 =68.33

Buradan da ENSC(v) = (3.33,28.33,68.33)

olarak bulunur.
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RUN degeri Shapley degerine esit oldugundan,
RUN = (6.66,26.66,66.66)

olarak bulunur.

Bu iflas oyunumuzun PROP degerini bulalim.

E 100
PROP,(E; d) = ( )d1 _ (—) 10 = 8.33

4 +d, +d, 12
PROP,(E; d) = (L) d, = (@) 35 = 20.16
4 +d, +d, 120
100

PROP,(E; d) = ( —) 75 = 62.5

d,+d, + d3) ds = (120
Buradan da PROP(E; d) = (8.33,29.16,62.5) olarak bulunur.

Olusan tablo Cizelge 4.3’te verilmistir.

Cizelge 4.3 Modele ait ¢ézim tablosu

Cozimler | A Sirketi | B Sirketi | C Sirketi
Shapley degeri | 6.66 26.66 | 66.66
Banzhaf degeri | 7.5 275 675
CIS degeri 10 25 65
ENSC degeri 3.33 28.33 | 68.33
RUN degeri 6.66 26.66 | 66.66
PROP degeri 8.33 29.16 62.5
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5. SONUC

Bu tezde ilk olarak matematigin alt dali olan Oyun Teorisinin genel tanimlarindan,
hangi alanlarda kullanildigindan, oyun teorisinin ilk 6ncllerinden, gergek hayattaki

orneklerinden ve oyun teorisinin tarihsel agidan 6neminden bahsedilmistir.

Ikinci olarak Oyun Teorisinin alt disiplini olan Kooperatif Oyun Teorisi’nde sik¢a
kullanilan; Toplanabilir oyun, Siipertoplamsal oyun, Shapley degeri, verimlilik,
Banzhaf degeri, kisit kiimesinin agirlik merkezi ¢6zlimii, esitlik¢i boliinemeyen katki

degeri ve konveks oyun tanimlarindan bahsedilerek 6rnekler verilmistir.

Uclincli olarak Kooperatif Oyun Teorisine dayanan ve bu tezin konusu olan iflas
Durumlar1 ve Ilgili Oyunlar’dan detayli bir sekilde bahsedilmis olup; Iflas
Durumlari’nda ge¢gmisten bugiine bilinen {i¢ antik problemden, siralanis kuralindan,
orantili kuraldan ve iflas oyunu tanimindan bahsedilmis ve detayli bir 6rnek

verilmistir.

Son olarak gergek hayata uygun bir model olusturulmus olup oyun teorisine ait alt1
farkli ¢6zUm degeri incelenerek en adil sekilde nasil dagitim yapilabilecegi, bazi
durumlarda farkli oyuncularin ayn1 degerleri tercih edebilecegi gibi bazi durumlarda

farkli degerleri tercih edecegi bir uygulama ile gosterilmistir.

Ug sirketin talepleri ve bankanim kasasinda bulunan hazir para gdz 6niine alarak elde
edilen ¢oziimler Cizelge 4.3’te verilmistir. Cizelge 4.3’e gore A Sirketi i¢in en 1iyi
¢c6zlim oyun teorisi ile modellemeden PROP degeri ile elde edilir. Oyun teorisi
kullanilarak elde edilen ¢ozlimlerden en iyisi ise Shapley degeridir. B Sirketi i¢cin de
PROP degeri en iyi ¢dziimdiir. Oyun teorisi kullanarak ise ENSC ¢Ozumi en iyi

¢coziimdiir. C Sirketi i¢in en iyi ¢6zlim her tiirlii ENSC degerinden elde edilir.
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