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OZET

Esnek kiimeler belirsizlik igeren problemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan matematiksel bir
aragtir. Esnek kiime parametreler kiimesinin elemanlarini nesneler kiimesinin alt
kiimeleriyle eslestirir ters esnek kiime ise nesneler kiimesindeki elemanlar1 parametreler
kiimesinin alt kiimeleriyle eslestirir. Tezimizin temelini olusturan ters esnek kiimeler
bir¢ok arastirmaci tarafindan incelenen bir konu olmustur. Ancak ters esnek kiimelerin

siirlandirilmasi(kisitlanmasti) literatiirde eksik olan bir konudur.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, esnek kiime ve esnek kiimeleri
temsil eden esnek matrisler, ters esnek kiime ve ters esnek matrislerin tanimlari ve ilgili
teoremler verilmistir. Ikinci boliimde smirlandirilmis ters esnek kiime ve ters esnek
matrisler tanimlanmstir. Uciincii bdliimde bir kiime yardimiyla olusturulan ters esnek
alt yapilar tanimlanip ilgili teoremler agiklanmistir. Dordiincii boliimde ters esnek

kiimeler kullanilarak olusturulan algoritmalar ve uygulamalar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Esnek kiime; ters esnek kiime; sinirlandirilmis ters esnek kiime;

ters esnek karar verme
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ON RESTRICTED INVERSE SOFT SETS AND DECISION-MAKING

Seda ERDINC

Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
Thesis, July 2024 )
Supervisor: Assist. Prof. Emin AYGUN

ABSTRACT

Soft sets are mathematical tools used to solve problems involving uncertainty. Soft sets
map elements of the set of parameters to subsets of the set of objects, while inverse soft
sets map elements of the set of objects to subsets of the set of parameters. Inverse soft
sets, which form the basis of our thesis, have been a subject studied by many

researchers. However, restricted inverse soft sets are a topic missing in the literature.

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, soft sets and soft matrices
representing soft sets, definitions of inverse soft sets and inverse soft matrices, and
related theorems are given. In the second part, restricted inverse soft set and inverse soft
matrices are defined. In the third chapter, inverse soft substructures created with the
help of a cluster are defined and the relevant theorems are explained. In the fourth

section, algorithms and applications developed using inverse soft sets are given.

Keywords: Soft set; inverse soft set; restricted inverse soft set; inverse soft decision

making
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GIRIS

Hayatimizin bir¢ok farkli alaninda karmasik problemlerde g¢esitli belirsizlik tipleri
mevcuttur. Bu belirsizliklerin bir kism1 klasik yontemlerle ¢oziilebilirken ¢ogunlugu bu
yontemler ile ¢oziilememektedir. Belirsizliklerin giderilmesi i¢in Molotsov[1] tarafindan
ortaya atilan esnek kiime teorisi parametrelestirme kavramini tanitarak klasik kiime
teorisinin farkli bir uzantisim1 sunmaktadir. Esnek kiimeler belirsiz bilgilerin etkili bir

sekilde modellenmesine ve yonetilmesine olanak saglamistir.

Esnek kiime teorisinin tanitilmasindan gliniimiize kadar teorik ve pratikte birgok alanda
uygulanmis ve bir¢ok arastirmaci tarafindan ¢alisilan bir konu olmustur. Yaklasimli kiime
teorisi yardimiyla Maji ve ark.[3] esnek kiimelerde bazi islemler tamimladi ve karar
verme probleminde esnek kiimeler ile uygulamasini yapti. Maji ve digerleri.[4] iKi esnek
kiimenin esitligini, bir esnek kiimenin alt kiimesini, bir esnek kiimenin tiimleyenini,
ve/veya gibi esnek ikili islemleri ve birlesim ve kesisim islemlerini tanimlayarak esnek

kiime teorisinde yeni ¢alismalarin yapilabilmesini saglamistir.

Pei ve Miao[5], esnek alt kiime ve iki esnek kiimenin kesisimi kavramlarini yeniden
tanimladi. Bazi yazarlar tarafinca esnek kiimelerin cebirsel 6zellikleri galisilmaktadir.
Esnek gruplarin yeni bir tanimi ve bazi temel 6zellikleri Aktas ve Cagman[6] tarafindan
elde edilmistir. Daha sonra Ali ve ark.[7] bazi yeni esnek kiime islemleri 6nermis ve
Sezgin ve Atagiin[8] ile Ali vd.[9] bu esnek islemlerini ayrintili olarak analiz etmistir.
Esnek kiime teorisine farkli bir bakis agis1 kazandiran 6nemli onciilerden birisi Cagman
ve Enginoglu[10] tarafindan ortak evrensel kiime {izerine kurulu esnek matris tanimi
verilmistir. Atagiin ve ark.[11] ortak evrensel kiime iizerinde indirgenmis esnek matrisler
icin esnek matris ¢arpimini genellestirdi. Bu genellemeler iki farkl tiirde esnek matrisi
ayni anda ¢arpmamiza olanak tanimistir. Kamaci ve ark.[12] esnek matrsilerin satir

carpimi kavramini ortaya atti ve cebirsel Ozellikleri incelendi. Atagiin ve Kamaci[13]



esnek kiimelerin ve esnek matrislerin ayrismasi kavramini tanitmistir ve grup karar verme

uygulamalarini vermistir.

Feng ve ark.[14] esnek halkalar ile alakali ¢alismay1 ve birtakim 6zelliklerini esnek kiime
teorisi yardimiyla sundu. Esnek modiil tanimini1 ve Molodtsov™ un esnek kiime tanimini

kullanarak birtakim temel 0zelliklerini ise Sun ve ark. verdi.

Esnek sayi, esnek tiirev, esnek integral benzer bicimde kavramlar Molodtsov ve ark.
tarafinca esnek kiime teorisi listiine dayal bir ¢oziimleme gelistirerek, formiile edildi.
Esnek kiime teorisi ve uygulamalar ile alakali ¢aigmalar halen devam etmekte ve
gelismektedir. Esnek kiime istiindeki degisik islemlerin temel analizi Ali ve ark.
tarafinca ag¢iklandi. Cagman ve Enginoglu[15] Molodtsov'un esnek kiimelerindeki
islemleri, degisik yeni sonuglar elde etme amaciyla daha islevsel yaparak yeniden
tanimladi. Esnek karar verme metotlarin1 bu yeni tanimlari kullanarak yaptilar. Qin ve
ark.[16] karar verme yontemi olarak iki yeni yaklagim vurgulamistir bunlar se¢im degeri
temelli yaklasim ve mukayese puanina dayali nesnelerin siralamasini saglayan

yaklagimdir.

Esnek kiimelerin kapsamasina, kisitlanmasina ve genisletilmesine dayanan kiime odakl
yaklagimlar, esnek kiimelerin islem araligiin, cebirsel yapilarinin, topolojik yapilarin
uygulama yoniiniin genisletilmesine olanak saglar. Sezer ve ark.[17] evrensel bir U
kiimesi tizerindeki esnek kiimenin ¢ € U olmak tizere esnek kiimenin a- alt kapsama, a-
ist kapsama tanimlarini yapmistir. Aykut ve Atagiin[18] esnek kiime ve esnek matrislerin
a —kesisim, a —birlesim, a —alt kapsama ve a — iist kapsama gibi tanimlarin1 vermis ve

grup karar verme problemlerinde uygulanmustir.

Esnek kiimelere farkli bir bakis acisi sunan ters esnek kiime kavrami Cetkin vd.[19]
tarafindan ortaya atilmis ve bu kavram gercek diinya sahnesinden Orneklerle
desteklenmistir. Ilerleyen yillarda, Kamaci1 vd.[20-21] ters esnek kiimenin bir matris
formu olan kardinalite ters esnek matris yapisini gelistirmis ve ¢ok kriterli karar verme ile
ugrasmada bu yapinin avantajlarina deginmistir. Ayrica ters esnek matrislerin satir
carpimini tanitarak ¢ok kriterli karar verme uygulamalarmi sunmustur. Aygiin ve ark.
[22] ters esnek kiimeler ve matris temsilleri tizerine ¢alismis ve yeni bir karar verme

yontemi Onermistir.



Ters esnek kiime teorisine katki saglamayi amacglayan bu ¢alisma bir veya daha fazla
parametre kiimesi igeren karar problemlerinde en uygun karar segenegini ve seceneklerin
se¢im sirasint  belirlemek icin ters esnek kiimenin ve ters esnek matrisin
sinirlandirilmig/kisitlanmig  formlarmi kullanan yeni bir grup karar verme yoOntemi
onermeyi hedeflemektedir. Ayrica bu karar verme algoritmasinin ger¢ek diinya
uygulamalarini tartismay1r ve literatiire yeni bir karar verme yoOntemi sunmayi

amaclamaktadir.

Dort boliimden olusan bu tezin birinci bolimiinde, esnek kiime ve esnek kiimelere
karsilik gelen esnek matrisler, ters esnek kiime ve ters esnek matrislerin tanimlari ve ilgili
teoremler verilmistir. ikinci béliimde sinirlandirilmis ters esnek kiime ve ters esnek
matrisler tanimlanmistir. Ugiincii boliimde bir kiime yardimiyla olusturulan ters esnek alt
yapilar tanimlanip ilgili teoremler agiklanmistir. Dordiincii boliimde ters esnek kiimeler
kullanilarak olusturulan algoritmalar ve Kkarar verme problemleri ile ilgili uygulamalar

verilmistir.



1. BOLUM
TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde, esnek kiime, esnek matris, ters esnek kiime ve ters esnek matris tanimlari

aciklanacaktir. Ilgili 6zellikler ve teoremler verilecektir.

1.1. Esnek Kiimeler

Tanim 1.1.1.[1] V bir evrensel kiime, P(V) V 'nin kuvvet kiimesi, T parametreler kiimesi

ve A C T olsun. Budurumda F:T — P(V) doniisiim olmak iizere

(Ba T) = {(t. $4(©)):t €T, $4(t) € P(V)|t € T ise $4(t) = 0 }
seklinde verilen siral: ikililerin kiimesi V tizerinde esnek kiime olarak adlandirilir.

Daha somut bir 6rnekle acgiklayacak olursak: Bir sirketteki bos bir pozisyon igin bir
yoneticinin (karar vericinin) belirli sayida adayla goriisme yaptigini varsayalim. Bu bos
pozisyon i¢in basvurmus adaylart degerlendirmede kullanilacak kriterlerinin veya

parametrelerinin kiimesi
t = {t; = is tecribesi, t, = yabanci dil, t; = kendine giivenen, t, = disiplinli}.

olsun. Adaylarin kiimesi V = {”1"72'”3'”4' Vs, Vg, v7} olsun. Yonetici, adaylarla

yapilan miilakat sonucunda, kriterlere gore adaylarin degerlendirmelerini asagidaki gibi

bir esnek kiime ile verebilir:
5 = {(tll {vll U3, 7.74}), (tZl {vll UZ})i (t3; {v3l Vs, 177}), (t4_, {171, 174})}-

Burada, (ty,{vy,vs,v,4}) ile istecriibesi olan adaylarin v,,vsVve v, oldugu ifade

edilmektedir. Esnek kiimenin diger elemanlar1 da benzer sekilde yorumlanabilir.



Tanim 1.1.2.[4] (#4,T) ve (g5, T) V tizerinde tanimli esnek kiimeleri igin,
1)A € B ve

2) (Vt €T)igin £4(t) = gp(t)

ise (#4,T), (g5, T) ’nin esnek alt kiimesidir denir ve (f4,T) € (g5, T) seklinde

gosterilir.

Tamim 1.1.3.[4] Eger V {izerinde ($#4,T), (¢, T) nin esnek alt kiimesi ve (gg, T)’de

(#4, T)’nin esnek alt kiimesi ise bu durumda(gpg, T) ve (4, T) V tlizerinde esnek esittir

denir.
Tamm 1.1.4.[4] (#4, T), V lizerinde bir esnek kiime olsun.

DVt eTigin £4(t) =@ ise budurumda (F4, T) esnek kiimesine bos esnek kiime denir
ve (£4,T) = ® seklinde gosterilir.

2) Vt €T igin £,(t) =V ise (f4,T) ya A-evrensel esnek kiime denir ve (#,,T) =
(#4, T)seklinde gosterilir.

J)vt € Aicin f4(e) =V ve A =T ise A-evrensel esnek kiimesine, evrensel esnek kiime

denir. (#4,T) = (7, T)seklinde gosterilir.

(“)rnek 1.1.5. V = {vl, Uy, VU3, Uy, 175} blr eVI‘enSE| kﬁme, T = {tl, tz, t3, t4, ts} tim
parametrelerin kiimesi ve A = {ty, t3} olsun. £,(t;) = 0, £4(t3) = @ ise (£4,T) esnek
kiimesi bos esnek kiimedir (£,,T) = & dur.

Ornek 1.1.6. V ={v;,v,,v3,v,} bir evrensel kiime, T = {t;,t,, t3 ty ts} tim
parametrelerin kiimesi ve A = {t,, t3, ts} olsun. £4(t;) =V, $4(t3) =V, #F4(ts) =V ise
(#4,T) A-evrensel esnek kiimedir. (#4,T) = (#5, T)dur.

Tamm 1.1.7.[7] (#4,T) V tizerinde bir esnek kiime olsun. (#4,T)’ nin tiimleyeni olan

(#C w T) = (F4,T), YVt €T iginf5(t) =V \ #4(¢t) yaklagim fonksiyonu ile tanimlanr.



Ornek 1.1.8. V = {v,, v,, 3, vy, vs }bir evrensel kiime, T = {t;, t,, t3, t,} tim

parametrelerin kiimesi ve A = {ty, t, t,} olsun.

fa (&) = {vy, v3,v5} Fi(t) = {vy,v4}

fa (&2) = {vy, v4} $a(tz) = {vy,v3,v5 }
Fa (t4) = {v1, v5,v4} $4(t1) = {vs, vs}
seklindedir.

Onerme 1.1.9.[7] (£4,T),V iizerinde bir esnek kiime olsun.

D(#pT) = BT

2)®¢ = ($r,T).

Onerme 1.1.10. (#4,T) ve (gg, T) V iizerinde iki esnek kiime olsun.
1) ($aT) € ($7,T)

2)® S (fa,T)

3) ($aT) E ($aT)

4) ($4.T) € ($5,TIVe ($5,T) E (¢, T) ise ($4,T) E (f, Tdir.

Tanmim 1.1.11.[4] ($#4,T) ve (g, T) V iizerinde iki esnek kiime olsun. iki esnek kiimenin
birlesimi olan (#,u5,T) = ($4,T) U (g5, T), Vt €T igin #A,yp(t) = £4(t) U gp(t)

seklindeki yaklasim fonksiyonu ile tanimlanir.

Onerme 1.1.12. ($4,T), (95, T) ve (%, T) V iizerinde esnek kiime olsunlar.
D) $aDUFLT) = FaT), $aT)T @ = ($,,T)

2) (0. T)U ($7,T) = (7, T)

3) ($4.T)U ($4.T) = ($1.T)

4) ($4,T) U (g5, T) = (g5, T) U ($4,T)



5)(#A; T) O ((QB;T) U (kc,T)) = ((#A'T) U (gB'T)) U (’kC' T) dir.

Ornek 1.1.13. (#4,T) ve (g5, T) V iizerinde iki esnek kiime olsun. V =

{v1, V2, V3,04, V5, U6} evrensel kiime T = {tq, t,, ts, ty, ts} parametreler kiimesi olsun.
(Fa, T), = {(t2, {2, v3,4}), (t3,{v2, V3, 5}), (t4, {v1, V5, V6 D)}
(g8, T) = {(t1, {vy, v3}), (t3,{v2, v3}), (€4, {v1, V6})} olmak iizere

(Paup, T) = { (t1,{v2, v3}), (t3, {va, v3,14)), (t3,{v2, V3, V5}), (t4, {v1, Vs, v6})}
seklindedir.

Tanmm 1.1.14.[5] ($4,T) ve (g5, T) V iizerinde iki esnek kiime olsun. Iki esnek kiimenin
kesisimi olan (#i4np, T) = ($4,T) N (gp, T), Vt € T igin

Pans(t) = Fa(t) N g5 (t) seklindeki yaklasim fonksiyonu ile tanimlanr.
Onerme 1.1.15.[4] ($#4,T), (g5, T) Ve (%, T) V iizerinde esnek kiime olsunlar.
1) a0 FaT)= FaT), Fa TN &=

2) ($a,T) O (7, T) = ($a,T)

3) (. T)N($4,T) = @

4) (Fa,T) N (g, T) = (95, T) N ($4.T)

5) $a. 1)1 ((g5,T) B (e, T)) = (($a,T) N1 (95, 1)) N (S, T) dir.
Onerme 1.1.16. (#4,T) ve (g5, T) V iizerinde esnek kiime olsunlar.

1) (($0T) A (95T = FaT) U (g5, T)C

2) (4, T) T (g5 T)) = (a0 T)° 1 (g5 T)E dir.

Tamm 1.1.17.[7] (F, A) ve (G, B) V evrensel kiimesi tizerinde iki esnek kiime olsun.



(F,A) ve (G, B)’ nin genisletilmis kesisimi olarak tanimlanan (¥, C) esnek kiimesi
her ¢ € C i¢in ve C = A U B olmak tizere, H(t) =

F(t) ,tEA\B
G(t) ,tEB\A
F(t) NngG(t) ,tEANB

Bu bagmnt1 (F, A)[N:(G, B) = (H, C) ile gosterilir.

Tanim1.1.18.[7] (F, A) ve (G, B) V evrensel kiimesi {izerinde iki esnek kiime olsun oyle
ki AnB # @’dir. (F,A) ve (G,B)’nin kisitlanmis birlesimi (F,A) Ug (G,B) ile
gosterilir, C = AN B ve her ¢ € C i¢in, H(c) = F(c) U G(c) olmak tizere

(F,A) Uy (G,B) = (H,C) gibi tanimlanr.
Onerme 1.1.19. (F,4) U (G,B) = (F,A) U (G, B)

Ispat. Esnek kiimelerin parametreler kiimesi, Tanim1.1.11. ve Tanim1.1.18. birlikte goz

Oniine alindiginda aciktir.

1.2.Esnek Matrisler

Tamm 1.2.1.[23] (#4,T), V lizerinde bir esnek kiime olsun. R4 = {{(v, t)}:t €Av €

Fa (t)} seklinde tanimlanan V X T nin alt kiimesine (#4, T) nin bir bagint1 formu denir.

1, (v,t) € Ry

XV XT - {01}, Xg,(v,t) = {O (v, t) &€ Ry

ile tanimlanan fonksiyona R,’ nin karakteristik fonksiyonu denir.

Eger V = {vy, vy, ..., U}, T = {ty, t5, ..., t,} Ve A S T ise, bu durumda R,



R, t; t, . t,
U1 XRA(ULQ) XRA(vlrtZ) XRA(vl:tn)
Uy XRA(UZ;tl) XRA(Uz'tz ) XRA(vz;tn)
Um XRA (vm: tl ) xRA (vm: tZ ) v xRA (vml tn )
sekildeki gibi bir tabloyla temsil edilebilir. Eger

a;j = Xg, (vi, tj ) dersek, bu durumda V tizerindeki (#,,T) esnek kiimesi

A .- A

& ], =

MxnN tipindeki bir matris ile gosterilebilir ve buna (#4, T) nin esnek matrisi denir.

a

ml mn

a

Bu tanima gore [al- j]mxn matrisi tarafindan bir (#4,T) esnek kiimesi tek tiirlii belirtilir.
Bunun anlami bir (#4,T) esnek kiimesi [aif]mxn matrisine esittir. Sonug olarak,
herhangi bir esnek kiimeyi onun esnek matrisi ile tanimlamaliyiz ve bu iki kavrami
degistirilebilir olarak kullanmaliyiz. V {izerindeki biitin m X n tipindeki matrislerin
kiimesini  SM,,«, sembolii ile goOsterecegiz  ve [ai]-] € SM,,,., ifadesi

1=12,...mvej=L12...,n igin [aij] nin mxXn tipinde bir matris oldugunu

gosterdiginden, [al- j]mxn nin yerine [ai j] yi kullanacagiz.

Ornek 1.2.2. V = {vy, v,, V3, V4, vs} bir evrensel kiime ve T = {t;, t,, t3, ty, ts} tiim
parametrelerin kiimesi olsun. A = {t;, t5, ts} ise, F4(t;) = {vy, V4, s}, F4(t3) =

{vi,v3,}ve £4(ts) = {v,, v3, v5} olsun. V tizerinde (£,,T) esnek kiimesi ise

(#A' T) = {(t1; {172, Vg US})i (t3ﬁ {vlﬂ U3}), (t5' {UZ' U3, US} )} Olur ve (#Al T) nin baglntl

formu
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:RA = {(UZ' tl); (v4r tl)r (v5r tl); (vll t3)' (v3l t3)l (v2l tS)' (v?)r t5)r (175, tS)l } Olur' Sonug

olarak [aij] esnek matrisi

0 01 00O
1 0001
[aij] = |0 0 1 0 1| seklinde olur.
10000
1 0001

Tamm 1.2.3.[23] [aij] € SM,, ., Olsun.
1) Biitiin i ve j i¢in a;; = 0 ise, [ai j] ya sifir esnek matris denir ve [0] ile gosterilir.

2) Biitin j € I, ={j:t; € A} ve iigina;; =1 ise, [a;] ya A —evrensel esnek matris

denir ve [dij] ile gosterilir.
3) Biitiin i ve j i¢in a;; = 1 ise, [ai j] ya evrensel esnek matris denir ve [1] ile gosterilir.

Ornek 1.2.4. V = {v;,v,,v3,v,, s} bir evrensel kime ve T = {t;, t, t3,t,} tim

parametrelerin kiimesi ve [a;;], [bi;], [cij] € SMumxx Olsun.

Eger A = {t,, t,} ve F4(t;) = 0, #4(t,) = @ ise bu durumda [aij] = [0] dir ve

[0]=

O O ©O o o
O O O o o
o O O O o
O O O o o

dir.

Eger B = {tl, tz, t4} ve #B(tl) = V, #B(tz) = V, #B(t‘l-) =V ISE bU durumda

[y ]=[5; ] drve
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110 1
11 0 1
b,]={1 1 0 1
11 0 1
110 1

Eger C =T vetim t; € C lerigin #¢(t;) =V ise [Cij]:[l] dir ve

dir.

1=

PR R R R
R T e
e e
I I S

Tanimm 1.25[23] [aij], [ bl]] € SM,;,xn olsun.
1) Biitiin i ve j i¢in a;; < by; ise, [ a;;] ya [ b;;] nin esnek alt matrisi denir ve
[ aij] g [ bl]] ile géStCI‘ﬂiI‘.

2) Biitiin { vej Ve en az bir terimi a;; < b;; olmak iizere a;; < by; ise, [ a;;] ya [ b;;] nin

0z esnek altmatrisi denir ve [ai j] c [bi j] ile gosterilir.

3) Biitiin i vej icin a;; = b;; ise [aij] ve [bij] esnek esit matristir denir ve [aij] =

[bi j] ile gosterilir.
Tamim 1.2.6. [23] [ a;;], [ bij] € SMyuxn Olsun.

1) Biitiin i vej igin [aij] V] [bij] = [cij], Cij = max{ai]-, bi]-} bi¢ciminde tanimlanan
[cl-j] ye [aij] ve [bij] nin birlesimi denir.
2) Biitiin i vej igin [aij] N [bl-j] = [cij], Cij = min{aij, bl-j} bi¢ciminde tanimlanan
[cij] ye [aij] ve [bij] nin kesisimi denir.
3) Biitiin i vej igin ¢;; =1 —a;; ise [cij] ye [aij] nin tiimleyeni denir ve [ci]-] =

[ a; j]o seklinde gosterilir.
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Tanim 1.2.7. [aij],[bij] € SM,,,«n, olsun. Bu durumda biitiin i vej igin [aij] n

[bij] = [0] ise [aij] ve [bl-j] ayriktir denir.

01 00 0 011
01 00 1 011
Ornek 1.2.8. [a,]=|0 0 1 1|[p,]=[2 1 0 o0/olsun.
1 010 01 0O
1 010 0 0 01
0 111 10 1 1
1111 10 1 1
[aij]o[bij]: 1111 [aij]ﬁ[bij]z[O] [aij]oz 1100
1 110 010 1
1 011 010 1

Onerme 1.2.9. | a;;] € SMp,,, Olsun.
1) [[aﬁ]o} =[]

2) [0 =[1]

Onerme 1.2.10. [ a;;|, | bij] € SMyxp Olsun.

1 [a]&[1]

4) [ay J[b; | ve [y |&[c; ] ise [a [[c; |

Onerme 1.2.11. [ a;;|, [ b;;]. [ cij] € SMpmxnO0lsun.



D& |ola]=[a]

2 [2][0]=[a]

3 [aJo[=[1]

9 [a]a] =[]

9 [a Jo[b J=[0 ][ &

9 (a ][0y ) ola ]=[a Jo (b ]oa )

Onerme 1.2.12. [ aij], [ bij]l [ Cij] € SmenOISun.

D& JAlay]=[a]

2[4 ]A[0]=[0]

3 [a]A[1)=[a]

9 [a ][] =[0]

9 [a JA[b J=[0 A&

9 (a ][t pALa J=[a ] (b Ao )-

13

Onerme 1.2.13. [aij],[bij],[cij] € SM,,,xn0lsun. Bu durumda De Morgan kurallar

gecerlidir.



Ispat: Her i ve | icin

(|:aij ] Q[bij ])0 [max{aij ] bij}]o
[1- max{aij ' bij Hi

[min{l-a;,1-b;}]

[ ] ALy ]

([aij] a [bij])o = [min{ &ij bij}]o
= [1_ min{ aij ) bij}]
=[max{1-a;;1—-b;}]

= [aij]o O [bij]o

Ornek 1.2.14. [a;;], [bi;] € SMsy

[aij] = ’[bij] =

R O O KL
P P P O O
O O kFr O R
O O O O
B O O O
O R R P
O R Kk L O

([aij]Q[bij )= [aij P ﬁ[bij f=

o O » O O
O O O O o
R O O O O

o B O O

O O O - -

olsun.

ve

14



15

olur.

(a1~ by I =la, P Slby F =

[ R N T
R O O Kk K
=
L

Onerme 1.2.15. [aij], [ bij], [ cij] € SM,,,«,0lsun.
D [ay JO(by JA[e p=qay JO[b pAay ]S )
2) [ay JAQhy ] e p=(ay JA[b DOy JALe ]

1010 0100 1010
1 000 0110 0010
Ornek 1.2.16. [a,]=|0 1 1 0| [b;]=|{0 1 1 1|[c;]=[0 1 1 1
0100 1111 0100
1101 1000 0000
1 0 1 O O 0 0O
1 0 0 O O 01 0O
[aij]o([bij]ﬁ[cij])= 01 1 0(Uj0 1 1 1
0O 1 0O 0O 1 0O
1 1 0 1 O 0 0O
1 01 0
1 01 0
=10 1 1 1|=(a;l19b;)~(a;1S[b;D
0O 1 0 O
1 1 0 1

1.3. Ters Esnek Kiimeler

Tanmm 1.3.1.[19] V nesneler kiimesi ve T parametrelerin kiimesi olsun. T’nin kuvvet

kiimesi P(T) ile tanimlansin.

T_}/ = {(UJ,']?(U]) Uj € V,#_(U]) € P(T)}
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sirali ikilisine V’nin ters esnek kiimesi denir. ISS(V), V {lzerindeki tiim ters esnek

kiimelerin kiimesini belirtir.

Ornek 1.3.2. V = {v,,v,,V;3,v,, s} evrensel kime T = {t;,t,,t3,t,} parametreler

kiimesi olsun.

F:V - P(T)
Fw) = {tuts ta ), F(vy) = {t1, t2}, F(vg) = {ta, ts,ts }, F(va) = {t1,ts },
F(vs) = {t,,t5 } ise bu ters esnek kiime

F ={(vy, {t1, t3,t4 1), (W, { t1, 62}), (03, {ta, t3,t4}), (Wy, {t1, t4 }), (vs, {t2, 3 D}
seklinde yazilir.

Tamm 1.3.3.[19] V nesneler kiimesi ve T, parametrelerin kiimesi olsun. T} nin kuvvet

kiimesi P(T},) ile tanimlansin.
T_}’t = {(vj, 752(17]-)): v, EV, 752(17]-) € P(Tk)} sirali ikilisine V’nin ters esnek kiimesi
denir. ISS (V), V lizerindeki tiim ters esnek kiimelerin kiimesini belirtir.

Tamim 1.3.4.[15] V, nesneler kiimesi ve T parametrelerin kiimesi olsun. T’nin kuvvet

kiimesi P(T) ile tanimlansin.

Fy. :{(vjr,f(vj)):vjr €V, $(v") EP(T)} sirali ikilisine T fiizerinde ters esnek

kiime denir. ISS(T), T tizerindeki tiim ters esnek kiimelerin kiimesini belirtir.

Ornek 1.3.5. V = {vy, v,, V3, vy, Vs } nesneler kiimesi, T; = {ti, t1, t, t1},

T, = {t?, t2, t3, t2, t2} parametre kiimeleri olsun.
F={{t, D), (v, { 3, 5, t33), (vs, { 83,63 1), (va, { t1, 82, £3D), (ws, { t1, 4D}
G={(w, {3,63,631), (o, { ¢33 }), (w3, {t3, 63 1), (va, {t], £3, 82 ), (w5, {t3, 83, ¢ 1)}
V’nin ters esnek kiimeleridir.

Ornek 1.3.6. V; = (v, v}, v3, vi}, V, = (v%, vZ, v3, vi, vé} nesnelerin kiimesi
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T = {t;, ty, t3, t4, ts} parametre kiimesi olsun.
F={wh{t,ts ), W3, {ta, ts}), (v3, {2, t3,ts 1), (4, { t2, t3, by, ts 1)}

g_ = {(vlzJ {tlﬂ t3 }); (U%, { tlﬂ t3' t5} )' (U%, { t1, tZ' t3 })' (174%, {t1; tZ' t5 })r (vgr { t4, tS})} T

uzerindeki ters esnek kiimelerdir.
Tamm 1.3.7.[15] F, g_' € ISS(T) olsun. F: V. - P(T), g‘: V. - P(T) ‘F VE g" ters

esnek kiimesi, Fve G = (H,V, xV;) 3 Y(v;,vj) €V, x V;icin H(v;,v;) = F(v) n

g (vj) olarak tanimlanir.

Tamm 1.3.8.[15] F, G € ISS(T) olsun. F:V. —» P(T), G:V, = P(T) ‘F VEYA G’ ters
esnek kiimesi, Fveya G = (H,V, xV;) 3 V(v;,v;) €V, x V; igin H(v;,v;) =

F(v;) U G(v;) olarak tammlanir.

Tamm 1.3.9. F ve Gj T iizerinde ters esnek kiimeler olsun. F ve G’ nin ters esnek

birlesimi (#,V, U V,), Vv; € V igin

T(vl) ’ UiEV;-\V;
Hw) = Gw) , veV\V
qug_(vi ’ leVTnVS

seklinde tanimlanir ve (F,V,) U (G, V) = (H,V, U V) ile gosterilir.

Tanim 1.3.10. if}’k ve g‘¥s , V’nin ters esnek kiimeleri olsun. F ve G’ nin kisitlanmus

birlesimi (,V), V x € V i¢in, H (x) = F(x) U G(x) seklinde tanimlanir ve

F Ug G = H ile gosterilir.

Tamm 1.3.11. F7_ve Gr. V’nin ters esnek kiimeleri olsun. F ve G’ nin ters esnek
kesisimi (#,V) olmak iizere, Vx € Vicin , H(x) = F(x) N G(x) seklinde tanimlanir
ve FN G = H ile gosterilir.

Tamm 1.3.12. ?7]2 ve g‘&s , T {izerinde ters esnek kiimeler olsun. F ve G’ nin kisitlanmig

farki,
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|( Fw) , v €V\
ﬁg_(vi)z i Gw) , veV\V
\Fw)\ Gw) ., v eyny

G ve F° nin kisitlanmus fark,

([ Fw)  weEW\V
Gr(vy) = i Gy , v €Vs\ Vs
LQ_(W)\ Fw) , vi€VnV
seklinde tanimlanir.

Tanim 1.3.13. F, V iizerinde ters esnek kiime olsun. F ters esnek kiimesinin tiimleyeni,

vV x € Vigin F¢(x) = T \ F(x) seklinde tanimlanir.

Tanim 1.3.14. F, V iizerinde ters esnek kiime olsun. V x € V igin F(x) = @ ise F ters

esnek kiimesine bos ters esnek kiime denir.

Tanmm 1.3.15. F, V iizerinde ters esnek kiime olsun. V x € V icin F(x) =T ise F ters

esnek kiimesine mutlak ters enek kiime denir.

Ornek 1.3.16. V; = (v}, v}, v}, v}}, V, = (v2,v2,v2, v2, v2} cep telefonu iireten iki ayri
firmanin kiimeleri , T = {t,(gtizel), t,(boyut) , t;(hafiza), t,, (ist model)} parametre

kiimesi olsun.

F={@i{ts ta,ta D, (w2, { t1,33), (w3, { t3,ta 1), (va, { 1, 121}

G ={f {t, t3 ), Wi, {t, t3,ta}), W3, { t1, £, 1), (W3, {t1, t5, 14 1), (W&, { t1, ta})}
Cep telefonu alacak kisilerin ters esnek kiimeleri olsun.

(:F_! Vl) U (Q_, VZ)

_ (v1(1,2), {ti, ta ts, t4})' (v2(1,2)' {t1, t3,t4} )' (v3(1,2), {t,, ta2, t3, t4}): (vf'z): {t1,t2,ty });
s, {t1, ta)
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F W) Ne G 1)
={(o"?,1e0), ("2 110,153 ). (557, 0), (), 101, 023), O, {11, 1))

Fe = {(v0?, 6, 6,3), (v82,0 ), (v, t3,843), (v0?,0), (W2, (1, £

ir = {0 063), (™ (1) ), (02, 100, 223), (w7 (10), O {11, D)

Ornek 1.3.17. V = {v;, v,, V3, V4, vs} ise alinacak kisilerin kiimesi , V x € V igin

T, = {t{ (tecriibe), t (yabanci dil), t3 (bilgisayar program bilgisi)},
T, = {t?(sosyal), t2(yabanct dil), t3(girisimci), tZ (planl calisma)} parametre

kiimeleri olsun. T; N T, = {t,}
F = {(vy, {t1, 631, (2, { t3,t3}), (3, { £3 1), (v, { 1, 3, 83 ), (ws, { 1, t2 1)}

g_ = {(Ulr{ t%, t:%})' (UZ' { t%, t4-2 } ), (US' {tf' tg })' (U4-' {tlz' t%! tf })' (US' {tlz' tg' té% })}

Ise alimda karar veren kisilerin ters esnek kiimeleri olsun.

N

U ~ __ (vll {tllt tZ; tg}); (UZJ{ tZ' t%r tZ } )I (v3' {t%l t%r t'.)% }); (U4, {tll; t2; t%) t%r tZ}) )
RG = 1,1 ,2 ,2 ,2
(us, {ei1,es, e7,e5,€;5 })

Fi Q_ = {(vy, {t2]), (2, {t2}), (v3,0), (W4, {t2 }) , (vs, 0 )}
Fo = {1, (w2 {2 }), wa, {3 D, (v {1, 8] }), (ws, {t1, 12 1)}

_T_ = {(Uli{ t%}), (172,{ tf } ); (US' {tlz' t?? })' (174, {t%' tf}) ) (US' { tlz' t?%' tf })}

1.4. Ters Esnek Matris
Tamm 14.1[211V, ={v/,j€J} ve T;= {tk,iel} , 1,J index kiimeler,

(??TV’: yada ﬁvt *) ters esnek kiimeler icin, ters esnek matris [ai(]'.(’r)] dir.

(a-.)(k'r) — { ’ tf € F(v))
e o, tk e F(vl)
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seklinde tanimlanir. V' evrensel kiime iizerindeki biitiin ters esnek matrislerin kiimesi
ISM(V), benzer sekilde ortak parametre T kiimesi tizerindeki biitiin ters esnek matrislerin

kiimesi ISM(T) ile gosterilir.
Ornek 1.4.2. V; = {v}, v}, v} v}} nesnelerin kiimesi, T; = {t1, t1, t3, t1},
T, = {t?, t2, t2, t2, , t2} parametre kiimeleri olsun.

—V.
Fr, ={ N {th g, 6D, ol {65, 65,63), (v, {th, 2 D, (ve*, {t], 633)}

=V
Fr = {(vt {65, 633), (!, (85,82 3), (w3, {83, 65 , £5), (va , {£7,£3))}  ters  esnek

kiimeler olsun.

10 0 1 I[(l) 8 g 11
(aij)(1'1)= (1) 1 2 é ( kj)(“):lo 1 1 1| T veT ' ters esnek
1110 1019 "

kiimelerine karsilik gelen matrislerdir.

Tamm 1.4.3.[21] [ (e, “)] ve [b(k2 TZ)] € ISM, 5., olsun.

a. ky =k, = kolsun. Vi,jicin [al?]'f,rl)] [b(krz)] ice ag;,rl)] matrisi [bi(]z_c,rz)
matrisinin k-ters esnek alt matrisi olarak adlandirilir. [ag.{’rl)] Cx [bi(]'.{’rZ)] ile

gosterilir.

b. 1, =r, =7 olsun. V i,j igin [ .(k”)] [b(k2 T)] ise [ag.‘l’r)] matrisi [bi(fz’r)]
matrisinin r-ters esnek alt matrisi olarak adlandirilur. ag.‘l'r)] c, [bl.(]'.‘2 ’T)] ile

gosterilir.

c. ky=k,=kver, =7, =rolsun.Vi,j icin [ ('”)] [b(’”)] ise (’”)]

matrisi [bi(]l-“r)] matrisinin ters esnek alt matrisi olarak adlandirilir. (] T)] c

[bi(]'.(’r) ile gosterilir.



21

Tamm 1.4.4.[21] [ag.‘l’rl)]ve [bi(]'.‘Z‘TZ)] € ISM,,.,, olsun.

a. ky =k, =kolsun..Vi,jigin [ Um)] [b(krz)] |se[ (erD] e [b(krz)]

matrisleri k-ters esnek esit matrisler olarak adlandirilir. l(]k Tl)] [b(k rz}] ile

gosterilir.

b. 1, =r, =7 olsun. Vi,j i¢in [ (klr)] [b(kz r)] |se[ (e1,0)] ye [b(kz r)]

matrisleri r-ters esnek esit matrisler olarak adlandirilir. [ (err)| = [bi(]l-(2 ’r)]

(k) _ b(kr) [ (Fe,r)

C. ky=ky=kver,=r,=r olsun. Vi,jicin a; ise ve

[b(k r)] matrisleri ters esnek esit matrisler olarak adlandirilir. [ k r)] [b (k. r)]
ile gosterilir.

Tamm 1.4.5.[21] (k r)] € ISM,, 5, Olsun. [ (&, r)] ters esnek matrisinin tiimleyeni V i, j

ile tanimlanir.

[ (kr) [ (k.1)] cker) — q — gkn)

tj J

Tamm 1.4.6.[21] [a{*"|ve [6*™)| € ISMypsn olsun.

a. ky =k, =k olsun.Vi,j igin [ ('”1)]

ve [b(k rZ)] ters esnek matrislerinin k-

s []  57] = ] € ¥ s ] = min 3,5

olarak tanimlanir.

b. r, =1, =r olsun.Vi,j icin [ k ”)] ve [b(k2 T)] ters esnek matrislerinin r-

kesigimi [ e r)] Ny [bi(]l-cz | = [ci] € ISMpx, burada [c;;] = mm{ (ky.7) b(k2 r)}

olarak tanimlanir.

c. ky=ky,=k ver, =7, =rolsun.Vi,jicin |a® T)] ve [b('."r)]ters esnek

matrislerin kesisimi |a [ (k, r)] [b(k ) [Cij] € ISM,, ., burada [Cij] =

(k1) b(k r)}

mm{ olarak tanimlanir.



Tamm 1.4.7.[21] [ (k”l)] ve [bi(]'.‘z’rZ)] € ISM,,,, olsun.

a. k; =k, =kolsun. Vi,jigin [ e, rl)]ve [b(k rZ)] ters esnek matrislerinin k-
birlesimi ag."rl)] [b(k " = [ci;] € ISMypey, burada [c;j] =

(k,rs) b(k rZ)} olarak tanimlanir.

max {

b. =7, =7 olsun.vi,j 1g:1n[ ()| ve [bi(]'.‘z 'r)] ters esnek matrislerinin r-
birlesimi [ ( 1r)] U, [b(kz ) [CU] € ISM,,,«,, burada [CU] =

(ky,1) b(k2 r)} olarak tanimlanir.

max {

C. ky=ky,=kver, =1, =rolsun.Vi,jicin [a¥ r)] ve [b(" r)]ters esnek
matrislerin birlesimi [ &5 T)] [b(k ) CU] € ISM,,,,, burada [cl]] =

(k.r) b(k r)} olarak tamimlanir.

max{

Tamm 1.4.8.[21] [a$"| € ISMyy, s e [b0 7| € 1SMyp e olsun.

a. [ (k”)] ve _bg]‘.z'r)- ters esnek matrislerin ve satir garprmi (Ve r-carpimi)

[agj.l’r)] Ar :bé’;z’r): = [cs j] € ISM, 1m,xn Olarak tanimlanir burada s =

(p —1)m, + q i¢in

Csj = min{ ;’jl ) b(k2 r)} dir.
(k1,1) (kz r) H H _
b. |a,;""|Vve|b, ters esnek matrislerin veya satir carpimi (Veya r-¢arpimai)

[az(,]j-l’r)] [b(kz ) [cs ]] € ISMp, 1m,xn Olarak tanimlanir burada s =

(p —Dmy +qigincg; = mak{ (k1.7) b(k2 T)} dir.
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(kl'r)

e ] ve [b(k2 T)] ters esnek matrislerin ve degil satir garpimi (Ve-Degil r-

c a
carpimi) [ ks, r)] [b(k2 ) [cs j] € ISM,y, 1, xn Olarak tanimlanir burada

s=(p—1)m, + q igin

Csj = min{ 1(01;1 - b(k2 r)} dir.

[ (k1,1)

ay; ] ve [b(k2 T)] ters esnek matrislerin veya degil satir garpim1 (Veya-Degil -

carpimi) [a 1 T)] V, [ pzr) [cs ]] € ISM,, m,xn Olarak tanimlanir burada

s=((p—1)m,+ qigin

- (k T) (ky,1) .
Csj = mm{ v1 - bqu }dlr.



2. BOLUM

SINIRLANDIRILMIS TERS ESNEK KUMELER

Bu bdliimde, ters esnek kiime ve ters esnek matrisin bir kiime yardimiyla
sinirlandirmasi(kisitlanmasi) tanimi yapilacaktir. Parametre kiimesinin bir alt kiimesiyle
yapilan sinirlandirma islemi karar verme problemlerinde kullanilacaktir. Ayrica ters

esnek kiimelerin ayrigsmasi tanimlanip ilgili teorem ve 6rnekler bu boliimde verilecektir

2.1. Smirlandirilmis Ters Esnek Kiimeler

Tanmm 2.1.1. F € ISS(V) ve @ # @ < T olsun.
a) F’nin @ —ters kesisim kiimesi V' 'nin
(F )" ={x eV|F(x)na # @} alt kiimesidir.
b) F’nin @ —ters birlesim kiimesi V 'nin
(FNY% ={x eV|F(x)ua =T} altkiimesidir.
Tamm 2.1.2. F € ISS(V)ve @ # a S T olsun.
a) F’niniist @ — ters kapsam kiimesi V nin.
(F,V)2% ={x e V|F(x) 2 a} altkiimesidir.
b) F’ninalt @ — ters kapsam kiimesi Vnin.
(F,NS ={x eV|F(x) € a} altkiimesidir.
Tamm 2.1.3. F,G € ISS(T), F:V, » P(T) G:V, - P(T) olmak iizere @ S T olsun.

a) F"%ve G"* kiimelerinin kesisimleri



j;-_na N g‘nc_r — {vi(r,s)l v Ej;v_na Av; € gna}
b) FY% ve GY kiimelerinin kesisimleri

T_u& n g‘ua — {vi(r,s)l v; Efua Av; € g‘ua}
c) F=%ve G>% kiimelerinin kesisimleri

F2R G2 = {v,")| v, eF37 Av; € G7%)
d) F<%ve G=“ kiimelerinin kesisimleri

Ornek 2.1.4.V, = {vi, v}, v} v}, vd vi}, V, = {v2 vZ vZ vZ vi} nesneler kiimesi,

T = {t;, t, t3, t,} parametre kiimesi olsun.
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T_ = {(vlll {tZ; t4- })l (Vzlf { tll t3} )' (17%' { t3 })' (V41,, { tl' tZ})r (Ué, { t4- }); (vélr { t3 , t4}) }

g_ = {(vlzf {t1; t3 })l (UZZI{ tZ' t3} )r (173?' { tZ' t4- })I (174%, {tZ; t3’ t4 })r (USJ { tl})}

T tizerindeki ters esnek kiimeler ve & = { t;, t3} olsun.
FNE — (o1 4,101 1N ANT — £4,2 02 2.2 o2 sna 5 ~na — [..,(12)  (1,2)
FN* ={v;,v3vs,v6} G"* ={vi,vi,vi,vi} FUnN gna_{vz » Uy }

FU=(l} GU=3uf)  FUN G =0

Teorem 2.1.5. F,G €ISS(V) ve @ # @ € T olmak iizere asagidakiler dogrudur.

a) F CGiseF"*c gh

b) F € G olsun. Eger, Vx € V i¢in F(x) S @ ve G(x) € a@ise F<* € G=*
c) F EGise F2% c G>% dur.

d) F € Gise FU* c GY% dur.

Ispat. F € G olsun. Vx € V igin F(x) < G(x) dir.
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a) xEF%=> F(x)na # 0= F(x) € G(x)oldugundan G(x) N @ # @ dir. Bu

durumda x € G"* dur.

b) Vx € Vicin F(x) € aveG(x) S a olsun.

) xEFE=>F(x)2a = a S F(x) € G(x) oldugundan G(x) 2 a dir. x €
G=% dur.

d xeFY¥>s>Fx)ua=T=F(x) S G(x)oldugundan G(x)U & = T dir.

x € GY% dir.

Teorem 2.1.6. F,G € ISS(T), F:V,. » P(T) G:V, —» P(T) olmak iizere @ € T olsun.
Eger

V.| = V| veya Vv; € V; \ V. icin G(v;) & @ ise,
(:,—__v Gg)ga — T‘;c‘x ﬁg‘;a

Ispat. F ve G’ nin ters esnek birlesimi (H,V, U V,), Vv; € V igin

( F) , v,eV\V
Hw) = Gw) , v, eVi\V
\Fw)u Gv) , v eVny

olmak iizere v; EHY o (FUG(w)cae (F(vpuG(w))cae v, € FC

)

Ve 1, EG? o v; EFCNG? = v, € FS2AQ G2 dur.
Ornek 2.1.7. V, = {vi, v}, v}, vi vd vi}, V, = {v3 v2 v2 v2, vi} nesneler kiimesi,

T = {t,, t, t3, t,} parametre kiimesi olsun.

F={(wh {ty, t, D, Wk {t1,t:}), W {t; ), Wk { t, 1), Wi, { ts ), W, { 5, t )}

G ={wi {tn, t:3 ), W3, {ts, tt3}), W5, {t2, 63 D), Wi, {t1, ta, ts ), WE, {1}
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T tizerindeki ters esnek kiimeler ve @ = { t4, t,, t3} olsun.

(F! Ul) G (G_’ UZ)

1,2 1,2 1,2 1,2
(vl( )) {tll t21 t3 })1 (172( )I {tll tz, t3 } )l (U3( )l { tZr t3})r (U4(_ )r {tll t21 t4 }); (Ug, {tlr t3});
(ve, { t3,t4})

(FUG)T = {vl(l,z)’v2(1,2)’v§1,2)v§1,2)} Fea — {vll,vzl,v%,vi, vé},
G5% = (w2, v3, 02,02}, FON G = [P, v p (D)

Teorem 2.1.8. F,G € ISS(T),F:V, —» P(T) G:V, » P(T) olmak iizere @ € T olsun.

Ispat.
a) v; EFPUG* v, e F*veya v, €EG%= F(v) 2aveya G(v) 2 a
>Fw)Uu ) 2a=>FTG ) 2a=>v, € (FUG>*

b) v; eFM®UGN®* = v, e F"®veya v; €GN* = F(v))na + @ veya G(v;) N

CYiQ):)(ﬁ(Ui)U g(ul))nch(Z) = V; E(fgg_)ﬂﬁ
c) v; EFY¥UGY s v, e F%veya v, €G> F(x)ua =T veya
Gua=T=>Fw)v Gw))=T=>v; € FIHS

Ornek 2.1.9. V; = {v{,v3,v},vi,vi}, V, = {vf,v3,v5 vz, vé} farkh bolimlerdeki
hastaliklarin kiimesi olsun, T = {t;,t, t3,t,} ilag segiminde kullanilan parametreler
kiimesi

t,(yan etki az), t,(etkin madde miktart), t;(hastanin kronik rahatsizligt),

t,(kullanmim kolayligt) ve @ = {tq, t5} olsun.
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F={(wi {ts t2 ), Wz, {1, ts}), w3, { t3]), Wi, { 2, ta}), (w5, {ta ) }
g_ = {(vlzi {tl; t3 }); (UZZJ {tl , tZi t3} )r (U%, { t2' t4- })r (Uf, {tlr t2' t4 })' (vé' { t?)})}

Farkli hastanelerde calisan doktorlarmn ters esnek kiimeleri olsun. F ve G ters esnek
kiimeleri, doktorlarin hastaliklara karsi ila¢ se¢iminde hangi parametreleri dikkate

aldigin1 gosteren kiimelerdir.

(F V) U (@G V,)
(vl(l’z)» {ty ty s }), (vz(m), {t,, tyts} ) (vgfl'z), {t;,ts t4}), (vf'”, {t1,ts, by }),
(vél'z), {ts, t4})

FUG = (v, ("}, 727 = wh} , 637 = (v}, v})

F29 U 627 = (v, v7, v}

)N = {vl(l’z),vzgl'z),vg(l'z),vil'z),vél'Z)} , F0% = {v],v;,v3},

G = (i, vi vi vE}, F" UG = (v}, v}, vi,vi vi, v, vE }

(FUQ® 2 FOy G dur.
(F TGV = {vi"?,p?), FUT = (1}, §U7 = (3, v3}, FU% U GU% = (v}, v}, v}
(F T G)V% 2 FY@ y GY@ dur.

Verilen 6rnege gore farkli doktorlarin se¢imlerinin kiimesi parametrelerle( karar veren
kisilerin se¢imine gore farklilik gosterebilir) simirlandirilirsa kiimelerin ters esnek

birlesimi bu kiimelerin birlesimlerini kapsar.

Teorem 2.1.10. F,G € ISS(V),F:V — P(T;) G:V — P(T,) olmak iizere @ € T}, olsun.



Q) (F UGN =FnayGna

d) (F Ug §)V& 2 FY@ GUa

Ispat. a)

1) NT, = @ olsun

i) acT, = (FUg§*<

=
I
1S
N
N
In
Q
C
)
In
=
[l
N
In
R

i) acT,=(Fug§)*

Ql
Il
S
N
K
N
S
C
N9V
N
Ql
Il
)
N
Ql

i) @acT,uT,
Jv; €Vigin F(v) caveG(v) €@ = (FUp§<F=FCuG=”
v #vjicinF(y)) SaveG(w) Ca= (FUrR§)<* =0 S F*U G~

2) NT, # @ olsun.

<l

i) ACT\T,=> (FUr§C=0C FTyG=* =F
i) AaCT\T1=> (FUp§)*=0 S FPUG=* =G=*~
iy a@cT,nT,
Jv; eVicin F(vy)) caveG(v) € a= (F Ug §)<% = FS¥ U G2

v # v icin F(v) CaveG(v) Ca= (FUp§)¥ = pc FSey G

b)

1) NnT, = @olsun

i) aCTy,UT, = F2NG2 =¢ C (Fup (=~

2) N T #= @ olsun.
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i) GaCT\T,=>F2NnG22=¢C (Fug ()@ =F=2

i)  ECT,\T,>FT0G% =0 C (FUp > =G

iii) aCST,NT, = (FUg§)>2*=F=2%nG=*
Benzer sekilde diger maddeler de ispatlanabilir.
Ornek 2.1.11. V = {v;,v,, v3, v,} nesneler kiimesi, T; = {ti,t},t3,t1},

T, = {t?,t3,t2} parametre kiimeleri, T, N T, = @ ve @ = { t3, t1,t2,t2} olsun.

:]? = {(Ul ;{ t%, t; }); (172 ) { ti} )r (173 r{ t%r ti })r (174 r{ t%, t%})}

G ={(vy ,{t3,63}), (v, {t2}), (w3, {t3, 63 ), (v , {t?, £3})} ters esnek kiimeler

olsun.

FURG

= {(vll {tll' t%l t22' t%}), (v2: { ti' t% } )I (v3' {tzl' ti, t%r tS% })r (v4-1 {t%r t%r t12J t%}) }

(FUR O ={vy,v3}, FU={v3}, G

Qﬁ

{vo, v}, F

(FUR Q"% = {1, 05, 03,1}, F'% = {v,,v3,}, G"* = {vy,V,,V3, 74}

(FuUg )N = FNay g dir.

(F Up )% = (1), FU% = 0,697 = 9, 4 n G =

(FUgpQ)V* 2 FY%ngyYe

Ortak nesneler kiimesi lizerinde tanimlanan ters esnek kiimelerin ters esnek kesisimi
farkli parametreler kiimesinden segilen @ ile sinirlandirildiginda olusan kiime ve bu

kiimelerin kesisimleri arasindaki iligki incelenmistir.

g <@ = {Uz, 173, 174},

30
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Teorem 2.1.12. F,G € ISS(V),F:V —» P(Ty) G:V - P(T,) olmak iizere @ S T},

olsun.

Ispat. Fve G’ nin ters esnek kesisimi (#,U) olmak iizere, V x € Vigin , H(x) =
F(x) nG(x)

NT, =@ise (FA G) = 0 oldugundan asikardir. N T, # @ olsun.

Q) x EFS°NG“>x eF<%vex €G> F(x) Caveg(x)ca =
(FAGHx ca>xe(Fn §)<©
b) x EF*NG>* o x eF%vex € F(x)2aveix)2a &

c) (FAG cSFve (FAGCSG oldugundan (FA QU S FYe  ve
c

Buradan (F N G)Y% € FY%n GV« elde edilir. (2.1)
x EFPN G s Fx)ua=T,veG(x)ua=T,= x € (Fn gV«
Fvan GV c (FnA §)Ve (2.2
(2.1) ve (2.2) den esitlik goriiliir.
d x e (FAHEINa+0=> (F)nGx))na+0=

F)na+dveGx)na+0=> x EF"%vex € G"% = x € F"®n GN%r.
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Farkli evrensel kiime {lizerinde tanimlanan ters esnek kiimelerin genisletilmis kesigimi
ortak parametre kiimesinden segilen & ile smirlandirildiginda olusan kiimenin bu

kiimelerin kesisimini kapsadigini ifade eden teorem asagida verilmistir.
Teorem 2.1.13. F,G € ISS(T),F:V,. » P(E) G:Us — P(T) olmak iizere @ € T olsun.

8) (Fne )2 F=ng=

<% ve vieg_ga:viEVr, f(ui)g()?ve v; €V,

F
Vo Fo)NnGw) ca = v; € (FNg§)<“

b) v, eF2%N G2 > v, eV, Fv)2avev, eV, Gw)2a = v, eV.nl,
)

C) v, EFV NGV v, eFV%ver, €G = v, el Fw)ua=Tvev; €V,
Gwua=T= v;eV.nV,
(Fw)nGw)va=T= v, € (FNsH™

Ornek 2.1.14. V; = {vi,vi, v}, vl vi}, V, = (v% v2 v vZ, vi} farkli sehirde bulunan

evlerin kiimesi , T = {t;, t,, t3, t,} parametre kiimesi

t,(ekonomik), t, (ulasim), t;(malzeme kalitesi), t,(giizel) ve F, G sirasiyla V; ve
V, kiimeleri iizerinde tanimlanan ters esnek kiimeler olsun. Bu kisilerin ev se¢cimini

etkileyen ortak parameter kiimesi @ = {t,, t,} olsun.

F={ {tpts ), w3, {ts,t3}), (w3, { t1, t2,t4 1), (4, { t3, t4}), (05, { £z, t3}) }



G ={wi {t, ta ), W5, {t1, b, t3}), (05, { t2, ta }), (Wi, {t1, t3 D), W&, { t,})} olmak

lizere
(F e §)
= {(v",1t3), (v {11, 153), (052, {0, 13), (002, { 1}), (w52, 123)}

(F e O = {v"?, v, FU= ()}, §5F = wE 2}, FENGT =0

(j? |—|£ g);& - T—ga ﬁg‘ga

(T_ HE g)ua - T_U& ﬁg‘ua

a) (Vi,Vj) EH & (T_'(vl) U g_(v])) cae T_'(Ui) cave Q_(vj) cCase
(Ui,Vj) € F<% x gg&

b) (vi,vj)ET_”axg_”a:vi € FN ve vj Eg_‘na:ﬂ_’(vi)nc?iQ)veg(vj)ﬂ

a+0p = T_(Ul') U Q_(v]) 0= (Ui,Uj) € (‘7? Vg_‘)na



34

U

C) (Ui,Uj) € F=¢ Xg_Qc_z v; € F=2% ve Uj € g_Qﬁ :>\7?'(Ui) 2a ve g_(vj) 2a

=>Fw)uG(vy)2a = (v,v) € (F v§7
d) (vi'vj) Efuaxg_uazvi € FY@ Ve v; Eguaﬁf(vi)u(f =T ve

Gvua =T= (T_(Vi) v Q_(Uj)) va =T = (v,v;) €(F VO

Teorem 2.1.16. F,G € ISS(T),F:V, —» P(E) G:Ug - P(T) olmak iizere @ € T olsun.

a) (vi,vj) E}T”aﬂf(vi)ng_(vj) ;t@:)T_(Ui)n(i?&Q)VQg_(Uj)na?‘:@

= V; Ef”avevj Eg_”a:(vi,vj) Ef”axg_”a

b) (Vi,Vj) EHY & (T_(Ul) N g_(vj)) Va & (T_'('Ul) U 07) N (g_(l?]) U 07) =

T

Fvpua=TveGw)ua=Te v; €F%ev; €G o (v,1;) €

Fua i Gua
c) (vi,v) EFPxG* & v, € FSev; €<% & F(v) S ave

Gw)ca= (Feong(y))ca = (vv) e Fx G
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d) (Ui,Uj) EH? o T_(Ui) ﬂg(vj) 20 < ?_'(Ui) 2a Veg(vj) 2a e
(v v,) € F=% x G2

Ornek 2.1.17. V; = {v},vi,vi}, V, = {(v2, vZ, vZ, vZ} nesneler kiimesi ,
T = {t,, t,, t5, t,} parametre kiimesi ve & = {t,, t3} olsun.
T_ = {(Ulll {tZ; t4- })1 (v%; { t21 t3} )' (v%, { tll tZ }) }

g_ = {(vlzi {t3; t4- }); (1722:{ tl; tZ; t3} )1 (1732, { tZ' t3 })l (v42-' {tll t3 })} ters esnek kﬁmeler
olsun.

[

VG
{((Vl'vlz ), {t21t3't4});((v11'v22 ),{t1,t2,t3.t4}) ,((V%:Vg ),{tz’t3’t4}).((1711:vf ) {ty,t2, t3, t4}) )
! (@ vP) (e 13, 03), (W3, v3), {1, 1, 85}, (WD, 02 ) (82, t3}) (03, 03 ).t £33 IL
L((V@Ul ) {t1, t2, t3, t4}) ((V§'V22 ),{tptz,ts}); ((V_%:V% ) {t1,t2, t3}), ((Vé'vf ), {t1;t2;t3}) )

2.2. Ters Esnek Kiimelerin Ayrigsmasi

Tamm 2.2.1. F:V — P(T) ters esnek kiime olsun.
supp(F) ={v €V:F(v) = 0}

kiimesi ters esnek kiimenin destegi(support) olarak adlandirilir. V tizerindeki ters esnek

kiimenin destegi bos ise @, olarak gosterilir.
Tamm 2.2.2. F, V iizerinde ters esnek kiime olsun.(F, V), ters esnek kiimesi
(F,5upp(F) ) = {(v, F(v)) : v € 5upp(F)}
(F,V) ters esnek kiimesinin desteklenen ters esnek kiimesi olarak adlandirilir.
Tammm 2.2.3. F, V iizerinde ters esnek kiime ve Vy,V, € V olsun.
a) supp(F,V) = supp(F,V;) U supp(F,Vs)

b) (F, V)s = ((f,Vl) U (:f', VZ))S



c) (F, V)N (F, V) =0y
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sartlarin1 saglayan (F,V;) ve (F,V,) varsa (F,V)ters esnek kiimesine (F,V;) ve

(F,V,)’ nin ters bilesimi denir.
(F,V) = (F V)& (F, V)
olarak gosterilir.
Teorem 2.2.4. (F,V) = (F,V)® (F,V,) vea ST
i FEV)s  2F Vs N (F Vs
i, FV)s  2F Vs UFE V)"

i. (FV) 2 2 ((F V) U (F V)"

ispat. i) (F,V) = (F,V)® (F V,)olsun. v € (F, V) N (F,Vy )~ olsun.

Fy,(v) € @ ve Fy,(v) S @ buradan Fy, (v) U Fy, (v) = (F,V)dur. Sonug olarak

v € (F, V), du.
Benzer sekilde diger maddeler de ispatlanabilir.

Ornek 2.2.5.V = {v,v,, V3, v,, Vs } nesneler kiimesi T = {ty, t,, t3, ty, ts, te}

parametre kiimesi olsun.

Fv ={(vy, {ts, ta, ta, ts}), (W2, {ts, ta, te}), (3, {t1, t3, ta}), (v4, B), (vs, {2, t3})}
Fy, = {(y, {t2, ta}), (02, {t3, t43), (v3, {t1}), (v4, B)}

Fv, = {(y, {ts, ts), (o, {te 1), (03, {t3, t4}), (v4, B, (vs, {t2, t3 1)}

supp(??, V) = {Ul; Uy, V3, Vg } Supp(?:_' Vl) = {vlrUer3}
supp(:f, VZ) = {171,172,173, Vs }

supp(F,U) = supp(F,Vy) U supp(F,V,)
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((ﬁ! Vl) 0 (f) VZ))S

= {1, {t1, ta, ta, ts3), (U2, {t3, ta, t6}), (U3, {te, t3, ta}), (Vs, {t2, t3})}
F, V)5 = {(va, {ts, ta, ta, ts]), (W, {ta, ta, te}), (W, {t1, t, ta}), (W5, {t2, ta 1)}
(F, V1) 0 (F,V,) = {(vy, 8), (v2, 8), (v3, 0), (v4, B), (vs, D)} = By
(F,V) =F Ve (FV,)
a = {t,, t3}olsun.

FV)s " ={ws}, F V) =0, (FVy)s  ={ws} FV)“"2F V)"0

(FVa)s
(FV) " 2 (F, V) U (F,V,), "% du.
FV)™ = s}, EVi)s =0, (F Vo) = {vs)
(FV) % 2 (F V) F U (F V)7 dir.
Teorem 2.2.6. (F,V) = (F,V)® (F,V,) vea ST
i (FEVDCUER) e F V)

ii. (F V) CUFE ) F V)T

i. (FV) " n@FE V)" < (F V)"
ispat. i) v € (F,v),"* U (F,V,),"% olsun, Fy,na#@veya, F, Na@+ @ du.

Fyna= (Tvl(v) U Fy, (v)) na=Fy, Nna) v (Fy,Nna)

oldugundan F, n @ = @ dir. v € (F,V)," ve (F,) "“u(F,) " c @ V)"

dir.

Benzer sekilde diger maddeler de ispatlanabilir.
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Ornek 2.2.7. Ornek 2.2.5. te verilen Fy, Fy, ve Fy, ters esnek kiimelerini alalim. @ =

{ t,, t3, tg } Olsun.

F V)™ = (o, v, 03,05} Ve (F, V)™ = w1}
(F, V1)sna ={v,v,} ve (FV, )Sua =0

(F,V, )Sna = {v,v3,v5} ve (F,V, )Sua =0
Asagidakilerin saglandigini goriiriiz.

(F V)" U (F, V)" < (F, V)™

(F V) " U (F V) " € (F V)"

F Vs 0 (F V)" € (F )™

2.3. Ters Esnek Matrislerin Ayrigsmasi

V= {vl,vz, ...,vm} evrensel kiime T = {ty,t,, ..., t,} parametreler kiimesi ve [aij] €

ISM(V), ISMy, ., V lizerindeki ters esnek matris olarak gésterilmistir..

Notasyonlar :

1 |a jlj [a; j] ters esnek matrisinin j.siitunu,

2. [0]; [ai j] nin j.siitunu sifirlardan olusur anlamina gelmektedir,

3. |1} j [ai j] nin j.siitunu 1’den olusur anlamina gelmektedir.

m
[aij] ters esnek matrsisinin siitunlarini I_Ij=1 |al-j|jolarak ifade edebiliriz.

Tamm 2.3.1 [a;;] € ISMpypm olsun. [a;;] nin destek(support) kiimesi {1, 2, ..., m}

kiimesinin alt kiimesidir ve

suppla;] = {jla; # 0,3i = 1,2,...,n}

olarak tanimlanir.
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Tamm 2.3.2. [aij] € ISM,xmy olsun. Eger [bij] ve [Cij] € ISMy,,,  ters esnek

matrisleri asagidaki 6zellikleri sagliyorsa
a) supp|a;;| = supp|b;;| v 5UPP[c;)]
b) [ay|=[by] T [ey]
0) [by| A [ey]=10]

[a;;] ters esnek matrisi [b;;] ve [c;;] ters esnek matrislerinin birlesimidir ve asagidaki

sekilde gosterilir

laij] = [by] @]cy]-

Ornek 2.3.3. Ornek 2.2.5. te verilen Fy, Fy, ve Fy, ters esnek kiimelerini alalm. Fy,

T_Vl ve T_Vz ters esnek kiimelerine karsilik gelen ters esnek matrisler sirasiyla [aij],

[bij], [Cij] olsun.

10100 00100 100 0 0
10001 10000 00001
a0 1101 a0 1000f o f00101
11100 Y91 1000 700100
10000 00000 10000
0100 0 0000 o0 0100 0

suppla;] ={1,2,3,5}  supp|b;| ={1,2,3} supp|c;] ={1,2,3,5}
lai;]= 6] T [ey]
[b] 7 [cij]= [0] .

Tamm 2.3.4. [a;;| € ISMyy Olsunve @ ={t;li €IS T 1S{1,2,..,n}

a) [ai j] nin a — Ust ters esnek matrisi [ai j] “ile gosterilir.



a_um |aij|j, Vi €ligina;; =1
[aij] =j=1 o
|01, diger durumda

b) [a;;] nin @ — alt ters esnek matrisi [a;;]_ile gosterilir.

um |01}, Vi €{1,2,..,n}\ligina; =1
[au]— j=1

|aij |j, diger durumda
1010 07
10001
Ornek 2.3.5. [al- -]: 01101 ters esnek matrisi igin @ = {t,} segelim I = {2} ve
111100
10000
01000
1 0 0 0 07
10001
[a“]ﬂ_l:o 0001
Y 10000
10000
L0 0 000
S = {ty,t3 } segelim I = {2,3} ve
r0 0 00 07
00001
[0,] 00001
Yigloooo0oO0
00000
‘0 0 0 0 0

Tamm 2.36. [a;;] € ISMpymolsunve @ ={t;li e} ST 1S{1,2,..,n}
a) [aij] nin @ — ters kesisim ters esnek matrisi [aij]n “ile gosterilir.

na um |aif|j’ Ji €liging;; =1
lay] ==

101, diger durumda

va. L. L
b) [aij] nin @ — ters birlesim ters esnek matrisi [ai]-] “ile gosterilir.
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1

,ni\ligin a;;

Vi €{1,2, ...

|“ij|j'

diger durumda

|

— m
ur
r1 010 07

[aij] >

@ = {t,} segelim I = {2} ve

10001
01101
11100
10000
0100 0

Ornek 237, [a;)]

100 0 0
10001
00001

10000

10000
L0 0 00 0

[aij] ’

{t,, t3 } secelim I = {2,3} ve

E:

0 0 00 0

00000

00000
00000
0 0 00 0

ug_10 0000

ve [a;;]

100 0 0
10001
00001

10000
10000
0 000 0

, [aij] "

0 0 00 01
00001
00001
00000
00000
L0 000 0

5

[aij]



3. BOLUM
BiR KUME YARDIMIYLA ELDE EDILEN TERS ESNEK ALT
YAPILAR

Bu bolimde ters esnek kiimeler kullanilarak olusturulan ters esnek alt yapilardan

bahsedilecektir. Gerekli tanim ve ornekler bu boliimde verilmistir.

3.1. Ters Esnek Grup

Tamm 3.1.1. G bir grup ve V,G nin alt grubu olmak iizere (F,V) G iizerinde ters

esnek kiime olsun. Eger V x,y € G i¢in
) FGy) 2F () NF()
i) F(x 1) =F(x)

Sart1 saglanir ise (F,V) G iizerinde ters esnek-kesisim alt gruptur (inverse soft-int

group) denir ve (F,V) < G veya Fy, < G ile gosterilir.

Ornek 3.1.2. G =7Z¢, V ={0,2,4} nesneler kiimesi ve T = S; parametre kiimesi

olsun.
F:V - P(T)
Fv(0) =S3, Fy(2) ={(1),(12),(132)}, F, (%) = {(1),(12),(132)} olsun.
V x,y € Vigin i) ve ii) sart1 saglandigindan (F,V) G iizerinde ters esnek-int gruptur.

Teorem 3.1.3. (F,V) G iizerinde bir ters esnek kiime G {iizerinde ters esnek-kesisim alt

gruptur ancak ve ancak vV x,y € G icin F(xy™1) 2 F(x) n F(y) du.

Tamm 3.1.4. G bir grup, F, G iizerinde ters esnek kiime ve @ # @ € T olsun. Eger

(F, (F,G)"®) ters esnek kiimesi G nin ters esnek-kesisim alt grubu ise bu ters esnek
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kiimeye G nin @ ile olusturulan ters esnek-kesisim alt grubu denir ve (F"%). ile
gosterilir. Eger @ = {t} kiimesi tek bir elemandan olusuyorsa (F"%);, G nin t €T

elemani tarafindan tretilen ters esnek-kesisim alt grubudur.
Ornek 3.15. G = {[y y] | x,y € Z, } nesneler kiimesi , T = Z, parametre kiimesi ve
F, G tizerinde ters esnek kiime olsun.

_ (10 O\ _ _ M 1P\ 37 =([0 OP\_ v = (1 1T\ _ /= 3
Flo o=z 7y o)=03. #([} =@ F(; ])=@3 v
a = {0, 2} olsun.

— om0 0711 1

FO"™={, oy o

(f,(f,G)”a)={([8 8],{5,1,?3}),([(1) é,{ﬁ,?})} ters esnek  kiimesi

(FN). < G dur.

F, G grubu iizerinde ters esnek kiime olsun. {05}, G nin asikar alt grubudur dolayisiyla

(F,{0;}) < G oldugu kolayca goriiliir.

Tamm 3.1.6. (F,{0;}) ters esnek alt grubu G nin asikar ters esnek alt grubudur ve
(0g)# ile gosterilir. Genellikle (0g;)F Ve (T_ ,(F, G)“{OG}) birbirinden farklidir. Ornek
3.1.5de

00 = F00:D={([] o] 01233} ve

FFEoea)={([2 2] ©123),([5 o] ©2)}dr Aynca

(F, (F,6)"%3) G nin ters esnek-kesisim alt grubu olmak zorunda degildir.
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3.2. Ters Esnek Halka

Tamm 3.2.1. (R, +,.) bir halka, S, R nin alt halkas: ve F, R iizerinde ters esnek kiime

olsun. vV x,y € S i¢in

) Fx—y)2 F)n FQ)

i) Fixy)2 F(x)n F(y)

Sartlar1 saglanir ise F, R’nin ters esnek alt halkasidir.

Tamm 3.2.2. R bir halka, F, R iizerinde ters esnek kiime ve @ # @ € R olsun. Eger
(F, (F,R)") R’nin ters esnek-kesisim alt halkas: ise bu ters esnek kiimeye R’nin & ile

olusturulan ters esnek-kesisim alt halkas1 denir ve (F"%), < R ile gosterilir.

Ornek 3.2.3. R = Z, halkasi iizerinde F ters esnek kiimesi

Fr(0) =7, , Fr(1) =1{2,3}, Fr(2) =1{0,1}, Fr(3) = {3} seklinde tanimlansin.
@ ={0,1} € Z, segilir ise

(F,R)"® = {0, 2} R nin alt halkasidr.

(F,(F,R)"®) = {(0,{0,1,2,3}),(2,{0,1})} ters esnek kiimesi i) ve ii) sartlarm
sagladigindan (F"%), < R dir.

3.3. Ters Esnek Cisim

Tamim 3.3.1. K bir cisim S, K nin alt cismi olsun. (¥, S) K iizerinde ters esnek kiime

olsun. v x,y € S i¢in
) Fx—y)2 Flx)n F(y)
i) Fxy™')2 Fx)n F(y) (v # 0g)

ise (F,S) K’nin ters esnek-kesisim cismidir.(F,S) < K olarak gosterilir.
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Tamm 3.3.2. K bir cisim olsun, @ # @ € K ve (F,S) K iizerinde ters esnek kiime
olsun. Eger (F, (F,K)"®) K nin ters esnek-kesisim alt cismi ise (F, (F, K)"%) K’min &

ile olusturulan ters esnek-kesisim alt cismidir ve (F"%), < K ile gosterilir.
Ornek 3.3.3. K = (Zs, +,.) cismi iizerinde F ters esnek kiimesi

fK(ﬁ):ZS ' T_K(i):{i,z,g}, ﬁK(E):{iﬂi}!T_K(g):{ifz}!fl{(zl'):{iiz}

seklinde tanimlansin.
@ = {1} € Zs segilirse
(F,K)"* ={0,1,2,3,4}= Zs K mn alt cismidir.

(F, (F,K)") ={(0,{0,1,2,3,4}),(1,{1,2,3),(2,{1,2}),(3,{1,2}), (4. {121}

ters esnek kiimesi i) ve ii) sartlarmi sagladigindan (F"%), < K dur.

Tamm 3.3.4. R;, R, cisimler ve (F,R,) , (G, R,) sirstyla R; ve R, nin iki ters esnek alt
cisimleri olsun. Ters esnek alt cisimlerin carpimlart (F,R;) X (G,R,) = (Q,R; X

R,)olarak tanimlanir burada V (x,y) € Ry X R, icin Q(x,y) = F X G dur.
Teorem 3.35. Fs, < Ry Ve Gs, < R, ise Fs, X Gs, < Ry X R, dir.

Ispat : S, ve S, sirasiyla R; ve R, nin alt cisimleri oldugu i¢in S; X S, , Ry X R,
nin esnek alt cisimleridir. Tamm 1 den, Fs X G5, = (F, ;1) X (G, S2) = (Q,5; X Sy),
burada V(x,y) € S; X S, icin Q (x,y) = F X Gdur.

V(x1,¥1), (x2,¥2) € S X S, igin,

51)@ ((x1,'3’1) - (xz:)&)) = Q(x1 — X, Y1 —Y2) = F(xy — x3) X g(}’1 —y2) 2
(Fx) NF(x)) x (G(r1) NG(2)) = (Fx) x Gy1)) N (F(x2) X G(12)) =
Q(x1,y1) N Q(x2,¥2),

$2) Q((x1,¥1), (2, ¥2)™) = Qerx2 L y1y2, ™) = Q™) X Qyay, ™) 2
(ﬁ(xﬂ n ﬁ(xz)) X ((g_(%) n g()’z)) = (f(xﬂ X G(}’l)) N (ﬁ(xz) X g(}’z)) =
Q(x1,¥1) N Q(xz,¥7) (thyZ) * (ORl'ORZ))
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Teorem 3.3.6. R, ve R, iki cisim ve (F,R;) , (G, R,) sirasiyla R; ve R, iizerinde iki
ters esnek kiime olsun. (F"%) R, <Rive (Q‘;“E)R2 < R, olacak sekilde @ € R, B S R,

varsa
(Fna) R, X <§_nﬁ)R2 = <7‘_[n(mﬁ)>131><122 :

ispat (:7?'067) Ry 2 R1 ve (g_n'E>R2 Z R2 O|Sun (?_', Rl)ﬂc_l , Rl’in , (g_, Rz)n/_g, Rz,nln alt
cisimleridir. Boylece (F,R;)"® x (G,R,)™®, Ry X R, ‘nin alt cismidir. Bu nedenle

teorem 1 den (F %) R, X (g]”f_g')R2 < Ry X R, dir. (x,F(x)) € (FN%) R,V (y,6() €

(G"P)p, olsun. F(x) N @ # @ ve G(y) N B # O dur.
FONazd AGONE#ED & (Fx)X G N(@xp)# ¢

(6 F(x) €F) , A(1,GD) €GP, & (F@) X ), (1) €

<HN@P5p  p burada (7, R, X R,) Ry X R, tizerinde ters esnek kiimedir, burada

H :Ry XR, > P(R; XR), H(x,y) = F(x) X G(y) tarafindan tanimlanan kiime

degerli fonksiyondur. Boylece ispat tamamlanir.

3.4. Ters Esnek Modiil

Tamim 3.4.1. R bir halka (M, +) degismeli grup olmak tizere
RXM-M
(r,m) > rm

Vr,m» ERveVm,m;,m, €M igin

M) r(my; + my) =rmy +rm,

My) (ry +rp)m = rrm+nr,m

M3) (ry.m)m = 11(r,m)

ise M sol R-moduldiir.



47

M,) 1g.m =m R birimli ise sol birim R-modiil ve R degismeli halka ise sol R-

modiil ayn1 zamanda sag R-modiildiir.

Tamim 3.4.2. N, M'nin alt-modiilii olsun ve (F, N) M iizerinde ters esnek kiime olsun.

Vx,y € N,Vr € R igin

s) Flx —y) 2F () N F(y)

sy) F(rx) 2 F(x)

ise (F,N) M’nin ters esnek-kesisim alt-modiiliidiir.

Ornek 3.4.3. R = (Zg,+,.) M = (Zg, +) olsun.

RXM->M
(r,m) > rm
M sol R-modiildiir. N = {0,3} alt-modiiliinii alalim. (F, N) ters esnek kiime olsun.

F:N - P(M) Burada N nesneler kiimesi olarak M parametre kiimesi olarak

secilmistir.
F(0)=1{0,1,2,3} F(1) ={0,1} (F,N) <M dur.

Tamm 3.4.3. M bir R-modiil, ® # @a € R ve (F,M) M iizerinde ters esnek kiime
olsun. (F, (F,M)"®) M’nin ters esnek-kesisim alt modiil ise (F,(F, M)"*) M’nin &

tarafindan olusturulan ters esnek-kesisim alt-modiiliidiir ve <F"%>,, ile gosterilir.

Ornek 3.4.4.. R = (Z,, +,.) halkasimni alalim. I = {0,3,6,9} idealini I = M olarak

alalim.
RXM->M
(r,m)->rm

I = M i¢in R-modiildiir. (F, M) M iizerinde ters esnek kiime olsun.



F:M - P(M)
F(0) =1{0,3,6,9} F(3) ={0,6} F(6) ={6,9} F(9) = {6}
@a={3}S M icin (F,M)"* = {0} alt-modiildiir.

(F,(F,M)"*) ={(0,{0,3,69)} < M s;) ves,) sartlarim sagladigindan ters esnek

alt-moduldur.
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4. BOLUM

UYGULAMA

Bu boliimde ters esnek kiimeler ve matrisler kullanarak karar verme problemlerinde
kullanacak bazi algoritmalar 6nerilmistir. Onerilen algoritmalarin esnek kiimeler i¢in

ornekleri mevcut olup ters esnek kiimler ile ilgili uygulamasi yapilmistir.

Tamim 4.1. [al- j] € ISM,, %, Olsun. Toplam siitun fonksiyonu asagidaki gibi

tanimlanmustir.
i ISMyp s, = Z, gj([al-j]) =ity a;; j € {1,2,...,n}.
Kisalik agisindan, ¢ j([ai ]D degeri ¢; ile gosterilecektir.

Tanim 4.2. [ai j] € ISM,, %y, Olsun. Her siitun igin skor degeri asagidaki gibi

tanimlanmustir.
n
Z Ckj = Z Ck — Gj
j=1 j=1

Tamm 4.3. [a};], [a], ... [a]}] € ISMyxn [9,;] =T, [af] Ve [wip] =P [af)]

olsun.

K; = {Kil' Kiz'Ki3 }

licliisii v; € V nin Kkarar iicliisii olarak tamimlanir. Burada k;1,x;? ve k;3 karar

bilesenleridir ve agagidaki gibi hesaplanir.

kit = ¢i([9,]) x? =2k gi([afj]) ve ki =nx ¢;([wy])

Tamm 4.4. k; = (,;%, ;21,3 ) v; € V’nin karar iigliisii olsun.
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a) Il =K'+ ;% degeri v; € V’ninbirinci karar degeri olarak adlandirilir.
b) 1?2 = 2K;® — ;% degeri v; € V’nin ikinci karar degeri olarak adlandirilir.

v;, v, €V igin, k; Ve k;' se¢im siras1 asagidaki gibi bulunur:

Eger lll > llll ise K; > Ki, dir.

Eger I} = lill ise ikinci karar degeri [? dikkate alinir.

Bger 12 > 17 ise k; > k;' dir
2

- EBgerli =1lyve IZ=1isex; = k;' dir.

Tamm 4.5. V = {vy, v, ..., U} evrensel kiime T = {ty, t5, ..., t,} parametreler kiimesi

olsun k; karar iigliisiinde birinci karar degeri I} ve ikinci karar degeri [? kullamlarak

nesnelerin siralamasi agsagidaki gibi bulunur.
Eger Ki1 > Kiz e > Kim ise Vil > Uiz e > Uim dir.

V'nin optimum kiimesi olarak adlandirilan V'nin alt kiimesi asagidaki gibi elde

edilir.
Opt, (V) ={v;: v, €V ve Vi' #iigink; > k;'}

Algoritma 1.

1. Karar vericinin parametre se¢cimine uygun ters esnek kiime olusturulur.

2. Ters esnek kiimeye karsilik gelen ters esnek matris elde edilir.

3. Vj igin ¢; ve Sy degerleri hesaplanir.

4. Eger §; = max Sy ise en uygun se¢im olarak v; segilir.

5. Eger birden fazla j varsa herhangi bir v; se¢imi yapilabilir.

Ornek 4.6. Bir 6grenci karar verecegi meslek igin bazi parametreler belirlemis olsun.



V = {v,, v,,v3, v, } mesleklerin kiimesi

T = {t, = gelecekteki dnemi, t, = ekonomik degeri, t; = ilgi, t, = yetenek}

parametre kiimesi olsun.

1. F= {(w, {tn, ta D, (v, {1, 82, t3}), (03, {t2 1), (W, {1, 82 D}

11 0 1
01 1 1
2 el =10 1 0 o
10 0 0
3. gj([aij]) =Xit14ij 6§1=2,6,=3,63=1,6,=2

4. Sk=2?=1 ij=2§l=1 k=6 51=05=45=-45,=0

5. max Sy = S, oldugundan v, se¢imi en uygun karardir.

- / \
Girdiler | :
> Karar vericinin parametre se¢imine uygun ters esnek kiime |
| olusturulur. I
\ /

e o o o o T D O S O R R S R R e R R e R e . -

Ters esnek kiimeye karsilik gelen ters esnek matris elde edilir.

A 4

Vj icin ¢; Ve Sy degerleri hesaplanir.

( \
Ciktilar | S; = max; Sy ise en uygun se¢im olarak v; segilir. Eger birden I
: fazla j varsa herhangi bir v; se¢imi yapilabilir. :

Sekil 1. Algoritma 1’in Yapisi
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Algoritma 2.

1. Karar vericinin parametre se¢imine uygun ters esnek kiime olusturulur.

2. Ters esnek kiimeye karsilik gelen ters esnek matris elde edilir.
3. S(vj)(ti) = R(vj)(ti) - C(vj)(tl-) degerleri hesaplanir. Burada,
C(Uj)(tl) = |{'l7k € VlC_lU = dik}' R(Uj)(tl) = |{Uk € V|dik = a_u}l

4. S =%, S(vj)(ti) olmak lizere Sy = max; S; ise en iyi se¢im olarak v;

secilir.
5. Eger birden fazla j varsa herhangi bir v; segimi yapilabilir.
Ornek 4.7. Ornek 4.6 te verilen ters esnek kiime ve ters esnek matris dikkate alinirsa

L F={(w,{tuta ), o, { t1, 15, t3}), (w3, {t2 }), (va, {t1, £, 1}

11 0 1
lo 1 1 1

2'[aij]_0100
10 0 0
11 0 1

30 |01 1 1.

“lo 1 o ol
10 0 0

ayq = Ay, Q13 = Ay, Q14 = 045 oldugundan C(vy)(ty) = [{vy, v, v4}[=3

C_lll = C_lll, 6_111 = 6_112, 6_111 = 513, 6_111 = 514 Oldugundan

R(Ul)(tl) = |{U1; 172;173,174}| = 4 olur.

C(v)(t2) = {vy, v, v3,1u} = 4 R(w)(ty) = {vi}l =1



Girdiler

Ciktilar

o

Tablo 1. Skor-Deger Tablosu

vy vy V3 Vy
ty R=4 R=14 R=1 R=4
Cc=3 Cc=3 c=4 c=3
S=1 S=1 S=-3 S=1
t, R=1 R=14 R=4 R=4
Cc=4 c=3 c=3 c=3
S=-3 S=1 S=1 S=1
t; R=3 R=14 R=3 R=3
Cc=4 c=1 c=4 c=4
S=-1 S=3 S=-1 S=-1
ty R=4 R=3 R=3 R=3
C=3 Cc=3 c=4 c=4
S=1 S=0 S=-1 S=-1
S; S =-2 S, =5 S; = —4 S,=0

4. max, Sy = S, oldugundan v, se¢imi en uygun karardir.

Karar vericinin parametre se¢cimine uygun ters esnek kiime
olusturulur.
———————————— l—————————————-f

Ters esnek kiimeye karsilik gelen ters esnek matris elde edilir.

S (vj)(ti) = R(vj)(ti) -C (vj)(ti) degerleri hesaplanir.

Burada, C(Uj)(ti) = |{Uk € Uldll = a’ik}' R(Uj)(ti) =

|{'l7k € V|dik = al]}|

S; = maxy Sy ise en uygun se¢im olarak v; secilir. Eger birden

fazla j varsa herhangi bir v; secimi yapilabilir.

N oo o o o e om En En e En o EE o o o EE e e Em e e .

Sekil 2. Algoritma 2’nin Yapisi

. e e -
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Algoritma 3. (Cok Katilmcili Karar Verme )

1. Karar vericiler nesnelere uygun parametreleri secerler.
: 1 2
2. Tersesnek matrisler [a};],[aZ;], ..., [al%] olusturulur.

3. [9y,] = A7, [afj] ve [wy ] =AT [af;] bulunur.
(Problemin tipine gore V,., A, gibi islemler kullanilabilir)
4. ;= (,;1, k2, 1,3 )bulunur.

5. Optimum kiime bulunur ve nesneler siralanir.

Ornek 4.8. A ve B kisileri arazi satin almak istiyor olsun. A kisisi arazinin ekonomik
acidan degerlendirmesini, B kisisi ise arazinin kullanimu ile ilgili parametreleri

belirleyecek olsun.

V = {v;,vy,v5,1,} arazilerin kiimesi

T, = {t} = uygun fiyat ,t} = ulasim ,t} = konum }

Ty = { t? = toprak cinsi ,t? = sulama imkant ,t? = arazinin toprak yapist }
Parametre kiimeleri olsun.

L Fr={w,{ti, 2D o {t1, 3D, w3, {2 ), o, {t1, 2,83}

Fp ={(vy, {t1, 3 ), (02, {t3, 63 ), (w3, {1 ), (wa, {1,853 D }

1101 1011 L
2. [ag]=[1 0 1 1 [b;]=[1 1 0 o0]sirasiyla F, ve Fp ye karsilik
0101 010 1

gelen esnek matrisler elde edilir.



[ﬁpj] = [aij] Ar [bij] =

COoOOCOR ML OR M
R PO O O R RO
coococorRroOoO

Cj([ﬁpj] )= Yo=1 Opj

RPORRPORRLOR

¢G1=4,6,=4,6¢3=1,¢6,=6

3. k=4 K2, =4 K3, =4
kl, =4 K, =4 K23 =2
kl; =1 K23 =2 k3;,=0
kl, =6 K2, =5 k3, =4
K, = (444 Il =8
K, = (4,4,2) Il =8
ks = (1,2,0) Il =3
K, = (6,54) =11
4, 13> 11 =13 > 1 oldugundan k 4, > K = Kk, > Kk 3 dir.

Opt, (V) = {va}

Sonug olarak en uygun se¢im v, arazisinin satin alinmasidir.

o) = L] 7 1] = 1

1 0 01
1 0 00
1 01

|
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Ciktilar

Karar vericinin parametre se¢cimine uygun ters esnek kiime

. e e -

olusturulur.
- e e e o o e e e o = l ————————————— -
Ters esnek kiimeye karsilik gelen ters esnek matris elde edilir.
[9, j] = Ar?zl[afj] ve [wg] =N, [afj] islemi uygulanr.
{f ————————————————————————— =\
[
I
I k; = (k;1, k%, k;3 ) bulunur. Optimum kiime bulunur ve :
: nesneler siralanir. I
!
N e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 7
Sekil 3. Algoritma 3’iin Yapist
Algoritma 4. (Sinirlandirilmis Ters Esnek Karar Verme Algoritmast)
1. Karar vericiler nesnelere uygun parametreleri segerler.
2. Ters esnek matrisler [a};], [aZ], ..., [a}%] olusturulur.
3. a kiimesine gore, @ — ters kesisim ters esnek matrisleri
[ailj]nal, [aizj]naz, . [airj]nan olusturulur. (Problemin gerektirdigi duruma gore

a — Ust ters esnek matrisi, @ — alt ters esnek matrisi veya a@ —

ters birlesim ters esnek matrisi kullanilabilir.)
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4. [9,;] = a7 a U]nat ve [w;] =Rk, [af] "bulunur. (Problemin tipine
gore V., A, g1b1 islemler kullanilabilir)

5. k; = (1;1, k%, k;2) bulunur. Optimum kiime bulunur ve nesneler siralanir.

Ornek 4.9. Ornek 4.8’de verilen ters esnek kiimeleri ve ters esnek matrisleri dikkate
alalim. A Kkisisi icin a@; = { t3}, B Kkisisi i¢in ise @, = { t2} parametreleri dncelikli

olsun.
1. fA = {(171, {t%: t21 }), (172' {tll' t% })' (173,{ t% })' (174,, {tllﬁ t% ) t% }) }

T_B = {(171, {tlzf tg })' (172, {t%' t?% })' (U3' { tf }): (U4_, {tlz' t32' }) }

1101 1011
2. [aij]:[1 0 1 1], [bij]:[1 10 0]
010 1 010 1
= 1001 W 00 1
3. [ag] =1 0 1 1f.,[py] =0 1 0 0
000 1 0101
0 0 0 1
0000
000 1
nay, Na, 0001
4. [9,;] =lay] A [by] T =l0 0 0 0
000 1
0001
0000
0 0 0 1
a o 000 1
[u] [u] [u] =10 000
000 1
5 K11:O K21:2 K31:O
K12:O K22:2 K23:0



Girdiler

Ciktilar

Kk, =(0,2,0 I1=2

Kk, =(0,20) 11=2

ks =(0,1,0) k=1

Kk, =(654) Il=11

6. 11> 11=11>1oldugundank , > Kk ;= Kk, > Kk 5 dir.

Opt,(V) = {v4}

Sonug olarak en uygun se¢im v, arazisinin satin alinmasidir.

4
| Karar vericinin parametre se¢imine uygun ters esnek kiime
| olusturulur.

[

Ters esnek kiimeye karsilik gelen ters esnek matris elde edilir.

\4

@ kiimesine gore, @ — ters kesisim ters esnek matrisleri

[ailj]n&l, [al-zj]naz, e [al-rj]nan olusturulur.

l

[afj]n&t Ve [“)ij] =N, [afj]n&tbulunur.

[ﬁpj] = Arl.

Tt=1

k; = (1;%, k%, k;2) bulunur. Optimum kiime bulunur ve
nesneler siralanir.

Sekil 4. Algoritma 4’lin Yapisi
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Sinirlandirmali ters esnek kiimenin gergek yasamda var olan problemde kullanimi

tizerine asagidaki ornek durumlari inceleyelim.

Ornegin; E-ticaret sitelerinden alisveris yaparken segilen bir iiriin kategorisi i¢in belirli
filtrelerin\parametrelerin uygulanmasi segeneklerin azalmasimmi saglar. Fakat bu
filtrelerin\parametrelerin uygulanmasinda bazi1 smirlamalar mevcuttur. Ornegin,
parametreler segilirken bir dncelik (olmazsa olmaz kriterler) veya parametrelerin 6nem
katsayisinin dikkate alinmasi séz konusu degildir. Ornek ile agiklamak gerekirse bir cep
telefonunda kamera kalitesinin 100MP ve iizeri ve rengin siyah olmasi olmazsa olmaz
parametreler (kisitlama parametreleri) olarak tercih edilebilir fakat secilen diger
parametreler i¢in bu kisitlama durumu s6z konusu olmayabilir. Soyle ki dahili hafiza
icin 128GB ve tizeri, pil giici 5000 mAh ve {istii, ekran boyutu 6.5 ing ve tlizeri
secildiginde bu parametreler kisitlama olarak belirlenmedigi i¢in bu parametrelerden
cogunu saglayan telefon satin alinabilir. Bu durumda dahili hafizas1 64GB, pil giicii
5000 mAh ve ekran boyutu 6.5 in¢ olan bir telefon da satin alinabilir fakat satin alinan
telefonun kesinlikle rengi siyah ve kamera kalitesi 100MP ve lizeri olmalidir. (Bu
ornekte, satin alinan telefonun pil giicii, ekran boyutu ve dahili hafiza parametrelerinin
hepsini degil (diger adaylara gore) cogunu sagladigi fakat kisitlama parametrelerinin
hepsini sagladig1 vurgulanmaktadir.) Ayrica, aligveris sitelerinin mevcut filtreleme
sistemi farklit kategoride alinabilecek {iriinlerin ortak parametre kisitlamasiyla
filtrelenmesine ¢ok elverisli degildir. Farkli kategorilerde fakat benzer parametrelerle
filtrelenebilecek veya ayni anda benzer Ozellikli triinlerin belirlenmesi aligveris
sitelerinin mevcut sistemiyle miimkiin degildir. Ciinkii mevcut sistemde ilk olarak

kisiye iirlin veya kategori secmesi 6nerilmektedir.

Asagida cep telefonu ve bilgisayar1 ayni anda almak isteyen bir kisinin segtigi
parametrelere uygun sonuglar verilmistir. Cep telefonlarinin bulundugu ters esnek kiime
C, bilgisayarlarm kiimesi B ve segilen parametreler T = {t; = Ram kapasitesi,t, =
4 yildiz ve Uzeri, t; = marka} olarak disiiniilebilir. Bu parametreler arasindan
“t, = 4 yuldiz ve lizeri” ve t; = marka parametreleri kisitlama olarak belirlenir yani
a = {t,, t3} olusturulur. Bu kisitlamalar ile sistem biitiin telefonlar ve bilgisayarlar
kiimesinden aym1 anda elemeler yapar. Daha sonra diger filtrelemeler (kisitlama
olamayan parametreler) kullanir, kisitlama parametreleri ortak iken parametreler

degisebilmektedir (8GB RAM, 16GB RAM gibi).
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Mevcut sistem, telefon ve bilgisayarlarin kisitlama parametreler ve diger parametreler
kullanilarak ayni anda degerlendirilmesi igin de uygun degildir. Telefon ve bilgisayar
kiimeleri i¢in kisitlamal1 ters esnek kiimelerin olusturulmasi ve ayn1 anda degerlendirme
ve karar verme siireci i¢in bir karar verme algoritmasinin olusturulmasinin ters esnek
kiime temelli karar vermeye hem teoride hem de uygulamada faydali olacagini

diistinmekteyiz.

Bir¢ok online aligveris sitesinin mevcut sisteminde yukarida sekillerdeki gibi filtreleme
olanag1 sunulmakta fakat kisitlama segenegi mevcut degildir. Oysaki satin alicilar i¢in
parametrelerin 6nemi farklilik gosterebilir. Ayrica, ayni kisitlamali parametreleri
saglayan farkli iiriinleri aym1 anda degerlendirme imkaninin sunulmasi avantajli
olacaktir. Bu sebepten degerlendirme siirecinde satin alicitya kisitlama parametreleri
sectirilip daha sonra filtreleme yapilmasi satin alicinin daha dogru segenege
yonelmesine dolayli olarak miisteri memnuniyetine katki sunacaktir. Ozetle, yukaridaki
sekillerde sol iist kosede sunulan segili filtreler iki bashik altinda sunulmalidir: Segili
kisitlamalar ve secili filtreler (Bu filtreleme sonucunda “Aradigimiz {iriin
bulunamamaktadir” seklinde bir uyan ¢iktiginda secili kisitlamalar degistirilmez fakat
secili filtreler indirgenebilir). Bu se¢imlerden sonra degerlendirme yapilip (ters esnek

kiime yapisinda) karar verme siireci tamamlanmalidir.
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